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Resumo

O ponto central desta dissertação é explorar como a geometria em uma rede de spins

pode influenciar nas correntes de magnetização, e se a imposição de uma assimetria

geométrica é capaz de induzir a ocorrência de retificação. São investigadas redes de spin

sem contato com reservatórios, descritos pelo modelo XX, com geometria triangular e sem

campos magnéticos externos. Foram analisadas as ocupações médias de spin em cada sítio

para diferentes estados iniciais através de simulações numéricas no intuito de verificar

propensões causadas pela geometria. Em todos os casos abordados foram observadas uma

quantidade maior de ocupações no lado em que o sistema apresentava um número maior

de sítios. Em seguida são abordadas redes em contato com reservatórios de magnetização,

descritos pelo modelo XX e XXZ, com diferentes geometrias, incluindo casos simétricos e

assimétricos, com suas dinâmicas regidas pela equação mestra de Lindblad. Para esses

foram incluídos campos magnéticos externos homogêneos e não-homogêneos e também

diferentes configurações dos reservatórios nos quais o sistema é acoplado. Foram calculadas,

através de simulações numéricas, as correntes nessas redes e também coeficientes de

retificação para cada caso. Foi observada a ocorrência de retificação em todos os casos

geometricamente assimétricos em que um campo não-homogêneo é aplicado, tanto no

modelo XX quanto no XXZ.

Palavras-chave: Retificação, sistemas quânticos fechados, sistemas quânticos abertos,

redes de spin bidimensionais.





Abstract

The main point of this thesis is to explore how the geometry of a spin lattice can influence

spin currents, and if a geometric asymmetry is able to induce rectification. Spin lattices

in quantum closed systems, described by the XX model, with triangular geometry and

without external magnetic field applied are investigated. The average occupation of spins

on each site are analyzed through numerical simulations, considering different initial states,

in order to verify propensities caused by the geometry. In all the addressed cases, the

occupations were mostly on the side that presented more sites. Then, lattices with different

geometries, including symmetric and asymmetric cases, in contact with reservoirs described

by the XX and the XXZ models, with dynamics governed by the Lindblad master equation

were explored. For those, homogeneous and non-homogeneous external magnetic field

are applied and also different configurations for the reservoirs are considered. Through

numerical simulation, currents and rectification coefficient are calculated for each case

and the occurrence of rectification were observed in all cases with geometrical asymmetry

when a non-homogeneous magnetic field was applied.

Keywords: Rectification, closed quantum systems, open quantum systems, bidimensional

spin lattice.
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14 Capítulo 1. Introdução

Apesar da retificação já ser utilizada em dispositivos eletrônicos [11–13], como o

diodo, ainda faltam informações sobre os requisitos necessários para sua ocorrência em

sistemas quânticos. Diversos estudos em cadeias de spin foram realizados [8,10,14–16] e

sabe-se que assimetrias no sistema são imprescindíveis para que o fenômeno seja observado.

Porém, há casos de assimetrias que não são suficientes, como por exemplo no modelo XX

unidimensional com interação entre primeiros vizinhos, onde a aplicação de um campo

graded 1 ou interações do tipo graded não alteram a magnitude da corrente magnética (de

spin), e portanto não há retificação. Ao contrário do que ocorre no modelo XXZ, em que

esses perfis de configurações dos parâmetros do modelo são o bastante [8, 17].

Resultados abordando a condutividade térmica, aonde as correntes de energia que

propagam pelo sistema são analisadas, também já foram obtidos. Em [9] foi observado

em cadeias regidas pelo modelo XXZ unidimensional, com estrutura graded, a ocorrência

de retificação de energia mesmo sob a aplicação de um campo magnético homogêneo.

Já em [10] foi estudado o controle dessa corrente, constatando que a mudança de sinal

da retificação possui dependência com o campo magnético, temperatura, parâmetro de

anisotropia e também com o tamanho do sistema.

Entretanto, quando tratando-se de sistemas bidimensionais pouco se sabe sobre o

comportamento das correntes, e por conta do grau de liberdade dimensional oferecido, é

factível explorar diferentes geometrias e como elas podem afetar a dinâmica do sistema.

Em [18], é proposto um modelo bidimensional para o gás de Lorentz com muitas partículas,

explorando a retificação térmica induzida pela geometria. São calculadas as correntes

de calor e coeficientes de retificação para sistemas trapezoidais, variando parâmetros

referentes a geometria. Foi observada a ocorrência de maior retificação quanto mais

assimétrico o sistema se apresentava, e também foi obtida uma relação universal para o

coeficiente de retificação dependente apenas dos parâmetros geométricos e da temperatura

dos reservatórios.

Esta dissertação tem como objetivo investigar como assimetrias geométricas em

redes bidimensionais podem interferir no transporte de spins e se são capazes de induzir

retificação de correntes magnéticas por conta dessa característica. São abordados os

modelos XX e XXZ com e sem a aplicação de campos magnéticos externos e verifica-se

que na presença de campos magnéticos não-homogêneos ambos os modelos apresentam a

ocorrência de retificação quando uma assimetria geométrica é imposta.

O trabalho foi dividido da seguinte forma: No capitulo 2 são revisados alguns

conceitos no contexto de sistemas quânticos abertos e fechados, assim como os formalismos

matemáticos que serão utilizados. O capítulo 3 traz os modelos que serão empregados,

a forma como é realizado o cálculo de correntes de magnetização para os casos uni e

bidimensionais, e também são introduzidos conceitos e cálculos referentes a retificação,

1 Configuração que varia gradualmente no espaço.
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assim como casos em que esse fenômeno já foi observado na literatura. Por fim, no capítulo

4 são apresentados os resultados obtidos para os sistemas abertos e fechados, discutindo e

comparando cada geometria e configuração abordada.
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2 Conceitos e estrutura matemática

Neste capitulo é realizada uma revisão dos conceitos e formalismos matemáticos

utilizados no decorrer do trabalho. Primeiramente são abordados no contexto de sistemas

quânticos fechados o operador de evolução temporal, a equação de movimento e o cálculo

de observáveis. Em seguida, discute-se sistemas quânticos abertos, sua dinâmica e solução

da equação de movimento para estados estacionários de não-equilíbrio. Por fim, é feita a

descrição dos reservatórios que serão especificamente considerados nessa dissertação.

2.1 Sistemas Quânticos Fechados

Na mecânica quântica, um estado físico pode ser representado por um vetor de

estado pertencente a um espaço vetorial complexo, dotado de produto interno, completo e

separável, chamado espaço de Hilbert H. É postulado que esse vetor, também chamado de

ket e representado por |ψ〉, possui toda a informação sobre o sistema físico, e é por isso

denominado estado do sistema. [19].

Em um sistema quântico fechado a dinâmica do estado é dada pela equação de

Schrödinger:

H(t) |ψ(t)〉 = i
d

dt
|ψ(t)〉 , (2.1)

onde H(t) é a Hamiltoniana do sistema e a constante de Planck ~ foi definida igual a 1. A

solução da equação pode ser representada em termos do operador unitário de evolução

temporal U(t, t0), que transforma o estado |ψ(t0)〉, em um dado instante t0 inicial no

estado |ψ(t)〉 no instante t. Ou seja,

|ψ(t)〉 = U(t, t0) |ψ(t0)〉 . (2.2)

Para um sistema isolado, com Hamiltoniana independente do tempo, o operador

de evolução temporal possui a forma:

U(t, t0) = exp [−i(t− t0)H]. (2.3)

Sabendo-se o vetor |ψ(t)〉, é possível obter o valor médio de um observável associado a um

operador hermitiano A a partir da relação:

〈A〉(t) = 〈ψ(t)|A |ψ(t)〉 . (2.4)

Esse formalismo trata sistemas em que todos os membros de um ensemble (coleção

de sistemas físicos identicamente preparados) são caracterizados por um mesmo ket de
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estado, e são chamados ensembles puros. Porém, em muitos casos não é possível ter acesso

a toda a informação do sistema para descrevê-lo dessa forma, visto que pode estar sujeito

a incertezas tanto de caráter clássico como na preparação do estado [20]. Torna-se então

necessário um formalismo que inclua esse caráter probabilistico.

Em 1927, John von Neumann introduziu o formalismo da matriz densidade, ou

operador densidade, com o qual é possível descrever tanto ensembles puros quanto mistos

(não puros). Esse operador pode ser definido como:

ρ ≡
∑

i

pi |ψi〉 〈ψi| . (2.5)

onde pi representa a probabilidade do sistema encontrar no estado |ψi〉, 0 < pi < 1 e
∑

i pi = 1. Ele possui as seguintes propriedades:

• Normalizado: Tr(ρ) = 1,

• Hermitiano: ρ = ρ†,

• Definido positivo: 〈ψ| ρ |ψ〉 ≥ 0, ∀ |ψ〉.

A evolução temporal do operador densidade ρ(t0) é dada pela evolução temporal

dos vetores de estado |ψi(t0)〉, regidas pela equação de Schrödinger. O estado do sistema

no instante t será portanto:

ρ(t) =
∑

i

pi U(t, t0) |ψi(t0)〉 〈ψi(t0)| U †(t, t0) , (2.6)

podendo ser escrito como:

ρ(t) = U(t, t0)ρ(t0)U †(t, t0) . (2.7)

Diferenciando a equação (2.7) em relação ao tempo e utilizando a equação de

Schrödinger (2.1), obtemos a equação de movimento da matriz densidade:

d

dt
ρ = −i[H, ρ] , (2.8)

conhecida como equação de Liouville-von Neumann [21].

Como |ψi(t)〉 pertence ao espaço de Hilbert H, podemos utilizar a relação de

completeza
∑

j |αj〉 〈αj| = 1 e novamente obter o valor médio de um observável associado

ao operador hermitiano A:

〈A〉(t) =
∑

i

〈ψi(t)|A |ψi(t)〉

=
∑

i

∑

j

∑

k

pi 〈ψi(t)|αj〉 〈αj|A |αk〉 〈αk|ψi(t)〉

= Tr[Aρ(t)]

(2.9)

e como o traço é uma operação que independe da representação, o valor médio pode ser

calculado em qualquer base.
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em algumas circunstâncias, descrever a dinâmica do sistema S utilizando a abordagem de

equações mestras.

2.2.2 Equação Mestra de Lindblad

Diferentemente do que ocorre para um sistema fechado, a dinâmica de um sistema

aberto nem sempre pode ser dada apenas por operadores unitários. Por conta disso e da

dificuldade em descrever reservatórios, muitas vezes faz-se vantajoso utilizar o formalismo

de equações mestras, capazes de caracterizar a dinâmica do sistema sem que haja a

necessidade de fazer uma descrição total do ambiente (ou reservatório) com o qual ocorre

o acoplamento.

As equações mestras descrevem a dinâmica do estado de um sistema aberto, que é,

tipicamente, um operador densidade. Portanto, a escolha de uma equação que caracterize

essa dinâmica de forma apropriada é essencial. No contexto de sistemas quânticos abertos,

é necessário que essa dinâmica resulte em estados quânticos e por conta disso a equação

mestra de Lindblad é vastamente utilizada [21]. Sua forma diagonal é dada por:

L(ρ) =
d

dt
ρ = −i[H, ρ] +

N2−1
∑

j=1

γj(LjρL
†
j − 1

2
{L†

jLj, ρ}) , (2.13)

onde N é a dimensão da matriz densidade, γj são constantes positivas e Lj são comumente

chamados de operadores de Lindblad, utilizados para descrever como ocorre a interação

entre o sistema e o ambiente. Essa equação é restrita à sistemas Markovianos, ou seja, o

estado do sistema em um dado instante de tempo t pode ser obtido a partir de qualquer

estado em um tempo t′ < t, não sendo necessário o conhecimento da sequência de estados

precedentes.

A demonstração matemática da equação (2.13) foi feita por Gorini, Kossakowski

e Sudarshan em 1976 [22], na mesma época em que Lindblad (1976) provou em um

teorema que essa equação fornece a forma mais geral de um gerador de uma dinâmica

Markoviana [23].

2.2.3 Solução da equação de Lindblad

É de interesse nesse trabalho obter o estado estacionário de não-equilíbrio (NESS1),

que satisfaz L(ρ) = 0. Essa solução pode ser obtida quando o sistema em questão for

relaxante, ou seja, quando a dinâmica possui um único estado assintótico.

Para encontrar o NESS foi utilizado o método de vetorização, o qual consiste em

escrever matrizes em forma de vetores, sendo a operação que realiza essa transformação

1 Do inglês non-equilibrium steady state
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denotada por vec(·). Para matrizes 2 × 2 essa operação2 é dada por:

vec





a b

c d



 =

















a

c

b

d

















, (2.14)

e para quaisquer matrizes A, B e C verifica-se a identidade:

vec(ABC) = (C> ⊗ A)vec(B). (2.15)

Para simplificar a notação, denota-se a vetorização da matriz densidade como:

vec(ρ) = |ρ〉 . (2.16)

Utilizando as propriedades de vetorização na equação de Linblad é possível obter

(através do desenvolvimento no Apêndice A.2) a forma vetorizada da equação:

d

dt
|ρ〉 = [−i((1 ⊗H) − (H> ⊗ 1))

+
∑

j

(L∗
j ⊗ Lj) − 1

2
(1 ⊗ L†

jLj + (L†
jLj)

> ⊗ 1)] |ρ〉 ,
(2.17)

podendo-se escrever de forma mais intuitiva e compacta:

|ρ̇〉 = W |ρ〉 . (2.18)

Para W independente do tempo, a solução dessa equação pode ser escrita como:

|ρ(t)〉 = eW t |ρ(0)〉 . (2.19)

Como o sistema que será abordado nessa dissertação possui a propriedade de ser

relaxante, o NESS é atingido em um tempo suficientemente grande. Dessa forma esse

estado é obtido quando t → ∞:

d

dt
|ρ(t → ∞)〉 =

d

dt
|ρss〉 = 0 (2.20)

e portanto,

|ρss〉 = lim
t→∞

eW t |ρ(0)〉 . (2.21)

2 Uma definição mais geral dessa operação encontra-se no Apêndice A.1.
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2.2.4 Os operadores de Lindblad como reservatórios de Spin

2.2.4.1 Equação de Lindblad discreta

Nesse trabalho são abordadas redes de spin descritas pelo modelo XXZ (que será

discutido em mais detalhes no capítulo 3), em contado com reservatórios de spin. Os

operadores que descrevem esses reservatórios são dados por:

L± =
√

(1 ± f)σ± , (2.22)

em que σ± = σx±iσy

2
são os operadores de Pauli atuando em sítios da rede.

A forma dos operadores L± pode ser obtida através do método de interações

repetidas [8,17]. Para isso, assume-se uma cadeia de N spins unidimensional com interações

apenas entre primeiros vizinhos. Então, adicionam-se mais dois spins 0 e N + 1, acoplados

aos sítios 1 e N , respectivamente. A nova Hamiltoniana total agora é dada por:

HT = H + V0 + VN , (2.23)

onde Vi = α(σx
i σ

x
i+1 + σy

i σ
y
i+1) descreve a interação entre os sítios 0 e 1, e N e N + 1.

Para o tempo t = 0, assume-se que o sistema está desacoplado dos sítios adicionais

e então a matriz densidade total ρT pode ser fatorada na forma:

ρT = ρE ⊗ ρ(0) ⊗ ρD, (2.24)

onde ρE e ρD são as matrizes densidade dos spins 0 e N + 1, respectivamente. Também

assume-se que em t = 0 os spins adicionais então em equilíbrio térmico, então:

ρE =
(1 + fE)

2
|↑〉 〈↑| +

(1 − fE)

2
|↓〉 〈↓| ,

onde fE = 〈σz
0〉, e

ρD =
(1 + fD)

2
|↑〉 〈↑| +

(1 − fD)

2
|↓〉 〈↓| ,

para fD = 〈σz
N+1〉.

A dinâmica desse sistema aumentando é dado pela equação de Von-Neumann:

d

dt
ρT = −i[HT , ρT ],

tendo como solução:

ρT (t) = U(t)ρT (0)U †(t)

sendo U(t) = e−iHT t.
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Para o esquema de interações repetidas, começa-se em t = 0 com ρT (0) fatorado

como em (2.24), e permite-se que o sistema evolua até um tempo t = τ , de forma que:

ρT (τ) = U(τ)(ρE ⊗ ρ(0) ⊗ ρD)U †(τ). (2.25)

Então, descartam-se os spins 0 e N + 1 através do traço parcial:

ρ(τ) = Tr(E,D)(ρT (τ)).

Em seguida tomam-se novos spins dos reservatórios e constrói-se o novo estado:

ρT (τ) = ρE ⊗ ρ(τ) ⊗ ρD.

O processo é repetido indefinidamente. Definindo ρn = ρ(nτ ), o procedimento pode ser ser

resumido pela expressão:

ρn+1 = Tr(E,D)(U(τ)(ρE ⊗ ρn ⊗ ρD)U †(τ)). (2.26)

Sendo essa uma versão discreta da equação de Lindblad.

2.2.4.2 Limite τ → 0

Para obter os operadores na forma (2.22) é necessário realizar o limite em que

τ → 0. Com esse objetivo, utiliza-se a fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff:

e−iHT τρT e
iHT τ = ρT − iτ [HT , ρT ] − τ 2

2
[HT , [HT , ρT ]] + ...,

então insere-se esse na equação (2.26) e realiza-se os traços parciais. Para o primeiro termo

tem-se:

Tr(E,D)(ρE ⊗ ρn ⊗ ρD) = ρn,

para o segundo termo verifica-se que:

Tr(E,D)([HT , ρT ]) = [H, ρn]

e o terceiro termo é dado por:

Tr(E,D)([HT , [HT , ρT ]]) = Tr(E,D)([V0, [V0, ρT ]]) + Tr(E,D)([VN , [VN , ρT ]]).

Pode-se observar que para a primeira ordem de τ o acoplamento torna-se negligen-

ciável, então para que seja possível obter uma contribuição finita é preciso que Vi dependa

do tempo de interação τ , tal que:

Vi =

√

γ

τ
(σx

i σ
x
i+1 + σy

i σ
y
i+1) (2.27)
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em que γ é uma nova constante. Com isso, define-se:

− τ 2

2
[V0, [V0, ρT ]] := τDE(ρn),

− τ 2

2
[VN , [VN , ρT ]] := τDD(ρn).

(2.28)

Assim sendo, a equação (2.26) resulta em:

ρn+1 = ρn − iτ [H, ρn] + τ(DE(ρn) +DD(ρn)). (2.29)

Dividindo a equação por τ e tomando-se o limite τ → 0 obtém-se:

lim
τ→0

ρn+1 − ρn

τ
=

d

dt
ρ = −i[H, ρ] +DE(ρ) +DD(ρ).

Utilizando a equação (2.27) pode-se obter:

D(E,D)(ρ) =
∑

s=±

L(E,D)
s ρL(E,D)†

s − 1

2
{L(E,D)

s L(E,D)†
s , ρ},

com:

L
(E,D)
± =

√

γ

2
(1 ± f (E,D))σ±

1,N .

Fazendo uma alteração de escala γ

2
→ γ chega-se na expressão (2.13) com L± dado por

(2.22).

Quanto mais próximo f está de ±1, mais intensamente o reservatório estará forçando

a orientação do spin em um sentido. Se f = 1, o reservatório fará com que o spin no sítio

fique no estado up, enquanto para f = −1, o reservatório fará com que o spin fique no

estado down. Para outros valores de f haverá uma “competição” entre dois reservatórios

atuando em um mesmo sítio, tal que para f = 0, resultará uma combinação de estados up

e down com mesmas probabilidades nesse sítio. Por exemplo, considerando um único sítio,

dado pela matriz densidade:

ρ =





p c

c∗ (1 − p)



 (2.30)

em contato com um único reservatório de magnetização, representado pelos operadores:

L+ =
√

1 + fσ+ e L− =
√

1 − fσ−, (2.31)

terá como equação de movimento:

d

dt
ρ = γ





1 + f − 2p − c

−c∗ 2p− 1 − f



 . (2.32)

Para o NESS, caso em que d
dt
ρ = 0 é satisfeito, resultará em um sistema de equações:

p =
1 + f

2
,

c = 0.
(2.33)
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Dessa maneira, quando f = 1 a matriz densidade no estado estacionário será dada por:

ρ =





1 0

0 0



 , (2.34)

caracterizando o estado como spin up. Já para f = −1 ela será dada por

ρ =





0 0

0 1



 , (2.35)

caracterizando o estado como spin down e resultará em

ρ =





1/2 0

0 1/2



 (2.36)

quando f = 0, que é combinação dos dois estados com mesmas probabilidades.
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3 Modelos, corrente de spin e retificação

Neste capítulo apresenta-se inicialmente os modelos que serão utilizados para

descrever uma rede de spins e como são calculadas as correntes de magnetização para

sistemas unidimensionais. Em seguida, é feita uma generalização para o caso bidimensional

em que o número de interações pode ser diferente para cada sítio. Por fim, é definido o

que se entende por retificação, o cálculo do seu coeficiente e discute-se alguns resultados

da literatura.

3.1 Modelos

Modelos integráveis têm um papel muito importante no entendimento de sistemas

quânticos de muitos corpos devido às suas soluções exatas [24–27], sendo possível também

aborda-los através de métodos numéricos e analíticos poderosos. Além disso, avanços

recentes em experimentos com átomos frios, íons armadilhados e átomos de Rydberg

permitem que esses modelos sejam reproduzidos em laboratório [4–7].

O modelo de Hubbard é um dos mais importantes na física teórica. A partir dele

é possível descrever férmions interagindo em uma rede, possuindo um termo cinético

que permite o tunelamento (hopping) das partículas entre os sítios e também um termo

potencial de interação no sítio (on-site). Acredita-se que ele seja capaz de exibir diversos

fenômenos físicos como a transição metal-isolante, antiferromagnetismo, ferrimagnetismo,

ferromagnetismo, líquido de Tomonaga-Luttinger e também a supercondutividade. Porém,

a compreensão das diversas propriedades desse modelo é considerada uma tarefa muito

difícil e por isso torna-se interessante explorar seus casos limites [28].

Um sistema em que os elétrons interagem fortemente é um dos limites que pode ser

considerado, e a partir dele pode-se obter o modelo XYZ. Esse teve sua primeira solução

exata obtida por Baxter, em 1971 [29] para o caso unidimensional. Comumente ele é

descrito pela Hamiltoniana na forma:

H =
∑

〈i,j〉

(αxσ
x
i σ

x
j + αyσ

y
i σ

y
j + ∆σz

i σ
z
j ) , (3.1)

onde σa
k com a ∈ x, y, z são as matrizes de Pauli atuando no k-ésimo sítio, os índices i e j

se referem a sítios que interagem entre si, tipicamente, primeiros vizinhos de uma rede, e

αx, αy e ∆ são os parâmetros de acoplamento.

A escolha dos parâmetros pode separar esse modelo em diversos casos. Nesse

trabalho são considerados o modelo XXZ, caracterizado por αx = αy e ∆ 6= 0 e também o
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XY, dado por αx 6= αy e ∆ = 0. Quando αx = αy(= α) e ∆ = 0 o modelo XY torna-se

isotrópico e é também chamado de XX. Para o modelo unidimensional com interação entre

primeiros vizinhos, essa propriedade é interessante, pois ao transformar os operadores

de spin em fermiônicos restam apenas termos cinéticos, o que caracteriza a dinâmica

de partículas não interagentes. O modelo XX pode ser reescrito apenas em termos dos

operadores σ+
k e σ−

k :

H = 2α
∑

〈i,j〉

(σ+
i σ

−
j + σ−

i σ
+
j ), (3.2)

sendo interpretado mais facilmente como a propagação de spins através da rede.

Além desses modelos preservarem a magnetização total, também é factível a inclusão

de outras interações, como por exemplo a aplicação de um campo magnético externo

atuando separadamente em cada sítio. Essa interação pode ser descrita pelo operador:

V =
∑

i

hiσ
a
i , (3.3)

onde índice i é referente ao sítio em que o campo hi é aplicado na direção a (a ∈ x, y, z).

3.2 Correntes de Spin

Uma das propriedades fundamentais das correntes elétricas é que elas obedecem

uma equação de continuidade, devido à conservação de carga:

ρ̇c = −∇ · jc , (3.4)

onde ρc é a densidade de cargas e jc a densidade de corrente de cargas. Ao tratar-se de

correntes de spin, uma densidade de corrente de spin js é introduzida e é abordada de

forma similar a partir da conservação do momento angular. Se o momento angular total

for conservado, a equação de continuidade pode ser escrita por:

d

dt
M = −∇ · js , (3.5)

onde M é a magnetização local (densidade de momento magnético) em uma direção fixada.

Também podem ocorrer casos em que o momento angular total não é conservado, de forma

que a equação de continuidade é dada por:

d

dt
M = −∇ · js + T , (3.6)

em que T representa o termo de não conservação, ou seja, um gerador ou sumidouro de

momento angular [30].
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A corrente para spins up (ou down), autoestados de σz, para o modelo XXZ

unidimensional, com interações αx = αy = α apenas entre primeiros vizinhos, possui a

forma conhecida [8]:

Jk = 2α〈σx
kσ

y
k+1 − σy

kσ
x
k+1〉, (3.7)

referente a corrente entre os sítios k e k + 1. Essa é obtida através do cálculo da variação

temporal da magnetização local, ou seja, a variação do valor esperado da ocupação no

sítio k:

d

dt
〈σz

k〉 = Jk−1 − Jk, (3.8)

para sítios k que não estão em contato com reservatórios (desenvolvimento no Apêndice

B.1).

Utilizando uma formulação análoga, é possível tratar um sistema bidimensional

onde o número de interações não é necessariamente a mesma em cada sítio. Sendo o

sistema descrito pelo modelo XY, calcula-se:

d

dt
〈σz

k〉 =
d

dt
(Tr(σz

kρ)) = Tr

(

dρ

dt
σz

k

)

e fazendo uso da equação de Lindlad:

d

dt
〈σz

k〉 = Tr(−i[H, ρ]σz
k +D(ρ)σz

k). (3.9)

Com isso, quando k não pertence às extremidades, obtém-se (através do desenvol-

vimento do Apêndice B.2):

d

dt
〈σz

k〉 = 2
∑

j

〈αxσ
y
kσ

x
j − αyσ

x
kσ

y
j 〉 , (3.10)

no qual a soma em j se refere a sítios que estão em contato com o sítio k. E quando

tratando-se do modelo isotrópico (αx = αy = α), tem-se a equação de continuidade:

d

dt
〈σz

k〉 = 2α
∑

j

〈σy
kσ

x
j − σx

kσ
y
j 〉 . (3.11)

Dessa forma podemos concluir que a variação temporal do valor esperado da

ocupação no sítio é a soma das correntes entre os sítios que interagem entre si. Mesmo

com uma ligeira diferença entre o caso unidimensional, a corrente de spin ainda pode ser

descrita da mesma maneira.

Para o modelo XXZ o cálculo das correntes não se altera, visto que os termos

que se diferem do modelo XX comutam com σz
k. Já para situações em que campos

magnéticos são incluídos podem aparecer termos adicionais no cálculo do valor esperado
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da ocupação, dependendo de qual for sua direção. Para sítios que não estão em contato

com reservatórios e um campo magnético na direção a(= x, y ou z) é aplicado, obtém-se

(através do desenvolvimento feito no Apêndice B.3):

d

dt
〈σz

k〉 = 2α
∑

j

〈σy
kσ

x
j − σx

kσ
y
j 〉 − 2hkεabz〈σb

k〉 , (3.12)

onde εabz é símbolo de Levi-Civita. Ou seja, ao aplicar um campo magnético externo na

direção a 6= z o termo de não conservação de momento angular aparece, consistente com a

equação de continuidade (3.6).

3.3 Retificação

Retificação é um fenômeno de transporte caracterizado pela corrente em um sistema

possuir dependência com o sentido de propagação. Um exemplo de interesse é a retificação

térmica, observada pela primeira vez por Starr, em 1936, através de um experimento com

óxido de cobre [31]. Outro caso, mais recente e de grande importância é o diodo elétrico,

componente retificador do transistor, elemento fundamental para o funcionamento de

dispositivos eletrônicos.

Em cadeias de spin colocadas em contato com reservatórios de magnetização, um

fluxo associado a correntes de spin aparece. Se invertermos esses reservatórios, espera-se

que esse fluxo também seja invertido, e caso sua magnitude não seja a mesma, dizemos que

esse sistema possui retificação. Matematicamente, essa inversão pode ser descrita apenas

trocando o sinal de f do operador (2.22) [32]. Dessa forma podemos dizer que se um

sistema retifica, então a corrente J(−f) 6= −J(f), onde o sinal de J caracteriza o sentido

no qual a corrente se propaga. Com isso pode-se definir um coeficiente de retificação:

R =
J(f) + J(−f)

J(f) − J(−f)
, (3.13)

no qual os casos extremos em que R = ±1 o sistema retifica totalmente e quando R = 0 não

ocorre retificação alguma. Há uma exceção em que o valor absoluto de R pode ser maior que

1 e até mesmo divergir, que ocorre quando se observa o efeito de one-way street (na ausência

de campos magnéticos externos, a inversão da magnetização nos reservatórios acoplados à

rede não altera o sentido da corrente). Esse é investigado em [33] para correntes de energia

no modelo XXZ, com uma distribuição do tipo graded para parâmetro de anisotropia ∆ e

também o modelo de Heisenberg (XXX) em que estende-se esse tipo de configuração para

os parâmetros αx e αy.

Resultados abordando a retificação de correntes de spin em sistemas quânticos

também já foram obtidos. Por exemplo, em [8] é analisado o modelo XXZ unidimensional

(Eq. 3.1 com αx = αy) com interação entre primeiros vizinhos, apresentando a existência de

retificação numa cadeia com N = 3 sítios em que o campo magnético externo hz 6= 0 (Eq.
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3.3) (nesse caso o campo é um gradiente linear que varia de −h até h ao longo da cadeia),

para diferentes valores de ∆ (6= 0) e de f (= 0, 0.5 e 1). Nesse mesmo trabalho também

é mostrado que quando ∆ = 0 (modelo XX) a retificação não ocorre, ainda quando na

presença de um campo magnético externo gradiente.

Outro exemplo é em [14], o qual expõe a possibilidade de retificação em cadeias de

spin XXZ unidimensionais segmentadas, apresentando resultados para cadeias com maior

quantidade de sítios (N = 4, 6, 8 e 10) e tendo como ingrediente chave maiores valores do

parâmetro de anisotropia em metade do sistema e com retificação máxima quando uma

das metades da cadeia é descrita pelo modelo XX.

Dessa maneira, sabe-se que para que ocorra a retificação o sistema deve apresentar

alguma forma de não-homogeneidade, porém quando acrescentado um grau de liberdade

dimensional não se sabe como a imposição de uma assimetria geométrica possa fazer esse

papel. Por conta disso, neste trabalho busca-se estudar como a geometria de uma rede

interfere no processo de transporte de spins e se ela é uma possível responsável por induzir

retificação de correntes magnéticas.
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Essa geometria foi escolhida pois possui um número maior de sítios de um lado em

comparação com o outro, fornecendo uma assimetria para o sistema.

4.1.2 Estados iniciais

O estado total do sistema |ψ(t)〉 é dado pelo produto entre cada estado dos N

sítios. Foram escolhidos três estados iniciais distintos em que cada sítio k está em um

autoestado (up |↑〉kou down |↓〉k) de σz
k. Foi estabelecido analisar o comportamento dos

spins up e portanto os estados iniciais foram escolhidos de forma que para todos eles a

ocupação total desses spins fosse a mesma. Os casos foram separados da seguinte maneira:

• Caso 1: Um spin up no sítio 1 e o restante com spins down:

|ψ(0)〉 = |↑〉1

N
∏

i=2

|↓〉i . (4.1)

• Caso 2: Spins up nos sítios da direita e o restante com spins down:

|ψ(0)〉 =
1√
n

N
∑

k=N−n+1

|↑〉k

∏

j 6=k

|↓〉j , (4.2)

onde n é a quantidade de sítios pertencentes às extremidades da direita. Essa situação

é uma superposição de possíveis estados em que o spin up está em um dos sítios da

direita.

• Caso 3: Spins up com fases alternadas nos sítios da direita e o restante com spins

down:

|ψ(0)〉 =
1√
n

N
∑

k=N−n+1

(−1)k |↑〉k

∏

j 6=k

|↓〉j . (4.3)

Esse estado inicial consiste em inserir uma fase alternadamente nos possíveis estados

em que o spin up está em um sítio da extremidade direita da rede. Isso é feito na

intenção de verificar efeitos de interferência na propagação ao longo da cadeia.

Uma representação esquemática para 6 sítios é dada nas figuras (5a, 5b e 5c), sendo

análogo para 10 sítios.
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Esses resultados trazem indícios de que a geometria pode ser um elemento signifi-

cativo no transporte de spins, visto que foi apresentada uma “preferência” em ocupar o

lado que possui um maior número de sítios. Dessa maneira torna-se interessante verificar a

ocorrência de retificação de correntes de magnetização (spin) para redes com assimetrias

geométricas, sendo então necessário analisar o sistema no qual são acoplados reservatórios.

4.2 Correntes de spin em uma rede bidimensional aberta

Ao acoplar os reservatórios de spin à rede o sistema torna-se aberto, e portanto a

sua dinâmica agora é regida pela equação mestra de Lindblad, sendo necessário utilizar

formalismo de matriz densidade. Para investigar a retificação foram abordadas diferentes

geometrias com 6, 8, 9 e 10 sítios para os modelos XX e XXZ, sendo também incluídos

casos em que campos magnéticos externos homogêneos e não-homogêneos na direção z são

aplicados.

4.2.1 Abordagem

4.2.1.1 Notação

O conjunto de reservatórios utilizados são separados em esquerda e direita. Reser-

vatórios da esquerda (E) ficam em contato com os primeiros sítios 1, 2, 3, ..., ne, onde ne é

o número de reservatórios na esquerda. Os da direita ficam em contato com os últimos

sítios N,N − 1, N − 2, ..., N − nd + 1, onde nd é o número de reservatórios da direita. Os

sítios são enumerados como no caso fechado, da esquerda para a direita e de cima para

baixo de acordo com a geometria. A Figura 9 apresenta um exemplo de como essa notação

é empregada em uma rede triangular composta por 6 sítios.

4.2.1.2 Estado Estacionário

Matematicamente, os estados estacionários são determinados pela equação (2.20),

porém ao fazer simulações é importante verificar que esse estado foi atingido. Uma

propriedade desses estados é a estabilização do valor esperado da ocupação nos sítios no

tempo, ou seja:
d

dt
〈σz

k〉 = 0 . (4.4)

Da combinação dessa equação com a (3.11) pode-se concluir qualitativamente que a

corrente que “entra” em um sítio deve ser a mesma que “sai”, podendo estender essa

propriedade para o sistema como um todo, analisando apenas as extremidades, de forma

que a corrente entre os primeiros sítios deve ser a mesma que nos últimos.

Em sistemas unidimensionais o valor da corrente pode ser calculado entre o primeiro

e segundo sítio e comparado com a corrente entre os dois últimos sítios, como representado
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Tabela 1 – (hz = 0.0, α = 1.0)

Parâmetro ∆ = 0.0 ∆ = 0.5 ∆ = 1.0 ∆ = 1.5
J(f) 1.3658 1.4356 1.39279 1.21865
J(−f) -1.3658 -1.4356 -1.39279 -1.21865
R 0.0 0.0 0.0 0.0

No segundo caso foi aplicado um campo magnético homogêneo hz = 1.0, ou seja

o mesmo campo é aplicado separadamente em cada sítio. Os resultados desse estão na

tabela 2.

Tabela 2 – (hz = 1.0, α = 1.0)

Parâmetro ∆ = 0.0 ∆ = 0.5 ∆ = 1.0 ∆ = 1.5
J(f) 1.3658 1.4356 1.39279 1.21865
J(−f) -1.3658 -1.4356 -1.39279 -1.21865
R 0.0 0.0 0.0 0.0

Os valores das correntes obtidos foram os mesmos em ambos os casos e não foi

observada a ocorrência de retificação.

4.2.2.2 Campo magnético não-homogêneo

Os sítios dessa rede foram separados em colunas da seguinte forma:

• Sítio 1 pertence a coluna 1 (c1)

• Sítios 2 e 3 pertencem a coluna 2 (c2)

• Sítios de 4 à 6 pertencem a coluna 3 (c3)

• Sítios de 7 à 10 pertencem a coluna 4 (c4)

Foram escolhida três configurações para o campo magnético não-homogêneo de

forma que cada coluna possua um valor diferente de campo aplicado em seus sítios

separadamente.

1. Aumento do campo da esquerda para a direita

O campo aumenta em uma unidade para cada coluna de sítios, sendo esses campos

dados por hc1
z = 1.0, hc2

z = 2.0, hc3
z = 3.0 e hc4

z = 4.0, como representado na Figura

13.
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sem campos magnéticos e com campos magnéticos homogêneos e não-homogêneos.

4.2.3.1 Ausência de campo magnético e campo magnético homogêneo

Os resultados obtidos para o caso em que não há campo magnético externo estão

na tabela 6 e com campo magnético homogêneo hz = 1.0 na tabela 7.

Tabela 6 – (hz = 0.0, α = 1.0)

Parâmetro ∆ = 0.0 ∆ = 0.5 ∆ = 1.0 ∆ = 1.5
J(f) 1.34811 1.40797 1.33243 1.25434
J(−f) -1.34811 -1.40797 -1.33243 -1.25434
R 0.0 0.0 0.0 0.0

Tabela 7 – (hz = 1.0, α = 1.0)

Parâmetro ∆ = 0.0 ∆ = 0.5 ∆ = 1.0 ∆ = 1.5
J(f) 1.34811 1.40797 1.33243 1.25434
J(−f) -1.34811 -1.40797 -1.33243 -1.25434
R 0.0 0.0 0.0 0.0

Igualmente à geometria triangular com 10 sítios, os valores de corrente foram os

mesmos na ausência de campo e com campo homogêneo. Também não foi observada a

ocorrência de retificação nesses casos.

4.2.3.2 Campo magnético não-homogêneo

Os sítios dessa rede foram separados em colunas da seguinte forma:

• Sítio 1 pertence a coluna 1 (c1)

• Sítios 2 e 3 pertencem a coluna 2 (c2)

• Sítios de 4 à 6 pertencem a coluna 3 (c3)

• Sítios de 7 e 8 pertencem a coluna 4 (c4)

As configurações do campo utilizados são análogos aos escolhidos anteriormente,

adequando-se ao número de sítios em cada coluna.
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nos valores das correntes, não trazendo grandes distinções sobre comportamento dos spins,

mesmo quando as fases são incluídas.

4.3 Discussão dos resultados

Ao tratar os sistemas fechados, em ambas as geometrias abordadas foram observadas

propensões das ocupações para o lado em que haviam mais sítios disponíveis, dando indícios

de que a assimetria geométrica possa influenciar no transporte de spins. Assim sendo,

tornou-se interessante verificar o comportamento das correntes dentro das redes, sendo

então analisado diferentes geometrias para sistemas em contato com reservatórios de

magnetização.

Quando abordados os sistemas abertos, nenhuma geometria apresentou a ocorrência

de retificação na ausência de campos magnéticos não-homogêneos, porém algumas distinções

foram observadas entre os casos simétricos e assimétricos.

O comportamento nas cadeias que não dispõem da assimetria geométrica apresentaram-

se análogos ao que é observado em sistemas unidimensionais com interações entre primeiros

vizinhos. Isto é, para o modelo XX a retificação não é observada e para o XXZ ela ocorre

apenas na presença de campos não-homogêneos. Nesses foi observado, em ambas as geome-

trias, que o sistema retifica mais intensamente conforme o parâmetro ∆ aumenta e também

verifica-se a troca de sinais de R ao inverter a configuração dos campos magnéticos.

Nas redes assimétricas algumas diferenças foram observadas para o modelo XX, que

apresentou retificação quando aplicado um campo magnético não-homogêneo em ambas as

geometrias. É interessante observar nessas redes a ocorrência de uma troca de sinais no

coeficiente de retificação, não apenas ao inverter a configuração dos campos magnéticos,

mas também ao variar os valores de ∆.

Já a soma total dos campos magnéticos aplicados sobre o sistema não apresentou

um papel tão importante, mas sim como ele é distribuído. Isso pode ser verificado ao

comparar os casos assimétricos ao inverter a disposição dos campos, que continuam com

os mesmos valores de R em módulo, porém com diferentes valores para o campo total

aplicado.

Esses resultados indicam que a geometria do sistema pode interferir no transporte

de spins, no entanto essa característica só ganha um papel relevante quando há elementos

que gerem outras formas de assimetria, como é o caso do campo magnético não-homogêneo.
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5 Conclusões

Nessa dissertação foram explorados os comportamentos das correntes de mag-

netização em redes de spin bidimensionais com e sem o acoplamento de reservatórios,

regidos pelos modelos XX e XXZ com diferentes geometrias, incluindo casos simétricos e

assimétricos.

Primeiramente, foi realizada uma breve revisão sobre sistemas quânticos fechados

abordando sua descrição, evolução temporal e cálculo de observáveis. Em seguida foi

discorrido sobre sistemas quânticos abertos, equação mestra de Lindblad, a obtenção

da solução para o estado estacionário de não-equilíbrio e a descrição dos operadores de

Lindblad como reservatórios de spin. Também foram discutidos os modelos utilizados,

correntes de magnetização e o fenômeno de retificação, trazendo alguns resultados já

obtidos anteriormente na literatura para sistemas unidimensionais.

Para adquirir uma primeira intuição sobre o problema abordado, são investigadas

redes de spin bidimensionais isoladas, regidas pelo modelo XX e dotadas de assimetria

geométrica, sendo analisados os comportamentos das ocupações em cada sítio para verificar

a existência de uma propensão na rede. Observou-se maiores ocupações no lado que

apresentava um maior número de sítios em ambas as geometrias consideradas e para os

três estados iniciais escolhidos. Baseando-se nesses resultados, inferiu-se que a geometria

possa interferir no transporte de spins ao longo da rede.

Em seguida considerou-se redes em contato com reservatórios de spin com diferentes

geometrias, modelos e configurações, incluindo campos magnéticos externos homogêneos e

não-homogêneos. Foram calculadas as correntes e coeficientes de retificação para todos os

casos abordados.

Foram exploradas duas geometrias providas de assimetria geométrica, uma com

10 e outra com 8 sítios. Os casos na ausência de campo magnético externo e com campo

magnético homogêneo resultaram nos mesmos valores de corrente em cada geometria e

não foram observadas retificações. Já na presença de campos magnéticos não-homogêneos,

foi constatada a ocorrência de retificação tanto no modelo XX como no XXZ em ambas as

geometrias. Em contrapartida, as geometrias com 9 e 10 sítios que não possuíam assimetria,

a retificação ocorreu apenas para o modelo XXZ na presença de campos não-homogêneos,

analogamente ao que é observado em sistemas unidimensionais com interações entre

primeiros vizinhos.

Também foram simuladas todas as geometrias possíveis com 6 sítios, impondo um

número fixo de reservatórios em cada lado, para os modelos XX e XXZ na ausência de

campos magnéticos externos. Exceto para situações em que pelo menos um dos reservatórios
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foi rejeitado, nenhuma geometria apresentou valores diferentes de zero para o coeficiente

de retificação.

Por fim, foram considerados reservatórios coletivos para as redes com assimetria

geométrica, com 8 e 10 sítios. Os valores obtidos para as correntes pouco diferiram dos

casos anteriores, não gerando retificações significantemente diferentes do que foi obtido

para os casos com reservatórios individuais.

Com isso, conclui-se que a assimetria geométrica do sistema torna-se um ingrediente

a ser levado em consideração no transporte de spins, mas quando tratando-se de retificação,

outros elementos que causem assimetrias no sistema são necessários para que ela ocorra,

como foi o caso aqui do campo magnético externo não-homogêneo.

Posteriormente, pode vir a ser interessante demonstrar matematicamente a não

ocorrência de retificação para um número arbitrário de sítios em redes bidimensionais na

ausência de campos não-homogêneos, e também estudar a influência da geometria nos

modelos XX e XXZ para correntes de energia, a qual é possui uma sensibilidade maior do

que a corrente de magnetização quando feitas mudanças no sistema.
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APÊNDICE A – Vetorização

A.1 Definição

Seja A = (a1, a2, ..., aj) ∈ C
m×n, em que aj ∈ C

m, j = 1, 2, ..., n. Define-se a

operação de vetorização da matriz A como [9]:

vec(A) ≡

















a1

a2

...

an

















∈ C
m.n. (A.1)

E para quaisquer matrizes A ∈ C
m×n, B ∈ F

n×p e C ∈ C
p×q, a verificada a identidade:

vec(ABC) = (C> ⊗ A)vec(B). (A.2)

A.2 Vetorização da equação de Lindblad

Todos os termos da equação de Linblad podem ser escritos no formato (AρC) e

portanto podemos utilizar a identidade (A.2):

vec(AρC) = (C> ⊗ A) |ρ〉
vec(Aρ) = vec(Aρ1) = (1 ⊗ A) |ρ〉
vec(ρC) = vec(1ρC) = (C> ⊗ 1) |ρ〉

(A.3)

e dessa forma:

vec(−i[H, ρ]) = −ivec(Hρ1 − 1ρH) = −i(1 ⊗H −H> ⊗ 1) |ρ〉
vec(LjρL

†
j) = (L∗

j ⊗ Lj) |ρ〉
vec(L†

jLjρ) = vec(L†
jLjρ1) = (1 ⊗ L†

jLj) |ρ〉
vec(ρL†

jLj) = vec(1ρL†
jLj) = ((L†

jLj)
> ⊗ 1) |ρ〉

(A.4)

obtendo então a equação vetorizada:

d

dt
|ρ〉 = [−i((1 ⊗H) − (H> ⊗ 1))

+
∑

j

(L∗
j ⊗ Lj) − 1

2
(1 ⊗ L†

jLj + (L†
jLj)

> ⊗ 1)] |ρ〉 .
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APÊNDICE B – Corrente para sítios fora

das extremidades

B.1 Redes unidimensionais

Para cadeias de spin em que a Hamiltoniana é dada por:

H =
∑

j

α(σx
kσ

x
k+1 + σy

kσ
y
k+1) + ∆(σz

kσ
z
k+1),

a equação de continuidade para sítios que não estão em contato com os reservatórios é

dada por:

d

dt
〈σz

k〉 = −iTr([H, ρ]σz
k)

= iα〈σx
k−1σ

x
kσ

z
k + σy

k−1σ
y
kσ

z
k + σx

kσ
z
kσ

x
k+1 + σy

kσ
z
kσ

y
k+1

−σx
k−1σ

z
kσ

x
k − σy

k−1σ
z
kσ

y
k − σz

kσ
x
kσ

x
k+1 − σz

kσ
y
kσ

y
k+1〉

= iα〈−iσx
k−1σ

y
k + iσy

k−1σ
x
k − iσy

kσ
x
k+1 + iσx

kσ
y
k+1

−iσx
k−1σ

y
k + iσy

k−1σ
x
k − iσy

kσ
x
k+1 + iσx

kσ
y
k+1〉,

então:

d

dt
〈σz

k〉 = 2α〈σx
k−1σ

y
k − σy

k−1σ
x
k〉 − 2α〈σx

kσ
y
k+1 − σy

kσ
x
k+1〉

= Jk−1 − Jk,

onde Jk é a corrente entre os sítios k e k + 1.

B.2 Redes bidimensionais sem campo magnético externo

Para redes bidimensionais em que os sítios não pertencem às extremidades, ou

seja, não estão em contato com os reservatórios, não é necessário incluir os operadores de

Lindblad. Dessa forma:

d

dt
〈σz

k〉 = −iTr([H, ρ]σz
k)

= −iTr(Hρσz
k − ρHσz

k)

= −iTr(ρσz
kH − ρHσz

k)

= −iTr(ρ[σz
k, H])

= −i〈[σz
k, H]〉.
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Calculando o comutador [σz
k, H]:

[σz
k, H] = σz

k





∑

〈i,j〉

(αxσ
x
i σ

x
j + αyσ

y
i σ

y
j )



−




∑

〈i,j〉

(αxσ
x
i σ

x
j + αyσ

y
i σ

y
j )



σz
k

=
∑

〈i,j〉

(αxσ
z
kσ

x
i σ

x
j + αyσ

z
kσ

y
i σ

y
j ) −

∑

〈i,j〉

(αxσ
x
i σ

x
j σ

z
k − αyσ

y
i σ

y
jσ

z
k)

=
∑

〈i,j〉

[αx(iδikσ
y
i )σx

j + αy(−iδikσ
x
i )σy

j ] −
∑

〈i,j〉

[αxσ
x
i (−iδjkσ

y
j ) − αyσ

y
i (iδjkσ

x
j )]

= i
∑

j

[αxσ
y
kσ

x
j − αyσ

x
kσ

y
j + αxσ

x
j σ

y
k − αyσ

y
jσ

x
k ],

mas como k 6= j, [σa
j , σ

b
k] = 0, pois atuam em subespaços diferentes. Então:

[σz
k, H] = 2i

∑

j

(αxσ
y
kσ

x
j − αyσ

x
kσ

y
j )

e portanto,

d

dt
〈σz

k〉 = −i
〈

2i
∑

j

(αxσ
y
kσ

x
j − αyσ

x
kσ

y
j )

〉

= 2
∑

j

〈

αxσ
y
kσ

x
j − αyσ

x
kσ

y
j

〉

,

tal que o somatório em j são para sítios em contato com o sítio k. E para o caso isotrópico

(αx = αy ≡ α) temos a equação de continuidade:

d

dt
〈σz

k〉 = 2α
∑

j

〈

σy
kσ

x
j − σx

kσ
y
j

〉

B.3 Incluindo campo magnético externo

Quando um campo magnético externo é incluído, adiciona-se o termo de interação

V dada pela equação (3.3), sendo a nova Hamiltoniana é dada por H ′ = H + V , temos:

d

dt
〈σz

k〉 = −iTr([H + V, ρ]σz
k)

= −iTr(ρ[σz
k, H + V ])

= −iTr(ρ[σz
k, H]) − iTr(ρ[σz

k, V ]).

Calculando o comutador [σz
k, V ]:

[σz
k, V ] = [σz

k,
∑

j

hjσ
a
j ]

= −
∑

j

hj[σ
a
j , σ

z
k]

= −
∑

j

hj2iδikεabzσ
b
i

= −2ihkεabzσ
b
k.
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Logo,
d

dt
〈σz

k〉 = 2α
∑

j

〈

σy
kσ

x
j − σx

kσ
y
j

〉

− 2hkεabz〈σb
k〉. (B.1)
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