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Resumo

Dada uma variedade Riemanniana e um Lagrangiano de Tonelli, podemos obter o valor
critico de Mané associado a variedade e seus recobrimentos. Neste trabalho, iremos comparar
os valores criticos na variedade, nos recobrimentos universal e abeliano, além do valor critico

estrito.

Palavras-chave: Sistemas Lagrangianos, Hamiltonianos, valor critico de Mané.



Abstract

Given a Riemannian manifold and Tonelli’s Lagrangian, we can obtain the Mané’s
critical values associated to manifold and their coverings. We will compare the critical
values on the manifold and on universal and abelian converings beyond the strict critical

value.

Keywords: Lagrangian systems, Hamiltonians, Mané critical values.
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Introducao

A partir do trabalho de J. Mather no artigo Action minimizing measures for positive
definite Lagrangian systems [13], de 1991, a Dinamica Lagrangiana teve um avango muito
significativo. A partir disso, R. Mané definiu, no pré-print Lagrangian flows: the dynamics
of globally minimizing orbits,[24], de 1995, os valores criticos de Lagrangianos convexos e
superlineares. Esse paper foi publicado apds sua morte e finalizado por G. Contreras, J.
Delgado, R. Tturriaga, em [11]. Tais valores também podem ser definidos nos espagos de
recobrimento de uma variedade e, uma vez que sao nimeros reais, podem ser comparados.

O principal objetivo desse trabalho é comparar os valores criticos na variedade e em seus
recobrimentos. Como referéncia principal, estudamos o artigo Critical values of autonomous
Lagrangian systems,[8], de 1997.

O trabalho se divide em 5 capitulos. Os dois primeiros sao de teoria geral. No capitulo
1, apresentamos alguns conceitos bésicos da dinamica Lagrangiana e alguns resultados sobre
o Fluxo Magnético. Além disso, temos algumas preliminares sobre grupo fundamental,
espacos de recobrimento, homologia e cohomologia. No capitulo 2, definimos o Valor Critico
de Mané e damos duas caracterizagoes importantes do mesmo: a ergddica e a via graficos
Lagrangianos.

O 3°, 4° e 5° capitulos tiveram como base os resultados do artigo [8]. No capitulo 3
comparamos o Valor Critico na variedade e em seus espacos de recobrimento, em especial os
recobrimentos universal e abeliano. Neste contexto, surge a primeira pergunta e o primeiro
teorema do artigo. No capitulo 4, apresentamos a pergunta feita por R. Mané e o segundo
teorema do artigo. O capitulo 5 é um exemplo, utilizando o fluxo magnético, respondendo

negativamente as duas perguntas e aplicando os principais teoremas.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados sobre a dinamica Lagrangiana e al-
guns resultados sobre o Fluxo Magnético. Além disso, teremos algumas preliminares sobre

grupo fundamental, espacos de recobrimento e homologia e cohomologia.

1.1 Lagrangianos

Sejam M uma variedade compacta C*°, com métrica Riemanniana g : T,M xT, M — R

e T'M seu fibrado tangente.

Definigao 1.1. Um Lagrangiano (auténomo) do tipo Tonelli em M é uma fungao L : TM —

R de classe C*°, satisfazendo as seguintes condicoes:

(i) Convexidade: A matriz Hessiana %(m, v), calculada em coordenadas, é uniforme-
100j
mente positiva definida para todo (z,v) € T'M, ie, existe A > 0 tal que

w - Lyy(7,v) - w > Alw|? para todo (z,v) € TM e w € T, M.

(ii) Superlinearidade:

lim L, v)

= 00, uniformemente em z € M,
|v| =00 |U‘

equivalentemente, para todo A € R existe BR tal que

L(z,v) > Alv| — B para todo (z,v) € TM.



1.1 Lagrangianos

Defini¢ao 1.2. Seja L : TM — R um Lagrangiano e v : [a,b] — M uma curva de classe

C'. Definimos a acao de «y por L como

b
Auly) = / Liv(),4(t))dt.

Gostarfamos de encontrar curvas que minimizam acao, ie, v : [a,b] — M tal que
Ar(y) < Ap(a) para toda a, C' por partes, com a(a) = v(b) e a(b) = v(b). Quando en-
contramos tal curva, dizemos que v ¢ uma minimizante. Este ¢ um problema de calculo

variacional e denotando C o conjunto das curvas v : [a,b] — M de classe C! temos:

Proposicao 1.1. Se a curva x(t) é ponto critico da a¢do funcional em em C, entao x(t)

satisfaz a equagao de Euler-Lagrange

d
5 Lo(@(8),2(t)) = La(2(t), (1))
Demonstra¢ao. Vamos escolher (1, - -+ , z,) um sistema de coordenadas sobre z(t). Seja h(t)

uma curva diferencidvel tal que h(a) = h(b) = 0. Entao, para todo € > 0 suficientemente
pequeno, a curva y. = x + eh estd em C e contida no sistema de coordenadas acima. Agora,
defina g(e) = AL(y.). Observe que g(0) = AL (x(t)) e, uma vez que = é ponto critico em C,

0 é minimo de g. Além disso,

o b . s . .
#(0) = Tim g(€) — g(0) _ lim/ L(x + €h, & + €h) — L(x, x)dt
e—0 € =0 /., €
b1 Lz, &)+ eLoh + eLyh + o(€?) — L(w, i
_ / ling (x, &)+ €Lyh + eL,h + o(€”) (x, ) i@
a | €

e—0 €

b [ L L 2
:/ i € oh + eL,h + o(e?) it

b
- / Loh+ Lyh| dt
Resolvendo a ultima integral pelo método de integracao por partes (u = L, e dv = h),
b b
d
— — L, hdt
L

~ h(a)— h(D) + /ab <Lx _ %LU) hat

9

b
§(0) = / Lohdt + Loh




1.1 Lagrangianos

Como h(a) = h(b) =0 e ¢'(0) = 0 temos

/ [Lx@(tm(t))_%W@),m» hdt = 0

para toda h € C.

Afirmagao 1. Sejam f, g : [a,b] — R tal que f; f(t)g(t)dt = 0 para toda fun¢ao g. Entao
f=0.
1

De fato, suponhamos que f(t) # 0 para todo t € [a, b] e tome g(t) = Ty Pela hipdtese,

temos que

b b 1 b
O:/a f(t)g(t)dt:/a f(t)mdt:/a dt—b—a+#0,

contradicao! Logo, temos o resultado.

Assim, pela Afirmacao 1, concluimos que

ou seja, x(t) satisfaz a equacao de Euler-Lagrange(E-L). O

A equacao de Euler-Lagrange é uma equacao de segunda ordem em M, mas com a
hipdtese de convexidade do Lagrangiano temos L,, invertivel e isso nos permite escreve-la

como um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem em T'M. De fato,

d
L.(x,2) = ELUCL‘,J'?) = Lyg(, @)% + Lyy(x, 2)% .

Uma vez que L,, é invertivel e fazendo a substituicao = v, temos
V= (va)_l(Lz — L’va)

e nosso sistema de primeira ordem em T'M fica

{ v = (va)71<L:v - Lvmv) .

O campo de vetores X em T'M associado ao sistema acima, que em coordenadas se
escreve como X (x,v) = (v, (Ly,) ' (Ly— Lyzv)), é chamado de Campo de Vetores Lagrangiano
e seu fluxo ¢, é chamado de Fluxo Lagrangiano. Uma observacao importante é que devemos

supor que L seja, pelo menos, C? para que X e ¢, sejam, pelo menos, C*.

10



1.2 Hamiltonianos

Definicao 1.3. A funcao de Energia de um Lagrangiano L é E : TM — R, definida por

oL

E(z,v) = %(

z,v) v — L(z,v). (1.1)

Se z(t) é uma solugao da equagao de Euler-Lagrange (E-L), temos

d d

SB(,@) = L)@ L@, @) i - Lo, @) @ Lo, @)
d

ou seja, FE ¢é constante ao longo do fluxo de E-L e, portanto, ¢ uma integral primeira para
tal sistema. Dessa maneira, temos que o fluxo de Euler-Lagrange é completo e diferenciavel.
As curvas de nivel da funcao E sao chamadas de niveis de energia. Para um nivel de energia
fixo, denotaremos T°M = {E~'(c); E: TM — R ¢ a fungao de energia}

Uma vez que o Lagrangiano L é convexo nas fibras podemos considerar

e i= %%(E(x,()) = —min L(zx,0).

Observemos que pela superlinearidade temos ey > —oo0.

1.2 Hamiltonianos

Nesta secao, definiremos os Hamiltonianos, que sao fungoes definidas num espaco mu-
nido por uma forma simplética e com valores reais. Além disso, o fluxo Hamiltoniano é

conjugado ao fluxo de Euler-Lagrange via transformada de Legendre.

Definigao 1.4. Uma estrutura simplética em uma variedade N é uma 2-forma w : T, N X

T,N — R bilinear e antissimétrica tal que
(i) w é fechada, ie, dw = 0;
(ii) w é ndo degenerada, ie, se w,(u,v) = 0 para todo v € T, M entdao u = 0.

Nesse caso, dizemos que o par (N,w) é uma Variedade Simplética.

11



1.2 Hamiltonianos

Exemplo 1.1. Seja {x1, -+ ,Tn, Y1, -+ , Yo} uma base de R*". Assim,
1

é a estrutura simplética canonica em R,

Proposicao 1.2. Seja V' espaco vetorial de dimensao finita que admite uma estrutura

simplética w. Entao V' tem dimensao par.

Demonstragao. Sejam {e;} uma base de V' e A = [A;;] a matriz de w nessa base, ie, 4;; =

w(ei, ;). Como w é anti-simétrica temos A* = —A e assim
det A = det A" = det(—A) = (—1)™V det A.
Como w é nao degenerada det A # 0 e, portanto, a dimensao de V' é par. ]

Definicao 1.5. Seja (N,w) uma variedade simplética. Um Hamiltoniano é uma funcao

H: N — R declasse C",r > 2. O Campo Hamiltoniano Xy associado a H é definido por
w(Xy, ) =dH("). (1.2)
O fluxo associado ao campo Hamiltoniano é chamado de fluxo Hamiltoniano.

Sejam T M o espago dual de T, M e T*M = {(x,p) : p € TXM} o fibrado cotangente
de M.

Definicao 1.6. Definimos a 1-forma de Liouville © em T*M como

O (§) = p(dn§), para § € T, ) (T"M)

em que w : T*"M — M é a projecao canonica. A forma simplética canonica em T*M é

definida como w = —dO.

Proposicao 1.3. O par (T*M,w), em que w é a 2-forma definida acima, é uma variedade

simplética.

12



1.2 Hamiltonianos

Demonstragao. Uma vez que w = —dO, temos que w é fechada, pois dw = —d(dO) = 0.

Vamos mostrar agora que w é nao degenerada. De fato, escrevendo { € T, ,)T"M em

- 0 - 0
fZZi:Xi%%-zi:Ba—m,

)

coordenadas locais como

temos . .
w(&, )= Xidp; — Y Pda;,

ou seja, se w(&,-) = 0 temos & = 0, ja que {dz;, dp;} é base das 1-formas em T*M e, portanto,

w € nao-degenerada.

]
Escrevendo x = (x1,- -+ , z,) num sistema de coordenadas locais de M e p € T*M como
Zpi - dz; induzimos um sistema de coordenadas locais (z,p) = (x1,- -+ ,Zn,p1,- -+ ,Pn) de

i
T*M. Assim, nesse sistema de coordenadas, podemos escrever as formas © e w como

0 = p-dx:Zpida:i

w = —dO=—dpNdz =" —dp; \da,.
Dessa maneira, escreveimos
" OH " O0H
dH = =—du; ——dp;
i O ’ +Zi: Ipi Y

e, assim,

" 0H 0 " 0H 0
XH(I7P)ZZ(‘9§8$~_Z = '

Portanto, o sistema Hamiltoniano que provém do campo Xy é dado por

T =H,
Podemos ver que o fluxo Hamiltoniano dado pelo sistema acima também é constante
ao longo das trajetorias. De fato,
d

S H((t),p(t) = Hye + Hyp = 0.

13



1.3 Fluxo Magnético

Definicao 1.7. A Transformada de Fenchel, H:T*M — R, de um Lagrangiano L é dada
por

~

H(z,p) = nglpM{pv — L(z,v)}.

Observe que a Transformada de Fenchel esta bem definida, pois, pela superlinearidade
de L, temos
pv — L(x,v)

lim ———~ = —o0,
lol[=o0 |||

logo, existe K > 0 tal que H(x,p) = SUP,er, pr 1PV — Lz, v)} = max <k {pv — L(z,v)}.
Considere agora o Hamiltoniano obtido pela Transformada de Fenchel de um Lagran-
giano. O fluxo associado a esse Hamiltoniano é conjugado ao fluxo de Euler-Lagrange e a

conjugacao é dada pela proposigao a seguir cuja demonstragao pode ser encontrada em [1].

Proposicao 1.4. Seja £: TM — T*M definida por L(z,v) = (z, L,(x,v)) a Transformada
de Legendre. Entao H = E o £}, em que E é a funcao de Energia definida em (1.1). E

mais, £ é a conjugacao entre o fluxo Lagrangiano e o fluxo Hamiltoniano.

1.3 Fluxo Magnético

Sejam M uma variedade fechada de classe C> e T'M seu fibrado tangente. Vamos
definir em 7'M uma forma simplética de maneira a deixd-lo uma variedade simplética.

Considere m : TM — M a projecao canonica, g : T, M x T, M — R a métrica Rie-
manniana em M e V a conexao de Levi-Civita. Dados 0 = (z,v) € TM e £ € TyT M, scja
a(t) = (Z(t), V(t)) uma curva adaptada a ¢, i.e., «(0) = 6 e &/(0) = £. Definimos

V(0) = ker(dom) C TyTM e H(0)=ker(Ky) C TyTM,

onde K : TTM — T'M ¢ definido por Ky(§) = V 5(5,(V(0)).

O isomorfismo
A TgTM — Tﬂ(g)M X Tﬂ-(g)M

& = (dom(§), Ko(8))
nos dd TyTM = H(0) & V(0) = T,TM x T,TM. Esses dois subespagos sao chamados

Horizontal e Vertical, respectivamente.

14



1.3 Fluxo Magnético

Dessa maneira, podemos escrever & = (&7, £?) e definir uma métrica (-, -) em TM como

(& Mo = gr0)(dn(€), d=(1)) + gr(o) (Ko (&), Ko(n)) V€, m € TyTM

e uma estrutura Jy em TpT'M dada por Jp(&" €Y) = (—£€Y,&€M). Assim, a forma simplética

canonica em TM é

wo(&,1) = (Jo&: Mo = gr(0)(dx (&), Ko (1)) = gn(o) (K6 (E), dx(n))-
Dada uma 2-forma fechada 2 em M considere a nova forma simplética em 7'M definida por
w(2) =wo + 70,

conhecida como forma simplética “twisted”.

Fixamos a fungao Hamiltoniana E. : M — R como
1
E.(z,v) = §g(v,v)

e definimos o campo magnético sendo campo Xqg do Hamiltoniano E. com relacao a forma
simplética “twisted”, ou seja,
w()(Xq, ) = dE.().

Definicao 1.8. O fluxo magnético induzido pela 2-forma fechada €2 é o fluxo
¢ TM — TM

associado ao campo Hamiltoniano Xg.

Definimos a For¢a de Lorentz Y =Y (Q) : TM — TM pela igualdade
Qx)(u,v) = g (Ve - u,v) Ve e Mewu,veT, M.

Para cada & € TyT'M, escrevendo 0 = (z,v), £ = (£",£Y), Xa(0) = (Xa(0)", Xq(0)) e

aplicando a defini¢ao de w(2) obtemos:

w()e(X(0),8) = (wo)e(Xa(0),&) + (7°Q)s(Xa(0),§)
= g:(Xa(0)",€") = gu(Xa(0)",€") + Qu(Xa(0)", £")
= 9:(Xa(0)",€) = 6.(Xa(0)",€") + gu(Yz - Xa(6)",€")
= :(Xa(0)",€") + gu (V2 - Xa(0)" — Xa(0)", &").

15



1.3 Fluxo Magnético

Por outro lado, se z : (—¢,e) — T'M é uma curva adaptada a £ e V() é um campo de

)
vetores ao longo da curva 7o 2(t), tal que z(t) = (7w o 2(t), V(¢)) temos
AEO)E) = | 30V, V) = (VA (0),V(0) = gu(e” ).

Igualando os dois termos temos

9:(Xa(0)",€°) + g2 (Ve - Xo(0)" — Xa(0)",€") = g2(€",0) = gu(v, £")
e isso nos da
Xo@)'=v e g(Ye Xa(0)" - Xa(6)",¢") =0.
Como " #£ 0 temos Y, - Xq(0)" — Xq(0)" = 0. Ou seja,
Xo0)'=v e Xo(0)'=Y.-v

e, portanto,
Xao(0) = (v,Y,-v) € HO)dV(0). (1.3)
Pela equacio (1.3) temos que t — (y(t),5(t)) = ¢5}(0) é uma dérbita do fluxo magnético

se e somente se a curva v : R — M satisfaz

23 =Y,(3) (1.4

com condigoes iniciais y(0) = x e 4(0) = v.
Podemos dizer que o fluxo magnético ¢! descreve as trajetérias de uma particula de
massa 1 sobre o efeito de um campo magnético cuja forga de Lorentz é Y () (Lei de Newton).

Quando 2 é exata, isto é, existe uma 1-forma 7 tal que €2 = dn, temos o Lagrangiano
associado L : T'M — R dado por

L(z,v) = E.(z,v) — n.(v).

Em coordenadas locais, as equagoes de Euler-Lagrange de L coincidem com a equacgao

(1.4). Além disso, a funcao de energia de L é

E(z,v) = a—L(x,U)w—L(x,v)

ov
1/0 0 1

- (2o~ Zniw) v (oo —n)

= 5 (00, 0) + 2(0,) — 7 (0) — 50u(0,0) 4 ma(0)
1

= —g.(v,v).

N}

16



1.3 Fluxo Magnético

Portanto, o fluxo de Euler-Lagrange de L coincide com o fluxo magnético para 2 = dn.
Neste caso, o fluxo é chamado de Fluxo Magnético Ezato. Quando €2 nao é exata, o fluxo é

chamado de Monopdlo Magnético.

Exemplo 1.2. Em particular, se 2 = 0, temos o fluxo geodésico. De fato, teremos g, (Y -
u,v) =0 Yu,v € T,M. Como u # 0,v # 0 temos Y, -u =0 Vz € M, ou seja, Y = 0.
Logo 2(4) = Ya(3) = 0.

Definig¢ao 1.9. Dizemos que um fluxo é homogéneo se para toda solugao 7(t) com condigoes
iniciais 7(0) = z ¢ 4(0) = v temos que ¥(t) = y(At) também ¢ solu¢ao com condigoes iniciais
3(0) = z ¢ 7(0) = .

Proposicao 1.5. O fluxo magnético é homogéneo se, e somente se, ¥ = 0.

Demonstragao. Seja v uma 6rbita do fluxo magnético tal que v(0) = p e 4(0) = v. Se
v = 7v(At), entao

7= /\257(%) = MY, 00 (M) = /\QYw(At)X’Y = (A\Y)y7

para todo t e para todo v. Em particular, para t=0 temos

D

—| A= Y)F(0) =Y () = Y.

t=0

Para 7 ser solucao devemos ter

D -
—| F=Y(\w).
dt|,_,
Igualando as duas equagoes temos
N (Yv) = AY), para todo A e para todo v,
ou seja,
(A2 = \)Yv=0.

Entao para A # 0e X # 1, temos Yv = 0 para todo v, ou seja, Y = 0 como gostariamos.
Nos casos em que A = 0 temos ¥ =z e A = 1 temos 7 = v que sao solugoes.

A reciproca é imediata, pois, como vimos no exemplo (1.2), temos o fluxo geodésico.
O

17



1.4 Equacoes de Jacobi

1.4 Equacoes de Jacobi

Fixado § € TM, sejam ¢ (§) = (7,7) sua érbita pelo fluxo magnético e & € TyT M.
Definimos o Campo de Jacobi Je(t) como o campo de vetores ao longo de v : R — M, dado

por

onde a: (—¢€,€) — TM é uma curva adaptada a & € TyTM, i.e., a(0) =0 e &(0) = &£.
Vamos denotar 74(t) a trajetéria correspondente a érbita pelo fluxo do ponto a(s), i.e.,

7s(t) = 7o ¢(a(s)). Como E%(t) =Y, ) - Js(t), derivando ambos os lados em relacao a s

(o) =2 (Fi0) =25 (5] w0)) - 5(x0)

Utilizando a simetria da conexao e, uma vez que o tensor de curvatura Riemanniana

temos

D
ds

satisfaz 5 5 5 DD DD
R(&%» a%)a% = ag%(ﬂ - %%%(t%

D? . . D .
2 (5:0) + R g = 2| (Yoo 20).

Sendo a aplicagao (z,v) — Y, -v um (1, 1)-tensor e estendendo a conex@o aos tensores
D

D/ 0
= Y, A ) = v)].s+1y .2 (2L L)
ds 80( s 7) (vai s ) T Yy dt(@s 507)

Finalmente, utilizando as equacoes acima, obtemos a Fquac¢ao de Jacobi do fluxo magnético

obtemos

temos

sobre :
D? . . . D
T (Jé(t>> + R(Y, Je)¥ — (ng(t)Y) Y=Y Je=0.

Decompondo TT'M nos subespacos horizontal e vertical, podemos escrever a derivada

do fluxo em T°M = {E'(c); E : TM — R ¢ a funcao de energia}, chamado nivel de

energia, como
D

d6,(0)(E) = (Jg@), %Jga)), Ve € TyTeM.
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1.5 Fluxo Magnético em uma superficie

De fato, valem:

Je(t) = g ls=o(m 0 6:)(§) = d(¢1(0)) 0 e (0)(€)
7Je(t) = 55 ls=o(m 0 e(a(s)) = Flimo i (7 0 dr(a(s))) = Flamo (1) (£) = Ko, (de(0) ()

1.5 Fluxo Magnético em uma superficie

Seja M variedade de dimensao 2, fechada, orientada e com métrica Riemanniana g.
Dado 6 = (z,v) € TM, existe uma tnica aplicacao linear i : T,M — T, M que define uma
base ortogonal {v,7-v} em T, M orientada positivamente.

Consideremos a 2-forma €2y fechada em M sendo a forma de area, i.e.,
Qo(x)(u,v) = g (i - u,v).

Denotamos por Q%(M) o espago vetorial das 2-formas de classe C*° sobre M. Uma vez que
dim(M) = 2 temos que dw = 0 para toda w € Q*(M). Dessa maneira, a toda w € Q?(M)
podemos identificd-la como w = wy = f{, onde f : M — R ¢é de classe C*°.

Pela definicao da for¢a de Lorentz Y temos:
Y =YT =Y (Q) = Qp(2)(u,v) = fQo(2)(u,0) = fgu(i - u,v) = fi

e a forma simplética “twisted” wy definida por €2 se reescreve como

wr(0)(&,n) = w(Q)O)(Emn) = wo(0)(&n) + (77 (2))(0)(&,n)
= wo(0)(&,m) + Qyp(7(0))(dr&, dmn)
= wo(0)(&,n) + f(m(0)Q(x) (", 0")
= wo(0)(&n) + f(x) - guli - E" "),

Denotamos o campo e o fluxo magnético associados a forma “twisted” wy por X fe
¢, respectivamente. Sendo assim, afirmamos que as érbitas desse fluxo sdo as solucoes da

equacao 5
—4 =Yg = f)iA
Sejam TM o nivel de energia, e (v(t),7(t)) = ¢¢(6) a 6rbita por um ponto 8 = (z,v) €

T¢M. Sendo {~(t),i-~(t)} uma base ortogonal de T, yM temos o seguinte teorema:
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1.5 Fluxo Magnético em uma superficie

Teorema 1.1. Seja J(t) € T M um campo de Jacobi ao longo de uma trajetéria do fluxo
magnético v(t) = m o ¢! (0). Se escrevemos J(t) = x(t)(t) + y(t)i - 4(t), entdo os funcionais

lineares x,y : R — R satisfazem as equacoes diferenciais:

{ Jy=20
J+ Q2cK + 2= g,(Vfi-4)y=0,

onde K = g¢.(R(¥,i(%))7,i(7)) é a curvatura seccional ao longo de v(t), Vf é o vetor

gradiente de f e ¢ é o valor da energia.

Demonstragao. Para iniciar nossa demonstragao, lembramos que J(t) satisfaz:
o D . . . .. D
(i) o (T ) + RO T = (Vo )i-d = fi-2J(#) =0
(i) (J(0). 2I(1) € Tyy ) TM, Wt R.

Além disso, observamos que

D D )
N =(Vaiy i oy =i fi-g=—f4
€
D D . o . D . D
770 = (500 4000 50)) = FOIO + 2O + 50750 + s G0
= Y+ afiy+ gy +yifiy
= @ —yf)y+@+af)i-v.
Da mesma forma,
D? ) )
/0= =2yf —yf - ef?)y+ (2 f +xf —yf?)i-g
Por outro lado, valem:
FiCT) = (e — )3+ (FF — uf)i
€

(Vaf)i-d ={aVf(y) +y V7).
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1.6 Grupo Fundamental

Tomando a componente na direcao de 4 da equagao (i) temos:

2

0 = g ) + a6 VA - a(Vaf)i 50 =0 (i () 4)

2
= o) o (27) )
e, assim, utilizando as equagoes anteriores, obtemos
. . d
P=ygf+yf=—20f).
Da mesma forma, porém tomando a componente na dire¢ao de 7 - 7, temos

i+ {2cK, — g(Vf i )ty =—if =—f)f =—yf?,

onde
R Ty vie e LCORISTORICRIRE
Por (ii) temos
0= dB((J(1), = J(1))) = 9(3, ) =&~y

Logo, temos que z,y : R — R satisfazem as equacoes

{ z— fy=0
J+ (2¢K, + f2 = g,(Vfii-4)y=0.

1.6 Grupo Fundamental

Seja X um espago topoldgico e consideremos 7, 7s : [0, 1] — X caminhos fechados com
ponto inicial e final zy € X. A definigao abaixo nos da ideia de como deformar continuamente

~1 em 7, por caminhos fechados.

Definigao 1.10. Dizemos que 7; é homotdpico a s se existe uma fungao H : [0, 1] x [0, 1] —

M continua tal que
i) H(s,0) =7(s) e H(s,1) = 72(s) para todo s € [0, 1]
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1.6 Grupo Fundamental

ii)

H(0,t) = H(1,t) = x para todo t € [0, 1]

Neste caso, dizemos que H é uma homotopia entre y; e 5 € escrevemos vy ~ 7s.

A primeira condi¢ao nos diz que H é uma deformacao continua de 7; para 7, e a

segunda nos diz que essa deformacao preserva os pontos inicial e final.

Lema 1.1. A relacao ~ definida acima é uma relacao de equivaléncia.

Demonstracao.

i)
i)

iii)

(v ~ ). Consideremos a homotopia H(s,t) = v(s) para todo s € [0, 1]

(71 ~ 72 = 72 ~ 71). Seja H homotopia entre ; e 75. Definimos G(s,t) = H(s,1—1).

G é a homotopia entre v, e ;.

(1 ~ 72 €7 ~ v =7 ~ 7v3). Sejam H; homotopia entre v; e 7 e Hy homotopia

entre 79 e 3. Definimos

Gls.t) = Hi(s,2t) se te]|
S Hy(s,2t —1) se te]

=

N

I
]

Observemos que, se t = 3, temos Hy(s,2t) = H(s,1) = ya(s) = Ha(s,0) = Ha(s,2t—1).
Falta mostrar que G ¢ continua. Seja A um subconjunto aberto de X. Temos H~!(A) =
H'(A)JH;Y(A). Pela continuidade de H, e Hs, segue que H; '(A) e Hy'(A) sdo

abertos, e usando o fato de que uniao de abertos é aberto temos H!(A) aberto. Logo,

)

—_

Y

D=

pela caracterizacao de funcao continua por abertos, H é continua.
]

Gostariamos de definir uma operacao nas classes de homotopia. Para isso, vamos definir

uma operacao entre curvas continuas que tem o mesmo ponto inicial e final.

Definicao 1.11. Sejam 71,72 : [0,1] — X curvas continuas tal que ambas tem o mesmo

ponto inicial e final ¢y € X. Definimos o produto 7; * 75 como o caminho

Y1 * Ya(s) = { {29) e s €03,
7225 —1) se sel3,1].
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1.6 Grupo Fundamental

Observemos que esse produto estd bem definido e é continuo pelo mesmo argumento
usado na demonstracao da parte (iii) do Lema (1.1). Além disso, induz uma opera¢ao bem

definida nas classes de caminhos homotépicos como:

(1] * [yl = [ * el

De fato, sejam H; e H, homotopia entre 7, e 71, €, 72 e 75 respectivamente. Definimos

H(s.t) = Hi(2s,t) se 1,
7 Hy(2s—1,t) se se€l3,]]

»
m
=)
N |+

N[

Como Hy(1,t) = xg = H(0,t) temos que H estd bem definida e é continua. Portanto é a

homotopia entre v; * 75 € Y1 * Ya.
Lema 1.2. A operacao * tem as seguintes propriedades:

L. (Associatividade) [y1] * ([72] * [13]) = ([n1] * [v2]) * [13];

2. (Identidade) Existe e, : [0,1] — X tal que e, (t) = 2oVt € [0,1] e
(] * [eao] =[] = lea] * [nl;
3. (Inverso) Existe 7, '[0,1] — X tal que v; ' (t) =y (1 —t)Vt € [0,1] e
] by ' = T Il = lew -

Pelo Lema 1.2, cuja demonstragao pode ser encontrada em [16], o conjunto das classes
de homotopia com a operacao * forma um grupo chamado Grupo Fundamental de X relativo
a base g e denotado por (X, zg).

Um fato imediato é que o grupo fundamental depende do ponto zy. FEntao, uma
pergunta natural é: em quais condi¢oes a escolha do ponto base afeta a estrutura do grupo

fundamental? A resposta é a seguinte:

Proposicao 1.6. Se X é conexo por caminho e zg,x; € X, entdo m (X, zg) é isomorfo a
m (X, x1).
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1.6 Grupo Fundamental

Demonstracao. Como X é conexo por caminhos, seja o um caminho ligando zy a x; e denote

por @ o caminho inverso de . Definimos

o: m(X,zy) — m(X, 1)
7] — [a] x [7] x o]

Observemos que [@]*[y]*[a] é um caminho fechado em x1. Além disso, ¢ é um homomorfismo,

pois
O(Iml) * &([a) = ([@] * [n] = [a]) = ([@] * [v2] * [a]) = [a] * [y1] * [v2] * [o] = ¢([n] * [12])-

Agora seja

v m(X,x) — (X, xo)
18] — o] x [B] * [a] .

Observe que v é inversa de ¢ pois

Logo ¢ é um isomorfismo e assim (X, x) é isomorfo a 71 (X, x1) como gostariamos. [

Portanto, se o espaco X for conexo por caminhos, o grupo fundamental de X independe

do ponto base. Dessa maneira, vamos denoté-lo, sem perda de generalidade, por m (X).

Defini¢ao 1.12. Sejapy € X qualquer. Dizemos que X é simplesmente conexo se (X, xg) =

{ep, }- Em outras palavras, v ~ e,,, para toda curva fechada v : [0,1] — X.

Exemplo 1.3. Se X é convexo, entao é simplesmente conexo. De fato, sejam pyg € X e

v :[0,1] = M uma curva fechada em M. Definimos
H(s,t) = (1 = t)y(s) + tpo.

Uma vez que X é convexo, H estd bem definida e claramente é continua com H(s,0) =

v(s) e H(s,1) = po. Portanto, H é homotopia entre v e e,,. Como 7 é qualquer, temos
7T1(X, 33[)) = {epo}‘
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1.7 Espacos de Recobrimento

A partir de agora, chamaremos o elemento identidade do grupo fundamental apenas

de e.

Exemplo 1.4. O Grupo Fundamental do bitoro. Como podemos ver em [16], se M é o

bitoro, temos que 71 (M) é um grupo com 4 geradores, {ay, b, as, by}, satisfazendo a relacao
arbra; tby tagboay byt = e.

A Figura 1.1 abaixo exemplifica essa relacao. Observemos que a curva C' é dada pela relagao
arbia; byt = e ou aghya; 'by' = e e estas relagdes geram o grupo fundamental do toro.

Assim, podemos dizer que o bitoro é uma “colagem” de 2 toros.

a, b,
& ®

Figura 1.1: Representacao do Grupo Fundamental do bitoro.

Além disso, podemos ver também em [16] e [27] que 71 (M) nao é abeliano.

1.7 Espacos de Recobrimento

Nesta secao, definiremos o recobrimento universal e alguns resultados que relacionam

os espacos de recobrimento e subgrupos do grupo fundamental.

Definicao 1.13. Uma funcao p : X — X contfnua e sobrejetiva é uma aplicagao de reco-
brimento (ou simplesmente um recobrimento) se para cada zo € X existe um aberto U 3 zg
tal que p~'(U) = U, Va com V, disjuntos e, para cada «, p aplica V,, homeomorficamente
a U. O espaco X 6 dito Espaco de Recobrimento de X. Quando o conjunto de indices « é

finito, dizemos que X é um recobrimento finito de X.

Observemos que uma aplicacao de recobrimento p : X — X éum homeomorfismo local
sobre X.
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1.7 Espacos de Recobrimento

Definicao 1.14. Seja p : X — X uma aplicacao de recobrimento. Se X é simplesmente

conexo, entao X 6 chamado Recobrimento Universal de X.
Seja p : X=X aplicacao de recobrimento tal que p(zg) = by. Definimos

Px : 7T1()A(7$0) — Wl(X,bo)

1.5
[v] —  [ponl]. 5

Observemos que p, esta bem definida, pois, se H é uma homotopia entre v, e vy, entao po H
¢ uma homotopia entre p oy, e po y. Assim, se [y1] = [y2], entdo p.([n]) = [pom] =
[p 0 72] = pu([r2])-

~

Lema 1.3. A funcdo p. : m(X,z9) — m(X,by) definida acima é um homomorfismo de

grupos.
Demonstracao. Sejam [v1], [2] € m1 (X, x). Entao,
p-(Im]*[e]) = pelln *])

po(m*72)]

pom)]*[(po2)

«(ImD) * (p.([72]))

[
[(poy) * (pore)]
= [
(p
0

Claramente p, depende do ponto base xy. Porém, se X é conexo por caminhos essa

dependeéncia deixa de existir.

Definicao 1.15. Sejam p : X—>Xe D: Y 5 X aplicacoes de recobrimento. Dizemos que
p e p sao equivalentes se existe um homeomorfismo A : X > Y tal que p=poh.
Definicao 1.16. Sejam H;, Hy subgrupos de um grupo G. Dizemos que H; e Hy sao

conjugados se Hy = g - H; - g~! para algum elemento g € G.

A proposicao a seguir é uma caracterizacao entre aplicagoes de recobrimentos equiva-

lentes e subgrupos do grupo fundamental e a demonstracao pode ser encontrada em [16].
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1.7 Espacos de Recobrimento

%

h o
N/
%

Figura 1.2: Diagrama de recobrimentos equivalentes.

Proposicao 1.7. Sejam p : X—>Xe D Y = X aplicagoes de recobrimento tal que p(xg) =
P(yo) = by. Entao p e p sdo equivalentes se, e somente se, os subgrupos Hy = p.(m ()?, xg))

e Hy = p.(m(Y,y0)) de 71 (X, by) sdo conjugados.

Sejap: X = X éuma aplicagao de recobrimento com p(zg) = bg. Se X6 simplesmente
conexo, temos que X 6 um recobrimento universal de X. Uma vez que T ()/(\' , o) é o trivial, o
homomorfismo p, : 71 (X, z9) — 71 (X, bo) nos d4 uma correspondéncia entre o subgrupo {e}
de 71 (X, bo) com 7y ()A( , o). Da proposicao anterior, se existem dois recobrimentos universais
de X entao eles sao equivalentes. Por essa razao, o recobrimento universal é tinico, a menos

de equivaléncia.

Definicao 1.17. Um espaco X ¢ dito semilocalmente simplesmente conexo se para cada
b € X existe uma vizinhanga U, C X tal que o homomorfismo 7, : m (U, b) — m(X,0b)

induzido pela inclusao — veja (1.5) — é o trivial.
Lema 1.4. Seja M uma variedade. Entao M é simplesmente conexo semilocalmente.

Demonstra¢ao. Como M ¢ variedade, dados b € M e um sistema de coordenadas local ¢,
existem vizinhancas U, 3 be V C R" com ¢(V) = U,. Como V é simplesmente conexo e ¢
é homeomorfismo, temos U, simplesmente conexo. Assim, tomando qualquer [y] € m1(U,, b)
temos [y] = [e], e, uma vez que i, : (U, b) — m(X,b) é homomorfismo de grupos, leva
identidade em identidade. Portanto, i, é trivial e, como b é qualquer, temos M simplesmente

conexo semilocalmente. O]
A demonstragao do Teorema a seguir pode ser encontrada em [16]

Teorema 1.2. Seja X conexo por caminhos, localmente conexo por caminhos e simplesmente
conexo semilocalmente. Consideremos by € X. Dado um subgrupo H de 7 (X, by) existe uma

aplicacao de recobrimento p : X > X eum ponto zy € p~(by), tal que p, <7T1 ()A(, x0)> =H.
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1.8 Homologia, Cohomologia e Recobrimento Abeliano

Observemos que se tomarmos H = {e} o recobrimento obtido na proposicao anterior

é o recobrimento universal de X.

1.8 Homologia, Cohomologia e Recobrimento Abeli-

ano

Sejam M uma variedade e w uma 1-forma de classe C*™° definida em M. Dizemos que
w ¢ exata se existe uma funcao f : M — R de classe C* tal que w = df e dizemos que w é
fechada se dw = 0.

Observemos que toda 1-forma exata é fechada, porém nem toda 1-forma exata é fe-
chada. Vamos denotar por E(M) e F(M) os conjuntos das 1-formas exatas e fechadas,
respectivamente. E f4cil verificar que F(M), com a soma e multiplicacdo por escalares usu-
ais, é um espaco vetorial. Além disso, para quaisquer funcoes f1, fo : M — R de classe C*°

e ¢ € R valem
d(fi+ fo) = dfi +dfa e cdfi =d(cfr)

e, assim, E(M) é um subespago vetorial de F'(M).

Dadas duas 1-formas wy,wy fechadas em M, temos a seguinte relagao de equivaléncia:
W1 =Wy & W — W € E(M)
Dessa maneira, definimos:

Definicao 1.18. O Primeiro Grupo de Cohomologia Real de uma variedade M, denotado
por H'(M,R), é o espago quociente

F(M)  {l-formas fechada em M}

H'(M,R) = = :
(M, R) E(M) {1-formas exata em M}

Definicao 1.19. O Primeiro Grupo de Homologia Real de uma variedade M, denotado por
H (M, R), é o espaco dual H'(M,R)* do espago vetorial H!(M,R).

Vamos relembrar um subgrupo importante da teoria de grupos. Dado um grupo G

definimos o Subgrupo dos Comutadores como
G,G] = {oya™ 'y 2y € G}
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1.8 Homologia, Cohomologia e Recobrimento Abeliano

Nao é dificil mostrar que [G, G| é um subgrupo normal de G. Dessa maneira, podemos

tomar o quociente ﬁ que é abeliano e, por isso, também é conhecido como abelianizacdo
do grupo G.

Um resultado importante de topologia algébrica identifica o grupo de homologia com
coeficientes inteiros, Hy(M,Z), com a abelianizagdo do grupo fundamental 71(M). Mais

precisamente,

Lema 1.5. Seja [m (M), 71 (M)] o subgrupo dos comutadores do grupo fundamental m; (M).

Entao

7T1(M)
[ (M), m (M)}

A demonstragao desse lema pode ser encontrada em [27]. A partir disso, e utilizando

Hl(M, Z) ~

o produto tensorial, podemos também definir o primeiro grupo de homologia real como
H{(M,R) = H,(M,Z) @ R.

Consideremos 0 homomorfismo
£ DM (M) — H1 (M)
o = Dl

em que [y] é a classe de [y] em H;(M). Essa projegao canonica é conhecida como Homo-
morfismo de Hurewicz.

Uma vez que ker(§) = [m (M), m(M)] é um subgrupo de 7 (M), pelo Teorema 1.2,
existe um espaco de recobrimento e uma aplicacio de recobrimento p : M — M tal que
pe(m(M)) = [m1(M), 7 (M)]. Este espaco de recobrimento é conhecido como Recobrimento
Abeliano de M, denotado por M.

Exemplo 1.5. Seja M o bitoro. Entao, o recobrimento universal e o recobrimento abeliano
de M sao diferentes. De fato, uma vez que (M) nao é abeliano, temos [my (M), 7 (M)] #
{e}. Pela defini¢ao de recobrimento abeliano e do Teorema 1.2 temos que os recobrimentos

abeliano e universal sao diferentes.

Sejam [y] € H{(M,Z) e [w] € H'(M,R), onde v : [0,1] — M é uma curva fechada e [w]
é um representante da classe de w € F(M). Definimos < -,- >: H;(M,Z) x H*(M,R) — R

por

<P ] >= /w. (1.6)
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1.8 Homologia, Cohomologia e Recobrimento Abeliano

Dos resultados do capitulo de integrais curvilineas em [5], < -,- > estd bem definida, isto é,
nao depende do representante da classe. Dada h € Hi(M,R) nao necessariamente associamos
uma curva fechada em M. Porém usando a dualidade entre os espagos de cohomologia e

homologia real estendemos a fungdo acima para < -,- >: H;(M,R) x H'(M,R) — R.
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Capitulo 2

Valor Critico de Mané

Neste capitulo, definiremos o Valor Critico de Mané e algumas de suas caracterizagoes.

2.1 Valor Critico de Mané e Acao Potencial

Nesta se¢ao, suponhamos que as curvas v : [0, T] — M sejam absolutamente continuas.

Dados x,y € M consideremos os conjuntos
Cle,y, T) ={y:10,T] = M :7(0) =z e ¥(T) = y}

Clx,y) = U C(x,y,T).

>0
Para cada k € R definimos a A¢do Potencial @ : M x M — R|J{—o0} por

Pp(2,y) = inf{Arx(y) : v € Clz,y)}-
Observando que, se k1 < ko, entao, para cada vy € C(z,y,T) vale:
Apti (7) < Artr (7),

logo, segue das propriedades de infimo, que a fungao k — @ (x,y) é nao decrescente.
A partir do Potencial, definimos o Valor Critico de Mané, que é dado pelo seguinte

teorema:
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2.1 Valor Critico de Mané e Acao Potencial

Teorema 2.1. (Valor Critico de Mané) Existe ¢(L) € R, tal que, para todo py, ps, p3 € M

valem:
(a) Se k < ¢(L) entao @y (p1,pa) = —00.

(b) Se k > ¢(L) entao:

(b.1) @x(p1,p2) > —o0,

(b.2) @1 (p1,p3) < Prpr,p2) + Pr(p2,p3) ,
(b.3) @k(p1,p2) + Pr(pe,p1) >0 e

(b.4) @, : M x M — R é Lipschitziana .

(¢) Se k> ¢(L), entdao y(p1,p2) + Pr(p2,p1) > 0.

Demonstragao. Primeiramente, mostraremos que, se ®x(q1,q2) = —o0, para algum ¢, qs €
M, entao ®k(p1,p2) = —oo, para todo py,pa € M.
Sejam q1, g2 € M, tais que ®x(q1, g2) = —00. Entao, pela definigdo do Potencial, temos
que existe uma sequéncia de curvas z,, € C(q1, ¢2), tal que lim,, o Ay x(x,) = —00.
Sejam v € C(p1,q1,1) e n € C(gq, p2, 1) curvas minimizantes. Assim, existe C' > 0, tal
que
Ap(y) +Ar(n) < C. (2.1)

Definindo a sequéncia «, € C(p1, ps, 3) por:

(1) se tel0,1],
an(t) =vxxp*xn(t) =< x,(t—1) se te[l,2e
nt—2) se tel2,3]

X (L)

el

7 (1) ity

Figura 2.1: Curva a =y * x,, xn
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2.1 Valor Critico de Mané e Acao Potencial

temos que:

Apr(on) = Apr(7) + Apye(n) + Appi(@n).

Passando o limite e usando a desigualdade (2.1) obtemos :

lim Ap i p(a,) = —00.
n—oo
Logo, pelas propriedades de infimo, temos que ®x(p1,p2) = —00.

Definimos
c(L) = inf{k € R; ®x(p,q) > —o0}.

Pelo resultado anterior temos que ¢(L) nao depende da escolha dos pontos p, q.

Vamos mostrar que —oo < ¢(L) < oo. Sendo a fungao k — ®x(p, ¢) ndo decrescente,
basta mostrar que existem k; e ko, tais que @y, (p,q) = —oc e Py, (p, q) > —o0.

Como M é compacta, o conjunto {(z,v) € TM : ||v|]| < 2} é compacto e, portanto, L

¢ limitado neste conjunto, ou seja, existe B > 0 tal que

|L(z,v)| < B, se |[v]| <2. (2.2)

d(p.9)

Sejam &, € C(p,q,n),n € N curvas geodésicas, com ||&,(t)]| = Desta forma,

tomando k; = —(B+1), onde B é dado por (2.2), temos que se n > @, entao ||&,(t)]| < 2

e, portanto, vale:

(I)k1 (p, Q) S lim inf AL+I€1 (gn)

< liminf (/On L& (1), E0(D))dt — (B + 1)n>

< liminf —n=—0.

Logo @y, (p,q) = —oo. Como L é positivo, tomando ko = 1 obtemos:

Apo(x) = / Ly, 4E)dt+T > T > 0¥y € Clp.q).

Assim, zero é uma cota inferior de Ay yx,(7y), com v € C(p, q) e, dessa maneira, $y,(p, q) > 0.

Portanto, —oo < k; < ¢(L) < ke < 00, como querfamos.

Prova da desiqualdade (a). E imediata da definicdo.
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2.1 Valor Critico de Mané e Acao Potencial

Prova da desigualdade (b.1).

Suponhamos por contradi¢do que existem p,q € M, tais que ®.(p,q) = —oo, onde
¢ = ¢(L). Entao, existe uma sequéncia x,, € C(p, q), tal que lim, o, Aric(z,) = —00. Seja
v € C(q,p,1) uma curva minimizante. Consideremos ainda a sequéncia 1, = x,, xy € C(p, p)

como na figura 2.2.

% (L)

¥iL) —

-

Figura 2.2: Curva ¢, = x,, * v

Como
Tim Apyo(in) = lim Apie(n) + Arge(y) = —o0,
temos que ®.(p, q) = —oo. Logo, dado a > 0, existem T" € R e uma curva 3 € C(p,p,T), tal
que Ar..(6) < —a < 0. Tomando € > 0 satisfazendo

Aree(B) +e< 5.

temos que Arcye(8) < 5*. Definindo n, = B* B*---"---x 3 temos que

—an

Peis(pig) < nh_{go Apiers(mn) < lim

n—oo

= —0 3
o que contradiz a defini¢ao do valor critico. Portanto temos ®.(p,q) > —oo para todo
p,q € M, e como a funcao k — Px(p,q) é nao decrescente, provamos a desigualdade (b.1).

Prova da desigualdade (b.2).

Seja k > c(L) e p1,p2,p3 € M e sejam x,, € C(p1,p2,T0) € yn, € C(p2,ps, Jn), tais que

nll_{I.}O Arii(zn) = Pr(p1,p2) e nh_{glo Ar+i(Yn) = Pr(p2, p3)-
Entao, definindo a sequéncia de curvas n, = x, * y, € C(p1,ps3), temos que

Q5 (p1,p3) < Apk(mn) = Artn(zy) + Apyr(yn) Vn € N
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2.1 Valor Critico de Mané e Acao Potencial

Logo, passando o limite temos a desigualdade desejada.

Figura 2.3: Curva n, = z, xy, € C(p1,p3)

Prova da desigualdade (b.3).

Pelo item anterior, basta mostrar que ®(p,p) = 0 para todo p € M e k > ¢(L). De
fato, se p € M e k > ¢(L), é claro que ®y(p,p) > 0, e se tivéssemos Py (p,p) < 0, obrigato-
riamente existiria uma curva § € C(p, p) tal que a agdo de Ay, negativa. Assim, definindo

Ny =P % Bx--"---x [ obtemos que Ar,; — —00, o que contradiz (b.1).

Prova de (b.4).
Para cada par p,q € M podemos tomar uma curva geodésica vy € C(p, ¢, d(p, q)) ligando
os pontos p e ¢, com ||%(t)|| = 1. Usando (2.2) obtemos:

d(p,q)
Bilp.) < [ LOW.A0) + kit < (B+ Kdlp.q) Yk € R (23
0
Sejam py, pa, 1 € g € M, se k > ¢(L) usando (b.2) e (b.3) obtemos

Qp(p1,p2) — Prlqr, q2) < Pr(p1, 1) + Pi(q1,p2) — Prlaqr, q2)
< Dp(p1,q1) + Pi(qr, 2) + Pr(q2, p2) — Pilaqr, q2)
= Op(p1,q1) + Prlqe, p2) -

Usando (2.3) temos
P (p1,p2) — Prlqr, a2) < (B +k)(d(pr, q1) + d(gz, p2)) -
Do mesmo modo, obtemos
C(q1, g2) — Pulp1,p2) < Pulqr, p1) + Pr(p2, @2) < (B +k)[d(p1, q1) + d(gz, p2)] -
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2.1 Valor Critico de Mané e Acao Potencial

Portanto,
|Pr(q1, q2) — Pr(p1,p2)| < (B4 k)(dp1, 1) + dqz,p2))
provando que (p, q) — Pr(p, q) é lipschitz.

Prova de (c).
Usando a propriedade (b.3) temos que

Q5 (p1,p2) + Pr(p2,p1) > 0 Vp1,pe € M.

Portanto, basta mostrar que a funcao k — ®(p,q), com p # q fixos e k > ¢(L), é estrita-
mente crescente. De fato, se [ > k > ¢(L) e p # ¢ € M, pela definigdo do potencial temos

que existem curvas z,, € C(p,q,T,), tais que
Di(p,q) = nh_{glo Api(zn) .
Temos ainda que Ay (z,) = Apek(x,) + (I — k)T,,. Logo
Oi(p,q) = lim (Ap(zn) + (= K) T = $r(p, q) + liminf (I — k)T,

Afirmamos que liminf7,, > 0. De fato, supondo por contradicao que liminf7,, = 0 e

usando a superlinearidade, temos que, dado C' > 0, existe A > 0, tal que
|L(x,v)| > Clv| - A.
Entao,

Qi(p,q) = nh_)fgoALH(%)

— i [ L(zn(t), in(t)) + ldt

n—o0 0

v

Th
liminf/ Cllgn|| + (I — A)dt
0
> Cd(p,q) +0VC >0,

logo ®;(p, q) = oo, contradizendo a definigao de Potencial . Portanto, a afirmagao é verda-
deira e, com isso, temos que ®;(p,q) > Pr(p, q).
O
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2.2 Caracterizacao Ergddica

Consideremos os conjuntos
C, = {k € R; existe uma curva fechada vy com A, <0} e

Co = {k € R; A, > 0 para toda curva fechada ~}.

Utilizando o Teorema 2.1 mais as definicoes de infimo e supremo, podemos mostrar

outra caracterizagao do valor critico, conforme o Lema seguinte.

Lema 2.1. ¢(L) = supC; = inf Cs.

2.2 Caracterizacao Ergdédica

Nesta secao, daremos uma caracterizacao ergédica do valor critico de Mané. Para isso,
precisaremos de alguns resultados de teoria geral dessa area que foram introduzidos por
Mather em [13]. A Teoria de Mather, como é conhecida, também pode ser encontrada em
[1], [12] e [20].

Seja P =TM U {oco} a compactificacao do fibrado tangente e definindo ¢,(o0) = oo,
em que ¢; ¢ o fluxo de Euler-Lagrange, obtemos uma extensao continua do mesmo que
continuaremos denotando por ¢.

Seja B a o—algebra de Borel de P e denotemos por M o conjunto de todas as medidas
de probabilidade (u(P) = 1) definidas em B. Dos resultados de Teoria Ergédica em [18]

segue que M, com a topologia fraca*, é um espaco compacto. Além disso, nesse espaco

S|
o) =Y = | [ o = [ fuds
n=1

em que {f, : n € N} é um subconjunto denso na bola unitdria do espago das fungoes

temos a métrica

, (2.4)

f: P — R continuas com a norma uniforme.
Denotemos por My o conjunto das medidas de probabilidades invariantes pelo fluxo

de Euler-Lagrange, ou seja,
w(E) = pu(¢p—+(E)) para todo subconjunto mensuravel £ C P e todo t € R.

Também em [18] mostra-se que My, é um conjunto convexo, nao vazio e compacto.
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2.2 Caracterizacao Ergddica

Definigao 2.1. Seja u € My. Definimos a A¢do Média de p como

Ap(p) = / Ldp.

Podemos mostrar que o funcional A¢ao Média Ay, : M — R é semicontinua inferior-
mente na topologia fraca® e, uma vez que seu dominio é compacto, existe uma medida gy

que minimiza o funcional Acao média, isto é,
Ap(po) < Ap(p) para toda u € My,

Para cada p € My com Ap(pn) < oo vamos associar uma classe de homologia que
denotaremos por p(p). Mais precisamente, p(u) é a unica classe de homologia, p(u) €

H,(M,R), que verifica a equagao

<mm¢4>=LMww

para toda 1-forma fechada w definida em M e < -,- > é o colchete definido pela equacao
(1.6). O lado direito da igualdade é uma integral com respeito a p com w considerada uma
fungdo w : TM — R. J. Mather mostrou em [13] que a fungao p : My :— H;(M,R) é
sobrejetiva.

Para cada h € Hy(M,R), seja M (h) o conjunto de todas as medidas pu € My com
classe de homologia h. Uma vez que o funcional A¢ao Média é semicontinuo inferiormente,
ao tomarmos aqueles cuja acao média é finita mais a sobrejetividade da fun¢ao p temos que
M (h) é um subconjunto fechado e nao vazio na topologia fraca*. Portanto, é compacto e
podemos definir a fungao Beta de Mather como 3 : Hi(M,R) — R dada por

B(h) = minf AL (n); 5 € Mp(h)}. (25
Lema 2.2. §(h) é uma funcao convexa.

Demonstragao. Sejam hy, hy € Hi(M,R) e 0 < X < 1. Entao se h = (Ahq + (1 — A\)hy), pela

linearidade de p temos que

{Ar 4+ (1= Npa; g € Mp(ha) e pa2 € Mp(ha)} C Myp(h),
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2.2 Caracterizacao Ergddica

portanto, vale

B(h) = min{AL(u); p€ My(h)}

min{Ar (A1 + (1 — Nu2); 1 € Mp(hi) e pus € My(ha)}
Amin{ Az (u1); pp € Mp(h)}+ (1 — X)) min{ Az (u2) ; po € My (ha)}
= AB(h1) + (1 = A)B(ha),

IN

ou seja, [ é convexa. O

Como podemos ver em [26], uma fungao convexa f definida num espago vetorial X
de dimensao finita com valores em R U {oo} possui uma fungao conjugada f*, definida no
espago dual X* de X com valores em R U {oco}, dada por :

fr(@") =sup{<z 2" > —f(z)}.
zeX
Definimos a funcao Alfa de Mather como a funcao conjugada de 3, ou seja, a = [* :
H'(M,R) — R U {oo} dada por

allel) = 5() =, _max  {< b o] > (1)} (26)
Sendo # uma funcao finita e convexa, segue dos resultados da teoria de fungoes convexas

que « é convexa e superlinear. Usando a sobrejetividade da fungao p e a definicao da fungao

[ obtemos:

a(w]) = max{< p(u),[w] > —B(p(r))}

HEM[
= — min {Ar(p)— < p(p), [w] >}
— — min { (L~ w)du),
Observando que (L —w) define um novo Lagrangiano, que também é convexo e superlinear, e
como w é fechada, as equagdes de Euler-Lagrange para (L — w) sdo as mesmas de L. Assim,
temos que o funcional A, : My — R é semicontinuo inferiormente na topologia fraca® e

existe p € My, tal que

() = ~ A = = [ (L= w)dp <,

ou seja, o é uma funcao finita. Portanto, pela teoria de fungoes convexas, temos que [ é

superlinear. Dessa forma, provamos o seguinte teorema:
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2.3 Caracterizacao via Graficos Lagrangianos

Teorema 2.2. As fungoes a e § definidas acima sao fungoes convexas conjugadas e super-

lineares.
Utilizando a funcao 8 definimos uma medida minimizante.

Definicao 2.2. Uma medida de probabilidade p, invariante pelo fluxo de Euler-Lagrange,

é uma medida minimizante se

AL(po) = B(p(ro)) = min{ Az () ; p € Mr(p(po))}-

O Teorema 2.3 também é conhecido como caracterizacao ergddica do valor critico de

Mané e foi demonstrado pelo mesmo em [9] e [24].

Teorema 2.3.
¢(L) = —min {AL(u) = /Ld,u; we ./\/IL} :

Utilizando o Teorema 2.3 mais uma das caracterizacoes da funcao alfa de Mather,
temos que
(L —w) = a(lw)), (2.7)
para toda 1-forma fechada w. Da dualidade entre alfa e beta mais a igualdade anterior temos
—B(0) = min{a([w]); [w] € H'(M,R)}
= min{c(L —w);[w] € H'(M,R)}.
E, finalmente, R. Mané definiu o valor critico estrito de um Lagrangiano.

Definicao 2.3. Dada uma 1-forma fechada em M, definimos o wvalor critico estrito de L

CcOo1mo

co(L) = min{c(L — w) : [w] € H'(M,R)}.

2.3 Caracterizacao via Graficos Lagrangianos

Nesta secao, daremos uma caracterizagao do valor critico de Mané via Graficos Lagran-
gianos. Lembramos que estamos trabalhando com Hamiltonianos H : T*M — R associados

ao Lagrangiano L de acordo com a Proposicao 1.4, ou seja,

o L) = 2 w,0) v~ La,v)
v

em que L:TM — T*M ¢ a transformacao de Legendre.
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2.3 Caracterizacao via Graficos Lagrangianos

Definicao 2.4. Seja w uma forma simplética canonica em 7*M. Um subespaco V' C T, T*M
é chamado Subespago Lagrangiano se w(vy, v9) = 0 para todos vy, vs € VedimV = dim M =
n. Dizemos, também, que uma subvariedade W C T*M ¢é Lagrangiana se em cada ponto

6 € W o espaco tangente TpW é um subespago Lagrangiano de TyT* M.

Observamos que a Defini¢ao 2.4 é verdadeira para uma forma simplética w qualquer.
Uma vez que estamos trabalhando em T*M com a forma simplética canonica, optamos por

essa definicao.
Lema 2.3. Dada uma 1-forma n em M, entao
G, =Graf(n) :={(z,n,); x€e M} CT*M
é uma subvariedade Lagrangiana se, e somente se, ) for fechada (dn = 0).

Demonstragao. Escolhemos um sistema de coordenadas locais (¢1,---,¢,) de M. Entao

n(q) = >, pe(q)dgr. Uma base para o espago tangente ao G, é dada por E; = (a%’ >k g{’]’? %) .

Aplicando w = dp A dq temos

Op;  Op;
w Eia E = — J .
Dessa maneira,
Opi  Op;
dn = ( — j)dq»/\dqi.
;j dq;  9q;)
Entao, w|TG =0<dn=0. [

Graéficos de 1-formas que sao subvariedades Lagrangianas sao ditos Grdficos Lagrangi-
anos. Podemos associar ao grifico G,, uma classe de cohomologia [n] € H'(M,R). Gréficos
Lagrangianos com classe de cohomologia zero sao graficos de 1-formas exatas. Estes sao
chamados de Grdficos Lagrangianos Fzxatos.

A equacgao de Hamilton-Jacobi para Hamiltonianos autonomos H : T*M — R é dada
por

H(z,dyu)=k,u:UC M — R.

Dizemos que v : U C M — R é uma subsolucao da equacao de Hamilton-Jacobi se u for

diferenciavel e

H(z,d,u) <k,
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2.3 Caracterizacao via Graficos Lagrangianos

em quase todo ponto com relagao a medida de Lebesgue.

Veremos no Teorema 2.4 que uma subsolucao de classe C! da equacao de Hamilton-
Jacobi induz um Grafico Lagrangiano Exato contido no nivel de energia k.

O Lema a seguir serd usado para demonstrar o Teorema 2.4. Além disso, sera essencial

para a demonstracao do Teorema 4.1.

Lema 2.4. Se existe uma funcido f : M — R de classe C! tal que H(z,d,f) < k entdo
k> c(L).

Demonstracao. Lembramos que

H(z,p) = max {p,(v) - L(z,v)}.

Uma vez que H(z,d,f) < k segue que para todo (x,v) € TM,

d.f(v) — L(z,v) < k.

Se v :10,T] = M é uma curva fechada absolutamente continua, temos que

| auseian= [ Lo =o

Sendo assim,

Ava) = [ (00 + R = [ (L0 + k= s> [ ) - s =o.

0

Uma vez que v é qualquer e da defini¢ao de valor critico temos k > ¢(L). O
A demonstragao da proposigao a seguir pode ser encontrada em [12].

Proposicao 2.1. Para k > ¢(L) existe uma funcao f : M — R de classe C™ tal que
H(z,d.f) < k.

Teorema 2.4. Seja M uma variedade compacta. Entao,
c¢(L) =inf F,

emque FF={k€eR; 3f: M — R de classe C" tal que H(z,d,f) < k}.
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2.3 Caracterizacao via Graficos Lagrangianos

O Teorema 2.4 é conhecido como a caracterizacao do valor critico em termos da
existéncia de graficos Lagrangianos. Observemos que essa é uma caracterizacao geométrica,
uma vez que ele estabelece que o valor critico é o infimo dos valores k, tal que H!(—o0, k)

contém um grafico Lagrangiano exato.

Demonstracao do Teorema 2.4. Pelo Lema 2.4, ¢(L) é cota inferior para o conjunto F'. Por

outro lado, dado 6 > 0 existe ¢(L) < k < ¢(L) + § e, pela Proposi¢ao 2.1, k € F'. Logo,

¢(L) = inf F.
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Capitulo 3
Valor Critico nos Recobrimentos

Neste capitulo, compararemos o valor critico na variedade e em seus recobrimentos, em
especial o universal e o abeliano. Também apresentaremos a primeira pergunta e o primeiro

teorema do artigo [8].

3.1 A Primeira Pergunta

Seja M um recobrimento de M com projecao p e L : TM — R um Lagrangiano.

Tomemos o levantamento de L para TM dado por
L(z,0) = L(p(&), dp(D)).

Dessa maneira, para cada k € R definimos a A¢io Potencial &5 : M x M — R J{—o0} por

O,(7,7) = inf{A;,,(7) 1 7 € C(7,79)}

~

e podemos tomar o valor critico ¢(L).
Sejam M; e My recobrimentos de M. Denotemos por L; e Ly os levantamentos do

Lagrangiano L para M; e Ms, respectivamente.
Lema 3.1. Sejam M; e M, recobrimentos de M, tal que M; cobre Ms. Entao, ¢(Lq) < ¢(Ls).

Demonstracao. Ao projetarmos uma curva fechada de M; temos uma curva fechada em M,.

Assim,

{p(7); v é uma curva fechada em M;} C {v; v é uma curva fechada em M,}.
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3.1 A Primeira Pergunta

Portanto,

~

Corolario 3.1. ¢(L) < ¢(L).

Proposicao 3.1. Sejam M; e M; recobrimentos de M, tal que M; é um recobrimento finito
de M,. Entao, ¢(L;) = ¢(Ls).

Demonstragao. Pelo Lema 3.1 temos ¢(L1) < ¢(Lg). Suponhamos que a inequagdo seja
estrita e seja k tal que ¢(Ly) < k < ¢(Ly). Pela definicao de valor critico, existe uma curva
fechada v em My com Ap, () < 0. Seja 7 o levantamento de . Temos duas possibilidades
para 4: ou é uma curva fechada ou nao.

No primeiro caso, teremos uma curva fechada com A, (%) < 0, e isso contradiz o
fato de ¢(L1) ser o supremo.

No segundo caso, uma vez que o recobrimento é finito, alguma iterada de v é uma curva
fechada. Assim, teremos uma curva fechada com acao negativa. O que também contradiz o
fato de ¢(L;) ser o supremo.

Portanto, c¢(L1) = ¢(Ls). O

Denotando por ¢,(L) e ¢,(L) o valor critico nos recobrimentos universal M e abeliano
M, respectivamente, temos quatro nimeros reais, c,(L), co(L), co(L) e ¢(L), e podemos

compara-los. Pelo Lema 3.1 obtemos que

cu(L) < co(L) < ¢(L).

Além disso, da definigdo de valor critico estrito (ver 2.3) temos

co(L) < e(L).

Quando 71 (M) é abeliano, concluimos que M é um recobrimento finito de M, e pelo

lema 3.1, ¢, (L) = ¢,(L). Daf surge uma pergunta natural:

Pergunta 1. E verdade que ¢, (L) = ¢o(L)?
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3.1 A Primeira Pergunta

No capitulo 5 construiremos um exemplo respondendo negativamente essa pergunta.
Por outro lado, foi demonstrado por Gabriel P. Paternain e Miguel Paternain em [8] o

teorema a seguir.
Teorema 3.1. ¢,(L) = ¢o(L).

Para demonstrar esse teorema precisaremos dos resultados auxiliares abaixo. Suas
demonstracoes serao omitidas, uma vez que nao ¢ nosso objetivo demonstra-las.

Conforme vimos no inicio da se¢ao 1.1, uma curva absolutamente continua v : [0, 7] —
M é chamada uma L—minimizante se minimiza a acdo A sobre uma classe de curvas
absolutamente continuas definidas em [0,7] com os mesmos pontos iniciais e finais de w.
Assim, temos a proposicao a seguir, demonstrada por Mather em [13].
Proposicao 3.2. Seja u; : [0,7;] — M uma sequéncia de L—minimizantes, tal que T; — oo

wi (T3) —ui(0)
T.

K3

e — v € Hi(M,R) quando i — oco. Entao,

lim - Az () = 5().

i—00 i
R. Mané mostrou em [9] e [24] a proposigao 3.3.

Proposicao 3.3. Suponhamos k > ¢(L). Entao, dados x; # x93 em M, existe uma solucao
z(t) da equacdo de Euler-Lagrange com energia k tal que para algum T > 0, z(0) =
xy, o(T) =z5 e

Apii(zlor) = Pr(1, x2).

Na proposicao anterior, podemos trocar M pelo seu recobrimento e L pelo Lagrangiano
levantado.

M. J. Dias Carneiro mostrou em [19] a proposigao 3.4.

Proposicao 3.4. Se p é uma medida minimizante com homologia 7, entao seu suporte esta

contido em um nivel de energia fixo k, com k > ¢o(L).
Além das proposicoes anteriores, precisaremos do seguinte Lema auxiliar:

Lema 3.2. Para toda 1-forma fechada w em M temos
co(L — w) = ¢o(L).
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3.2 Demonstracao do Teorema 3.1

Demonstracdo. Denotamos por w o levantamento de w para o recobrimento abeliano de M.

Da definigao de recobrimento abeliano, temos que H;(M) = {0}. Portanto,

H' (M) = (Hy (M))" = ({0})" = {0}.

Assim, w é exata.

Seja f uma O-forma tal que @ = df. Calculando A(f_;) temos:

A(LM)W):/vf—w:/vf_/vw:/yz_/wdf

Aplicando o Teorema de Stokes obtemos

Ldf:[Vd(df)zo

em que N ¢é o interior de . Portanto,

Az = / L= Az(¥).

Y

Uma vez que ¢q(L — w) = ¢(L — ) e acdo potencial de L — @ coincide com a¢do potencial

de L temos o resultado. O

3.2 Demonstracao do Teorema 3.1
Seja w 1-forma tal que ¢o(L) = ¢(L — w). Pelo Lema 3.2 temos
co(L) = co(L —w) < (L —w) =co(L)

em que a desigualdade é valida pelo Lema 3.1. Para completar a prova, precisamos mostrar
que cq(L) > co(L).
Temos duas possibilidades para M: ou é compacto ou ndo compacto. Se for compacto,

entdo M é um recobrimento finito de M. Assim, pela Proposicao 3.1
ca(L) = c(L) > co(L)

e temos o resultado.
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3.2 Demonstracao do Teorema 3.1

Analisamos agora o caso em que M é ndo compacto. Suponhamos, por absurdo, que
co(L) < co(L). Como a desigualdade é estrita, existe k tal que c¢,(L) < k < ¢o(L). Fixemos
7 € M e tome uma sequéncia de pontos g; € M, tal que d(g,q;) — oo, em que d é a métrica
levantada de M.

Pela proposigao 3.3 existe, para cada i, uma solugao 7;(t) da equacao de Euler-Lagrange

com energia k para algum T; > 0, 7;(0) = g, 7;(T;) = g, e tal que

Az e (@ilpomy) = (7, 7,)- (3.1)

Uma vez que as solucoes tém nivel de energia k, existe uma constante A > 0, tal que
||7;(t)|| < A para todo t e todo i. De fato, uma vez que E(%;,7;) = k e E~*(k) é compacto,
tomemos C' = max{L(z,v); (z,v) € E~'(k)}. Dessa maneira, L(z;(t),7;(t)) < C para
todo i € N. Pela superlinearidade de L existe D > 0 tal que L(x,v) > ||v|| — D para todo

(z,v) € E7'(k). Dessa maneira, temos
|Z;(t)|| < C+ D = A.

Assim,

Ti Ti
d(QaQi):/ ||fi(t)||dt§/ Adt = AT,
0

0
e, como d(q, q;) — 0o, segue que T; — 0.

Sejam p; medida de probabilidade uniformemente distribuida ao longo da projecao de
Ziljo,r,] para M, ou seja,
I :
fdp; = T/ f(p(@s), dp(z;))dt,
™ i Jo
para toda funcdo f : TM — R de classe C° e considerando p : M — M a aplicacdo de

recobrimento. Em particular, tomando f = L temos que pu; satisfaz

T;
|t =g [ L@ dptzae (32)
™ i Jo
Como vimos na se¢ao 2.2, o conjunto das medidas de probabilidade M com a topologia
fraca® é compacto. Portanto, a sequéncia (p;);eny possui subsequéncia convergente para uma
medida 4 € M. Sem perda de generalidade, denotaremos tal subsequéncia por (u;)ien-
Assim, da definicao de convergéncia nessa topologia temos

lim Ldui:/ Ldp. (3.3)
T™

i—00 TM
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3.2 Demonstracao do Teorema 3.1

Das equagoes (3.2) e (3.3) resultamos

1 (L. I :
lim — / L@, 7)dt = lim — / L(p(T:), dp(x;))dt
=00 Ly Jo z~>oo’_ri 0

= lim Ldy,;
1— 00 TM

= / Ldp
™

= Az(p).

A equagdo (3.1) nos diz que T;|jp 7, sdéo L—minimizantes. Entdo aplicando a Proposigao
3.2 mais o resultado anterior obtemos que
.1

Logo p é uma medida minimizante. Uma vez que o suporte de p estd contido no nivel
de energia k, pela Proposicao 3.4, temos k > co(L), o que é uma contradigdo. Portanto,

ca(L) > co(L) e isso nos da a igualdade que procurdvamos.
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Capitulo 4
Niveis de Energia Anosov

Neste capitulo, compararemos o valor de ¢,(L) com o valor da energia do Lagrangiano
L cujo nivel é Anosov. Também apresentaremos a segunda pergunta e o segundo teorema do
artigo [8]. Para compreender melhor e melhorar a demonstracao deste teorema estudamos o

artigo [10].

4.1 A Segunda Pergunta

Definigao 4.1. Um subconjunto compacto A C T°M = E~'(c) e invariante pelo fluxo

Gt|err € um conjunto hiperbdlico se existe uma decomposi¢ao continua
TA(T°M) = FE°* @ E" & (X)

em que Th(T°M) é o espago tangente a T°M restrito a A e (X) é o campo associado. Além

disso, existem constantes C' > 0e 0 < A < 1, tal que
|dags (€)] < ONF|¢], Vt>0,0€cA, e FE°

do-o(€)] < O[], Vi >0,0€A, €€ E™

E?® e E" sao chamados Subespacos Estavel e Instavel, respectivamente. Quando A = T°M é

um conjunto hiperbélico dizemos que T°M é nivel Anosov.

A pergunta a seguir foi feita por R. Mané.
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4.1 A Segunda Pergunta

Pergunta 2. Se o nivel de energia k é Anosov, é verdade que k > ¢,(L)?

No capitulo 5,responderemos negativamente essa pergunta. Sobre os niveis de energia

Anosov, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.1. Se o nivel de energia E~!(k) é Anosov, entao
k> c,(L).
G. P. Paternain e M. Paternain mostraram o teorema a seguir no artigo [8].

Teorema 4.2. Se existe k, tal que para todo & > k o nivel de energia k' é Anosov, entao
k> c,(L).

Observamos que o Teorema 4.1 é mais forte que o Teorema 4.2, ja que basta apenas um
nivel de energia Anosov para termos o resultado. E importante ressaltar que o Teorema 4.1
foi demonstrado por G. Contreras, R. Iturriaga, G. P. Paternain e M. Paternain no artigo
[10] um ano depois que o Teorema 4.2 fora publicado. Assim sendo, demonstraremos apenas

o Teorema 4.1, mas, antes disso, precisaremos de alguns resultados preliminares.

Definicao 4.2. Seja 6; uma érbita hiperpdlica. Definimos as subvariedades estavel e instavel

fortes de #; no ponto # = 6 como
We(0) ={v € TCM;tILm d(0;, p1(v)) = 0}
we(0) ={ve TCM;tli:En d(0;, p1(v)) = 0}

respectivamente, e definimos as subvariedades estavel e instavel fraca de 6; por

We(0:) = |J ¢ (W*(0)) e W*(6,) = (] p(W**(6)).

teR teR

Uma vez que toda forma simplética w em T*M ¢é invariante pelo fluxo, temos que

W=#(0,) e W*(0,) sdo subvariedades Lagrangianas. Além disso, sao folheagoes de T*M.

Definicao 4.3. Se 7 : E — B a projecao de um espaco fibrado de fibra F. Dizemos que

uma folheagao F de T*M é transversal as fibras quando satisfaz as seguintes propriedades:
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4.1 A Segunda Pergunta

(i) Paratodo x € E a folha L, de F que passa por p é transversal a fibra Fi(,) e dim(F) +
dim(F) = dim(F);

(ii) Para toda folha L de F, m|, : L — B é uma aplicacdo de recobrimento.

Decorre da definicao que para todo p € E tem-se
I,E = Tp(Lp) = Tp(Fﬂ(p))-

Um resultado importante devido a Ehresman, cuja demonstragao pode ser encontrado

em [3], é a seguinte:

Proposicao 4.1. Suponhamos que a fibra F' seja compacta. Neste caso, (i) implica (ii) na
Definicao 4.3.

Seja 7 : T*M — M a projecao canodnica e se § € T*M denotamos por V() o nicleo
da aplicacdo dgm : TyT*M — Ty M. Sejam também ¥ = H~'(k), em que H : T*M — R
¢ o Hamiltoniano associado ao Lagrangiano L via transformada de Legendre, e ¢ o fluxo
Hamiltoniano restrito a .

No artigo [7], G. P. Paternain e M. Paternain mostraram que

Teorema 4.3. Seja X = H (k) um nivel de energia regular e suponha que ¢} 5 admita um

subfibrado Lagrangiano continuamente invariante E. Entao,
(a) E(0) NV (0) = {0} para todo 6 € ¥;
(b) m(¥) = M.

Uma vez que a variedade estavel fraca W*(0;) = W* do fluxo hamiltoniano ¢ é uma

folheacao e uma subvariedade Lagrangiana, observamos que o Teorema 4.3 nos diz que
Tp, X =Ty, W* d V(0,),
ou seja, W* é transversa as fibras da fibragao por (n — 1)—convexos
Ty 2 — M.
Agora, ja podemos provar o Teorema 4.1.
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4.2 Prova do Teorema 4.1

4.2 Prova do Teorema 4.1

Suponhamos que o nivel de energia k seja Anosov. Sejam X = H'(k), 7 : T*M — M a
projecao canonica e M o recobrimento universal de M com projecao p : M — M. Denotamos
por 3 o nivel de energia k do levantamento do Hamiltoniano H. Temos também a fibragao
por (n — 1)—convexos

Flg: S — M. (4.1)

Seja W* o levantamento da folheagao que, por sua vez, é a folheagao estavel fraca para
0 fluxo hamiltoniano H restrito a . A folheagio W* também é transversa & fibracdo (4.1).
Uma vez que as fibras sdo compactas, pela Proposi¢ao 4.1, temos que para todo (z,p) € ¥
a aplicagao

— —_

Wz, p) = M (4.2)

%‘Ws(w,p)
¢ uma aplicacao de recobrimento.

A aplica¢ao de recobrimento (4.2) é um difeomorfismo. Para concluirmos isso, preci-
samos mostrar a injetividade, ja que, por defini¢ao, é um difeo local. Dessa maneira, sejam
Y1, Yo € Ws(x,p), tal que m(y;) = 7(y2) = « e, ainda, tomemos v uma curva conectando
e y2. Temos que () é uma curva fechada em M , logo é homotopicamente trivial, j& que
M é simplesmente conexo. Entao, 7 é uma curva fechada em M e, portanto, y; = y. Como
zeMé qualquer, temos a injetividade.

Uma vez que M é simplesmente conexo e a aplicagao (4.2) é um difeomorfismo, ob-
servamos que Ws(x, p) é simplesmente conexo. Além disso, ja que a aplicacao (4.2) é, em
particular, injetiva, Ws(x, p) intersecta cada fibra da fibracdo (4.1) em apenas um ponto.

Em outras palavras, cada levantamento Ws(x, p) é o gréifico de uma 1-forma A. Como
Ws(x, p) é uma subvariedade Lagrangiana temos, pelo Lema 2.3, que A é fechada. Uma vez
que toda forma fechada no recobrimento universal é exata, existe f : M — R tal que A = df.
Assim, segue que cada Ws(x, p) é um Grafico Lagrangiano Exato.

Pelo Lema 2.4 temos que k > ¢,(L). Como o nivel de energia k é Anosov, pelo Teorema
da Estabilidade Estrutural, existe um e > 0, tal que para todo k' € (k — €,k + €) o nivel de

energia k' é Anosov. Dessa forma, obtemos
k>Fk >c, (L),

ou seja, k > ¢,(L) como gostarfamos.
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Capitulo 5
Um Exemplo

Neste capitulo, exibiremos um Lagrangiano L em uma superficie fechada, orientavel
e de género dois cujos niveis de energia k' sao Anosov para todo k' > 1/2 e ¢o(L) > 1/2.
Pelo Teorema 4.2, ¢, (L) < 1/2. Assim, obtemos respostas negativas para as perguntas 1 e
2. Este exemplo fora dado por G. P. Parternain e M. Paternain em [8].

Sejam M superficie fechada, ie, compacta e sem bordo, e n uma 1-forma diferenciavel

em M. Fixamos g uma métrica Riemanniana em M e consideramos o Lagrangiano

L(z,v) = %gx(v,v) —1:(v). (5.1)

Como vimos na Sec¢ao 1.3, a fungao de energia associada a L é
1
E(z,v) = §gx(v,v)

e as equagoes de Euler-Lagrange de L sao as mesmas do Fluxo Magnético Exato no qual a
forma simplética “twisted” é dada por w(dn) = wy + 7*dn, sendo 7w : TM — M a projecao

canonica, bem como a forca de Lorentz satisfaz a igualdade
dn(z)(u,v) = g (Ye - u,v) Yo € M eu,v e T,M.

Seja 2, a forma de drea associada com a métrica Riemanniana. Toda 2-forma 2 pode

ser escrita como {2 = F(), para uma funcao diferenciavel F' : M — R. Dessa forma, temos:

Proposicao 5.1. Seja M superficie fechada. Entao a 2-forma () = F(), é exata se, e somente
se, [, FQq = 0.
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Demonstracao. Suponhamos 2 = €2, exata. Entao, exite uma 1-forma « tal que FQ2, = da.

Pelo Teorema de Stokes temos

/FQaz/da:/ a=0.
M M oM

A ultima igualdade vale pois OM = ().

Reciprocamente, suponhamos que f v FQ = 0. Seja H 2(M) o anel de cohomologia
das 2-formas em M e definimos ¢ : H*(M) — R por ¢([FQ]) = [,, FQ. Claramente, ¢ estd
bem definida, é linear e, uma vez que dim(H?(M)) = 1, obtemos H?(M) ~ R. Considerando
¢ : R — R temos que ker(¢) = {0} ou ker(¢) = R, ja que ¢ é linear. Como ¢(0) =0 e
©(Q4) # 0 concluimos que ker(p) = {0}. Porém, a classe [0] = {Q € H?*(M);Q é exata}.
Portanto obtemos o resultado.

[

Agora, escolheremos uma métrica Riemanniana em uma superficie orientavel de género
dois e uma funcgao F : M — R, tal que F(Q, seja exata. Assim, se escrevermos F), = dn,
mostraremos que o fluxo de Euler-Lagrange de (5.1) é Anosov para todo nivel de energia
E>1/2eco>1/2.

Seja S; uma familia a um-parametro de superficies compactas de género 2 com curva-
tura negativa, em que [ é o comprimento da geodésica v com velocidade unitaria, conforme

a Figura 5.1.

@ Lorentz Force i 9 fiv
@ -

Figura 5.1: Superficie S

Denotamos por K; a curvatura Gaussiana de S;. A curva «y divide S; em duas superficies

com fronteira: S;" e S;”. Vamos assumir que para cada [, S; admita uma involugao isométrica
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I que fixa 7y e troca S;” com S;. Mais ainda, vamos supor que existe um disco DT contido
em S tal que a métrica ndo muda com [ e tem curvatura constante igual a —1. Seja
D-¥ (D). Vamos escolher a orientagao de v induzida por S;".

Seja f: S;” — R uma fungao nao negativa com suporte contido em D7, e tal que
1+ (f(2))* £ gu(V f(2),7v) <0, (5.2)

para todo (z,v) na esfera unitéria do fibrado de DT, em que iv denota a rotagao de /2 em
v, de acordo com a orientagao de S;. Seja m = fD+ fQq > 0 e, uma vez que a métrica de
D™ nao muda, & medida em que [ varia, temos que m independe de /. Finalmente, podemos

definir a fungao F' da seguinte maneira:

F(m):{ f(x) sexGSlJ:
—f(Ix) sexz €S

Como vimos na Sec¢ao 1.5, expressamos a forca de Lorentz, associada ao campo magnético
dn, como
Y(z,v) = F(n(z,v))iv.

/FQa = / FQaJr/ FQ,
S Chy s

_ / F@)%+ [ —f(I)00
Chy Sy
= 0

Uma vez que

temos, pela proposicao 5.1, que F(Q, ¢é exata, ie, existe uma 1-forma n tal que dn = F€2,.

Observamos também que se v : [a,b] — M, obtemos

b b
l:/ ||7(t)|\2dt:/ 1%dt = b — a.

Sendo assim, denotando L; o Lagrangiano magnético dado pela métrica em S; e pela
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1-forma 7, calculamos a acao de L; + ¢o(L;) em ~:

b
Apyronin () = / L. 4) + co(Lo)ldt

b
— /Ll(’y,"y)dt+co(Lz)(b_a)

"1
= [ gIirae= [ n+ el

a v

1
= —l—i—CO(Ll)l—/?].
2 v

Pelo Teorema de Stokes e usando o fato de que o suporte de F' estd contido em D™,

1
AL1+CO(L1)(7) = 1 (5 + Co(Ll)> — (/ dn _|_/ dn)
D+ S;I\D+
= 1 (1 +co(Ll)) —/ FQ,
2 D+

= (% + co(Ll)) —m.

Como no Exemplo 1.1, v tem homologia nula. De fato, uma vez que ~ satisfaz as

relagoes aybia; ‘bt = e ou agbya; by = e, temos que [y] € [ (M), 71 (M)]. Como
Wl(M)
[ (M), m1(M)]

concluimos que v é um representante da identidade, ou seja, tem homologia nula.

Hy{(M) =~

Pelo Teorema 3.1 ¢o(L;) = cq(L;). Além disso, segue da defini¢ao de valor critico que

ALH-CO(Lz)(/y) = ALH-Ca(Ll)(’y) >0

{

Proposicao 5.2. lim¢y(L;) = co.
=0

e, consequentemente,

N | —

+ co(Ll)) > m > 0 para todo [.

Demonstracao. Suponhamos que nao, ie, existe C' > 0 e uma sequéncia [, — 0, tal que
co(Ly,) < C para todo n. Entao, existe uma subsequéncia [, tal que Co(LGj) — C com
C € R. Assim,

| . ‘ ' 1 1+2C
zilglo In, (5 + cO(Lan_)) = li}rgo In, - lil.rg() (5 + CO(Llnj)) =0- ( 5 > =0,

J J J
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1
o que ¢ absurdo, pois %in&l (5 + co(Ll)) > }irrolm = m > 0 para todo [, em particular para
— —
O

n;-

Agora, mostraremos que para todo [, o nivel de energia k' para k' > 1/2 é Anosov.
Combinando esse fato com a Proposicao 5.2 obtemos, para [ suficientemente pequeno, a
superficie S; e a fungao F' com as propriedades desejadas.

Para cada # = (z,v) com nivel de energia k', procuramos os subespagos estavel e
instavel E°(0) e E"(0), respectivamente. Seja J = J(t) o campo de Jacobi associado a
trajetoria do fluxo magnético I' : R — S; com condigoes iniciais em 6 e nivel de energia
k' > 0. Uma vez que {I'(t),il'(t)} é base ortonormal de TS e escrevendo J = 2" + yil’

temos, pelo Teorema 1.1, que x e y satisfazem as seguintes equacoes:

- Fy=0 (5.3)
i+ (2k’Kl(F) + FYT) — gr(VF(D), z'r)) y=0. (5.4)

Para nao carregar a notagio, denotaremos por K.y = (28 K;(T) + F2(T) — gr(VF(T),iT).

Dessa forma, a equagao (5.4) torna-se
J+ Kpagy = 0. (5.5)

Proposigao 5.3. Para todo # = (x,v) com nivel de energia k' > 1/2, a fungao K, é

estritamente negativa.
Demonstracao. Fora dos discos Dt e D™, nossa funcao F' se anula e temos
Kinag = 2K'K,(T") < 0,

pois a superficie 5; tem curvatura Gaussiana negativa.
Dentro dos discos, a métrica ndo muda com a variacao de [ e tem curvatura K;(I")

constante igual a —1. Assim,
Kopag = =2k 4+ FX(T) — gp(VF(T),il") < 0

para todo k' > 1/2 pela hipétese (5.2) da funcao f. Portanto, K., < 0 para todo 6 = (z,v)

com nivel de energia k' > 1/2 como gostariamos. ]
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Uma vez que K,,,, < 0, seguimos um raciocinio analogo ao caso geodésico para cons-
truir fibrados estaveis e instaveis que procuramos. Assim sendo, mostraremos que y se anula
no maximo uma vez. Isto é, existe no maximo um ty € R tal que y(to) = 0. Observemos que
isso nao impede que y nao tenha nenhum zero. Para tanto, precisamos do seguinte teorema

cuja demonstragao é simples e pode ser encontrada em [23].

Teorema 5.1 (Comparagao de Sturm). Sejam u e v solugdes reais e nao triviais de
(p)u) + @ (tyu=0

(p(t)0") + ga(t)o = 0

em que p,p’,q1 e go sdo continuas, p(t) > 0 e ¢(t) < go(t) para todo t. Se t; < ty e
u(ty) = u(tz) = 0, entdo v se anula pelo menos uma vez (t1,t2), a menos que, nesse intervalo,

tenhamos ¢1 = ¢ e v = ku, k € R.

Proposicao 5.4. A solucao y(t) da equacao diferencial
Y+ Kpagy =0
tem, no maximo, um zero.

Demonstragao. Suponhamos y definida no intervalo [a,b]. Compararemos a equagao (5.5)
com (p(t)v')" 4+ 0v" = 0 cuja solugao é v(t) = f(f Zﬁdw. Pela proposigao 5.3, temos K,y < 0
para todo t em [a,b]. Além disso, v se anula apenas em ¢ = a. Entdo pelo teorema de
comparacao de Sturm, y nao pode ter dois zeros em [a,b]. De fato, se considerarmos que y
tenha dois zeros t1, ty € [a, b], teremos que v se anula, pelo menos, uma vez em (t,t3) C [a, b],

contradizendo o fato de t = a ser o tnico zero de v. O

Agora, encontraremos solugoes particulares y*, y* e constantes C, A > 0, tal que
ly*(t)| < Ce™™, para todo t > 0

ly“(t)] < Ce*, para todo t < 0.

A proposigao 5.4 nos diz que y tem, no maximo, um zero. Seja y(t) uma solucao
particular com condigoes iniciais y(7') = 0 e y/(T) = w # 0. Dessa maneira, temos y(t) # 0

para todo t € (—oo,T)|J(T,4+0o0) e, sem perda de generalidade e pela linearidade de y,
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podemos supor y(0) = 1. Observamos que para 7" > 0, o fato de y(¢) ser continua mais
a condigao y(0) = 1 nos diz que y'(T) < 0 e y(t) > 0 para t € (—o0,T) e y(t) < 0 para
t € (T,+0), ja que t =T é o tinico zero de y(t). Da mesma maneira, se T' < 0, a condi¢ao

y(0) = 1 nos diz que ¢/(T) > 0 e y(t) < 0 para t € (—o0,T) e y(t) > 0 para t € (T, 400).

.1/\/ /\«1
/[ N\

KTO t OT\t

T<0 T>0

Figura 5.2: Suposto grafico de y(t)

Definimos agora,

Notemos que ur nao esté definido para t = T, j& que y(T') = 0. Além disso, da defini¢ao de

ur temos que

y'(t) = up(t)y(t) + ur(t)y(t). (5.6)
Substituindo (5.5) em (5.6) e usando a defini¢do de ur, obtemos

Kooy ()y(t) = wp(t)y(t) +ur(t) (ur(t)y(t)) = o' (t)y(t) +uzy(t),
ou seja,
y(t) (up + uf + Kpag) = 0.
Como y(t) # 0 para todo t € (—o0,T) | J(T, +00), concluimos que ur satisfaz a equagao
u/T + ’LL%« + Kmag = 07 (57)

que também é conhecida como equacao de Ricatti. Como a solugao de uma equacao dife-

rencial é definida em um intervalo, temos

up = Z((tt)) se te(—o00,T),
F=vl g e (T, 400).




Observamos que uy e u;. estdao determinadas pelas condigoes de y(t) fixadas. Dessa

maneira, tanto para 7' > 0 quanto para 7' < 0, temos

- .yt
1 — 1 - _
A () = I ooy 5:8)
/
4 oyt
tgl%l+ ur(t) tgr:% o +00 (5.9)

No caso em que K,y = k, com k € R, encontramos dois tipos de solucoes da equacgao
de Ricatti. O primeiro sao as solucoes U* = —v/—k e U* = v/—k, que estao definidas para
todo t € R. O segundo sao fungdes ur com singularidades e definidas para t # T. Além
disso, as fungoes u;. estdao abaixo de U® e uj. estao acima de U%, j4 que ambas, U® e U, sdo
solucoes da mesma equagao diferencial. Temos também que

Tgr—lr-loo uT - U (t)

. + o u
Tl—lgloo up = U"(1).

Baseando-se nesse fato, encontraremos solucoes da equacao de Ricatti andlogas as anteriores,

porém consideraremos o caso em que K,,,, nao é constante.

Uma vez que uf = —u% — Knag, para cada t temos o seguinte grafico para u/:

_/ \_

Figura 5.3: Gréfico de u/(t) para cada t.

Uma vez que a superficie S; é compacta e K,y < 0, existem «, 5 € R, tal que
ﬁ < Kmag <a< 0.

Assim, pelo gréfico de w/, (Figura 5.3) juntamente com o fato de \/|a| < \/|Kinagl < V|5,
temos na Figura 5.4 o campo de vetores de up.
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Figura 5.4: Suposto campo de vetores de ur

Observamos que entre as faixas (1/|8], /|a]) e (—/|al, —+/|8]) também temos um

campo de vetores nulo, uma vez que as funcgoes /| K,,qy| estao nessas faixas. Entre a faixa
(—+v/|a|, v/|a|) o campo é estritamente positivo, e para valores de ur maiores que /|3] e

menores que —+/|3] o campo é estritamente negativo.

Lema 5.1. As funcoes uy e u}L sao estritamente negativa e estritamente positiva respecti-

vamente.

Demonstragdo. Primeiro, mostraremos que up(t) < —+/]a] < 0 para todo t € (—o0,T).
Suponhamos que exista ty € (—oo,T), tal que 0 < up(ty) < —\/W + €, com € > 0 sufi-
cientemente pequeno. Como u; é continua e u; — —oo quando ¢t — T'~, existe ¢; , com
to < t; < T, tal que up(t;) = —y/|a|—e. Dessa maneira, uma vez que ug(ty) > ug(t,), existe
ty € (to,t1) tal que (u; )'(t2) < 0. E mais, existe uma vizinhanga V' 3 5, tal que (ug)'(t) <0
para todo t € V. Como € é qualquer, fazendo € — 0 temos ¢, tal que up(ty) = —\/E e
em V obtemos (ug)'(t) < 0 para todo ¢, contradizendo o fato de que o campo de vetores na
faixa (—+/]af,0) ser estritamente positivo. Portanto, uy(t) < —+/|a| para todo t.

Para mostrar que u(t) > \/W > () para todo t € (T, +00), seguiremos analogamente

a0 caso anterior. Suponhamos que exista ty € (T, +00) tal que 0 < u(tg) < /|a| — €, com
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to T—¢

-] + €

Figura 5.5: Contradi¢ao sobre u(t)

e > 0 suficientemente pequeno. Dessa maneira, existem T < t; < tg, ty € (t1,tp) e uma
vizinhanga V' 3 t5, tal que (u})'(t) < 0 para todo t € V, contradizendo o fato de que o
campo de vetores na faixa (0, y/]a]) ser estritamente positivo. Portanto, uf(t) > /|| para
todo t.

(]

Com o lema anterior mais as condigoes (5.8) e (5.9), concluimos que os graficos de ur

e ut sdo do tipo hipérboles, como um esboco na Figura 5.6.
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O lema seguinte mostra uma limitagio para as fungoes u; e u.
Lema 5.2. Existe k7 > 0, tal que |ur(t)| < kr para [t —T| > 1.

Demonstragio. Pelo Lema anterior up(t) < —/]af e uf(t) > \/|a]. Agora, observamos que
por (5.8) e (5.9), dado € > 0, temos uz (T —¢€) = m; suficientemente grande e uf(T+€) = my
suficientemente pequeno. Sem perda de generalidade, tomamos € = 1. Como o campo de
vetores para valores de uy e uj maiores que +/|3] é negativo, temos que m; e my sdo o

minimo e o maximo de ur(t) e u7(t), respectivamente, para |t — T| > 1. Dessa maneira,

mi < ugp(t) < —/la]

Seja kp = max{|m|,ma}. Assim, |up(t)| < kr e |up(t)] < kp como gostariamos. O

Para cada T' € R, temos uma up associada & solugao particular y(t) fixada desde o
inicio. O objetivo agora é mostrar que existem fungoes U" positiva e U® negativa, definidas
para todo t € R e satisfazendo:

TLITOO Ur = U (t)

. Jr . u
Tgrzloo up = U"(t).

Além disso, esse limite é uniforme em subconjuntos compactos de R. Portanto, teremos
que tais limites também s@o solugoes da equagao de Riccati associada a y(t) com U" e U*®
limitadas.

Intuitivamente esse limite faz sentido, uma vez que quando T' — —oo a solucao par-
ticular uy “desaparece” ficando somente uma u}. definida para todo ¢ que chamaremos de
U". Também quando T — +oo a solugao particular uj. “desaparece” ficando somente a
us definida para todo ¢t que chamaremos de U®. Assim, observamos pelo mesmo motivo
anterior, que tanto U" quanto U® sao positiva e negativa, respectivamente, e limitadas.

Consideremos os conjuntos
Uy = {ur; up: (—o0,T) — R é solucao da equagao de Riccati associada a y}
Uy = {uj; uf : (T, +00) — R é solugdo da equagao de Riccati associada & y}
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e seja K C R compacto da forma [a,b]. Sem perda de generalidade, tomamos as sequéncias
ur € Uy e uf € Uy com T € N. Além disso, observamos que se K C (—o0,T), entdo
KC(—00,T+1) C(—00,T+2)--- e, dessa maneira, vemos a sequéncia uy sempre em K
quando 7' — +o00. Analogamente, olhamos para a sequéncia uj. em K, quando T — —oo,

ja que, se K C (T, +00), entao K C (T — 1,00) C (t —2,00) - -+ .

Definicao 5.1. Seja X um subconjunto de R. Dizemos que uma sequéncia de funcoes
fn : X — R é equicontinua quando, para todo o € X e dado € > 0 existir um ¢ > 0, tal
que se |z — xo| < d, entdo |f,(z) — fu(xo)| < € para toda f,.

Um fato importante dessa definigao é que o ntiimero § escolhido a partir de € é o mesmo

para todas as funcoes f,,.

Lema 5.3. As sequéncias u;. e uj. sao equicontinuas em K.

Demonstragio. Como a demonstragao para as sequéncias uy. e uj. sao idénticas, considera-
remos up € omitiremos os sinais + e —.

Uma vez que K é compacto e ur é continua, temos que ur para cada 1" é uniformemente
continua em C. Assim, dado € > 0 existe dr, tal que para todo z,y € K com |z — y| < dp,
entdo |ur(z) — ur(y)| < e.

Escrevendo K = U Ir,, em que Iy, = (x — 0p,x + O7), tiramos uma subcober-
e

tura finita, j& que K é compacto. Desse modo, K C (Ip 4 U---Ulp, ,,) e tomemos
6 = min{dr,, - ,0r,}. Se |xr —y| <9, entdo x € Ir, ., para algum j. Assim,

|ZL’ — ZL‘j' < 5T]-,m]-'
Usando a desigualdade triangular temos

|y _xj| < |y - {L‘| + |*I - xj' < 25Tj71'j'

Desse modo, essas duas desigualdades nos dao para todo T'

€ €

lur(z) — ur(z;)| < B e lur(y) — ur(z;)| < B

Portanto,

€

2:€.

ur(z) = ur(y)] < ur(z) —ur(e;)| + |ur(z;) —ur(y)] < g +
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Dessa maneira, encontramos um ¢ que depende apenas de € e, portanto, a sequéncia ur é

equicontinua como gostariamos. ]

Definicao 5.2. Seja X um subconjunto de R. Dizemos que uma sequéncia de funcoes
fn : X — R é uniformemente limitada se existe um ndmero ¢ > 0, tal que |f,(z)| < ¢ para

toda f,, e para todo x € X.

Lema 5.4. As sequéncias up e u;. sdo uniformemente limitadas em K.

Demonstragio. Pelo Lema 5.2, up e uf sdo limitadas. Mostraremos, inicialmente, para ...

Tomemos ngy o primeiro inteiro maior que b. Dessa maneira, ,, é tal que |uy(t)| < k,, para
todo T" > ng. Para vermos isso, observemos que uy(b) estd bem definida, ja que T > b.
Além disso, g (t) > up(t) para todos T > ng e t € (—o0,T + 1). De fato, suponhamos
que exista ty € (—oo, T + 1), tal que up_(ty) > up(t) numa vizinhanga de t,. Uma vez que
up — —oo parat — T e up,, — —oo parat — T + 1 > T haverd t; € (—oo,T), tal que
ur(t1) = up,,(t1), contradizendo a unicidade de solugdes de uma equagao diferencial.

Para u}., basta tomar ng o primeiro inteiro menor que a e, andlogo ao caso anterior,

temos ut_ () < up(t) para todo T < mng et € K. O

O teorema abaixo, cuja demonstracao pode ser encontrada em [6], garantird a con-

vergéncia uniforme das fungoes u;. e uy em K.

Teorema 5.2 (Arzeld-Ascoli). Seja £ C R compacto. Toda sequéncia equicontinua e
uniformemente limitada de funcgoes f,, : K — R possui uma subsequéncia uniformemente

convergente.

Uma vez que as sequéncias uy e uj. sdo equicontinuas e uniformemente limitadas em
IC, pelo teorema de Arzela-Ascoli, possuem uma subsequéncia uniformemente convergente.

Exaurindo R por compactos, isto é, R = U [—n, n], temos que existem fungoes U™ e U?, tal

neN
que
li - =U*t
Tﬁlriloo tr U ( )
lim wf = U"(t)
T——o0

e esse limite é uniforme. Portanto, as funcoes limites sao solugoes da equagao de Ricatti e
mais, U* e U" sdo limitadas, negativa e positiva, respectivamente, ja que uy e uf também o

Sa0.
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Além disso, como U" e U® sao limitadas, existe A > 0 tal que |[U“(¢t)] < Ae |[U*(t)| < A
para todo t. Retornando a equacao (5.7), integrando de ambos os lados e tomando o médulo,
obtemos

ly*(t)] < Ce™™, para todo t > 0

[y (t)] < CeM, para todo t <0

Retornando & equagao (5.3), encontramos solugoes particulares x® e z* associadas a

cada par de solucao acima. Para isso, tomamos como condigoes iniciais de z* e x* como

Além disso, tomando p = max(F(I'(t)) j4 que M é compacta, vemos que

|z°(t)] < / |F(T(m)||y*(7)|dT < pC’/ e dr = %e’\t — 0 quando ¢t — 400
t t

¢ ¢
lz(t)] < / |F(T(m)|]y*(T)|dT < pC'/ e dr = %e’\t — 0 quando t = —o0.

—00

Sejam J*® e J" os unicos campos de Jacobi determinados pelas condigcoes iniciais

J*(0) = 2*(0)1'(0) + y*(0)i - T

JU(0) = 2*(0)I'(0) 4 y“(0)i - T(0).

Dessa mandeira, encontramos

E*()

I
T
S
=
Sl e
i
=
~_—

=

E(9)

<J"(0), %J"(0)>R
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que sao claramente os espacos estavel e instavel.

Portanto, pelos argumentos anteriores juntamente com a proposicao 5.3, o fluxo de
Euler-Lagrange é Anosov em todo nivel de energia & > 1/2. Além disso, pela proposigao
5.2 unida ao teorema 4.2 temos o salto entre ¢,(L) e ¢o(L) tao grande quanto se queira. Ou
seja, fazendo [ — 0 encontramos uma superficie S; e mostramos que, para o Lagrangiano

magnético L; temos E~1(k’) Anosov para todo k' > 1/2 e tal que
Cu(Ll) < 1/2 < CQ(L[) = Ca<Ll)~

Dessa maneira, respondemos negativamente as perguntas 1 e 2.

68



Referéncias Bibliograficas

1]

A. Fathi, Weak KAM Theorem in Lagrangian Dynamics, Workshop and School on Con-

servative Dynamics, 2006.

A. A. Rocha, Propriedades de Recorréncia nos Conjuntos de Aubry e Mané, Dissertagao
de Mestrado, UFMG, 2009.

C. Camacho e A. L. Neto, Teoria Geométrica das Folheagoes, Rio de Janeiro, IMPA,
1979.

D.McDuff e D.Salamon, Introduction to Symplectic Topology, New York, Oxford Science,
1998.

E. L. Lima, Curso de Andlise, Rio de Janeiro, IMPA, V.1, 2008.
E. L. Lima, Curso de Andlise, Rio de Janeiro, IMPA, V.2, 2008.

G. P. Paternain, M. Paternain, On Anosov Enerqy Levels of Convex Hamiltonian Sys-
tems, Math. Z., V.217 (1994), 901-952.

G. P. Paternain, M. Paternain, Critical Values of Autonomous Lagrangian Systems, Com-
ment. Math. Helv., V.72 (1997), 901-952.

G. Contreras, J. Delgado, R. Iturriaga, Lagrangian Flows: the Dynamics of Globally
Minimizing Orbits 11, Bulletin of the Brazillian Math. Society, pré-print 1996.

[10] G. Contreras, R. Iturriaga, G. P. Paternain e M. Paternain, Lagrangian Graphs, Mini-

mizing Measure and Mané’s Critical Values, Geom. Funct. Anal. 8 (1998), no 5, 788-809.

69



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[11] G. Contreras e R. Tturriaga, Convexr Hamiltonians Without Conjugate Points, Er-
god.Th.Dynam.Sys.(1999), V.10, 901-952.

[12] G. Contreras, R. Iturriaga, Global Minimizers of Autonomous Lagrangians, México,

CIMAT, 2000.

[13] J. Mather, Action Minimizing Measures for Positive Definite Lagrangian Systems,
Math. Z., V.207 (1991), 169-267.

[14] J. A. G. Miranda, Medidas Minimizandtes da A¢ao de Lagrangianos Convezos ,Dis-
sertacao de Mestrado, UFMG, 1999.

[15] J. A. G. Miranda, Propiedades genéricas y Entropia Topoldgica para Flujos Magnéticos
en Superficies , Tese de doutorado, CIMAT, 2004.

[16] J. R. Munkres, Topology, New Jersey, Prentice Hall, 2000;

[17] J. Muniz Junior, Subvariedades Lagrangianas e a Equac¢ao de Hamilton Jacobi, Dis-
sertacao de Mestrado, UFMG, 2009.

[18] K. de Oliveira, Um Primeiro Curso de Teoria Ergédica e Aplicagdes, Publicagoes Ma-
tematicas - IMPA, 2005.

[19] M. J. Carneiro, On Minimizing Measure of the Action of Autonomous Lagrangians,
Nonlinearity, V.8 (1995), 1077-1085.

[20] M. J. Carneiro, Tépicos em Dindmica Lagrangiana, Sociedade Matemédtica Peruana,
2003.

[21] Manfredo P. Carmo, Geometria Riemanniana, Rio de Janeiro, IMPA, 2008.
[22] M. Shub, Global Stability of Dynamical Systems, New York, Springer - Verlag, 1987.
[23] J. Sotomayor, Li¢oes de Equagies Diferenciais Ordindrias , Rio de Janeiro, IMPA 1979.

[24] R.Mané, Lagrangian Flows: the Dynamics of Globally Minimizing Orbits, preprint 1995,
International Conference on Dynamical Systems in Montevideo (a tribute to Ricardo
Mané), F. Ledrappier, J. Lewowicz, s. Newhouse (Eds.), Pitman Research Notes in Math,
V.362 (1996), 120-131.

70



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[25] R. O. Ruggiero, Geodésicas em Superficies sob o Ponto de Vista Global, 1* Bienal SBM,
2002.

[26] R. T. Rockafellar, Convex Analysis, Princeton University Press, 1971.

[27] W. Fulton, Algebraic Topology - A First Course, New York, Springer - Verlag, 1995.

71



