
Universidade Federal de Minas Gerais

Departamento de Matemática - ICEx
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Orientador: Prof. José Antônio G. Miranda
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final da dissertação defendida por Luiz

Gustavo Perona Araújo, no Instituto
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Belo Horizonte, 16 de fevereiro de 2012.



Agradecimentos

Agradeço ao Divino Pai Eterno por me guiar com muita luz nessa caminhada.
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Resumo

Dada uma variedade Riemanniana e um Lagrangiano de Tonelli, podemos obter o valor

cŕıtico de Mañé associado à variedade e seus recobrimentos. Neste trabalho, iremos comparar

os valores cŕıticos na variedade, nos recobrimentos universal e abeliano, além do valor cŕıtico

estrito.

Palavras-chave: Sistemas Lagrangianos, Hamiltonianos, valor cŕıtico de Mañé.



Abstract

Given a Riemannian manifold and Tonelli’s Lagrangian, we can obtain the Mañé’s

critical values associated to manifold and their coverings. We will compare the critical

values on the manifold and on universal and abelian converings beyond the strict critical

value.

Keywords: Lagrangian systems, Hamiltonians, Mañé critical values.
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Introdução

A partir do trabalho de J. Mather no artigo Action minimizing measures for positive

definite Lagrangian systems [13], de 1991, a Dinâmica Lagrangiana teve um avanço muito

significativo. A partir disso, R. Mañé definiu, no pré-print Lagrangian flows: the dynamics

of globally minimizing orbits,[24], de 1995, os valores cŕıticos de Lagrangianos convexos e

superlineares. Esse paper foi publicado após sua morte e finalizado por G. Contreras, J.

Delgado, R. Iturriaga, em [11]. Tais valores também podem ser definidos nos espaços de

recobrimento de uma variedade e, uma vez que são números reais, podem ser comparados.

O principal objetivo desse trabalho é comparar os valores cŕıticos na variedade e em seus

recobrimentos. Como referência principal, estudamos o artigo Critical values of autonomous

Lagrangian systems,[8], de 1997.

O trabalho se divide em 5 caṕıtulos. Os dois primeiros são de teoria geral. No caṕıtulo

1, apresentamos alguns conceitos básicos da dinâmica Lagrangiana e alguns resultados sobre

o Fluxo Magnético. Além disso, temos algumas preliminares sobre grupo fundamental,

espaços de recobrimento, homologia e cohomologia. No caṕıtulo 2, definimos o Valor Cŕıtico

de Mañé e damos duas caracterizações importantes do mesmo: a ergódica e a via gráficos

Lagrangianos.

O 3o, 4o e 5o caṕıtulos tiveram como base os resultados do artigo [8]. No caṕıtulo 3

comparamos o Valor Cŕıtico na variedade e em seus espaços de recobrimento, em especial os

recobrimentos universal e abeliano. Neste contexto, surge a primeira pergunta e o primeiro

teorema do artigo. No caṕıtulo 4, apresentamos a pergunta feita por R. Mañé e o segundo

teorema do artigo. O caṕıtulo 5 é um exemplo, utilizando o fluxo magnético, respondendo

negativamente as duas perguntas e aplicando os principais teoremas.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, apresentaremos alguns resultados sobre a dinâmica Lagrangiana e al-

guns resultados sobre o Fluxo Magnético. Além disso, teremos algumas preliminares sobre

grupo fundamental, espaços de recobrimento e homologia e cohomologia.

1.1 Lagrangianos

Sejam M uma variedade compacta C∞, com métrica Riemanniana g : TxM×TxM → R
e TM seu fibrado tangente.

Definição 1.1. Um Lagrangiano (autônomo) do tipo Tonelli em M é uma função L : TM →
R de classe C∞, satisfazendo as seguintes condições:

(i) Convexidade: A matriz Hessiana ∂2L
∂vi∂vj

(x, v), calculada em coordenadas, é uniforme-

mente positiva definida para todo (x, v) ∈ TM , ie, existe A > 0 tal que

w · Lvv(x, v) · w ≥ A|w|2 para todo (x, v) ∈ TM e w ∈ TxM.

(ii) Superlinearidade:

lim
|v|→∞

L(x, v)

|v|
=∞, uniformemente em x ∈M,

equivalentemente, para todo A ∈ R existe BR tal que

L(x, v) ≥ A|v| −B para todo (x, v) ∈ TM.
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1.1 Lagrangianos

Definição 1.2. Seja L : TM → R um Lagrangiano e γ : [a, b] → M uma curva de classe

C1. Definimos a ação de γ por L como

AL(γ) =

∫ b

a

L(γ(t), γ̇(t))dt.

Gostaŕıamos de encontrar curvas que minimizam ação, ie, γ : [a, b] → M tal que

AL(γ) ≤ AL(α) para toda α, C1 por partes, com α(a) = γ(b) e α(b) = γ(b). Quando en-

contramos tal curva, dizemos que γ é uma minimizante. Este é um problema de cálculo

variacional e denotando C o conjunto das curvas γ : [a, b]→M de classe C1 temos:

Proposição 1.1. Se a curva x(t) é ponto cŕıtico da ação funcional em em C, então x(t)

satisfaz a equação de Euler-Lagrange

d

dt
Lv(x(t), ẋ(t)) = Lx(x(t), ẋ(t)).

Demonstração. Vamos escolher (x1, · · · , xn) um sistema de coordenadas sobre x(t). Seja h(t)

uma curva diferenciável tal que h(a) = h(b) = 0. Então, para todo ε > 0 suficientemente

pequeno, a curva yε = x+ εh está em C e contida no sistema de coordenadas acima. Agora,

defina g(ε) = AL(yε). Observe que g(0) = AL(x(t)) e, uma vez que x é ponto cŕıtico em C,
0 é mı́nimo de g. Além disso,

g′(0) = lim
ε→0

g(ε)− g(0)

ε
= lim

ε→0

∫ b

a

L(x+ εh, ẋ+ εḣ)− L(x, ẋ)

ε
dt

=

∫ b

a

[
lim
ε→0

L(x, ẋ) + εLxh+ εLvḣ+ o(ε2)− L(x, ẋ)

ε

]
dt

=

∫ b

a

[
lim
ε→0

εLxh+ εLvḣ+ o(ε2)

ε

]
dt

=

∫ b

a

[
Lxh+ Lvḣ

]
dt

Resolvendo a última integral pelo método de integração por partes (u = Lv e dv = ḣ),

g′(0) =

∫ b

a

Lxhdt+ Lvh

∣∣∣∣b
a

−
∫ b

a

d

dt
Lvhdt

= h(a)− h(b) +

∫ b

a

(
Lx −

d

dt
Lv

)
hdt
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1.1 Lagrangianos

Como h(a) = h(b) = 0 e g′(0) = 0 temos∫ b

a

[
Lx(x(t), ẋ(t))− d

dt
Lv(x(t), ẋ(t))

]
hdt = 0

para toda h ∈ C.

Afirmação 1. Sejam f, g : [a, b] → R tal que
∫ b
a
f(t)g(t)dt = 0 para toda função g. Então

f ≡ 0.

De fato, suponhamos que f(t) 6= 0 para todo t ∈ [a, b] e tome g(t) = 1
f(x)

. Pela hipótese,

temos que

0 =

∫ b

a

f(t)g(t)dt =

∫ b

a

f(t)
1

f(t)
dt =

∫ b

a

dt = b− a 6= 0,

contradição! Logo, temos o resultado.

Assim, pela Afirmação 1, conclúımos que

Lx(x(t), ẋ(t))− d

dt
Lv(x(t), ẋ(t)) = 0,

ou seja, x(t) satisfaz a equação de Euler-Lagrange(E-L).

A equação de Euler-Lagrange é uma equação de segunda ordem em M , mas com a

hipótese de convexidade do Lagrangiano temos Lvv invert́ıvel e isso nos permite escrevê-la

como um sistema de equações diferenciais de primeira ordem em TM . De fato,

Lx(x, ẋ) =
d

dt
Lv(x, ẋ) = Lvx(x, ẋ)ẋ+ Lvv(x, ẋ)ẍ .

Uma vez que Lvv é invert́ıvel e fazendo a substituição ẋ = v, temos

v̇ = (Lvv)
−1(Lx − Lvxv)

e nosso sistema de primeira ordem em TM fica{
ẋ = v

v̇ = (Lvv)
−1(Lx − Lvxv) .

O campo de vetores X em TM associado ao sistema acima, que em coordenadas se

escreve como X(x, v) = (v, (Lvv)
−1(Lx−Lvxv)), é chamado de Campo de Vetores Lagrangiano

e seu fluxo ϕt é chamado de Fluxo Lagrangiano. Uma observação importante é que devemos

supor que L seja, pelo menos, C3 para que X e ϕt sejam, pelo menos, C1.
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1.2 Hamiltonianos

Definição 1.3. A função de Energia de um Lagrangiano L é E : TM → R, definida por

E(x, v) =
∂L

∂v
(x, v) · v − L(x, v). (1.1)

Se x(t) é uma solução da equação de Euler-Lagrange (E-L), temos

d

dt
E(x, ẋ) =

d

dt
Lv(x, ẋ) · ẋ+ Lv(x, ẋ) · ẍ− Lx(x, ẋ) · ẋ− Lv(x, ẋ)ẍ

=

(
d

dt
Lv(x, ẋ)− Lx(x, ẋ)

)
· ẋ

= 0 ,

ou seja, E é constante ao longo do fluxo de E-L e, portanto, é uma integral primeira para

tal sistema. Dessa maneira, temos que o fluxo de Euler-Lagrange é completo e diferenciável.

As curvas de ńıvel da função E são chamadas de ńıveis de energia. Para um ńıvel de energia

fixo, denotaremos T cM = {E−1(c); E : TM → R é a função de energia}
Uma vez que o Lagrangiano L é convexo nas fibras podemos considerar

e0 := max
x∈M

E(x, 0) = −min
x∈M

L(x, 0).

Observemos que pela superlinearidade temos e0 > −∞.

1.2 Hamiltonianos

Nesta seção, definiremos os Hamiltonianos, que são funções definidas num espaço mu-

nido por uma forma simplética e com valores reais. Além disso, o fluxo Hamiltoniano é

conjugado ao fluxo de Euler-Lagrange via transformada de Legendre.

Definição 1.4. Uma estrutura simplética em uma variedade N é uma 2-forma ω : TxN ×
TxN → R bilinear e antissimétrica tal que

(i) ω é fechada, ie, dω = 0;

(ii) ω é não degenerada, ie, se ωx(u, v) = 0 para todo v ∈ TxM então u = 0.

Nesse caso, dizemos que o par (N,ω) é uma Variedade Simplética.
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1.2 Hamiltonianos

Exemplo 1.1. Seja {x1, · · · , xn, y1, · · · , yn} uma base de R2n. Assim,

ω =
n∑
1

dxi ∧ dyi

é a estrutura simplética canônica em R2n.

Proposição 1.2. Seja V espaço vetorial de dimensão finita que admite uma estrutura

simplética ω. Então V tem dimensão par.

Demonstração. Sejam {ei} uma base de V e A = [Aij] a matriz de ω nessa base, ie, Aij =

ω(ei, ej). Como ω é anti-simétrica temos At = −A e assim

detA = detAt = det(−A) = (−1)dimV detA.

Como ω é não degenerada detA 6= 0 e, portanto, a dimensão de V é par.

Definição 1.5. Seja (N,ω) uma variedade simplética. Um Hamiltoniano é uma função

H : N → R de classe Cr, r ≥ 2. O Campo Hamiltoniano XH associado a H é definido por

ω(XH , ·) = dH(·). (1.2)

O fluxo associado ao campo Hamiltoniano é chamado de fluxo Hamiltoniano.

Sejam T ∗xM o espaço dual de TxM e T ∗M = {(x, p) : p ∈ T ∗xM} o fibrado cotangente

de M .

Definição 1.6. Definimos a 1-forma de Liouville Θ em T ∗M como

Θ(x,p)(ξ) = p(dπξ), para ξ ∈ T(x,p)(T
∗M)

em que π : T ∗M → M é a projeção canônica. A forma simplética canônica em T ∗M é

definida como ω = −dΘ.

Proposição 1.3. O par (T ∗M,ω), em que ω é a 2-forma definida acima, é uma variedade

simplética.
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1.2 Hamiltonianos

Demonstração. Uma vez que ω = −dΘ, temos que ω é fechada, pois dω = −d(dΘ) = 0.

Vamos mostrar agora que ω é não degenerada. De fato, escrevendo ξ ∈ T(x,p)T
∗M em

coordenadas locais como

ξ =
n∑
i

Xi
∂

∂xi
+

n∑
i

Pi
∂

∂pi
,

temos

ω(ξ, ·) =
n∑
i

Xidpi −
n∑
i

Pidxi ,

ou seja, se ω(ξ, ·) = 0 temos ξ = 0, já que {dxi, dpi} é base das 1-formas em T ∗M e, portanto,

ω é não-degenerada.

Escrevendo x = (x1, · · · , xn) num sistema de coordenadas locais de M e p ∈ T ∗M como∑
i

pi · dxi induzimos um sistema de coordenadas locais (x, p) = (x1, · · · , xn, p1, · · · , pn) de

T ∗M . Assim, nesse sistema de coordenadas, podemos escrever as formas Θ e ω como

Θ = p · dx =
∑
i

pidxi

ω = −dΘ = −dp ∧ dx =
∑
i

−dpi ∧ dxi.

Dessa maneira, escrevemos

dH =
n∑
i

∂H

∂xi
dxi +

n∑
i

∂H

∂pi
dpi

e, assim,

XH(x, p) =
n∑
i

∂H

∂pi

∂

∂xi
−

n∑
i

∂H

∂xi

∂

∂pi
.

Portanto, o sistema Hamiltoniano que provém do campo XH é dado por{
ẋ = Hp

ṗ = −Hx .

Podemos ver que o fluxo Hamiltoniano dado pelo sistema acima também é constante

ao longo das trajetórias. De fato,

d

dt
H(x(t), p(t)) = Hxẋ+Hpṗ = 0.
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1.3 Fluxo Magnético

Definição 1.7. A Transformada de Fenchel, Ĥ : T ∗M → R, de um Lagrangiano L é dada

por

Ĥ(x, p) = sup
v∈TxM

{pv − L(x, v)}.

Observe que a Transformada de Fenchel está bem definida, pois, pela superlinearidade

de L, temos

lim
||v||→∞

pv − L(x, v)

||v||
= −∞,

logo, existe K > 0 tal que Ĥ(x, p) = supv∈TxM{pv − L(x, v)} = max||v||≤K{pv − L(x, v)}.
Considere agora o Hamiltoniano obtido pela Transformada de Fenchel de um Lagran-

giano. O fluxo associado a esse Hamiltoniano é conjugado ao fluxo de Euler-Lagrange e a

conjugação é dada pela proposição a seguir cuja demonstração pode ser encontrada em [1].

Proposição 1.4. Seja L : TM → T ∗M definida por L(x, v) = (x, Lv(x, v)) a Transformada

de Legendre. Então Ĥ = E ◦ L−1, em que E é a função de Energia definida em (1.1). E

mais, L é a conjugação entre o fluxo Lagrangiano e o fluxo Hamiltoniano.

1.3 Fluxo Magnético

Sejam M uma variedade fechada de classe C∞ e TM seu fibrado tangente. Vamos

definir em TM uma forma simplética de maneira a deixá-lo uma variedade simplética.

Considere π : TM → M a projeção canônica, g : TxM × TxM → R a métrica Rie-

manniana em M e ∇ a conexão de Levi-Civita. Dados θ = (x, v) ∈ TM e ξ ∈ TθTM , seja

α(t) = (Z(t), V (t)) uma curva adaptada a ξ, i.e., α(0) = θ e α′(0) = ξ. Definimos

V (θ) = ker(dθπ) ⊂ TθTM e H(θ) = ker(Kθ) ⊂ TθTM ,

onde K : TTM → TM é definido por Kθ(ξ) = ∇Ż(0)(V (0)).

O isomorfismo
Λ : TθTM → Tπ(θ)M × Tπ(θ)M

ξ 7→ (dθπ(ξ), Kθ(ξ))

nos dá TθTM = H(θ) ⊕ V (θ) = TxTM × TxTM . Esses dois subespaços são chamados

Horizontal e Vertical, respectivamente.
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1.3 Fluxo Magnético

Dessa maneira, podemos escrever ξ = (ξh, ξv) e definir uma métrica 〈·, ·〉 em TM como

〈ξ, η〉θ = gπ(θ)(dπ(ξ), dπ(η)) + gπ(θ)(Kθ(ξ), Kθ(η)) ∀ξ, η ∈ TθTM

e uma estrutura Jθ em TθTM dada por Jθ(ξ
h, ξv) = (−ξv, ξh). Assim, a forma simplética

canônica em TM é

ω0(ξ, η) = 〈Jθξ, η〉θ = gπ(θ)(dπ(ξ), Kθ(η))− gπ(θ)(Kθ(ξ), dπ(η)).

Dada uma 2-forma fechada Ω em M considere a nova forma simplética em TM definida por

ω(Ω) = ω0 + π∗Ω ,

conhecida como forma simplética “twisted”.

Fixamos a função Hamiltoniana Ec : TM → R como

Ec(x, v) =
1

2
g(v, v)

e definimos o campo magnético sendo campo XΩ do Hamiltoniano Ec com relação à forma

simplética “twisted”, ou seja,

ω(Ω)(XΩ, ·) = dEc(·).

Definição 1.8. O fluxo magnético induzido pela 2-forma fechada Ω é o fluxo

φΩ
t : TM → TM

associado ao campo Hamiltoniano XΩ.

Definimos a Força de Lorentz Y = Y (Ω) : TM → TM pela igualdade

Ω(x)(u, v) = gx(Yx · u, v) ∀x ∈M e u, v ∈ TxM.

Para cada ξ ∈ TθTM , escrevendo θ = (x, v), ξ = (ξh, ξv), XΩ(θ) = (XΩ(θ)h, XΩ(θ)v) e

aplicando a definição de ω(Ω) obtemos:

ω(Ω)θ(X(θ), ξ) = (ω0)θ(XΩ(θ), ξ) + (π∗Ω)θ(XΩ(θ), ξ)

= gx(XΩ(θ)h, ξv)− gx(XΩ(θ)v, ξh) + Ωx(XΩ(θ)h, ξh)

= gx(XΩ(θ)h, ξv)− gx(XΩ(θ)v, ξh) + gx(Yx ·XΩ(θ)h, ξh)

= gx(XΩ(θ)h, ξv) + gx(Yx ·XΩ(θ)h −XΩ(θ)v, ξh).
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1.3 Fluxo Magnético

Por outro lado, se z : (−ε, ε)→ TM é uma curva adaptada a ξ e V (t) é um campo de

vetores ao longo da curva π ◦ z(t), tal que z(t) = (π ◦ z(t), V (t)) temos

dEc(θ)(ξ) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

1

2
g(V (t), V (t)) = g(∇żV (0), V (0)) = gx(ξ

v, v).

Igualando os dois termos temos

gx(XΩ(θ)h, ξv) + gx(Yx ·XΩ(θ)h −XΩ(θ)v, ξh) = gx(ξ
v, v) = gx(v, ξ

v)

e isso nos dá

XΩ(θ)h = v e gx(Yx ·XΩ(θ)h −XΩ(θ)v, ξh) = 0.

Como ξh 6= 0 temos Yx ·XΩ(θ)h −XΩ(θ)v = 0. Ou seja,

XΩ(θ)h = v e XΩ(θ)v = Yx · v

e, portanto,

XΩ(θ) = (v, Yx · v) ∈ H(θ)⊕ V (θ). (1.3)

Pela equação (1.3) temos que t 7−→ (γ(t), γ̇(t)) = φΩ
t (θ) é uma órbita do fluxo magnético

se e somente se a curva γ : R→M satisfaz

D

dt
(γ̇) = Yγ(γ̇) (1.4)

com condições iniciais γ(0) = x e γ̇(0) = v.

Podemos dizer que o fluxo magnético φΩ
t descreve as trajetórias de uma part́ıcula de

massa 1 sobre o efeito de um campo magnético cuja força de Lorentz é Y (Ω)(Lei de Newton).

Quando Ω é exata, isto é, existe uma 1-forma η tal que Ω = dη, temos o Lagrangiano

associado L : TM → R dado por

L(x, v) = Ec(x, v)− ηx(v).

Em coordenadas locais, as equações de Euler-Lagrange de L coincidem com a equação

(1.4). Além disso, a função de energia de L é

E(x, v) =
∂L

∂v
(x, v) · v − L(x, v)

=
1

2

(
∂

∂v
gx(v, v)− ∂

∂v
ηx(v)

)
· v −

(
1

2
gx(v, v)− ηx(v)

)
=

1

2
(gx(v, v) + gx(v, v)− ηx(v))− 1

2
gx(v, v) + ηx(v)

=
1

2
gx(v, v) .
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1.3 Fluxo Magnético

Portanto, o fluxo de Euler-Lagrange de L coincide com o fluxo magnético para Ω = dη.

Neste caso, o fluxo é chamado de Fluxo Magnético Exato. Quando Ω não é exata, o fluxo é

chamado de Monopólo Magnético.

Exemplo 1.2. Em particular, se Ω ≡ 0, temos o fluxo geodésico. De fato, teremos gx(Yx ·
u, v) = 0 ∀u, v ∈ TxM . Como u 6= 0, v 6= 0 temos Yx · u = 0 ∀x ∈ M , ou seja, Y ≡ 0.

Logo D
dt

(γ̇) = Yx(γ̇) = 0.

Definição 1.9. Dizemos que um fluxo é homogêneo se para toda solução γ(t) com condições

iniciais γ(0) = x e γ̇(0) = v temos que γ̃(t) = γ(λt) também é solução com condições iniciais

γ̃(0) = x e ˙̃γ(0) = λv.

Proposição 1.5. O fluxo magnético é homogêneo se, e somente se, Y ≡ 0.

Demonstração. Seja γ uma órbita do fluxo magnético tal que γ(0) = p e γ̇(0) = v. Se

γ̃ = γ(λt), então

D

dt
˙̃γ = λ2D

dt
γ̇(λt) = λ2Yγ(λt)γ̇(λt) = λ2Yγ(λt)

1

λ
˙̃γ = (λY )γ̃ ˙̃γ

para todo t e para todo v. Em particular, para t=0 temos

D

dt

∣∣∣∣
t=0

˙̃γ = (λY ) ˙̃γ(0) = λY (λv) = λ2Y v.

Para γ̃ ser solução devemos ter

D

dt

∣∣∣∣
t=0

˙̃γ = Y (λv).

Igualando as duas equações temos

λ2(Y v) = λ(Y v), para todo λ e para todo v,

ou seja,

(λ2 − λ)Y v = 0.

Então para λ 6= 0 e λ 6= 1, temos Y v = 0 para todo v, ou seja, Y ≡ 0 como gostaŕıamos.

Nos casos em que λ = 0 temos γ̃ = x e λ = 1 temos γ̃ = γ que são soluções.

A rećıproca é imediata, pois, como vimos no exemplo (1.2), temos o fluxo geodésico.
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1.4 Equações de Jacobi

1.4 Equações de Jacobi

Fixado θ ∈ TM , sejam φΩ
t (θ) = (γ, γ̇) sua órbita pelo fluxo magnético e ξ ∈ TθTM .

Definimos o Campo de Jacobi Jξ(t) como o campo de vetores ao longo de γ : R→M , dado

por

Jξ(t) :=
∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

π ◦ φΩ
t (α(s)),

onde α : (−ε, ε)→ TM é uma curva adaptada a ξ ∈ TθTM , i.e., α(0) = θ e α̇(0) = ξ.

Vamos denotar γs(t) a trajetória correspondente à órbita pelo fluxo do ponto α(s), i.e.,

γs(t) = π ◦ φΩ
t (α(s)). Como

D

dt
γ̇s(t) = Yγs(t) · γ̇s(t), derivando ambos os lados em relação à s

temos

D

ds

∣∣∣∣
s=0

(
Yγs(t) · γ̇s(t)

)
=
D

ds

∣∣∣∣
s=0

(
D

dt
γ̇s(t)

)
=
D

dt

(
D

dt

(
∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

γs(t)

))
=
D2

d2t

(
Jξ(t)

)
.

Utilizando a simetria da conexão e, uma vez que o tensor de curvatura Riemanniana

satisfaz

R(
∂

∂s
γs,

∂

∂t
γs)

∂

∂t
γs =

D

dt

D

ds
γ̇s(t)−

D

ds

D

dt
γ̇s(t) ,

obtemos
D2

d2t

(
Jξ(t)

)
+R(γ̇s, Jξ)γ̇s =

D

ds

∣∣∣∣
s=0

(
Yγs(t) · γ̇s(t)

)
.

Sendo a aplicação (x, v) 7→ Yx · v um (1, 1)-tensor e estendendo a conexão aos tensores

temos
D

ds

∣∣∣∣
s=0

(
Yγs · γ̇s

)
=

(
∇ ∂

∂s

∣∣
s=0

γs
Y

)
· γ̇ + Yγ ·

D

dt

(
∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

γs

)
.

Finalmente, utilizando as equações acima, obtemos a Equação de Jacobi do fluxo magnético

sobre γ:
D2

d2t

(
Jξ(t)

)
+R(γ̇, Jξ)γ̇ −

(
∇Jξ(t)Y

)
· γ̇ − Y · D

dt
Jξ = 0 .

Decompondo TTM nos subespaços horizontal e vertical, podemos escrever a derivada

do fluxo em T cM = {E−1(c); E : TM → R é a função de energia}, chamado ńıvel de

energia, como

dφt(θ)(ξ) =

(
Jξ(t),

D

dt
Jξ(t)

)
, ∀ξ ∈ TθT cM.
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1.5 Fluxo Magnético em uma superf́ıcie

De fato, valem:
Jξ(t) = ∂

∂s
|s=0(π ◦ φt)(ξ) = dπ(φt(θ)) ◦ dφt(θ)(ξ)

D
dt
Jξ(t) = D

dt
∂
∂s
|s=0(π ◦ φt(α(s))) = D

dt
|s=0

∂
∂t

(π ◦ φt(α(s))) = D
dt
|s=0

∂
∂t

(γs)(t) = Kφt(θ)(dφt(θ)(ξ)).

1.5 Fluxo Magnético em uma superf́ıcie

Seja M variedade de dimensão 2, fechada, orientada e com métrica Riemanniana g.

Dado θ = (x, v) ∈ TM , existe uma única aplicação linear i : TxM → TxM que define uma

base ortogonal {v, i · v} em TxM orientada positivamente.

Consideremos a 2-forma Ω0 fechada em M sendo a forma de área, i.e.,

Ω0(x)(u, v) = gx(i · u, v).

Denotamos por Ω2(M) o espaço vetorial das 2-formas de classe C∞ sobre M . Uma vez que

dim(M) = 2 temos que dω = 0 para toda ω ∈ Ω2(M). Dessa maneira, a toda ω ∈ Ω2(M)

podemos identificá-la como ω = ωf = fΩ0, onde f : M → R é de classe C∞.

Pela definição da força de Lorentz Y temos:

Y = Y f = Y (Ωf ) = Ωf (x)(u, v) = fΩ0(x)(u, v) = fgx(i · u, v) = fi

e a forma simplética “twisted” ωf definida por Ωf se reescreve como

ωf (θ)(ξ, η) = ω(Ωf )(θ)(ξ, η) = ω0(θ)(ξ, η) + (π∗(Ωf ))(θ)(ξ, η)

= ω0(θ)(ξ, η) + Ωf (π(θ))(dπξ, dπη)

= ω0(θ)(ξ, η) + f(π(θ))Ω0(x)(ξh, ηh)

= ω0(θ)(ξ, η) + f(x) · gx(i · ξh, ηh).

Denotamos o campo e o fluxo magnético associados à forma “twisted” ωf por Xf e

φf , respectivamente. Sendo assim, afirmamos que as órbitas desse fluxo são as soluções da

equação
D

dt
γ̇ = Y f

γ · γ̇ = f(γ)i · γ̇.

Sejam T cM o ńıvel de energia, e (γ(t), ˙γ(t)) = φt(θ) a órbita por um ponto θ = (x, v) ∈
T cM . Sendo { ˙γ(t), i · ˙γ(t)} uma base ortogonal de Tγ(t)M temos o seguinte teorema:
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1.5 Fluxo Magnético em uma superf́ıcie

Teorema 1.1. Seja J(t) ∈ Tγ(t)M um campo de Jacobi ao longo de uma trajetória do fluxo

magnético γ(t) = π ◦ φft (θ). Se escrevemos J(t) = x(t)γ̇(t) + y(t)i · γ̇(t), então os funcionais

lineares x, y : R→ R satisfazem as equações diferenciais:{
ẋ− fy = 0

ÿ + (2cK + f 2 − gγ(∇f, i · γ̇)) y = 0 ,

onde K = gx(R(γ̇, i(γ̇))γ̇, i(γ̇)) é a curvatura seccional ao longo de γ(t), ∇f é o vetor

gradiente de f e c é o valor da energia.

Demonstração. Para iniciar nossa demonstração, lembramos que J(t) satisfaz:

(i)
D2

d2t

(
J(t)

)
+R(γ̇, J(t))γ̇ −

(
∇J(t)f

)
i · γ̇ − fi · D

dt
J(t) = 0

(ii) (J(t), D
dt
J(t)) ∈ Tφft (θ)T

cM, ∀t ∈ R.

Além disso, observamos que

D

dt
(i · γ̇) = (∇γ̇i)γ̇ + i · D

dt
γ̇ = i · fi · γ̇ = −fγ̇

e

D

dt
J(t) =

D

dt

(
x(t)γ̇(t) + y(t)i · γ̇(t)

)
= ẋ(t)γ̇(t) + x(t)

D

dt
γ̇(t) + ẏ(t)i · γ̇(t) + y(t)i

D

dt
γ̇(t)

= ẋγ̇ + xfiγ̇ + ẏiγ̇ + yifiγ̇

= (ẋ− yf)γ̇ + (ẏ + xf)i · γ̇ .

Da mesma forma,

D2

d2t
J(t) = (ẍ− 2ẏf − yḟ − xf 2)γ̇ + (ÿ + 2ẋf + xḟ − yf 2)i · γ̇ .

Por outro lado, valem:

fi(
D

dt
J) = (xf 2 − ẏf)γ̇ + (fẋ− yf 2)i · γ̇

e

(∇Jf)i · γ̇ = {x∇f(γ) + y∇f(i · γ̇)}i · γ̇.
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1.6 Grupo Fundamental

Tomando a componente na direção de γ̇ da equação (i) temos:

0 = g(
D2

d2t
J, γ̇) + g(R(γ̇, J)γ̇, γ̇)− g((∇Jf)i · γ̇, γ̇)− g

(
i ·
(
D

dt
J

)
, γ̇

)
= g

(
D2

d2t
J, γ̇

)
− g

(
i ·
(
D

dt
J

)
, γ̇

)
e, assim, utilizando as equações anteriores, obtemos

ẍ = ẏf + yḟ =
d

dt
(yf) .

Da mesma forma, porém tomando a componente na direção de i · γ̇, temos

ÿ + {2cKγ − g(∇f, i · γ̇)}y = −ẋf = −(yf)f = −yf 2 ,

onde

Kγ =
g(R(γ̇(t), i · γ̇(t))γ̇(t), i · γ̇)

|γ̇(t) ∧ i · γ̇|2
=

1

2c
g(R(γ̇(t), i · γ̇(t))γ̇(t), i · γ̇) .

Por (ii) temos

0 = dE((J(t),
D

dt
J(t))) = g(γ̇,

D

dt
J) = ẋ− yf .

Logo, temos que x, y : R→ R satisfazem as equações{
ẋ− fy = 0

ÿ + (2cKγ + f 2 − gγ(∇f, i · γ̇)) y = 0 .

1.6 Grupo Fundamental

Seja X um espaço topológico e consideremos γ1, γ2 : [0, 1]→ X caminhos fechados com

ponto inicial e final x0 ∈ X. A definição abaixo nos dá ideia de como deformar continuamente

γ1 em γ2 por caminhos fechados.

Definição 1.10. Dizemos que γ1 é homotópico a γ2 se existe uma função H : [0, 1]× [0, 1]→
M cont́ınua tal que

i) H(s, 0) = γ1(s) e H(s, 1) = γ2(s) para todo s ∈ [0, 1]

21



1.6 Grupo Fundamental

ii) H(0, t) = H(1, t) = x0 para todo t ∈ [0, 1]

Neste caso, dizemos que H é uma homotopia entre γ1 e γ2 e escrevemos γ1 ∼ γ2.

A primeira condição nos diz que H é uma deformação cont́ınua de γ1 para γ2 e a

segunda nos diz que essa deformação preserva os pontos inicial e final.

Lema 1.1. A relação ∼ definida acima é uma relação de equivalência.

Demonstração.

i) (γ ∼ γ). Consideremos a homotopia H(s, t) = γ(s) para todo s ∈ [0, 1]

ii) (γ1 ∼ γ2 ⇒ γ2 ∼ γ1). Seja H homotopia entre γ1 e γ2. Definimos G(s, t) = H(s, 1− t).
G é a homotopia entre γ2 e γ1.

iii) (γ1 ∼ γ2 e γ2 ∼ γ3 ⇒ γ1 ∼ γ3). Sejam H1 homotopia entre γ1 e γ2 e H2 homotopia

entre γ2 e γ3. Definimos

G(s, t) =

{
H1(s, 2t) se t ∈ [0, 1

2
],

H2(s, 2t− 1) se t ∈ [1
2
, 1]

Observemos que, se t = 1
2
, temosH1(s, 2t) = H(s, 1) = γ2(s) = H2(s, 0) = H2(s, 2t−1).

Falta mostrar queG é cont́ınua. Seja A um subconjunto aberto deX. TemosH−1(A) =

H−1
1 (A)

⋃
H−1

2 (A). Pela continuidade de H1 e H2, segue que H−1
1 (A) e H−1

2 (A) são

abertos, e usando o fato de que união de abertos é aberto temos H−1(A) aberto. Logo,

pela caracterização de função cont́ınua por abertos, H é cont́ınua.

Gostaŕıamos de definir uma operação nas classes de homotopia. Para isso, vamos definir

uma operação entre curvas cont́ınuas que tem o mesmo ponto inicial e final.

Definição 1.11. Sejam γ1, γ2 : [0, 1] → X curvas cont́ınuas tal que ambas tem o mesmo

ponto inicial e final x0 ∈ X. Definimos o produto γ1 ∗ γ2 como o caminho

γ1 ∗ γ2(s) =

{
γ1(2s) se s ∈ [0, 1

2
],

γ2(2s− 1) se s ∈ [1
2
, 1].
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1.6 Grupo Fundamental

Observemos que esse produto está bem definido e é cont́ınuo pelo mesmo argumento

usado na demonstração da parte (iii) do Lema (1.1). Além disso, induz uma operação bem

definida nas classes de caminhos homotópicos como:

[γ1] ∗ [γ2] = [γ1 ∗ γ2].

De fato, sejam H1 e H2 homotopia entre γ1 e γ̃1, e, γ2 e γ̃2 respectivamente. Definimos

H(s, t) =

{
H1(2s, t) se s ∈ [0, 1

2
],

H2(2s− 1, t) se s ∈ [1
2
, 1]

Como H1(1, t) = x0 = H2(0, t) temos que H está bem definida e é cont́ınua. Portanto é a

homotopia entre γ1 ∗ γ2 e γ̃1 ∗ γ̃2.

Lema 1.2. A operação ∗ tem as seguintes propriedades:

1. (Associatividade) [γ1] ∗ ([γ2] ∗ [γ3]) = ([γ1] ∗ [γ2]) ∗ [γ3];

2. (Identidade) Existe ex0 : [0, 1]→ X tal que ex0(t) = x0 ∀t ∈ [0, 1] e

[γ1] ∗ [ex0 ] = [γ1] = [ex0 ] ∗ [γ1];

3. (Inverso) Existe γ−1
1 [0, 1]→ X tal que γ−1

1 (t) = γ1(1− t)∀t ∈ [0, 1] e

[γ1] ∗ [γ−1
1 ] = [γ−1

1 ] ∗ [γ1] = [ex0 ].

Pelo Lema 1.2, cuja demonstração pode ser encontrada em [16], o conjunto das classes

de homotopia com a operação ∗ forma um grupo chamado Grupo Fundamental de X relativo

à base x0 e denotado por π1(X, x0).

Um fato imediato é que o grupo fundamental depende do ponto x0. Então, uma

pergunta natural é: em quais condições a escolha do ponto base afeta a estrutura do grupo

fundamental? A resposta é a seguinte:

Proposição 1.6. Se X é conexo por caminho e x0, x1 ∈ X, então π1(X, x0) é isomorfo a

π1(X, x1).
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1.6 Grupo Fundamental

Demonstração. Como X é conexo por caminhos, seja α um caminho ligando x0 a x1 e denote

por α o caminho inverso de α. Definimos

φ : π1(X, x0) −→ π1(X, x1)

[γ] 7−→ [α] ∗ [γ] ∗ [α]

Observemos que [α]∗[γ]∗[α] é um caminho fechado em x1. Além disso, φ é um homomorfismo,

pois

φ([γ1]) ∗ φ([γ2]) = ([α] ∗ [γ1] ∗ [α]) ∗ ([α] ∗ [γ2] ∗ [α]) = [α] ∗ [γ1] ∗ [γ2] ∗ [α] = φ([γ1] ∗ [γ2]).

Agora seja

ψ : π1(X, x1) −→ π1(X, x0)

[β] 7−→ [α] ∗ [β] ∗ [α] .

Observe que ψ é inversa de φ pois

ψ(φ([γ])) = [α] ∗ ([α] ∗ [γ] ∗ [α]) ∗ [α] = [γ]

e

φ(ψ([β])) = [α] ∗ [α] ∗ [β] ∗ [α] ∗ [α] = [β].

Logo φ é um isomorfismo e assim π1(X, x0) é isomorfo a π1(X, x1) como gostaŕıamos.

Portanto, se o espaço X for conexo por caminhos, o grupo fundamental de X independe

do ponto base. Dessa maneira, vamos denotá-lo, sem perda de generalidade, por π1(X).

Definição 1.12. Seja p0 ∈ X qualquer. Dizemos queX é simplesmente conexo se π1(X, x0) =

{ep0}. Em outras palavras, γ ∼ ep0 , para toda curva fechada γ : [0, 1]→ X.

Exemplo 1.3. Se X é convexo, então é simplesmente conexo. De fato, sejam p0 ∈ X e

γ : [0, 1]→M uma curva fechada em M. Definimos

H(s, t) = (1− t)γ(s) + tpo.

Uma vez que X é convexo, H está bem definida e claramente é cont́ınua com H(s, 0) =

γ(s) e H(s, 1) = p0. Portanto, H é homotopia entre γ e ep0 . Como γ é qualquer, temos

π1(X, x0) = {ep0}.
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1.7 Espaços de Recobrimento

A partir de agora, chamaremos o elemento identidade do grupo fundamental apenas

de e.

Exemplo 1.4. O Grupo Fundamental do bitoro. Como podemos ver em [16], se M é o

bitoro, temos que π1(M) é um grupo com 4 geradores, {a1, b1, a2, b2}, satisfazendo a relação

a1b1a
−1
1 b−1

1 a2b2a
−1
2 b−1

2 = e.

A Figura 1.1 abaixo exemplifica essa relação. Observemos que a curva C é dada pela relação

a1b1a
−1
1 b−1

1 = e ou a2b2a
−1
2 b−1

2 = e e estas relações geram o grupo fundamental do toro.

Assim, podemos dizer que o bitoro é uma “colagem” de 2 toros.

Figura 1.1: Representação do Grupo Fundamental do bitoro.

Além disso, podemos ver também em [16] e [27] que π1(M) não é abeliano.

1.7 Espaços de Recobrimento

Nesta seção, definiremos o recobrimento universal e alguns resultados que relacionam

os espaços de recobrimento e subgrupos do grupo fundamental.

Definição 1.13. Uma função p : X̂ → X cont́ınua e sobrejetiva é uma aplicação de reco-

brimento (ou simplesmente um recobrimento) se para cada x0 ∈ X existe um aberto U 3 x0

tal que p−1(U) =
⋃
α Vα com Vα disjuntos e, para cada α, p aplica Vα homeomorficamente

a U . O espaço X̂ é dito Espaço de Recobrimento de X. Quando o conjunto de ı́ndices α é

finito, dizemos que X̂ é um recobrimento finito de X.

Observemos que uma aplicação de recobrimento p : X̂ → X é um homeomorfismo local

sobre X.

25



1.7 Espaços de Recobrimento

Definição 1.14. Seja p : X̂ → X uma aplicação de recobrimento. Se X é simplesmente

conexo, então X̂ é chamado Recobrimento Universal de X.

Seja p : X̂ → X aplicação de recobrimento tal que p(x0) = b0. Definimos

p∗ : π1(X̂, x0) −→ π1(X, b0)

[γ] 7−→ [p ◦ γ] .
(1.5)

Observemos que p∗ está bem definida, pois, se H é uma homotopia entre γ1 e γ2, então p◦H
é uma homotopia entre p ◦ γ1 e p ◦ γ2. Assim, se [γ1] = [γ2], então p∗([γ1]) = [p ◦ γ1] =

[p ◦ γ2] = p∗([γ2]).

Lema 1.3. A função p∗ : π1(X̂, x0) → π1(X, b0) definida acima é um homomorfismo de

grupos.

Demonstração. Sejam [γ1], [γ2] ∈ π1(X, x0). Então,

p∗([γ1] ∗ [γ2]) = p∗([γ1 ∗ γ2])

= [p ◦ (γ1 ∗ γ2)]

= [(p ◦ γ1) ∗ (p ◦ γ2)]

= [(p ◦ γ1)] ∗ [(p ◦ γ2)]

= (p∗([γ1])) ∗ (p∗([γ2]))

Claramente p∗ depende do ponto base x0. Porém, se X̂ é conexo por caminhos essa

dependência deixa de existir.

Definição 1.15. Sejam p : X̂ → X e p̂ : Ŷ → X aplicações de recobrimento. Dizemos que

p e p̂ são equivalentes se existe um homeomorfismo h : X̂ → Ŷ tal que p = p̂ ◦ h.

Definição 1.16. Sejam H1, H2 subgrupos de um grupo G. Dizemos que H1 e H2 são

conjugados se H2 = g ·H1 · g−1 para algum elemento g ∈ G.

A proposição a seguir é uma caracterização entre aplicações de recobrimentos equiva-

lentes e subgrupos do grupo fundamental e a demonstração pode ser encontrada em [16].
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1.7 Espaços de Recobrimento

Figura 1.2: Diagrama de recobrimentos equivalentes.

Proposição 1.7. Sejam p : X̂ → X e p̂ : Ŷ → X aplicações de recobrimento tal que p(x0) =

p̂(yo) = b0. Então p e p̂ são equivalentes se, e somente se, os subgrupos H0 = p∗(π1(X̂, x0))

e Ĥ0 = p̂∗(π1(Ŷ , y0)) de π1(X, b0) são conjugados.

Seja p : X̂ → X é uma aplicação de recobrimento com p(x0) = b0. Se X̂ é simplesmente

conexo, temos que X̂ é um recobrimento universal de X. Uma vez que π1(X̂, x0) é o trivial, o

homomorfismo p∗ : π1(X̂, x0)→ π1(X, b0) nos dá uma correspondência entre o subgrupo {e}
de π1(X, bo) com π1(X̂, x0). Da proposição anterior, se existem dois recobrimentos universais

de X então eles são equivalentes. Por essa razão, o recobrimento universal é único, a menos

de equivalência.

Definição 1.17. Um espaço X é dito semilocalmente simplesmente conexo se para cada

b ∈ X existe uma vizinhança Ub ⊂ X tal que o homomorfismo i∗ : π1(Ub, b) → π1(X, b)

induzido pela inclusão – veja (1.5) – é o trivial.

Lema 1.4. Seja M uma variedade. Então M é simplesmente conexo semilocalmente.

Demonstração. Como M é variedade, dados b ∈ M e um sistema de coordenadas local φ,

existem vizinhanças Ub 3 b e V ⊂ Rn com φ(V ) = Ub. Como V é simplesmente conexo e φ

é homeomorfismo, temos Ub simplesmente conexo. Assim, tomando qualquer [γ] ∈ π1(Ub, b)

temos [γ] = [e], e, uma vez que i∗ : π1(Ub, b) → π1(X, b) é homomorfismo de grupos, leva

identidade em identidade. Portanto, i∗ é trivial e, como b é qualquer, temos M simplesmente

conexo semilocalmente.

A demonstração do Teorema a seguir pode ser encontrada em [16]

Teorema 1.2. SejaX conexo por caminhos, localmente conexo por caminhos e simplesmente

conexo semilocalmente. Consideremos b0 ∈ X. Dado um subgrupo H de π1(X, b0) existe uma

aplicação de recobrimento p : X̂ → X e um ponto x0 ∈ p−1(b0), tal que p∗

(
π1(X̂, x0)

)
= H.
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Observemos que se tomarmos H = {e} o recobrimento obtido na proposicão anterior

é o recobrimento universal de X.

1.8 Homologia, Cohomologia e Recobrimento Abeli-

ano

Sejam M uma variedade e ω uma 1-forma de classe C∞ definida em M . Dizemos que

ω é exata se existe uma função f : M → R de classe C∞ tal que ω = df e dizemos que ω é

fechada se dω = 0.

Observemos que toda 1-forma exata é fechada, porém nem toda 1-forma exata é fe-

chada. Vamos denotar por E(M) e F (M) os conjuntos das 1-formas exatas e fechadas,

respectivamente. É fácil verificar que F (M), com a soma e multiplicação por escalares usu-

ais, é um espaço vetorial. Além disso, para quaisquer funções f1, f2 : M → R de classe C∞

e c ∈ R valem

d(f1 + f2) = df1 + df2 e cdf1 = d(cf1)

e, assim, E(M) é um subespaço vetorial de F (M).

Dadas duas 1-formas ω1, ω2 fechadas em M , temos a seguinte relação de equivalência:

ω1 ≡ ω2 ⇔ ω1 − ω2 ∈ E(M).

Dessa maneira, definimos:

Definição 1.18. O Primeiro Grupo de Cohomologia Real de uma variedade M , denotado

por H1(M,R), é o espaço quociente

H1(M,R) =
F (M)

E(M)
=
{1-formas fechada em M}
{1-formas exata em M}

.

Definição 1.19. O Primeiro Grupo de Homologia Real de uma variedade M , denotado por

H1(M,R), é o espaço dual H1(M,R)∗ do espaço vetorial H1(M,R).

Vamos relembrar um subgrupo importante da teoria de grupos. Dado um grupo G

definimos o Subgrupo dos Comutadores como

[G,G] = {xyx−1y−1; x, y ∈ G}.
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Não é dif́ıcil mostrar que [G,G] é um subgrupo normal de G. Dessa maneira, podemos

tomar o quociente G
[G,G]

que é abeliano e, por isso, também é conhecido como abelianização

do grupo G.

Um resultado importante de topologia algébrica identifica o grupo de homologia com

coeficientes inteiros, H1(M,Z), com a abelianização do grupo fundamental π1(M). Mais

precisamente,

Lema 1.5. Seja [π1(M), π1(M)] o subgrupo dos comutadores do grupo fundamental π1(M).

Então

H1(M,Z) ≈ π1(M)

[π1(M), π1(M)]
.

A demonstração desse lema pode ser encontrada em [27]. A partir disso, e utilizando

o produto tensorial, podemos também definir o primeiro grupo de homologia real como

H1(M,R) = H1(M,Z)⊗ R.

Consideremos o homomorfismo

ξ : π1(M) −→ H1(M)

[γ] 7−→ [γ] ,

em que [γ] é a classe de [γ] em H1(M). Essa projeção canônica é conhecida como Homo-

morfismo de Hurewicz.

Uma vez que ker(ξ) = [π1(M), π1(M)] é um subgrupo de π1(M), pelo Teorema 1.2,

existe um espaço de recobrimento e uma aplicação de recobrimento p : M → M tal que

p∗(π1(M)) = [π1(M), π1(M)]. Este espaço de recobrimento é conhecido como Recobrimento

Abeliano de M , denotado por M .

Exemplo 1.5. Seja M o bitoro. Então, o recobrimento universal e o recobrimento abeliano

de M são diferentes. De fato, uma vez que π1(M) não é abeliano, temos [π1(M), π1(M)] 6=
{e}. Pela definição de recobrimento abeliano e do Teorema 1.2 temos que os recobrimentos

abeliano e universal são diferentes.

Sejam [γ] ∈ H1(M,Z) e [ω] ∈ H1(M,R), onde γ : [0, 1]→M é uma curva fechada e [ω]

é um representante da classe de ω ∈ F (M). Definimos < ·, · >: H1(M,Z)×H1(M,R)→ R
por

< [γ], [ω] >=

∫
γ

ω. (1.6)
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Dos resultados do caṕıtulo de integrais curviĺıneas em [5], < ·, · > está bem definida, isto é,

não depende do representante da classe. Dada h ∈ H1(M,R) não necessariamente associamos

uma curva fechada em M . Porém usando a dualidade entre os espaços de cohomologia e

homologia real estendemos a função acima para < ·, · >: H1(M,R)×H1(M,R)→ R.
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Caṕıtulo 2

Valor Cŕıtico de Mañé

Neste caṕıtulo, definiremos o Valor Cŕıtico de Mañé e algumas de suas caracterizações.

2.1 Valor Cŕıtico de Mañé e Ação Potencial

Nesta seção, suponhamos que as curvas γ : [0, T ]→M sejam absolutamente cont́ınuas.

Dados x, y ∈M consideremos os conjuntos

C(x, y, T ) = {γ : [0, T ]→M : γ(0) = x e γ(T ) = y}

e

C(x, y) =
⋃
T>0

C(x, y, T ).

Para cada k ∈ R definimos a Ação Potencial Φk : M ×M → R
⋃
{−∞} por

Φk(x, y) = inf{AL+k(γ) : γ ∈ C(x, y)} .

Observando que, se k1 < k2, então, para cada γ ∈ C(x, y, T ) vale:

AL+k1(γ) < AL+k2(γ),

logo, segue das propriedades de ı́nfimo, que a função k 7→ Φk(x, y) é não decrescente.

A partir do Potencial, definimos o Valor Cŕıtico de Mañé, que é dado pelo seguinte

teorema:
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2.1 Valor Cŕıtico de Mañé e Ação Potencial

Teorema 2.1. (Valor Cŕıtico de Mañé) Existe c(L) ∈ R, tal que, para todo p1, p2, p3 ∈M
valem:

(a) Se k < c(L) então Φk(p1, p2) = −∞.

(b) Se k ≥ c(L) então:

(b.1) Φk(p1, p2) > −∞,

(b.2) Φk(p1, p3) ≤ Φk(p1, p2) + Φk(p2, p3) ,

(b.3) Φk(p1, p2) + Φk(p2, p1) ≥ 0 e

(b.4) Φk : M ×M → R é Lipschitziana .

(c) Se k > c(L), então Φk(p1, p2) + Φk(p2, p1) > 0.

Demonstração. Primeiramente, mostraremos que, se Φk(q1, q2) = −∞, para algum q1, q2 ∈
M , então Φk(p1, p2) = −∞, para todo p1, p2 ∈M .

Sejam q1, q2 ∈M , tais que Φk(q1, q2) = −∞. Então, pela definição do Potencial, temos

que existe uma sequência de curvas xn ∈ C(q1, q2), tal que limn→∞AL+k(xn) = −∞.

Sejam γ ∈ C(p1, q1, 1) e η ∈ C(q2, p2, 1) curvas minimizantes. Assim, existe C > 0, tal

que

AL(γ) + AL(η) ≤ C. (2.1)

Definindo a sequência αn ∈ C(p1, p2, 3) por:

αn(t) = γ ∗ xn ∗ η(t) =


γ(t) se t ∈ [0, 1],

xn(t− 1) se t ∈ [1, 2] e

η(t− 2) se t ∈ [2, 3]

Figura 2.1: Curva α = γ ∗ xn ∗ η
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2.1 Valor Cŕıtico de Mañé e Ação Potencial

temos que:

AL+k(αn) = AL+k(γ) + AL+k(η) + AL+k(xn).

Passando o limite e usando a desigualdade (2.1) obtemos :

lim
n→∞

AL+k(αn) = −∞.

Logo, pelas propriedades de ı́nfimo, temos que Φk(p1, p2) = −∞.

Definimos

c(L) = inf{k ∈ R; Φk(p, q) > −∞}.

Pelo resultado anterior temos que c(L) não depende da escolha dos pontos p, q.

Vamos mostrar que −∞ < c(L) < ∞. Sendo a função k 7→ Φk(p, q) não decrescente,

basta mostrar que existem k1 e k2, tais que Φk1(p, q) = −∞ e Φk2(p, q) > −∞.

Como M é compacta, o conjunto {(x, v) ∈ TM : ||v|| ≤ 2} é compacto e, portanto, L

é limitado neste conjunto, ou seja, existe B > 0 tal que

|L(x, v)| < B, se ||v|| ≤ 2. (2.2)

Sejam ξn ∈ C(p, q, n), n ∈ N curvas geodésicas, com ||ξ̇n(t)|| ≡ d(p,q)
n

. Desta forma,

tomando k1 = −(B+ 1), onde B é dado por (2.2), temos que se n ≥ d(p,q)
2

, então ‖ξ̇n(t)‖ ≤ 2

e, portanto, vale:

Φk1(p, q) ≤ lim inf AL+k1(ξn)

≤ lim inf

(∫ n

0

L(ξn(t), ξ̇n(t))dt− (B + 1)n

)
≤ lim inf −n = −∞ .

Logo Φk1(p, q) = −∞. Como L é positivo, tomando k2 = 1 obtemos:

AL+1(x) =

∫ T

0

L(γ(t), γ̇(t))dt+ T ≥ T > 0 ∀γ ∈ C(p, q) .

Assim, zero é uma cota inferior de AL+k2(γ), com γ ∈ C(p, q) e, dessa maneira, Φk2(p, q) ≥ 0.

Portanto, −∞ < k1 ≤ c(L) ≤ k2 <∞, como queŕıamos.

Prova da desigualdade (a). É imediata da definição.
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2.1 Valor Cŕıtico de Mañé e Ação Potencial

Prova da desigualdade (b.1).

Suponhamos por contradição que existem p, q ∈ M , tais que Φc(p, q) = −∞, onde

c = c(L). Então, existe uma sequência xn ∈ C(p, q), tal que limn→∞AL+c(xn) = −∞. Seja

γ ∈ C(q, p, 1) uma curva minimizante. Consideremos ainda a sequência ψn = xn ∗γ ∈ C(p, p)
como na figura 2.2.

Figura 2.2: Curva ψn = xn ∗ γ

Como

lim
n→∞

AL+c(ψn) = lim
n→∞

AL+c(xn) + AL+c(γ) = −∞,

temos que Φc(p, q) = −∞. Logo, dado a > 0, existem T ∈ R e uma curva β ∈ C(p, p, T ), tal

que AL+c(β) ≤ −a < 0. Tomando ε > 0 satisfazendo

AL+c(β) + ε <
−a
2
,

temos que AL+c+ e
T

(β) < −a
2

. Definindo ηn = β ∗ β ∗ · · ·n · · · ∗ β temos que

Φc+ ε
T

(p, q) ≤ lim
n→∞

AL+c+ ε
T

(ηn) ≤ lim
n→∞

−an
2

= −∞ ,

o que contradiz a definição do valor cŕıtico. Portanto temos Φc(p, q) > −∞ para todo

p, q ∈M , e como a função k 7→ Φk(p, q) é não decrescente, provamos a desigualdade (b.1).

Prova da desigualdade (b.2).

Seja k ≥ c(L) e p1, p2, p3 ∈M e sejam xn ∈ C(p1, p2, Tn) e yn ∈ C(p2, p3, JN), tais que

lim
n→∞

AL+k(xn) = Φk(p1, p2) e lim
n→∞

AL+k(yn) = Φk(p2, p3).

Então, definindo a sequência de curvas ηn = xn ∗ yn ∈ C(p1, p3), temos que

Φk(p1, p3) ≤ AL+k(ηn) = AL+k(xn) + AL+k(yn) ∀n ∈ N.
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Logo, passando o limite temos a desigualdade desejada.

Figura 2.3: Curva ηn = xn ∗ yn ∈ C(p1, p3)

Prova da desigualdade (b.3).

Pelo ı́tem anterior, basta mostrar que Φk(p, p) = 0 para todo p ∈ M e k ≥ c(L). De

fato, se p ∈ M e k ≥ c(L), é claro que Φk(p, p) ≥ 0, e se tivéssemos Φk(p, p) < 0, obrigato-

riamente existiria uma curva β ∈ C(p, p) tal que a ação de AL+k negativa. Assim, definindo

ηn = β ∗ β ∗ · · ·n · · · ∗ β, obtemos que AL+k → −∞, o que contradiz (b.1).

Prova de (b.4).

Para cada par p, q ∈M podemos tomar uma curva geodésica γ ∈ C(p, q, d(p, q)) ligando

os pontos p e q, com ||γ̇(t)|| ≡ 1. Usando (2.2) obtemos:

Φk(p, q) ≤
∫ d(p,q)

0

L(γ(t), γ̇(t)) + kdt ≤ (B + k)d(p, q) ∀k ∈ R . (2.3)

Sejam p1, p2, q1 e q2 ∈M , se k ≥ c(L) usando (b.2) e (b.3) obtemos

Φk(p1, p2)− Φk(q1, q2) ≤ Φk(p1, q1) + Φk(q1, p2)− Φk(q1, q2)

≤ Φk(p1, q1) + Φk(q1, q2) + Φk(q2, p2)− Φk(q1, q2)

= Φk(p1, q1) + Φk(q2, p2) .

Usando (2.3) temos

Φk(p1, p2)− Φk(q1, q2) ≤ (B + k)(d(p1, q1) + d(q2, p2)) .

Do mesmo modo, obtemos

Φk(q1, q2)− Φk(p1, p2) ≤ Φk(q1, p1) + Φk(p2, q2) ≤ (B + k)[d(p1, q1) + d(q2, p2)] .
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Portanto,

|Φk(q1, q2)− Φk(p1, p2)| ≤ (B + k)(d(p1, q1) + d(q2, p2)) ,

provando que (p, q) 7→ Φk(p, q) é lipschitz.

Prova de (c).

Usando a propriedade (b.3) temos que

Φk(p1, p2) + Φk(p2, p1) ≥ 0 ∀p1, p2 ∈M.

Portanto, basta mostrar que a função k 7→ Φk(p, q), com p 6= q fixos e k ≥ c(L), é estrita-

mente crescente. De fato, se l > k > c(L) e p 6= q ∈ M , pela definição do potencial temos

que existem curvas xn ∈ C(p, q, Tn), tais que

Φl(p, q) = lim
n→∞

AL+l(xn) .

Temos ainda que AL+l(xn) = AL+k(xn) + (l − k)Tn. Logo

Φl(p, q) = lim
n→∞

(AL+l(xn) + (l − k)Tn ≥ Φk(p, q) + lim inf(l − k)Tn.

Afirmamos que lim inf Tn > 0. De fato, supondo por contradição que lim inf Tn = 0 e

usando a superlinearidade, temos que, dado C > 0, existe A > 0, tal que

|L(x, v)| ≥ C|v| − A .

Então,

Φl(p, q) = lim
n→∞

AL+l(xn)

= lim
n→∞

∫ Tn

0

L(xn(t), ẋn(t)) + ldt

≥ lim inf

∫ Tn

0

C||ẋn||+ (l − A)dt

≥ Cd(p, q) + 0 ∀C > 0,

logo Φl(p, q) = ∞, contradizendo a definição de Potencial . Portanto, a afirmação é verda-

deira e, com isso, temos que Φl(p, q) > Φk(p, q).
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Consideremos os conjuntos

C1 = {k ∈ R; existe uma curva fechada γ com AL+k < 0} e

C2 = {k ∈ R;AL+k ≥ 0 para toda curva fechada γ}.

Utilizando o Teorema 2.1 mais as definições de ı́nfimo e supremo, podemos mostrar

outra caracterização do valor cŕıtico, conforme o Lema seguinte.

Lema 2.1. c(L) = sup C1 = inf C2.

2.2 Caracterização Ergódica

Nesta seção, daremos uma caracterização ergódica do valor cŕıtico de Mañé. Para isso,

precisaremos de alguns resultados de teoria geral dessa área que foram introduzidos por

Mather em [13]. A Teoria de Mather, como é conhecida, também pode ser encontrada em

[1], [12] e [20].

Seja P = TM ∪ {∞} a compactificação do fibrado tangente e definindo φt(∞) = ∞,

em que φt é o fluxo de Euler-Lagrange, obtemos uma extensão cont́ınua do mesmo que

continuaremos denotando por φt.

Seja B a σ−álgebra de Borel de P e denotemos porM o conjunto de todas as medidas

de probabilidade (µ(P ) = 1) definidas em B. Dos resultados de Teoria Ergódica em [18]

segue que M, com a topologia fraca∗, é um espaço compacto. Além disso, nesse espaço

temos a métrica

d∗(µ1, µ2) =
∞∑
n=1

=
1

2n

∣∣∣∣∫ fndµ1 −
∫
fndµ1

∣∣∣∣ , (2.4)

em que {fn : n ∈ N} é um subconjunto denso na bola unitária do espaço das funções

f : P → R cont́ınuas com a norma uniforme.

Denotemos por ML o conjunto das medidas de probabilidades invariantes pelo fluxo

de Euler-Lagrange, ou seja,

µ(E) = µ(φ−t(E)) para todo subconjunto mensurável E ⊂ P e todo t ∈ R.

Também em [18] mostra-se que ML é um conjunto convexo, não vazio e compacto.
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Definição 2.1. Seja µ ∈ML. Definimos a Ação Média de µ como

AL(µ) =

∫
Ldµ.

Podemos mostrar que o funcional Ação Média AL :ML → R é semicont́ınua inferior-

mente na topologia fraca∗ e, uma vez que seu domı́nio é compacto, existe uma medida µ0

que minimiza o funcional Ação média, isto é,

AL(µ0) ≤ AL(µ) para toda µ ∈ML.

Para cada µ ∈ ML com AL(µ) < ∞ vamos associar uma classe de homologia que

denotaremos por ρ(µ). Mais precisamente, ρ(µ) é a única classe de homologia, ρ(µ) ∈
H1(M,R), que verifica a equação

< ρ(µ), [ω] >=

∫
TM

ωdµ

para toda 1-forma fechada ω definida em M e < ·, · > é o colchete definido pela equação

(1.6). O lado direito da igualdade é uma integral com respeito a µ com ω considerada uma

função ω : TM → R. J. Mather mostrou em [13] que a função ρ : ML :→ H1(M,R) é

sobrejetiva.

Para cada h ∈ H1(M,R), seja ML(h) o conjunto de todas as medidas µ ∈ ML com

classe de homologia h. Uma vez que o funcional Ação Média é semicont́ınuo inferiormente,

ao tomarmos aqueles cuja ação média é finita mais a sobrejetividade da função ρ temos que

ML(h) é um subconjunto fechado e não vazio na topologia fraca∗. Portanto, é compacto e

podemos definir a função Beta de Mather como β : H1(M,R)→ R dada por

β(h) = min{AL(µ); µ ∈ML(h)}. (2.5)

Lema 2.2. β(h) é uma função convexa.

Demonstração. Sejam h1, h2 ∈ H1(M,R) e 0 ≤ λ ≤ 1. Então se h = (λh1 + (1− λ)h2), pela

linearidade de ρ temos que

{λµ1 + (1− λ)µ2 ; µ1 ∈ML(h1) e µ2 ∈ML(h2)} ⊂ ML(h),
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portanto, vale

β(h) = min{AL(µ) ; µ ∈ML(h)}

≤ min{AL(λµ1 + (1− λ)µ2) ; µ1 ∈ML(h1) e µ2 ∈ML(h2)}

= λmin{AL(µ1) ; µ1 ∈ML(h1)}+ (1− λ) min{AL(µ2) ; µ2 ∈ML(h2)}

= λβ(h1) + (1− λ)β(h2),

ou seja, β é convexa.

Como podemos ver em [26], uma função convexa f definida num espaço vetorial X

de dimensão finita com valores em R ∪ {∞} possui uma função conjugada f ∗, definida no

espaço dual X∗ de X com valores em R ∪ {∞}, dada por :

f ∗(x∗) = sup
x∈X
{< x, x∗ > −f(x)}.

Definimos a função Alfa de Mather como a função conjugada de β, ou seja, α = β∗ :

H1(M,R)→ R ∪ {∞} dada por

α([ω]) = β∗([ω]) = max
h∈H1(M,R)

{< h, [ω] > −β(h)} . (2.6)

Sendo β uma função finita e convexa, segue dos resultados da teoria de funções convexas

que α é convexa e superlinear. Usando a sobrejetividade da função ρ e a definição da função

β obtemos:

α([ω]) = max
µ∈ML

{< ρ(µ), [ω] > −β(ρ(µ))}

= − min
µ∈ML

{AL(µ)− < ρ(µ), [ω] >}

= − min
µ∈ML

{
∫

(L− ω)dµ}.

Observando que (L−ω) define um novo Lagrangiano, que também é convexo e superlinear, e

como ω é fechada, as equações de Euler-Lagrange para (L−ω) são as mesmas de L. Assim,

temos que o funcional A(L−ω) :ML → R é semicont́ınuo inferiormente na topologia fraca∗ e

existe µ ∈ML, tal que

α([ω]) = −A(L−ω)(µ) = −
∫

(L− ω)dµ <∞,

ou seja, α é uma função finita. Portanto, pela teoria de funções convexas, temos que β é

superlinear. Dessa forma, provamos o seguinte teorema:
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2.3 Caracterização via Gráficos Lagrangianos

Teorema 2.2. As funções α e β definidas acima são funções convexas conjugadas e super-

lineares.

Utilizando a função β definimos uma medida minimizante.

Definição 2.2. Uma medida de probabilidade µ0, invariante pelo fluxo de Euler-Lagrange,

é uma medida minimizante se

AL(µ0) = β(ρ(µ0)) = min{AL(µ) ; µ ∈ML(ρ(µ0))}.

O Teorema 2.3 também é conhecido como caracterização ergódica do valor cŕıtico de

Mañé e foi demonstrado pelo mesmo em [9] e [24].

Teorema 2.3.

c(L) = −min

{
AL(µ) =

∫
Ldµ; µ ∈ML

}
.

Utilizando o Teorema 2.3 mais uma das caracterizações da função alfa de Mather,

temos que

c(L− ω) = α([ω]), (2.7)

para toda 1-forma fechada ω. Da dualidade entre alfa e beta mais a igualdade anterior temos

−β(0) = min{α([ω]); [ω] ∈ H1(M,R)}

= min{c(L− ω); [ω] ∈ H1(M,R)}.

E, finalmente, R. Mañé definiu o valor cŕıtico estrito de um Lagrangiano.

Definição 2.3. Dada uma 1-forma fechada em M , definimos o valor cŕıtico estrito de L

como

c0(L) = min{c(L− ω) : [ω] ∈ H1(M,R)}.

2.3 Caracterização via Gráficos Lagrangianos

Nesta seção, daremos uma caracterização do valor cŕıtico de Mañé via Gráficos Lagran-

gianos. Lembramos que estamos trabalhando com Hamiltonianos H : T ∗M → R associados

ao Lagrangiano L de acordo com a Proposição 1.4, ou seja,

H ◦ L(x, v) =
∂L

∂v
(x, v) · v − L(x, v),

em que L : TM → T ∗M é a transformação de Legendre.
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2.3 Caracterização via Gráficos Lagrangianos

Definição 2.4. Seja ω uma forma simplética canônica em T ∗M . Um subespaço V ⊂ TpT
∗M

é chamado Subespaço Lagrangiano se ω(v1, v2) = 0 para todos v1, v2 ∈ V e dimV = dimM =

n. Dizemos, também, que uma subvariedade W ⊂ T ∗M é Lagrangiana se em cada ponto

θ ∈ W o espaço tangente TθW é um subespaço Lagrangiano de TθT
∗M .

Observamos que a Definição 2.4 é verdadeira para uma forma simplética ω qualquer.

Uma vez que estamos trabalhando em T ∗M com a forma simplética canônica, optamos por

essa definição.

Lema 2.3. Dada uma 1-forma η em M , então

Gη = Graf(η) := {(x, ηx) ; x ∈M} ⊂ T ∗M

é uma subvariedade Lagrangiana se, e somente se, η for fechada (dη = 0).

Demonstração. Escolhemos um sistema de coordenadas locais (q1, · · · , qn) de M . Então

η(q) =
∑

k pk(q)dqk. Uma base para o espaço tangente aoGη é dada porEi =
(

∂
∂qi
,
∑

k
∂pk
∂qi

∂
∂pk

)
.

Aplicando ω = dp ∧ dq temos

ω(Ei, Ej) =
∂pi
∂qj
− ∂pj
∂qi

.

Dessa maneira,

dη =
∑
i<j

(
∂pi
∂qj
− ∂pj
∂qi

)
dqj ∧ dqi.

Então, ω
∣∣
TGη
≡ 0⇔ dη ≡ 0.

Gráficos de 1-formas que são subvariedades Lagrangianas são ditos Gráficos Lagrangi-

anos. Podemos associar ao gráfico Gη uma classe de cohomologia [η] ∈ H1(M,R). Gráficos

Lagrangianos com classe de cohomologia zero são gráficos de 1-formas exatas. Estes são

chamados de Gráficos Lagrangianos Exatos.

A equação de Hamilton-Jacobi para Hamiltonianos autônomos H : T ∗M → R é dada

por

H(x, dxu) = k, u : U ⊂M → R.

Dizemos que u : U ⊂ M → R é uma subsolução da equação de Hamilton-Jacobi se u for

diferenciável e

H(x, dxu) ≤ k,
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2.3 Caracterização via Gráficos Lagrangianos

em quase todo ponto com relação à medida de Lebesgue.

Veremos no Teorema 2.4 que uma subsolução de classe C1 da equação de Hamilton-

Jacobi induz um Gráfico Lagrangiano Exato contido no ńıvel de energia k.

O Lema a seguir será usado para demonstrar o Teorema 2.4. Além disso, será essencial

para a demonstração do Teorema 4.1.

Lema 2.4. Se existe uma função f : M → R de classe C1 tal que H(x, dxf) ≤ k então

k ≥ c(L).

Demonstração. Lembramos que

H(x, p) = max
v∈TxM

{px(v)− L(x, v)}.

Uma vez que H(x, dxf) ≤ k segue que para todo (x, v) ∈ TM ,

dxf(v)− L(x, v) ≤ k.

Se γ : [0, T ]→M é uma curva fechada absolutamente cont́ınua, temos que∫ T

0

dγf(γ̇)dt =

∫ T

0

d

dt
f(γ(t))dt = 0.

Sendo assim,

AL+k(γ) =

∫ T

0

(L(γ, γ̇) + k)dt =

∫ T

0

(L(γ, γ̇) + k − dγf(γ̇))dt ≥
∫ T

0

dγf(γ̇)− dγf(γ̇)dt = 0.

Uma vez que γ é qualquer e da definição de valor cŕıtico temos k ≥ c(L).

A demonstração da proposição a seguir pode ser encontrada em [12].

Proposição 2.1. Para k > c(L) existe uma função f : M → R de classe C∞ tal que

H(x, dxf) < k.

Teorema 2.4. Seja M uma variedade compacta. Então,

c(L) = inf F ,

em que F = {k ∈ R ; ∃ f : M → R de classe C1 tal que H(x, dxf) < k}.
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2.3 Caracterização via Gráficos Lagrangianos

O Teorema 2.4 é conhecido como a caracterização do valor cŕıtico em termos da

existência de gráficos Lagrangianos. Observemos que essa é uma caracterização geométrica,

uma vez que ele estabelece que o valor cŕıtico é o ı́nfimo dos valores k, tal que H−1(−∞, k)

contém um gráfico Lagrangiano exato.

Demonstração do Teorema 2.4. Pelo Lema 2.4, c(L) é cota inferior para o conjunto F . Por

outro lado, dado δ > 0 existe c(L) < k < c(L) + δ e, pela Proposição 2.1, k ∈ F . Logo,

c(L) = inf F.
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Caṕıtulo 3

Valor Cŕıtico nos Recobrimentos

Neste caṕıtulo, compararemos o valor cŕıtico na variedade e em seus recobrimentos, em

especial o universal e o abeliano. Também apresentaremos a primeira pergunta e o primeiro

teorema do artigo [8].

3.1 A Primeira Pergunta

Seja M̂ um recobrimento de M com projeção p e L : TM → R um Lagrangiano.

Tomemos o levantamento de L para TM̂ dado por

L̂(x̂, v̂) = L(p(x̂), dp(v̂)).

Dessa maneira, para cada k ∈ R definimos a Ação Potencial Φ̂k : M̂ × M̂ → R
⋃
{−∞} por

Φ̂k(x̂, ŷ) = inf{AL̂+k(γ) : γ ∈ C(x̂, ŷ)}

e podemos tomar o valor cŕıtico c(L̂).

Sejam M1 e M2 recobrimentos de M . Denotemos por L1 e L2 os levantamentos do

Lagrangiano L para M1 e M2, respectivamente.

Lema 3.1. Sejam M1 e M2 recobrimentos de M , tal que M1 cobre M2. Então, c(L1) ≤ c(L2).

Demonstração. Ao projetarmos uma curva fechada de M1 temos uma curva fechada em M2.

Assim,

{p(γ); γ é uma curva fechada em M1} ⊆ {γ; γ é uma curva fechada em M2}.
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3.1 A Primeira Pergunta

Portanto,

c(L1) ≤ c(L2).

Corolário 3.1. c(L̂) ≤ c(L).

Proposição 3.1. Sejam M1 e M2 recobrimentos de M , tal que M1 é um recobrimento finito

de M2. Então, c(L1) = c(L2).

Demonstração. Pelo Lema 3.1 temos c(L1) ≤ c(L2). Suponhamos que a inequação seja

estrita e seja k tal que c(L1) < k < c(L2). Pela definição de valor cŕıtico, existe uma curva

fechada γ em M2 com AL2+k(γ) < 0. Seja γ̃ o levantamento de γ. Temos duas possibilidades

para γ̃: ou é uma curva fechada ou não.

No primeiro caso, teremos uma curva fechada com AL1+k(γ̃) < 0, e isso contradiz o

fato de c(L1) ser o supremo.

No segundo caso, uma vez que o recobrimento é finito, alguma iterada de γ é uma curva

fechada. Assim, teremos uma curva fechada com ação negativa. O que também contradiz o

fato de c(L1) ser o supremo.

Portanto, c(L1) = c(L2).

Denotando por cu(L) e ca(L) o valor cŕıtico nos recobrimentos universal M̃ e abeliano

M , respectivamente, temos quatro números reais, cu(L), ca(L), c0(L) e c(L), e podemos

compará-los. Pelo Lema 3.1 obtemos que

cu(L) ≤ ca(L) ≤ c(L).

Além disso, da definição de valor cŕıtico estrito (ver 2.3) temos

c0(L) ≤ c(L).

Quando π1(M) é abeliano, conclúımos que M̃ é um recobrimento finito de M , e pelo

lema 3.1, cu(L) = ca(L). Dáı surge uma pergunta natural:

Pergunta 1. É verdade que cu(L) = ca(L)?
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3.1 A Primeira Pergunta

No caṕıtulo 5 construiremos um exemplo respondendo negativamente essa pergunta.

Por outro lado, foi demonstrado por Gabriel P. Paternain e Miguel Paternain em [8] o

teorema a seguir.

Teorema 3.1. ca(L) = c0(L).

Para demonstrar esse teorema precisaremos dos resultados auxiliares abaixo. Suas

demonstrações serão omitidas, uma vez que não é nosso objetivo demonstrá-las.

Conforme vimos no ińıcio da seção 1.1, uma curva absolutamente cont́ınua u : [0, T ]→
M é chamada uma L−minimizante se minimiza a ação AL sobre uma classe de curvas

absolutamente cont́ınuas definidas em [0, T ] com os mesmos pontos iniciais e finais de u.

Assim, temos a proposição a seguir, demonstrada por Mather em [13].

Proposição 3.2. Seja ui : [0, Ti]→M uma sequência de L−minimizantes, tal que Ti →∞
e ui(Ti)−ui(0)

Ti
→ γ ∈ H1(M,R) quando i→∞. Então,

lim
i→∞

1

Ti
AL(ui) = β(γ).

R. Mañé mostrou em [9] e [24] a proposição 3.3.

Proposição 3.3. Suponhamos k > c(L). Então, dados x1 6= x2 em M , existe uma solução

x(t) da equação de Euler-Lagrange com energia k tal que para algum T > 0, x(0) =

x1, x(T ) = x2 e

AL+k(x|[0,T ]) = Φk(x1, x2).

Na proposição anterior, podemos trocar M pelo seu recobrimento e L pelo Lagrangiano

levantado.

M. J. Dias Carneiro mostrou em [19] a proposição 3.4.

Proposição 3.4. Se µ é uma medida minimizante com homologia γ, então seu suporte está

contido em um ńıvel de energia fixo k, com k ≥ c0(L).

Além das proposições anteriores, precisaremos do seguinte Lema auxiliar:

Lema 3.2. Para toda 1-forma fechada ω em M temos

ca(L− ω) = ca(L).
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3.2 Demonstração do Teorema 3.1

Demonstração. Denotamos por ω o levantamento de ω para o recobrimento abeliano de M.

Da definição de recobrimento abeliano, temos que H1(M) = {0}. Portanto,

H1
(
M
)

=
(
H1

(
M
))∗

= ({0})∗ = {0}.

Assim, ω é exata.

Seja f uma 0-forma tal que ω = df . Calculando A(L−ω) temos:

A(L−ω)(γ) =

∫
γ

L− ω =

∫
γ

L−
∫
γ

ω =

∫
γ

L−
∫
γ

df

Aplicando o Teorema de Stokes obtemos∫
γ

df =

∫
N

d(df) = 0

em que N é o interior de γ. Portanto,

A(L−ω)(γ) =

∫
γ

L = AL(γ).

Uma vez que ca(L − ω) = c(L − ω) e ação potencial de L − ω coincide com ação potencial

de L temos o resultado.

3.2 Demonstração do Teorema 3.1

Seja ω 1-forma tal que c0(L) = c(L− ω). Pelo Lema 3.2 temos

ca(L) = ca(L− ω) ≤ c(L− ω) = c0(L)

em que a desigualdade é válida pelo Lema 3.1. Para completar a prova, precisamos mostrar

que ca(L) ≥ c0(L).

Temos duas possibilidades para M : ou é compacto ou não compacto. Se for compacto,

então M é um recobrimento finito de M . Assim, pela Proposição 3.1

ca(L) = c(L) ≥ c0(L)

e temos o resultado.
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3.2 Demonstração do Teorema 3.1

Analisamos agora o caso em que M é não compacto. Suponhamos, por absurdo, que

ca(L) < c0(L). Como a desigualdade é estrita, existe k tal que ca(L) < k < c0(L). Fixemos

q ∈M e tome uma sequência de pontos qi ∈M , tal que d(q, qi)→∞, em que d é a métrica

levantada de M .

Pela proposição 3.3 existe, para cada i, uma solução xi(t) da equação de Euler-Lagrange

com energia k para algum Ti > 0, xi(0) = q, xi(Ti) = qi e tal que

AL+k(xi|[0,Ti]) = Φk(q, qi). (3.1)

Uma vez que as soluções têm ńıvel de energia k, existe uma constante A > 0, tal que

||ẋi(t)|| < A para todo t e todo i. De fato, uma vez que E(xi, ẋi) = k e E−1(k) é compacto,

tomemos C = max{L(x, v) ; (x, v) ∈ E−1(k)}. Dessa maneira, L(xi(t), ẋi(t)) ≤ C para

todo i ∈ N. Pela superlinearidade de L existe D > 0 tal que L(x, v) ≥ ||v|| −D para todo

(x, v) ∈ E−1(k). Dessa maneira, temos

||ẋi(t)|| ≤ C +D = A.

Assim,

d(q, qi) =

∫ Ti

0

||ẋi(t)||dt ≤
∫ Ti

0

Adt = ATi

e, como d(q, qi)→∞, segue que Ti →∞.

Sejam µi medida de probabilidade uniformemente distribúıda ao longo da projeção de

xi|[0,Ti] para M , ou seja, ∫
TM

fdµi =
1

Ti

∫ Ti

0

f(p(xi), dp(ẋi))dt,

para toda função f : TM → R de classe C0 e considerando p : M → M a aplicação de

recobrimento. Em particular, tomando f = L temos que µi satisfaz∫
TM

Ldµi =
1

Ti

∫ Ti

0

L(p(xi), dp(ẋi))dt. (3.2)

Como vimos na seção 2.2, o conjunto das medidas de probabilidadeM com a topologia

fraca∗ é compacto. Portanto, a sequência (µi)i∈N possui subsequência convergente para uma

medida µ ∈ M. Sem perda de generalidade, denotaremos tal subsequência por (µi)i∈N.

Assim, da definição de convergência nessa topologia temos

lim
i→∞

∫
TM

Ldµi =

∫
TM

Ldµ. (3.3)
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3.2 Demonstração do Teorema 3.1

Das equações (3.2) e (3.3) resultamos

lim
i→∞

1

Ti

∫ Ti

0

L(xi, ẋi)dt = lim
i→∞

1

Ti

∫ Ti

0

L(p(xi), dp(ẋi))dt

= lim
i→∞

∫
TM

Ldµi

=

∫
TM

Ldµ

= AL(µ).

A equação (3.1) nos diz que xi|[0,Ti] são L−minimizantes. Então aplicando a Proposição

3.2 mais o resultado anterior obtemos que

lim
i→∞

1

Ti
AL(xi|[0,Ti])

= AL(µ) = β(ρ(µ)). (3.4)

Logo µ é uma medida minimizante. Uma vez que o suporte de µ está contido no ńıvel

de energia k, pela Proposição 3.4, temos k ≥ c0(L), o que é uma contradição. Portanto,

ca(L) ≥ c0(L) e isso nos dá a igualdade que procurávamos.
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Caṕıtulo 4

Nı́veis de Energia Anosov

Neste caṕıtulo, compararemos o valor de cu(L) com o valor da energia do Lagrangiano

L cujo ńıvel é Anosov. Também apresentaremos a segunda pergunta e o segundo teorema do

artigo [8]. Para compreender melhor e melhorar a demonstração deste teorema estudamos o

artigo [10].

4.1 A Segunda Pergunta

Definição 4.1. Um subconjunto compacto Λ ⊂ T cM = E−1(c) e invariante pelo fluxo

φt|T cM é um conjunto hiperbólico se existe uma decomposição cont́ınua

TΛ(T cM) = Es ⊕ Eu ⊕ 〈X〉

em que TΛ(T cM) é o espaço tangente a T cM restrito a Λ e 〈X〉 é o campo associado. Além

disso, existem constantes C > 0 e 0 < λ < 1, tal que

|dθφt(ξ)| ≤ Cλt|ξ|, ∀t > 0, θ ∈ Λ, ξ ∈ Es

|dθφ−t(ξ)| ≤ Cλt|ξ|, ∀t > 0, θ ∈ Λ, ξ ∈ Eu.

Es e Eu são chamados Subespaços Estável e Instável, respectivamente. Quando Λ = T cM é

um conjunto hiperbólico dizemos que T cM é ńıvel Anosov.

A pergunta a seguir foi feita por R. Mañé.
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4.1 A Segunda Pergunta

Pergunta 2. Se o ńıvel de energia k é Anosov, é verdade que k ≥ ca(L)?

No caṕıtulo 5,responderemos negativamente essa pergunta. Sobre os ńıveis de energia

Anosov, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.1. Se o ńıvel de energia E−1(k) é Anosov, então

k > cu(L).

G. P. Paternain e M. Paternain mostraram o teorema a seguir no artigo [8].

Teorema 4.2. Se existe k, tal que para todo k′ ≥ k o ńıvel de energia k′ é Anosov, então

k > cu(L).

Observamos que o Teorema 4.1 é mais forte que o Teorema 4.2, já que basta apenas um

ńıvel de energia Anosov para termos o resultado. É importante ressaltar que o Teorema 4.1

foi demonstrado por G. Contreras, R. Iturriaga, G. P. Paternain e M. Paternain no artigo

[10] um ano depois que o Teorema 4.2 fora publicado. Assim sendo, demonstraremos apenas

o Teorema 4.1, mas, antes disso, precisaremos de alguns resultados preliminares.

Definição 4.2. Seja θt uma órbita hiperpólica. Definimos as subvariedades estável e instável

fortes de θt no ponto θ = θ0 como

W ss(θ) = {v ∈ T cM ; lim
t→∞

d(θt, φt(v)) = 0}

W us(θ) = {v ∈ T cM ; lim
t→−∞

d(θt, φt(v)) = 0}

respectivamente, e definimos as subvariedades estável e instável fraca de θt por

W s(θt) =
⋃
t∈R

φt(W
ss(θ)) e W u(θt) =

⋃
t∈R

φt(W
us(θ)).

Uma vez que toda forma simplética ω em T ∗M é invariante pelo fluxo, temos que

W s(θt) e W u(θt) são subvariedades Lagrangianas. Além disso, são folheações de T ∗M .

Definição 4.3. Se π : E → B a projeção de um espaço fibrado de fibra F . Dizemos que

uma folheação F de T ∗M é transversal às fibras quando satisfaz às seguintes propriedades:
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4.1 A Segunda Pergunta

(i) Para todo x ∈ E a folha Lp de F que passa por p é transversal à fibra Fπ(x) e dim(F)+

dim(F ) = dim(E);

(ii) Para toda folha L de F , π
∣∣
L

: L→ B é uma aplicação de recobrimento.

Decorre da definição que para todo p ∈ E tem-se

TpE = Tp(Lp)⊕ Tp(Fπ(p)).

Um resultado importante devido a Ehresman, cuja demonstração pode ser encontrado

em [3], é a seguinte:

Proposição 4.1. Suponhamos que a fibra F seja compacta. Neste caso, (i) implica (ii) na

Definição 4.3.

Seja π : T ∗M → M a projeção canônica e se θ ∈ T ∗M denotamos por V (θ) o núcleo

da aplicação dθπ : TθT
∗M → Tπ(θ)M . Sejam também Σ = H−1(k), em que H : T ∗M → R

é o Hamiltoniano associado ao Lagrangiano L via transformada de Legendre, e φ∗t o fluxo

Hamiltoniano restrito a Σ.

No artigo [7], G. P. Paternain e M. Paternain mostraram que

Teorema 4.3. Seja Σ = H−1(k) um ńıvel de energia regular e suponha que φ∗t
∣∣
Σ

admita um

subfibrado Lagrangiano continuamente invariante E. Então,

(a) E(θ) ∩ V (θ) = {0} para todo θ ∈ Σ;

(b) π(Σ) = M .

Uma vez que a variedade estável fraca W s(θt) = W s do fluxo hamiltoniano φ∗t é uma

folheação e uma subvariedade Lagrangiana, observamos que o Teorema 4.3 nos diz que

TθtΣ = TθtW
s ⊕ V (θt),

ou seja, W s é transversa às fibras da fibração por (n− 1)−convexos

π
∣∣
Σ

: Σ→M.

Agora, já podemos provar o Teorema 4.1.
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4.2 Prova do Teorema 4.1

4.2 Prova do Teorema 4.1

Suponhamos que o ńıvel de energia k seja Anosov. Sejam Σ = H−1(k), π : T ∗M →M a

projeção canônica e M̃ o recobrimento universal de M com projeção p : M̃ →M . Denotamos

por Σ̃ o ńıvel de energia k do levantamento do Hamiltoniano H. Temos também a fibração

por (n− 1)−convexos

π̃
∣∣
Σ̃

: Σ̃→ M̃. (4.1)

Seja W̃ s o levantamento da folheação que, por sua vez, é a folheação estável fraca para

o fluxo hamiltoniano H restrito a Σ̃. A folheação W̃ s também é transversa à fibração (4.1).

Uma vez que as fibras são compactas, pela Proposição 4.1, temos que para todo (x, p) ∈ Σ̃

a aplicação

π̃
∣∣
W̃ s(x,p)

: W̃ s(x, p)→ M̃ (4.2)

é uma aplicação de recobrimento.

A aplicação de recobrimento (4.2) é um difeomorfismo. Para concluirmos isso, preci-

samos mostrar a injetividade, já que, por definição, é um difeo local. Dessa maneira, sejam

y1, y2 ∈ W̃ s(x, p), tal que π̃(y1) = π̃(y2) = x e, ainda, tomemos γ uma curva conectando y1

e y2. Temos que π̃(γ) é uma curva fechada em M̃ , logo é homotopicamente trivial, já que

M̃ é simplesmente conexo. Então, γ é uma curva fechada em M̃ e, portanto, y1 = y2. Como

x ∈ M̃ é qualquer, temos a injetividade.

Uma vez que M̃ é simplesmente conexo e a aplicação (4.2) é um difeomorfismo, ob-

servamos que W̃ s(x, p) é simplesmente conexo. Além disso, já que a aplicação (4.2) é, em

particular, injetiva, W̃ s(x, p) intersecta cada fibra da fibração (4.1) em apenas um ponto.

Em outras palavras, cada levantamento W̃ s(x, p) é o gráfico de uma 1-forma λ. Como

W̃ s(x, p) é uma subvariedade Lagrangiana temos, pelo Lema 2.3, que λ é fechada. Uma vez

que toda forma fechada no recobrimento universal é exata, existe f : M̃ → R tal que λ = df .

Assim, segue que cada W̃ s(x, p) é um Gráfico Lagrangiano Exato.

Pelo Lema 2.4 temos que k ≥ cu(L). Como o ńıvel de energia k é Anosov, pelo Teorema

da Estabilidade Estrutural, existe um ε > 0, tal que para todo k′ ∈ (k − ε, k + ε) o ńıvel de

energia k′ é Anosov. Dessa forma, obtemos

k > k′ ≥ cu(L),

ou seja, k > cu(L) como gostaŕıamos.
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Caṕıtulo 5

Um Exemplo

Neste caṕıtulo, exibiremos um Lagrangiano L em uma superf́ıcie fechada, orientável

e de gênero dois cujos ńıveis de energia k′ são Anosov para todo k′ ≥ 1/2 e c0(L) > 1/2.

Pelo Teorema 4.2, cu(L) < 1/2. Assim, obtemos respostas negativas para as perguntas 1 e

2. Este exemplo fora dado por G. P. Parternain e M. Paternain em [8].

Sejam M superf́ıcie fechada, ie, compacta e sem bordo, e η uma 1-forma diferenciável

em M . Fixamos g uma métrica Riemanniana em M e consideramos o Lagrangiano

L(x, v) =
1

2
gx(v, v)− ηx(v). (5.1)

Como vimos na Seção 1.3, a função de energia associada a L é

E(x, v) =
1

2
gx(v, v)

e as equações de Euler-Lagrange de L são as mesmas do Fluxo Magnético Exato no qual a

forma simplética “twisted” é dada por ω(dη) = ω0 + π∗dη, sendo π : TM → M a projeção

canônica, bem como a força de Lorentz satisfaz a igualdade

dη(x)(u, v) = gx(Yx · u, v) ∀x ∈M e u, v ∈ TpM.

Seja Ωa a forma de área associada com a métrica Riemanniana. Toda 2-forma Ω pode

ser escrita como Ω = FΩa para uma função diferenciável F : M → R. Dessa forma, temos:

Proposição 5.1. Seja M superf́ıcie fechada. Então a 2-forma Ω = FΩa é exata se, e somente

se,
∫
M
FΩa = 0.
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Demonstração. Suponhamos Ω = Ωa exata. Então, exite uma 1-forma α tal que FΩa = dα.

Pelo Teorema de Stokes temos∫
M

FΩa =

∫
M

dα =

∫
∂M

α = 0.

A última igualdade vale pois ∂M = ∅.
Reciprocamente, suponhamos que

∫
M
FΩa = 0. Seja H2(M) o anel de cohomologia

das 2-formas em M e definimos ϕ : H2(M)→ R por ϕ([FΩ]) =
∫
M
FΩ. Claramente, ϕ está

bem definida, é linear e, uma vez que dim(H2(M)) = 1, obtemos H2(M) ≈ R. Considerando

ϕ : R → R temos que ker(ϕ) = {0} ou ker(ϕ) = R, já que ϕ é linear. Como ϕ(0) = 0 e

ϕ(Ωa) 6= 0 conclúımos que ker(ϕ) = {0}. Porém, a classe [0] = {Ω ∈ H2(M); Ω é exata}.
Portanto obtemos o resultado.

Agora, escolheremos uma métrica Riemanniana em uma superf́ıcie orientável de gênero

dois e uma função F : M → R, tal que FΩa seja exata. Assim, se escrevermos FΩa = dη,

mostraremos que o fluxo de Euler-Lagrange de (5.1) é Anosov para todo ńıvel de energia

k′ ≥ 1/2 e c0 > 1/2.

Seja Sl uma famı́lia a um-parâmetro de superf́ıcies compactas de gênero 2 com curva-

tura negativa, em que l é o comprimento da geodésica γ com velocidade unitária, conforme

a Figura 5.1.

Figura 5.1: Superf́ıcie Sl

Denotamos por Kl a curvatura Gaussiana de Sl. A curva γ divide Sl em duas superf́ıcies

com fronteira: S+
l e S−l . Vamos assumir que para cada l, Sl admita uma involução isométrica
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I que fixa γ e troca S+
l com S−l . Mais ainda, vamos supor que existe um disco D+ contido

em S+
l tal que a métrica não muda com l e tem curvatura constante igual a −1. Seja

D−
def
= I(D+). Vamos escolher a orientação de γ induzida por S+

l .

Seja f : S+
l → R uma função não negativa com suporte contido em D+, e tal que

−1 + (f(x))2 ± gx(∇f(x), iv) < 0, (5.2)

para todo (x, v) na esfera unitária do fibrado de D+, em que iv denota a rotação de π/2 em

v, de acordo com a orientação de Sl. Seja m =
∫
D+ fΩa > 0 e, uma vez que a métrica de

D+ não muda, à medida em que l varia, temos que m independe de l. Finalmente, podemos

definir a função F da seguinte maneira:

F (x) =

{
f(x) se x ∈ S+

l

−f(Ix) se x ∈ S−l

Como vimos na Seção 1.5, expressamos a força de Lorentz, associada ao campo magnético

dη, como

Y (x, v) = F (π(x, v))iv.

Uma vez que ∫
Sl

FΩa =

∫
S+
l

FΩa +

∫
S−l

FΩa

=

∫
S+
l

f(x)Ωa +

∫
S−l

−f(Ix)Ωa

= 0

temos, pela proposição 5.1, que FΩa é exata, ie, existe uma 1-forma η tal que dη = FΩa.

Observamos também que se γ : [a, b]→M , obtemos

l =

∫ b

a

||γ(t)||2dt =

∫ b

a

12dt = b− a.

Sendo assim, denotando Ll o Lagrangiano magnético dado pela métrica em Sl e pela
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1-forma η, calculamos a ação de Ll + c0(Ll) em γ:

ALl+c0(Ll)(γ) =

∫ b

a

[Ll(γ, γ̇) + c0(Ll)]dt

=

∫ b

a

Ll(γ, γ̇)dt+ c0(Ll)(b− a)

=

∫ b

a

1

2
||γ′||2dt−

∫
γ

η + c0(Ll)l

=
1

2
l + c0(Ll)l −

∫
γ

η.

Pelo Teorema de Stokes e usando o fato de que o suporte de F está contido em D+,

ALl+c0(Ll)(γ) = l

(
1

2
+ c0(Ll)

)
−

(∫
D+

dη +

∫
S+
l \D+

dη

)

= l

(
1

2
+ c0(Ll)

)
−
∫
D+

FΩa

= l

(
1

2
+ c0(Ll)

)
−m.

Como no Exemplo 1.1, γ tem homologia nula. De fato, uma vez que γ satisfaz as

relações a1b1a
−1
1 b−1

1 = e ou a2b2a
−1
2 b−1

2 = e, temos que [γ] ∈ [π1(M), π1(M)]. Como

H1(M) ≈ π1(M)

[π1(M), π1(M)]

conclúımos que γ é um representante da identidade, ou seja, tem homologia nula.

Pelo Teorema 3.1 c0(Ll) = ca(Ll). Além disso, segue da definição de valor cŕıtico que

ALl+c0(Ll)(γ) = ALl+ca(Ll)(γ) ≥ 0

e, consequentemente,

l

(
1

2
+ c0(Ll)

)
≥ m > 0 para todo l.

Proposição 5.2. lim
l→0

c0(Ll) =∞.

Demonstração. Suponhamos que não, ie, existe C > 0 e uma sequência ln → 0, tal que

c0(Lln) ≤ C para todo n. Então, existe uma subsequência lnj tal que c0(Llnj ) → C com

C ∈ R. Assim,

lim
lnj→0

lnj

(
1

2
+ c0(Llnj )

)
= lim

lnj→0
lnj · lim

lnj→0

(
1

2
+ c0(Llnj )

)
= 0 ·

(
1 + 2C

2

)
= 0,
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o que é absurdo, pois lim
l→0

l

(
1

2
+ c0(Ll)

)
≥ lim

l→0
m = m > 0 para todo l, em particular para

lnj .

Agora, mostraremos que para todo l, o ńıvel de energia k′ para k′ ≥ 1/2 é Anosov.

Combinando esse fato com a Proposição 5.2 obtemos, para l suficientemente pequeno, a

superf́ıcie Sl e a função F com as propriedades desejadas.

Para cada θ = (x, v) com ńıvel de energia k′, procuramos os subespaços estável e

instável Es(θ) e Eu(θ), respectivamente. Seja J = J(t) o campo de Jacobi associado à

trajetória do fluxo magnético Γ : R → Sl com condições iniciais em θ e ńıvel de energia

k′ > 0. Uma vez que {Γ̇(t), iΓ̇(t)} é base ortonormal de TΓSl e escrevendo J = xΓ̇ + yiΓ̇

temos, pelo Teorema 1.1, que x e y satisfazem às seguintes equações:

ẋ− Fy = 0 (5.3)

ÿ +
(

2k′Kl(Γ) + F 2(Γ)− gΓ(∇F (Γ), iΓ̇)
)
y = 0. (5.4)

Para não carregar a notação, denotaremos por Kmag = (2k′Kl(Γ) + F 2(Γ)− gΓ(∇F (Γ), iΓ̇).

Dessa forma, a equação (5.4) torna-se

ÿ +Kmagy = 0. (5.5)

Proposição 5.3. Para todo θ = (x, v) com ńıvel de energia k′ ≥ 1/2, a função Kmag é

estritamente negativa.

Demonstração. Fora dos discos D+ e D−, nossa função F se anula e temos

Kmag = 2k′Kl(Γ) < 0,

pois a superf́ıcie Sl tem curvatura Gaussiana negativa.

Dentro dos discos, a métrica não muda com a variação de l e tem curvatura Kl(Γ)

constante igual a −1. Assim,

Kmag = −2k′ + F 2(Γ)− gΓ(∇F (Γ), iΓ̇) < 0

para todo k′ ≥ 1/2 pela hipótese (5.2) da função f . Portanto, Kmag < 0 para todo θ = (x, v)

com ńıvel de energia k′ ≥ 1/2 como gostaŕıamos.
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Uma vez que Kmag < 0, seguimos um racioćınio análogo ao caso geodésico para cons-

truir fibrados estáveis e instáveis que procuramos. Assim sendo, mostraremos que y se anula

no máximo uma vez. Isto é, existe no máximo um t0 ∈ R tal que y(t0) = 0. Observemos que

isso não impede que y não tenha nenhum zero. Para tanto, precisamos do seguinte teorema

cuja demonstração é simples e pode ser encontrada em [23].

Teorema 5.1 (Comparação de Sturm). Sejam u e v soluções reais e não triviais de

(p(t)u′)′ + q1(t)u = 0

(p(t)v′)′ + q2(t)v = 0

em que p, p′, q1 e q2 são cont́ınuas, p(t) > 0 e q1(t) ≤ q2(t) para todo t. Se t1 ≤ t2 e

u(t1) = u(t2) = 0, então v se anula pelo menos uma vez (t1, t2), a menos que, nesse intervalo,

tenhamos q1 ≡ q2 e v ≡ ku, k ∈ R.

Proposição 5.4. A solução y(t) da equação diferencial

ÿ +Kmagy = 0

tem, no máximo, um zero.

Demonstração. Suponhamos y definida no intervalo [a, b]. Compararemos a equação (5.5)

com (p(t)v′)′+ 0v′ = 0 cuja solução é v(t) =
∫ t
a

1
p(x)

dx. Pela proposição 5.3, temos Kmag < 0

para todo t em [a,b]. Além disso, v se anula apenas em t = a. Então pelo teorema de

comparação de Sturm, y não pode ter dois zeros em [a, b]. De fato, se considerarmos que y

tenha dois zeros t1, t2 ∈ [a, b], teremos que v se anula, pelo menos, uma vez em (t1, t2) ⊂ [a, b],

contradizendo o fato de t = a ser o único zero de v.

Agora, encontraremos soluções particulares ys, yu e constantes C, λ > 0, tal que

|ys(t)| ≤ Ce−λt, para todo t ≥ 0

|yu(t)| ≤ Ceλt, para todo t < 0.

A proposição 5.4 nos diz que y tem, no máximo, um zero. Seja y(t) uma solução

particular com condições iniciais y(T ) = 0 e y′(T ) = w 6= 0. Dessa maneira, temos y(t) 6= 0

para todo t ∈ (−∞, T )
⋃

(T,+∞) e, sem perda de generalidade e pela linearidade de y,
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podemos supor y(0) = 1. Observamos que para T > 0, o fato de y(t) ser cont́ınua mais

a condição y(0) = 1 nos diz que y′(T ) < 0 e y(t) > 0 para t ∈ (−∞, T ) e y(t) < 0 para

t ∈ (T,+∞), já que t = T é o único zero de y(t). Da mesma maneira, se T < 0, a condição

y(0) = 1 nos diz que y′(T ) > 0 e y(t) < 0 para t ∈ (−∞, T ) e y(t) > 0 para t ∈ (T,+∞).

Figura 5.2: Suposto gráfico de y(t)

Definimos agora,

uT (t) =
y′(t)

y(t)
.

Notemos que uT não está definido para t = T , já que y(T ) = 0. Além disso, da definição de

uT temos que

y′′(t) = u′T (t)y(t) + uT (t)y(t). (5.6)

Substituindo (5.5) em (5.6) e usando a definição de uT , obtemos

−Kmag(t)y(t) = u′T (t)y(t) + uT (t) (uT (t)y(t)) = u′(t)y(t) + u2
Ty(t),

ou seja,

y(t)
(
u′T + u2

T +Kmag

)
= 0.

Como y(t) 6= 0 para todo t ∈ (−∞, T )
⋃

(T,+∞), conclúımos que uT satisfaz a equação

u′T + u2
T +Kmag = 0, (5.7)

que também é conhecida como equação de Ricatti. Como a solução de uma equação dife-

rencial é definida em um intervalo, temos

uT (t) =

{
u−T = y′(t)

y(t)
se t ∈ (−∞, T ),

u+
T = y′(t)

y(t)
se t ∈ (T,+∞).
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Observamos que u−T e u+
T estão determinadas pelas condições de y(t) fixadas. Dessa

maneira, tanto para T > 0 quanto para T < 0, temos

lim
t→T−

u−T (t) = lim
t→T−

y′(t)

y(t)
= −∞ (5.8)

lim
t→T+

u+
T (t) = lim

t→T+

y′(t)

y(t)
= +∞ (5.9)

No caso em que Kmag = k, com k ∈ R, encontramos dois tipos de soluções da equação

de Ricatti. O primeiro são as soluções U s = −
√
−k e Uu =

√
−k, que estão definidas para

todo t ∈ R. O segundo são funções uT com singularidades e definidas para t 6= T . Além

disso, as funções u−T estão abaixo de U s e u+
T estão acima de Uu, já que ambas, U s e Uu, são

soluções da mesma equação diferencial. Temos também que

lim
T→+∞

u−T = U s(t)

lim
T→−∞

u+
T = Uu(t).

Baseando-se nesse fato, encontraremos soluções da equação de Ricatti análogas às anteriores,

porém consideraremos o caso em que Kmag não é constante.

Uma vez que u′T = −u2
T −Kmag, para cada t temos o seguinte gráfico para u′T :

Figura 5.3: Gráfico de u′(t) para cada t.

Uma vez que a superf́ıcie Sl é compacta e Kmag < 0, existem α, β ∈ R, tal que

β ≤ Kmag ≤ α < 0.

Assim, pelo gráfico de u′T (Figura 5.3) juntamente com o fato de
√
|α| ≤

√
|Kmag| ≤

√
|β|,

temos na Figura 5.4 o campo de vetores de uT .
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Figura 5.4: Suposto campo de vetores de uT

Observamos que entre as faixas (
√
|β|,

√
|α|) e (−

√
|α|,−

√
|β|) também temos um

campo de vetores nulo, uma vez que as funções ±
√
|Kmag| estão nessas faixas. Entre a faixa

(−
√
|α|,

√
|α|) o campo é estritamente positivo, e para valores de uT maiores que

√
|β| e

menores que −
√
|β| o campo é estritamente negativo.

Lema 5.1. As funções u−T e u+
T são estritamente negativa e estritamente positiva respecti-

vamente.

Demonstração. Primeiro, mostraremos que u−T (t) < −
√
|α| < 0 para todo t ∈ (−∞, T ).

Suponhamos que exista t0 ∈ (−∞, T ), tal que 0 < u−T (t0) < −
√
|α| + ε, com ε > 0 sufi-

cientemente pequeno. Como u−T é cont́ınua e u−T → −∞ quando t → T−, existe t1 , com

t0 < t1 < T , tal que u−T (t1) = −
√
|α|−ε. Dessa maneira, uma vez que u−T (t0) > u−T (t1), existe

t2 ∈ (t0, t1) tal que (u−t )′(t2) < 0. E mais, existe uma vizinhança V 3 t2, tal que (u−T )′(t) < 0

para todo t ∈ V . Como ε é qualquer, fazendo ε → 0 temos t2 tal que u−T (t2) = −
√
|α| e

em V obtemos (u−T )′(t) < 0 para todo t, contradizendo o fato de que o campo de vetores na

faixa (−
√
|α|, 0) ser estritamente positivo. Portanto, u−T (t) < −

√
|α| para todo t.

Para mostrar que u+
T (t) >

√
|α| > 0 para todo t ∈ (T,+∞), seguiremos analogamente

ao caso anterior. Suponhamos que exista t0 ∈ (T,+∞) tal que 0 < u+
T (t0) <

√
|α| − ε, com
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Figura 5.5: Contradição sobre u−T (t)

ε > 0 suficientemente pequeno. Dessa maneira, existem T < t1 < t0, t2 ∈ (t1, t0) e uma

vizinhança V 3 t2, tal que (u+
T )′(t) < 0 para todo t ∈ V , contradizendo o fato de que o

campo de vetores na faixa (0,
√
|α|) ser estritamente positivo. Portanto, u+

T (t) >
√
|α| para

todo t.

Com o lema anterior mais as condições (5.8) e (5.9), conclúımos que os gráficos de u−T

e u+
T são do tipo hipérboles, como um esboço na Figura 5.6.

Figura 5.6: Supostos gráficos de u−T (t) e u+
T (t)
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O lema seguinte mostra uma limitação para as funções u−T e u+
T .

Lema 5.2. Existe κT > 0, tal que |uT (t)| ≤ κT para |t− T | ≥ 1.

Demonstração. Pelo Lema anterior u−T (t) < −
√
|α| e u+

T (t) >
√
|α|. Agora, observamos que

por (5.8) e (5.9), dado ε > 0, temos u−T (T −ε) = m1 suficientemente grande e u+
T (T +ε) = m2

suficientemente pequeno. Sem perda de generalidade, tomamos ε = 1. Como o campo de

vetores para valores de u−T e u+
T maiores que

√
|β| é negativo, temos que m1 e m2 são o

mı́nimo e o máximo de u−T (t) e u+
T (t), respectivamente, para |t− T | ≥ 1. Dessa maneira,

m1 ≤ u−T (t) ≤ −
√
|α|

e √
|α| ≤ u+

T (t) ≤ m2.

Seja κT = max{|m1|,m2}. Assim, |u−T (t)| ≤ κT e |u−T (t)| ≤ κT como gostaŕıamos.

Para cada T ∈ R, temos uma uT associada à solução particular y(t) fixada desde o

ińıcio. O objetivo agora é mostrar que existem funções Uu positiva e U s negativa, definidas

para todo t ∈ R e satisfazendo:

lim
T→+∞

u−T = U s(t)

lim
T→−∞

u+
T = Uu(t).

Além disso, esse limite é uniforme em subconjuntos compactos de R. Portanto, teremos

que tais limites também são soluções da equação de Riccati associada à y(t) com Uu e U s

limitadas.

Intuitivamente esse limite faz sentido, uma vez que quando T → −∞ a solução par-

ticular u−T “desaparece” ficando somente uma u+
T definida para todo t que chamaremos de

Uu. Também quando T → +∞ a solução particular u+
T “desaparece” ficando somente a

u−T definida para todo t que chamaremos de U s. Assim, observamos pelo mesmo motivo

anterior, que tanto Uu quanto U s são positiva e negativa, respectivamente, e limitadas.

Consideremos os conjuntos

U1 = {u−T ; u−T : (−∞, T )→ R é solução da equação de Riccati associada à y}

U2 = {u+
T ; u+

T : (T,+∞)→ R é solução da equação de Riccati associada à y}
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e seja K ⊂ R compacto da forma [a, b]. Sem perda de generalidade, tomamos as sequências

u−T ∈ U1 e u+
T ∈ U2 com T ∈ N. Além disso, observamos que se K ⊂ (−∞, T ), então

K ⊂ (−∞, T + 1) ⊂ (−∞, T + 2) · · · e, dessa maneira, vemos a sequência u−T sempre em K
quando T → +∞. Analogamente, olhamos para a sequência u+

T em K, quando T → −∞,

já que, se K ⊂ (T,+∞), então K ⊂ (T − 1,∞) ⊂ (t− 2,∞) · · · .

Definição 5.1. Seja X um subconjunto de R. Dizemos que uma sequência de funções

fn : X → R é equicont́ınua quando, para todo x0 ∈ X e dado ε > 0 existir um δ > 0, tal

que se |x− x0| < δ, então |fn(x)− fn(x0)| < ε para toda fn.

Um fato importante dessa definição é que o número δ escolhido a partir de ε é o mesmo

para todas as funções fn.

Lema 5.3. As sequências u−T e u+
T são equicont́ınuas em K.

Demonstração. Como a demonstração para as sequências u−T e u+
T são idênticas, considera-

remos uT e omitiremos os sinais + e −.

Uma vez que K é compacto e uT é cont́ınua, temos que uT para cada T é uniformemente

cont́ınua em K. Assim, dado ε > 0 existe δT , tal que para todo x, y ∈ K com |x − y| < δT ,

então |uT (x)− uT (y)| < ε.

Escrevendo K =
⋃
x∈K

IT,x, em que IT,x = (x − δT , x + δT ), tiramos uma subcober-

tura finita, já que K é compacto. Desse modo, K ⊂ (IT1,x1 ∪ · · · ∪ ITn,xn) e tomemos

δ = min{δT1 , · · · , δTn}. Se |x− y| < δ, então x ∈ ITj ,xj para algum j. Assim,

|x− xj| < δTj ,xj .

Usando a desigualdade triangular temos

|y − xj| ≤ |y − x|+ |x− xj| < 2δTj ,xj .

Desse modo, essas duas desigualdades nos dão para todo T

|uT (x)− uT (xj)| <
ε

2
e |uT (y)− uT (xj)| <

ε

2
.

Portanto,

|uT (x)− uT (y)| ≤ |uT (x)− uT (xj)|+ |uT (xj)− uT (y)| < ε

2
+
ε

2
= ε.
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Dessa maneira, encontramos um δ que depende apenas de ε e, portanto, a sequência uT é

equicont́ınua como gostaŕıamos.

Definição 5.2. Seja X um subconjunto de R. Dizemos que uma sequência de funções

fn : X → R é uniformemente limitada se existe um número c > 0, tal que |fn(x)| ≤ c para

toda fn e para todo x ∈ X.

Lema 5.4. As sequências u−T e u+
T são uniformemente limitadas em K.

Demonstração. Pelo Lema 5.2, u−T e u+
T são limitadas. Mostraremos, inicialmente, para u−T .

Tomemos n0 o primeiro inteiro maior que b. Dessa maneira, κn0 é tal que |u−T (t)| ≤ κn0 para

todo T > n0. Para vermos isso, observemos que u−T (b) está bem definida, já que T > b.

Além disso, u−T+1(t) > u−T (t) para todos T > n0 e t ∈ (−∞, T + 1). De fato, suponhamos

que exista t0 ∈ (−∞, T + 1), tal que u−T+1(t0) > u−T (t) numa vizinhança de t0. Uma vez que

u−T → −∞ para t → T e u−T+1 → −∞ para t → T + 1 > T haverá t1 ∈ (−∞, T ), tal que

u−T (t1) = u−T+1(t1), contradizendo a unicidade de soluções de uma equação diferencial.

Para u+
T , basta tomar n0 o primeiro inteiro menor que a e, análogo ao caso anterior,

temos u+
T−1(t) < u−T (t) para todo T < n0 e t ∈ K.

O teorema abaixo, cuja demonstração pode ser encontrada em [6], garantirá a con-

vergência uniforme das funções u+
T e u−T em K.

Teorema 5.2 (Arzelá-Ascoli). Seja K ⊂ R compacto. Toda sequência equicont́ınua e

uniformemente limitada de funções fn : K → R possui uma subsequência uniformemente

convergente.

Uma vez que as sequências u−T e u+
T são equicont́ınuas e uniformemente limitadas em

K, pelo teorema de Arzelá-Ascoli, possuem uma subsequência uniformemente convergente.

Exaurindo R por compactos, isto é, R =
⋃
n∈N

[−n, n], temos que existem funções Uu e U s, tal

que

lim
T→+∞

u−T = U s(t)

lim
T→−∞

u+
T = Uu(t)

e esse limite é uniforme. Portanto, as funções limites são soluções da equação de Ricatti e

mais, U s e Uu são limitadas, negativa e positiva, respectivamente, já que u−T e u+
T também o

são.
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Além disso, como Uu e U s são limitadas, existe λ > 0 tal que |Uu(t)| ≤ λ e |U s(t)| ≤ λ

para todo t. Retornando à equação (5.7), integrando de ambos os lados e tomando o módulo,

obtemos

|ys(t)| ≤ Ce−λt, para todo t ≥ 0

|yu(t)| ≤ Ceλt, para todo t ≤ 0

Retornando à equação (5.3), encontramos soluções particulares xs e xu associadas a

cada par de solução acima. Para isso, tomamos como condições iniciais de xs e xu como

xs(0) = −
∫ ∞

0

F (Γ(t))ys(t)dt

xu(0) =

∫ ∞
0

F (Γ(−t))yu(−t)dt,

uma vez que F é uniformemente limitada. Assim, temos

xs(t) = −
∫ ∞
t

F (Γ(τ))ys(τ)dτ

xu(t) =

∫ t

−∞
F (Γ(τ))yu(τ)dτ.

Além disso, tomando ρ = max(F (Γ(t)) já que M é compacta, vemos que

|xs(t)| ≤
∫ ∞
t

|F (Γ(τ))||ys(τ)|dτ ≤ ρC

∫ ∞
t

e−λτdτ =
ρC

λ
e−λt −→ 0 quando t→ +∞

|xu(t)| ≤
∫ t

−∞
|F (Γ(τ))||yu(τ)|dτ ≤ ρC

∫ t

−∞
e−λτdτ =

ρC

λ
eλt −→ 0 quando t→ −∞.

Sejam Js e Ju os únicos campos de Jacobi determinados pelas condições iniciais

Js(0) = xs(0)Γ̇(0) + ys(0)i · Γ̇

Ju(0) = xu(0)Γ̇(0) + yu(0)i · Γ̇(0).

Dessa mandeira, encontramos

Es(θ) =

〈
Js(0),

D

dt
Js(0)

〉
R

Eu(θ) =

〈
Ju(0),

D

dt
Ju(0)

〉
R
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que são claramente os espaços estável e instável.

Portanto, pelos argumentos anteriores juntamente com a proposição 5.3, o fluxo de

Euler-Lagrange é Anosov em todo ńıvel de energia k′ ≥ 1/2. Além disso, pela proposição

5.2 unida ao teorema 4.2 temos o salto entre cu(L) e c0(L) tão grande quanto se queira. Ou

seja, fazendo l → 0 encontramos uma superf́ıcie Sl e mostramos que, para o Lagrangiano

magnético Ll temos E−1(k′) Anosov para todo k′ ≥ 1/2 e tal que

cu(Ll) < 1/2 < c0(Ll) = ca(Ll).

Dessa maneira, respondemos negativamente às perguntas 1 e 2.
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS
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