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Resumo

Estudos para compreender melhor epidemias sao atualmente feitos em trés
areas distintas: a matematica com modelos de equacoes diferenciais, a fisica
com seus modelos de propagacao em redes e a estatistica na deteccao de clus-
ters. Apesar do objetivo comum, estas areas tem pouca ou nenhuma inter-
sec¢ao, o que torna o conhecimento no assunto um pouco fragmentado. Nos-
sos estudos sao no sentido de buscar ferramentas na interseccao das areas.
Simulagoes computacionais de epidemias em cenarios hipotéticos sao ferramen-
tas valiosas para entender e predizer o comportamento de epidemias. Desta
forma, pesquisadores tem estudado modelos matematicos capazes de descre-
ver a dinamica de epidemias em diversos cenarios. Doencas de transmissao
direta pessoa a pessoa (tais como gripe, HIV, variola, etc.) dependem de
como os individuos iteragem entre si. Além disso, doencas infecciosas se com-
portam de formas diferentes em populagoes com estruturas sociais diferentes.
Modelos matematicos de equacoes diferenciais nao levam em consideracao es-
tes aspectos e, por isso, propomos um novo modelo baseado em individuos
(MBI), de forma a considerar diferentes organizagoes da sociedade como redes
complexas, cujos estudos indicaram dificuldades no ajuste dos parametros do
modelo SIR para redes. Propomos, entao, um modelo de equacoes diferenci-
ais, o uSIR, capaz descrever o modelo SIR em uma rede qualquer. O uSIR
necessita de toda a informacao da rede, o que pode inviabilizar seu uso do
ponto de vista pratico. Devido a isso, desenvolvemos o modelo HMF-MC, um
modelo multi-comunidades cujas informacoes necessarias sao as frequéncias de
conectividades em cada comunidade e o ntimero de arestas entre elas. Detectar
rapidamente conglomerados espaciais, ou espago-temporais, de casos ou sinto-
mas de epidemias ¢ de grande utilidade para que os érgaos publicos de satde
possam agir rapidamente e controlar surtos epidémicos. Apresentamos, entao,
as estatisticas: espacial scan de Kulldorf e espacial para fluxo de individuos
(Workflow Scan Statistic). Ambas as estatisticas nao sao ideais para serem
usadas em epidemias modeladas por equagoes diferenciais. Propomos, entao,
a estatistica WEB, baseada no valor esperado do ntimero de casos e que nos-
sos experimentos mostraram bons resultados para utilizagao em conjunto com
modelos de equacoes diferenciais. A estatistica espacial scan de Kulldorf, ape-
sar de bem consolidada, ainda é passivel de melhorias e, por isso, propomos
uma nova técnica de inferéncia, a Data-Driven. Com este conjunto de modelos
e estatisticas propostos, esperamos ajudar na desfragmentacao do estudo de
epidemiologia.

Palavras-chave: Epidemiologia, simulacao de epidemias, modelo SIR, mo-
delo baseado em individuos, MBI, redes complexas, vigilancia, deteccao de
conglomerados, deteccao de clusters, estatistica scan, workflow.
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Abstract

Theoretical studies to better understand mathematical epidemics are cur-
rently made in at least three distinct areas: the mathematical models of dif-
ferential equations, the physics of their propagation models on networks and
the statistics of disease cluster detection. Despite the common goal, those
areas have little or no intersection. Our studies are directed at seeking to-
ols within the intersection of those areas. Computer simulations of epidemics
on hypothetical scenarios are valuable tools for understanding and predicting
the behavior of epidemics. Thus, we have studied mathematical models that
are able to describe the dynamics of epidemics in various scenarios. Direct
transmission diseases from person to person (such as influenza, HIV, small-
pox, etc.) depends on how individuals interact with each other. Moreover,
infectious diseases behave differently in populations with different social struc-
tures. Mathematical models of differential equations usually do not take into
account these aspects and, therefore, we propose a new individual based model
(MBI), in order to consider different organizations within the community as
complex networks. Studies of this kind of interactions have indicated difficul-
ties when adjusting the parameters of the SIR to networks. We propose then
a differential equation model, the uSIR, able to describe the usual SIR model
in any network. However, the pSIR models needs complete information from
the network, which could result in an impractical tool. Because of this, we
developed the HMF-MC model, a multi-communities model whose required
information consists of the frequencies of connectivity within each community
and the number of edges between them. Methods for the early detection of ge-
ographic disease clusters of cases or symptoms are important tools in disease
surveillance, endowing to the public health agencies the ability to intervene
quickly in order to control outbreaks. We discuss two statistics: Kulldorff’s
spatial scan and the Workflow scan statistic. Both statistics are not ideally
fitted for use in epidemics models employing differential equations. We thus
propose the WEB statistic, based on the expected number of cases; our expe-
riments showed good results for use in conjunction with models of differential
equations. Kulldorft’s spatial scan statistic, although well established, still
requires improvement, and therefore, we propose a new technique, the data-
driven inference. With this set of proposed tools, statistics and models in
epidemiology, we hope to contribute to unify some of the current practices of
the area.

Keywords: Epidemiology, mathematical models, simulation of epidemics,
SIR model, individual based model, IBM, agent based model, complex networks,
surveillance, cluster detection, workflow scan statistic.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Relevancia

Doencas infecciosas sao motivo de panico desde a antiguidade, dizimando
populacoes e causando grandes prejuizos economicos. Podemos encontrar re-
feréncias as epidemias e ao grande impacto social por elas causado desde a
antiguidade até os dias atuais. Aproximadamente um terco da populacao de
Atenas morreu em funcao da epidemia conhecida como a Praga de Atenas,
bem descrita por uma das vitimas, Thucydides, no periodo de 430 a 427 a.C..
Cicatrizes de lesoes, possivelmente provenientes de variola, foram encontradas
em mumias do perfiodo 1570 a 1085 a.C. e também na mumia de Ramsés V,
que morreu em 1157 a.C. [73]. A peste negra levou a morte de um quarto da
populacao da Europa durante os anos de 1347 a 1350. A epidemia mundial da
gripe causou cerca de 20 milhoes de 6bitos [22]. A mortalidade causada pelas
grandes epidemias é muito maior que a causada por todas as guerras juntas
[4].

Além do grande prejuizo em vidas humanas, as doencas infecciosas também
atacam animais de valor economico, podendo causar desde a reducao de sua
produtividade até sua mortalidade. As epidemias, em seus nomes populares, da
vaca louca e da gripe avidria sao exemplos de epidemias que geraram grandes
prejuizos econdmicos [22].

Epidemias também podem ser induzidas pelo proprio ser humano por meio
da liberacao ou disseminacao intencional de agentes biologicos. Na antigui-
dade e na idade média a guerra bioldgica era praticada utilizando substancias
toxicas provenientes de organismos vivos. Os exércitos usavam corpos em
decomposigao para contaminar o abastecimento de dgua de uma cidade, ou
jogavam dentro das muralhas inimigas cadéveres em decomposicao de vitimas
de doengas como variola ou peste bubonica. Durante a Guerra Fria, os Estados
Unidos e a ex-Uniao Soviética desenvolveram pesquisas voltadas para a guerra
bacteriolégica. No século XXI, o terrorismo encontrou uma nova modalidade
para gerar panico: o bioterrorismo.

Como se nao bastasse o ataque feito pelas epidemias aos seres humanos
e animais, com o aumento na utilizacao dos computadores no final do século
XX, surgiu um novo problema: o virus de computador'. E com o crescente uso

!Programa de computador malicioso desenvolvido por programadores que, assim como
virus biolégico, infecta o computador, prolifera para outros e pode levar desde o aparecimento
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dos computadores pessoais e da rede mundial de computadores, a internet, a
proliferacao desses virus ganhou grande velocidade e com isso surgiu um novo
problema: os cavalos de Tréia®. Juntas, essas duas novas ameacas geram
inseguranca e prejuizos que vao desde o usuario doméstico a grandes empresas
multinacionais [85].

Os problemas acima citados mostram a relevancia do estudo do comporta-
mento das doencgas infecciosas e sao objetos de estudo da chamada Epidems-
ologia, a qual é responsavel por desenvolver métodos de deteccao, prevencao,

controle e erradicacao de doencas.

1.2 Motivacao

Em 1760, Bernoulli [13] estudou o comportamento matemético da variola,
e com ele surgiu uma nova area da epidemiologia: a Epidemiologia matemdtica
[105]. Atualmente o interesse em modelar doencas infecciosas tem crescido
muito e parece ter uma infinidade de problemas a serem entendidos e resolvidos.

Entender o comportamento dinamico de uma epidemia é o primeiro passo
para controla-la. Modelos matematicos e simulagoes computacionais de epi-
demias em cenarios hipotéticos sao ferramentas valiosas para entender seu com-
portamento. Modelos e simulacoes podem antecipar possiveis surtos epidémicos
e ajudar a desenvolver intervencoes que controlem, ou previnam, a epidemia.

Conhecer o comportamento da dinamica epidemioldgica em diferentes orga-
nizacoes de sociedades é um fator importante a ser considerado na modelagem
de epidemias e é um desafio que tem despertado o interesse de alguns estudi-
osos [81, 92, 67, 79]. Organizagoes diferentes da sociedade podem determinar,
por exemplo, campanhas de vacinagao diferentes [84, 96].

Além disso, detectar o surgimento de uma nova infeccao, ou mesmo definir
um comportamento epidemiolégico diferenciado de certas regioes em relagao
a outras, ¢ muito importante e define uma &area de epidemiologia chamada
wvigilancia epidemioldgica. Estudos dessa natureza podem definir quais regioes
devem ter intervencoes na area de satide. Quanto antes for detectado o surgi-
mento de uma epidemia, mais rapido pode-se tentar controlé-la, aumentando
a probabilidade de sucesso dessa acao.

Classificar alteracoes de caracteristicas em certo nimero de individuos como
epidemia, significa dizer se o numero de individuos alterados é ou nao signi-
ficativo do ponto de vista estatistico. FEssa decisao de significancia deve ser
feita quando se detecta espaciais. Estudos de deteccao de clusters espaciais
sao procedimentos importantes na érea de satde piblica [56, 26].

O diagnoéstico preciso sobre a caracteristica aleatoria ou nao de um de-
terminado evento espacial como, por exemplo, uma doenca contagiosa, e a
delimitacao da regiao geografica de ocorréncia possibilitam aos érgaos compe-
tentes a elaboracao de politicas eficientes de controle e combate.

Uma vez conhecidas as duas ferramentas acima (modelagem de epidemias

de simples mensagens até danos fisicos nas maquinas.

2Assim como o virus de computador, sio programas maliciosos, desenvolvidos com a
finalidade de dar acesso, a usuarios nao autorizados, ao sistema do computador infectado,
ou de roubar informagoes contidas no mesmo.
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e detecgao de clusters), por um lado temos a capacidade preditiva dos modelos
matematicos e, por outro, uma metodologia estatica da estatistica de deteccao
de clusters. Desta forma, o uso das duas técnicas pode ser a solugao para que
um cluster nao detectado com dados atuais possa ser previsto num determinado
tempo futuro. Estas ferramentas acima nao sao capazes de fazer tal previsao
em separado. Tal previsao é de suma importancia para que as Secretarias de
Saude tomem as precaucoes necessarias.

1.3 Objetivos

Muitas contribuigoes surgiram em epidemiologia matematica nos ultimos
anos, mas ainda existem diversos problemas a serem entendidos e resolvidos.
Atualmente temos trés grandes frentes de pesquisas que tentam entender o
comportamento de epidemias:

e Modelagem por equacoes diferenciais: geralmente é feita ou por pesqui-
sadores da drea de matematica que desconsideram o uso de redes no
processo de contato, ou por pesquisadores da area de fisica que utilizam-
se de um numero reduzido de informagoes da rede na criagdo de uma
aproximagcao para o processo de difusao;

e Processo de difusao em redes: feita por pesquisadores da area de fisica,
que geralmente utilizam-se de simulacoes, aproximagoes e modelos sim-
plificados, nao havendo uma equagao diferencial universal (independente
do tipo de rede) para o processo;

e Deteccao de clusters: feita por pesquisadores da area de estatistica, consi-
derando modelos de comportamento simplificado para as epidemias, nos
quais as doengas seguem alguma distribuicao de probabilidade conhecida,
ignorando quaisquer modelos de equacoes diferenciais ou de propagacao
em redes sociais.

Desta forma nota-se que, apesar do objetivo comum em se entender o com-
portamento de epidemias, estas areas possuem nenhuma, ou muito pouca,
interseccao. O desafio que propomos neste trabalho é o de unir diferentes
técnicas no intuito de tentar iniciar uma desfragentacao do conhecimento epi-
demioldgico. Explicamos abaixo mais especificamente o que foi feito.

A modelagem de sistemas epidemioldgicos é comumente feita pela classi-
ficagdo dos individuos em compartimentos distintos. Um dos modelos mais
utilizados é o modelo de equacgoes diferenciais nao-lineares desenvolvido em
[55], 0 qual relaciona os individuos classificados em trés compartimentos: sus-
cetiveis, infectados e recuperados. Este modelo é chamado modelo SIR, e sera
descrito com mais detalhes na Secao 4.2. Baseado nas premissas deste mo-
delo, um modelo estocastico baseado em individuos é desenvolvido em [74],
denominado MBI, e sera descrito na Secao 4.3. Desta forma:

e propomos um MBI para redes complexas (Segao 5.1) e, por meio dele,
mostramos dificuldades na adequacao do modelo SIR as redes sociais por
meio do ajuste de parametros (Segao 5.2).
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Diante das dificuldades encontradas nos ajustes dos parametros do mo-
delo SIR, notamos a necessidade de modelos mais complexos. Desta forma,
apresentamos modelos ja utilizados em outros trabalhos e:

e propomos o modelo uSIR (Secao 5.5) de forma que, independente do tipo
de rede utilizada, seja um modelo de equacoes diferenciais que modele o
comportamento de epidemias em redes de forma equivalente ao modelo
SIR, sem nenhuma perda de informacao da rede utilizada.

Apesar dos bons resultados do pSIR, pode ser impraticavel o conhecimento
total da rede para grandes populagoes no mundo real. Uma vez que a estrutura
de comunidades esta presente em diversos tipos de sociedades, tomando como

base o uSIR:

e propomos o modelo de equagoes diferenciais HMF-MC (Secao 5.7), capaz
de, uma vez dividida a sociedade em comunidades, descrever o compor-
tamento epidemioldgico levendo-se em conta a distibuicao dos niimeros
de conexoes dentro de cada comunidade e o nimero de conexoes entre
cada par de comunidades.

Por meio destes modelos esperamos ter dado um primeiro passo para con-
tribuir na uniao entre os estudos epidemiologicos em redes e as equagoes dife-
renciais. Do ponto de vista de deteccao de clusters, apresentamos as técnicas
mais utilizadas atualmente e:

e propomos a estatistica WEB (Segao 6.5), que nossos estudos mostraram
ser uma boa ferramenta na deteccao de clusters em epidemias geradas
por meio de equagoes diferenciais que modelem epidemias com contatos
entre individuos de diversas cidades.

No intuito de tentar melhorar técnicas de deteccao de clusters ja existentes:

e propomos uma nova inferéncia, a data-driven (Capitulo 7), como uma
inferéencia de p-valor mais precisa para a estatistica de deteccao mais
consolidada, a estatisitca scan de Kulldorf (e suas variagoes).

Desta forma, esperamos contribuir como uma primeira uniao entre as técnicas
de modelagem por equacoes diferenciais e deteccao de clusters. Na proxima
secao apresentamos a estrutura do texto.

1.4 Estrutura do texto

Este trabalho esta organizado em capitulos, e os resultados para os modelos
e estatisticas propostos encontram-se ao longo destes capitulos.

No Capitulo 2 apresentamos uma pequena introducao a epidemiologia,
nocoes bésicas e vigilancia.

No Capitulo 3 apresentamos uma introducao as redes sociais, principais
caracteristicas e algumas das construgoes mais utilizadas em epidemiologia.
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Apresentamos também as redes com estrutura de comunidades, bem como o
método de deteccao espectral para tal estrutura.

No Capitulo 4 apresentamos o modelo de equagoes diferenciais SIR e um
modelo baseado em individuos (MBI), modelo estocéstico equivalente ao SIR.
Estes modelos servirao de base para o desenvolvimento dos modelos propos-
tos. Apresentamos também um modelo de equagcoes diferenciais para multiplas
cidades interconectadas bem como um modelo de equacgoes diferenciais es-
tocasticas, o qual sera usado para testar a eficiéncia da estatistica WEB que
propomos no Capitulo 6.

No Capitulo 5 apresentamos os modelos mais utilizados atualmente para
modelar epidemias baseados no modelo SIR para uma sociedade organizada em
rede. Primeiramente propomos um MBI para redes na Secao 5.1 e o utilizamos
em experimentos para mostrar dificuldades na adequacao dos parametros do
modelo SIR em redes na Secao 5.2. Apresentamos, entao, os modelos HMF
e baseados em cadeias de Markov e em seguida, na Secao 5.5, propomos o
modelo uSIR como um modelo analitico de equagoes diferenciais equivalente ao
modelo SIR em redes. Os resultados e comparacoes com os demais modelos sao
apresentados na Se¢ao 5.6. Por fim, com a intencao de modelar especificamente
epidemias em redes com estrutura de comunidades e encontrar um modelo que
possa ser usado futuramente em casos reais, na Secao 5.7 propomos um modelo
similar ao HMF para multiplas comunidades, o HMF-MC. Os resultados dos
experimentos para este modelo sao apresentados na Secao 5.8.

No Capitulo 6 apresentamos os métodos estatisticos para deteccao de clus-
ters mais utilizados em vigilancia epidemiolégica. Apresentamos a estatistica
espacial scan de Kulldorf na Secao 6.2, bem como a estatistica espacial para
fluxo de individuos conhecida como workflow na Secao 6.3. Apresentamos,
ainda, a estatistica espacial baseada no valor esperado na Secao 6.4 e, por fim,
propomos a estatistica WEB na Secao 6.5, cujos resultados sao apresentados
na Secao 6.6.

No Capitulo 7 mostramos, através de experimentos, uma possivel impre-
cisao da inferéncia do p-valor calculado empiricamente no algoritmo do scan
circular da estatistica espacial de Kulldorf. Propomos, entao, uma nova in-
feréncia, a data-driven.

No Capitulo 8 fazemos as consideracgoes finais e apresentamos os tabalhos
futuros.

A Figura 1.1 ilustra o fluxograma dos assuntos abordados, bem como os
modelos e metodologias propostos.
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Figura 1.1: Fluxograma de assuntos abordados. Na tltima linha indicamos os
modelos e metodologias propostos.



Capitulo 2

Epidemiologia Matematica

2.1 Introducao

A palavra epidemiologia é derivada do grego (epi = sobre; demos = po-
pulagao, povo; logos = estudo). Desta forma, epidemiologia etimologicamente
significa estudo do que ocorre em uma populagao.

Em [3], a epidemiologia ¢ definida como:

ciencia que estuda o processo saude-enfermidade na sociedade,
analisando a distribuicao populacional e os fatores determinantes
dos riscos de doencas, agravos e eventos associados a saude, pro-
pondo medidas especificas de prevengao, controle ou erradicagao de
enfermidades, danos ou problemas de satde e de protecdo, promog¢ao
ou recuperacao da saude individual e coletiva, produzindo informagao
e conhecimento para apoiar a tomada de decisao no planejamento,
administracao e avaliagcao de sistemas, programas, Servi¢os e acoes
de saide.

Entende-se por doenca infecciosa, ou doenca transmissivel, aquela causada
por um agente biolégico (por exemplo: virus ou bactéria). Doengas infecciosas
nao afetam apenas o ser humano, mas também animais domésticos e animais
de valor comercial. Com o desenvolvimento crescente dos computadores e da
internet, epidemias de virus de computador e dos chamados cavalos de tréia
tornam-se um problema a ser estudado pela epidemiologia [85].

O estudo matematico da epidemiologia comegou a ser realizado em 1760 por
Bernoulli [13] no estudo da variola. Somente a partir da metade do século XIX,
com o avanco do conhecimento médico sobre microorganismos e doencas infec-
ciosas, comecam a surgir teorias matematicas para fendomenos epidemiolégicos.

O epidemiologista inglés Sir William Heaton Hamer, professor emérito da
primeira geracao de epidemiologistas da London School, construiu em 1906 a
curva epidémica do sarampo. Hamer desenvolveu a expressao matemaéatica do
sarampo tendo por base a sua teoria mecanica de nimeros e densidade. Hamer
postulou que o comportamento epidémico podia ser entendido, e formalizado
matematicamente, como uma dinamica dos contatos entre individuos sadios e
infectados. Este postulado tornou-se um importante conceito na aplicacao da
matematica em epidemiologia, conhecido como principio de a¢ao de massas. O
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principio de acao de massas define que a taxa de transmissao da doenca é pro-
porcional ao produto da densidade de individuos nao infectados e infectados.
Em 1927, Kermack e McKendrick [55] desenvolveram uma teoria relacionando
o surgimento de uma epidemia a um valor critico do nimero de suscetiveis. O
principio de acao de massas e a teoria do valor critico sao os dois marcos nos
estudos da epidemiologia moderna.

2.2 Conceitos Basicos

Epidemia é a alteracao, espacial e cronologicamente delimitada, do estado
de satide-doenca de uma populacao, caracterizada por uma elevacao inesperada
e descontrolada da incidéncia de casos de determinada doenca, ultrapassando
valores da faixa de variacao da prevaléncia da doenca ou agravo da saude
preestabelecidos para aquela circunstancia e doenga [35]. Desta forma, em
uma populacao que nao esteja sujeita ao agravo da satide, um pequeno ntimero
de casos ja seria o suficiente para caracterizar uma epidemia.

Segundo [3], um individuo suscetivel é aquele que ndo possui a resisténcia
a determinado agente patogénico e que, por esta razao, pode contrair a doenca
se posto em contato com o mesmo.

Ainda segundo [3], um sistema epidemioldgico é o conjunto formado por
agente, suscetivel e pelo meio ambiente, dotado de uma organizacdo interna
que requla as interacoes determinantes da producao de doenca, juntamente com
os fatores vinculados a cada um dos elementos do sistema.

A epidemiologia matematica é fundamentada em conjunto de premissas ca-
pazes de quantificar alguns dos aspectos biologicos do sistema epidemioldgico.

Neste trabalho, todas as premissas utilizadas sao baseadas em doencas
infecciosas, ou seja, aquelas cujo agente de transmissdo da doenga (virus,
bactérias, etc) pode ser passado de um individuo hospedeiro (ser humano,
animal ou computador) infectado para um suscetivel.

No estudo de doencas infecciosas, a abordagem mais utilizada, e que trata-
remos neste trabalho, é a modelagem compartimental, que consiste em dividir
a populacao de hospedeiros em classes, ou compartimentos [4, 45, 89], sendo
os modelos mais comuns listados na Tabela 2.1. Neste trabalho estudaremos
o modelo SIR cujas classes sao:

e suscetiveis: individuos que nao estao infectados, mas podem vir a estar;

e infectados: individuos que possuem o agente patogénico e podem transmiti-
lo a outros individuos;

e recuperados: individuos que se recuperaram da infeccao e adquiriram
imunidade, temporaria ou nao, a doenga.

A Forga de infecgao () é o niimero de novos casos por unidade de tempo de
uma doenca. E um parametro epidemioldgico cuja estimativa é de grande im-
portancia, pois determina nao somente a dimensao da epidemia, mas também
o esforgo para combateé-la.

A Reprodutibilidade basal (Ry) é o numero de casos da doenga produzidos
apenas pelo primeiro individuo infectado em uma populagao completamente
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SAIR suscetivel, antidoto, infectado, recuperado
SEIR  suscetivel, exposto, infectado, recuperado
SI suscetivel, infectado

SIls  suscetivel, infectado, isolado

SIR  suscetivel, infectado, recuperado

SIRIs suscetivel, infectado, recuperado, isolado
SIRS suscetivel, infectado, recuperado, suscetivel
SIS suscetivel, infectado, suscetivel

SIV  suscetivel, infectado, vacinado

SVI  suscetivel, vacinado, infectado

TSIR SIR baseado em série temporal (time-series SIR model)

Tabela 2.1: Alguns modelos compartimentais encontrados na literatura.

suscetivel [45]. Este nimero serve para medir se uma doenga permanecerd em
uma populagao ou se sera erradicada.

Umas das estratégias de controle de epidemias mais utilizadas ¢ a wva-
cinacdo, na qual se for¢a a mudanca de classe do individuo de suscetivel para
imune (recuperado), sem que ele passe pela classe de infectado. A diminuigao
do niimero de individuos suscetiveis implica na diminuicao da forca de infeccao
e da reprodutibilidade basal [4].

2.3 Vigilancia Epidemiolégica

Segundo a lei brasileira 8.080/90, vigilancia epidemiolégica é definida como:

um conjunto de acoes que proporcionam o conhecimento, a detec¢ao
ou prevenc¢ao de qualquer mudanca nos fatores determinantes e
condicionantes de saude indiwvidual ou coletiva, com a finalidade
de recomendar e adotar as medidas de prevencao e controle das
doencas ou agravos.

A vigilancia epidemioldgica é hoje a ferramenta metodolégica mais impor-
tante para a prevencao, controle ou mesmo erradicacao de doencas.

Suas principais aplicacoes sao a deteccao de epidemias, aglomerados es-
pecificos (infecgoes, sintomas, defeitos congénitos, etc.), doengas emergentes,
etc. Abrange a capacidade de identificar padroes de comportamento de eventos
adversos a saude, desenvolver investigagoes epidemioldgicas complementares e
garantir a rapida identificagao e controle de ameagas emergentes a satude [97].

O principal objetivo da vigilancia é detectar rapidamente um inesperado
aumento na incidéncia de certa doenca, de modo a se poder efetuar agoes de
prevencao e tratamento mais rapidamente. Quanto mais cedo se detecta o
inicio de uma epidemia, maiores as chances de se prevenir o espalhamento da
doenca e mortalidade dos individuos.

O ponto fraco dos sistemas publicos de vigilancia em satde existentes esta
na coleta e divulgacao de dados sobre sintomas e infecgoes das doengas. Por
esta razao, a modelagem matemaética de epidemias é uma ferramenta indis-
pensavel na criacao de cendrios hipotéticos que ajudarao no entendimento e
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desenvolvimento de ferramentas de vigilancia. Fazemos tal modelagem no
Capitulo 4 e no Capitulo 6 abordaremos como método de vigilancia a deteccao
de clusters espaciais de sintomas ou infecgoes.



Capitulo 3

Redes Sociais

Segundo [75], uma rede é um conjunto de itens (chamados vértices ou
nds) com conexoes entre eles (chamadas arestas ou ligagdes). Na literatura
matematica as redes sdo também chamadas de grafos. As arestas (conexoes)
sao usadas para indicar alguma espécie de relagdo entre os vértices (itens)
que conectam, em conformidade com o problema modelado. O estudo de
redes, feito na forma de teoria dos grafos, é um dos pilares fundamentais da
matematica discreta.

As redes fazem parte do cotidiano humano e podem ser facilmente encon-
tradas. Como exemplos temos a distribuicao de agua, energia elétrica, teleco-
municacoes, estradas, rotas maritimas e aéreas, bancos de dados, paginas web,
citagoes bibliograficas, redes sociais de relacionamento (Orkut, Twiter, etc),
redes de reacoes quimicas e de interagoes proteicas, etc.

As primeiras andlises de estruturas em redes sociais foram introduzidas
por Erdds e Rényi [31, 32, 33]. Eles propuseram um modelo que consistia
de uma probabilidade p de dois vértices serem ligados por uma aresta. Esta
consideracao gerava uma rede aleatoria que segue uma distribuicao de Poisson,
fazendo com que seja raro encontrar grandes diferencas na concentracao do
nimero de arestas presentes em um vértice. Este tipo de rede é comumente
chamado de rede aleatoria classica, ou simplesmente rede aleatoria.

Muitas redes observadas na natureza e nas relagcoes humanas possuem ca-
racteristicas diferentes das encontradas em redes aleatorias. Geralmente pos-
suem uma grande diferenca na concentragao do nimero de arestas presentes
em um vértice.

Em 1967, Stanley Milgram procurou estimar quantas etapas sao necessarias
para que dois estranhos estabelecam um vinculo. Milgram enviou cartas para
pessoas em Boston e Nebraska solicitando que reenviassem as cartas a um
destinatario em Massachusetts. Contudo, ele nao forneceu o endereco desse
destinatario, apenas o primeiro nome e algumas informacoes pessoais. As
pessoas enviaram as cartas a pessoas que acreditavam estar mais préximas do
destinatario final. Como resultado, as cartas chegaram ao destinatario final
apos cinco postagens em média. Isso significava que com uma postagem a mais
seria possivel chegar a qualquer destinatario. Surgia, entao, a hipotese dos seis
graus de separac¢ao, na qual qualquer pessoa estd indiretamente ligada a outra
do planeta por apenas 6 pessoas entre elas. Surge entao a idéia de mundo
PEQUENO.

11



CAPITULO 3. REDES SOCIAIS 12

Somente nos tltimos anos, com o avanco tecnolégico dos sistemas de aquisi¢ao
de dados e o aumento do poder computacional, pesquisas nesta area puderam
se desenvolver.

Duncan Watts e Steven Strogatz [100, 101] investigaram as redes de mundo
pequeno. Contudo, estas redes ainda nao modelavam bem muitas redes en-
contradas, surgindo o conceito de redes livres de escala proposto por Barabasi
e Albert [10], nas quais as redes teriam um pequeno nimero de vértices com
grande niimero de arestas e um grande nimero de vértices com um pequeno
numero de arestas. A partir de entao, novas formulacoes baseadas neste mo-
delo vém sendo propostas para modelar diversas estruturas encontradas no
mundo real.

3.1 Conceitos Basicos e Propriedades

Uma rede complexa é definida como uma rede cuja estrutura nao segue
um padrao regular. Porém, é dificil encontrar na literatura uma conceituagao
clara e universalmente aceita de padrao regular. Por questoes de simplicidade,
consideraremos as redes regulares como sendo aquelas em que todos os vértices
possuem o mesmo numero de arestas ligadas a eles. Consideraremos, entao,
que redes complexas sao redes que nao sao regulares.

Chamamos de rede direcional aquela que possui um sentido de ligacao, ou
seja, existe um vértice inicial e um final ordenados. Neste caso chamaremos
as ligagoes entre os vértices de arcos. Redes nao direcionais, ou bidirecionais,
sao aquelas cujas ligacoes nao possuem sentido de ligacao, sendo suas ligacoes
chamadas de arestas.

Neste trabalho, consideraremos somente as redes bidirecionais, sem ciclos
unitarios, ou seja, arestas que iniciam e terminam em um mesmo vértice, e sem
multiplas arestas, ou seja, um mesmo par de vértices é ligado por no maximo
uma Unica aresta.

A forma mais utilizada para descrever uma rede é através de sua matriz
de adjacéncia A, cujos elementos sao 0 ou 1. Um elemento a;; da matriz de
adjacéncia de uma rede assume o valor 1 se existe uma ligacao entre os vértices
i e j e assume o valor 0 caso contrario. Redes bidirecionais possuem sua matriz
de adjacéncia simétrica. A Figura 3.1 mostra uma rede bidirecional composta
por 4 vértices e 3 arestas, e sua respectiva matriz de adjacéncia.

1

2 1@ A=

3

(==
(= =
oS o = O
[=J = I e N )

Figura 3.1: FEzemplo de uma rede com 4 vértices, 2 arestas e sua matriz de
adjacéncia.
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3.1.1 Densidade

Definimos como a densidade de uma rede a razao entre o nimero de arestas
presentes no grafo e o nimero total de arestas possiveis no mesmo. Uma rede
com N vértices tem N (N —1)/2 arestas possiveis. Se N, é o niumero de arestas
presentes no grafo, entao a densidade d da rede é dada por:

2N,

d:m.

3.1.2 Distribuicao de Graus

O grau, ou conectividade, de um vértice é definido como o numero de
arestas a ele ligadas. Em redes geradas de forma aleatoria, a cada vértice ¢
podemos associar a probabilidade p(i, k, N) deste, em uma rede de tamanho
N, ter k conexoes. A distribuicao de graus da rede é entao dada por:

N

P(k,N) = % > p(i.k, N).

=1

Se todos os vértices da rede sao estatisticamente equivalentes, eles possuem

a mesma distribuigdo de graus P(k, N), e passaremos a omitir o tamanho da

rede, denotando a probabilidade de um vértice qualquer ter grau k por P(k).
O grau médio de uma rede é dado por

k= kP(k).

Para construir uma rede com determinada distribuicao de graus, prosegui-
mos da seguinte forma:

1. enumere cada vértice;

2. para cada vértice j atribua k; meia-arestas (aresta ligada a apenas um
vértice) de acordo com a distribuigao de graus P(k, N);

3. aleatoriamente substitua pares de meia-arestas, de vértices diferentes,
por uma aresta ligando-os.

Os seguintes exemplos mostram distribuigoes de graus tipicas em redes:

e Distribuicao de Poisson:

k!

As redes aleatodrias classicas possuem esta distribuigao.

e Distribuicao Exponencial:

P(k) < e M/
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e Distribuicao por Lei de Poténcia:
P(k) o< k77
em que k # 0 e v é expoente da lei de poténcia.

Ao contrério das distribuicoes de Poisson e exponencial, a distribuicao por
lei de poténcia nao tem uma escala natural e, por este motivo, redes que tem
esta ditribuicao sao chamadas redes livres de escala.

3.1.3 Aglomeracgao (Clustering)

Um importante parametro para caracterizar a topologia de uma rede ¢ o
coeficiente de aglomeracdo® C, também chamado de transitividade. Existem
vérias maneiras para medir este coeficiente [78, 11], que geralmente levam em
consideracao a probabilidade média de conexao de dois vértices, dado que eles
tem ligacao com um vértice em comum. Matematicamente, o coeficiente de
aglomeracao é trés vezes a razao entre o ntimero de triAngulos? presentes na
rede, Na, e o nimero de triplas de vértices conectados®, N3, ou seja:

3N
C = .
N

A Figura 3.2 ilustra 3 diferentes redes cujos calculos de Na, N3 e C' sao
mostrados ao lado direito de cada rede.

NA=O NA=1 NA=1
Ny =1 Ny =3 N; = 8
cC =0 c =1 C =3/8

Figura 3.2: Ezemplos de redes e respectivos niumero de triangulos, nimero de
triplas conectadas e coeficiente de aglomeragao.

3.2 Modelos e Construcoes
3.2.1 Redes regulares

Como foi dito anteriormente, redes regulares sao redes em que todos vértices
possuem o mesmo grau. Definimos que um vértice é vizinho de outro se eles
possuem um aresta entre eles. Um rede regular pode ser facilmente construida
se imaginarmos a disposicao dos vértices de forma matricial. A Figura 3.3
ilustra os vizinhos de um vértice escolhido. Na figura temos trés exemplos de
vizinhancas: A possui 4 vizinhos, sendo esta vizinhanca chamada de vizinhanca
de Von Newman, B possui 8 vizinhos, sendo esta chamada de wvizinhanca de
Moore, por fim, o vértice C' com 24 vizinhos.

Do inglés cluster coefficient.

2Tripla de vértices conectados entre si.

3Conjunto de trés vértices ndo ordenados com duas arestas entre eles. Um triangulo, por
exemplo, possui 3 triplas conectadas.
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Figura 3.3: Exemplos de vizinhancas. A, B e C possuem /4, 8 e 24 wvizinhos
respectivamente.

Ao imaginarmos as vizinhangas na forma matricial nos deparamos com um
problema: os vértices dos extremos da matriz possuem menos arestas que os
centrais, o que, pela defini¢ao utilizada, faz com que a rede nao seja regular.
Para contornar este problema, a construcao desta rede deve ser interpretada na
superficie de um toro, conforme Figura 3.4, de forma que nao existam vértices
nos extremos.

Figura 3.4: Visualizacao em 3 dimensoes para vizinhancas na superficie de um
toro.

Outras construgoes de redes regulares sao possiveis, sendo estas exemplifi-
cadas aqui por serem as de mais simples visualizacao.

3.2.2 Redes gaussianas

Redes gaussianas sao redes complexas nas quais a probabilidade da ocorréncia
de uma aresta entre quaisquer dois vértices é a mesma. A funcao distribuicao
de probabilidade dos graus dos individuos de uma rede gaussiana é aproxima-
damente uma curva gaussiana, conforme a Figura 3.5. Neste tipo de rede, os
vértices tem aproximadamente o mesmo nimero de arestas. Desta forma, nao
existem subredes de vértices densamente interconectados.

A construcao de uma rede gaussiana consiste em repetir o seguinte proce-
dimento até se atingir o nimero desejado de arestas:

1. sortear pares de vértices escolhidos com igual probabilidade;

2. adicionar uma aresta ligando estes vértices;
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Figura 3.5: Histograma da frequéncia relativa da conectividade dos vértices em
uma rede gaussiana com 2.000 vértices e densidade 0,07.

3.2.3 Redes livres de escala

Redes livres de escala* sao redes complexas nas quais a probabilidade de um
vértice ter grau k segue a lei de poténcia P(k) o< k=7, em que 7 é um nimero
real maior que zero. A distribuicdo da conectividade dos vértices em uma
rede livre de escalas é exemplificada na Figura 3.6. A caracteristica principal
destas redes é possuir um pequeno numero de vértices com elevado nimero de
arestas e um grande nimero de vértices com baixo nimero de arestas. Esta
propriedade é comumente observada em diversas relagoes humanas.

o Rede Barabdsi-Albert

A primeira construgao de uma rede aleatoria livre de escala foi proposta
por Barabdasi-Albert (BA) em [10], na qual os autores verificam a necessidade
deste tipo de rede ser construida por meio de um processo de crescimento
(acréscimo de vértices com o tempo) e ligacao preferencial entre os vértices. Tal
formulagao gera uma distribuigao seguindo a lei de poténcia com v = 2,9+£0, 1.
Ainda segundo os autores, estudos empiricos mostram que diversas relagoes
humanas possuem uma lei de poténcia com ~ variando de 2,1 a 3, em grande
parte proximas de 2,1. Na construgao da rede BA a conectividade média
converge para (k) = 2m. A construgao de uma rede BA consiste em:

1. comecamos a rede com um pequeno nimero de vértices (my);
2. (crescimento) adicionamos um novo vértice a rede;

3. (ligagao preferencial) ligadas ao tltimo vértice incluido, adicionamos
m(< myg) novas arestas ligadas a diferentes vértices ja existentes na rede
escolhidos com probabilidade P(k;) = k;/ >_;(k;), em que k; ¢ o nimero
de conexodes (conectividade) do vértice i e o somatério corresponde a
conectividade total da rede;

4Do inglés: scale free networks.
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4. voltamos ao passo 2 e repetimos o processo até completarmos o ntimero
de vértices desejados.

A maioria dos artigos que explicam a construcao da rede BA afirmam
comecar com uma rede inicial totalmente desconectada, mas note que este
fato impossibilita iniciar o procedimento devido ao célculo de P(k;). Ainda
que a rede inicial comece com um certo nimero de arestas, um vértice sem
conexoes nunca receberd novas arestas. Em [49], o autor inicia a rede com m
vértices totalmente conectados entre si, que serd a rede inicial utilizada neste
trabalho.

0.5 T T T T T

Frequéncia Relativa

0 100 200 300 400 500 600
conectividade

Figura 3.6: Histograma da frequéncia relativa da conectividade dos vértices em
uma rede livre de escala do tipo BA com 2.000 vértices e densidade 0,07.

e Rede Dorogovtsev-Mendes

Partindo do modelo BA, Dorogovtsev e Mendes (DM) [23, 25] modificam
o modelo BA para que cada passo no tempo inclua o seguinte mecanismo de
crescimento:

e desenvolvimento de redes: considera a possibilidade de conexao entre
vértices existentes e consiste em adicionar ¢m novas arestas entre os
vértices existentes, com probabilidade proporcional ao produto de suas
conectividades, em que ¢ é uma constante nao negativa.

O modelo DM segue a mesma lei de poténcia do modelo BA com expoente

1
dado por v =2+ 1520 com a conectividade média convergindo para (k) =
c

2(m + me).
e Rede Preferencial

Construimos uma rede com ligagoes preferenciais sem a opc¢ao de cresci-
mento com a finalidade de modelar o fato de que pessoas que tém contato com
muitas pessoas tém maior probabilidade de terem contato entre si, e considera-
mos neste trabalho mais um tipo de rede, que denominamos rede preferencial.
Construimos esta rede repetindo o seguinte procedimento até atingirmos o
nimero de arestas desejadas:
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1. escolhe-se um par de vértices, cada vértice com probabilidade P(k;) =
ki/ Zj(kj )i
2. cria-se uma aresta entre eles;

A Figura 3.7 ilustra a distribuicao de conexoes para esta rede.

Frequéncia Relativa

0 200 400 600 800
conectividade

Figura 3.7: Histograma da frequéncia relativa da conectividade dos vértices em
uma rede livre de escala preferencial com 2.000 vértices e densidade 0,07.

3.2.4 Redes espaciais

Redes espaciais sao grafos cujos vértices possuem uma localizagao espacial
e uma métrica associada. Em [28] a construcao destas redes ¢ feita da seguinte
forma:

1. a rede inicia com os vértices com localizacao fixa em algum espaco com
métrica associada;

2. com igual probabilidade, escolhemos um vértice N;;

3. com probabilidade que decai com a distancia ao primeiro vértice, esco-
lhemos um outro vértice, Nj;

4. criamos uma aresta entre os vértices escolhidos;

5. retornamos ao passo 2 e repetimos o processo até que se atinja o nimero
de arestas desejadas.

Consideraremos esta construcao no restante do texto. Utilizaremos como a
probabilidade de sortear o segundo vértice, IV}, apds termos sorteado o primeiro
vértice, N;, no processo acima a seguinte funcao de probabilidade:

em que d;; ¢ a distancia espacial entre os vértices N; e Nj, a é o coeficiente nao
negativo que regula a dependéncia das arestas e as distancias entre os vértices,
e [ ajusta a fungao de probabilidade no intervalo [0, 1]. A Figura 3.8 ilustra a
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distribuicao de conexoes para uma rede espacial com a = 30 e 3 = Z e~ dii

j
para cada vértice N;.
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Figura 3.8: Histograma da frequéncia relativa da conectividade dos vértices em
uma rede espacial com 2.000 vértices e densidade 0,07.

Alguns autores, similarmente ao modelo BA, constroem a rede por cresci-
mento com preferencialidade que decai com a distancia entre os vértices. Nao
trataremos deste tipo de rede neste trabalho.

Redes espaciais geralmente possuem coeficiente de aglomeracao superior
as redes geradas com ligacao preferencial dependente do niimero de conexoes.
Outras construgoes de redes espaciais podem ser encontradas em [104, 52, 53].
Em [103], é apresentada uma rede complexa construida com ligagao preferen-
cial que leva em consideragao tanto o aspecto espacial quanto as conectividades
dos vértices.

Redes livres de escala possuem coeficiente de aglomeracao levemente su-
perior as redes gaussianas. Redes reais demonstram ter coeficiente de aglo-
meracao ainda maior que os esperados nas redes gaussiana, BA, DM e pre-
ferencial. Desta forma, [30] propoe um novo tipo de rede: redes livres de
escala altamente aglomeradas, que sao baseadas no modelo BA, porém com
um processo de ativacao e desativacao de vértices. Um estudo das proprieda-
des das redes altamente aglomeradas é feito em [75], no qual o autor propoe a
construcao da rede através da divisao dos vértices em grupos.

Alguns autores tém trabalhado em métodos que possibilitem construir redes
que, além de seguirem uma distribuicao de conectividade dada, tenham um
coeficiente de aglomeragao desejado. Em [47], o autor estende o modelo BA
acrescentando um passo no qual forca o fechamento de triangulos. Em [77]
o autor constréi a rede com um ntmero de triangulos e vértices especificados
a priori. Um estudo formal do processo de aglomeracao em redes complexas
pode ser encontrado em [91].

3.2.5 Redes com estrutura de comunidades

Se considerarmos uma rede social que represente o contato de pessoas de
uma pequena cidade, observaremos que os familiares apresentam-se mais den-
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samente conectados entre si e que as conexoes entre membros de familias di-
frerentes sao mais esparsas.

Devido a variedade de definicoes existentes, a definicao exata de comuni-
dade é uma tarefa complicada. Para cada definicao, varias decisoes podem ser
tomadas: se um mesmo né pode ou nao fazer parte de mais de uma comu-
nidade, se nas ligacoes com pesos serao usadas com ou sem estes pesos, etc.
Para este trabalho, uma nogao intuitiva sera suficiente: uma comunidade (ou
moddulo) pode se vista intuitivamente como uma sub-rede de nés densamente
conectados entre si com relativamente poucas conexoes com o resto da rede.

Uma mesma sociedade tem diversas possibilidades de organizagao em co-
munidades: grupos de trabaho, circulo de amigos, familiares, etc. Com a
difusao da internet vemos o surgimento de novas comunidades, as chamadas
comunidades virtuais.

Comunidades sao importantes devido a poderem ser relacionadas com di-
versos sistemas, como por exemplo proteinas relacionadas a metastase de
cancer [50|, paginas da internet relacionadas por tépicos similares [34], gru-
pos de individuos que interagem entre si [39, 5], redes de interacao proteina-
proteina classificadas por suas fungoes especificas dentro da célula [87, 18],
etc.

A Figura 3.9 ilustra um grafo com 4 comunidades distintas, nas quais seus
individuos estao mais conectados entre si e com uma densidade menor de
conexoes entre individuos de comunidades diferentes.

Figura 3.9: Exemplo de rede com estrutura de comunidade.

As redes com duas ou mais comunidades diremos ter estrutura de comu-
nidade. Neste trabalho, a construcao destas redes sera feita pela construcao
independente de redes (as comunidades) conforme apresentadas anteriormente
(gaussiana, BA, DM, etc.), e a posteriori serao feitas ligagoes entre estas redes
por alguma regra especifica, formando assim uma rede maior.
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3.3 Deteccao de Comunidades em Redes

Nos tultimos anos, o problema de deteccao de comunidades tem recebido
consideravel atengao (apesar de nao se ter uma definigdo formal tinica).

A capacidade de se detectar estrutura de comunidade em uma rede tem
claramente aplicacoes praticas, como por exemplo na identificacao de comuni-
dades em redes de citacoes em artigos e periddicos que podem representar um
mesmo assunto [86]. Identificar comunidades pode ajudar a entender as redes
com maior eficiéncia.

A deteccao da comunidade também pode fornecer informacgoes sobre as
funcoes dos nés individuais. Por exemplo, um né mais exterior de uma comu-
nidade pode funcionar como um importante mediador entre as comunidades
enquanto um noé central proporciona maior controle e estabilidade a comuni-
dade [43].

Uma dificuldade que pode ocorrer é que alguns nés pertencam simultanea-
mente a varias comunidades, caso em que as comunidades sao ditas sobrepos-
tas. Tal sobreposicao de comunidades sao abundantes, por exemplo, em redes
espaciais.

Outra dificuldade na detecgao da comunidades é que as redes podem conter
estruturas hierarquicas, o que significa que as comunidades podem ser partes
de comunidades ainda maiores. Isso leva ao problema da escolha da melhor
particao dentre as possiveis.

Por nao ser o foco deste trabalho, apresentamos um tnico método para
deteccao de comunidades.

3.3.1 Deteccao e estimagao de comunidades por analise espectral

Os métodos mais utilizados para detecgao de comunidades em redes tém
sido desenvolvidos na tltima década [36]. Um grande nimero de definigdes,
métodos e algoritmos relacionados foram propostos ao longo dos anos.

Os métodos tradicionais utilizados na teoria dos grafos normalmente sao
ruins para grandes redes porque restringem fortemente as solugoes. Métodos de
otimizacao global tém sido amplamente utilizados e tém se mostrado eficientes
para muitas redes testadas. No entanto, o trabalho [37] demonstra que o
método mais popular, otimizagao da modularidade, sofre de limitacoes sérias.

Ao longo dos anos, um grande nimero de algoritmos foi introduzido, por
exemplo, o método baseado na centralidade [39], fatoracao da matriz nao-
negativa [98], aglomeracao espectral [76, 106], busca local [9], etc.

Algoritmos espectrais tém se mostrado uma ferramenta poderosa. Os re-
sultados obtidos por métodos espectrais, muitas vezes superam os de outras
abordagens. A abordagem espectral é simples de implementar e pode ser feita
por métodos padrao de algebra linear. Por estes motivos, utilizaremos neste
trabalho tal metodologia na deteccao de comunidades.

A andlise espectral tem tido grande sucesso na descoberta da estrutura
da comunidade, sendo baseada em diversas matrizes: na matriz de adjacéncia
[17], matriz Laplaciano padrao [6], matriz Laplaciano normalizada [19], matriz
de modularidade [76], matriz de correlagao [93] e vérias outras variantes destas
matrizes. Neste trabalho, utilizaremos a matriz Laplaciano normalizada.
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e Matriz Laplaciano normalizada: Seja A a matriz de adjacéncia e
D a matriz diagonal qua contem a conectividade dos nés. A matriz
Laplaciano normalizada N é definida por N = I — T, sendo I a matriz
identidade e T' a matriz de transigao (probabilidade de em um passeio
aleatério se mover do né i para o né j) e é calculada por T'= D' A.

A matriz Laplaciano normalizada estd estreitamente correlacionada a di-
namica de difusao das redes. De forma a investigar a dinamica de difusao das
redes, em [19] a estrutura da comunidade é identificada através dos autovalores
e autovetores da matriz Laplaciano normalizada. Se A é um autovalor da
matriz de transicao, entdo AN = 1 — X\ é um autovalor da matriz Laplaciano
normalizada com os mesmos respectivos autovetores.

Do ponto de vista pratico, a deteccao de comunidades consiste em orde-
nar os m autovalores em ordem crescente e o comprimento da :—ésima auto
distancia® ¢ definido por d; = MY, — AN, (1 < i < m —1). Desta forma,
nimero de comunidades serd dado por n, sendo que a n—ésima auto distancia
¢ maior de todas. A Figura 3.10 ilustra os autovalores ordenados encontrados
para a matriz Laplaciano normalizada para o grafo referente a Figura 3.9, bem
como indica que a maior auto distancia é dy, significando a existéncia de 4
comunidades.
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Figura 3.10: Auto valores ordenados da matriz laplaciano normalizada obtida
a partir da rede da Figura 3.9 com 4 comunidades. A maior auto distancia
encontrada é para ¢ = 4, indicando a existéncia de 4 comunidades.

Uma vez descoberto o nimero de comunidades é necessario um processo
que particione a rede e responda quais nos pertencem a qual comunidade. Para
redes grandes pode ser impraticavel tentar fazer esta particao devido a elevada
dimensao do problema. Porém, uma vez conhecido o niimero de comunidades

5do inglés: eigengap
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n, seleciona-se n autovetores correspondentes aos n menores autovalores da
matriz Laplaciano normalizada. Estes autovetores sao colocados nas colunas
de uma nova matriz e o transposto da ¢—ésima linha desta matriz é tomada
como a projecao do vetor correspondente ao né ¢. A particao em comunidades é
entao realizada nestas projegoes (linhas da nova matriz) tomadas como pontos
no espaco n-dimensional.

A Figura 3.11 ilustra a projecao do auto-espago coluna no espago gerado
pelos autovetores da matriz Laplaciano normalizada referente a rede da Figura
3.9 correspondentes aos autovalores A, )\év e \Y. Nota-se as quatro particoes
para as comunidades encontradas.

0.3
0.2

0.1

_ 0
—0.2 oo -015 -0.1 0.05

Figura 3.11: Projecao dos autovetores encontrados da matriz Laplaciano nor-
malizada referente a rede da Figura 3.9.

E 1til observar que a dimensao do problema em particionar a rede por
meio destes novos vetores projetados é drasticamente menor que o problema
original, sendo agora n—dimensional. Neste trabalho usaremos o método k-
médias® [63, 90, 95] para realizar esta particio no novo espago, uma vez que
ja é¢ um método bem conhecido.

3.3.2 Redes espaciais possuem estrutura de comunidades?

Nem sempre a decisao pelo nimero da maior auto distancia pode ser a
mais adequada. A Figura 3.12 ilustra a dificuldade na tomada de decisao por
estrutura de comunidade. Nota-se claramente a auséncia de comunidades na
rede BA (gerada como apresentado na Segao 3.2.3), uma vez que possui um
tnico autovalor isolado dos demais. Na rede espacial (gerada como apresen-
tado na Segao 3.2.4), apesar de nao ter sido gerada com estrutura de comuni-
dade, nota-se que os primeiros autovalores seguem um padrao de crescimento
bem proximos, e auto distancias relativamente menores que os demais. Uma

8do inglés: k-means
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possibilidade para a escolha do nimero de comunidades nestes casos ¢é igno-
rar a auto distancia d;, escolhendo entao a maior auto distancia a partir de
ds, considerando assim a existéncia de no minimo 2 comunidades, porém tal
arbitrariedade pode levar a conclusoes erroneas. Uma outra visao para os au-
tovalores da matriz Laplaciano normalizada é que eles também podem indicar
uma estruturacao intrinseca da rede.

16} O Rede BA g

Rede Espacial
1.4} b

06f |
0.4f | .
0.2f- |

Auto valores ordenados A.

-0.4+1 i

0 500 1000 1500 2000
NuUmero do auto valor apés ordenacao (i)

Figura 3.12: Autovalores encontrados para redes BA e espacial com 2000
vértices. Na rede BA nota-se claramente a indicacdo de apenas uma tnica
comunidade. Na rede espacial, o nimero de comunidades é mais dificil de se
notar, podendo indicar que as comunidades tem interseccoes entre si.

A maior auto distancia encontrada para os autovalores da rede espacial
analisada na Figura 3.12 é dg, indicando a existéncia de 8 comunidades. Apds
classificacao e reordenamento dos nés em comunidades, obtemos a rede” mos-
trada na Figura 3.13 (esquerda) e os autovalores ordenados (direita) da matriz
Laplaciano normalizada para a primeira comunidade (no sentido de cima para
baixo). Apesar de ficar claro quem sao as possiveis comunidades, nota-se um
grande niimero de conexoes entre alguns pares de comunidades. Além disso, as
comunidades encontradas também tém estrutura de comunidades, como pode
ser visto pelos autovalores encontrados. Este aspecto recursivo deste tipo de
rede impossibilita, em geral, sua classificacao como estrutura de comunidades.

Tnesta figura, cada ponto (a,b) do grafico representa a existéncia de uma aresta entre os
nos a e b.
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Figura 3.13: Rede espacial ap6s reordenamento pelas comunidades (esquerda)
e autovalores ordenados da primeira comunidade (direita).

3.4 O uso de Redes em Epidemiologia

O estudo de epidemias em redes livres de escalas baseadas no modelo
BA pode ser encontrado em [81, 82, 83, 12, 49] ¢ um estudo do processo
de imunizagao em [84]. Estes estudos mostram uma diferenga na evolugao de
epidemias em redes livres de escala quando comparadas a redes puramente
aleatorias.

Estudos mais recentes de epidemias em redes livres de escala levam em
consideracao o coeficiente de aglomeragao como um aspecto importante para
tratar o assunto [92, 29, 67, 79, 77, 8]. Segundo [67], o coeficiente de aglo-
meracao € o fator dominante no controle da taxa de crescimento da epidemia.
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Modelagem de Epidemias

4.1 Introducao

Um modelo matematico em epidemiologia deve ser capaz, inicialmente, de
descrever a situacao atual de uma epidemia em uma populagao. Uma vez que
tenha esta capacidade, deve ser capaz, ainda, de predizer futuras alteragoes no
sistema epidemiologico.

Modelos matematicos de doengas infecciosas sao baseados principalmente
na condicao inicial da epidemia, em taxas de transferéncia e em uma estrutura
qualitativa basica. Eles sao a interface entre problemas reais da epidemiologia
e a formulacao tedrica que pode ser manipulada matematica e computacional-
mente.

O modelo mais utilizado é o SIR (suscetivel-infectado-recuperado), que
divide a populagao em trés classes disjuntas: (S) suscetiveis, (I) infectados e
(R) recuperados. Este modelo é encontrado na literatura também com o nome
K-M, em homenagem a seus primeiros proponentes Kermack e McKendrick
[55], e descreve a evolugao temporal do tamanho de cada classe epidemiolégica
por meio de equagoes diferenciais. O modelo classico SIR considera que a
distribuigao de individuos é espacial e temporalmente homogénea [45]. Este
pode ser um motivo pelo qual ele nao é capaz de explicar a persisténcia, ou
erradicagao, de algumas doencas infecciosas [81, 82].

Uma nova abordagem para a modelagem de sistemas ecoldgicos surge nas
ultimas décadas: os modelos baseados em individuo (MBI). Os MBIs tém sido
utilizados hd mais de trinta anos [51], porém, tornaram-se mais conhecidos
em 1988 com o trabalho de Houston et al. [48]. A partir de entdo, os MBIs
tém tido crescente utilizagao [41, 54]. Seu uso é promissor dentro de diversas
areas, apresentando implicacoes tedricas importantes e mostrando ser uma
ferramenta poderosa para contornar dificuldades presentes em epidemiologia.

Em seu trabalho, Henrique Giacomini [38] discute as seguintes sete mo-
tivagoes para o uso do MBI em ecologia:

1. a grande complexidade de sistemas ecoldgicos, com consequentes dificul-
dades em sua analise matematica formal;

2. emergencia de processos populacionais, resultando das interacoes entre
individuos e destes com o meio;

3. poder de predigao;

26
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4. a adocao de uma visao evolutiva;

5. individuos sao tratados de forma discreta;

6. interagoes sao localizadas no espago e

7. individuos podem possuir diferencas entre si.

Segundo [38], devido ao MBI ser baseado em um conjunto de regras ma-
tematicas e algoritmos computacionais, cada MBI pode ser desenvolvido, des-
crito e entendido de forma diferente por diferentes pessoas. Em trabalhos pu-
blicados, a descri¢ao de wm MBI é em maior parte verbal, e pela limitacao de
espaco nos textos dos periodicos, quase nunca contempla todos os detalhes.

Desta forma, apresentamos na Secao 4.2 o modelo SIR. Na Sec¢ao 4.3, apre-
sentamos o MBI e demonstramos sua equivaléncia, em média, ao modelo SIR.
Os modelos SIR e MBI servem de base para o desenvolvimento de modelos
de epidemias em redes neste trabalho. Apresentamos, também, modelos mul-
ticidades na Secao 4.4, que servirao para estudos de vigilancia do Capitulo
6.

4.2 Modelo SIR

O modelo SIR, considerando uma populacao de tamanho constante, é de-
senvolvido baseado nas seguintes defini¢oes:

e 5 I e R: numero de individuos suscetiveis, infectados e recuperados
respectivamente;

e N: tamanho total da populacgao;

e 3. taxa de contato - também chamado coeficiente de transmissao, é o
nimero médio de contatos, de um individuo por unidade de tempo, em
que ha a transmissao da doenca;

1

e ~v: taxa de recuperacao - ¥y~ representa o tempo médio que um individuo

fica na classe de infectado;

e L tazxa de renovagao - numero de individuos, por unidade de tempo, que
morrem e, neste mesmo numero, nascem outros suscetiveis;

O fluxograma da Figura 4.1 ilustra o modelo SIR. Neste, o niimero total de
individuos que morrem, pS(t)+pl(t)+pR(t) (setas saindo de S, I e R), é igual
ao numero de individuos que s@o acrescidos, uN(t), na classe de suscetiveis
(seta que chega em S), mantendo a populagdo com tamanho constante N.
Pela defini¢ao de 3, BI(t)/N é o nimero médio de contatos, de individuos
infectados com suscetiveis por unidade de tempo, desta forma, 5I(t)S(t)/N é
o nimero de novas infecgdes por unidade de tempo (seta que chega em I). Apds
a duracao da infeccao, v~ !, o individuo infectado se recupera e passa para a
classe recuperado (seta que chega em R).
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BIS

TR

Figura 4.1: Representacao esquemdtica do modelo SIR

Desta forma, o modelo SIR é definido pelo seguinte sistema de equagoes
diferenciais:

as BIS

o i wS N S(0) =S5, >0,
dl gIS

— = A~ —ul I =1 >

d

d—lf: T iR, R(0) = R, > 0,

em que S(t) + I(t) + R(t) = N para todo t > 0.
Para o modelo SIR a reprodutibilidade basal ¢ dada por:

Ro=
Mty
A forca de infeccao é dada por:
A=[1.

E possivel mostrar que, se By < 1, entao, a partir de algum instante no
tempo, o nimero de infectados sera decrescente e a epidemia se erradicara. No
caso em que Ry > 1 a epidemia persistird na populacao [45].

4.3 Modelo Baseado em Individuos (MBI)

Um modelo baseado em individuos (MBI) consiste de uma estrutura na qual
ocorrem os relacionamentos de um certo nimero de individuos, cujo compor-
tamento é determinado por um conjunto de caracteristicas. A medida que os
relacionamentos ocorrem, as caracteristicas de cada individuo podem mudar.
Neste trabalho, utilizaremos o MBI desenvolvido em [74], formulado de forma a
reproduzir as premissas utilizadas na formulagao do modelo SIR, que considera
um tratamento estocastico dos contatos entre os individuos da populacao. O
modelo MBI é desenvolvido a partir das seguintes premissas epidemiologicas:

1. Tamanho da populacao: a populacao tem tamanho constante N;
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2. Caracteristicas do individuo: cada individuo possui como unica carac-
teristica seu estado com relagao a epidemia, e assume um e somente um
dos estados;

3. Dustribuicao estatistica: a mortalidade e recuperacao dos individuos se-
guem uma distribuicao uniforme em cada intervalo de tempo e, além
disso, todos os individuos tém a mesma probabilidade de contato;

4. Regras para mudanca de estado: em cada instante de tempo, cada in-
dividuo pode mudar de estado, conforme as seguintes regras:

e S I,R— S: ocorre a renovacao dos individuos, ou seja, eles mor-
rem e, para que a populacao permaneca de tamanho constante, um
novo individuo suscetivel nasce;

e S — I: ocorre quando um individuo suscetivel tem contato com
um individuo infectado, adquirindo a doenca e passando para o
estado I;

e | — R: ocorre a recuperacgao de um individuo infectado, tornando-
se imune a uma nova infeccao.

O procedimento para a evolucao de um passo no tempo A, para cada individuo
da populacgao, se resume a:

e sorteia-se aleatoriamente sua renovagao (sua morte e nascimento de um
individuo suscetivel) com probabilidade pA;

e se o individuo estiver infectado e caso nao tenha ocorrido sua renovacao,
sorteia-se com probabilidade fﬁtl dentre os individuos suscetiveis aqueles
que serao infectados por ele;

e ainda se o individuo estiver infectado, com probabilidade yA; sorteia-se
aleatoriamente sua recuperacao.

4.3.1 Equivaléncia entre os modelos SIR e MBI

A Figura 4.2 ilusta a equivaléncia entre o modelo de equacgoes diferenciais
SIR e o MBI

Nesta secao, mostraremos que, em média, o MBI converge para o modelo
SIR. Definimos os seguintes eventos ocorridos no intervalo de tempo (kA (k+

1)A):

e A(k): o evento de um individuo da classe I se recuperar, passando para
a classe S

e Q(k): o evento de um individuo morrer e, consequentemente, nascer
outro na classe S;

e I'(k): o evento de se sortear um individuo da classe S
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(a) Execugao do MBI uma vez e solugao pelo  (b) Superposi¢ao da execugao do MBI 30 ve-
modelo SIR zes e solugao pelo modelo SIR

Figura 4.2: Equivaléncia SIR/MBI, considerando N = 1000, pu = %, v = %,

8= %, So =900, Iy = 100 e Ry = 0. As linhas mais grossas representam a
solugao do modelo SIR e as linhas mais finas, o modelo MBI.

e O(k): o evento de um individuo ter um contato com um individuo da
classe I;

e A(k): o evento de um individuo da classe S passar para a classe I, devido
ao contato com outro individuo da classe I.

A probabilidade de ocorrer a recuperagao de um individuo é dada por:
P(A(k)) = ~vA:. (4.2)
A probabilidade de ocorrer a renovagao de um individuo é dada por:

PQ(R)) = ph. (4.3)

A probabilidade da ocorréncia de novas infeccoes é a probabilidade de ocor-
rer simultanemente os eventos I' e @, ou seja:

P(A(k)) = P(T'(k) N ®(k)). (4.4)
Por serem eventos independentes, podemos reescrever:

P(A(K)) = P(L(K)) P(®(K)). (4.5)

(4.6)

A probabilidade de acontecer um contato com um individuo infectado é
proporcional ao nimero de infectados presentes naquele momento, sendo dada

por:
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A
N -1
Das equagoes (4.5), (4.6) e (4.7) concluimos que:

_ BA, S(k)I(k)
N-1 N

Calculemos, agora, os nimeros médios de mudangas de classes ocorridos.
O numero médio de individuos, por unidade de tempo, da classe I que se

recuperam da infec¢ao e passam para a classe R é calculado a partir da equacao
(4.2) e é dado por:

P(®(k)) I(k). (4.7)

P(A(F))

(4.8)

VA (). (4.9)

Os nimeros médios de individuos, por unidade de tempo, das classes S, [ e R
que morrem e sao substituidos por outros da classe S sao calculados a partir
da equagao (4.3), sendo dados respectivamente por

1S (k) (4.10)
1A (k) (4.11)
pAR(k) (4.12)

Se um experimento é realizado X vezes, X suficientemente grande, e verifica-
se a ocorréncia de certo evento E vezes, entao, segundo [80], a probabilidade
P, deste evento ocorrer se aproxima de:

E
< (4.13)

No MBI, em cada intervalo de tempo, executamos o algoritmo descrito uma
vez para cada individuo, ou seja, N vezes. A probabilidade da infeccao ocorrer
¢ dada por P(A(k)) na equagao (4.8). Fazendo X = N e P, = P(A(k)) na
equagcao (4.13), concluimos que o nimero médio de individuos, por unidade de
tempo, que passam da classe S para a classe I é dado por:

BA; S(k)I(k)
N-1 N
Para valores de N razoavelmente grandes podemos considerar N/(N —1) ~

1, e reescrevermos o numero médio de novas infecgoes como:

N (4.14)

BAS(K)I(k)
v :

As equagoes (4.9), (4.10), (4.11), (4.12) e (4.15) permitem descrever a
dinamica do MBI:

(4.15)

e suscetiveis: recebe o acréscimo de todos os individuos renovados (uA;S+
pAd + pAR), e lembrando que S(k) + I(k) + R(k) = N, é dado por
AN, Tera, ainda, a perda dos seus proprios individuos renovados
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(uA.S) e dos individuos que foram infectados (BA:I(k)S(k)/N);

e infectados: terd a perda dos individuos recuperados (yYA;I) e renovados
(uAI) e o acréscimo das novas infecgoes (BAI(k)S(k)/N);

e recuperados: terd a perda dos individuos renovados (uAl) e o acréscimo
dos individuos que se recuperaram da infeccao (yA.1).

Matematicamente podemos, entao, escrever a dinamica associada ao com-
portamento médio do MBI:

Sk+1)= S(k)+ pAN — uS(k) — %@5(%)7
Ik+1)= I(k)— pAI(k) — yAJI(k) + w, (4.16)

R(k+1) = R(k)+yAd(k) — pAR(E).

Lembrando que k representa o instante de tempo k4A; e que

df . flt+A)— f(t)
%_Alir—r»lo A,

notamos que a equacao (4.16) coincide com a equagao de diferencas da equagao
(4.1) utilizada na obtencao de solugdes do modelo SIR por integra¢ao numérica.
Assim, o modelo MBI converge em média para o modelo SIR.

A maior motivacao para o uso do MBI é a facilidade em se agregar novas
caracteristicas aos individuos, como por exemplo sexo, idade e em especial o
uso de redes que representem seu contatos, conforme mostraremos na Secao

5.1.
4.3.2 Estimagao dos Parametros de uma Epidemia

Um vez conhecida uma série temporal que represente o numero de in-
dividuos infectados, estimaremos os parametros que melhor adequam o modelo
SIR aos dados observados.

Dada uma série temporal de individuos infectados I,, e um conjunto de
parametros @, definiremos como funcao custo C'(I,,, ) o erro quadratico entre
I,, e a curva de infectados obtida pelo modelo SIR com os parametros @ , que
denotaremos por . Assim:

C(lm, p) = Z([m(i) = I(1)” (4.17)

em que ¢ representa o instante de tempo. O conjunto de parametros {, cujo
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modelo SIR melhor representa I,,,, sera dado por:

o =argmin C(I,,, p) (4.18)
o

Na equacgao (4.18), § poder ser obtido por varios métodos de otimizagao.
Neste trabalho optamos pelo método do gradiente. Utilizaremos esta estimacao
de parametros para analisar os resultados obtidos na Secao 5.2.

Epidemias que ocorrem em cidades diferentes podem ter comportamentos
diferentes, seja por questoes sanitarias, economicas, imunoldgicas, alimentacao
ou mesmo habitos diversos. Além disso, se existem individuos infectados em
uma cidade, existe a chance da infeccao se espalhar para as cidades em que
seus individuos tenham contato com tais individuos infectados, e assim por
diante. Tais premissas dificultam encontrar um modelo SIR que leve em con-
sideracao toda a regiao de estudo como tunica. Uma proposta para tal modelo
¢ a modelagem multi-cidades e que trate cada cidade independentemente e os
contatos entre os individuos das diversas cidades.

4.4 Modelos Multi-Cidades Baseados no SIR

Os modelos apresentados nas Segoes 4.2 e 4.3 sao formulados levando-se em
consideracao que toda a populacao de estudo encontra-se numa mesma regiao,
nao havendo distin¢ao quanto a posicao espacial dos individuos.

O crescimento das grandes cidades tem como efeitos aspectos que devem
ser levados em consideragao nos modelos epidemioldgicos. Individuos das clas-
ses mais baixas, geralmente trabalhadores nos centros das grandes cidades,
devido ao alto custo de vida, sao obrigados a morarem em outras cidades,
locomovendo-se diariamente a cidade de trabalho. Isso gera um efeito interes-
sante: os grandes centros tem um populagao oscilante muito grande durante o
dia e uma pequena populacao durante a noite. As cidades proximas tém um
efeito contrario.

Varios estudos e modelos podem ser encontrados na literatura [99, 7, 20,
15, 21, 96]. Nas préximas segoes apresentamos um modelo que leve em consi-
deracao os aspectos acima.

4.4.1 Modelo SIR Multi-Cidades

O modelo que trataremos baseia-se nas mesmas premissas do modelo SIR,
acrescido das premissas a seguir:

e Cada cidade 7 possui populagao residente constante N;;

e Infeccoes ocorrem na cidade de trabalho e acontecem segundo o modelo
SIR;

e Cada cidade possui taxas de infeccao que podem ser distintas entre si.
Definimos como:

e 5, I, e R; respectivamente os nimeros de individuos suscetiveis, infec-
tados e recuperados da cidade ;
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e ~; e p; respectivamente as taxas de recuperagao e renovacao da cidade ;
e [J; a taxa de infeccao na cidade i;

e p;; a fracao de individuos da cidade 7 que trabalha na cidade j.

Como cada cidade tem sua dinamica epidémica modelada por um modelo
SIR com seu parametros distintos, uma vez que cada modelo tem trés equacoes
diferenciais, um modelo para n cidades serd um sistema de equagoes diferenciais

com 3n equagoes.
Para o caso de n cidades com fluxo de individuos:

ds; i )
7 pilNi — piSi — Si D5y LAy, Si(0) = 57 >0,
dl; n .
= 5 Yo LAy — vili — i, Li(0) = 17 > 0,
dR;
= 7ili — piR;, R;(0) = R7 > 0.
dt
. o PikDjk
ara i =1,2,....,n, no qual A;; = = | = A4
P a ’ Z (ﬁk >t Nlplk) ’

k=1
A Figura 4.3 ilustra a solugao do sistema acima para o nimero de infectados

de 20 cidades com matrizes de fluxo p;; distintas mostradas abaixo, e com
parametros idénticos para todas as cidades: N; = 1000, v; = 0,05, p; = 0,01
e ;i = 0,3 para i = 1,...,20 e valores iniciais de Sy = 900, I{ = 100 e para
i =2,...,20 com S = 1000 e I? = 0.

Infectados

Figura 4.3: Solugao particular para o niimero de infectados. O atraso do inicio
da epidemia nas cidades mais distantes é claramante notado.

A matriz de fluxo com a qual foi gerada a Figura 4.3 é composta por 0,9 na
diagonal principal e 0, 1 na diagonal superior, representando o caso em que as
cidades estao alinhadas (do ponto de vista do fluxo de individuos), em que cada
cidade durante o horario de trabalho permanece com 90% de sua populacao
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original e recebe 10% dos individuos da cidade anterior, exceto pela cidade 20
que nao possui individuos que se locomovem para outras cidades.

4.4.2 Modelo SIR Multi-Cidades Estocastico

Equacoes diferenciais estocasticas! (SDE) tém sido usadas em modelos
em diversas areas de aplicacao incluindo biologia, quimica, epidemiologia,
mecanica, microeletronica, economia e financas.

Do ponto de vista de simulacao, varios modelos epidemioldgicos tém a
transicao de estados dos individuos baseada em sorteios, nos quais, em caso de
sucesso do sorteio, o individuo muda de estado. Entao, o nimero de individuos
que mudam de estado, para cada tipo de transicao, é uma variavel aleatoria
com distribuigdo binomial b(M,u), onde M é o nimero de individuos um
passo antes do tempo em que se deseja calcular e u a probabilidade de sucesso
da transicao de estado. Uma vez que tal distribuicao pode ser aproximada
por b(M,u) ~ Mu + /Mu(l —u)N(0,1) para M suficientemente grande,
definimos

G(M,u) =/ Mu(l —u)

e descrevemos nosso modelo epidemilégico pelo seguinte sistema de equacoes
diferenciais estocasticas:

dS; = (piN; — piS; — S; Z] (L A))dt+

+G (L, pi)dW7E + G(Ri, pi)dWP — (30— Gig)dW,
dly = (Si Y25 (IjAy) — vili — pil;)dt—

+G (i3, 7)dW; — G(R;, pi)dW7,

S:(0) = 8¢ > 0,1,(0) = I? > 0 and R,(0) = R? > 0.

(2

no qual

B
Gik - < zpzkz ]pjk Zl 1Nlpllg

WF ¢ um movimento Browniano padrao (ou um processo de Wiener), que do
ponto de vista de discretizacao para calculos computacionais resume-se a:

Wi (t) = Wt — At) + dW/(t)

em que cada dW}F(t) é uma variavel aleatéria independente da forma v AtN (0, 1).
O sistema ¢ resolvido pela integral de Ito, que computacionalmente pode ser
visto como o método de Euler explicito. Uma introducao pratica e acessivel a

Do inglés: Stochastic differential equation
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simulagao numérica de equacoes diferenciais estocasticas pode ser encontrada
em [46].

Em sua formulacao original, os modelos MBI e SIR possuem uma repre-
sentacao da populagao e suas relagoes dada por um grafo completo, ou seja,
todos os individuos podem se relacionar entre si. Por nao ser uma carac-
teristica observada na maioria das relagoes de uma sociedade, utilizaremos as
redes sociais apresentadas no Capitulo 3, que modelam tais relagoes e serao
usadas nos modelos que apresentamos a seguir.



Capitulo 5

Modelos Epidemiolégicos em Redes

Um fator importante a se levar em consideracao na modelagem de epide-
mias é o comportamento social dos individuos. O modelo SIR considera que
os contatos entre os individuos sao puramente aleatérios, ou seja, todos os in-
dividuos tem a mesma probabilidade de relacionarem entre si. Esta nao é uma
caracteristica comumente encontrada nas sociedades atuais, onde encontramos
individuos com os mais variados nimeros e tipos de relacionamentos. Tais
relacionamentos sao, geralmente, modelados por meio de grafos (também de-
nominados redes sociais, ou simplesmente redes), sendo que o comportamento
de epidemias em sociedades com diferentes estruturas tem sido modelado por
redes sociais em varios trabalhos [81, 82, 12, 49, 92, 29, 67, 79, 77, 8]. Apesar
de ser complexa a insercao de redes sociais no modelo SIR, é extremamente
simples no MBI, o que faz deste uma ferramenta ainda mais valiosa.

Neste capitulo propomos um modelo MBI sobre redes (Segao 5.1), utilizando-
o em experimentos numéricos que sugerem dificuldades na adequacao do mo-
delo SIR classico em redes sociais através de simples ajuste de parametros
(Segao 5.2), indicando a necessidade de modelos mais complexos. Apresenta-
mos os modelos atualmente utilizados para modelagem de epidemias em redes
(Secoes 5.3 e 5.4), os quais tem limitagoes para redes com algum tipo de es-
truturacao, como por exemplo a estrutura em comunidades. A fim de se obter
um modelo capaz de descrever o comportamento de epidemias em redes de
forma equivalente ao modelo SIR no caso de redes quaisquer propomos o mo-
delo analitico ©SIR na Segao 5.5 e mostramos seus resultados na Secao 5.6.
Propomos, também, um modelo que necessite de menos informagoes que toda
a rede, o HMF-MC, na Secao 5.7 e mostramos alguns experimentos na Se¢ao
5.8.

5.1 MBI sobre Redes

Os modelos SIR e MBI em sua formulacao original tém as relagoes entre
individuos representadas por uma grafo completo'. Contudo, buscamos mo-
delos em que as relagoes (arestas) entre os individuos (vértices) da populacao
sao representadas por uma rede qualquer.

Propomos, entao, uma nova versao do MBI, que considera que os individuos
do MBI se organizam em uma rede, ou seja, para cada individuo temos um

1Grafo completo: todo vértice possui arestas ligando-o com todos os outros vértices do
grafo.

37



CAPITULO 5. MODELOS EPIDEMIOLOGICOS EM REDES 38

vértice correspondente associado e a cada par de individuos associamos uma
aresta se e somente se eles tem contato entre si. Do ponto de vista do algoritmo,
no segundo passo do algoritmo do MBI apresentado na Segao 4.3, mesmo que
um individuo seja sorteado para ter contato com um infectado, a infec¢ao nao
ocorrera caso nao exista uma aresta entre eles.

5.2 Estudo da adequacao do modelo SIR classico as re-
des

No MBI original e no modelo SIR, a taxa de contato (3 pressupoe que todos
os individuos tém contato entre si. Dada uma rede complexa com densidade
d, 0 < d <1 e taxa de contato entre individuos (3, é intuitivo esperar que os
resultados das simulagoes pelo MBI sobre tal rede nos fornegcam uma dinamica
que possa ser descrita por uma nova taxa de contato 5 = df3 e pelos parametros
originais 7 e i, uma vez que estes dois itimos nao tém relagao com a estrutura
social na qual a epidemia estd inserida.

Para verificarmos os resultados pretendidos fizemos seis tipos de simulagoes:

1. MBI sobre de uma rede complexa gaussiana,
2. MBI sobre uma rede complexa BA;

3. MBI sobre uma rede complexa DM;

4. MBI sobre uma rede complexa preferencial;
5. MBI sobre uma rede complexa espacial.

Para cada tipo de simulacao na qual o MBI foi executado sobre uma rede
complexa, utilizamos uma unica rede correspondente. Nas redes BA e DM ge-
radas encontramos leis de poténcia com expoente 3,01 e 2, 27 respectivamente.

Para cada simulacao fizemos 1000 execugoes. Estimamos para cada execucao
os parametros v, (3 e p, conforme equacgao (4.18), e fizemos a andlise estatistica
sobre a hipotese nula de que a média dos valores encontrados seja o valor tedrico
e cuja hipotese alternativa seja que os valores encontrados sejam diferentes do
tedrico.

Além da andlise anterior, no intuito de verificar qual o melhor modelo SIR
que se adequa as execugoes do MBI, para cada tipo de simulacao feita, obtive-
mos as curvas médias de infectados e suscetiveis. A partir da curva média de
infectados, estimamos os parametros do modelo SIR. Fizemos, entao, a com-
paracao entre as curvas médias obtidas pelas execucoes do MBI e as curvas ob-
tidas pelo modelo SIR com os parametros estimados. Uma vez que a populagao
tem tamanho constante, a analise da curva de individuos recuperados foi omi-
tida pois podemos encontrar R a partir da equagao R(t) = N — I(t) — S(t).

Os valores utilizados nas simulagoes foram: N = 2000, Sy = 1990, I, = 10,
Ry = N—S5y— 1y, v =0,05, 8 =1,5e u = 0,01. Utilizamos redes com
densidade aproximada d = 0, 07.
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5.2.1 MBI sobre redes complexas

Analise estatistica dos parametros.

Os graficos da Figura 5.1 foram gerados apds execucao do MBI sobre as
redes gaussiana, BA, DM, preferencial e espacial respectivamente, e mostram
os histogramas de frequéncia relativa para 4, B e [i, encontrados conforme
a estimacao dos parametros 7y, 0 e u, respectivamente. Contém também,
sobrepostas aos histogramas, as gaussianas de mesmas médias e desvios padrao
dos parametros estimados, seu valor tedrico e os valores criticos para 5% de
significancia dos testes.

Assim como feito para o MBI em sua formulacao original, definimos para
as simulagoes feitas as seguintes hipdteses nulas:

Hy: =7
Hy: B=5=ds
HY : p=u.

A partir dos valores estimados verificamos que:

e considerando o MBI sobre as redes gaussiana e espacial: nao rejeitamos
nenhuma das hipéteses Hy, H e H!' com nivel de significancia de 5%:;

e considerando o MBI sobre as redes BA, DM e preferencial: nao rejeitamos
a hipétese HY, contudo rejeitamos Hy e H{ com nivel de significancia
de 5%.

Dinamica. Os graficos da Figura 5.2 ilustram as curvas de infectados e
suscetiveis obtidas com a média das evolugoes do MBI e as curvas do modelo
SIR correspondente. O coeficiente de aglomeracao da rede, a conectividade
média (kg,) dos individuos infectados no tempo inicial e os parametros estima-
dos sao mostrados na Tabela 5.1.

Tipo C | (k) | A p i
Gaussiana | 0,07 [ 140,1 | 0,0517 | 0,1056 | 0,0104

BA 0,148 [ 136,7 | 0,0673 | 0,1504 [ 0,0117

DM 0,28 [136,7 | 0,0846 | 0,2029 | 0,0134

Preferencial | 0,19 | 139,9 | 0,0739 | 0,1741 | 0,0121
Espacial 0,52 | 139,9 | 0,0518 | 0,1011 | 0,0112

Tabela 5.1:  Coeficientes de aglomeracao, conectividade média da populacao
inicial de infectados e parametros encontrados para as redes analisadas.

Analise estatistica das curvas de suscetiveis.

Nesta andlise, faremos um estudo sobre as curvas de suscetiveis da Figura
5.2 de forma a validar as diferencas encontradas pelo SIR com os parametros
ajustados e as médias do MBI, obtendo uma confirmacao do que os graficos
nos sugerem. Fizemos, entao, como segue.
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Figura 5.1: Histogramas dos parametros estimados para o MBI sob redes com-
plexas. Curvas gaussianas de mesmas médias e desvios padrao sao mostradas

para efeito de visualizagao.

A partir dos parametros estimados da curva média de infectados do MBI,
para cada tipo de simulagao obtivemos a curva de suscetiveis do modelo SIR
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estimado. A partir da Figura 5.2 notamos que, apesar do ajuste razoavel das
curvas do numero de infectados do modelo SIR a média do MBI, as curvas dos
numeros de suscetiveis tem diferencas notaveis nas redes BA, DM e preferen-
cial. Este fato indica certa dificuldade no ajuste dos parametros do modelo
SIR para estas redes.

Para cada curva de suscetiveis do MBI, definimos o residuo? da curva como
a soma dos residuos em cada ponto da curva, ou seja:

R(S)=> S~ Ssin.

Com os mesmos parametros estimados do modelo SIR, fizemos simulagoes
de Monte Carlo utilizando-se do MBI em sua formulacao original para gerar a
hipdtese nula de igualdade da média dos residuos. Denotaremos por Ri e Ry
respectivamente como o residuo do MBI em rede e do MBI em sua formulagao
original. As hipdteses alternativas utilizadas foram construidas de forma a
verificar as diferencas encontradas nas curvas de suscetiveis da Figura 5.2.

Rede H, H, p-valor empirico
Gaussiana | Rr = Ry | Rr # Ry 0,85
BA Rr=Ry | Rr > Ry 0,10
DM Rr =Ry | Rp > Ry 0,00
Preferencial | Rr = Ry | Rr > Ry 0,00
Espacial Rr=Ry | Rrp < Ry 0,48

Tabela 5.2:  Analise estatistica das curvas do niimero de suscetiveis obtidas
pelo MBI em redes. Os p-valores indicam a percentagem de execugoes do MBI
em redes que levam a nao rejeitar a hipétese nula Hy, desfavoravel a hipdtese
alternativa H;.

Na Tabela 5.2 mostramos os resultados obtidos desta analise. Os p-valores
empiricos encontrados corroboram com os graficos de suscetiveis da Figura
5.2. Estes resultados indicam dificuldades em se ajustar o modelo SIR para
propagacao de epidemias em algumas redes, o que nos leva a uma busca por
modelos mais complexos.

2Definimos o residuo desta forma na intencdo de conseguirmos detectar curvas de sus-
cetiveis sistematicamente acima ou abaixo das do modelo SIR.
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5.2.2 Discussao

Utilizamos o MBI proposto sobre redes como uma alternativa ao modelo
epidemioldgico de equacgoes diferenciais SIR, possibilitando o tratamento dos
individuos de forma discreta. A utilizacao do MBI possibilitou, também , o
estudo da propagacao de uma epidemia relativamente ao tipo de rede complexa
na qual a sociedade esta organizada.

e as simulagoes feitas indicam que, caso uma sociedade se organize con-
forme uma rede complexa gaussiana, entao o MBI agregado desta rede
se comporta, em todos os tipos de simulagoes feitas, conforme um mo-
delo SIR, com uma nova taxa de contato 3 = df3. Este era um resultado
esperado, e que novamente valida a metodologia empregada.

e as analises estatisticas feitas indicam que, caso uma sociedade se or-
ganize conforme uma rede complexa livre de escalas ou preferencial, o
comportamento do MBI agregado desta rede encontra dificuldades em
ser modelado pelo modelo SIR com apenas uma nova taxa de contato
que preserve os significados de seus parametros;

e os resultados indicam que o modelo SIR dado pela equagao (4.1) encon-
tra dificuldades em modelar um epidemia em uma sociedade organizada
como rede livre de escalas, preferencial ou espacial. Os graficos da Figura
5.2 mostram diferencas, nas curvas de suscetiveis, entre a dinamica da
epidemia e o modelo SIR com os parametros estimados.

e uma comparagao da distribuicao de graus das redes gaussiana e espacial,
Figuras 3.6 e 3.8, poderiam nos levar ingenuamente a crer que o compor-
tamento de epidemias nestas redes fosse equivalente. A andlise estatistica
de seus parametros, Figura 5.1, reforcaria esta hipdotese. A andlise das
dinamicas da epidemia nestas redes, Figura 5.2, ilustram uma pequena
diferenca na dinamica entre as curvas e um pequeno distanciamento en-
tre a curva média de suscetiveis da epidemia na rede espacial e o modelo
SIR estimado. A maior diferenca entre as duas redes esta em seu coefici-
ente de aglomeracao, Tabela 5.1, o que esta de acordo com a afirmacao,
feita por [67], que o coeficiente de aglomeracao seria o fator dominante
no controle da taxa de crescimento da epidemia.

Nossos estudos numéricos indicam dificuldades em ajustar o modelo SIR
para epidemias em algumas redes, o que poderia gerar campanhas de vacinagao
ineficazes ou com gastos desnecessarios. Apresentamos nas secoes que seguem
os resultados obtidos para modelos mais complexos de epidemias em redes, de
forma a se buscar um modelo equivalente ao SIR para redes.
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5.3 Aproximacgao heterogénea de campo médio (HMF)

A aproximacdo heterogénea de campo médio® (HMF) classifica os nés da
rede de acordo com sua conectividade (nimero de vizinhos) e considera que
a conectividade média (k) dos nés é finita. Estudos do processo epidémico
em redes utilizando o HMF sdo encontrados em [81, 82, 68| e no estudo de
fendmenos criticos em [24].

Denotamos por si(t), ix(t) e 7 (t) a respectiva densidade de nds suscetiveis,
infectados e recuperados de conectividade k no instante de tempo t. Conside-
rando redes estaticas, temos que si(t) + ix(t) + ri(t) = 1 Vt e Vk.

Seja P(k) a distribuigdo de conectividade dos nés de uma rede. Assim, a
conectividade média é dada por (k) = >, kP(k). As proporcoes globais de
nés em cada estado sao dadas por s(t) = >, P(k)sk(t), i(t) = >_, P(k)in(t) e
(1) = 5, PR)rs(1).

A probabilidade escolher aleatoriamente um né com s arestas é propor-
cional a sP(s). Desta forma, a probabilidade de aleatoriamente uma aresta
chegar a um individuo infectado é dada por

oty = SekPHRIs(D) _ S, kPH)i(D)

5.1
22, 5P(s) (k) (5.1)
Assim, temos o seguinte sistema de equacoes diferenciais acoplado:
ds(t
st( ) = p—psEt) - %ksk(t)@(t), sp(0) = 82,
dZ t ) ) . -0
% = %k8k<t>@(t) — ’}/Zk(t) — /”k(lf), Zk(O) =9,
dry(t ‘ O
X Vin() = pr(t), R0 =10 (52)

0<s7<1,0<4<1,0<ry <1.

Este modelo considera que os ndés de uma mesma classe de conectividade
tem as mesmas propriedades dinamicas. E util observar que esta formulacao
negligencia diversos aspectos da rede, como por exemplo o coeficiente de aglo-
meragao, a conexidade etc.

5.4 Modelagem por Cadeias de Markov (MKYV)

Neste modelo, trataremos o problema de forma microscépica ao nivel do in-
dividuo, ou seja, consideraremos as probabilidades .5;, I; e R; de cada individuo
1 estar respectivamente em um dos estados suscetivel, infectado e recuperado.
Desta forma, para cada individuo ¢ temos S;(t) + I;(t) + R;(t) = 1 Vt.

Chamaremos de matriz de contato A a matriz cujo elemento A;; contem a
probabilidade do individuo 7 ter contato com individuo j. Em redes sem peso
e nao direcionadas esta matriz se resume a matriz de adjacéncia (A;; = 1 se
i je A =0 caso contrério).

3Sigla proveniente do inglés: Heterogeneous Mean-Field (HMF)
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Estes modelos sao baseados no formalismo de cadeias de Markov em tempo
discreto. A probabilidade do individuo ¢ para ter um contato com o individuo
contagioso 7 no intervalo de tempo A; é dada por %Aij]j. Considerando
eventos independentes, a probabilidade do individuo 7 nao ser infectado é dada
por [] i (1-— %Aij[j). Portanto, a probabilidade de infeccao do individuo
suscetivel 7 é dada por:

A
Vi, A) =1-JJ1 - —Aiily). (5.3)

J

O seguinte sistema de equagoes dinamicas pode entao ser escrito:

Si(t +Ay) = Si(t) + Agpp — ApuSi(t) — Si()Yi(t, Ay),
Lt+A) = L(t) — AL(t) — A (t) + Si(8)Yi(t, Ay),
Ri(t+A) = Ri(t) + AL (t) — AyuRi(t), (5.4)

Sz(()) = SZQ’ [z(o) = [i07 Rl(o) = Rf

Comumente cadeias de Markov sao utilizadas com A; = 1. Distinguire-
mos este caso nomeando-o modelo GG | que foi utilizado como modelo SIS em
[40, 42], porém mostraremos que tal escolha de A; induziu resultados pouco
satisfatérios. Apesar de em [42] serem usadas ensembles* e neste trabalho uti-
lizarmos uma matriz de adjacéncia, afirmamos que os resultados sao similares
para os experimentos feitos. Para escolhas de A; < 1 denominaremos como
modelo MKV. No trabalho [16] é considerado um passo de tempo infinitesimal
A, porém, a escolha A; depende dos parametros do problema, podendo tor-
nar o problema intratavel do ponto de vista computacional caso se necessite
de valores pequenos demais. O procedimento é ilustrado no Algoritmo 1.

(5(0),1(0), R(0)) < (So, Lo, Ro)
(7, ) < (Aey, Ag.p)
fork=0:A,:T;—1do
for cada individuo i do
Q—1-TI;(1 = A% Ay L(K))
Si(k + Ay) «— Si(k) + i — pS;(k) — QS;(k)
Lk A) o Lk + QSi(k) — 31(k) — pTi(h)
Ri(k+ Ay) «— Ri(k) +~1;(k) — aR;(k)
end for
S(h+Ar) — 32 Si(k + Ay)
R(k + Ay) 32 Ri(k + Ay)
end for
Algoritmo 1: MKV (y, 3, v, N,So,lo,Ro, T, A,A)

5.5 O modelo uSIR

O uso de cadeias de Markov no estudo de propagacao de epidemias em
redes é relativamente novo. O seu uso para valores de A; muito pequenos

4Uma ensemble é uma matriz que contem as probabilidades de ocorréncias das arestas
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pode tornar o problema intratavel. Além disso, diante das dificuldades em
adequar os parametros do modelo SIR clédssico que apresentamos na Se¢ao 5.2
é desejavel se encontrar um modelo analitico que explique o comportamento
de epidemias em redes de forma equivalente ao modelo SIR classico.

Diante disso, propomos o modelo uSIR® com uma formulacao por equacoes
diferenciais que, assim como na modelagem por cadeias de Markov, trata os
individuos de forma microscopica com a conveniéncia de nao ser necessaria a
escolha a priori de um parametro A;.

Seja Y; a probabilidade do individuo ¢ passar do estado suscetivel para
infectado. Sejam S;, I; e R; as probabilidades de cada individuo i estar res-
pectivamente em um dos estados suscetivel, infectado e recuperado. Assim,
podemos escrever o seguinte sistema de equacoes diferenciais acoplado:

dié;t) = p—pS) = S@OYit), Si(0) =57,
O si(t) 10 - k(o). 10) = 12
dfz,-;t) YIi(t) — pRi(t), R;(0) = R, (5.5)

0<857<1,0<I?P<1,0<Ry<1.

Do ponto de vista macroscépico, os niimeros de individuos suscetiveis S(t),
infectados I(t) e recuperados R(t) sdo dados respectivamente por: S(t) =
S, Si(t), 16) = X, Lit) e R(t) = Y, Ri(t).

Alguns trabalhos sobre modelos epidemioldgicos estocdsticos tratam as
constantes v, 4 e p como probabilidades da ocorrécias de seus respectivos
eventos mas, do ponto de vista de equagoes diferenciais, sao tratadas como
taxas de transicao por unidade de tempo. Desta forma, para um intervalo de
tempo A, as taxas de renovacao e recuperacao sao dadas respectivamente por
A e Ayy. A probabilidade do individuo ¢ ter um contato infeccioso com o in-
dividuo j, em um intervalo A; de tempo, é dada por At%AZ’j] ;. Considerando
eventos independentes, a probabilidade do individuo ¢ nao ser infectado é dada
por [[,; (1 — At%Aij[j). A taxa P;(t,A;) de contatos infecciosos do individuo
1 sera dada por:

g

Pz’<t7 At) =1- H(l - AtNAijIj(t))

J

Apés caleulos algébricos podemos reescrever Pj(t, A,):
Pt 80 = D S (AGL(0) + AT (A, 1), &)
J

onde I' é um polinomio em A;. Podemos entao escrever:

5]g-se: micro SIR
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Sit+ A,) — Si(t e
W8 =S ) usi(t) — Si(r) B

A, A
I; Ay) — 1 .
2D = o 502482 — 10) - (1)
Ri(t+ Ay) — Ri(t
UESIZR0 o n - ek 59

uma vez que lima, .o P(t;” % > i A;;1;, passamos o limite quando A; tende

a zero, encontrando a equacé (5.5) com

Yilt) = & S AuLi0) (5.7)

Esta formulagao, por considerar todas as informacoes da matriz de conta-
tos A, permite a modelagem da dinamica da epidemia, por exemplo, em redes
conexas, desconexas e com diferentes estados iniciais. A vantagem deste mo-
delo em relacao ao HMF é que leva em consideracao todas as propriedades da
rede, nao precisando da premissa de homogeneidade da dinamica nos nos de
mesma conectividade.

Desenvolvemos o modelo uSIR de forma a se ter um modelo de equagoes
diferenciais apto a descrever o comportamento de uma epidemia em uma rede
qualquer e no intuito de modelar tais epidemias em redes em que os modelos
conhecidos ou falham, ou sao computacionalmente invidveis. Simulagoes e
resultados deste modelo sao apresentados na Se¢ao 5.6.

5.6 Resultados para o uSIR

Experimentos numéricos foram realizados, a fim de comparar o compor-
tamento do modelo proposto com outros modelos. Os modelos considerados
foram:

[SIR]: O modelo SIR cléssico, conforme equagao (4.1).

[MBI]: O modelo baseado em individuos.

[HMF]: O modelo HMF, conforme equagao (5.2).

[GG]: O modelo proposto em [42], que ¢ uma cadeia de Markov com A; = 1.
[MKV]: Modelo baseado em uma Cadeia de Markov, conforme equagao (5.4),
com A; < 1.

[4SIR]: O modelo Proposto, conforme equagao (5.5.)

Nos experimentos, a matriz de adjacéncia da rede foi diretamente empre-
gada nos modelos MBI, GG, MKV e uSIR. A mesma matriz de adjacéncia
foi utilizada ao invés da matriz annealed utilizada no modelo GG em [42], o
que significa que o conjunto de redes assumidas por esse modelo, neste caso,
tem uma tnica rede. Os parametros epidemioldgicos dos experiemrentos foram
escolhidos, em sua maioria, de forma a permitir uma comparacao com os resul-
tados apresentados em [42]. A contagem de graus dos nés foi realizada, a fim
de fornecer as informagoes utilizadas no modelo HMF. Nenhuma informagcao
conectividade é passada ao modelo SIR, que implicitamente assume um grafico
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totalmente conectado. Os resultados apresentados aqui correspondem, no caso
do MBI, as médias de 1000 simulagoes Monte Carlo.

5.6.1 Rede totalmente conectada

O primeiro experimento considerado foi feito de forma a validar o uSIR e
demais modelos com o modelo SIR classico. Desta forma, consideramos uma
rede totalmente conectada (significando que quaisquer dois individuos podem
ter contato entre si, correspondendo ao SIR clédssico) de um sistema correspon-
dendo ao SIR com parametros vy =0, u=0,3, 5 =0,7e N = 5.000 (também
comnhecido como modelo SIS). A Figura 5.3 ilustra as respostas temporais
dos modelos. Neste caso, os modelos SIR e HMF tém expressoes analiticas
idénticas. Torna-se evidente que os modelos SIR, HMF, MBI, MKV e uSIR
tém respostas semelhantes, e a resposta do modelo GG ¢é claramente diferente
dos demais. A Figura 5.4 ilustra, ainda para redes totalmente conectadas,
uma comparac¢ao dos niveis endémicos para valores diferentes de 3. Deve ser
notado que mais uma vez dois grupos de respostas aparecem: os modelos SIR,
MBI, MKV e uSIR levam a um grupo de valores semelhantes, e o modelo GG
leva para outros valores. Estes resultados sugerem que o modelo GG sofre de
uma espécie de efeito sub-amostragem ou de acimulo de erros. Isto é causado
pela suposicao de que os eventos de infeccao de varios individuos sao inde-
pendentes, como indicado na equacao (5.3). Embora isso possa ser assumido
para pequenos intervalos de tempo, isso se torna cada vez mais impreciso a
medida que o intervalo de tempo cresce, pois para intervalos maiores uma de-
pendéncia entre os eventos emerge. Como resultado o modelo GG subestima
o numero de infeccoes, pois ignora as infeccoes causadas por individuos que
foram infectados mais cedo no mesmo intervalo de tempo. A capacidade do
modelo pSIR em recuperar os modelos classicos, por outro lado, é suportada
pelos resultados.

5.6.2 Rede gaussiana

Um experimento foi realizado considerando-se uma rede gaussiana (uma
rede construida com a mesma probabilidade de conexao entre quaisquer dois
nods), também chamado de Erdos-Renyi. Pode ser demonstrado que as redes
gaussianas representam instancias de redes complexas que podem ser represen-
tados pelo modelo SIR classico (corrigindo-se apenas o parametro (3 pela densi-
dade darede). A Figura 5.5 ilustra o comportamento assintético do nimero de
individuos infectados para os modelos SIR, GG, MKV e uSIR, para uma rede
gaussiana com 10.000 nés, alguns valores de 7 = AN e conectividade média
de (k) = 50. Novamente nota-se um comportamento singular do modelo GG
em relacao aos demais modelos. Este experimento juntamente com o anterior
ajuda a validar o modelo pSIR nas situagoes onde se conhece analiticamente
a resposta do problema.

5.6.3 Rede livre de escalas

Outro experimento foi realizado considerando-se uma rede complexa como
descrito em [10], que segue a lei de poténcia P(k) ~ k= com o = 3,0 e conec-
tividade média (k) = 4. A populacao com N = 5.000 individuos e parametros
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inclusive do modelo teérico SIR, demonstrando que uma escolha indevida A,
pode acarretar em resultados pouco satisfatorios.
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Figura 5.4: Comportamento assintético do nimero de individuos infectados
em uma rede completa. O grafico ilustra o nivel assintético dos modelos para
diferentes valores de 3. Novamente notamos uma discrepancia nos resultados
do modelo GG em relagao aos demais.

G=AN,~v=0epu=0,3 foram considerados. Os resultados sao apresentados
na Figura 5.6. Este experimento sugere que o modelo GG subestima sistemati-
camente o numero de individuos infectados. Por outro lado, os modelos HMF
e uSIR ambos concordam com os modelos MBI e MKV: esta pode ser inter-
pretada como uma evidéncia da validade desses quatro modelos, que fornecem
suporte mutuo.
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Figura 5.5: Comportamento assintotico do nimero de infectados em uma
rede gaussiana. Em uma rede gaussiana as premissas do modelo SIR ainda o
permitem modelar a epidemia nesta rede. Para diferentes v alores de § = AN
foram encontrados os valores endémicos pra os modelos SIR, GG, uSIR e MKV.
Este experimento ajuda a validar os modelo MKV (para pequenos valores de
Ay) e puSIR, porém ilustra uma falha no modelo GG.
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Figura 5.6: Comportamento assintotico do niimero de infectados em uma rede
livre de escalas. Esta figura ilustra os niveis endémicos para diferentes valores
de f = AN em uma rede livre de escalas de Barabasi. Foram comparados
os modelos HMF, MBI, GG, uSIR e MKV, sendo que apenas o modelo GG
difere dos demais. Este experimento refaz um dos experimentos obtidos em
[42], mostrando que seus resultados foram pouco satisfatérios.

5.6.4 Rede regular

Fizemos um experimento em uma rede regular com 2.000 individuos, cada
um com 24 vizinhos. A Figura 3.3 ilustra quais individuos sao considerados
vizinhos (N) para serem conectados a um individuo (I). A fim de que todos
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os individuos tivessem o mesmo numero de contatos, a relacao de vizinhanga
foi construida na superficie de um toro. E interessante observar que, numa
situacao hipotética em que a epidemia se iniciasse com 25 individuos infectados
(individuo (I) e seus 24 vizinhos (N)), apenas os 16 individuos mais externos
poderiam inicialmente infectar novos individuos, o que pode torar o inicio da
epidemia um pouco mais lento. Além disso, esta topologia de rede aumenta
o caminho médio entre os nés. Estes dois fatos tendem a influenciar em uma
menor velocidade de propagacao da epidemia.

As Figuras 5.7 e 5.8 ilustram o comportamento temporal dos modelos pSIR,
SIR, MKV, HMF e MBI nesta rede. As curvas do MBI nas duas figuras sao
relativas a média das curvas de infectados de 1.000 simulag¢oes de Monte Carlo.
Os modelos SIR e HMF nao foram desenvolvidos levando em consideracao re-
des com propriedade de forte correlacao como da rede regular, e ilustramos
seus comportamentos apenas para se ter uma ideia da diferenca quando com-
parados com os demais modelos. Uma vez que todos os individuos tém a
mesma conectividade, o modelo HMF' coincide com o modelo SIR com novo
parametro 3 = 0,012/ , que é um comportamento que espera-se ser diferente
para este tipo de rede devido a sua estrutura rigida. Os modelos puSIR e MKV
novamente seguem o mesmo comportamento nas duas figuras. O MBI simula
a epidemia como um processo de contato. Processos de contato em redes com
fortes correlacoes, em certas redes e sob certos parametros, nao sao bem des-
critos pelos resultados de campo médio. A Figura 5.7 ilustra o caso em que o
MBI, apesar da epidemia ser mais lenta conforme a intuigao prévia, tem uma
aproximacao ruim comparada ao pSIR para § = 30. Contudo, na Figura 5.8,
para # = 100, a curva de infectados do MBI é melhor descrita pela curva do
wSIR. Estes fatos nos levam a acreditar que o pSIR coincida com o campo
médio para este tipo de rede.

5.6.5 Rede com estrutura de comunidades

Individuos de uma sociedade costumam se organizar em subgrupos dentro
dos quais se tem maior possibilidade de contato que no restante da sociedade.
Estudos recentes tém levado estas redes em consideragao [44], em especial do
ponto de vista do controle de epidemias nestas redes [66, 88]. Um experi-
mento foi feito em uma rede contruida da seguinte forma: foram construidas
10 redes conforme [10] com 200 individuos cada. Uma rede maior foi criada
interligando as redes anteriores em série conforme a Figura 5.9 com um tnico
link aleatoriamente escolhido entre 2 redes. A Figura 5.10 ilustra o compor-
tamento temporal dos modelos HMF e uSIR para os parametros v = 0,05 |
1w =0,01e (=25 com individuos infectados inicialmente localizados em uma
das comunidades extremas. O modelo HMF, que nao foi desenvolvido para
redes fixas com estas particularidades, sendo ilustrado apenas para se ter uma
nocao de distanciamento dos modelos, e parece se comportar como se estivesse
em uma unica rede com propriedades idénticas as redes menores. Intuitiva-
mente, poderiamos esperar um comportamento como segue: cada comunidade
apoés infectada se comporta aproximadamente como um cidade isolada devido
a estreita ligacao com as demais, porém o inicio de cada infec¢ao acontece em
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Figura 5.7: Comportamento temporal do nimero de individuos infectados
em uma rede regular. Os parametros usados foram v = 0,1 , p = 0,01 ,
= 30. Ilustramos as curvas dos os modelos SIR, HMF, uSIR, MKV, e MBI.
O comportamento em redes regulares é conhecido nao ser igual ao modelo SIR
e HMF. Os modelos MKV e uSIR convergem para outros valores. Neste caso
o MBI, que simula um processo de contato, nao parece coincidir com nenhum
modelo.
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Figura 5.8: Comportamento temporal do nimero de individuos infectados
em uma rede regular. Os parametros usados foram v = 0,1 , © = 0,01 ,
£ = 100. Ilustramos as curvas dos os modelos SIR, HMF, uSIR, MKV, e MBI.
Neste caso, o MBI, que simula a epidemia como processo de contato, tem uma
resposta parecida com a do pSIR.
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tempos distintos e de forma sequencial. Este comportamento pode ser visto
no comportamento do modelo pSIR da Figura 5.10 nesta rede.

Figura 5.9: Rede com estrutura de comunidade.
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Figura 5.10: Comportamento temporal do nimero de individuos infectados
em rede com estrutura de comunidade. A rede foi construida da ligagao de 10
comunidades, com 200 individuos cada, cada comunidade organizada em uma
rede livre de escalas de Barabasi, e sao interligadas em série por uma unica
aresta entre dois nos escolhidos aleatoriamente, conforme Figura 5.9. Intui-
tivamente espera-se um comportamento similar ao apresentado pelo modelo
wSIR: infecgoes ocorrendo nas comunidades em cascata. O modelo HMF apre-
senta um comportamento similar a uma rede que tem as mesmas propriedades
de cada comunidade, ignorando a estrutura de comunidade.

5.6.6 Rede espacial

A Figura 5.11 ilustra a topologia de uma rede espacial construida com
1.000 nés, (k) = 10, e a=100. Apesar da informagcao espacial ser perdida
ao tratarmos apenas a matriz de contatos, esta informacao fica implicita na
distribuicao das ligacoes entre os nos da rede. Podemos notar na figura que
as ligagoes sao geralmente curtas e entre individuos muito préximos. Esta
configuracao pode gerar uma velocidade menor de propagacao da epidemia,
uma vez que o caminho médio entre dois nés aumenta em relacao as redes
gaussianas.

Um experimento com uma rede espacial composta por meio milhao de nos,
(k) = 10, e a=100 foi executado. A Figura 5.12 ilustra o comportamento
temporal dos modelos HMF, uSIR e SIR nesta rede. A distribuicao de conec-
tividades deste tipo de rede é parecida com a de uma rede Gaussina. Sendo a
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Figura 5.11: Rede espacial. A rede foi construida com 1.000 nés, (k) = 10,
e a=100. Somente links curtos sao observados, o que diminui a velocidade de
propagacao de uma epidemia.

distribuicao de conectividades a tnica informacao levada em conta pelo HMF,
este modelo tem como resposta o equivalente a uma rede Gaussiana, ou seja, se
aproxima do modelo SIR. Uma vez que o modelo uSIR nao perde informacoes
da matriz de contatos, o mesmo consegue nos dar uma resposta compativel
com a esperada, i.e., uma epidemia mais lenta que em uma rede Gaussiana.
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Figura 5.12: Comportamento temporal do nimero de individuos infectados
em uma rede espacial. A rede utilizada foi contruida com 500.000 nés, (k) = 10,
e a = 100. Os parametros epidémicos utilizados foram # = 20.000, v = 0, 05,
= 0,01 iniciando a a epidemia com apenas um unico individuo infectado e
todos os demais suscetiveis.

5.6.7 Discussao

Nos modelos MBI e MKV, a escolha de valores menores de A; melhora
significativamente a precisao dos modelos, porém aumenta o custo computaci-
onal dos mesmos, podendo ser invidavel seu uso. A necessidade de uma escolha
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arbitraria nestes modelos é um inconveniente, uma vez que tal escolha depende
dos parametros do problema em questao. Além disso, os resultados com o MBI
sao obtidos por meio de simulagoes de Monte Carlo, o que onera ainda mais a
obtengao de resultados com o algoritmo.

Nesta secao apresentamos os resultados para uma nova formulacao da des-
cricao da dinamica de epidemias em redes por um sistema de equagoes dife-
renciais, o uSIR. A formulagao proposta fornece uma descricao analitica da
evolucao média de cada individuo em uma populacao que esta conectada de
acordo com qualquer topologia de rede arbitraria. O modelo uSIR recupera
o modelo SIR tradicional, nos casos em que os pressupostos do modelo SIR
valem, e também estd de acordo com simulagoes do MBI, MKV e com os
resultados da abordagem HMF' recente.

O uso de redes dinamicas no modelo puSIR ¢é direto, bastando para isso
utilizarmos um matriz de contato A(t) cujas probabilidades de contato A;;(¢)
sao dependentes do tempo, incluindo aqui as redes annealed. Esta é mais uma
importancia do modelo, uma vez que permite o estudo analitico do fenomeno
para redes dinamicas.

O modelo proposto permite estudos inviaveis no modelo HMF como por
exemplo: redes desconexas, redes direcionadas, com estrutura de comunida-
des, com diferentes niveis de coeficientes de clusterizacao, com propriedades
geograficas além de permitir o estudo de processos de vacinagao ao nivel do
individuo.

O modelo pSIR foi implementado em Matlab® (Versao 7.6.0.324 R2008.a).
O computador utilizado em todas as simulagoes possuia um processador Intel
Core 2 duo T6500 2,1GHz e 4GB de Ram. Em uma rede Espacial com meio
milhao de individuos e conectividade média (k) = 10 executou 200 unidades
de tempo em aproximadamente 3 minutos. O modelo HMF, uma vez que
possui um nimero extremamente reduzido de equagoes (neste mesmo expe-
rimento foram encontradas apenas 29 conectividades diferentes) executou em
menos de 3 segundos, porém obteve resultados pouco satisfatérios em alguns
tipos de redes. Acreditamos que o modelo HMF continue sendo um boa fer-
ramenta para o estudo de comportamentos assintéticos, porém, além do pSIR
também ser 1til neste caso, para a necessidade do estudo temporal (no estudo
de campanhas de vacinagdo por exemplo) o modelo uSIR parece ser o mais
adequado.

A principal vantagem do modelo pSIR em relagao a modelagem por Cadeias
de Markov esta no fato de que o uSIR herda todo o conhecimento de resolugoes
de equagoes diferenciais desenvolvido ao longo dos anos, enquanto a solucao
por Cadeias de Markov representa um método de integracao numerica por
retangulos cuja base A; necessita ser escolhida antes do inicio da solucao do
problema.

O modelo pSIR proposto foi desenvolvido de forma a ser um modelo de
propagacao de epidemias em redes que seja equivalente ao modelo SIR cléssico
devidamente ajustado para que a propagacao da epidemia ocorra sobre essas
redes. Os testes feitos indicam que o modelo ¢ satisfatério como um modelo
para redes equivalente ao SIR.
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5.7 HMF Multi-Comunidades (HMF-MC)

O wSIR é um modelo tedrico e necessita de um nimero de informacoes
muito grande para ser usado em um problema pratico. Diante disso, desen-
volvemos nesta se¢ao um modelo nos moldes do HMF, o HMF-MC, de forma
a se modelar a epidemia a partir de um nimero menor de informagoes e, em
especial, para ser usado em conjunto com a andlise espectral apresentada na
Secao 3.3.1.

Consideraremos o caso em que existe algum tipo de estruturacao da rede em
subredes mais densas, ou seja, de forma que possa ser entendida como uma rede
com estrutura de comunidades. Suporemos conhecidos apenas a distribuicao
de conectividades dentro de cada comunidade (conforme ja utilizado no HMF)
e o numero de conexoes existentes entre cada par de comunidades .

O HMF em sua formulacao original utiliza como tinica informacao os dados
do histograma de conectividade da rede. Uma vez que para redes sem estrutu-
ras rigidas ele funciona bem, dentro de cada comunidade o modelo HMF-MC
ird considerar que os contatos internos seguem a formulacao do HMF. Os conta-
tos entre individuos de comunidades diferentes serao feitos por meio da matriz
de pesos C'. A Figura 5.13 ilustra de forma intuitiva o funcionamento do mo-
delo: dentro de cada comunidade um modelo HMF e os pesos das ligacoes se
referem ao ntmero de ligagoes entre os individuos das comunidades.

Figura 5.13: Tlustragao do funcionamento do HMF-MC. Dentro de cada co-
munidade somente a contagem das conectividades é necessaria, calculando as
infecgoes internas de forma idéntica ao HMF original. As conexoes existen-
tes entre comunidades sao agrupadas em uma matriz de pesos (ligagdes em
azul com valores em vermelho), e as infec¢oes entre individuos de comunidades
diferentes é calculada pressupondo homogeneidade (puramente aleatéria) das
conexoes.
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A matriz C abaixo ilustra o nimero de conexoes entre as comunidades
da Figura 5.13. Esta matriz é usada, juntamente com as informagoes das
freqiiéncias das conectividades internas de cada comunidade, no modelo HMF-

MC.

S O ot O
oo N O Ot
O O N O
o O o O

Seja C;; nimero de arestas entre as comunidades ¢ e j (define-se Cj; = 0
Vi), Sik(t), Lir(t), Rirx(t) as respectivas densidades de nds suscetiveis, infectados
e recuperados da comunidade ¢ com conectividade k no instante de tempo t.
Para cada comunidade i temos que Sy (t) + Lix(t) + Ry (t) = 1 Vt e Vk. Seja
ainda P;(k) fragdo dos individuos da comunidade i que tem conectividade k e
seja ainda (k), a conectividade média da comunidade i.

O modelo serda dado pelo seguinte sistema de equacoes diferenciais:

dS;(t P (k)

0 psalt) - % wDOUD) ~ £54(1) S, (owzk B0L0),
d]z t t)

) 25T, (Co S P0G 1 LES4(004(1) — ALalt) - el
dR;(t

) _ VElt) = iRa), 58)

Sik(0) = S, Li(0) = I, Rin(0) = R,
em que
Pi(k)I; Pi(k)I;
22 5Fi(s) (k)i

similarmente ao HMF. O termo ) ; %j"a) ¢ a probabilidade de se escolher

aleatoriamente na comunidade j um individuo infectado. Desta forma, estamos
considerando que a distribuicao de arestas entre nés de comunidade diferentes
¢ feita de forma puramente aleatoria, diferentemente do célculo de ©; onde
se considera uma maior probabilidade de receber uma aresta para individuos
com maior conectividade.

E interessante notar que caso haja apenas uma comunidade, o modelo
se resume ao HMF e, caso escolhamos um nimero de comunidades igual ao
numero de individuos, a matriz C' serd idéntica a matriz de contatos A e se
resume ao modelo pSIR. Isto demonstra a importancia em uma boa escolha
do nimero de comunidades, sendo que esta decisao pode ser tomada conforme
apresentado na Secao 3.3. Desta forma, o HMF-MC foi proposto como um
modelo intermediario entre o HMF e o uSIR.

O modelo HMF-MC considera dois tipos de iteracoes de formas distintas:
contatos internos de uma mesma comunidade sao calculados conforme o HMF
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padrao e os contatos entre individuos de comunidades diferentes sao calcula-
dos similarmente aos contatos do sistema Multi-Cidades apresentado na Secao
4.4.1. Simulagoes e resultados deste modelo sao apresentados a seguir.

5.8 Resultados para o HMF-MC

Nesta secao apresentamos alguns resultados para o modelo HMF-MC pro-
posto. Utilizaremos para comparacgao a resposta do modelo uSIR proposto na
Secao 5.5. Intuitivamente, o caso em que a epidemia se propaga mais rapida-
mente (lentamente) acontece quando as ligagoes entre as comunidades ocorrem
entre nés de alta (baixa) conectividade. O HMF-MC é proposto como uma
aproximacao para o comportamento da epidemia e os experimentos mostram
uma curva de infectados entre os casos mais lento e mais rapido. Em todos os
experimentos mantivemos constante a taxa de infeccao global, ou seja, /N
foi mantido constante e igual a 0,0125. Os demais parametros foram v = 0,05

e pn=0,01.
5.8.1 Comunidades em série

Fizemos um experimento para a rede utilizada na Secao 5.6.5 conforme a
Figura 5.9. Variaremos apenas o nimero de conexoes entre as cidades.

A Figura 5.14 ilustra o comportamento da epidemia se propagando em uma
rede com uma unica conexao entre as comunidades se iniciando com apenas
um unico individuo infectado localizado em uma das comunidades extremas.
Esta rede é um caso extremo para estudos de propagacao de epidemias e a
maioria dos modelos é incapaz de descrever o comportamento da epidemia de

forma satisfatoria.
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Figura 5.14: Comparacao do comportamento dos modelos HMF, HMF-MC e
1SIR em uma rede de comunidades conforme Figura 5.9.

Nota-se que a velocidade do HMF-MC é maior que do pSIR na Figura 5.14.
Tal fato pode intuitivamente ser explicado pelo fato de o HMF-MC trocar uma
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Unica conexao por um processo homogéneo de conexoes entre os individuos
de comunidade diferentes. Na Figura 5.15 apresentamos o comportamento do
pSIR (em verde) em redes nas quais a conexao entre as comunidades foi gerada
aleatoriamente, bem como sua linha média. Verifica-se que realmente existe

uma diferenca de velocidade entre os modelos.
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Figura 5.15: Comparagao entre o HMF-MC e o comportamento médio do
uSIR para conexoes geradas aleatoriamente entre as comunidades.

A Figura 5.16 ilustra o caso em que as conexoes entre os individuos de
comunidades diferentes sao feitas com preferencialidade conforme Segao 3.2.3,
o que ilustra que a velocidade do HMF-MC para esta rede é comparavel com

o caso mais rapido para a epidemia.



CAPITULO 5. MODELOS EPIDEMIOLOGICOS EM REDES 60

800 ‘ ‘
——— HMF-MC
700F /) -~ ~HMF :
[ = = = uSIR médio(conexdes pref.)
600 | | ~ — uSIR (100% conexdes preferenciais)|]

[

o

o
T

# Infectados
D
S

300F | \
| \
N
200f PRNPS % f
I _/"}%/ A z ”
100t |, %7 1
I -
0 L L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Tempo

Figura 5.16: Compraracao entre o HMF-MC e redes com ligacoes entre co-
munidade geradas com preferencialidade.

A Figura 5.17 ilustra o caso em que as comunidades conectadas tém 5
conexoes entre si e as ligacoes preferenciais tem 50% de chance de ocorrer.
Isso ilustra o fato de um maior nimero de ligagoes entre as comunidades ser
mais préximo do caso homogéneo modelado pelo HMF-MC. Além disso, nesta
rede o HMF-MC j& nao estd mais tao proximo do caso extremo de 100% de

preferencialidade.

800

—— HMF-MC
700t I\ - — —HMF |
I = = = uSIR médio(conexdes pref.)

b — — USIR (50% conexdes preferenciais)|

D

o

o
T

a1

o

o
T

400 | \

300 | \ B

# Infectados

200f . T

100 !

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Tempo

Figura 5.17: Comparacao entre o HMF-MC e do pSIR em uma rede em série
com 5 ligacoes entre as comunidades conectadas.

A Figura 5.18 ilustra o caso em que a rede foi construida com 10 ligacoes



CAPITULO 5. MODELOS EPIDEMIOLOGICOS EM REDES 61

entre as comunidades conectadas. Neste experimento as ligacoes foram geradas
de forma puramente aleatoria. Notamos novamente nesta figura que o niimero
de conexoes entre as comunidades diminui o erro do modelo HMF-MC.
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Figura 5.18: Comparacao entre o HMF-MC e do pSIR em uma rede em série

com 10 ligagoes entre as comunidades conectadas.

5.8.2 Rede de comunidades completa
Um novo tipo de rede foi considerado em que todas as comunidades estao
interligadas entre si. Esta topologia se assemelha mais com a realidade que a

topologia peculiar da rede apresentada na Segao 5.8.1.
A Figura 5.19 ilustra o comportamento do HMF-MC e uSIR para o caso

de apenas uma tunica ligacao para cada par de comunidades.
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Figura 5.19: Comportamento do HMF-MC e uSIR numa rede completa de
comunidades com 1 ligagao entre cada par de comunidades.

A Figura 5.20 ilustra o comportamento do HMF-MC e uSIR para o caso
de 5 ligagoes para cada par de comunidades.
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Figura 5.20: Comportamento do HMF-MC e uSIR numa rede completa de
comunidades com 5 ligacoes entre cada par de comunidades.

5.8.3 Rede Livre de Escalas de Comunidades Livre de Escalas

A Figura 5.21 ilustra o resultado do HMF-MC para uma rede livre de
escalas composta por 20 comunidades, em que cada comunidade é composta
por uma rede livre de escalas compostas de 200 individuos. Cada par de
comunidades interligadas possui 5 conexoes entre si dispostas aleatoriamente.
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Esta rede representa uma possivel instancia de uma sociedade em que, além
dos individuos se ligarem com preferencialidade, existem comunidades mais

conectadas que as demais.
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Figura 5.21: Comportamento do HMF-MC e uSIR numa rede livre de escalas
de comunidades com 5 ligacoes entre cada par de comunidades.

5.8.4 Discussao

Para redes sem nenhum tipo de estruturacao, modelos mais simples como o
HMF podem ser utilizados. Para redes espaciais entendemos que o uSIR seja o
ideal. Para redes com estrutura de comunidades, em que se deseja utilizar um
modelo para o mundo real inferindo menos informacoes da rede, desenvolvemos
o HMF-MC como uma alternativa.

Apesar de provavelmente ser um evento raro a topologia das comunidades
em série, fizemos os experimentos nestas redes de forma a testar o HMF-MC em
um caso extremo, tanto pela topologia das comunidades quanto pelas estreitas
ligacoes entre elas. Apesar do viés encontrado, o HMF-MC demonstrou bons
resultados.

Para casos menos extremos, tanto do ponto de vista da topologia da rede
de comunidades quanto das ligagoes entre elas, o HMF-MC demonstrou ter um
viés menor. Estes casos sao mais provaveis de serem encontrados no mundo
real, o que torna seu uso mais atrativo do ponto vista pratico.

O ntumero de informacoes a serem utilizadas pelo HMF-MC é muito menor
que pelo modelo pSIR, e estas, do ponto de vista pratico, podem ser inferidas
por estudos estatisticos das sociedades em questao. A inferéncia completa da
rede, porém, é um processo de engenharia reversa dificil, sendo que o 1nico
trabalho que aborda esse problema parece ser [64]. A metodologia ali proposta
nao parece, no entanto, facil de ser aplicada na maioria das situagoes.



Capitulo 6

Vigilancia de Epidemias

6.1 Introducao

A vigilancia em satde publica tem sido objeto de constante discussao entre
académicos, pesquisadores e profissionais de servigos.

O processo de vigilancia pode ser resumido como segue: monitoramento de
uma populacao, definida por suas caracteristicas, ocupando um especificado
espaco geografico e, ou, temporal, constituida de X individuos, dos quais temos
Y ocorréncias de algum evento. O interesse estd em descobrir se essas Y
ocorréncias sao aleatérias ou nao.

Um conglomerado (ou aglomerado, ou do inglés cluster) é uma agregagao
incomum de eventos que sao agrupados no tempo e, ou, no espago. No restante
do texto utilizaremos o termo cluster por ja ser de uso comum. Mais especifi-
camente, é uma subregiao no espaco e, ou, tempo em que a ocorréncia de casos
de um fenomeno de interesse é discrepante da regiao na qual a subregiao esta
inserida, isto é, muito mais alta ou muito mais baixa. Esse fenomeno pode ser
a infeccao por alguma doenca, ocorréncia de crimes, virus de computador, etc.

O objetivo da andlise estatistica em vigilancia é detectar a presenca de
clusters de casos e descobrir se tais clusters tém alta probabilidade de nao
serem aleatérios. Do ponto de vista de vigilancia, a tinica hipotese estatistica
pertinente é de aleatoridade ou nao das ocorréncias.

Dados histéricos sao examinados a fim de evidenciar tendéncias ou detectar
clusters de casos. Um procedimento proposto para monitoramento finito é a
denominada estatistica scan.

A estatistica scan teve suas origens nos trabalhos de Naus [69, 71, 70].
Supoe-se que N eventos ocorrem em um espago e, ou, tempo e assume-se que
os eventos observados sao distribuidos de forma independente e uniforme. A
hipotese a ser testada é a de aleatoridade das ocorréncias neste espago contra
a hipotese alternativa de ocorréncia de clusters no mesmo espaco.

Tanto em epidemiologia quanto em vigilancia, a deteccao de clusters é
uma ferramenta muito utilizada, especialmente na deteccao precoce de mani-
festagoes epidémicas [26, 27, 58, 59, 60].

Estes clusters sao chamados puramente espaciais quando a ocorréncia do
evento é mais alta em algumas areas do que em outras. Quando a incidéncia de
eventos €é mais alta durante um determinado intervalo de tempo, esses clusters
sao puramente temporais. Quando levamos em conta tanto o espago quanto
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o tempo, ou seja, a ocorréncia dos eventos ¢ maior em determinado espago
durante um certo intervalo de tempo, dizemos que estes clusters sao espaco-
temporais.

Métodos de vigilancia temporal sao usados para monitorar a incidéncia de
eventos para um certa regiao de forma isolada. Uma discussao destes métodos
pode ser encontrada em [94, 102, 72]. Estes métodos sao baseados nos dados
de incidéncia sobre o tempo e em um valor predeterminado que, caso excedido,
determina um existéncia do aglomerado temporal.

No caso de vigilancia espacial, os métodos sao desenvolvidos para detectar
a formacao de clusters quando se tem a quantidades de ocorréncias em diversas
regioes que, juntas, formam uma area geografica de estudo de grande tamanho.
Métodos de vigilancia espacial sao discutidos em [65, 62].

Os métodos de vigilancia espaco-temporal sao desenvolvidos de forma a
incorporar tanto a informacao temporal como espacial. Estes métodos sao dis-
cutidos em [94, 102]. Tais métodos consideram o nimero de casos e populagao
que ocorrem dentro um intervalo espago-tempo.

Dado o mapa de uma regiao de estudo, subdividido em regioes com po-
pulagoes de diferentes tamanhos, nao faz sentido encontrar clusters com con-
tagem de casos discrepante. Deve-se levar em consideragao a populagao de
cada regiao e buscar um cluster que tenha um ntmero de casos discrepante
do esperado (razao entre o nimero de casos observados e a populagao). Desta
forma, [14] desenvolveu um método que consistia de janelas circulares com
centros em cada regiao do mapa, que cresciam continuamente até atingir um
namero critico de casos. Para cada centro e raio, o nimero de casos encontra-
dos na janela é comparado ao nimero de casos esperados na mesma.

Levar em consideracao apenas o niumero de casos esperado gera o problema
de encontrar clusters com pouca significancia do ponto de vista estatistico.
Este problema pode ser melhor entendido no seguinte exemplo: suponha um
mapa (conjunto de regides no espago) com populacao total de 100.000 habitan-
tes e duas regices A e B deste mapa com populagoes Ny = 100 e Ng = 10.000
habitantes respectivamente. Se o niimero de casos observados de certa doenca
é C' = 1.000, entao esperamos, caso nao haja nenhum cluster no mapa, 1 caso
a cada 100 habitantes por regiao. Desta forma, o nimero de casos esperados
nas regioes A e B sao respectivamente puy = 1 e ug = 100. Se o ntmero de
casos observados nas regioes A e B sao respectivamente C'y = 2 e Cg = 200,
entao as razoes entre os valores observados e esperados nas duas cidades sao
os mesmos Ca/pua = Cp/up = 2. Contudo, a probabilidade de ter acontecido
por mero acaso mais 1 caso na cidade A é muito maior que ter acontecido mais
100 casos na cidade B.

Neste trabalho, estamos interessados na estatistica espacial scan desen-
volvida por Kulldorff e Nagarwalla em [61], que contorna o problema acima
mencionado em [56], sendo baseada na razao de verossimilhanca e que utiliza
uma estatistica de varredura multidimensional.
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6.2 Estatistica Espacial Scan de Kulldorff

A estatistica espacial scan desenvolvida por Kulldorff ¢ Nagarwalla [61]
foi aprimorada em [56], tratando o problema do risco relativo, apresentado
no exemplo da secao anterior, de forma a considerar o fato de que o risco
relativo, em cidades com proporcao de casos idénticos, é mais significativo em
populagoes maiores.

Neste trabalho, consideraremos que a distribuicao de casos em cada regiao
do mapa segue uma distribuicao da Poisson, com valores esperados proporci-
onal ao tamanho da populacao desta regiao. Matematicamente isso significa
que, dada uma regiao R;, o numero de casos C;, com valor esperado \;, tem
funcao de probabilidade

N >0
se ¢
file) = ! (6.1)
0 caso contrario,

ou seja, fi(c) é a probabilidade da varidvel aleatéria C' assumir o valor ¢;.
Se N; e p; sao respectivamente o tamanho da populacao da regiao R; e a
probabilidade de um individuo desta regiao ser um caso, entao \; = p; V.
Denotamos, entao, a distribuicao de Poisson por C; ~ Po(p;N;).
Chamaremos de zona qualquer conjunto conexo de regioes em um mapa.
Denotaremos NN, o tamanho da populagao e por C, o nimero de casos na zona
z. Supondo que todas as regides tem a mesma probabilidade de um individuo
ser um caso, ou seja, p; = p Vi, obtemos N, = > .. Ny e C, = > . C;. A
distribuicao de Poisson possui como propriedade que a soma de varidveis ale-
atorias independentes com tal distribuicao é ainda uma variavel aleatéria com
distribuicao de Poisson, cujo parametro é a soma dos parametros da distri-
buigdes. No caso em questao temos que C, ~ Po(}_.., pN;) = Po(pN.).
Denotaremos por Z o conjunto de todas as zonas possiveis do mapa. Tra-
balharemos com a hipotese nula Hy de que nao exista um cluster no mapa,
ou seja C, ~ Po(pN,) Vz € Z, e com a hipétese alternativa H; de existéncia
de uma zona z que é um cluster, ou seja C; ~ Po(pN:) e C, ~ Po(qN,)
Vz # z € Z, com p # q. Interessados em clusters que se destacam por um
nimero de casos superior ao esperado, definimos a hipdtese alternativa como
sendo a existencia de um cluster onde p > ¢, e o teste de hipdteses pode ser

escrito como:
Hy : =
o P (6.2)
H : p>q.
Seja L(z) a fungao de verossimilanga sob a hipdtese alternativa Hy, e Lg

a verossimilanga sob a hipé6tese nula Hy. Em [56] encontra-se a demonstragao
de que o modelo de Poisson tem sua razao de verossimilanca dada por:
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=20 ) () (& M)C o ox > i (63)

1 caso contrario

em que C' é o nimero total de casos no mapa, ¢, e pu, sao, respectivamente, o
nuimero de casos encontrados e o numero de casos esperados em uma zona z.
A estatistica de teste é max, LR(z) que, maximizada sobre todas as zonas do
mapa, indentifica o cluster z mais verossimil.

Intuitivamente a equacao (6.3) poder ser interpretada em fungao dos riscos
relativos dentro (/(z) = ¢, /p,) e fora (O(z) = (C' —¢,)/(C — p,)) da zona z.
Desta forma, podemos reescrever a fun¢ao LR(z) da forma:

LR(z) = I1(2)=0(2)° . (6.4)

Computacionalmente, a funcao LR cresce muito rapido. Uma vez que a
funcao logaritmo é estritamente crescente, se Z maximiza LR entao também
maximiza seu logaritmo. Na pratica, se trabalha com a maximizagao de:

c C—c
.1 =)+ (C—=c)l z L >
LLR(z)={ “® (u) (€= cz)log (C—uz) e (6.5)

0 caso contrario.

Maximizar LLR(z) sobre todas as zonas possiveis do mapa por busca exaus-
tiva tem alta complexidade computacional. Para contornar este problema, em
geral, duas técnicas tem sido utilizadas:

e Reducgao do espaco de parametros. Este método consiste em reduzir o
espaco de parametros Z em um espaco Z C Z, tal que seu tamanho
permita uma busca exaustiva. A escolha de Z deve ser tal que contenha
a zona que maximize LLR(z), ou uma aproximacao para esta zona.

e Otimizacao estocastica. Neste método o espaco de parametros nao é
completamente analisado, mas pode convergir para o maximo global.

Este trabalho se limitara ao primeiro método. Na préxima secao apresen-
tamos o principal método de deteccao de clusters por redugao do espaco de
parametros.

6.2.1 Algoritmo Scan Circular

O algoritmo Scan Circular proposto por [56] é eficiente, com baixa com-
plexidade computacional, facilmente implementavel e, por estes motivos, é
amplamente utilizado. Este método é similar ao apresentado por [14], porém,
utiliza-se da estatistica de maximizar a equagao (6.5) para encontrar o cluster
mais verossimil.

Este método se baseia em uma janela de forma, tamanho e localizacao que
se modifica sobre uma area geografica. Para cada janela é calculada a verossi-
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milhanca com base no nimero esperado de eventos dentro e fora desta janela.
As regioes contidas na janela de maior verossimilhanca definem o cluster mais
provavel. A significancia do teste é feita pelo método de Monte Carlo, sob
a hipotese nula de nao existéncia do cluster, sobre a distribuicao da maxima
verossimilhanga dos dados aleatorios gerados. A hipdtese alternativa é de
existéncia do cluster. Uma escolha natural para a forma da janela é a circular
[56], a qual serd usada no algoritmo.

Consideraremos que o mapa ¢ dividido em n regioes distintas Ry, Rs, ..., R,.
Para cada regiao R; definimos um ponto arbitrario em seu interior Cj;, que
chamaremos centréide. Cada janela circular define uma zona, que é o conjunto
de regioes cujos centroéides estao contidos na janela. Consideraremos janelas de
raio limitado a ry.,. Para cada regiao Ry, tomamos todas as janelas circulares
de centro C} e raios possiveis r < rp.. Para cada zona distinta definida por
estas janelas, avaliamos seu LLR pela equagao (6.5). O cluster mais verossimil
é aquele de maior LLR.

Para cada um dos n centréides, por maior que seja ryay, avaliamos no
méximo n zonas. Desta forma, o méximo de zonas a serem avaliadas é n?, que
do ponto de vista computacional é relativamente simples.

O método sempre encontra um cluster mais verossimil, o que nao significa
que este cluster nao seja um evento que ocorreu por mero acaso. Desta forma,
a significancia estatistica do cluster pode ser obtida pelo método de Monte
Carlo. Em resumo, consiste em gerar casos sob a hipdtese nula Hy nas regioes
do mapa e calcular o cluster mais verossimil. O procedimento é realizado um
grande nimero de vezes, obtendo assim uma distribui¢ao empirica para o LLR.
Esta distribuicao empirica é comparada com o LLR da solucao obtida para os
casos observados no mapa e é, entao, estimado o p-valor do cluster encontrado.

6.3 Estatistica Espacial para Fluxo de Individuos
(Workflow)

Nos grandes centros urbanos, por motivos econdmicos, a grande massa
trabalhadora dos centros comerciais moram nas periferias das grandes cidades.
Por passarem grande parte do seu tempo em seus locais de trabalho, pressupoe-
se que os individuos ficam expostos a infecgoes, na maior parte do tempo, em
seu locais de trabalho. Isso geraria uma diluicao da contagem de casos dos
grandes centros, enfraquecendo a estatistica Espacial Scan de Kulldorf.

Uma alternativa para tratar este problema é desenvolvido em [26], do inglés
chamada Workflow Spatial Scan Statistic, onde é proposta uma modificacao
na estatistica espacial scan levando-se em conta o fluxo de trabalhadores entre
as cidades e que as infecgoes ocorrem nas cidades de trabalho. Descreveremos
abaixo a estatistica.

Consideraremos uma regiao composta por n cidades (ou qualquer subdi-
visao do mapa), 71, ..., Z,. Seja py; a proporgao de individuos que reside na
cidade Zj e trabalha na cidade Z;, k,7 = 1,...,n. Seja, ainda, C' o nimero
total de casos de certa infeccao, N a populagao na regiao de estudo e 7., 0
maior nimero de cidades a ser considerado dentro do cluster procurado. O
processo de calculo da estatistica proposta em [26] se resume a:



CAPITULO 6. VIGILANCIA DE EPIDEMIAS 69

1. Para cada i = 1,...,n, ordene em ordem crescente de distancia a cidade
Z; as cidades Z1, ... Zn7 denotando por Z;,, ..., Z;, as cidades nesta nova
ordem;

2. Paracadar =1,...,7m.c € cada k = 1,...,n defina

k,’l,T Zpkzsa

3. Para cadar =1,...,rp. e cada i = 1,....,n ordene A(k;,i,r) tal que
A(ky,i,1) > oo > Ak, i, 1)

definindo uma nova ordem de cidades Zy, ..., Zy, respectivamente deno-
tadas por Z(1,i,r),..., Z(n,i,r);

4. Para cadar =1,...,rnax € cada ¢ = 1, ...,n, construa os conjuntos:
Y(2,i,r) = Z(1,i,7)UZ(2,1,7)
Y(n,i,r) = Z(,i,r)U---UZ(n,i,r);

5. Defina c(s,i,r) e P(s,i,7), respectivamente, como o niumero de casos
observados e a populacdo em Z(s,,7);

6. Defina

]~

u(k,i,r) = Alkg,i,r)e(s,i,1),

e(k,i,r) = Alkg,i,m)P(s,i,7);

e
M- L

s=1

7. A estatistica para fluxo de individuos é, entao, calculada por:

u(k, 1, r))"(k’i’r) (C’ — u(k,1, r))cu(k’i’r)

WY (k,i,r)) = (e(k,z’,r) C —e(k,i,r)

se u(k,i,7) > e(k,i,7) e 1 caso contrario.

O cluster mais verossimil serd a regiao Y (K, I, R) que maximiza W. O
conjunto Y (K, I, R) representa um conjunto de K cidades cujos individuos
trabalham nas R cidades mais préximas de Z; (em Z; e nas R — 1 cidades
mais proximas dela). Como era de se esperar, as regioes Y (k,i,7) podem
ser possivelmente nao conexas. Para melhor entendimento do processo acima
explicado, damos a interpretagao dos calculos executados:

e A(k,i,r): propor¢do da populacao que vive em Z e trabalha nas r
cidades mais proximas de Z;;



CAPITULO 6. VIGILANCIA DE EPIDEMIAS 70

e u(k,i,r): nimero de casos observados na regiao Y (k,i,r) infectados nas
r cidades mais préximas de Z;;

e c(k,i,r): nimero de casos esperados na regiao Y (k, i, r) devido a infecgao
nas r cidades mais préximas Z;.

A estatistica W (Y (k,i,7)) é calculada para i = 1,...n, k = 1,...,n e
r =1, ..., Tmax, OU S€ja, n?rm. vezes. Do ponto de vista computacional a
estatistica é um pouco mais onerosa que a apresentada na Secao 6.2.1, mas
ainda assim podemos considera-la de baixo custo.

A significancia estatistica do teste ¢é feita pelo método de Monte Carlo,
conforme ja explicado na Secao 6.2.1.

6.4 Estatistica espacial baseada no valor esperado (EBSS)

As estatisticas das Segoes 6.2 e 6.3 sao baseadas no tamanho da populacao,
e eficientes para deteccao de clusters no caso de eventos raros. No caso de
doengas contagiosas (tais como gripe, tuberculose, etc), nas quais o nimero de
casos ¢ relativamente elevado em relagao a populagao e possuem comportamen-
tos diferentes para diferentes localizacoes no espago e tempo, estas ferramentas
podem nao ser as mais adequadas.

O conhecimento do histérico do evento, ou mesmo de um modelo estocastico
para ele, pode ser usado para a construcao de ferramentas de deteccao de
clusters. Desta forma, consideraremos conhecidos a média e desvio padrao
amostrais do evento. Consideraremos, ainda, que o nimero de casos de cada
regiao em um fixado momento do tempo segue uma distribui¢cao normal. Desta
forma, a estatistica espacial baseada no valor esperado (EBSS)! [72] trabalha
com o seguinte teste de hipdteses:

H, : ¢; ~ N(pi,0?) para toda localizagio espacial z;.
H\(Z) : ¢; ~ N(qui,o0?) para toda localizacio z; € Z, e ¢; ~ N(p;, 02) para
toda localizagao espacial z; ¢ Z, para alguma constante ¢ > 1.

no qual Hy é a hipdtese nula de ndo ocorréncia de cluster no mapa, e H;(2)
é a hipotese alternativa de que Z é um cluster e nao existéncia de clusters no
restante do mapa. Para este teste, obtemos a seguinte expressao para a fungao
razao de verossimilhanca:

maxgs1 [ 1, e, Plci ~ N(qui; 07)) T1.,e4 Plei ~ N(pi, 07))
[1.. P(ci ~ N(pi, 07))

de onde, apds alguns calculos algébricos, obtém-se:

1—¢* — 1 Cifli
LR(Z)—I?S{KGXI)( 5 z:;—l—(q—l)z:a2

2 €4 v zi€Z v

LR(Z) =

1Sigla proveniente do inglés: Expectation-based Scan Statistic (EBSS)
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fazendo B =} _, - Moo D= Y viez CU’; obtemos que o valor de ¢ que maxi-

miza a fun¢do LR é dado por ¢ = max(l D/B). Obtemos entao :

exp(%jté—D) ,se D> B

- 2
Lr2) { 1 , caso contrario. (6.6)

Assim como no algoritmo Scan Circular proposto por [56], trabalha-se nova-
mente com uma janela de forma circular cujo tamanho e localizacao se modifica
sobre uma area geografica, calculando para cada janela a verossimilhanca dada
pela equagao acima. As regioes contidas na janela de maior verossimilhanca
definem o cluster mais provavel. A significancia do teste é feita pelo método
de Monte Carlo, sob a hipdtese nula de nao existéncia do cluster, sobre a dis-
tribuicao da maxima verossimilhanca dos dados aleatérios gerados. A hipotese
alternativa ¢é de existéncia do cluster.

6.5 Estatistica espacial para fluxo de individuos baseada
no valor esperado (WEB)

Nesta se¢ao, propomos uma modificagdo na estatistica workflow apresen-
tada na Secao 6.3 de forma a, equivalentemente ao que desenvolvido para a
estatistica scan de Kulldorf, obtermos uma estatistica que leve em consideracao
o fluxo de trabalho, contudo, baseada no conhecimento de dados histéricos, ou
modelos estocédsticos. Descrevemos a seguir o algoritmo para a estatistica es-
pacial para fluxo de individuos (WEB)?:

Os passos 1 a 4 deste algoritmo sao idénticos ao do algoritmo workflow
apresentado na Se¢ao 6.3, nao sendo necessario repeti-los aqui. Em seguida
executam-se 0s passos:

5. Defina pu(k,i,r), o(k,i,r) e c(k,i,7) respectivamente como o nimero de
casos esperados, o desvio padrao e o numero de casos encontrados da
regiao Z(k,i,r);

6. Defina

k

— (k,i,s)?
k . .
. o ek, i, s)u(k, i, s)
Dikyim) = 3 Alhey i) == 055
s=1 »

7. A estatistica WEB calculada para a regiao Y (k,i,r) serda dada por:

WEB(Y (k,i,r)) = exp (Zglzszi) + B(k;’ r_ D(k, i,r))

se D(k,i,7) > B(k,i,r) e 1 caso contrario.

2Sigla proveniente do inglés: Workflow Expectation-based (WEB)
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O cluster mais verossimil serd a regiao Y (K, I, R) que maximiza WEB. O
conjunto Y (K, I, R) representa um conjunto de K cidades (cluster casa) cujos
individuos trabalham nas R cidades (cluster trabalho) mais préximas de Z;
(em Z; e nas R — 1 cidades mais préximas dela).

Na Secao 4.2 apresentamos um modelo de equagoes diferenciais estocasticas
para epidemias de contato direto. Este tipo de modelo é comumente utilizado
em epidemiologia matematica e o utilizaremos para avaliar o desempenho da
estatistica WEB na Secao 6.6

6.6 Resultados para a estatistica WEB

Nesta secao compararemos os resultados obtidos entre as estatisticas EBSS
e a proposta WEB.

Chamaremos uma zona z; de inflow se o numero de trabalhadores que
trabalham em zj, for maior que o niimero de trabalhadores de z; que trabalham
fora de zx, e de outflow caso contrario. Neste trabalho, estamos interessados
em zonas nflow, ou seja, em determinar se existe ou nao um cluster de cidades
onde os individuos trabalham e sao infectados.

6.6.1 Geracao e deteccao de epidemias simuladas

Para os casos simulados, consideramos uma regiao proxima da cidade de
Norfolk no estado da Virginia, Estados Unidos, Figura 6.1. A regiao inclui 35
cidades, cobrindo aproximadamente 32.000 km? e 1,8 milhdes de individuos.
Os dados usados foram retirados do censo® dos Estados Unidos feito no ano
2.000. A matriz de workflow foi entao calculada por:

#( residentes da cidade ¢ que trabalham na cidade k)
#( residentes da cidade 1)

Pik =

y o
Regides de simulagdo | ; %
Outras regides . M ¢

Figura 6.1: Regiao de estudo para os casos simulados

3disponivel em www.census.gov
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Para os casos simulados o nivel de significancia utilizado serda de o = 0, 05.
Para os testes com a estatistica proposta WEB o cluster procurado ¢é o cluster
trabalho. Consideramos sucesso, respeitado o nivel de significancia «, encon-
trar o cluster nos seguintes casos:

e Tamanho do cluster maior que ry,.,: existir interseccao entre o cluster
encontrado e o simulado;

e Tamanho do cluster menor ou igual a r,.,: o cluster encontrado contiver
o cluster simulado.

Calculamos o poder do teste para clusters gerados usando distribuicao de
probabilidade de cada regiao e usando a evolugao de um passo no tempo por
meio de equagoes diferenciais estocdsticas. As distribuigoes N (i, 0?) sdo ge-
radas sob Hj pela equacdo (4.19) com parametros 3; = 0,3 , v; = 0,05 e
pi = 0,01 Vi, iniciando com 1% da populacao da cidade 2 infectada e todo
o restante do mapa com individuos suscetiveis. A geracao dos dados sob H;
para cada teste é explicada a seguir.

Modelo Aleatério

Primeiramente calculamos o poder do teste para o caso mais simples, onde
sao conhecidos p; e o; para cada regiao z; na unidade de tempo 80 conforme
descrito acima , e o cluster é gerado adicionando casos artificialmente. Desta
forma, definido um cluster wy, consistindo de 7y zonas, e risco relativo RR,,,
calculamos o risco relativo de cada zona z; no mapa por:

’ 1 , caso contrario.

Os casos s@o entao distribuidos no mapa seguindo uma distribuicao N (g -
RR(z),0}). Para cada cluster artificial diferente testado, cada valor de ry.y e
cada valor do risco relativo RR,,,, fizemos 100.000 simulagoes de Monte Carlo
sob a hipdtese nula, obtendo assim uma distribuicao empirica para a funcao
densidade de probabilidade da maxima razao de verossililhanga. Sob a hipétese
alternativa foram feitas 10.000 simulacoes para cada cluster artificial, 7., €
RR,, diferentes. Efetuamos a busca de cluster também pela estatistica scan
de Kulldorff, porém nenhum cluster foi encontrado corretamente e por isso
omitiremos tal informacao nos graficos e tabelas a seguir.

A Tabela 6.1 contém o céalculo do poder para RR,o = 1,20. Somente a
deteccao de clusters primarios foi considerada nesta tabela. Os valores em
negrito indicam superioridade de uma estatistica em relagao a outra. Exceto
pelos dois tltimos clusters, zonas isoladas [13] e [25] que sao outflow, todas
as demais sao inflow. Nas regioes inflow notamos claramente a dificuldade das
duas estatisticas em detectar corretamente os clusters. Os clusters [29, 31/
e [30, 26] nao sao possiveis de serem detectados com . = 2, devido a uti-
lizacao de janelas circulares na situagao de existéncia de pelo menos uma cidade
com distancia as duas menor que a distancia entre elas. Devido ao formato
circular rigido, a utilizagao de valores pequenos para ry.. parece influenciar

(6.7)
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negativamente para o workflow. Para r,.. = 4 e rpn.c = 5 notamos superi-
oridade da estatistica com workflow. E ttil notar que, fazer rp.c = 5 nao
necessariamente implica que o cluster encontrado tera este tamanho, porém,
flexibiliza o algoritmo na busca dos clusters cujo formato é desconhecido ao
algoritmo.

A Figura 6.2 contém graficos que ilustram o comportamento do poder do
teste em relagao ao risco relativo RR,,. Nas Figuras 6.2(a), 6.2(b) e 6.2(c),
fixado rph.c = 5, notamos a superioridade da estatistica workflow para todos
os valores de RR,, (em detectar os clusters como primdrios). Para ry., = 4
os graficos sao similares, e por isso foram omitidos. A Figura 6.2(d) ilustra um
comportamento interessante quando detectando o cluster [30, 26, 32/ como
cluster primario com ry,, = 3. Neste caso, observa-se que a estatistica work-
flow passa a ser inferior a usual a medida que aumentamos o risco relativo.
Verificamos que na maioria dos casos em que nao houve sucesso em encontrar
o cluster como primadrio, o cluster encontrado foi /34, 26 ,30]. Um segundo
calculo foi feito considerando o segundo cluster mais verossimil diferente do
primario com mesma significancia. Neste caso, considerou-se sucesso o caso
em que o cluster procurado foi encontrado como primario ou secundario com
significancia o = 0, 05, cujo grafico também é ilustrado na Figura 6.2(d). Nota-
se um ganho de poder das duas estatisticas, porém, o workflow demonstrou
superioridade neste caso.

WEB EBSS

zona/ Tmax 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

28 0,05 0,33 0,31 0,38 0,43 0,13 025 028 034 035
29 0,10 0,32 028 0,40 042 0,16 022 0,30 039 040
28, 29 0,56 0,95 0,94 0,97 0,97 058 056 078 089 088
29, 31 0,12 000 0,35 0,56 0,54 0,23 000 024 037 037
28, 31 0,06 000 041 051 0,53 021 0,26 033 041 043
98,29,31 0,62 0,97 0,91 0,99 0,98 0,72 088 0,75 0,89 0,88
30 0,40 0,40 0,64 0,67 0,65 032 037 052 056 0,57
30, 26 0,58 0,00 0,92 0,94 0,94 0,58 0,00 0,77 0,82 0,82
30,32,26 075 097 069 1,00 1,00 0,86 097 0,75 089 0,89
13 0,00 005 007 006 005 0,07 0,12 0,14 0,16 0,18
25 0,00 000 001 003 003 001 003 004 0,06 0,07

Tabela 6.1: Célculo do poder do teste para algumas regioes da Figura 6.1 com
clusters gerados pela equagao (6.7) com RR,,, = 1,20. O nivel de significancia
utilizado foi de o« = 0,05. Sob a hipdtese alternativa, o risco relativo de cada
regiao foi calculado pela equagao (6.7) e os casos gerados com distribui¢ao
N(ur-RR(2;),03). Para cada entrada da tabela foram feitas 10.000 simulagoes
de Monte Carlo.

Modelo SIR multi Cidades Estocastico

Para o caso de estudo de epidemias modeladas por equacoes diferenciais
estocasticas, consideraremos que o estado da epidemia do dia imedatamente
anterior nao possui clusters. Partindo desta premissa, calcularemos o poder
do teste em detectar clusters formados no intervalo de uma unidade de tempo.
A propriedade da taxa infec¢ao é proporcional ao parametro 3; do modelo SIR
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dado pela equacao (4.19) e por isso geraremos clusters artificiais mediante a
alteracao deste parametro. Para isso consideraremos a evolugao pelo modelo
SIR sob Hj por 79 unidades de tempo. A partir deste ultimo estado da epide-
mia, evoluimos o modelo SIR multi cidades estocdstico uma unidade de tempo
sob H;. Uma vez fixado um cluster wy e um valor RR,,,, a evolucao do modelo
desta ultima unidade de tempo, para cada zona z, é feita pelos parametros
originais Vg € pr € por:

- { B RRy, ,se zi € wy (6.8)

Br = Br , caso contrario.

A Figura 6.3(a) ilustra a metodologia empregada na geracao dos dados.
Foram simuladas 10 epidemias pelo modelo SIR estocdastico da equacao (4.19)
sob Hy por 79 unidades de tempo. Para cada uma destas simulacoes, sob Hi,
simulamos 1.000 evolugbes por mais uma unidade de tempo. A significancia
do teste ¢ feita, para cada uma das 10 simulagoes, sob 100.000 simulacoes de
Monte Carlo sob Hy. A detecgao de clusters é feita na unidade de tempo
80. Efetuamos a busca de clusters também pela estatistica scan de Kulldorff,
porém nenhum cluster foi encontrado corretamente e por isso omitiremos tal
informacao nos graficos e tabelas a seguir.

As Figuras 6.3(b), 6.3(c) e 6.3(d) ilustram o comportamento do poder do
teste em relacao ao risco relativo RR,,,. Fixado 7mn,.x = 5, notamos a supe-
rioridade da estatistica workflow para todos os valores de RR,,, (em detectar
os clusters como primarios). Para 7., = 4 os graficos sao similares, e por
isso foram omitidos. Os resultados obtidos sao similares aos obtidos pelos
graficos da Figura 6.2, apesar de notarmos um enfraquecimento do poder do
teste das duas estatisticas em relagao ao teste da Segao 6.6.1. A complexidade
do modelo, sendo sua evolucao temporal dependente também individuos nos
estados suscetivel e recuperado, pode justificar este aumento na dificuldade em
encontrar os clusters.

A Tabela 6.2 contém o céalculo do poder para RR,o = 1,20. Somente a
deteccao de clusters primarios foi considerada. Os valores em negrito indicam
superioridade de uma estatistica em relacao a outra. Para os clusters outflow,
COM Tyax = 4 € Tmax = D, notamos superioridade da estatistica com workflow.

6.6.2 Discussao

Os resultados obtidos para a estatistica WEB mostrados nas Tabelas 6.1 e
6.2 sao similares aos encontrados no trabalho [26]. Isso indica a possibilidade
do uso da estatistica workflow em conjunto com outras estatisicas espaciais
similarmente a estatistica WEB, a qual foi construida a partir da estatistica
EBSS em conjunto com workflow.

Os resultados para o poder dos testes apresentados nas Figuras 6.2 e 6.3
indicam superioridade da estatistica proposta para diversos valores risco re-
lativo. Uma vez que o risco relativo em situagoes reais ¢ desconhecido, estes
resultados indicam a que a estistica WEB possa ser escolhida independente do
quao fraco ou forte seja o evento.

Em especial, os bons resultados obtidos para deteccao de clusters no caso
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WEB EBSS

zona/ rmax 1 2 3 1 5 i 2 3 1 5

28 00l 0,18 0,14 0,17 0,23 0,06 0,09 009 0,12 0,13
29 0,07 0,21 0,17 0,23 0,25 0,10 0,14 0,115 020 0,20
28, 29 024 0,64 0,56 0,62 0,65 0,34 043 043 050 0,50
29, 31 0,06 000 0,14 0,23 0,21 0,09 0,00 007 0,12 0,12
28, 31 0,02 000 0,13 0,18 0,16 0,06 0,04 007 0,11 0,10
28,29,31 0,25 0,64 0,45 0,63 0,56 0,35 049 032 045 0,44
30 0,30 0,29 0,53 0,54 0,54 023 023 036 039 039
30, 26 0,41 0,00 0,76 0,77 0,77 0,38 0,00 058 061 0,61
30,32,26 0,48 067 0,28 0,87 0,87 047 0,67 0,43 071 0,72
13 0,00 002 002 002 0,02 0,01 002 0,03 0,04 0,05
25 0,00 000 001 003 003 0,00 0,01 0,02 003 0,03

Tabela 6.2: Célculo do poder do teste para algumas regioes da Figura 6.1 com
clusters gerados com (3 dado pela equacdo (6.8) com RR,, = 1,20. O nivel
de significancia utilizado foi de o = 0,05. Para cada entrada da tabela foram
feitas 10.000 simulacoes de Monte Carlo.

de epidemias geradas por meio de equagoes diferenciais estocéasticas indicam
um caminho (ou pelo menos um primeiro passo) para a uniao de duas técnicas
(deteccao de clusters e modelagem), atualmente desconexas, no sentido de
entender melhor os fendmenos epidemiolégicos.
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Figura 6.2: Comportamento do poder do teste em relagao ao risco relativo
RR,, para as zonas inflow. Os clusters foram gerados a partir da equagao (6.7).
Os gréficos (a), (b) e (c) ilustram poder do teste em detectar o cluster como
primario para ry.. = 5. Observa-se superioridade da estatistica workflow para
todos os clusters testados. O grafico (d) ilustra o comportamento do poder do
teste em relagdo ao cluster [30,26,32] pra . = 3, comparando a detecgao
apenas como cluster primario e quando consideramos os clusters priméarios
e secunddrios. O segundo cluster mais verossimil diferente do primario com
mesma significancia é considerado. Considerou-se sucesso o caso em que o clus-
ter procurado foi encontrado como primario ou secundario com significancia
a = 0,05. O cluster mais encontrado como primario, além do cluster procu-
rado, é o [34,20,30).
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78

RR,, para as zonas inflow. O grafico (a) ilustra a geragao de clusters: si-
mulacao sob Hy de 10 epidemias por 79 unidades de tempo e, a partir de
cada uma destas, 1.000 simulagoes da evolucao de uma unidade de tempo sob
H,; com (3, dado pela equagdo (6.8). Os grificos (b), (c) e (d) ilustram po-
der do teste em detectar o cluster como primério para ry., = 5. Observa-se
superioridade da estatistica workflow para todos os clusters inflow testados.



Capitulo 7

Inferéncia Data-Driven
(baseada no cluster encontrado)

A estatistica scan de Kulldorff para mapas de dados agregados procura por
grupos de casos sem especificar o seu tamanho (nimero de dreas) ou localizagao
geografica a priori. Sua significancia estatistica é testada fazendo o ajuste para
os testes miultiplos inerentes a tal procedimento. No entanto este ajuste nao é
feito de forma uniforme para todos os tamanhos de cluster possiveis.

Neste Capitulo nés propomos uma modificacao para o teste de inferéncia
do scan usual, incorporando informagoes adicionais sobre o tamanho do clus-
ter mais verossimil (CMV) encontrado. Fazemos uma nova interpretacao dos
resultados da estatistica scan espacial, colocando uma questao de inferéncia
modificada: qual é a probabilidade da hipdtese nula ser rejeitada para o mapa
de casos originais observados com um cluster de maior probabilidade de ta-
manho k, levando em conta apenas os grupos mais provaveis de tamanho k
encontrados sob hipdétese nula para a comparacao? Esta questao é especial-
mente importante quando o p-valor calculado pelo processo de inferéncia usual
esta perto do nivel de significancia «, tornando dificil a decisao com base na
inferéncia usual.

Sao apresentados experimentos que justificam a necessidade de uma nova
inferéncia mais apurada para valores préximos dos valores criticos e fornecemos
um procedimento pratico para fazer inferéncias mais precisas sobre o cluster
mais verossimil (CMV) encontrado pela estatistica scan espacial. Resultados
para esta nova inferéncia sao apresentados na Secao 7.6

7.1 Aproximacgoes Gumbel

Por meio de extensos testes numéricos foi mostrado [1] que, sob a hipdtese
nula, a distribuicao empirica para clusters do scan circular é aproximadamente
a bem conhecida distribuicao Gumbel

f(a) = 0" exp{—exp[(z — p) /0] — (x — )/}

de parametros p (moda) e @ (escala). Usando essa abordagem semi-paramétrica,
a distribuicao espacial scan pode ser calculada utilizando um nimero muito
menor de repeti¢oes Monte Carlo. Por exemplo, calcular o max,cz LLR(z) sob
hipétese nula para apenas 100 mapas aleatorios, e obter sua média e variancia
para calcular os parametros de moda e escala, obtém-se uma distribuicao Gum-

79
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bel semi-paramétrica tao precisa quanto uma distribui¢ao puramente empirica
produzida apés B = 10.000 simulagoes de Monte Carlo [1].

7.2 Distribuicao empirica scany

Uma preocupacao pertinente que surge é o fato de ser mais adequado com-
parar o CMV original apenas com aqueles CMV’s de mapas sob a hipotese nula
tao semelhantes quanto possivel do cluster original, em termos de tamanho
da populagao e localizacao geografica. Um exemplo extremo dessa situacao
seria exigir que os clusters de comparagao sejam apenas aqueles (raramente
ocorrem) cujo CMV seja exatamente o mesmo CMV original. No entanto,
esta tarefa é computacionalmente inviavel, pois depende da execucao de um
nimero enorme de repeticoes, a fim de selecionar um ntimero consideravel de
simulagoes aleatorias para que os CMV’s simulados coincidam com o CMV ori-
ginal. Portanto, é necessario relaxar um pouco estes requisitos. Solicitar que
a populagao seja a mesma do CMV encontrado (independentemente de outros
fatores) também pode ser dificil, especialmente para mapas com populagoes
altamente heterogéneas. A possibilidade, entao, é permitir que centros de loca-
lizagao e populagoes sejam diferentes, exigindo, porém, que o niimero de areas
dentro cluster seja o mesmo.

A estatistica espacial scan foi projetada para se ajustar para o teste multiplo
ao avaliar os clusters de diferentes tamanhos e localizagoes. Este ajuste im-
plicitamente supoe que a distribuicao da estatistica scan nao muda quando
restrita para qualquer tamanho fixo de cluster. Como veremos, esta hipétese
nao pode ser verdadeira. Nos definimos scan; como a distribuicao empirica ob-
tida a partir da distribuicao scan empirica que considera apenas os clusters de
tamanho k. Mostraremos também que abordagem semi-paramétrica Gumbel
pode ser estendida para as distribuicoes scany.

7.3 Frequéncia do tamanho dos clusters

Comecamos esta subsecao com dois exemplos de mapas com as populacoes
de dados reais. O primeiro mapa é composto por 34 municipios no entorno de
Belo Horizonte no Brasil, com 6.262 casos de homicidios durante o periodo de
1998-2002, para uma populacao total de 4.357.940 em 2000. O segundo mapa
é composto por 245 municipios em 10 estados e no distrito de Columbia, no
nordeste dos EUA | com 58.943 mortes de mulheres ajustada por idade, no
periodo de 1988 a 1992, para uma populacao em risco de 29.535.210 mulheres
em 1990 [59].

Para cada mapa, sob hipdtese nula foram realizados 1.000.000 de simulacoes
de Monte Carlo e os clusters mais provaveis foram encontrados para cada si-
mulagao. O CMV’s foram classificados de acordo com seus tamanhos e as
freqiiéncias de ocorréncia foram exibidas nos histogramas da Figura 7.1. No-
tamos que para ambos os estudos de caso, representando exemplos tipicos de
mapas de dados de agregados, a freqiiéncia de tamanhos de cluster varia muito
(clusters de tamanho muito pequeno sdo muito mais comuns). Isso significa
que a forma da distribuicao empirica scan depende principalmente dos clusters
de menor tamanho. Conseqiientemente, o processo de decisao sobre a signi-
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ficancia do CMV original de casos observados baseia-se principalmente sobre o
comportamento de grupos muito pequenos, independentemente do seu tama-
nho. Alguém poderia argumentar que esta caracteristica, por si s, nao deve
representar um problema se pudéssemos garantir que as distribuigoes scany
fossem quase idénticas para cada valor de k. No entanto, como mostrare-
mos na proxima subsecao, existem diferencas significativas entre as diversas
distribuicoes scany.

0.4
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0.3 ]
©
g 01
0 0.2t e
o
g
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0O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 1 10 20 30 40 50 60 70
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Figura 7.1: Distribuicao de freqiiéncia dos tamanhos dos clusters mais ve-
rossimeis encontrados sob Hy, com 1.000.000 de simulacoes de Monte Carlo,
para a regiao metropolitana de Belo Horizonte (esquerda) e do nordeste dos
Estados Unidos (direita).

7.4 Ajuste da Gumbel as distribuigoes scan;

Como feito anteriormente para a distribuicao empirica scan, também de-
finimos a aproximacao Gumbel para a distribuicao scan, como a distribuicao
Gumbel,. Temos verificado experimentalmente que esse ajuste foi adequado,
para todos os tamanhos de cluster em varios mapas diferentes.

Para o mapa de Belo Horizonte, a Figura 7.2 mostra as distribuigoes scany,
tomadas a partir de 1.000.000 simulacoes de Monte Carlo e suas respectivas
distribui¢oes Gumbel, ajustadas, para valores de £ = 1, 6 e 15. Da mesma
forma, o mesmo procedimento foi realizado considerando-se o mapa do nordeste
os EUA, para valores de k = 1, 20 e 80 como visto na Figura 7.3.
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Figura 7.2: Distribuigoes scan obtidas a partir de 1.000.000 de simulagoes
de Monte Carlo no mapa da regiao metropolitana de Belo Horizonte, e suas
respectivas distribuicoes Gumbel, ajustadas, para k = 1, 6 e 15.
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Figura 7.3: Distribuigoes scan; obtidas a partir de 1.000.000 de simulacoes
de Monte Carlo no mapa da regiao do nordeste dos Estados Unidos, e suas
respectivas distribuicoes Gumbel, ajustadas, para k = 1, 20 e 80.

A partir dos resultados das 1.000.000 simulacées de Monte Carlo para o



CAPITULO 7. INFERENCIA DATA-DRIVEN 83

mapa da regiao metropolitana de Belo Horizonte, observamos que os valo-
res criticos para as distribui¢oes Gumbel, aumentam monotonicamente com o
indice k de 1 para o valor maximo de 17. A distribuigdo Gumbel ajustada e
as distribuicoes Gumbel, para £k = 1, 6 e 15 sao exibidos no mesmo grafico no
lado esquerdo da Figura 7.4. Os valores criticos para a = 0,05 para as quatro
distribuicoes correspondentes também sao mostrados.

Para o mapa do nordeste dos Estados Unidos observamos resultados seme-
lhantes quando colocamos juntas a distribuicao Gumbel ajustada e as distri-
bui¢oes Gumbel, para k£ = 1, 20 e 80 no gréfico a direita da Figura 7.4, com
os correspondentes valores criticos para o = 0,05 .

Esses dois exemplos mostram que as distribui¢coes Gumbel, mudam com o
tamanho k, e sao significativamente diferentes da distribuicao Gumbel ajustada

usual (todos os tamanhos de cluster).
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Figura 7.4: A distribuicao Gumbel ajustada e as distribuigbes Gumbel, para
varios valores de k, com os respectivos valores criticos ao nivel de significancia
a = 0,05 , para a regido metropolitana de Belo Horizonte (esquerda) e do
nordeste dos Estados Unidos (direita).

7.5 A inferéncia Data-Driven

Em sua formulagao original, o scan circular calcula a significancia do clus-
ter mais provavel com base na seguinte pergunta: “Levando em conta que
o candidato a cluster encontrado tem LLR = x, qual é a probabilidade de
encontrar um cluster mais provavel sob a hipotese nula com LLR > x7”

Como visto nesta segao, clusters de pequeno tamanho constituem a maio-
ria entre os CMV’s encontrados, e tém a maior influéncia na determinacao da
distribuicao empirica scan. Na situagao em que o CMV tem tamanho grande,
a sua inferéncia sera feita basicamente pelo comportamento dos clusters pe-
quenos.

Nesta secao propomos utilizar a informacao sobre o tamanho do CMV
observado no teste de inferéncia. Neste caso, estaremos fazendo a seguinte
pergunta: “Tendo em vista que o cluster mais provavel candidato tem LLR =
x e contém k areas , qual é a probabilidade de encontrar, sob a hipdtese nula,
um cluster formado por k regioes com LLR > z7 7
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Nossa proposta leva em conta o tamanho do cluster da seguinte forma:
dado que o scan circular encontrou o CMV com k regioes , entao a sua signi-
ficancia estatistica ainda é obtida através de simulagoes de Monte Carlo, mas
selecionando apenas as repeticoes para as quais as solugoes tém CMV com
exatamente k areas. Estamos substituindo a distribuicao scan empirica que
considera solucoes CMV de qualquer tamanho pela distribuicao scan; empirico
com CMV’s de tamanho exatamente igual a k.

No entanto, quando o p-valor é muito menor ou muito maior do que o nivel
de significancia «, nao ha nenhuma mudanca na decisao de rejeitar, ou nao,
a hipdtese nula. Assim, estamos apenas interessados no processo de decisao
quando o p-valor calculado é proximo ao nivel de significancia a.

Experimentos com a inferéncia data-driven sao apresentados a seguir.

7.6 Resultados para a inferéncia Data-Driven

Nesta secao apresentamos experimentos numéricos que mostram que a pro-
porcao de rejeicoes da hipdtese nula difere notavelmente quando é utilizado o
valor critico usual em comparacao com o uso dos valores criticos obtidos pelo
data-driven. Mostramos também que o custo computacional de estimar o valor
critico pelo data-driven pode ser reduzido através do uso de filtragem simples.

7.6.1 Variabilidade dos valores criticos

Para avaliar a variabilidade na estimativa dos valores criticos de cada dis-
tribuicao scany, realizamos outro conjunto de simulacoes de Monte Carlo.
Primeiro calculamos um conjunto Sy de 1.000.000 repeticoes aleatoérias sob
hipdtese nula e determinamos o valor critico usual vy para o nivel de signi-
ficancia @ = 0,05 empregando a distribui¢ao scan empirica. Em seguida, para
cada valor de tamanho k determinamos a distribuicao scan; empirica e os
valores criticos correspondentes v ao nivel a = 0,05 de significancia.

Em seguida calculamos 100 conjuntos S;, ¢+ = 1,...,100 com 1.000.000 de
repeticoes aleatérios cada, sob a hipdtese nula. Para cada conjunto e para cada
valor de tamanho k determinamos scan ,;, a distribuicao scan; empirica cor-
respondente para o conjunto S;. Obtivemos a proporgao px; (respectivamente
qri) de LLR do CMYV encontrado com valores maiores que vy (respectivamente
v) na distribui¢ao scany;, para cada valor de k e i = 1,...,100. Para cada
valor de k, os 100 valores py; (respectivamente qy;), para ¢ = 1, ..., 100, foram
usados para construir os intervalos de confianga (95%) Uy (respectivamente
Dy), estimando assim a barra de erro na proporc¢ao de rejeicao da hipdtese
nula ao longo do processo de inferéncia usual (respectivamente, data-driven).

Os graficos na parte esquerda da Figura 7.5 mostram os resultados usando
os dados para a drea metropolitana de Belo Horizonte (acima) e do nordeste
dos Estados Unidos (abaixo). Os graficos na cor azul mostram as barras de erro
para intervalos de confianca nao paramétricos de 95% de confianca Uy, para
cada tamanho de k, mostrando a média e a variabilidade da proporc¢ao de razao
de verossimilhanga maior que o valor critico usual vy, que emprega CMV’s
de todos os tamanhos k na distribuicao scan empirica. Por outro lado, os
graficos em cores vermelhas mostram as barras de erro para os intervalos nao-
paramétricos de 95% de confianca do data-driven Dy, para cada tamanho de k,



CAPITULO 7. INFERENCIA DATA-DRIVEN 85

mostrando a média e a variabilidade da proporg¢ao de razao de verossimilhanga
maior que os valores criticos vy do data-driven, que separa CMV’s em diferentes
tamanhos k& em suas correspondentes distribuicoes empiricas scany, .

Para cada conjunto de dados, as barras de erro azul e vermelho sao cla-
ramente distintas, mostrando as diferencas entre as inferéncias usual e data-
driven. Um procedimento semelhante foi usado para calcular os intervalos
de confianga nao paramétricos para as distribuigoes correspondentes Gumbely,
ajustadas. Os conjuntos correspondentes de barras de erro para as distri-
buigoes Gumbel ajustadas sao exibidos na parte direita da Figura 7.5, para a
regido metropolitana de Belo Horizonte (acima) e nordeste do Estados Unidos
(abaixo). A partir da Figura 7.5 notamos que os valores obtidos através da
inferéncia data-driven sao substancialmente mais proximos do nivel 0,05, para
ambos os mapas. A taxa de rejeicao no scan usual é cerca de 0,03-0,04 para
pequenos clusters, significando que nao esta rejeitando o suficiente clusters
pequenos, retornando assim muitos falsos positivos. O oposto acontece para
clusters grandes.
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Figura 7.5: Proporcao de rejeicao da hipotese nula, para as distribuigoes
empirica (esquerda) e Gumbel ajustada (a direita), para a regiao metropolitana
de Belo Horizonte (acima) e do nordeste dos Estados Unidos(abaixo). Os
intervalos de 95% de confianca nao paramétricos sao construidos a partir de
100 experimentos de Monte Carlo com 1.000.000 repeticoes cada, utilizando os
processos usual (azul) e a inferéncia data-driven (vermelho).

7.6.2 Calculo de valores criticos na pratica

Do ponto de vista pratico, deve-se preocupar com o grande numero de si-
mulacoes necessarias para obter um numero razoavel de repeticoes para que
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seus CMV’s tenham exatamente o tamanho do CMV observado, a fim de es-
timar o valor critico na inferéncia data-driven. Mostraremos a seguir que,
através de filtragem dos valores criticos v, para os valores k proximos do ta-
manho do CMV observado, um nimero relativamente pequeno de repeticoes
produz uma estimativa consistente do valor critico.

A Figura 7.6 mostra os valores criticos da data-driven para o mapa do
nordeste dos Estados Unidos para os valores de tamanho de k, utilizando
1.000.000 (respectivamente 50.000) repetigoes, exibidos como pontos vermelhos
(respectivamente cruzes azuis). A curva preta solida representa a média mével,
da janela de tamanho 20, dos valores criticos para cada tamanho k£ > 10 usando
as 50.000 repetigoes (cruzes azuis).

Como pode ser observado na Figura 7.6, as médias méveis caem aproxi-
madamente dentro do conjunto de valores criticos obtidos das 1.000.000 de re-
petigdes (pontos vermelhos). A linha horizontal tracejada indica o valor critico
usual . Este esquema é muito simples e suficientemente estavel, permitindo a
utilizacao de um pequeno nimero de repeticoes de Monte Carlo para estimar
os valores criticos pela inferécia data-driven. Para mapas menores (como o
mapa da regidao metropolitana de Belo Horizonte), o esfor¢co computacional é
bem menor, e os valores criticos da data-driven sao mais faceis de calcular.

7.6.3 Discussao

O processo classico usado na inferéncia de clusters espaciais utilizando es-
tatistica espacial scan de Kulldorff considera todos os clusters mais provaveis
encontrados em repeticoes Monte Carlo sob a hipdtese nula, a fim de cons-
truir a distribuicao empirica da razao de verossimilhanca, independentemente
do tamanho do cluster e localizacao. Uma desvantagem potencial desta abor-
dagem ¢é que se assume implicitamente a independéncia das distribuicoes do
logaritmo da razao de verossimilhanga, quando restrita a varios tamanhos do
cluster mais provavel encontrados. Nos mostramos, por meio de experimentos
numéricos, que esta hipétese nao é verdadeira para o que ocorre comumente
em mapas de dados reais. Dado que o cluster observado provavelmente tem
o tamanho kg, o que significa que o processo de inferéncia classica calcula a
sua significancia com base no comportamento da maioria dos CMV’s cujos
tamanhos sao diferentes de k.

Neste capitulo propusemos a inferéncia alternativa data-driven, que leva em
conta apenas os clusters mais provaveis encontrados cujo tamanho é idéntico ao
tamanho do cluster mais provavel observado. Esta abordagem emprega uma
comparacao mais especifica, evitando assim que o comportamento de clusters
de tamanho muito pequeno sejam usados para decidir se um cluster observado
grande seja considerado significativo, por exemplo.

Como o numero de clusters mais provaveis de certo tamanho especifico
encontrados em mapas aleatérios é menor do que o niimero total de repeticoes
Monte Carlo, uma preocupacao que pode surgir é o esforco computacional para
calcular a significancia com o processo de inferéncia data-driven deve ser muito
alto. No entanto, temos mostrado que com o uso da abordagem Gumbel semi-
paramétrica e técnicas de filtragem simples, este esforco pode ser atenuado.
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Figura 7.6: Valores criticos da data-driven para o mapa do nordeste do Es-
tados Unidos para os varios valores de tamanho de k, utilizando 1.000.000
(respectivamente 50.000) repetigoes, exibido como pontos vermelhos (respec-
tivamente cruzes azuis). A curva preta sélida representa a média mével, para
janela de tamanho 20, dos valores criticos associados a cada tamanho de k£ > 10
usando o conjunto de 50.000 repetigoes (cruzes azuis). A linha tracejada re-
presenta o valor critico do scan usual.

Para cada valor de tamanho k existem diferentes distribuicoes de valores
empiricos; em todos os exemplos estudados, a forma geral dessas distribuigoes
varia suavemente quando k varia, continuando razoavel conjecturar que suas
médias aumentam monotonicamente com o aumento no valor de k. No en-
tanto, é plausivel imaginar uma situagao hipotética em que essas mudancas se
tornam abruptas com a variacao de k, caracterizando instabilidade da hipotese
nula. Esta instabilidade deve afetar ainda mais a inferéncia usual da estatistica
scan, pois a importancia relativa dos diferentes valores de k nao seria identi-
ficada, como foi feito na presente andlise. Este tipo de situacao ainda nao foi
experimentado, embora os experimentos da secao anterior possam servir para
avaliar esse tipo de instabilidade em um mapa especifico.

Deve-se ressaltar que a estratégia do presente trabalho de empregar o ta-
manho (nimero de dreas no interior do cluster) como critério para comparar
os clusters mais provaveis é ainda sujeito a viés, devido a distribuicao da po-
pulagao heterogénea. A solucao para este problema deve ser o uso de ambas
as variaveis, tamanho e populacao, o que seria muito caro, como discutido
anteriormente.
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O método proposto é mais ttil quando o p-valor calculado usando a in-
feréncia cléssica esta préximo do nivel de significancia «, caso contrario, nao
havera mudanga no processo de decisao. Nesta situagao em que o p-valor esta
proximo de «, recomendamos que a inferéncia data-driven deva ser utilizada.

Também fizemos alguns experimentos numéricos utilizando a inferéncia
data-driven para o caso espago-tempo, considerando nao apenas o nuimero
de areas no interior do cluster, mas também a duracao do intervalo de tempo
dos cilindros [57]. Nossos resultados preliminares sugerem que as diferengas
nos valores criticos sao ainda mais pronunciadas do que no cenario puramente
espacial.

A inferéncia data-driven poderia ser aplicada ao caso/controle para conjun-
tos de dados pontuais, levando em consideracao o nimero de casos e o tamanho
da populacao no interior do clusters. H& trés opcoes a considerar para a in-
feréncia data-driven neste tipo de conjunto de dados: aqueles com base no
nimero de casos, na populacao, ou em ambos. Se basearmos no niumero de
casos, desde que o numero de casos seja pequeno, a inferéncia data-driven
deve seguir a mesma linha do presente trabalho. Caso contréario, quando o
nimero de casos é grande, ou quando a inferéncia data-driven for baseada na
populacao, algum tipo de interpolacao pode ser necessario.

Os resultados deste capitulo foram publicados em [2].



Capitulo 8

Consideracoes Finais e Trabalhos Futu-
ros

8.1 Consideracoes Finais

Este trabalho foi desenvolvido como uma tentativa multidisciplinar de agre-
gar areas diferentes do conhecimento que buscam entender os fenomenos epi-
demiolégicos. Neste sentido, nao apresentamos a uniao definitiva das areas, e
sim, apresentamos um primeiro passo na desfragmentacao do conhecimento na
area de epidemiologia.

Apresentamos os modelos epidemioldogicos SIR e MBI e as redes sociais mais
utilizadas em modelagem de epidemias e propusemos um MBI para simular
epidemias nestas redes. O MBI foi de crucial importancia para o entendimento
da propagagao de epidemias em redes, bem como no desenvolvimento das novas
ferramentas propostas. Simulagoes numéricas do MBI proposto sobre as redes
sociais apresentadas e as andlises de estimacgao de parametros e das curvas
obtidas sugerem dificuldades do uso do modelo SIR para modelar epidemias
em redes. O fato do coeficiente de aglomeracao influenciar nos resultados das
simulagoes indica a importancia do modelo ser ao nivel do individuo, e nao da
popula¢ao como um todo.

A aproximagao HMF foi apresentada, uma vez que € a técnica mais utili-
zada em propagacao em redes. A modelagam por cadeias de Markov também
foi apresentada, sendo esta abordagem mais recente e ao nivel do individuo.
Uma andlise bibliografica sobre tais modelos foi feita e nossos experimentos
mostraram que os artigos que usaram a técnica com A; = 1 obtiveram re-
sultados pouco precisos. Ainda ao nivel do individuo, propusemos o modelo
wSIR, cujos resultados demonstraram ser superiores ao demais métodos ante-
riormente citados. O uSIR foi proposto no sentido de ser um modelo analitico
de propagacao de epidemias em redes que fosse equivalente ao modelo SIR
classico e, como isso, acreditamos dar uma primeiro passo no sentido de agre-
gar em uma mesma técnica o uso de equagoes diferenciais! e redes. Com a
preocupagao de desenvolver também uma ferramenta de uso pratico, desenvol-
vemos um novo modelo HMF, o HMF-MC, capaz de modelar epidemias em
redes com estrutura de comunidades a partir de dados que possam ser inferidos

I Apesar do HMF também ser um sistema de equacdes diferenciais, é uma aproximacao
e com uso restrito para redes com propriedades pré-determinadas.

89
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de estudos estatisticos. Neste sentido, obtemos um modelo menos retritivo que
o HMF classico.

Do ponto de vista de vigilancia, apresentamos a estatistica espacial scan de
Kulldorf, método de deteccao mais utilizado na pratica. Apresentamos ainda
as estatisticas Workflow e baseada no valor esperado. Propomos a estatistica
WEB como a juncao das duas técnicas e que demostrou bons resultados tanto
para simulagoes de epidemias com dados aleatérios quanto epidemias modela-
das por equacgoes diferenciais. Com a estatistica WEB, avancamos um passo
no sentido de obter técnicas estatisticas para deteccao de clusters espaciais
em epidemias modeladas por equacoes diferenciais e, na linha que propomos,
ajuda a desfragmentar os conhecimentos das duas areas.

A estatistica espacial scan de Kulldorf tem resultados muito bons e, por
isso, poucas tentativas de melhora-la do ponto de vista inferencial sao encon-
tradas. Neste sentido, propomos uma modificacao para o teste de inferéncia
do scan usual, incorporando informacoes adicionais sobre o tamanho do clus-
ter mais verossimil encontrado. Apresentamos experimentos que justificam a
necessidade de uma nova inferéncia mais apurada para valores préoximos dos
valores criticos e fornecemos um procedimento pratico, data-driven, para fa-
zer inferéncias mais precisas sobre o cluster mais verossimil encontrado pela
estatistica scan espacial. Bons resultados foram obtidos com o data-driven,
cujos resultados foram publicados em [2], e entendemos que com este estudo
nao chegamos em uma fronteira final, e sim, a um primeiro passo para futuras
melhorias de métodos de deteccao de clusters.

O conjunto de propostas de modelos e técnicas apresentados neste trabalho
tem sua relevancia justificada no sentido de tentar resgatar conhecimentos em
areas distintas para a confeccao de novos modelos e técnicas. Além disso,
abrem novas perspectivas de caminhos a seguir no estudo epidemioldgico, que
discutimos na préxima secao.

8.2 Trabalhos Futuros

Um vez que o uSIR foi desenvolvido ao nivel do individuo, pretendemos
usa-lo para modelar e otimizar campanhas de vacinacao em redes. Seu uso
sera de grande valia tanto no sentido de ganho computacional, um vez que o
uso do MBI seria feito por simulacoes de Monte Carlo, quanto no sentido de
precisao.

O HMF-MC proposto nao é capaz de modelar a propagacao de epidemias
em redes com estruturas quaisquer, como por exemplo nas redes espaciais.
Neste sentido, almejamos encontrar um modelo similar que nao dependa da
estruturacao da rede ou, pelo menos, seja menos restritivo.

Dada uma epidemia que aconteceu em uma populagao com estrutura so-
cial conhecida, pergunta-se como estimar seus parametros e, caso a mesma
epidemia seja inserida numa populagao com outra estrutura social conhecida,
¢é desejavel descobrir qual seu comportamento.

Dada a dinamica de uma epidemia de parametros conhecidos e estrutura
social desconhecida, deseja-se descobrir uma estrutura social na qual o com-
portamento desta epidemia seja equivalente a estrutura desconhecida, de modo
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a poder predizer o comportamento de outra epidemia nesta mesma populagao.
Neste sentido, pretendemos desenvolver métodos praticos de inferéncia desta
estrutura de modo a poder utiliza-la no modelo HMF-MC ou em um modelo
similar. Isso levaria a técnicas que poderiam ser usadas na pratica pelos érgaos
publicos de saude.

Em uma mesma rede, epidemias diferentes terao diferentes comportamen-
tos. Alguns individuos podem, por exemplo, permacer um tempo maior in-
fectados e, com isso, serem grandes propagadores da infeccao. Um possivel
trabalho futuro é encontrar uma estatistica para deteccao de clusters em redes
de forma a encontrar possiveis conjuntos de individuos que devam ser isolada-
mente considerados em campanhas de satide publica.

Ainda acreditamos ser possivel melhorar as técnicas de deteccao de clusters
espaciais por meio das idéias apresentadas na inferéncia data-driven. Neste
sentido, almejamos encontrar novas possiveis métricas na escolha do cluster
como sendo o mais verossimil.

Apesar do data-driven ter sido proposto como uma técnica apenas espacial,
sua versao espaco-temporal pode ser desenvolvida de forma natural. Neste sen-
tido, pretendemos fazer experimentos e acreditamos que seus resultados sejam
ainda mais expressivos (quando comparados a estatistica espago-temporal scan
usual) que no caso espacial.

Apesar de termos conseguido responder a algumas perguntas, o nimero de
questoes que surgem com este trabalho é ainda maior. Neste sentido, a cada
novo trabalho, novas perguntas surgirao.
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