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RESUMO

As trajetorias classicas para um positron interagindo colinearmente com uma molécula
diatomica sao calculadas, com o intuito de estudar o comportamento cadtico do espa-
lhamento. Esse sistema é modelado por potenciais tipo Morse para a molécula e para
a interagao positron-molécula, que sdo obtidos por meio da metodologia FNMC (Finite
Nuclear Mass Correction). As trajetorias sdo obtidas ao integrarmos as equagoes de Hamil-
ton usando um algoritmo simplético de quarta ordem. O primeiro resultado interessante
refere-se ao surgimento do comportamento cadtico da funcao de espalhamento, que re-
laciona a fase inicial da molécula com a energia final do poésitron. Como é comumente
observado em espalhamento cadtico, essa funcao contém tanto as regides regulares quanto
singularidades, o que caracteriza uma estrutura fractal. Observamos que a regiao cadtica
transiente inclui um conjunto de trajetérias que correspondem a captura temporaria do
positron pela molécula. Ressonancias acompanhadas por essa captura ja foram observadas

experimentalmente e descritas usando calculos de espalhamento quantico.

Palavras-chave: Caos, positron, H,, espalhamento, trajetérias, FNMC, potencial de

Morse, ressonancia de Feshbach.



ABSTRACT

The classical trajectories for a positron interacting collinearly with a vibrating molecule, are
calculated in a search for a chaotic scattering behavior. The positron-molecule interaction
has been modelled via coupled Morse potentials, which reproduce ab initio energies com-
puted with the Finite Nuclear Mass Correction (FNMC) method. The classical trajectories
were obtained from integration of the Hamilton equations using a 4th-order symplectic
algorithm. A first interesting result refers to the emergence of a chaotic behavior of the
scattering function which relates the initial phase of the molecule with its final positron
energy. As is commonly observed in chaotic scattering, this function contains both smooth
regions and discontinuities, which are characteristics of a fractal set. Interestingly, the
transient chaotic region includes a set of trajectories which corresponds to a temporary
trapping of the projectile by the target. These resonances accompanied by trappings were

observed experimentally and described using quantum scattering calculations.

Keywords: Chaos, positron, Hy, scattering, trajectories, FNMC, Morse potencial, Fesh-

bach resonances.
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1 INTRODUCAO

Em 1897, Joseph John Thomson [I] estudava a natureza dos raios catddicos, baseado
em um experimento realizado por Hertz; nele, os raios catédicos passavam entre duas
placas paralelas de metal, colocadas em um tubo descarregado, mas nao eram desviados
quando as placas eram conectadas a uma bateria de células de armazenamento. Thomson
inicialmente obteve os mesmos resultados que Hertz, porém, repetindo o experimento por
diversas vezes, percebeu que a falta de desvios era devida a condutividade conferida ao

gas rarefeito por meio dos raios catodicos.

Persistindo no experimento, conseguiu provar que, conectando as placas aos ter-
minais de uma bateria de poucas células de armazenamento (sendo que a placa superior
era conectada ao polo negativo da bateria e a inferior ao polo positivo), os raios eram
desviados para baixo. De maneira similar, ao conectar a placa superior ao polo positivo da
bateria, e a inferior ao negativo, os raios eram desviados para cima. Assim, era descoberta

a particula de carga negativa, denominada elétron.

Em 1929, ao desenvolver a chamada Teoria de Buracos [2], Dirac aplicou a teoria
quantica relativistica a um elétron se movendo em um campo eletromagnético. Ao resolver
a equacgao que posteriormente ficou conhecida como equacao de Dirac, ele percebeu que a
solucdo admitia energia cinética positiva ou negativa. Inicialmente, Dirac nao entendeu o
significado fisico da energia negativa, mas posteriormente postulou que todos os estados
de energia negativa seriam ocupados pelo que ele denominou “mar de elétrons”, com
apenas um elétron em cada estado a fim de obedecer o principio de exclusao de Pauli.
Caso um elétron do mar de elétrons fosse excitado para um estado de energia positiva,
interpretava-se que no estado nao ocupado (ou “buraco”) haveria um elétron portando
carga positiva, e a auséncia de energia negativa seria tratada como energia positiva [3].

Assim, esse estado seria composto, segundo Dirac, pela antiparticula do elétron.

Em 1932, a teoria de Dirac foi confirmada durante um curso de fotografia de feixes
de raios césmicos produzidos em uma camara de Wilson por Carl D. Anderson [4] ao
analisar algumas imagens contendo deflexdes nas trajetérias de alguns feixes, que poderiam
implicar a existéncia de cargas positivas. Apds novas observagoes, foi constatada a presenga
de uma particula de carga positiva cuja massa era a mesma do elétron; essa foi chamada

positron.

Com a descoberta de diversas particulas, muitos cientistas passaram a estudar
como ocorria a interagao entre os feixes dessas particulas ao colidirem com a matéria.
Os primeiros artigos surgiram em estudos de particulas alfa, nos quais se destacaram
Rutherford [5, [6] e Geiger [7].
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O positron, especificamente, tem sido amplamente utilizado como projétil em
estudos de espalhamento [9], sobretudo do ponto de vista experimental, devido a ser
a Unica particula de antimatéria disponivel em fontes radioativas baratas (como *?Na).
Assim, a motivacao do presente trabalho vem de resultados recentes, tanto experimentais
quanto tedricos, dos grupos de Surko e Gribakin [§, [10]. Esses trabalhos reportam o
descobrimento de ressonancias vibracionais poésitron-molécula seguidas de aniquilagao
ressonante de positrons. Além disso, discutem estados ligados, formacao de positronio
(Ps) e espalhamento elastico. Temos como base pesquisas [I1} [12], [13] realizadas por nosso
grupo sobre a interagao (estados ligados e espalhamento) de um pdsitron com atomos e
moléculas pela geracao de um potencial local dependente exclusivamente das coordenadas
do positron. A existéncia de superficies e curvas de potencial acuradas para essa interagao

sugere-nos um estudo semiclassico, devido a “forga” sobre o positron poder ser derivada.

O estudo parte de uma abordagem semiclassica, com intuito de estudar o com-
portamento cadtico da interagao de um positron com uma molécula de Hy, modelado
por potenciais tipo Morse para a molécula e para a interacao poésitron-molécula, que sao
obtidos através da metodologia da Correcao de Massa Nuclear Finita (FNMC) (do inglés,
Finite Nuclear Mass Correction) [11], 12, [13, 14} [15].

A dissertacao é composta por seis capitulos. No Capitulo 2, foram definidos os
métodos tedricos para calculos moleculares, a fim de obter a solucao da equagao de
Schrodinger independente do tempo que descreve o sistema. O Capitulo 3 é dedicado
inteiramente a teoria do caos, definindo conceitos importantes, como espalhamento cadtico,
mapas e atratores. No Capitulo 4 temos a apresentacao do problema estudado juntamente
com conceitos utilizados, como integradores simpléticos e ressonancias de Feshbach. Por
fim, o Capitulo 5 contém os resultados, que sao apresentados por meio dos graficos, juntos

a uma discussao sobre esses.
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2 METODOS TEORICOS PARA CALCULOS MOLECULARES

2.1 Introducao
A equagdo de Schrodinger independente do tempo [16] é escrita como
HY = BV, (2.1)

em que H é o operador hamiltoniano independente do tempo para um sistema de niicleos
e elétrons, cujas posigoes sao determinadas pelos vetores posicao R4 e r;, respectivamente.
Em unidades atomicas — ou seja, a massa e a carga do elétron sendom =1ee=1, 0
raio de Bohr ag = 1, e a constante reduzida de Planck 7 = 1 —, o hamiltoniano para N

elétrons e M nucleos no referencial do laboratério é:
M vQ N M N

TP oh oy zi

=1 A= z—lA—l =1y

1, ZaZs

)
Rap

DS

Tij  A=1B>A

(2.2)

sendo a distancia entre o i-ésimo elétron e o A-ésimo nicleo definida como r;4 = |r; — Ral,
a distdncia entre o i-ésimo e o j-ésimo elétrons r;; = |r; —r;|, e a distancia entre o A-ésimo
e 0 B-ésimo nucleos Ryp = |[R4 — Rp|. Além disso, M4 é a massa do nicleo A e Z, é
o seu numero atéomico. Na equagao ([2.2)), os primeiro e segundo termos correspondem
aos operadores energia cinética dos elétrons e dos nucleos, respectivamente. O terceiro
termo representa a atracao coulombiana entre os elétrons e os ntcleos. Os tltimos termos

representam a repulsao entre elétrons e entre ntcleos, respectivamente.

A solugao exata da equagao de Schrodinger independente do tempo nao é factivel em
decorréncia da mistura dos movimentos dos elétrons e nucleos; para separa-los, é adequado
o uso de aproximagoes. Uma das aproximacoes mais utilizadas nos célculos é a aproximacao
adiabatica, baseada no modelo adiabdtico de uma molécula [17]. Nesse, os elétrons, bem
mais rapidos e leves do que os ntcleos, adaptam seu estado quase instantaneamente, ou
adiabaticamente, a distribuicao dos niicleos. Os niicleos, além das repulsoes internucleares,
sentem apenas o campo médio dos elétrons e se movem numa Superficie de Energia
Potencial (SEP).

Para uma boa solucao aproximada da equacao , a aproximacao adiabatica mais
utilizada é a Aprozimagdo de Born-Oppenheimer (ABO), que considera os nicleos estaticos
(massa infinita) e os elétrons movendo-se sob a influéncia de um potencial eletrostatico.
No problema eletronico, a energia cinética dos nucleos ¢ negligenciada e a repulsao entre

os nucleos é considerada constante.
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2.2 Aproximacoes Moleculares

Para escrever esta secdo, em que descrevemos as aproximagoes utilizadas a fim
de resolver a equagao de Schrodinger independente do tempo, baseamo-nos no Capitulo
8, denominado “Métodos além da aproximacao de Born—-Oppenheimer”; escrito por José
Rachid Mohallem e Frederico Vasconcelos Prudente, no livro “Métodos da Quimica Teorica

e Modelagem Molecular”, dos autores Nelson H. Morgon e Kaline Coutinho [I7].

2.2.1 Teoria de Born—Huang

As propriedades dos elétrons serao representadas genericamente por letras mints-

culas, e as referentes aos ntucleos, por letras maitsculas.

Considerando uma base de funcgoes eletronicas {Cbk(ﬁ E)}, onde 7 representa as
coordenadas dos elétrons e R as nucleares (a barra inferior simbolizando uma dependéncia

paramétrica), podemos expandir uma fun¢ao molecular total genérica como
(7, R) = xs(R)O4(7, R) = Y X3Py (2.3)
k

Os coeficientes xx(R) sdo as fungoes de onda nucleares, que serdo obtidas ao resolver a

equagao de Schrodinger independente do tempo, descrita em ([2.1)).

No referencial do laboratério (LAB), tendo como base o hamiltoniano descrito em

(2.2)), mas considerando por simplicidade uma molécula diatomica AB, temos

vV v? ZaZs

- - 7‘/25 ’
oM, 2Mjp ;2+ 'R

Hyap=— (2.4)

sendo que A e B representam os nucleos atomicos de massas M4 e Mp e niimeros atomicos
Z 4 e Zg. O operador laplaciano V2 com indice A (B) é referente as coordenadas do nicleo
A (B), e i ¢ referente aos elétrons. Todos os potenciais eletrostaticos atrativos e repulsivos

sobre os elétrons sao representados por V., e o ultimo termo representa a repulsao nuclear

(Rap = R).

O hamiltoniano na forma da equacao contém a translagao global e os graus
de liberdade correspondentes. A fim de elimina-los e facilitar os célculos, optamos por
um sistema de coordenadas ligado a molécula (MOL) no qual, por conveniéncia, a origem
coincide com o centro de massa dos nicleos (CMN). Assim, o hamiltoniano é descrito por
[18, [17] o
\% Vi-V;

Ve
piap 2]: 2M

- Z 5 TV (2.5)

Hyor = —

em que pap = (MaMp)/(My + Mp) é a massa reduzida dos nicleos, M = M4+ Mg é a
massa total dos nicleos, V% é o operador laplaciano relativo as coordenadas nucleares, e

V =Vu+(ZaZg)/R. E conveniente escrever o hamiltoniano da forma

H=Ty+ H,, (2.6)
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em que Ty representa o operador energia cinética dos nucleos, e H, é o Hamiltoniano
eletronico, que inclui o termo de repulsao entre os niicleos e é descrito pela equacao
H,P,. = E,;®,. E importante saber que a escolha de H, implica em uma dependéncia

direta na escolha da base {®,}, que nos leva a diferentes representagoes.

Com o objetivo de resolver a equacao de Schréodinger molecular, substituimos as

equagoes (2.3) e (2.5) em ({2.1]), trocando k por I:

Vi ﬁzﬁj \Y%
B - -2 5tV o, =F P, 2.7
( 2ian ZJ TR );Xl 1= B2 (2.7)

Usamos as propriedades do laplaciano: VZx® = xVZ® e VEx® = ®Viy +x V4D +
2V rD - v rX- Em seguida, multiplicamos os termos a esquerda por ®; e integramos sobre
as coordenadas eletronicas. Por fim, considerando que a base é ortonormal (®|®;) =
dx1, utilizando a notagdo (Pg|A|P;) = Ap (A sendo um operador genérico), usando a

equagao ([2.5)) e separando os termos diagonais a esquerda e nao diagonais a direita, obtemos

— —

\V£: \V4 -V
_ VR | Hyyo — ( R)kk R
2/AB HAB

— —

\Y -V
Xk = Z [—sz + (R)MR] Xi- (2.8)
14k HAB

A equacdo acima representa um conjunto de equagoes acopladas, cujas solucoes exatas

- F

fornecem as fungoes nucleares yj, e consequentemente, as funcdes de onda totais e a

energia F de cada molécula.

2.2.2 Aproximacao Adiabatica

Na aproximagao adiabética (também chamada de aproximagio de um estado) é
assumido que o estado fundamental é suficientemente isolado dos demais, para que haja um
total desacoplamento do estado eletronico em estudo. Baseado na equagao , obtemos
a funcao,

U=V, =P, (2.9)

e consequentemente na equagao (2.8)), os termos referentes aos acoplamentos desaparecem:

=

\V: V) V
o R + Hk:k . ( R)kk R
20AB HAB

—FE|xx=0. (2.10)

Podemos notar na equagao (2.10) termos referentes a energia cinética, a potencial
e ao autovalor de energia para o movimento nuclear, implicando que ela é equivalente a
equagao de Schrodinger. Nesse caso, a energia potencial para o movimento dos nicleos

pode ser definida como:

\Y% -V
Un(R) = Hyj, — m, (2.11)
HAB
sendo ) L )
Hi = — ikt _ 3 Vi Vi)or _ 3 Ve |y, (2.12)
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Na equagao , o primeiro termo contém a energia eletronica €x(R) e o segundo
¢é chamado acoplamento diagonal dos momentos nucleares. Tendo em vista a presenca
do denominador p4p, o acoplamento corresponde a uma pequena parcela de Ug(R).
Assumindo que as fungdes eletronicas sdo normalizadas (®y,|®y) = 1 — V(P @) =0 ¢

reais (Vi) = (®x|Vr|®) = 0, 0 termo de acoplamento é nulo, portanto:
Uw(R) = Hyp. (2.13)

Baseados na equacao ({2.6)), podemos escrever a equacao acima como Hyy = (TN ) ke + (Her) k-

Assim, substituindo a equagdo (2.13]) em ([2.10)), obtemos que

Vi
2paB

2.2.3 Representacdao Born—Oppenheimer

Na representacao Born-Oppenheimer (BO), o H; é escolhido de modo a fazer com

que as massas dos nucleos sejam infinitas em H, ou seja,

\V&
Hy=Hpo=-) ?Z +V, (2.15)
Hpo(®po)r = (€80)k(PBo)k- (2.16)

Nessa aproximacao, o hamiltoniano Hy serd escrito como,

V2 \VRVS
H.. = (e 4+ ——E — L) . 2.17
ke = (€BO)k ( Yian ij i )kk (2.17)

Considerando despreziveis todos os termos envolvendo massas ou operadores nu-
cleares, temos a ABO, cujo potencial obtido para o movimento dos ntcleos é fornecido

simplesmente pelas energias eletronicas,
Ur(R) = (€50 k- (2.18)

Entéo, a equagao (2.14) passa a ser escrita como:

v2
[—2 R + (EBO)k - E‘| Xk = 0. (219)
HAB
A ABO implica que as SEPs nao fornecem informacgao a respeito das massas
nucleares. Para corrigirmos isso, usamos a chamada corre¢io BO diagonal (CBOD) (do
inglés, Diagonal Born—Oppenheimer Correction (DBOC)):
\V&:

2 _’. . Vi .
_2VR -2 oM 2 V;MVJ) ’ (2.20)
HAB i it Kk

CBOD(R) = (

sendo que essa corre¢ao é somada ao termo referente a energia BO.
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2.2.4 Representacao FNMC

Na representacao FNMC (do inglés Finite Nuclear Mass Correction), o hamiltoniano

no referencial LAB, considerando M ntcleos, N elétrons e a soma sobre os elétrons dos

atomos dada por N = Ny + N + ..., é descrito como:
M o2 N o2 M 72
Vi V: Vi
LAB ZA o, 23t ZA oh, T HBO (221)

Para eliminar a translacao global e os graus de liberdade do hamiltoniano, assim como
feito anteriormente, consideramos uma aproximacao em que ha conservacao do momento

nos atomos,
. Na | N
Va=-Y V. V4> V7 (2.22)

que implica o hamiltoniano nao ter dependéncia com os operadores nucleares. Assim, o

hamiltoniano no referencial da molécula é

Hyorn = — - +o=) == +V (2.23)
j:12MA k=Nj+1 2Mp T2

Sabemos que nao deve haver distingao entre os elétrons dos ntcleos A e B. Para
corrigirmos isso na equagao (2.23)), mas mantendo o carater atémico da corre¢ao adiabatica,
postulamos que os elementos da matriz do termo de correcao serao nulos quando ele envolver

diferentes nucleos. Portanto, a forma final desse hamiltoniano é:
M 1 N , N 2
Hyor = Z <_2]\4 <PA|Vi|PB>> —27@—%‘/, (2.24)
A Ay

i
sendo P, e Pg projetores da fungao eletrénica total sobre o espago das fung¢oes de onda

atomicas.

Com a aproximagao descrita na equagao (2.22)), Hysor, nao depende dos operadores
dos nicleos, mas na equagao (2.24)) ha dependéncia da massa dos nticleos no primeiro termo,

que consiste de uma fragdo da energia cinética nuclear. Isso implica que Hyor = He.

Podemos escrever entao que

Hey ®pnyve = ernvmve Prvmc, (2.25)

sendo que os autovalores de ([2.24) sdo obtidos para cada valor de R fazendo:

(Pr|Het|Pr)

(EFNMc)k(R): <‘I>k|(1)k> )

(2.26)

onde ®pypc = Py e os valores de (epnipce)r(R) formam as SEPs para o movimento dos

nucleos. Assim, a equacdo nuclear passa a ser:
Vi
IV
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Nessa abordagem temos que tanto as SEPs quanto os estados eletronicos possuem
efeitos da corregao adiabatica [3], o que torna a aproximagao adequada para célculos em

que os efeitos de massa finita sdo relevantes. Assim, a energia eletronica é dada por:
E,=ES° +6=E5°+ FNMC. (2.28)

2.3 Metodologias de Estrutura Eletronica
2.3.1 Aproximacao de Hartree—Fock

A mais simples funcao de onda antissimétrica usada [I6] para descrever o estado

fundamental de um sistema de N elétrons consiste em um determinante de Slater,

[Wo) = [X1X2---XN) - (2.29)

O principio variacional pode ser aplicado com o intuito de obter as melhores fungoes de
base, isto é, aquelas em que o |Wg) descrito em ([2.29) conduza ao menor valor de energia
possivel, ou seja, 6 = 0 [19]. Mas, avariacao do conjunto de fungoes de base estd sujeita

a restricao de que ele deve sempre ser ortonormal.

Ao escolhermos um determinante de Slater, no qual os orbitais tem uma forma

qualquer, obtém-se a chamada equagdo de Hartree—Fock [10],

fli)x(xi) = ex(xi), (2.30)

em que x(x;) descreve os spin—orbitais, sendo que x; representa as coordenadas espaciais
e de spin, e f(i) é o operador efetivo de um elétron, que sé depende das coordenadas
relacionadas a esse e é chamado operador de Fock. Esse operador é descrito da seguinte
forma: o2 v
fli) =~ - TA +ofF (), (2.31)
A=1"TiA
em que vF (i) é o potencial médio do i-ésimo elétron devido & presenca de outros elétrons.

A equacgao de Hartree—Fock é néao linear, pois o desconhecimento dos spin—orbitais
implica o desconhecimento da forma do operador de Fock. Isso acontece devido a depen-
déncia do potencial de Hartree-Fock com os spin—orbitais. O procedimento para resolver

a equacao é chamado método self-consistent-field (SCF).

O método SCF consiste em fazer uma suposicao inicial dos spin—orbitais, o que
nos permite calcular o potencial médio para cada elétron e resolver a equacao de autovalor
. Assim, para todo novo conjunto de spin—orbitais, obtemos novos potenciais. O
procedimento é repetido até que os potenciais e os spin—orbitais usados para construir o
operador de Fock sejam os mesmos (assim como as autofungdes), ou seja, até que haja

convergéncia.
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A solugao do problema de autovalor da equacao de Hartree-Fock fornece um
conjunto {xx} de spin—orbitais (ortonormais) com energias {e,}. Os N spin—orbitais
com as energias mais baixas sao chamados ocupados e o determinante de Slater formado
por esses ¢é a funcao de onda de Hartree—Fock do estado fundamental. Os ocupados sao
indicados pelos indices a, b, ¢,... (Xa) Xbs Xe, - - - ) € 0s demais membros do conjunto {xx},

chamados virtuais ou desocupados, sdo indicados pelos indices r, s, ¢, ... (X, Xss Xts - - - )-

A principio, ha uma infinidade de spin—orbitais, e, consequentemente, de solugoes
da equacao de Hartree—Fock. Na pratica, ela é resolvida introduzindo um conjunto finito
de funcoes de base espaciais {¢,(r)|x =1,2,..., K}. As partes espaciais dos spin—orbitais
com a funcao de spin o podem ser expandidas em termos do conjunto de fungoes conhecidas
{¢.}. Seguindo os mesmos passos, obtemos as partes espaciais dos spin—orbitais com a
funcao de spin [, sendo que ambas sdo substituidas no problema para obter as equacoes
de autovalor da matriz para os coeficientes da expansdo. Usando um conjunto de bases de
K funcbes espaciais {¢,}, obtemos um conjunto de 2K spin—orbitais (K com spin o ¢ K
com spin [3), que consequentemente leva-nos a um conjunto de N spin—orbitais ocupados

{Xa} € a um conjunto complementar de 2K — N spin—orbitais virtuais {x, }.

A aproximacao de Hartree—Fock gera um conjunto {x;} de 2K spin—orbitais, no

qual o estado fundamental obtido

(o) = [XaXp - - - XN) (2.32)

¢é a melhor aproximacao na forma de determinante para ele. Entretanto, esse é um dos
inimeros determinantes que podem ser formados, em vista de que o nimero de combinagoes

de 2K objetos é o coeficiente binomial

2K 2K)!
(N) B N!(éKzN)!' (2:33)

Uma escolha conveniente para descrever outros determinantes é considerar o estado
fundamental como um estado de referéncia e classificar os outros determinantes
possiveis em relagao ao quanto diferem dele. Esses outros determinantes podem representar
estados excitados ou, como uma combinacao linear, uma descricao mais precisa do estado

fundamental ou de qualquer estado excitado do sistema.

No caso de um determinante com excitagao simples, por exemplo, ha um elétron que
ocupava Y, no estado fundamental de Hartree—Fock e foi promovido para um spin—orbital

virtual x,:
o) = [XrXp - XN) - (2.34)

Para uma excitacao dupla, ha elétrons que foram excitados de y, e x, para x, e Xs:

[Wos) = IXeXs - X)) - (2.35)
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2K
N

de Hartree—Fock ou estados com excitacao simples, dupla, tripla, ..., N-upla.

Portanto, todos os ( ) determinantes podem ser classificados como estado fundamental

Quanto maior e mais completo é o conjunto de fungdes de base {¢,}, maior é
o grau de flexibilidade da expansao dos spin—orbitais e mais baixo é o valor esperado
de Ey = (Vo|H|¥p). Assim, Fy diminui até atingir um limite, chamado de limite de
Hartree—Fock, que contudo nao é igual a energia exata do estado fundamental da molécula,
pois ignora os efeitos de correlacao do elétron [20]. Na prética, qualquer valor finito de K

levarda a uma energia um pouco acima desse limite.

2.3.2 Meétodo de Interacao de Configuracoes

Todos os determinantes possiveis [16] podem ser descritos tendo como referéncia o
determinante de Hartree—Fock, portanto podemos escrever a fun¢ao de onda exata para

qualquer estado do sistema como

B) = co|To) + e 0y + S U+ Y et e (2.36)
ar a<b a<b<c
r<s r<s<t
Dizemos que o conjunto infinito de determinantes {|W;)} = {|¥o), [¥7),[W’?), ...} é um

conjunto completo para a expansao de qualquer funcao de onda de N elétrons. As energias
exatas do estado fundamental e dos estados excitados do sistema sao autovalores da matriz
hamiltoniana (contendo os elementos (¥;|H|V,)), formada pelo conjunto completo {|¥;)}.
Todo |®;) pode ser definido especificando uma “configuracao” de spin—orbitais do qual é
formado. Esse método é chamado de interacao de configura¢io (em inglés, configuration
interaction (CI)).

O autovalor mais baixo da matriz hamiltoniana, denotado por &, é o valor exato
da energia nao relativistica do estado fundamental do sistema dentro da aproximagcao de
Born—Oppenheimer. Definimos, entao, a chamada energia de correla¢io como a diferenca

entre &y e a energia do limite de Hartree-Fock Fjy:

Eorr = & — By, (2.37)

Considerando um conjunto finito {y;|i = 1,2,...,2K} de spin—orbitais, entao os
(215 ) determinantes formados desses nao constituem uma base completa para N elétrons.
Contudo, diagonalizando a matriz hamiltoniana finita formada a partir desse conjunto de
determinantes, as solucoes obtidas sao exatas dentro do subespacgo de um elétron abrangido
por 2K spin—orbitais ou, equivalentemente, dentro do subespaco de N elétrons abrangido
por (2]5) determinantes. Esse método é chamado full CI, que é size consistent, ou seja, a
energia cresce linearmente com o niimero de sistemas nao interagentes, diferente do que
acontece nos métodos truncados. Size consistency é uma propriedade que permite obter

corretamente as curvas de dissociagao.
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O método CI pode ser usado no calculo de estados excitados: enquanto o primeiro
autovalor é uma aproximacao ao estado fundamental, os demais autovalores serao aproxi-
macoes aos estados excitados. Em resumo, podemos afirmar que o CI resolve a equacao
de Schrodinger nao relativistica dentro da aproximac¢ao BO para um sistema de muitos

elétrons, incluindo a correlagao eletronica.

2.3.3 Método Coupled Cluster

O método coupled cluster (CC) também é um método size consistent usado para
descrever sistemas de varios corpos. Baseia-se essencialmente na aproximacao de Hartree—
Fock e constroi as fungoes de onda dos elétrons usando o operador cluster, incluindo as
correlagoes eletronicas (inclusive as que nao sdo consideradas no Hartree—Fock). Esse
operador [20] relaciona a funcao de onda eletronica exata |®) e a fungao de onda obtida

pelo método de Hartree—Fock |Wy) da seguinte maneira:
@) = e | W), (2.38)

onde o operador exponencial e’ é definido pela expansido em série

; . 2 3
e :1+T+§+§+~- (2.39)

O operador T' consiste na soma do operador de excitagao de um elétron T}, operador de

excitacao de dois elétrons Ty, ... e o operador de excitacao de N elétrons Ty:
T=Ty+Ty+ -+ Ty, (2.40)
sendo
Ty|Wo) = ta |0y, TolWo) = Dot |Wid), ... (2.41)
ar a<b
r<s

Uma aproximacao amplamente usada nas aplicagoes do método CC é a de truncar
o operador T a fim de incluir certos tipos de termos. Podemos, por exemplo, referir-nos a
coupled cluster simples e duplo (CCSD), em que Té aproximadamente Ty +Ty. Para apenas
duplo (CCD), temos Th, e, para simples, duplo e triplo (CCSDT), temos Ty + Ty + Ty,

Nesse método, a energia é descrita como:

(®|e~THeT | D)
(0|2)

E= (2.42)
Os custos computacionais tanto do método CC quanto do full CI sao altos, porém,
com a evolugao tecnolégica, ambos, que antes eram limitados a sistemas relativamente

pequenos, passam a ser utilizados para diferentes tipos de sistema.
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3 QUESTOES GERAIS DA TEORIA DO CAOS

3.1 Introducao

A primeira evidéncia de caos surgiu em meados dos anos 1880, quando Henri
Poincaré [2I] demonstrou que, mesmo em sistemas extremamente simples, tais como uma
particula movendo-se sobre uma superficie bidimensional, podem ocorrer movimentos
complexos e imprevisiveis. Ele notou que duas trajetérias que comegavam muito préoximas

uma da outra se distanciavam exponencialmente.

Em 1961, Edward Lorenz, acidentalmente tornou-se um dos pioneiros da teoria
devido ao seu trabalho sobre previsoes meteoroldgicas [22]. Lorenz utilizava um computador
para realizar simulagoes do tempo. Primeiramente, ele simulou utilizando uma precisao
numeérica de seis casas decimais mas, pensando que nao faria diferenca, reduziu a precisao a
trés casas decimais. Para sua surpresa, os resultados obtidos com as diferencas de precisao
eram completamente diferentes. A primeira conclusao foi de que havia algum problema
computacional, mas posteriormente Lorenz percebeu que, na verdade, pequenas mudancgas

nas condigoes iniciais ocasionavam resultados imprevisiveis a longo prazo.

E possivel afirmar que a teoria do caos concentra-se em estudar sistemas dindmicos,
nao lineares, altamente sensiveis as condig¢oes iniciais impostas. Pequenas variagoes nessas
condicoes, mesmo aquelas devidas a arredondamentos computacionais, implicam resultados
diferentes, tornando impossivel, em geral, a previsao dos resultados a longo prazo. No caso
de sistemas deterministicos, ou seja, aqueles em que o comportamento futuro é determinado

pelas condigoes iniciais sem elementos aleatorios envolvidos, isso também pode acontecer.

Neste capitulo, descrevemos os principais conceitos englobados pela teoria do caos,

tais como atratores, expoente de Lyapunov, estruturas fractais e controle de caos.

3.2 Atratores

Em sistemas dissipativos, definidos como aqueles em que o volume no espago de
fase diminui com o tempo, ha trajetorias que convergem para regioes limitadas desse
espaco, chamadas atratores. Em sistemas dinamicos de tempo continuo, auténomos e

bidimensionais ou tridimensionais, os atratores sao classificados como [23] 24]:

« Ponto de equilibrio estavel: um ponto do espaco de fase onde o comportamento do

sistema converge e ¢ independente do tempo;

 Ciclo limite: um atrator dependente do tempo e que consiste de um conjunto de pontos
que formam trajetorias fechadas e isoladas (ou seja, sem trajetorias infinitesimalmente

proximas) para o qual o sistema converge;
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o Superficie toroidal: um sistema periédico ou quase periddico com duas frequéncias
independentes. No comportamento quase peridédico, sem que haja dependéncia

sensivel as condig¢des iniciais, as érbitas nunca se fecham sobre si mesmas;

o Atrator estranho: possui dependéncia sensivel as condigoes iniciais, implicando que a
distancia entre duas trajetorias proximas cresce exponencialmente, porém o volume

ocupado por esse atrator no espaco de fase é finito.

Como foi dito, no atrator estranho, mesmo as trajetérias se distanciando exponen-
cialmente com o passar do tempo, o espaco de fase é finito. Isso é possivel devido aos
repetidos esticamentos (do inglés stretching) e dobras (do inglés folding) das trajetérias
[23]. O fluxo responsével por gerar esse atrator costuma contrair o volume das condigoes
iniciais em uma dire¢ao, devido ao sistema ser dissipativo, e estica-o em outra, por conta
da sensibilidade as condigoes iniciais. Como um atrator, por defini¢cao, ocupa um volume
limitado no espago de fase, os dois processos — esticar e dobrar — sao produzidos o mesmo

numero de vezes.

3.3 Expoente de Lyapunov

Foram desenvolvidos pelo matematico e fisico russo Aleksandr M. Lyapunov os
chamados expoentes de Lyapunov, que sao utilizados para avaliar quao sensivel é um
sistema, seja ele de tempo discreto ou continuo, a medida que dois pontos inicialmente

muito préoximos distanciam-se ao longo de sua evolucao.

Para calcular esses expoentes, consideramos um sistema de n equagodes ordinarias,
no qual existe uma hiperesfera de condigoes iniciais centrada no ponto x(ty). Com o
decorrer do tempo, o volume da hiperesfera é deformado. Sendo que ao longo da j-ésima
dimensao (j = 1,...,n), o raio inicial d;(¢y) varia exponencialmente com o tempo, entao a

relacdo entre d;(ty) e o valor correspondente ao instante ¢ sera [23] [24]:
dj(t) = d;(to)e™ ), (3.1)

que pode ser reescrita como:

A — 1 2L4(2)/d;(t0)]

T 5 t—to ’

em que A; sao os expoentes de Lyapunov.

Para uma solucao periddica, na qual a distancia entre dois pontos ¢, em média,
constante com o passar do tempo, o expoente de Lyapunov nessa direcao é zero. Ja nas
dire¢oes perpendiculares a um atrator peridédico, ha contracdo de volume do espaco de
fase, implicando expoentes negativos. Para o comportamento cadtico, ha divergéncia nas
trajetorias proximas, o que resulta em pelo menos um expoente de Lyapunov positivo, o

que caracteriza sensibilidade as condigoes iniciais.
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Para sistemas N-dimensionais existem N expoentes de Lyapunov (Ay, Ag, ..., Ay),

que sao associados aos seguintes atratores:

o Ponto de equilibrio estavel: todos os expoentes sao negativos, pois o volume de
condicoes iniciais contrai-se ao longo das N dire¢oes do espacgo de fase, para que a

trajetoria convirja para um determinado ponto;

 Ciclo limite: um dos expoentes é nulo e corresponde a dire¢ao ao longo da trajetoria

fechada, os demais sdo negativos;

« Toro d-dimensional: hé pelo menos d expoentes nulos e os demais sao negativos (pelo

menos um, ja que o sistema ¢é dissipativo);

o Atrator estranho: deve haver ao menos um positivo, caracterizando sensibilidade as
condigdes iniciais. O que esta ao longo da trajetéria deve ser nulo, e os demais devem
ser negativos, sua soma devendo ser maior (em médulo) do que a dos positivos para

que o sistema seja dissipativo, ou seja, Yy Ay < 0.

3.4 Estrutura Fractal

Fractais s@o objetos que apresentam semelhancgas de forma que, independentemente
da maneira como se refine a escala, a informacao obtida é sempre equivalente. Podem ser

classificados de trés maneiras distintas [25]:

o Autossimilaridade exata: o tipo mais comum, no qual ha repeticao exata da geometria

dos fractais, conforme se refina a escala de observacao;

o Quase autossimilaridade: esse fractal possui semelhanca em diferentes escalas, porém

com uma visdo um pouco deformada ou distorcida da imagem original;

o Autossimilaridade estatistica: nao reproduzem a mesma forma em diferentes escalas,
a menos que se considere a distribuicao estatistica de sua forma, como picos, vales,

dentre outras caracteristicas.

Um dos fractais mais conhecidos é o conjunto de Mandelbrot, criado pelo matematico
polonés Benoit Mandelbrot. Ele consiste em um conjunto de niimeros complexos ¢ para
a funcio z,,1 = 22 + c¢. Optando por 2y = 0 e iterando repetidamente (n — 00), o valor
absoluto de z, permanece limitado. Mas, se a distancia de z,,; a origem for maior do que

2, a funcao diverge [26].

Ao varrermos todos os valores de ¢, ou seja, considerando todos os valores possiveis
para as partes real e imagindaria, temos as imagens em preto da Figura (1| nas quais ¢ nao
diverge. As demais cores relacionam-se ao nimero de iteragoes necessirias para que a

fungao divirja.
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Figura 1: Representacoes do conjunto de Mandelbrot. Imagens retiradas do site https:
//en.wikipedia.org/wiki/Mandelbrot_set.

3.4.1 Dimensao Fractal

Dimensao fractal define o quanto do espacgo a estrutura fractal ocupa. O célculo se

baseia em um método conhecido como contagem de caizas (do inglés, box-counting).

Para facilitar a compreensao do conceito [25], vamos supor que haja uma linha
de tamanho 1. Caso uma régua de mesmo tamanho (e = 1) seja usada para medi-la,
usaremos apenas uma, implicando N = 1. Ao tentarmos medir a mesma linha, mas com
uma régua com metade do tamanho da linha (e = 1/2), serdo necessarias duas réguas, ou
seja, N = 2. A partir disso, percebe-se que ha uma relagao direta entre €, o tamanho da
linha, e N, a quantidade de réguas utilizadas para fazer as medidas, levando-nos a afirmar
que N = N(e).

Passando para o caso bidimensional, temos um quadrado de lado 1 (ao qual vamos
nos referir como objeto) e um outro quadrado que seré utilizado como instrumento de
medicao, também de lado 1. Nessa situagao, para cobrir todo o objeto sera necessario
apenas um quadrado, N = 1. Porém, se o lado do quadrado de medida for reduzido a
metade (e = 1/2), serdo necessarios quatro quadrados para cobrir o objeto, duas vezes a
mais do que no caso da linha. Percebemos entao que os objetos dependem também da

dimensao que possuem, N = N (e, D). Portanto,

1\? log N
N () — ¢ s Doc—80 (3.3)
€ log (1/€)

Quando consideramos todos os N possiveis com valores cada vez menores de €, obtemos
(3.4)

sendo N(€) o nimero de hipercubos de lado € necesséarios para cobrir um conjunto de

pontos no espaco de fase.
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3.4.2 Conjunto de Cantor

O conjunto de Cantor foi descoberto em 1874 pelo matematico irlandés Henry John
Stephen Smith e introduzido em 1883 pelo mateméatico alemao Georg Cantor. A ideia
consiste em pegar um intervalo de um segmento de reta indo de 0 a 1, dividi-lo em trés
partes iguais e sempre retirar o segmento do meio. O formato obtido sera como o descrito
na Figura [2|

Figura 2: Representacdo do conjunto de Cantor. Imagem retirada do site https://en.
wikipedia.org/wiki/Cantor_Set.

Para calcular a dimensao fractal referente a cada iteracao temos que o segmento de
reta passa de 1 para 2, N =1 — N = 2, e o tamanho passa de 1 para 1/3,e =1 — ¢ = 1/3.
Ou seja, Dy = (log2)/(log 3) ~ 0,63093.

3.4.3 Triangulo de Sierpinski

Criado em 1915 pelo matematico polonés Waclaw Sierpinski, o tridngulo de Sier-
pinski é uma figura geométrica obtida de um triangulo equilatero subdividido recursiva-
mente em triangulos equilateros menores e é um exemplo de fractal autossimilar exato

como pode ser visto na Figura [3|
Para construir um triangulo de Sierpinski basta seguir trés passos:
1. Construir um triangulo equilatero;

2. Dividir o triangulo em 4 triangulos equildteros menores e remover o triangulo central,

esse que nao pertence ao fractal;

3. Repetir o passo anterior com cada um dos tridngulos restantes.

Para calcular a dimensao fractal referente a cada iteracao temos que um triangulo
equildtero passa a ser trés, N =1 — N = 3, e o tamanho passa de 1 para 1/2, e =1 —
e =1/2. Ou seja, Dy = (log3)/(log2) ~ 1,58496.

3.5 Mapas

Mapas representam os sistemas mais simples que podem apresentar comportamento

cadtico. Por essa razao, sao amplamente estudados.
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AL L8 0

Figura 3: Construgao do triangulo de Sierpinski. Imagem retirada do site https://pt.
wikipedia.org/wiki/Triadngulo_de_Sierpinski.

O mapa logistico, um dos mapas mais conhecidos, é descrito pela seguinte equacao:

Fu(xg) = xje1 = pa; (1 — @), (3.5)
sendo p o pardmetro de controle. Se 0 < p < 4 e zp € [0,1], entao z; € [0,1], para
Jj =1,2,... Podemos afirmar, entao, que cada ponto z; gera um ponto z;;; N0 mesmo
intervalo. Em casos com p > 4, valores de x; e consequentemente de x;;; acabam sendo

convertidos em valores negativos [23].

Esta discussao envolvera apenas os casos relacionados ao intervalo 0 < p < 4, no
qual os pontos ditos fixos sdo ] =0 e x5 =1 —1/u. A andlise de estabilidade desses serd
baseada na derivada da equagao (3.5)), ou seja,

dF,(z , para x7,

dFu(x) _ n(l—2z) = #o Pate (3.6)
dw 2 — pu, para 5.

Havera ponto fixo estavel se |dF),(z)/dz| < 1, ou seja, se 0 < p < 1 para zj, esel < pu <3

para x5. Portanto, quando |dF),(x)/dz| > 1, o ponto fixo serd instavel para =7 quando

@ > 1, e para 3 quando p < 1 e p > 3. No caso de p = 1, as estabilidades dos pontos
serao trocadas.

Na Figura [4] vemos dois exemplos de mapas logisticos, ambos com zy = 0,1, mas
com valores distintos para p. No primeiro caso, u = 2, temos que |dFy(x)/dz| = 0 e, como
1 < p < 3, ha apenas um ponto fixo estavel, determinado a partir da equagao de 3 e
localizado em 0,5. No segundo caso, ;1 = 3,3, o sistema nao converge para um ponto fixo,

mas oscila entre dois valores, formando um ciclo limite.

Num diagrama de érbitas representam-se apenas as solugdes assintoticamente
estaveis e para obté-lo, como descrito na Figura , partimos dos intervalos z; € [0, 1]
e p; € [0,4], o segundo dos quais dividimos em 1000 (j = 1,...,1000). Isso implica
tiv1 = p;j + 0,004. Definindo 2y = 0,1, e usando a equacao , foram feitas 1000
iteracoes, mas, para eliminar qualquer tipo de comportamento transiente do sistema —
isto ¢, para obter um comportamento assintotico estavel —, desprezamos as 500 primeiras

iteragoes e avaliamos as restantes.

A forma do diagrama é decorrente de desprezarmos a primeira metade das iteracoes,

levando-nos a obter apenas as solugoes atratoras, ou seja, s6 temos os pontos para que o
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Figura 4: Mapas logisticos com xg = 0,1 e p = 2 e 3,3.
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Figura 5: Diagrama de 6rbitas do mapa logistico com xg = 0,1.

sistema tende a convergir. Por exemplo, em p = 2,5, x7 é um ponto instavel e x5 é um ponto
estavel de valor 0,6, isto é, os pontos convergem para esse valor. Para pu > 3, passamos a
ter as chamadas bifurcacoes de duplicacao de periodo [23]. Em p = 3, |dF),(z)/dz| =1,
implicando que a solucao de z3 sofre uma bifurcacao. Para p > 3, surge uma orbita de

periodo-2 formada pelos pontos 5 e zj, que obedecem as relagoes:

Ty = F‘M(CL’Z) = Fu(Fu(xg)) = F(Q)($§>a

(3.7)
vy = Fu(x3) = F(Fu(x})) = F(2)(I’Z>.
Como w3 e x sdo pontos fixos de F'?) eles sio raizes do polinémio,
ot = FP(a") = pF.(1 - F,). (3.8)
Assim, as solugoes do polindmio de quarto grau sao z7, x3 e:
)+ =3)(p+1)

21

sendo que z§ e z} sao levadas em consideragao apenas em g > 3.
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Para analisar a estabilidade de x% e xj, faremos passo semelhante ao feito na

equagao (13.6)):

dF/SQ)(x)
dx X

T=1x3

= p(l =225 (1 — 225 ,) = —p® + 2p + 4. (3.10)

Assim, a 6rbita de perfodo-2 é estavel para —1 < | — p? +2u + 4] < 1, ou seja, 3 < u <
1+ v6 = 3,449490. Se 1 = 3,449490, \dF!EQ)(x)/dx\x:ng = 1 e, consequentemente, a
orbita de periodo-2 sofre uma bifurcacao de duplicacdo de periodo. Mas, nos casos em
que p > 3,449490, os pontos fixos de F? perdem a estabilidade e bifurcam-se, gerando
uma orbita de periodo-4 assintoticamente estavel, cujos pontos sao obtidos considerando
z*=F®W (*). Portanto, conforme o valor de p aumenta, ocorrem sucessivas bifurcagoes,

gerando 6rbitas de periodo 2, 4, 8, 16, etc.

O segundo mapa exemplificado é o chamado mapa tent, que é descrito pela seguinte
equacao [27]:
pxj, para r; < %, (3.11)
pu(l —z;), para % < zj,

Tjp1 = Fu(%‘) = {

em que o intervalo 0 < p < 2 implica que o € [0, 1].

Assim como no logistico, dependendo do valor de p, o mapa tent pode assumir
diferentes comportamentos. Para u < 1, o valor x = 0 é um ponto fixo estavel independente
do valor de xy. Se u = 1, todos os valores de x < 1/2 sao pontos fixos do sistema. Caso
i > 1, os pontos fixos instaveis estao localizados em x = 0 e z = p/(u + 1), mas para
1 < p <2, o intervalo [ — u?/2, 11/2] contém érbitas instaveis, implicando que os pontos

proximos afastam-se das orbitas, e nao se aproximam delas.

Podemos ver exemplos de mapas tent na Figura [0l Ao analisarmos os graficos,
notamos que o aumento de p implica um aumento da perturbagao do sistema, gerando

um comportamento imprevisivel, ou seja, cadtico.

u=12exp =08 p=1l8exp =08

0.8 1 08

0.6 06 |

Xj
Xj

0.4 1 04

0.2 1 02

J J

Figura 6: Mapas tent com 2o =0,8 e p=1,2¢ 1,8.
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Comportamento cadtico também pode surgir em sistemas hamiltonianos, como pode
ser visto no Apéndice [A] em que discutimos o caso do oscilador harmonico bidimensional

e, a partir dele, discutimos o conceito de secao de Poincaré.

3.6 Controle de Caos

Sistemas que apresentam comportamento cadtico vém sido amplamente estudados,
mas, por serem altamente sensiveis as condigoes iniciais, torna-se impossivel fazer previsoes
a longo prazo. Visando a conter esse comportamento, alguns métodos denominados controles

de caos foram desenvolvidos.

Um método conhecido por OGY foi desenvolvido pelos pesquisadores Edward
Ott, Celso Grebogi e James A. Yorke em 1990 [28], cuja ideia bésica é forgar o sistema
a seguir uma orbita periddica determinada previamente, fazendo pequenas pertubagoes

dependentes do tempo em um de seus parametros.

Um sistema de comportamento cadtico é composto por orbitas peridédicas instaveis
densas, ou seja, orbitas fechadas que, dentro de um intervalo infinitesimal do espaco de
fase, preenchem-no mas nao necessariamente como um todo. Assim, utilizando um mapa
nao linear (definido na Segao , o objetivo é aplicar perturbagoes ao parametro u, a fim

de que x siga uma das érbitas periddicas [23].

A fim de simplificar, é assumido que o sistema sera estabilizado em um ponto fixo
instavel x*. Devido as propriedades apresentadas por sistemas cadticos, pode-se afirmar
que ha um instante j no qual z; passa pela vizinhanca de z*. Sendo 2* um ponto instavel,
ha uma tendéncia natural da érbita de afastar-se. Para corrigir isso, ou seja, para fazer com
que a Orbita seja levada a ele, basta introduzir uma dependéncia temporal no parametro .
Dessa maneira, o comportamento caético deixa de existir no sistema, pois x; — 2™ para

J — o0.
3.7 Espalhamento Caético

De forma simples, podemos pensar no processo de espalhamento como o movimento
de uma particula sujeita a uma forca em uma dada regidao do espago, como, por exemplo,
um elétron deslocando-se em dire¢gdo a um nicleo atéomico [29]. Esse processo divide-se
entre dois comportamentos da particula: tanto nos instantes inicial e final, ele é simples e
retilineo; ja no instante intermediario, quando ela interage com um potencial, ele torna-se

complexo e imprevisivel.

Se um sistema desse tipo possui comportamento cadtico, dizemos que é do tipo caos
transiente, pois o0 movimento é restrito a regiao influenciada pelo potencial. A dindmica
apresentada ainda possui sensibilidade as condigoes iniciais e presenca de estruturas

fractais.
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A Figura [7] é uma representacio tipica de um processo de espalhamento, no qual a
particula incide com um parametro de impacto b e uma certa energia, mas, ao adentrar a
regiao de espalhamento, seu movimento sofre deflexdes por influéncia de um potencial, e,

a0 escapar, segue uma trajetoria com um angulo de espalhamento ¢.

A
-]
S

A
8

Regido de espalhamento |~ ’

Figura 7: Representagao do processo de espalhamento.

Ha& dois tipos de espalhamentos, cadtico e nao cadtico, e para exemplificd-los vamos
considerar o potencial 2D descrito como:
V(z,y) = 2y =Y, (3.12)
em que os picos sao localizados em (x,y) = (£1,+1), como pode ser visto na Figura .
Quando a energia E da particula é maior do que a energia potencial maxima dos picos
E,., ou seja, a razao E/E,, > 1, o espalhamento é nao cadtico, e o tempo que a particula
permanece na regiao de espalhamento é minimo. Esse espalhamento pode ser visto na
Figura @(a), onde a relacao entre b e ¢, denominada funcdo de espalhamento, gera uma
curva suave [30]. Para o caso em que E < E,,, o espalhamento é caético, e o tempo que
a particula permanece na regiao de espalhamento é arbitrariamente longo. Nas figuras
9(b) a (e) vemos regides “manchadas” mesmo com o aumento da resolugao do eixo b.
Dizemos que as “manchas” correspondem a singularidades, ou seja, regioes onde a fungao de
espalhamento nao é bem comportada. Essa é uma caracteristica do espalhamento caotico,
no qual as regides de singularidades sao formadas por estruturas fractais, compostas pela

alternancia de regides de comportamento cadtico e regular.

No espalhamento cadtico, as estruturas fractais sao compostas pelas singularidades
da funcao de espalhamento, causadas por um conjunto de érbitas periddicas instaveis
(6rbitas hiperbdlicas) que ficam presas por tempos arbitrariamente longos a regiao de
espalhamento e formam a chamada sela cadtica. Essa sela é composta pela intersecao da
variedade estavel com a instavel. Uma defini¢do simples é que a variedade estéavel W*
de um ponto p é o conjunto de todos os pontos que tendem a p quando t — oo, € a

instavel W, de todos os pontos que se afastam de p, como pode ser visto na Figura . No
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Figura 8: Representacao grafica do potencial descrito pela equacao (3.12). Figura retirada
do artigo Rep. Prog. Phys. 76, 1 (2013) [30].
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Figura 9: Diferentes plots do angulo de espalhamento ¢ versus o pardmetro de impacto b
referentes ao potencial descrito na equacao (3.12)). Em (a), temos E > E,,; de (b) até (e),
E < E,,. Figura retirada do artigo Rep. Prog. Phys. 76, 1 (2013) [30].



3.7 Espalhamento Cadtico 34

espalhamento caético, W€ é composta por um conjunto de pontos que geram érbitas cujas
trajetorias aproximam-se da regido de espalhamento em ¢ — oo; W, por sua vez, consiste

em pontos que se afastam quando t — oo mas que se aproximam quando ¢ — —o0.

A dinédmica do espalhamento cadtico é dominada pelo conjunto invariante formado
pela sela cadtica. Esse conjunto possui estrutura fractal no espago de fase, o que causa
sensibilidade as condigoes iniciais. Assim, as singularidades presentes sdo consequéncia das

condigoes contidas na variedade estavel [31].

We

\\ //Wi

p

Figura 10: Variedades estdvel W¢ e instavel W¢ de um ponto p. Figura retirada do
sitehttp://mtc-m16c¢c.sid.inpe.br/col/sid.inpe.br/mtc-m18%4080/2010/04.26.15.
09/doc/P26.pdfl

Podemos classificar o espalhamento caético em dois tipos: nao hiperbdlico e hiper-
bolico. No caso hiperbdlico, todas as orbitas periédicas sao instaveis, nao hé superficies de
KAM e as particulas escapam exponencialmente da regiao de espalhamento P(t) ~ e,
sendo P(t) a probabilidade com que as particulas permanecem na regiao e 7y a taxa de

decaimento [30].

Para o espalhamento cadtico nao hiperbélico, as érbitas periddicas sao estaveis, e
essa estabilidade faz com que as trajetorias em sua vizinhanca permanecam por bastante
tempo na regiao de espalhamento, devido ao grudamento em torno de algumas superficies de

KAM [29], e as particulas escapam algebricamente da regido de espalhamento P(t) ~ ¢~.

3.7.1 Dimensao Fractal Aplicada a Espalhamentos Caéticos

Dimensao fractal é um conceito importante quando tratamos de espalhamentos
cadticos hiperbdlico e nao hiperbdlico. No caso hiperbdlico, no qual a dindmica das
particulas produz um conjunto de Cantor com autossimilaridade estatistica, a dimensao
fractal é Dy < 1 [32, [31]. Considerando as particulas sendo espalhadas ou nao, podemos
dizer que ha um intervalo da regiao de espalhamento no qual as particulas permanecem por
um tempo minimo 7Ty. Decorrido 27p, uma fragao dessas particulas (n) escapa da regiao

de espalhamento e, se considerarmos que elas estavam localizadas no meio do intervalo
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da regiao, podemos dizer que ainda ha dois intervalos contendo particulas. Passados 375,
outra fragao n de particulas escapa, e, se essas particulas estavam no intervalo central,
ainda ha quatro intervalos contendo particulas. Assim, podemos dizer que na n-iteracao
2™ intervalos sdo obtidos, com comprimento [(1 — 1)/2]"€. Substituindo essas relagoes na

equagao (|3.4)), sabendo que n — oo implica que € — 0, temos:

In 2
Dy = lim — - e (3.13)

()" ()

No caso hiperbdlico, as particulas escapam exponencialmente, ou seja, P(t) =

—
(\]

Pye ", portanto:

1
P(t +Ty) = Poe "M = (1 — ) Ppe™ — 4 = T In(1 —n), (3.14)
0

sendo v a taxa de decaimento.

Para o caso nao hiperbélico, o decaimento das particulas é algébrico, ou seja, na
forma P(t) = Pyt “, sendo que & medida que as itera¢oes ocorrem, diminui o ntimero de

particulas que escapam. Assim, a variacdo da probabilidade no tempo é

dP(t)  aP(t)  aP()

- _ — , 3.15
dt t nTO ( )
Na definicao de limite, temos:
dP(t) .. P(t+Ty) — P(1)
o A, o (3.16)
Igualando as equagoes (3.15)) e (3.16)), obtemos que
P(t +Tp) = (1 - O‘) P(t) = m~ 2, (3.17)
n n
0 que nos leva a:
In 2
Dy= ——= (3.18)

L F—(;/n)}*l

Analisando o caso em que n — oo, obtemos que a dimensao fractal é Dy = 1.
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4 MODELO DA INTERACAO POSITRON-MOLECULA

Neste capitulo, abordaremos o problema em estudo focando nos principais objetivos

e em como os métodos aproximativos apresentados nos capitulos anteriores foram aplicados.

4.1 Sistema Pdsitron-Molécula

O sistema em estudo consiste em um modelo simples, como mostra a Figura [11]
no qual tratamos o positron como uma particula classica interagindo colinearmente com
uma molécula de H,. Com o objetivo de analisar seu comportamento, foram calculadas as

trajetorias classicas.

Figura 11: Sistema em estudo: molécula de H, e o pésitron.

No referencial do centro de massa do sistema, o hamiltoniano independente do

tempo, composto pelos movimentos translacional e rotacional é descrito como:

2 2
P P
H=—+— 4.1
sendo que
V(r,R) = Vi, (r, R) + Vo+(r, R), (4.2)

em que r é a coordenada translacional, R a coordenada vibracional, p e P sao os momentos
conjugados de r e R, m = [m+(2my)]/(m+ + 2mp) é a massa reduzida do sistema,
= my/2 é a massa reduzida da molécula, e V(r, R) é o potencial de acoplamento entre o
positron e a molécula. Escolhemos a formulagao hamiltoniana porque tratamos o problema
de maneira classica e porque as equagoes de movimento sao equagoes diferenciais ordinarias
de primeira ordem no tempo, que podem ser representadas por uma curva no espacgo de
fase [33].

4.2 Potencial de Morse

No modelo, os potenciais do positron e da molécula sao do tipo Morse, que foi

escolhido por ser um potencial simples e analitico.
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O potencial de Morse foi introduzido em 1929 por Philip M. Morse [41] com o
intuito de tratar movimentos vibracionais em moléculas diatomicas. Desde entao esse
potencial tem sido amplamente usado em fisica molecular, tendo papel importante na

descricao de modos vibracionais moleculares.
O potencial de Morse para uma molécula diatomica, como pode ser visto na
Figura [12] é descrito por
V(x) = D[l — e @@72e))2, (4.3)
em que z é a distancia entre os atomos, x. é a separacao internuclear de equilibrio (ou

seja, o ponto do eixo x onde o potencial tem seu menor valor), e D e a sdo a energia de

dissociacao e o parametro de alcance, respectivamente.

v

—

Te €

Figura 12: Potencial de Morse.

Nesse caso, o hamiltoniano e as equagoes de movimento sao descritos por:

2

P (o
H=2" 1 D[1 - ¢ z—2))2 4.4
o T 1—e )% (4.4)

OH p OH
= —— =1, p=———=—2Dale"0T) _ g2ale-z)] 4.5
T o m’ 2 o ale e ] (4.5)

A fim de obter uma expressao para x(t), podemos usar a teoria de Hamilton—Jacobi,
em que, para um dado sistema mecanico [33] descrito pelas varidveis candnicas (¢, p) e
pela hamiltoniana H(q, p,t), efetuamos uma transformagao candnica com o auxilio de uma

fungao geradora S(q, P,t). Partindo da equagao (4.4)), temos:

1 (08 2 oS
D1 — —a(x—xe\12 _
om (81‘) + D[l —e )"+ ot 0 (4.6)

Para obter uma integral completa da equagao (4.6)), partimos de uma simples separacao

de variaveis:

S =Wi(x)+T(t), (4.7)

dw dT

5 <dx>2 DL - el = S (4.8)
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Igualando ambos os lados & mesma constante, denotada por «, temos duas equagoes

ordinarias diferenciais:

dT 1 [(aw)’
i i Bl _ pma(z—weN)2
T g ( e > +D[l—e e =a. (4.9)

Resolvendo-as e substituindo os resultados em (4.7)), temos:

S = /\/2m{a — D[l — e~ale=ze) ]2} dx — at. (4.10)
Para obter x(t), usamos que 5 = % e isolamos a variavel x na equacao obtida:

Vvam 1
5= / dz — . (4.11)
2 \/& _ D[l _ efa(:pfze)]2
Porém, o z(t) obtido correspondera a uma expressao geral, em vista de que esta descrito
em termos das constantes « e [5. Para uma solugao x(t) especifica, basta sabermos quais

sao as condigoes de contorno, e a partir delas, determinamos as constantes.

Em sistemas multiperiédicos costumam-se usar as chamadas varidveis de acao e
angulo, que permitem efetuar os calculos das frequéncias associadas ao movimento sem
a necessidade de integrar completamente as equagdes de Hamilton [33]. Portanto, se
escrevermos o momento linear em fungdo das energias, podemos calcular a variavel agao

da seguinte maneira:

2

E=K+V=H, %:E—V, p=+V2mvVE -V, (4.12)
m

1 1 T2 1
J:}l{]?z'dilii:</ p+d:c+/ pdx>:
2T 2T T1 T2

1 T2 Vo2m [x2
=2 — mdxzw/ﬂc1 VE —V(z)de,

2T 1

(4.13)

em que z e T3 sao os pontos de retorno, ou seja, V(x;) = E, e em que podemos interpretar

2m.J como a area do espaco de fase. Assim, fazendo uso de alguns recursos matematicos,

obtemos que [42], 43]:
V2mD E
J=y" (1 /11— ) . (4.14)

Tendo aproximadamente um movimento harménico com frequéncia wy = (2Da?/m)"/?,

podemos escrever a energia e a frequéncia como funcoes de J:

2 E
E:w()(J—wOJ), H = w()) =2 :w0<1 woJ) (4.15)

4D Y 2D

sendo ¢’ a varidvel angular que consiste em uma variavel canénica conjugada ao J.
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Considerando que J* = v/2mD/a é o maior valor possivel que a varidvel acio

possa ter, em que a energia ¢ igual ao valor de dissociacao, £ = D, podemos reescrever as

equagoes descritas em (.15 como:

J , J

Escrevendo que S = S(J, z), podemos afirmar que:

0S , 0S8
_ 72 - 2= 4.17
portanto,
1 — b\2 ja(z—ze) _ 1

Y'(E, ) = 9 j{p(E(J),x) dz = arcsin (L= J/T) e + I (4.18)

a.J J@—J/r) g 2

Em funcao das novas variaveis, temos:
1 1 —+v1—Acos¢ . mwoA V1 — AZsing/

xr=—1In ) p=mi= : (4.19)

a A2 a 1—+1—Xcosy

sendo que A = (1 — J/Jb).
4.3 Ajuste dos Potenciais de Morse

Para obtermos os pardmetros, comecamos com os calculos de estrutura eletronica
no software GAMESS [34]. Optamos pela aproximagao FNMC e o método SCF, esse
que realiza os calculos referentes as equagoes de Hartree—Fock restritas, que impoem aos
elétrons a mesma funcao espacial, mas diferindo na de spin, obedecendo o principio de
exclusao de Pauli. Posteriormente, tendo os spin—orbitais, utilizamos o método coupled

cluster do tipo CCSD que considera as excitagoes simples e duplas.

Para esse célculo, a escolha da base de fungoes atomicas foi determinada a partir
de resultados obtidos anteriormente no préprio grupo [12} [14], o que nos levou a optar pela
Sapporo-TZP-2012 [35] (do inglés, triple-zeta polarization) para o dtomo de hidrogénio. Para
o positron, a base utilizada ¢ a mesma, mas na forma escalonada [3]. Essa base determina
trés funcoes de base para representar cada spin—orbital, e o fato de ser polarizada quer dizer
que, quando ha apenas um hidrogénio, ele ocupa o orbital 1s, porém, se considerarmos a
interacao com outros dtomos, haverd orbitais de momentos angulares maiores (orbitais p e

d), que permitem maior flexibilidade da nuvem eletrdnica.

Em decorréncia de haver dois potenciais de Morse, os calculos sao divididos em
duas partes. Na primeira, consideramos apenas a molécula. Assim, dispondo do valor da
distancia entre os atomos de hidrogénio, utilizamos FNMC para obter o potencial. Os dois

parametros sdo ajustados ao potencial de Morse utilizando o software gnuplot[36]. Depois,
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repetimos o processo considerando o pésitron. Notamos que a cada valor do potencial
da molécula, R, varia com r, como pode ser visto na Figura (13| e, para o potencial do

positron, r, depende de R. Assim, obtemos
Vi, (r, R) = Dy {1 — e-lB-Re(n R} 2.
R.(r,R) = R, + 0{1 — tanh[¢(r — BR — )]}, (4.20)
Vor(r, R) = Do{l — 7l v (R) = BR + s,

em que os valores dos parametros sao dados pela Tabela |1l Na Figura |14] temos a superficie

de energia potencial gerada a partir do potencial de Morse acoplado obtido utilizando (4.20))

em ([4.2).

VHQ(’/’, R)
Pardmetro Valor  Unidade Vet (1, R)

D, 0,1745 ag Parametro Valor Unidade
ay 1,026 Qo

R, 1415  ap 52 ?é ZO

5 0,1851 aq 62 05 0

¢ 0,6626 ap! et

6 0’5 72 b 0

- 1,557  aq

Tabela 1: Valores dos parametros referentes a Vi, (r, R) e Ve+(r, R).

1.65

pontos calculados
ajuste

1.60

1.55

Re (ag)

1.50

1.45

1.40

r (ap)

Figura 13: Relagao entre R, e r.

O hamiltoniano e as equagoes classicas de movimento utilizando (4.20]) sao:

2 P2
H= 2pim - 2 + Dy {1 — e @lBRRN2 4 Py {1 — emelrre(BY2) (4.21)
. aH P . 8H 8VH 8V+ 87“,3
R=—=— P=——F=— 2 — < 4.22
orP  u’ OR OR  Or. OR’ (422
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OH OV, 0R. OV

p . _ 0H _
a m T or OR. or  or (4.23)
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Figura 14: Superficie de energia potencial do sistema.

Inicialmente, com o positron afastado, praticamente nao ha influéncia dele sobre a
molécula; nesse momento V_+(r, R) = 0. Além disso, V_+(r, R) nao possui estado ligado,
ja que suas energias estdao acima da de dissociacao, portanto ndo tem pontos de retorno.
Nesses pontos o momento linear é zero, ou seja, a energia total é composta apenas de

energia potencial.

Os pontos de retorno sao obtidos ao considerarmos Vi, (r, R) = FEinicial, 1y

Einicial, Ho
D,

Ri=R.—~m(1t (4.24)

em que R.(r,R) = R, por considerarmos o poésitron muito distante da molécula. Os

pardmetros R;, R_ e R, estdo representados na Figura [15]
Entre os pontos de retorno, definimos as condic¢oes iniciais do sistema, dadas por:

ro=100a0, Po = —/2mEpicia, o+
(4.25)

Ro = [R,, R+], P[) = :I:\/Q,U[Einicial, Ho — VH2<r7 R)]

O valor 7y = 100 ag foi escolhido para que, na equagao para R.(r, R) em (4.20]), obtivéssemos
ro > —fR —y — 1 —tanh(ro — BR —71) ~ 0. Assim, o pésitron nao influencia nos

valores de R_ e R, mas ao se aproximar da molécula, o valor de R, aumenta.

Ao dividirmos o intervalo [R_, R, | pela quantidade de trajetérias a serem calculadas,

obtemos A Ry, que determina a diferenca entre os valores de Ry. As trajetérias sao calculadas
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Vi

2

Einicial, Ho

R_R. R. R

Figura 15: Potencial de Morse para a molécula de H, .

considerando dois instantes da molécula. No primeiro, R, estda aumentando, e Py > 0. No
segundo, Ry esta diminuindo, e Fy < 0. No caso do pésitron, ele se aproxima da molécula

com py < 0 e se afasta com py > 0.

Da equagao , obtemos as equagoes de Hamilton, mas, para resolvé-las consi-
derando o conjunto de condigOes iniciais descritos em (4.25)), utilizamos um integrador
simplético. O uso de um integrador numérico é decorrente de o sistema ser nao integravel,
devido a perturbacao causada pela dependéncia entre as coordenadas da molécula e do

positron.

No método simplético, sob o uso de transformacoes canonicas, a estrutura simplética
das equagdes de Hamilton conserva-se, (¢,p) — (¢, p') e o valor da energia do sistema
¢ aproximadamente conservado, em vista de que o erro nao se propaga com a avango
temporal. Assim, automaticamente o teorema de Liouville é satisfeito, pois o volume do

espago de fase permanece inalterado [37, [38].

Neste estudo, optamos pelo integrador simplético de quarta ordem e oito passos,

baseado nas equacoes:
p® = pt= 4 b rF(qkY),
(4.26)
q® = gV 4 4,7 G(p®),
em que na notagao vetorial, temos q = (R, ), p = (P,p), F(q) = -0V (q)/0q e G(p) =
0K (p)/0p, sendo K a energia cinética e k = 1 — 8 referente ao nimero de passos de

tempo 7. Os valores das constantes ay, e by, utilizados para os célculos estdao na Tabela 2]

4.4 Ressonancias de Feshbach Vibracionais

Na interacao entre o positron e a molécula sao geradas ressonancias vibracionais,
que sao importantes, por exemplo, para o entendimento de altas taxas de aniquilacao
observadas em espalhamento pésitron-atomo e pésitron-molécula [8, @, [10] e sao o andlogo

classico das ressonancias de Feshbach.
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k Qg bk

10,7845 0,3923
20,2356 0,5101
31,178 —0,4711
4 1,315 0,0687
5-1,178  0,0687
60,2356 —0,4711
70,7845 0,5101
8 0 0,3923

Tabela 2: Valores de ay;, e by.

Para explicar ressonancia de Feshbach, podemos analisar a Figura [I0] que trata
de um caso envolvendo dois atomos. No processo de colisao, a curva de potencial de
fundo V;, representa um canal aberto, onde nao ¢ possivel ter um estado molecular
ligado, pois a energia cinética dos atomos ¢ maior do que o limiar de energia do canal.
Oposto ao que acontece em V;,, temos a curva V, representando um canal fechado, no
qual a energia cinética dos atomos é menor do que o limiar, permitindo que haja estados
moleculares ligados [39, 40]. Para que haja ressonancias, a energia total do canal aberto

deve aproximar-se de um estado ligado do canal fechado.

No entanto, no caso do sistema descrito na Figura|l1] analisando sob uma abordagem
classica temos as ressonancias de Feshbach vibracionais. Inicialmente, temos a molécula
vibrando com uma determinada energia, mas, com a aproximacgao do positron de baixa
energia, a interacao entre eles faz com que o positron transfira parte de sua energia para a
molécula, levando-a a vibrar com energia superior e, consequentemente, ao aprisionamento
do pésitron, o que gera um estado metaestavel. Esse estado, ao contrario do ligado, tem
duracao limitada, decorrente de haver transferéncia de energia da molécula para o poésitron,

na qual ele é emitido e ela volta a vibrar com energia fixa.

closed channel

entrance channel or
open channel

A

9 Atomic separation R

Figura 16: Modelo basico de dois canais para a ressonancia de Feshbach. Figura retirada
do artigo Rev. Mod. Phys. 82, 2 (2010) [40].
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5 RESULTADOS

O objetivo deste trabalho é analisar o comportamento das trajetorias classicas
sob influéncia de diferentes condi¢oes iniciais. Modelados os potenciais de Morse, o passo
seguinte consiste em definir os parametros a serem variados no sistema, sendo eles as
energias iniciais do positron (Eiyia o+) € da molécula (Einicial, 1,). Apds compilado, sendo
que para todos os casos optamos por 10 000 trajetérias, o arquivo de saida contém uma série
de informagoes a respeito delas, como coordenada inicial da molécula (Ry), coordenada da

molécula ao aprisionar o pésitron (R.,.) e energias finais do pdsitron e da molécula.

Nas Figuras [19 e [20| temos os graficos de energia final do pésitron e de tempo de
vida, respectivamente, ambos versus a variavel de espalhamento, que sera definida abaixo.
O tempo de vida é definido quando a distancia entre o pdsitron e o centro de massa da
molécula (r), que inicialmente era de 100 ag, passa a ser menor do que 20 ag e o pésitron
adentra a chamada regiao de captura. Essas figuras sdo compostas por 12 graficos cada
uma, que se diferenciam pelas condigoes iniciais. Nos graficos exibidos na primeira coluna,
a condigao imposta é Ej.. o+ = 0,1€V, na segunda, 0,2V, e na terceira, 0,3eV. Cada
coluna é composta por 4 graficos, sendo (a) Einicial, 1, = 0,01 Ey,, (b) 0,02 £y, (c) 0,03 Ej,,
e (d) 0,04 Ey,.

No espalhamento positron-molécula, os estudos para o tipo ressonante concentram-

se na regiao de até 1eV, onde variamos E; +. Durante os calculos, esses valores sao

nicial, e
convertidos para Ey, de acordo com as unidades atomicas (u.a.), que podem ser vistas de

forma detalhada no Apéndice [C]

Para definir a varidvel de espalhamento ¢ devemos analisar os gréificos da Figura[I7
Os gréficos tém o mesmo eixo y definido como Fj,, .+ €, para o eixo z, o da esquerda
tem Ry e o da direita . Para cada valor de Ry, ha dois valores de Fy, um positivo e
outro negativo, o que implica dois valores distintos para Ej,, .+, mas ao analisar o grafico
dependente de Ry nao é possivel identifica-los. Com o intuito de visualizar de maneira
clara os dois valores de Ej,,; o+, definimos ¢ como a fase inicial da molécula, que possui
natureza semelhante a varidvel angular da teoria de Hamilton—Jacobi (¢’) e é descrita pela

seguinte equacao:

= 0 { arcsin (1= J/J0)? en i) — 1 T
- { [ Je—ajm i ] 2 } | o

sendo as varidveis acio J = (v2mD/a)(1 — /1 — E/D) e J* = v/2mD/a (as equagdes
foram demonstradas na Secao [4.2)). Na equagao (5.1)), o fato de multiplicarmos por o e
subtrairmos /2 é o que permite visualizarmos os dois ramos correspondentes aos momentos

lineares positivos e negativos da molécula e, consequentemente, a energia final do pésitron.
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A variavel ¢ é definida como £1, de acordo com o momento linear inicial da molécula:
+1, PO > 0,
-1, Fy<O.

A relacao entre ¢ e Ry fica mais clara ao visualizarmos a Figura [1§]

1

‘
mm’l‘mhm J mll ‘ ‘ ‘ ‘ _ Wi

1.2 1.4 1.6 1.8 2 -2 -1 0 1 2 3
Ro (ag) ¢ (rad)

Figura 17: Ejjicial, o+ = 0,1€V e Eiicial, 1, = 0,04 Ej,.

4
3l
P<0
1L
T
8 0
=g
-1+
P>0
2k
-3 F
-4 Fimil’l L 1 | | Rmax
1 1.2 1.4 16 h 2
Ro (aO)

Figura 18: Relagao entre ¢ e Ry.

Como dito anteriormente, a molécula e o pésitron formam um estado metaestavel
(ressondncias de Feshbach vibracionais) a partir do momento em que hé transferéncia
de energia do positron para a molécula, fazendo com que ele fique aprisionado. Mas,
posteriormente, o podsitron recebe energia suficiente da molécula para que a ligacao se
desfaca e ele consiga escapar. Devido a essa situacao, ao final, o valor da energia do
positron serd composto apenas da energia cinética, em vista de que o potencial utilizado é
da forma de uma exponencial decrescente, ou seja, para distancias cada vez maiores, seu

valor fica cada vez mais proximo de zero.

Considerando os graficos mostrados na Figura [I9] notamos um resultado que

inicialmente nao era esperado, a presenca de regides de comportamento cadtico. Fixando
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FEinicial, o+ € aumentando Eipjcial, H,, hd um aumento dessas regioes, que sao caracterizadas
pelos altos picos de energia. Além disso, ocorrem deslocamentos desses picos, decorrentes
de que o positron e a molécula estao se encontrando em distancias cada vez maiores por
influéncia de suas energias. Por fim, como era previsto, o valor maximo de energia que
o positron pode adquirir para um dado ¢ aumenta, como consequéncia de a energia do

sistema aumentar de (a) para (d).

Nos graficos apresentados na Figura percebemos que, assim como nos da
Figura [I9] h4 deslocamentos dos picos na dire¢ao ¢, seguidos do aumento de regices de
comportamento caético, decorrentes do acréscimo dos valores de Eipicial, 11, Isso implica

que a molécula consiga aprisionar o poésitron por mais tempo para mais valores de .

Em alguns graficos das Figuras [19] e [20] notamos apenas comportamentos regulares,
ou seja, nao cadticos, caracterizados por curvas suaves. [sso acontece porque nao ha uma
transferéncia eficiente de energia entre o positron e a molécula. Portanto, o surgimento de
caos depende de um certo limiar de energia tanto do poésitron quanto da molécula. Neste
estudo, os valores de energia utilizados, os quais levam a diferentes comportamentos, sao

caracteristicas do sistema.

Com o intuito de refinar os resultados mostrados na Figura [20] foram escolhidos
pequenos intervalos de ¢ em regides de comportamento cadtico, para os quais geramos novas
simulagoes, sempre considerando o mesmo ntmero de trajetérias. Foram escolhidos dois
casos com diferentes condigoes iniciais, o primeiro com Ejicia) o+ = 0,1V e Eigicial, 1, =
0,04 Ey, (Figura primeira coluna) e o segundo com F = 0,2¢eV e Eicial, H, =
0,03 Ey, (Figura segunda coluna).

inicial, et

O primeiro caso esta descrito na Figura na qual o grafico apresentado em
consiste de um zoom na regiao cadtica do mostrado em [20] identificada pelo grande
acaumulo de picos. Restringindo um intervalo em obtemos o grafico e, dele, o 21}
Em o valor maximo do tempo de vida esta acima de 1400 u.a., mas se analisarmos o
mesmo intervalo em temos apenas 250 u.a.. Para o intervalo de o maior valor do
tempo de vida estd em torno de 1200 u.a., o mesmo em [21b] Assim, nesse caso, a diferenca
de valores de tempo de vida fica por conta dos picos vizinhos mais altos ao de maior valor,

que tem em média valores de 600 u.a. a 1000 u.a., mas em nao passam de 250 u.a..

Analisando e comparando todos os graficos da Figura a diferenca nos valores
de tempo de vida deve-se ao valor calculado de ARy. Ele diminui de para |21¢| por
conta do valor do intervalo diminuir. Assim, de um grafico para o outro, sao calculadas

trajetérias com valores de Ry que nao haviam sido considerados.

Na Figura [22] temos o segundo caso, em que os graficos estao limitados ao alcance
maximo do tempo de vida igual a 50 u.a.. Em temos o apresentado na Figura [20] mas

com o intervalo de ¢ limitado a regiao cadtica, na qual notamos a presenca de um certo
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padrao. Restringindo o intervalo e gerando novas simulacoes em obtemos e, desse,
22c, nos quais percebemos que o padrao se mantém. Assim, concluimos que esse padrao
simplesmente consiste em estruturas fractais do tipo quase autossimilares, nas quais para
pequenas variacoes em ¢ temos uma alternancia entre regioes regulares, onde o tempo de

vida possui comportamento continuo, e cadticas, onde o comportamento é singular.

Na Figura [23| temos a representacao das trajetérias do poésitron e da molécula. Elas
demonstram a variagdo das distancias percorridas pela molécula (R) e pelo pésitron ()
em relagao ao tempo total, e em todos os casos as duas trajetérias foram escolhidas por
apresentarem diferentes comportamentos para valores de ¢ infinitesimalmente préximos. A
classificacao descrita nos graficos para as trajetorias do poésitron como regular ou cadtica

indica o comportamento da regiao em que foram escolhidas.

Nas trajetorias, inicialmente com o positron a 100 ay, notamos que a molécula
possui uma amplitude constante, devido a o valor da distancia entre os atomos aumentar
e diminuir de maneira constante. No momento em que o poésitron é capturado, a molécula
passa a vibrar com energia superior, o que a faz alcangar maiores valores de distancia.
Mas no instante em que o positron escapa, ele recebe energia da molécula, fazendo com
que nao haja mais um estado metaestavel, e dessa forma a molécula volta a vibrar com a

energia fixa que tinha antes.

Podemos notar nas trajetérias uma clara diferenca no ntimero de bounces, que
ilustra o surgimento do comportamento cadtico no sistema e permite identificar se uma
trajetoria é regular ou cadtica, em vista de que entre intervalos cadticos, caso haja regides
regulares com um certo nimero fixo de bounces, pode-se entender como esse nimero
aumenta progressivamente entre uma regiao cadtica e a préxima. Os bounces consistem nos
quiques que aparecem, sendo que, por exemplo, em [23b] na trajetéria em azul, o nimero

de bounces é 2, enquanto no preto temos 137.

No grafico da Figura [24] temos valores de Ry muito proximos com diferenca de
~ 9,6 x 10® ajy entre si, e as trajetérias diferem por apenas um bounce, mas os valores
de Egpa o+ tém diferenca de uma ordem de grandeza. Essa ¢ uma representagao do
comportamento da funcao de espalhamento desse sistema na regiao cadtica, em que o

parametro de entrada ¢ Ry (andlogo a b) e o de saida é Eg,, .+ (andlogo a ¢).

Nos graficos apresentados na Figura [25| analisamos o niimero de bounces versus .
Em ambos optamos por intervalos em que o ntimero de bounces comega e termina com
1 e, devido ao alcance escolhido, para pequenas variacoes de ¢, notamos instantes em
que esse numero é constante, caracterizando comportamento regular, e instantes em que
muda drasticamente, tratando-se de um comportamento cadtico. Ainda podemos notar a

presenca de estruturas fractais ao visualizarmos as linhas mais grossas na vertical.

Nos graficos da Figura 26| temos o tempo de vida versus a coordenada e o momento
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linear de encontro. Tomando como base as trajetorias descritas na Figura a coordenada
(Renc) € 0 momento de encontro (Pey,c) correspondem ao instante em que o podsitron fica
preso a molécula. Podemos afirmar que o podsitron apenas é capturado pela molécula

quando a distancia entre os atomos esta aumentando, ou seja, no instante em que Py, > 0.

Por fim, os graficos da Figura [27) representam as energias finais do pésitron e da
molécula versus ¢. Foram produzidos para que pudéssemos provar que o sistema ¢é fechado,
ou seja, que nao ha perda de energia para o meio. Mas a teoria do caos é aplicada apenas
em sistemas dissipativos, que nesse caso tém a dissipacao caracterizada pela transferéncia
de energia entre a molécula e o pésitron. Notamos ainda que a soma das energias para

cada valor de ¢ nos d4 exatamente a soma das energias iniciais.
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Figura 21: Restrigoes de intervalos cadticos para Eijicay o+ = 0,1€V € Eiicial, 1, = 0,04 Ey,.
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Figura 22: Restri¢oes de intervalos cadticos para
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Figura 23: Trajetorias do pésitron e da molécula.
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Figura 25: Numero de bounces versus variavel de espalhamento.
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Figura 26: Tempo de vida versus coordenada e momento de encontro da molécula.
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6 CONCLUSOES

Neste estudo apresentamos que um sistema tratado por meio de uma abordagem
semiclassica composto por uma molécula de Hy e um positron apresenta comportamentos
regulares e cadticos, influenciados pelas condig¢oes iniciais. Do ponto de vista quantico,
os potenciais, sendo um para a molécula e o outro da interagao poésitron-molécula, sao
obtidos através da metodologia FNMC, e posteriormente esses valores sao considerados
para calcular os potenciais classicos, que nesse caso sao do tipo Morse. Essa escolha pelo

Morse se deve a ele ser um potencial simples e analitico.

Os parametros dos potenciais de Morse sao ajustados, e depois as energias iniciais
do pésitron e da molécula sdo definidas. Para cada trajetéria o arquivo de saida contém
informacoes a respeito de cada trajetoria, como coordenada inicial da molécula, varidvel

de espalhamento, energias finais do pésitron e da molécula e tempo de vida.

Os dados obtidos sao utilizados com o intuito de entender como o sistema se
comporta sob diferentes condi¢oes iniciais, e isso é feito por meio de uma analise dos
graficos apresentados no Capitulo [5. Assim, concluimos que nesse sistema, a fungao de
espalhamento que relaciona a energia final do poésitron a fase inicial da molécula apresenta
alternancia entre regioes continuas e singulares. As regioes que contém singularidades
apresentam estruturas fractais, que se manifestam com a reducao da escala e correspondem
a um complexo poésitron-molécula de tempos de vida arbitrariamente longos. Assim, o
comportamento da fungao de espalhamento sugere que esse sistema apresenta espalhamento

caotico.

Analisando as trajetérias com o intuito de classificarmos se possui comportamento
regular ou cadtico, analisamos o ntimero de bounces, que ilustra o surgimento do compor-
tamento cadtico no sistema, em vista de que, entre intervalos cadticos, caso haja regioes
regulares com um certo numero fixo de bounces, pode-se entender como esse nimero

aumenta progressivamente entre uma regiao cadtica e a préxima.

Notamos que para algumas condicoes inicias o comportamento do sistema ¢é pura-
mente regular. Isso acontece porque nao ha uma transferéncia de energia eficiente entre o
positron e a molécula. Assim, afirmamos que o surgimento de caos depende de um certo

limiar de energia, tanto do pésitron quanto da molécula.

Provamos que o positron apenas é aprisionado quando a distancia entre os atomos

da molécula estd aumentando, ou seja, apenas para valores positivos do momento linear
dela.

Notamos as evidéncias claras que caracterizam esse sistema como cadtico: dissipagao

de energia devido a troca de energia entre o pdsitron e a molécula (mas nao ha perda de
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energia para o meio, o sistema é fechado) e nao linearidade, por conta da dependéncia entre

as coordenadas do pésitron e da molécula (implicando que o sistema seja nao integravel).

6.1 Perspectivas

Este estudo nos mostrou quantas questoes em aberto existem e o quao vasta é a

teoria do caos. Podemos listar algumas possiveis questoes para trabalhos futuros:

o Estudar a influéncia no surgimento de comportamento regular e cadtico ao variarmos

outros parametros;
o Realizar uma analise mais detalhada e quantitativa do comportamento caotico;
o Determinar a dimensao fractal para a funcdo de espalhamento no regime cadtico;
o Caracterizar a sela caotica;

» Considerar outros tipos de particulas e moléculas.
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APENDICE A - CAOS EM SISTEMAS HAMILTONIANOS

Considerando o problema do oscilador harménico bidimensional [21], introduziremos
um conceito de grande relevancia em sistemas hamiltonianos, a secao de Poincaré. Nesse
problema, como podemos visualizar na Figura [28, o oscilador bidimensional movimenta-se
no plano (z,y), com as coordenadas x e y independentes entre si (justamente por isso, ha a

caixa, cuja massa é desprezivel), acoplado a duas molas de constantes ki e ks e frequéncias

de oscilagao wy = m e wy = \/ka/m. A hamiltoniana do sistema é dada por:

2 2 2,2 2,2
Dy by | nwix nmuwyy
H(x s ==L 4+ = Al
@y pap) = 5+ o, 7 2 (A1)
Utilizando as equagoes de Hamilton, ¢ = gTi e Py = —%—IZ sendo que ¢ = z, ¥,
obtemos:
T = px/m7 px = —mw%x,
(A.2)
y = py/m> py = —mw%y.
Combinando as equagoes acima, chegamos as equagoes diferenciais
P+wir =0, p,=mi,
(A.3)

j+wir=0, p,=my,
sendo as solugoes dadas por:

x(t) = xg cos(wit) + (po, /mwr) sin(wit), p.(t) = —mwizgsin(wit) + po, cos(wit),

y(t) = yo cos(wat) + (po,/muws) sin(wat),  py(t) = —mwayg sin(wat) + po, cos(wat).
(A.4)
cujas condigoes iniciais sao z(0) = xg, p(0) = po,, ¥(0) = yo € py(0) = Po, -
Visualizar o espaco de fase com z, p,, y e p, fica complicado em vista de que

estamos tratando de quatro dimensoes. A fim de facilitar essa visualizagao, Henri Poincaré

AT

Figura 28: Oscilador harmonico simples bidimensional.
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introduziu a chamada segao de Poincaré [23], com o intuito de reduzir o estudo de um fluxo
continuo num espaco de fase de dimensao N para o estudo de um mapa num espago de
fase de dimensdo N — 1. A reducdo de dimensao implica a simplicidade de visualizacao do
espaco de fase, sem que haja qualquer mudanca nas propriedades do sistema. Considerando
que a energia do sistema seja conservada, e obedecendo o vinculo H(z,y,ps, py) = E, 0
movimento passa a ocorrer na chamada superficie de energia, que contém apenas trés
dimensoes. Dentro do espaco tridimensional, um plano é determinado, e nele marcamos as
intersecoes das trajetérias. O plano onde os pontos sao marcados é a secao de Poincaré
e as intersegoes geram o mapa de Poincaré. Apesar de a ideia de mapa de Poincaré ser
interessante, normalmente é impossivel obter uma solucao analitica exata, o que torna sua

utilidade restrita a cdlculos numéricos.

Ao considerar o caso do oscilador descrito, a fim de construir a segao (x, p,.), fazemos
uma escolha arbitraria para a coordenada y, como, por exemplo, y = 0. Cada um dos
vinculos, H = F e y = 0, quando considerados isoladamente, restringem o movimento a
trés dimensoes, mas a intersecao das duas superficies geram a secao de Poincaré, que é
bidimensional. Para construir a se¢dao, tomamos uma superficie qualquer que tenha energia
E e observamos sua evolucao temporal. Toda vez que a coordenada y for igual a zero,
marcamos os pontos correspondentes no espaco (x, p,). Repetindo esse procedimento para

outras trajetoérias de mesma energia F/, obtemos um mapa de Poincaré completo.

Considerando H = F e fazendo ajustes na equagao (|A.1]), temos:

2 2 2 2
p:c py o Yy
1 1 T =1, A5
omE " omB " 2 22 (4.5)
1 2

sendo essa a equagao de um elipsoide em quatro dimensoes. E possivel notar que a
equagao (|A.1)) consiste na soma de dois osciladores desacoplados, por isso é possivel

escrever as energias de cada um separadamente:

2
B P meir® Py mesy? (A.6)
2m 2 2m 2

Analisando as equagoes descritas em (A.6)), podemos dizer que os espagos de fase (z,p,) e
(y,py) sdo elipses como mostrado na Figura [29) e que as trajetérias se movem sobre uma
superficie bidimensional que é o produto direto dessas duas elipses, é conhecida por toro e

pode ser visualizada na Figura [30]

Na Figura [31] temos exemplos de trajetorias movendo-se no toro. As diferencas
entre elas deve-se a razao entre as frequéncias, definida como w = w; /wy. No caso de (a)
e (b) temos w racional, ou seja, para w = njwy/(nowy), sendo ny e ny niimeros inteiros,
todas as trajetorias pertencentes ao toro sao fechadas. Mas, em (c) e (d), w é um nimero
irracional, assim as trajetérias jamais se fecham, implicando que para tempos infinitamente

grandes toda a superficie do toro é coberta. Afirmamos ainda que no caso de (a) e (c) as



62

Pz Py

A
v

Figura 29: Projecao de uma trajetdria nos planos (z,p,) € (y,py)-

Y

Figura 30: Visualizagao da superficie toroidal no espaco de fase.

frequéncias em y (ws) sdo maiores que em x (w;), oposto ao tratado em (b) e (d). Por
fim, para o caso de w racional, a secao de Poincaré é formada por um conjunto de pontos

periodicos, e para w irracional, temos um circulo denso.
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() (d)

Figura 31: Representagoes de trajetorias no espaco de fase para diferentes valores de w,
sendo racional em (a) e (b) e irracional em (c) e (d).
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APENDICE B - POTENCIAL DE MORSE QUANTICO

Tendo estabelecido o resultado classico (ver Capitulo 4], passamos a tratar o caso

quéantico [44], 45]. Para tal, partiremos da equagao de Schrodinger:

l_ﬁd n v(x)] U(z) = E(2)¥(z). (B.1)

2m dz?

Nesse caso, ¢ conveniente introduzir novos parametros e variaveis:

V2m d d
A=~ K=A/D, y=Ke ) — = _qay_—. B.2
Feito isso, a equacao (B.1)) pode ser reescrita como:
D) (L) (2B = 24 2Ky) | w(y) = 0 (B.3)

Considerando z = 2y, a equagao (B.3) torna-se:

() (&) (w5 )] ot -0 »

Resolvendo a equagao (B.4)), a aproximagao das autofungoes (valida para K > 1)

¢é dada por
U,(z) = Nne_x/QzK_"_l/QLiK_zn_l(z), (B.5)
1
em que N, = %} * e L'9(2) é o polinémio de Laguerre, descrito como
(@ 2 € d" e s
L)Y (z2) Yy ("% 7). (B.6)

Substituindo a equacao (B.5]) na (B.4)), é possivel verificar que os autovalores da

energia sao dados por:
1 1\1?
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APENDICE C - UNIDADES ATOMICAS

Unidades atdmicas (u.a.) sdo um sistema de unidades conveniente no estudo da

fisica atomica e que pode ser visto de maneira detalhada nas tabelas (3| e 4| [46].

Tabela 3: Unidades atomicas fundamentais

Dimensao Nome Simbolo Valor (SI) Unidade (SI)
Massa Massa de repouso do elétron  m, 9,109382914 x 1073 kg

Carga Carga elementar e 1,602176 56535 x 10719 C

Momento angular Constante reduzida de Planck h = h/27 1,054 57172647 x 1073% Js
Constante de forga eletrostatica Constante de Coulomb k=1/4meq 8987742438 x 10° C72Nm?

Tabela 4: Unidades atOomicas derivadas

Dimensao Simbolo  Expressao Valor (SI) Unidade (SI)
Comprimento ag 4regh?/(mee?) = h/meca 5291772109217 x 1071 m

Energia Ey meet /(dmegh)? = a’mec® 4,359 7441775 x 10718 J

Tempo h/Ey 2,418884 32650516 x 10717 s

Momento h/ag 1,992 851 882 24 x 1072* kgms™!
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