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Resumo
A presente dissertação de Mestrado examina o Modelo Padrão da Física de Partículas,
detalhando suas interações e peculiaridades a fim de motivar o estudo de modelos além do
Modelo Padrão. No próximo capítulo, são efetuados os cálculos de correções quânticas a
um laço para uma teoria geral invariante de gauge sob SU(N), de forma a obter as equações
do grupo de renormalização. Estas equações são fundamentais, dentre outros motivos,
para analisar a estabilidade de extensões do Modelo Padrão, em especial, a estabilidade
do vácuo do Modelo 331 econômico. Este trabalho visa fornecer uma síntese das principais
ferramentas para o estudo fenomenológico de extensões do Modelo Padrão, com aplicação
inédita ao Modelo 331 econômico.

Palavras-chave: modelo 331, estabilidade do vácuo, extensão modelo padrão, equação
grupo de renormalização



Abstract
In this Master thesis, we examined the Standard Model, detailing its interactions and
characteristics, in order to motivate the study of models beyond Standard Model (BSM).
In the next chapter, the one-loop calculations are evaluated to a generic SU(N) theory, to
obtain the Renormalization Group Equations. These equations are fundamentals, among
other reasons, to analyze the stability of extensions of the Standard Model. Specifically, we
aim to study the economical 331 model. Besides, this model aims to provide a synthesis of
the main tools to the phenomenological study of extensions of the Standard Model, with
an unprecedented application to the economical 331 model.

Keywords: 331 model, vacuum stability, beyond standard model, renormalization group
equations.
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1 O Modelo Padrão

O Modelo Padrão é uma das maiores conquistas, se não a maior, alcançada pela
Humanidade. Foram necessários inúmeros esforços experimentais e teóricos para que este
modelo se consagrasse na Física. Todo o conteúdo do Modelo Padrão está descrito em uma
Lagrangeana formulada por A. Salam [1], S. Weinberg [2] e S. Glashow [3], culminando
na premiação do prêmio Nobel de Física em 1979. Entretanto, o Modelo Padrão pode ser
entendido como o final de uma história que começa bem antes, no início do século XX.

A formulação da Mecânica Quântica, como a conhecemos, teve seu início na
tentativa de explicar o comportamento do átomo, a partir das linhas espectrais discretas
observadas nos elementos. Utilizando a ideia de quantização de energia desenvolvida por
Max Planck, ganhando força com a hipótese de que a luz é uma partícula por Einstein, Niels
Bohr pôde descrever corretamente os níveis de energia para átomos hidrogenoides. A falta
de uma equação geral que pudesse descrever o comportamento atômico foi contornada pela
célebre equação de Schrödinger, em 1926. Max Heisenberg também tem grande participação
no desenvolvimento da mecânica quântica, ao formular o princípio da incerteza, assim como,
desenvolver a mecânica quântica matricial. Entretanto, ainda não havia uma equação que
pudesse descrever o comportamento atômico em regimes relativísticos. À época, já se tinha
conhecimento dos níveis de energia para átomos hidrogenoides relativísticos, devido ao
trabalho de Arnold Sommerfeld. Na tentativa de formular uma equação que tratasse o tempo
e o espaço igualmente, Dirac [4] obteve o resultado de Sommerfeld para os níveis de energia,
mas também pôde prever a existência de uma partícula com as mesmas propriedades
do elétron, exceto o valor de sua carga elétrica, sendo positiva. Carl David Anderson [5]
observou a partícula pela primeira vez, lhe rendendo o prêmio Nobel em Física em 1936.
Wolfgang Pauli postulou a existência do neutrino para explicar a conservação de energia
e momento do decaimento beta. Enrico Fermi [6] generalizou a eletrodinâmica quântica,
QED, formulada inicialmente por Dirac, para conter o decaimento beta. Aproximadamente
na mesma época, o nêutron foi descoberto por J. Chadwick [7]. Dessa forma, a estrutura
atômica se mostrava cada vez mais complexa e novas interações precisariam ser explicadas.
Por exemplo, o nêutron e o próton, constituintes do núcleo atômico, tem carga elétrica nula
e positiva, respectivamente. Assim, como grandes núcleos conseguiam se manter estável?
Yukawa [8] propôs, em 1935, que partículas escalares mediavam a interação entre nêutrons
e prótons, e como esta interação deveria ser de curto alcance, as partículas escalares tinham
que ser massivas. Dez anos depois, a partícula proposta pela teoria de Yukawa, o π-méson,
foi descoberta pelo grupo liderado por Cecil Powell, dentro os integrantes, o brasileiro
César Lattes [9]. Na década de 1940, Feynman [10,11], Schwinger [12,13] e Tomonaga [14]
conseguiram computar as correções quânticas da QED, em termos da renormalização. Na
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década de 1950, os neutrinos foram descobertos por C. Cowan e F. Reines [15]. A física
chinesa C. S. Wu [16] montou o experimento proposto por C. N. Yang e T. D. Lee [17]
para verificar a violação da paridade pela interação fraca, o que foi confirmado. Além disso,
outros experimentos realizados por R. Garwin et. al. [18], e Friedman e Telegdi [19] também
confirmaram a violação da paridade. Logo depois, Feynman e Gell-Mann [20] identificaram
que a violação da paridade ocorria devido a termos das correntas vetoriais e axiais. Devido
ao trabalho de Yang e Mills [21], físicos teóricos perceberam que as interações fracas
poderiam ser causadas por um bóson vetorial massivo, o bóson W . A década de 1960 foi
marcada por grandes avanços na área teórica. As partículas que interagem fortemente
foram organizadas em termos do grupo SU(3) por Y. Ne’eman e Gell-Mann [22]. Pouco
depois, Gell-Mann [23] e G. Zweing [24], de forma independente, postularam os quarks
como partículas elementares sob SU(3) responsáveis por formar a matéria bariônica. Em
1964, Nambu [25] propôs que a interação entre os quarks ocorria como uma teoria de
Yang-Mills sob SU(3). Nesta década também ocorreu o surgimento do Modelo Padrão
como o conhecemos, a partir da unificação da interação fraca e eletromagnética: a interação
eletrofraca. Neste processo, um novo bóson vetorial, de carga neutra, foi previsto: o bóson
Z. Devido ao trabalho de Nambu [26,27] em 1961 sobre física dos píons, e generalizando
o trabalho de J. Goldstone, Higgs [28], Brout e Englert [29] mostraram que a quebra
espontânea de simetria gera bósons vetoriais massivos a partir de bóson vetoriais sem
massa, ao transformar uma simetria global da Lagrangeana em uma simetria local. Do fim
da década de 1960 até o presente momento, outras partículas foram sendo descobertas e
o quebra cabeça sendo montado. Em 2012, o CERN [30], a partir de dados obtidos do
LHC, anunciou a descoberta do bóson de Higgs, peça fundamental do Modelo Padrão, já
que a introdução desta partícula está ligada ao mecanismo de geração de massa de outras
partículas.

Sabemos hoje que o Modelo Padrão é composto de 25 partículas1 elementares
divididas entre os férmions, com 12 partículas, e os bósons, com 13 partículas. Os férmions
elementares são divididos em 6 quarks, partículas que participam da interação forte, e
portanto, carregam carga de cor; e 6 léptons, partículas que não participam da interação
forte. Os férmions obedecem a estatística de Fermi-Dirac, e no Modelo Padrão, os férmions
elementares possuem spin 1/2. Os bósons elementares são os responsáveis pela interação
entre os férmions ou entre eles mesmos, em alguns casos. Obedecem a estatística de
Bose-Einstein e possuem spin 0 (bóson de Higgs) ou spin 1 (fóton, W±, Z0, e glúons).
1 Quando os campos são quantizados, as excitações dos campos são chamadas de partículas. Nesse

texto, será comum se referenciar às partículas, mesmo quando ainda não foram quantizadas, devido ao
contexto.
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1.1 A Lagrangeana do Modelo Padrão
A Lagrangeana do Modelo Padrão pode ser dividida em 4 partes, a fim de facilitar

o entendimento de sua estrutura

LSM = LY M + LW D + LY uk + LH . (1.1)

A Lagrangeana de Yang-Mills LY M descreve os bósons de gauge do Modelo Padrão, sendo
SU(3)C para cor, SU(2)L para o isospin fraco e U(1)Y para a hipercarga fraca

LY M = −1
4

8∑
A=1

GA
µνG

µν A − 1
4

3∑
a=1

W a
µνW

µν a − 1
4BµνB

µν . (1.2)

Os tensores de força das interações são definidos da seguinte forma para os campos de cor

GA
µν = ∂µA

A
ν − ∂νA

A
µ − g3f

ABCAB
µA

C
ν , A,B,C = 1, . . . , 8, (1.3)

com os campos de gauge AB
µ representando os oitos campos dos glúons, fABC sendo as

constantes de estrutura de SU(3) e g3 a constante adimensional de acoplamento. Já para
os campos de isospin fraco

W a
µν = ∂µW

a
ν − ∂νW

a
µ − g2ε

abcW b
µW

c
ν , a, b, c = 1, 2, 3 , (1.4)

onde W a
µ representam os bósons vetoriais intermediários, εabc são as constantes de estrutura

de SU(2) e g2 a constante adimensional de acoplamento. Por fim, o campo da hipercarga
fraca

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ. (1.5)

Todos os campos acima surgem como uma consequência da imposição de uma transformação
de gaugelocal nos campos fermiônicos de forma que a Lagrangeana (1.1) seja invariante. A
título de ilustração, considere o seguinte spinor de Weyl

ψL =
ψ1

ψ2

 , (1.6)

cuja parte cinética em uma Lagrangeana é dada por

L = iψ†
Lσ

µ∂µψL, (1.7)

onde σµ = (1, σi)2 com a componente final sendo as matrizes de Pauli. Claramente, a
Lagrangeana (1.7) é invariante globalmente por uma fase

ψL → eiαψL. (1.8)
2 Para à direita, temos σ̄µ = (1, −σi).
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Caso esta fase dependa de uma coordenada espaço-tempo, então é necessário introduzir a
derivada covariante da seguinte forma

∂µ → Dµ = ∂µ + igAµ, (1.9)

onde Aµ é definido como
Aµ = Aa

µ

λa

2
e g o acoplamento. Para o Modelo Padrão, os campos vetoriais se transformam como

SU(3)C : Dµ = ∂µ + ig3G
A
µ

λA

2 , A = 1, . . . , 8 , (1.10)

SU(2)L : Dµ = ∂µ + ig2W
a
µ

σa

2 , a = 1, 2, 3 , (1.11)

U(1)Y : Dµ = ∂µ + ig1
y

2Bµ, (1.12)

onde λA são as matrizes de Gell-Mann

λ1 =


0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , λ2 =


0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , λ3 =


1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 ,

λ4 =


0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , λ5 =


0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 , λ6 =


0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

λ7 =


0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , λ8 = 1√
3


1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 .

(1.13)

E σa são as matrizes de Pauli

σ1 =
0 1

1 0

 , σ2 =
0 −i
i 0

 , σ3 =
1 0

0 −1

 . (1.14)

1.1.1 Os férmions do Modelo Padrão

O Modelo Padrão tem que levar em conta a divisão dos férmions entre quarks e
léptons. Os quarks estão na representação fundamental de SU(3)C , 3, pois interagem com
os glúons. Já os léptons não interagem com os glúons, e portanto, estão na representação
trivial, 1. Além disso, teremos férmions na representação fundamental do grupo SU(2)L, 2
e na representação trivial, 1. Dessa forma, será possível criar bilineares invariantes sob
transformações de todos os grupos do Modelo Padrão, o que também possibilitará que
haja a geração de massa, exceto para o neutrino, pelo mecanismo de Higgs, como visto
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mais adiante. Assim, os campos férmiônicos são da seguinte forma

dubleto de léptons:Li =
νi

ei


L

∼ (1,2, y1), (1.15)

singleto lépton: ēiL ∼ (1,1, y2), (1.16)

dubleto de quarks: Qi =
ui

di


L

∼ (3,2, y3), (1.17)

antiquark da família up: ūiL ∼ (3̄,1, y4), (1.18)

antiquark da família down: d̄iL ∼ (3̄,1, y5). (1.19)

A notação ao fim denota a atribuição da cor, isospin e hipercarga, respectivamente para
cada. Por exemplo, (1, 2, y1) do dubleto de léptons é traduzido por ser trivial sob a ação
do grupo SU(3)C , fundamentalmente sob a ação do grupo SU(2)L e uma fase y1 sob a ação
de U(1)Y . O índice i se refere às três famílias de férmions quirais. Assim,

LW D =
3∑

i=1
(L†

iσ
µDµLi + ē†

iσ
µDµēi + Q†

iσ
µDµQi + ū†

iσ
µDµūi + d̄†

iσ
µDµd̄i ), (1.20)

em que as derivadas covariantes são da seguinte forma

DµLi = (∂µ + ig2
σa

2 W
a
µ + ig1

y1

2 Bµ)Li,

Dµēi = (∂µ + ig1
y2

2 Bµ)ēi,

DµQi = (∂µ + ig3
λA

2 AA
µ + ig2

σa

2 W
a
µ + ig1

y3

2 Bµ)Qi,

Dµūi = (∂µ − ig3
λ∗ A

2 AA
µ + ig1

y4

2 Bµ)ūi,

Dµd̄i = (∂µ − ig3
λ∗ A

2 AA
µ + ig1

y5

2 Bµ)d̄i.
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1.1.2 Os acoplamentos de Yukawa

LY M e LW D já dispõem de uma simetria global enorme, tendo em vista que
existem várias famílias de diferentes simetrias quirais, uma para cada conjunto de férmions
com os mesmos números quânticos. Por exemplo, existe a seguinte transformação global
no dubleto de léptons

Li → L′
i = UijLj, (1.21)

onde Uij é uma matriz unitária 3 × 3, que deixa LY M e LW D invariantes. Como há
5 tipos de férmions e cada um deles tem 3 famílias, então há uma invariância global
[31] U(3)Q×U(3)d×U(3)u×U(3)`×U(3)e ≡[U(3)]5. Essa enorme invariância sob [U(3)]5 é
explicitamente quebrada ao introduzir o acoplamento de Yukawa, no qual pares fermiônicos
interagem com partículas escalares. No caso do Modelo Padrão, a partícula escalar é um
singleto 1 do grupo SU(3)C , um dubleto 2 do grupo SU(2)L, além de ter hipercarga yh,
como representado abaixo

H =
H+

H0

 ∼ (1,2, yh), (1.22)

em que H é o dubleto de Higgs. Procurando invariantes de Lorentz, singletos de cor e de
isospin, e invariante por hipercarga, temos que LY uk tem de ser da seguinte forma

LY uk = iY
[e]

ij L̂iējH
∗ + iY

[d]
ij Q̂id̄jH

∗ + iY
[u]

ij Q̂iūjτ2H + c.c., (1.23)

sendo introduzido aqui a seguinte notação η̂ = ηTσ2. Os acoplamentos Yij são matrizes
complexas 3 × 3 com entradas constantes, e τ2 é a matriz de isospin fraco, utilizada para
deixar a Lagrangeana invariante sob SU(2)L, neste produto. A invariância sob a hipercarga
nos dá a seguinte condição

yh = y1 + y2 = −(y3 + y4) = (y3 + y5). (1.24)

Classicamente, o valor da hipercarga é arbitrário, mas ao nível quântico pode ser restrito
a partir da anomalia de Adler-Bell-Jackiw [32,33]. Entende-se por anomalia, uma simetria
presente na teoria clássica mas que não é respeitada a nível quântico. Para melhor
entendimento, sabe-se que simetrias globais contínuas implicam correntes conservadas,
a partir do teorema de Noether. No caso de uma destas simetrias ser anômala, então
não há corrente conservada, já que esta simetria não é, de fato, uma simetria. Isso tem
consequências importantes se estas correntes se acoplam a partículas de spin 1 sem massa,
como na QED e teoria de Yang-Mills. Neste caso, se estas correntes não forem conservadas,
então a identidade de Ward será violada, polarizações longitudinais sem sentido físico serão
produzidos e a unitariedade das transformações será violada, como explica [34]. Assim, é
necessário que as simetrias de gauge, aquelas associadas a partículas de spin 1 sem massa,
sejam livres de anomalia. Felizmente, o teorema de Adler-Bardeen [35] afirma que estas
anomalias ocorrem somente a um laço. Portanto, é suficiente exigir que os diagramas de
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Feynman triangulares a um laço, representados na Figura 1, vão a zero. O grupo SU(3)
não possui a anomalia quiral, pois a estrutura é de um vetor (há tantos quarks quanto
antiquarks canhotos). SU(2) não possui coeficientes simétricos, isto é,

dabc = 1
2Tr[{T a, T b}T c] = 0, (1.25)

e, portanto, não há nenhuma teoria [34] com anomalia [SU(2)]3. Resta somente U(1) como
o único candidato para anomalias de gauge. Estas aparecem como nos diagramas abaixo

(a) A anomalia [U(1)]3. (b) A anomalia U(1)[SU(2)]2.

(c) A anomalia U(1)[SU(3)]2.

Figura 1 – U(1), SU(2) e SU(3) na figura acima representam as correntes associadas as
suas respectivas simetrias de gauge. Por exemplo, na figura (b), o bóson Bµ

decai para dois bósons de gauge W a
µ .

As equações resultantes que irão cancelar a anomalia são, respectivamente aos diagramas
acima,

(2y3
1 + y3

2) + 3(2y3
3 + y3

4 + y3
5) = 0 , y1 + 3y3 = 0 , 2y3 + y4 + y5 = 0. (1.26)

Pode-se considerar a anomalia gravitacional, representada pelo seguinte diagrama
de Feynman na Figura 2.

Figura 2 – É esperado que em uma teoria renormalizável da gravitação, este diagrama
exista.

O cálculo da anomalia com um bóson de gauge e dois grávitons produz o seguinte
resultado [34,36]

∂µJ
µ a ∝ Tr[T a

R]εµναβRµνγδR
γδ

αβ , (1.27)
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em que Rµνγδ é o tensor de curvatura de Riemann. Como os grupos SU(N) são compostos
por geradores de traço nulo, resta avaliar somente o grupo U(1). Assim, exigindo que esta
anomalia vá a zero, é obtida a seguinte relação

2y1 + y2 + 6y3 + 3y4 + 3y5 = 0. (1.28)

Esta condição não está na mesma igualdade que as outras, já que não existe, até o presente
momento, uma teoria de gravitação quântica renormalizável. Entretanto, essa contribuição
afetaria a conservação da hipercarga somente se os laços da gravitação quântica fossem
importantes. De qualquer forma, provavelmente este diagrama estará presente em uma
teoria renormalizável da gravidade [37].

Resolvendo as equações (1.24), (1.26) e (1.28) em unidades de yh, encontram-se
os seguintes resultados para os valores das hipercargas yi, definidas em (1.15)-(1.19)

y1 = −1, y2 = +2, y3 = +1
3 , y4 = −4

3 , y5 = +2
3 . (1.29)

Dessa forma, a exigência de que as anomalias de gauge do Modelo Padrão vão a zero
implica que a hipercarga seja quantizada.

As simetrias globais de LY M e LW D podem ser utilizadas para simplificar o
acoplamento de Yukawa. Sem perda de generalidade, podemos escrever qualquer matriz
como o produto de uma matriz unitária vezes uma matriz diagonal real vezes outra matriz
unitária

Y
[e]

ij ≡ Y[e] = UT
e M[e]Ve, (1.30)

onde UT
e e Ve são as matrizes 3 × 3 unitárias. Redefinindo os campos como

L → UeL, ē → Veē,

a parte leptônica do acoplamento de Yukawa se torna diagonal. Adotando a notação yii

para os elementos da matriz diagonal M[e]
e , o primeiro termo de (1.23) toma a seguinte

forma
L[e]

Y uk = i
3∑

i=1
y

[e]
ii L̂iēiH

∗ + h.c. = iy11L̂1ē1H
∗ + iy22L̂2ē2H

∗ + . . . . (1.31)

É possível notar que o acoplamento de Yukawa quebra explicitamente a simetria global
leptônica em três transformações de fases [37]: U(3)` × U(3)e → U(1)e × U(1)µ × U(1)τ ,
onde as transformações nos campos são feitas da seguinte forma

Li → eiαiLi , ēi → e−iαi ēi, (1.32)

com cada valor de αi associado aos três números leptônicos, um para cada família: elétron,
múon e tau, respectivamente.

O mesmo procedimento pode ser aplicado para o acoplamento de Yukawa no
setor dos quarks. Entretanto, diferentemente do setor leptônico, não será possível fazer
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a redefinição no dubleto Qi, como será visto a seguir. Reescrevendo os acoplamentos de
Yukawa como

Y
[d]

ij ≡ Y[d] = UT
d M[d]Vd, (1.33)

Y
[u]

ij ≡ Y[u] = UT
u M[u]Vu. (1.34)

É possível redefinir os campos ū e d̄ como

ū → Vuū , d̄ → Vdd̄. (1.35)

Entretanto, não é possível fazer esta absorção de matriz unitária em Qi sem modificar o
outro termo onde ele está presente. Para ver isto, considere somente o acoplamento de
Yukawa dos quarks up e down de (1.23), na forma matricial, já com a redefinição de (1.35)

L[u,d]
Y uk = iQT UT

u M[u]σ2ūτ2H + iQT UT
d M[d]σ2d̄H∗ + c.c., (1.36)

Redefinindo o campo Q da seguinte forma

Q′ = U−1
d Q,

Q′ = U†
dQ,

(1.37)

onde na passagem da segunda linha foi usado a unitariedade de Ud. Assim,

L[u,d]
Y uk = iQ′T (U†

d)T UT
u M[u]σ2ūτ2H + iQ′T M[d]σ2d̄H∗ + c.c.,

L[u,d]
Y uk = iQ′T (UuU†

d)T M[u]σ2ūτ2H + iQ′T M[d]σ2d̄H∗ + c.c..
(1.38)

Retornando a notação de índices, juntamente com a notação introduzida para a matriz
diagonal, chega-se a

L[u,d]
Y uk = i

3∑
i,j=1

(
y

[d]
ii Q̂id̄iH

∗ + y
[u]
jj Q̂i (UuU†

d)ji ūiτ2H
)

+ c.c.. (1.39)

A matriz UuU†
d pode ser decomposta novamente para retirar fases redundantes. Toda

matriz unitária pode ser decomposta da seguinte forma

UuU†
d = PT UP ′, (1.40)

onde P ,P ′ são matrizes diagonais de fase e U a matriz com os parâmetros remanescentes.
Neste caso, temos 3 famílias e, portanto, UuU†

d depende de 9 parâmetros, sendo um deles
uma fase geral. As matrizes P e P ′ são parametrizadas por dois parâmetros cada. Assim,
Uij tem apenas quatro parâmetros: três ângulos de rotação mais uma fase. Logo, com esta
decomposição, é possível absorver P em ū, e P ′ em Q. Dessa forma, (1.23) tem a seguinte
forma

LY uk = iy
[e]
ii L̂iēiH

∗ + iy
[d]
ii Q̂id̄iH

∗ + iy
[u]
jj Q̂i Uji ūiτ2H + h.c.. (1.41)
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A matriz Uij é chamada de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) [38, 39] e contêm os
3 ângulos de mistura entre os quarks e uma fase geral. O acoplamento de Yukawa nos
quarks quebra explicitamente a simetria U(3)Q×U(3)u×U(3)d → U(1)B, restando apenas
uma fase geral entre eles, associada a U(1)B, cujo número quântico é chamado de número
bariônico

Qi → eiαB Qi, ūi → e−iαB ūi, d̄i → e−iαB d̄i. (1.42)

A grande simetria global presente na Lagrangeana foi reduzida devido aos acoplamentos
de Yukawa para quatro fases: um número bariônico e três números leptônicos.

Existe uma anomalia global presente nos grupos U(1)B e U(1)e × U(1)µ × U(1)τ .
Essas anomalias não geram nenhuma inconsistência ao Modelo Padrão, já que as correntes
obtidas a partir do teorema de Noether para estas simetrias não se acoplam a partículas
de spin 1 sem massa. A única contribuição diferente de zero ocorre quando estas correntes
decaem em duas correntes de gauge de SU(2)L

∂µJ
µ
B = ∂µJ

µ
L = 3g2

2
32π2 ε

µναβW a
µνW

a
αβ, (1.43)

em que JL corresponde ao número leptônico total. Embora estas simetrias sejam anômalas,
a diferença B − L não é anômala, sendo possível associar um bóson de gauge a esta nova
simetria. Um dos motivos da violação do número bariônico ser interessante é devido a uma
possível explicação da preponderância da matéria sob antimatéria. Sakharov [40] mostrou
que existem 3 condições que são necessárias para que isto ocorra: O número bariônico deve
ser violado, as simetrias discretas C e CP devem ser violadas e deve ter um desvio do
equilíbrio térmico. Interessantemente, o Modelo Padrão conta com todas elas, porém para
explicar a assimetria quantitativamente, é necessário mais violação do número bariônico e
mais violação CP e uma transição de fase não tão suave como presente no Modelo Padrão,
como mencionado em [34]. Assim, a bariogênese não é explicada pelo Modelo Padrão e
Modelos Além do Modelo Padrão se tornam importantes e fundamentais.
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1.1.3 O dubleto de Higgs

A parte final da Lagrangeana (1.1) é devido ao dubleto de Higgs (1.22). A derivada
covariante que age neste campo é

Dµ = ∂µ + ig2
σa

2 W
a
µ + iyh

g1

2 Bµ. (1.44)

A Lagrangeana LH renormalizável, que acomoda a invariância da simetria interna SU(2)L

× U(1)Y é dada por

LH = (DµH)†(DµH) + µ2HH† − λ(HH†)2. (1.45)

Portanto, o Modelo Padrão clássico é composto de 19 parâmetros, sendo 3 referentes
aos acoplamentos de gauge, 13 parâmetros referentes aos acoplamentos de Yukawa, ao
acoplamento λ de Higgs, ao parâmetro dimensional µ e o ângulo de vácuo da QCD,
responsável pelo violação CP forte. Embora o Modelo Padrão clássico não tenha nenhum
mecanismo para a massa dos neutrinos, experimentos recentes [41] já detectaram que os
neutrinos de todas as famílias leptônicas possuem massa. Assim, há adicionais 3 parâmetros
relacionados às massas mais 3 parâmetros dos ângulos de mistura dos neutrinos, e por fim,
3 fases complexas [42], totalizando 28 parâmetros ao Modelo Padrão atual. Além de ser
invariante ao grupo de gauge SU(3)C × SU(2)L × U(1)Y , é invariante, ao nível clássico, por
quatro transformações globais de fase, os três números leptônicos e o número bariônico.

1.2 Quebra espontânea da simetria eletrofraca
A geração das massas dos bósons de gauge W±, Z0 e dos férmions, excetuando-se

os neutrinos, é devido ao valor esperado do vácuo, ou VEV, adquirido pelo dubleto de
Higgs H. O potencial escalar de Higgs, a partir de (1.45), é

V = −µ2H†H + λ(H†H)2, (1.46)

em que µ2 > 0. O mínimo de energia ocorre no mínimo deste potencial, sendo obtido a
partir da seguinte equação

∂V

∂H† = −µ2H + 2λ(H†H)H = 0. (1.47)

Tendo como soluções Hvác. = 0 e

H†
vác.Hvác. = µ2

2λ ≡ v2

2 . (1.48)

Esta última solução corresponde ao mínimo de energia, já que a segunda derivada do
potencial avaliada neste valor é positiva

∂2V

∂H∂H† = −µ2 + 4λ(H†H),

∂2V

∂H∂H†

∣∣∣∣
vác.

= −µ2 + 2µ2 = µ2 > 0. (1.49)
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É possível parametrizar Hvác. por três ângulos da seguinte forma

Hvác. = eiθ0U

 0
v√
2

 , (1.50)

onde U é definido como um elemento de SU(2)L. Na forma de Euler, U é escrito como

U = ei
σ3
2 η1ei

σ2
2 η2ei

σ3
2 η3 . (1.51)

Dessa forma, é possível escrever o estado do vácuo da seguinte forma

Hvác. = v√
2

ei(θ′+η1) sin η2

ei(θ′−η1) cos η2

 , (1.52)

onde θ′ = θ0 − η3.
Devido às transformações de gauge presentes em SU(2)L × U(1)Y , todos os

mínimos são igualmente equivalentes e, portanto, é possível tomar o seguinte valor devido
a sua simplicidade

〈H〉 = v√
2

0
1

 . (1.53)

A transformação do grupo SU(2)L no vácuo 〈H ′〉 = eiτaζa〈H〉, pode ser analisada a partir
de uma transformação infinitesimal 〈H ′〉 = 〈H〉 + iτaζa〈H〉 + O(ζ2). Como os geradores
são da seguinte forma τa = σa

2 , temos que

τ 1〈H〉 = v√
2

1
0

 , τ 2〈H〉 = v√
2

−i
0

 , τ 3〈H〉 = v√
2

 0
−1

 .
Assim, o vácuo 〈H〉 não é invariante sob uma transformação de SU(2)L. Pelo teorema de
Nambu-Goldstone, estes três geradores quebrados darão massa aos três bósons, neste caso,
W± e Z0. Agora, considere a seguinte transformação de SU(2)L×U(1)Y em H

H ′ = eiτaζa

ei
yh
2 βH, (1.54)

então para que o vácuo seja invariante, é necessário que ζ1 = ζ2 = 0 e ζ3 = β. Dessa forma,

H ′ = ei(τ3+yh/2)βH, (1.55)

isto é, a combinação Q = τ 3 + yh/2 deixa o vácuo invariante, desde que yh = 1. Generali-
zando este resultado para todos os férmions,

Q = τ 3 + yi

2 , (1.56)

para qualquer hipercarga yi (1.29). A generalização é possível, pois o tipo de transformação
feita em (1.54) acontece também para os férmions. Como existe uma transformação que
deixa o vácuo invariante, então existirá um bóson sem massa, de acordo com o teorema
de Nambu-Goldstone [34]. Neste caso, o bóson é o fóton γ, responsável por intermediar a
interação eletromagnética. Assim, identificamos também que Q é a carga elétrica. Portanto,
esta configuração do vácuo é a responsável por quebrar a simetria SU(2)L × U(1)Y para
U(1)Q, sendo o grupo de gauge da teoria eletromagnética.
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1.2.1 O bóson de Higgs

Para identificar os graus de liberdade do vácuo eletrofraco será usada a parametri-
zação de Kibble para o dubleto de Higgs

H = e
i
v

ζa(x)τa

 0
v+h(x)√

2

 ≡ U(x)H0, (1.57)

em que ζa(x) e h zeram quando avaliados no vácuo, com h sendo o bóson de Higgs.
O termo exponencial U(x) descreve transformações unitárias de gauge de SU(2)L. Sob
transformações de gauge nas três direções quebradas, h(x) é invariante, enquanto ζa(x)
transforma de forma não homogênea

ζa(x) → ζa(x) + θa, a = 1, 2, 3, (1.58)

com ζa representando os bósons de Nambu-Goldstone [37], os bósons associados aos três
geradores quebrados. Rescrevendo o potencial (1.46) como

V = λ

(
H†H − v2

2

)2

− λ
v4

4 , (1.59)

e utilizando a parametrização de Kibble para o dubleto de Higgs no potencial, chega-se a
seguinte expressão

V = λ

(
(v + h)2

2 − v2

2

)2

= λv2h2 + λvh3 + λ

4h
4, (1.60)

com as autointerações quártica e cúbicas representadas pelos diagramas de Feynman da
Figura 3. A partir da expressão (1.60), a massa do bóson de Higgs é obtida

m2
h = d2V

dh2

∣∣∣∣
h=0

= 2λv2. (1.61)

A descoberta do bóson de Higgs, em 2012 [30], veio a partir da medição da massa de uma
nova partícula, que se comportava como uma partícula escalar. Dados mais recentes [43]
indicam que a massa do bóson de Higgs é igual a mh = 125, 25 ± 0, 17 GeV.

Por fim, concluímos que os bósons de Nambu-Goldstone desaparecem do potencial,
restando analisar para o termo cinético de Higgs. Para expressar o termo cinético do dubleto
de Higgs H na parametrização de Kibble, começamos a partir da derivada covariante
definida em (1.44)

DµH = 1√
2

(
∂µ + ig2Wµ + i

g1

2 Bµ

)
U

 0
v + h(x)

 , (1.62)

seguida da seguinte transformação de gauge,

Wµ → W′
µ = −iU†∂µU + U†WµU. (1.63)
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(a) Interação quártica do bóson de Higgs
correspondente ao termo λ

4 h4.
(b) Interação cúbica do bóson de Higgs cor-

respondente ao termo λvh3.

Figura 3 – As autointerações quártica e cúbica, respectivamente, do campo de Higgs.

Isso permite escrever a derivada covariante de (1.62) da seguinte forma

DµH = 1√
2

U
(
∂µ + ig2W′

µ + i
g1

2 Bµ

) 0
v + h(x)

 . (1.64)

Como Wµ = τa

2 W
a
µ ,

DµH = 1
2
√

2
U

2∂µ + g2W
3
µ + g1Bµ g2(W 1

µ − iW 2
µ)

g2(W 1
µ + iW 2

µ) 2∂µ − g2W
3
µ + g1Bµ

 0
v + h(x)

 . (1.65)

O termo cinético de Higgs (DµH)†DµH fica da seguinte forma

(DµH)†DµH = 1
2∂µh∂

µh+ 1
8(g1Bµ − g2W

3
µ)(g1B

µ − g2W
3 µ)(v + h)2+

g2
2
2 (W 1

µ − iW 2
µ)(W 1µ + iW 2µ)(v + h)2,

(1.66)

pois U é unitário e, portanto, desaparece completamente da Lagrangeana. Os campos de
gauge W 3

µ e Bµ estão relacionados por uma transformação ortogonal com os campos Zµ e
Aµ. Assim, LH contém uma massa quadrática para a seguinte combinação canônica

Zµ = cos θWW
3
µ − sin θWBµ, com m2

Z = 1
4v

2(g2
1 + g2

2), (1.67)

onde
cos θW = g2√

g2
1 + g2

2

, (1.68)

em que θW é o ângulo de Weinberg. A combinação linear ortogonal de Zµ será identificado
como o vetor potencial associado ao fóton

Aµ = sin θWW
3
µ + cos θWBµ. (1.69)

Também é feita uma redefinição dos campos W 1
µ e W 2

µ

W±
µ = 1√

2
(
W 1

µ ∓ iW 2
µ

)
, com m2

W = 1
4v

2g2
2. (1.70)
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A relação das massas dos bósons Zµ e W±
µ são relacionadas da seguinte forma a nível de

árvore3

m2
W

m2
Z

= cos2 θW = 1 − sin2 θW = 0, 76879 (1.71)

em que foi usado o valor experimental [43] sin2 θW = 0, 23121 ± 0, 00004. Os dados
apresentados por [43] indicam os seguintes valores para as massas dos bósons de gauge
massivos: mZ = 91, 1876 ± 0, 0021 GeV e mW = 80, 377 ± 0, 012. Assim, a Lagrangeana
LH (1.45) tomará a seguinte forma após a quebra espontânea de simetria

LH =1
2∂µh∂

µh+ 1
2m

2
ZZµZ

µ +m2
WW

+
µ W

−µ + h

v

(
2 + h

v

)(1
2m

2
ZZµZ

µ
)

+ h

v

(
2 + h

v

)
(m2

WW
+
µ W

−µ) + λv2h2 + λvh3 + λ

4h
4.

(1.72)

A partir de (1.72), é possível notar que o bóson de Higgs h não se acopla ao fóton a
nível clássico, pois é eletricamente neutro. Portanto, a nível clássico, o bóson de Higgs
só interage com os bósons de gauge massivos W± e Zµ. As interações entre o bóson de
Higgs e os bósons de gauge massivos estão representados pelos diagramas de Feynman na
Figura 4.

(a) A interação quártica carregada dos bósons
da interação fraca com o bóson de Higgs.

(b) A interação cúbica carregada dos bósons da
interação fraca com o bóson de Higgs.

(c) A interação quártica neutra do bóson Z0

com o bóson de Higgs.
(d) A interação cúbica neutra do bóson Z0 com

o bóson de Higgs.

Figura 4 – Estes diagramas de Feynman representam, a nível de árvore, a interação dos
bósons de gauge massivos com o bóson de Higgs. Estas interações são decorrentes
dos termos h2W+

µ W
− µ, hW+

µ W
− µ, h2ZµZ

µ e hZµZ
µ, respectivamente.

3 Sem correções radiativas.
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1.2.2 A massa dos férmions

É necessário analisar a quebra espontânea de simetria para LY uk. Para isso, a
análise será dividida entre a parte leptônica e parte dos quarks. O dubleto de Higgs H será
escrito em termos da parametrização de Kibble, definida em (1.57). Dessa forma, para a
parte leptônica (1.31), temos que

L[e]
Y uk = iy

[e]
ii L̂iēiH

∗ + c.c. ,

L[e]
Y uk = iy

[e]
ii L̂iēiU∗H0 + c.c. (1.73)

Como U é unitária, então U∗ = (U†)T , logo L′
i = U†Li, o que nos permite escrever (1.73)

da seguinte forma
L[e]

Y uk = iy
[e]
ii (U†Li)Tσ2ēiH0 + c.c. (1.74)

Analisando L′
i para uma transformação infinitesimal de U, vemos que

U†Li ≈

(1 + i
v
ζ3)νi + i

v
(ζ1 − iζ2)ei

i
v
(ζ1 + iζ2)νi + (1 − i

v
ζ3)ei

+ O((ζ · τ)2), (1.75)

o que possibilita realizar uma transformação de gauge nos campos ζi, como mostrado em
(1.58). Escolhendo uma transformação que deixe ζi = 0, também conhecida como gauge
unitário, a transformação de U em Li será

U†Li →

νi

ei

 . (1.76)

Assim, como a primeira componente do dubleto de Higgs é zero neste gauge, então o
acoplamento de Yukawa leptônico toma a seguinte forma

L[e]
Y uk = iy

[e]
ii (eL, i)Tσ2ēi

(
v + h√

2

)
+ c.c. (1.77)

Esta forma do acoplamento de Yukawa sugere que interpretemos (eL, i) e (ēi) como
partes canhota e destra dos campos massivos dos léptons e, µ, τ . Identificando a seguinte
transformação para ēi

ēi = −σ2e
∗
R, i, (1.78)

e também que
(eL, i)T e∗

R, i = −e†
R, ieL, i. (1.79)

Então, a partir diagonalização feita para os acoplamento yii, chega-se a seguinte forma

L[e]
Y uk = i

(
v + h√

2

)
(yee

†
ReL + yµµ

†
RµL + yττ

†
Rτl) + c.c.. (1.80)

Como os acoplamentos de Yukawa para os léptons ye, yµ, yτ são números real e v é real,
então as massas dos léptons são dados por

(me, mµ, mτ ) = v√
2

(ye, yµ, yτ ) (1.81)
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Podemos escrever (1.80) como

L[e]
Y uk = i

(
1 + h

v

)
(meēe+mµµ̄µ+mτ τ̄ τ), (1.82)

em que nomeamos o produto ēe = e†
ReL + c.c. na forma de Dirac.

Para os quarks do tipo down, descritos pela primeira parte de (1.39)

L[d]
Y uk = iy

[d]
ii Q̂id̄iH

∗ + c.c.,

L[d]
Y uk = iyd

iiQ̂id̄iU∗H0 + c.c.. (1.83)

Transformando o campo Qi como Q′
i = U†Qi, analogamente ao que fora feito para os

léptons, então
L[d]

Y uk = iyd
iiQ′T

i σ2d̄iH0 + c.c.. (1.84)

Seguindo o que fora feito em (1.78), permite identificar a seguinte relação

d̄i,L = −σ2d∗
i,R. (1.85)

No gauge unitário, o dubleto de quarks se transforma de forma análoga aos léptons (1.76)

U†Q′
i → Q′

i,L. (1.86)

Dessa forma, (1.84) será reescrita como

L[d]
Y uk = −iyd

ii

(v + h)√
2

d′T
L, id∗

R, iy
d
ii + c.c., (1.87)

possibilitando a identificação dos seguintes quarks down

d′
L,1 = dL, d′

L,2 = sL, d′
L,3 = bL, (1.88)

onde d, s, b são os quarks down, strange, bottom, respectivamente. Por fim, o acoplamento
de Yukawa dos quarks down, na forma de Dirac, é

L[d]
Y uk = i

(
1 + h

v

)
(mdd̄d +mss̄s +mbb̄b). (1.89)

Para o acoplamento de Yukawa dos quarks da família up, descritos pela segunda parte de
(1.39), temos que

L[u]
Y uk = yu

jj iQ̂iUjiūjτ2UH0 + c.c.. (1.90)

Como τ2 é a segunda matriz de Pauli, então satisfaz τ2~ττ2 = −~τT , daí segue que

τ2U = (U−1)T τ2 = (U†)T τ2, (1.91)
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permitindo absorver U na seguinte transformação Q′
i = U†Qi. No gauge unitário, temos

que

L[u]
Y uk = yu

jj iQ̂′
iUjiūjτ2H0 + c.c., (1.92)

L[u]
Y uk = yu

jj i
(v + h)√

2
u′T

L, iUjiσ2ūj + c.c.. (1.93)

Identifica-se a parte destra do quark down como σ2ūL, j = −u∗
R, j. Além disso, define-se a

seguinte relação uj = Ujiu′
L, i, logo

uL,1 = uL, uL,2 = cL, uL,3 = tL. (1.94)

Portanto, o acoplamento de Yukawa do quark up, na forma de Dirac é

L[u]
Y uk = i

(
1 + h

v

)
(muūu +mcc̄c +mtt̄t). (1.95)

1.2.3 As interações entre os férmions e os bósons

O acoplamento dos quarks e léptons com os campos de gauge é determinado
pelos termos de derivadas covariantes. Como estamos analisando a Lagrageana do Modelo
Padrão na quebra espontânea de simetria, então neste vácuo assimétrico, é necessário
reescrever (1.20) em termos dos novos autoestados de massa, obtidos na subseção anterior.
Duas importantes características ocorrem: a mistura dos bósons neutros W 3

µ e Bµ, e a
mistura entre os autoestados de massa dos quarks canhotos pela matriz U . Vale ressaltar
que os procedimentos a seguir estarão no gauge unitário. Para a parte canhota leptônica,
o termo cinético é

L†
iσ

µDµLi =
(
ν†

i e†
i

)
L
σµ∂µ

νi

ei


L

+ i

2
(
ν†

i e†
i

)
L

 g2W
3
µ − g1Bµ g2(W 1

µ − iW 2
µ)

g2(W 1
µ + iW 2

µ) −g2W
3
µ − g1Bµ

νi

ei


L

,

(1.96)

enquanto para a parte destra, temos

ē†
iσ

µDµēi = ē†
iσ

µ∂µēi + ē†
iσ

µig1Bµēi. (1.97)

Inserindo a identidade σ2
2 = 1 e utilizando (1.78) para a parte destra, permite reescrevê-la

como
ē†

iσ
µDµēi = e†

R,iσ̄
µ∂µeR,i + e†

R,iσ̄
µig1BµeR,i, (1.98)

em que σ2σ
µσ2 = σ̄µ. Isso permite juntar as partes canhotas e destras para os termo

cinético na forma de Dirac. Entretanto, manteremos estes termos em suas formas destras
e canhotas para identificar as interações eletromagnéticas e fracas. Para isso, utiliza-se as
seguintes relações

W 3
µ = cos θWZµ + sin θWAµ, Bµ = − sin θWZµ + cos θWAµ, (1.99)
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em (1.96) e (1.98), sendo obtidos os seguintes termos de interações

−ieAµ(e†
L,iσ

µeL,i + e†
R,iσ̄

µeR,i) + ie√
2 sin θW

(W+
µ ν

†
L,iσ

µeL,i +W−
µ e

†
L,iσ

µνL,i)

+i eZµ

2 cos θW sin θW

(ν†
L,iσ

µνL,i − e†
L,iσ

µeL,i + 2 sin2 θW (e†
L,iσ

µeL,i + e†
R,iσ̄

µeR,i)),
(1.100)

em que o primeiro termo representa a interação eletromagnética, o segundo termo as
interações fracas carregadas e o último termo a interação fraca neutra, com as interações
descritas em (1.100) sendo representadas pelos seguintes diagramas de Feynman na Figura 5.
A falta dos termos destros em W+

µ ν
†
L,iσ

µeL,i +W−
µ e

†
L,iσ

µνL,i indica que esta interação não
respeita a paridade, assim como a interação com Zµ. Já a interação eletromagnética contêm
tanto termos destros e canhotos de forma simétrica, respeitando a paridade. Além disso, é
identificada a seguinte relação para a carga elétrica

e = g2 sin θW . (1.101)

(a) Interação elétron-pósitron eletromagnética
γ ou fraca Z0.

(b) Vértice da interação entre o bóson W − com
o elétron e o antineutrino do elétron.

(c) Vértice da interação entre o bóson Z0 com
o neutrino e o antineutrino do elétron.

Figura 5 – Interações eletromagnéticas e fracas do setor leptônico, a partir dos termos de
(1.100). Embora os vértices foram mostrados apenas para a família do elétron,
o mesmo vale para múons e taus.

O mesmo procedimento é feito para os quarks. Começando do termo cinético para
o dubleto de quarks Qi (1.20)

Q†
iσ

µDµQi = Q†
iσ

µ
(
∂µ + ig2

σa

2 W
a
µ + i

g1

6 Bµ

)
Qi, (1.102)
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sabemos que todas as redefinições de Qi em termos dos autoestados de massa envolvem
transformações unitárias. Essas transformações são absorvidas pelos campos de gauge
em transformações de gauge, como visto em (1.63). Portanto, já podemos analisar as
interações eletrofracas para os quarks em termos dos autoestado de massa dos gauges.
Assim, os termos de interação entre os quarks e os bósons de gauge escritos nos autoestados
de massa, são

Q†
iσ

µ
(
ig2

σa

2 W
a
µ + i

g1

6 Bµ

)
Qi = ieAµ

(2
3u′†

L, iσ
µu′

L, i − 1
3d′†

L, iσ
µd′

L, i

)
+ ieZµ

cos θW sin θW

((1
2 − 2

3 sin2 θW

)
u′†

L, iσ
µu′

L, i −
(1

2 − 1
3 sin2 θW

)
d′†

L, iσ
µd′

L, i

)
+ ie√

2 sin θW

W+
µ u′†

L, iσ
µd′

L, i + ie√
2 sin θW

W−
µ d′†

L, iσ
µu′

L, i.

(1.103)

Similarmente, para os quarks destros, temos os seguintes termos de interação

−ig1

6 Bµ(2ū†
iσ

µui + d̄†
iσ

µdi) = − ie

3 Aµd†
R,iσ̄

µdR,i + ie

3 sin2 θWZµd†
R,iσ̄

µdR,i

+ 2ie
3 Aµu†

R,iσ̄
µuR,i − 2ie

3 sin2 θWZµu†
R,iσ̄

µuR,i.
(1.104)

Resta escrever u′
L, i e d′

L, i em termos dos autoestados de massa, definidos na seção anterior

d′
L, i = (dL, sL,bL),

u′
L, i = (U †)ijuL, j.

(1.105)

As correntes neutras entre os quarks de mesmos sabores presentes em (1.103) e (1.104)

u′†
iσ

µu′
i = u†

i (UU †)ijσ
µuj

= u†σµu + c†σµc + t†σµt,
(1.106)

obviamente não apresentam transição de sabores. Porém, a unitariedade de Uij só é
preservada a nível de árvore. Na teoria quântica dos campos, esta unitariedade não é
preservada e, portanto, há um pequeno desvio devido às correções quânticas. O mecanismo
responsável por manter este desvio suficientemente pequeno é chamado Mecanismo GIM,
devido aos criadores S. Glashow, J. Iliopoulos e L. Maiani [44], que previram o quark
charm para explicar esta supressão.

Por outro lado, as correntes carregadas causam transições de sabores entre os
quarks

u′†
L, iσ

µd′
L, i = u†

L, jUjiσ
µdL, i, (1.107)

cuja interação é representada pelos seguintes diagramas de Feynman na Figura 6. Pode-se
escrever todas as interações entre os férmions e os campos de gauge da seguinte forma

ie√
2 sin θW

[
W−

µ (e†
L,iσ

µνL,i + J+µ) +W+
µ (ν†

L,iσ
µeL,i + J−µ)

]
+ieAµJ

µ
em + ieZµ

sin θW cos θW

[1
2(ν†

L,iσ
µνL,i − e†

L,iσ
µeL,i) + J3µ − sin2 θWJ

µ
em

]
,

(1.108)
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(a) Transição de sabor de um quark down
para um quark up, emitindo um bóson
W −.

(b) Transição de sabor de um quark up para
um quark down, emitindo um bóson
W +.

Figura 6 – Transição de sabor entre quarks que ocorre dos termos finais em (1.103).

onde as correntes fracas carregadas, fracas neutras e eletromagnéticas são, respectivamente

J−
µ = u†

L, jUjiσµdL, i , J+
µ = d†

L, j

(
U †
)

ji
σµuL, i

J3
µ =1

2
(
u†

L, jσµuL, j − d†
L, jσµdL, j

)
Jµ

em =2
3
(
u†

L, jσ
µuL, j + u†

R, jσ̄
µuR, j

)
− 1

3
(
d†

L, jσ
µdL, j + d†

R, jσ̄
µdR, j

)
−
(
e†

L, jσ
µeL, j + e†

R, jσ̄
µeR, j

)
.

(1.109)

Assim, indentifica-se que os quarks up tem carga elétrica igual 2
3 , os quarks down −1

3 ,
e todos os léptons carregados −1. Como os neutrinos não se acoplam a Aµ, então são
eletricamente neutros.

1.2.4 Os bósons de gauge

Para completar a descrição da Lagrangeana do Modelo Padrão pós quebra es-
pontânea de simetria no gauge unitário, temos que avaliar a parte de Yang-Mills, que
contém interações entre os campos de gauge. A parte QCD continua inalterada devido à
unitariedade das transformações feita nos quarks. Assim, a QCD consiste de

LQCD + ig3A
A
µJ

Aµ, (1.110)

em que as correntes dos glúons são dadas, na forma de Dirac, por

JA
µ = ūiγµ

λA

2 ui + d̄iγµ
λA

2 di, (1.111)

com a Lagrangeana da QCD sendo

LQCD = −1
4

8∑
A=1

GA
µνG

µν A, (1.112)

em que o tensor de força é definido como em (1.3).
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No setor eletrofraco, todos os potenciais de gauge são canônicos devido as redefi-
nições serem unitárias, e seus termos cinéticos não mudam de forma

− 1
4 (∂µAν − ∂νAµ)2 − 1

4 (∂µZν − ∂νZµ)2

− 1
2
(
∂µW+ν − ∂νW+µ

) (
∂µW

−
ν − ∂νW

−
µ

)
.

(1.113)

Após uma extensa álgebra e integrações por partes dos termos cruzados de
(
W 3

µν

)2
em

(1.2), as interações em termos dos campos Zµ e Aµ são

i
(
eAµ + e

tan θW

Zµ
) [
W+ν

(
∂νW

−
µ − ∂µW

−
ν

)
−W−ν

(
∂νW

+
µ − ∂µW

+
ν

)]
, (1.114)

em que estas interações são representadas pelo seguinte diagrama de Feynman na Figura 7.

Figura 7 – Vértice de interação cúbica entre os bósons W± com Z0 ou γ.

Em (1.114) foram utilizadas as seguintes decomposições

W±
µν = 1√

2
(
W 1

µν ∓ iW 2
µν

)
= ∂µW

±
ν − ∂νW

±
µ ∓ ig2

(
W 3

νW
±
µ −W 3

µW
±
ν

)
,

e

W 3
µν = ∂µW

3
ν − ∂νW

3
µ − ig2

(
W−

µ W
+
ν −W+

µ W
−
ν

)
.

(1.115)

As autointerações quárticas dão os seguintes termos, sendo representadas por diagramas
de Feynman na Figura 8

1
2

e2

sin2 θW

[(
W−

µ W
−µ
) (
W+

ν W
+ν
)

−
(
W−

µ W
+µ
)2
]

− e2

sin2 θW

[
(cos θWZµ + sin θWAµ) (cos θWZ

µ + sin θWA
µ)
(
W+ρW−

ρ

)
− (cos θWZµ + sin θWAµ)W+µ (cos θWZρ + sin θWAρ)W−ρ

]
.

(1.116)

Assim, conclui-se a descrição da Lagrangeana do Modelo Padrão no gauge unitário,
útil para identificar os graus de liberdade dos campos, mas não recomendado, conforme
mencionado em [37], para realizar cálculos quânticos.
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(a) Interação quártica entre os bósons W ± refe-
rentes à primeira linha de (1.116).

(b) Processo de aniquilação gerando bósons neu-
tros.

Figura 8 – Interações quárticas entre os bósons W± com Z0 e γ, representados de forma
geral, referente às ultimas linhas de (1.116).

Todas as partículas carregadas eletricamente interagem com o fóton com força
proporcional a sua carga. Além disso, as interações são diagonais, preservam paridade e
conjugação de carga. O mesmo ocorre para a interação forte entre quarks e glúons, isto é,
preservam paridade e conjugação de carga, ao menos a nível clássico. Estas invariâncias
são quebradas sutilmente na QCD devido à efeito quânticos não perturbativos relacionados
a anomalias quânticas, como mencionado em [37].

Os bósons W± mediam as interações em que há troca de sabores entre férmions
canhotos, violando C e P, individualmente. As interações são diagonais por família e
preservam CP para os léptons. Para os quarks, estas interações geram transições entre
diferentes famílias, e explicitamente violam a invariância CP. Para ver esta última afirmação,
seguindo [34], considere (1.109) e o primeiro termo de (1.108)

L[u,d] = ie√
2 sin θW

[
W+

µ u†
L, jUjiσ

µdL, i +W−
µ d†

L, j(U †)jiσ
µuL, i

]
, (1.117)

onde PL é operador projeção de quiralidade PLΨ = ΨL. Assim, sob CP4, o termo acima se
torna

CP : L[u,d] = ie√
2 sin θW

[
W+

µ u†
L, j(U

†
ji)TσµdL, i +W−

µ d†
L, j(UT )jiσ

µuL, i

]
, (1.118)

assim, a não ser que U = U †, então os quarks violam a simetria CP explicitamente, pois
como mencionado existe uma fase, tornando a matriz não real.

Além disso, vimos que as interações vistas respeitam quatro números globais
quânticos, que não estão relacionados a simetrias de gauge: número de quark e os três
números leptônicos. Entretanto, aspectos não perturbativos do estado de vácuo do Modelo
Padrão alteram esta invariância, como mostrado em (1.43).

4 W ± trocam de lugar entre si, pois são antipartículas de cada um.
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2 Grupo de Renormalização

Até o presente momento, o Modelo Padrão foi tratado de forma clássica e, portanto,
muito dos resultados que podem ser retirados a partir da Lagrangeana não vão concordar
com os resultados experimentais. Isso porque a quantização dos campos gera uma série
de interações não previstas pelas equações clássicas de movimento. Estas interações
chamadas de correções radiativas ou quânticas, em geral, contém integrais divergentes
que estão associadas a flutuações quânticas em distâncias muito pequenas ou momentos
arbitrariamente grandes. Os processos de regularização e renormalização são necessários
para que os observáveis associados a estas correções sejam finitos.

Ao renormalizar os observáveis, estes adquirem uma dependência em escala de
energia, satisfazendo a equação diferencial conhecida como grupo de renormalização.
Define-se o grupo de renormalização como a invariância dos observáveis sobre mudanças na
escala de energia. Na próxima seção serão vistos estes procedimentos para a eletrodinâmica
quântica e discutido alguns resultados importantes. Após isso, serão realizados cálculos
quânticos a um laço para uma teoria não-abeliana de gauge. Dessa forma, será possível
encontrar as equações do grupo de renormalização para os observáveis do Modelo Padrão
a um laço.

2.1 Eletromagnestimo quântico
O eletromagnetismo quântico, desenvolvido independentemente por Feynman

[10, 11], Schwinger [12, 13] e Tomonaga [14], descreve a interação entre a luz (fóton) e
o elétron a nível quântico e relativístico. A sua importância histórica reside no fato de
ser uma das primeiras teorias quânticas dos campos que obteve resultados experimentais
satisfatórios quando confrontados com as previsões teóricas. Matematicamente, a eletrodi-
nâmica quântica é caracterizada pela invariância de gauge sob o grupo abeliano U(1). A
quantização do campo eletromagnético Aµ é o fóton, enquanto a quantização do campo
fermiônico ψ representa o elétron. Assim, a Lagrangeana do eletromagnetismo quântico é
dada por

L = −1
4F

µνFµν + ψ̄(i/∂ −m)ψ + eψ̄ /Aψ, (2.1)

em que F µν = ∂µAν − ∂νAµ é o tensor de forças. Além disso, é adotada a notação slashed,
/A ≡ γµA

µ.
A quantização dos campos geram as regras de Feynman, representações pitorescas

das interações que são traduzidas em relações matemáticas. Para o eletromagnetismo
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quântico, as regras são

µ ν = −i
p2 + iε

(
gµν − (1 − ξ)p

µpν

p2

)
, (2.2)

γ

e+

e−

µ = ieγµ, (2.3)

=
i(/p+m)

p2 −m2 + iε
. (2.4)

O fator ξ em (2.2) é um valor arbitrário, porém necessário para que o propagador do fóton
seja encontrado. No processo de quantização dos campos pela integral de caminho de
Feynman, há uma redundância na integral dos campos Aµ devido a invariância de gauge
presente na teoria. O procedimento de Faddeev-Popov elimina esta redundância na integral
de caminhos, sendo visto em detalhes na próxima seção para uma teoria não-abeliana
SU(N). Por fim, nos cálculos realizados a seguir é escolhido ξ = 1, conhecido como gauge
de Feynman.

No capítulo anterior, foram encontradas equações para as hipercargas dos férmions
no Modelo Padrão (1.29). Para a QED, o grupo de gauge U(1) tem como número quântico
a carga elétrica Q. Assim, de forma análoga a (1.26), encontramos a seguinte equação para
QED, de forma a não haver uma anomalia de gauge

q3
1 + q3

2 = 0, (2.5)

onde q1 é a carga elétrica de ψ e q2 de ψ̄. Como q1 e q2 são números reais, então q1 = −q2.
Dessa forma, a anomalia de gauge não está presente na QED.

2.1.1 Correção do propagador do fóton

O primeiro termo da correção radiativa do propagador do fóton é a criação de
um par elétron-pósitron agindo virtualmente como um dipolo, polarizando o vácuo na
presença de radiação eletromagnética, cuja interação está representada pelo diagrama de
Feynman na Figura 9. Essa interação tem a seguinte integral a ser calculada

iΠµ ν(p2) = −(ie)2
∫ d4k

(2π)4
Tr[γµi(/k − /p+m)γνi(/k +m)]

[(p− k)2 −m2 + iε](k2 −m2 + iε) . (2.6)

Antecipando-se nos resultados, essa integral é divergente. Em uma análise rápida,
o denominador se comporta como k4, enquanto o numerador apresenta o seguinte compor-
tamento k2d4k. Como kµ representa o quadrimomento do laço, sendo integrado sob todos
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Figura 9 – Correção a um laço do propagador do fóton, também chamada de polarização
do vácuo.

os valores, então para grandes valores de kµ, a integral irá divergir. Portanto, a integral
deverá ser regularizada, de forma a não quebrar a invariância de gauge sob U(1) presente
na teoria. A regularização dimensional - desenvolvida por t’Hooft, Veltman, Gianbiagi e
Bolinni - preenche este requisito e, portanto, será utilizada. O método consiste em realizar
uma continuação analítica da integral em (2.6) para d dimensões, em que d = 4 − ε, com
ε → 0. Dessa forma, (2.6) se torna

iΠµ ν(p2) = −(ie)2µ4−d
∫ ddk

(2π)d

Tr[γµi(/k − /p+m)γνi(/k +m)]
[(p− k)2 −m2 + iε](k2 −m2 + iε) , (2.7)

onde foi introduzido µ, uma escala de energia permitindo que e continue sendo adimensional.
O numerador tem a seguinte forma

Tr[γµi(/k − /p+m)γνi(/k +m)] = 4[pµkν + kµpν − 2kµkν − gµν(−k2 + p · k +m2)]. (2.8)

Para o denominador, o cálculo segue utilizando os parâmetros de Feynman, definidos da
seguinte forma

1
ABC . . . Z

= (n− 1)!
∫ 1

0
dx1

∫ 1

0
dx2· · ·

∫ 1

0
dxn

δ(1 − x1 − · · · − xn)
(Ax1 +Bx2 + · · · + Zxn)n

. (2.9)

Assim, nesse caso, encontra-se que

1
[(p− k)2 −m2 + iε](k2 −m2 + iε) =

∫ 1

0
dx 1

[(k − p(1 − x))2 + xp2(1 − x) −m2 + iε]2 .

(2.10)

Realizando a mudança de variável `µ = kµ − pµ(1 − x), com dd` = ddk, tem-se que

iΠµ ν(p2) = −e2µ4−d(4gµνp2 − 8pµpν)
∫ 1

0
dxx(1 − x)

∫ dd`

(2π)d

1
(`2 − ∆)2

+4e2µ4−dgµν
∫ 1

0
dx
∫ dd`

(2π)d

`2(1 − 2/d) −m2

(`2 − ∆)2

, (2.11)

com ∆ = m2 −p2x(1−x)+ iε. Os termos lineares `µ vão a zero na integral sob o argumento
de simetria.
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Utilizando os seguintes resultados para estas integrais, obtidos de [34]
∫ dd`

(2π)d

1
(`2 − ∆)2 = i

(4π)d/2
1

∆2−d/2 Γ(2 − d/2), (2.12)
∫ dd`

(2π)d

`2

(`2 − ∆)2 = −d

2
i

(4π)d/2
1

∆1−d/2 Γ(1 − d/2), (2.13)

em que Γ(x) é a função gama. Dessa forma, é obtido o seguinte resultado

iΠµ ν(p2) = −8ie2(p2gµν − pµpν)
∫ 1

0
dxx(1 − x) 1

(4π)d/2
µ4−d

∆2−d/2 Γ(2 − d/2). (2.14)

A expansão dos termos que dependem em d dentro da integral é realizada da
seguinte forma, considerando a definição de Weierstrass [45] da função gama

Γ(z) = e−γz

z

∞∏
n=1

ez/n

1 + z/n
,

em que γ é a constante de Euler-Mascheroni. Realizando a expansão em z = 0 até termos
de primeira ordem, tem-se que

Γ(z) = 1 − γ z + O(z2)
z

∞∏
n=1

(1 + O(z2/n2)),

Γ(z) ≈ 1
z

− γ.

Assim, utilizando esse resultado da função gama aos termos dentro da integral (2.14),
encontra-se para a expansão d = 4 − ε em ε = 0 que

1
(4π)d/2

µ4−d

∆2−d/2 Γ(2 − d/2) = 1
16π2

Γ(ε/2)(
∆

4πµ2

)ε/2 ,

1
16π2

Γ(ε/2)(
∆

4πµ2

)ε/2 = 1
16π2

(2
ε

− γ
)(

1 − ε

2 ln
(

∆
4πµ2

))
,

= 1
16π2

(
2
ε

− ln
(

∆
4πµ2

)
− γ + O(ε)

)
,

= 1
16π2

(
2
ε

− ln
(

∆
µ2

)
− O(ε)

)
, (2.15)

sendo realizado na última a linha a seguinte redefinição de 4πeγµ2 → µ2. Dessa forma,
Πµν(p2) em (2.14) tem o seguinte resultado

iΠµ ν(p2) = −i e
2

2π2 (p2gµν −pµpν)
∫ 1

0
dxx(1−x)

[
2
ε

+ ln
(

µ2

m2 − p2x(1 − x) + iε

)]
. (2.16)

Portanto, o propagador do fóton até um laço tem a seguinte forma

iDµν = −igµν

p2 + −i
p2 iΠ

µν(p2)−i
p2 . (2.17)
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Por simplificação, Πµν(p2) será escrito como

iΠµ ν(p2) = i(p2gµν − pµpν)Π(p2) (2.18)

onde
Π(p2) = − e2

2π2

∫ 1

0
dxx(1 − x)

[
2
ε

+ ln µ2

m2 − p2x(1 − x) + iε

]
. (2.19)

Embora não será demonstrado neste texto, o propagador do fóton está relacionado ao
potencial de Coulomb, como mostrado em [34, 46]. Portanto, a um laço, o potencial de
Coulomb, no espaço dos momentos, é da seguinte forma

V (p) = e2 1 + Π(p2)
p2 . (2.20)

É necessário renormalizar esta expressão, pois (2.19) contém um termo infinito. Para isso,
escolhe-se uma escala de energia p2 = p2

0 em que se define a carga elétrica renormalizada,
isto é,

p2
0V (p0) = e2

R = e2(1 + Π(p2
0)). (2.21)

Resolvendo para a carga e em função de eR até a ordem e4
R, encontramos

e2 = e2
R(1 − Π(p2

0)). (2.22)

Substituindo (2.22) em (2.20), obtemos

V (p) = e2
R

p2

[
1 + Π(p2) − Π(p2

0)
]
. (2.23)

ou

V (p) = e2
R

p2 − e4
R

2π2 p2

∫ 1

0
dxx(1 − x) ln

(
m2 − p2

0x(1 − x) + iε

m2 − p2x(1 − x) + iε

)
+ O(e6

R). (2.24)

Escolhendo a escala de renormalização p2
0 = 0, então V (p) simplifica para

V (p) = e2
R

p2 − e4
R

2π2 p2

∫ 1

0
dxx(1 − x) ln

(
m2

m2 − p2x(1 − x) + iε

)
+ O(e6

R),

V (p) = e2
R

p2 + e4
R

2π2 p2

∫ 1

0
dxx(1 − x) ln

(
1 − p2

m2x(1 − x) + iε

)
. (2.25)

Notemos que o termo x(1 − x) do argumento do logaritmo se encontra em 0 <
x(1 − x) < 1/4, de forma que o corte de ramificação1 se encontra a partir de p2 = 4m2,
isto é, a energia mínima para que fóton “crie” um par elétron-pósitron. Nesse regime em
que p2 > 4m2 é possível reescrever o segundo termo de V (p), advindo de Π(q2) em (2.19),
a partir da parte imaginária de Π(q2). Para isso, observemos que para um valor fixo de
1 Do inglês, branch cut.
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Figura 10 – Contorno utilizada para definir o caminho de integração da fórmula de Cauchy.
Note que a ramificação começa em 4m2 e se estende até o infinito. Além disso,
há uma descontinuidade da função ao passar do plano inferior para o plano
superior.

p2 ≥ 4m2, tem-se que os valores de x que contribuem para a parte imaginária se encontram
em

1 − p2

m2x(1 − x) ≤ 0

⇒ 1
2 − 1

2β ≤ x ≤ 1
2 + 1

2β, (2.26)

em que β =
√

1 − 4m2/p2. A partir da seguinte identidade Im[ln(−X ± iε)] = ±π, tem-se
que para a expressão de (2.19) que

Im[Π(p2 ± iε)] = ± e2

2π

∫ 1
2 + 1

2 β

1
2 − 1

2 β
x(1 − x)dx

= ∓ e2

12π

√
1 − 4m2

p2

(
1 + 2m2

p2

)
. (2.27)

A partir da fórmula integral de Cauchy, tem-se que

Π(p2) = 1
2πi

∮
Γ

Π(z)
z − p2 − iε

dz, (2.28)

em que o contorno Γ está ilustrado na Figura 10. Além disso, note que devido à formula
integral de Cauchy, estamos deixando p2 + iε dentro do contorno, como desejado pela
prescrição das regras de Feynman. Logo, tem-se que ε′ < ε. Podemos reescrever o caminho
fechado da integral em quatro integrais∮

Γ
=
∫

ΓR

+
∫

Γε

+
∫

l1
+
∫

l2
.
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É possível mostrar que as integrais em ΓR e Γε′ vão a zero, embora não será provado nesse
texto, com o foco sendo destinado aos caminhos l1 e l2. Assim,

Π(p2) = 1
2πi

[∫ R+iε′

4m2+iε′

Π(s)
s− p2 − iε

ds−
∫ R−iε′

4m2−iε′

Π(s)
s− p2 − iε

ds
]
, (2.29)

em que s é a parte real da variável z. Ao realizar a substituição s → s∓iε′ , respectivamente,
nas integrais, encontra-se que

Π(p2) = 1
2πi

[∫ R

4m2

Π(s− iε′)
s− p2 − iε− iε′ ds−

∫ R

4m2

Π(s+ iε′)
s− p2 − iε+ iε′ ds

]
,

= 1
2πi

[∫ R

4m2

Π(s− iε′)(s− p2 − iε+ iε′) − Π(s+ iε′)(s− p2 − iε− iε′)
(s− p2 − iε+ iε′)(s− p2 − iε− iε′) ds

]
,

= 1
π

∫ ∞

4m2

ImΠ(s− iε′)
s− p2 − iε

ds, (2.30)

sendo utilizado o princípio de Schwarz

lim
ε′→0

[f(s+ iε′) − f(s− iε′)] = 2i lim
ε′→0

Imf(s+ iε′)

⇒ Imf(s+ iε′) = −Imf(s− iε′)

da segunda para terceira linha, e tomando o limites R → ∞ ao final. O segundo termo de
(2.23) consiste da diferença Π(p2) − Π(0), quando p2

0 = 0. Assim, ao definir que

Π(0) = 1
π

∫ ∞

4m2

Im Π(s− iε′)
s− iε

ds, (2.31)

a expressão renormalizada é

Π(p2) − Π(0) =p
2

π

∫ ∞

4m2

ImΠ(s− iε′)
s(s− p2 − iε) ds,

=e2
Rp

2

12π2

∫ ∞

4m2

√
1 − 4m2

s

(
1 + 2m2

s

)
s(s− p2 − iε) ds. (2.32)

Substituindo (2.32) em (2.23), encontra-se o potencial de Uehling no espaço dos momentos

V (p) = e2
R

p2 + e2
R

12π2

∫ ∞

4m2

√
1 − 4m2

s

(
1 + 2m2

s

)
s(s− p2 − iε) ds. (2.33)

O segundo termo é, nas palavras de Uehling [47], a existência de cargas induzidas corres-
pondentes a polarização do vácuo. Dessa forma, essa correção radiativa faz o potencial de
Coulomb sofrer um pequeno desvio.

Retornado à expressão (2.25), note que na situação em que p2 � m2, encontra-se

V (p) ≈ e2
R

p2 + e4
R

2π2 p2 ln
(

−p2

m2

)∫ 1

0
dxx(1 − x)

= e2
R

p2

(
1 + e2

R

12π2 ln −p2

m2

)
.

(2.34)
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Comparando esta expressão com o potencial de Coulomb, pode-se definir uma carga efetiva

e2
ef.(p2) = e2

R

(
1 + e2

R

12π2 ln −p2

m2

)
. (2.35)

Podemos nos perguntar se este efeito permanece em mais laços. Para isso, consi-
deremos incluir maiores termos de correção à carga elétrica efetiva, como mostrado no
diagrama da Figura 11. Neste caso, o potencial de Coulomb tomará a seguinte forma

Figura 11 – O diagrama da polarização do vácuo a um laço é chamado de one particle
irreducible ou 1PI. Isso porque não é possível dividi-lo em outros diagramas.
A construção acima conecta os diagramas 1PI de forma a obter correções em
laços maiores, a partir do diagrama a um laço.

V (p) = e2
R

p2

1 + e2
R

12π2 ln −p2

m2 +
(
e2

R

12π2 ln −p2

m2

)2

+ . . .

 . (2.36)

Os termos acima formam uma série geométrica, de forma que pode-se escrever a seguinte
igualdade

V (p) = 1
p2

 e2
R

1 − e2
R

12π2 ln −p2

m2

 (2.37)

com a carga efetiva no espaço dos momentos sendo definida como

e2
ef.(p2) = e2

R

1 − e2
R

12π2 ln −p2

m2

, (2.38)

sendo conhecida como running coupling. Uma vez incluído todos os termos na série acima,
os próximos termos devem ser de ordem inferior em alguma expansão, como discutido
em [34]. Notemos que a definição desta constante de acoplamento advém da condição de
renormalização a um laço: eef. = eR quando p2 = 0. A equação (2.38) pode ser escrita da
seguinte forma

1
e2

ef.(p2) = 1
e2

R(p2
0)

− 1
12π2 ln −p2

m2 . (2.39)

A partir desta equação, é possível encontrar a equação do grupo de renormalização para
eR. Para que o resultado esteja na forma que será vista ao longo deste texto para outras
equações do grupo de renormalização, tomaremos m2 = µ2. Assim, derivando em relação
a µ, encontra-se o seguinte

0 = −2 1
e3

R

deR

dµ + 2
12π2

1
µ

µ
d eR

dµ = e3
R

12π2 .

(2.40)
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Há uma outra forma de obter a equação do grupo de renormalização removendo somente a
parte divergente da integral em (2.16). Este esquema de renormalização é conhecido como
minimal substraction scheme MS , do inglês, esquema de subtração mínima. Da equação
(2.16), percebe-se que a forma do contratermo a ser adicionado é

−iδ3(p2gµν − pµpν). (2.41)

Somando este termo a (2.16), o propagador do fóton até um laço em (2.17) é

iDµν = −igµν

p2 + −i
p2 i(p

2gµν − pµpν)(Π(p2) − δ3)
−i
p2 , (2.42)

em que foi usado a simplificação de (2.18). Logo,

Π(p2) − δ3 = − e2

6π2ε
− e2

2π2

∫ 1

0
dxx(1 − x) ln µ2

m2 − p2x(1 − x) − δ3. (2.43)

Neste esquema, somente a parte divergente é removida, obtendo

δ3 = − e2

6π2ε
. (2.44)

No esquema de renormalização MS, os parâmetros observados não são os mesmos da
Lagrangeana, sendo funções não triviais de mR, eR, µ. Porém, µ é uma escala arbitrária e
nenhum dos observáveis deve depender dela. Portanto, os parâmetros mR, eR da Lagran-
geana devem ser funções não triviais de µ, tal que nenhuma quantidade física dependa de
µ. A renormalização dos campos e dos parâmetros observáveis mR, eR é feita da seguinte
forma

Aµ
R = 1√

Z3
Aµ, ψR = 1√

Z2
ψ, mR = 1

Zm

m, eR = 1
Ze

µ−ε/2e, (2.45)

com Zi = 1 + δi. A partir do termo de interação eletromagnética entre os férmions (2.1), é
obtida a relação entre a carga não renormalizada e a carga renormalizada

eψ̄ /Aψ = Zeµ
ε/2Z2

√
Z3eRψ̄R /ARψR, (2.46)

e = µε/2Z1eR (2.47)

com a definição Z1 = ZeZ2
√
Z3. Será discutido brevemente ao fim da seção que Z1 = Z2,

logo, Ze = 1√
Z3

. Diferenciando eR em relação a µ na equação (2.47), com o uso de Ze = 1√
Z3

,
então temos o seguinte resultado

0 = µε/2 1√
Z3
eR

(
ε

2 + µ

eR

deR

dµ − µ

2Z3

dZ3

dµ

)
. (2.48)

Quando Z3 = 1, isto é, na ordem zero, então

µ
deR

dµ = − ε

2eR. (2.49)
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Na próxima ordem de Z3,

µ
dZ3

dµ = µ
d

dµ

(
1 − e2

R

6π2ε

)
= −1

ε

eR

3π2
deR

dµ . (2.50)

Usando (2.49),

µ
dZ3

dµ = e2
R

6π2 . (2.51)

Logo, no limite ε → 0, (2.48) é

µ
deR

dµ = e3
R

12π2 , (2.52)

isto é, a mesma equação diferencial obtida anteriormente em (2.40). Nas próximas seções,
o esquema de renormalização MS será utilizado, devido a sua praticidade em obter a
equação do grupo de renormalização.

2.1.2 Autoenergia do elétron

O propagador do campo eletromagnético Aµ sofreu uma modificação devido ao
cálculo a um laço. O mesmo ocorrerá para o elétron. Entretanto, devido à existência da
massa do elétron, esta também sofrerá uma correção. Assim, o cálculo a seguir é comumente
chamado de autoenergia do elétron.

Figura 12 – Correção a um laço para o propagador do elétron.

O diagrama da Figura 12 dá a um laço a correção do propagador do elétron, a
partir do seguinte cálculo

iΣ(p) = (ie)2µ4−d
∫ dd k

(2π)d
γµi

(/k +m)
k2 −m2 + iε

γν (−igµν)
(p− k)2 + iε

, (2.53)

que já se encontra na regularização dimensional.
O denominador pode ser reescrito a partir dos parâmetros de Feynman

1
(k2 −m2 + iε)(p− k)2 + iε

=
∫ 1

0

dy
(`2 − ∆)2 , (2.54)

com
`µ = kµ − ypµ e ∆ = (1 − y)(m2 − yp2) + iε. (2.55)

Por fim, o numerador, com a substituição de kµ por `µ, é

N = −(d− 2)/py +md+ termos lineares em `. (2.56)
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Novamente, os termos lineares em ` vão a zero na integral, sob argumentos de simetria.
Assim, temos a integral resultando em

iΣ(p) = e2µ4−d
∫ 1

0
dy
∫ dd`

(2π)d

(d− 2)/py −md

(`2 − ∆)2 . (2.57)

A partir dos resultados em (2.12) e (2.15), obtém-se para a expressão (2.57) o seguinte
resultado

iΣ(p) = − i
e2

16π2

[
(/p− 2m) +

∫ 1

0
dy(2y/p− 4m) ln

(
(1 − y)(m2 − yp2)

µ2 + iε

)]

+ i
e2

16π2
(2/p− 8m)

ε
.

(2.58)

O propagador do elétron até um laço é

iS(/p) = i

/p−m
+ i

/p−m
iΣ(p) i

/p−m
. (2.59)

Entretanto, esse propagador não está renormalizado devido à divergência presente no
momento /p e na massa m em (2.58). A adição de contratermos solucionará esse problema,
permitindo tomar ε = 0.

A redefinição do campo ψ, como feito em (2.45), permite que a divergência
associada ao momento /p seja removida

ψR = 1√
Z2
ψ, (2.60)

com Z2 = 1 + δ2, sendo δ2 identificado como o contratermo. Enquanto para a massa, temos
que

m = ZmmR, (2.61)

com Zm = 1 + δm.
É possível realizar o mesmo procedimento feito em (2.37), isto é, obter uma série

geométrica a partir dos diagramas 1PI. Assim, o propagador do férmion é

iS(/p) = 1
Z2

i

/p− ZmmR − Σ(p) . (2.62)

Expandindo Z2 e Zm, e tomando somente termos a primeira ordem, isto é, termos do tipo
δ2δm, δ2Σ(p) e δmΣ(p) são desconsiderados, obtém-se que

iS(/p) = i

/p+ δ2/p−mR − (δ2 + δm)mR − Σ(p) , (2.63)

sendo necessário resolver a seguinte equação para encontrar os contratermos desejados

e2
R

16π2
(2/p− 8mR)

ε
+ δ2/p− (δm + δ2)mR = 0. (2.64)
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São obtidos os seguintes resultados para os contratermos

δ2 = − e2
R

8π2ε
,

δm = − 6e2
R

16π2ε
,

(2.65)

em que a carga elétrica já está em sua forma renormalizada, não havendo problema, pois
e2 = e2

R no termo principal. Diferenciando dos dois lados de (2.61) com relação a µ,

0 = dZm

dµ mR + Zm
dmR

dµ
1
mR

dmR

dµ = − 1
Zm

dZm

dµ .

(2.66)

Para o termo Zm,

1
Zm

dZm

dµ = − 6eR

8π2ε

deR

dµ
1
Zm

dZm

dµ = 3e2
R

8π2µ
,

(2.67)

com deR

dµ
= − ε

2µ
eR como visto em (2.49). Assim, a equação do grupo de renormalização

para a massa do elétron é
µ

dmR

dµ = −3e2
R

8π2mR (2.68)

A equação de grupo de renormalização nos diz, portanto, que se a massa mR for zero em
qualquer escala, ela será zero sempre, indicando uma simetria da QED. De fato, a massa
igual a zero deixaria a Lagrangeana da QED invariante por transformações quirais a nível
clássico. Porém, a simetria quiral neste caso é anômala, ou seja, não há simetria quiral na
QED. Para ver isso, considere a corrente clássica associada a esta simetria quiral é

J5µ = ψ̄γ5γµψ, (2.69)

com ∂µJ
5µ = 0 quando m = 0. Embora não será mostrado neste texto, podendo ser

encontrado a demonstração em [34,48], o cálculo da anomalia quiral para a QED resulta
no seguinte resultado

∂µJ
5µ = − e2

16π2 ε
µνρσFµνFρσ. (2.70)

O termo εµνρσFµνFρσ corresponde a uma derivada total na Lagrangeana, o que permitirá
escrever uma nova corrente J ′5µ que será conservada. Assim, ao utilizar a seguinte relação
— obtida de [48] —

εµνρσFµνFρσ = −∂µ(2εµνρσAνFρσ), (2.71)

torna possível escrever (2.70) como uma derivada total

∂µ

(
J5µ − e2

8π2 ε
µνρσAνFρσ

)
= 0, (2.72)
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sendo definida a nova corrente

J
′5µ = J5µ − e2

8π2 ε
µνρσAνFρσ. (2.73)

O problema desta nova corrente reside no fato de não ser invariante sob trans-
formações de gauge. De forma a deixar mais claro esta constatação, considere a seguinte
transformação

A′
µ = Aµ + 1

e
∂µθ(x), (2.74)

em que θ(x) é a fase local do grupo U(1). O termo Fρσ é claramente invariante sob esta
transformação. Assim, (2.73) toma a seguinte forma

J
′5 µ = J5µ − e2

8π2 ε
µνρσAνFρσ − e

8π2 ε
µνρσ∂µθFρσ, (2.75)

permitindo concluir que o último termo arruína a invariância sob transformações de gauge.
Entretanto, a carga global definida a partir de (2.73)

Q
′5 =

∫
J

′5 0d3x (2.76)

é invariante sob transformações de gauge, embora isso não será demonstrado, sendo
a demonstração encontrada em [48]. Assim, a presença desta anomalia não arruína a
existência de uma carga conservada, mas esta afirmação ocorre somente para o caso
abeliano. Isso significa que a anomalia é proibida de gerar termos que violam a conservação
da carga global quiral, tal como a massa fermiônica.

2.1.3 Correção do vértice

O vértice da QED (2.3) também terá uma correção quântica. A princípio, esta
correção está relacionada apenas a carga elétrica, se analisarmos (2.3). Entretanto, existe
a correção do momento magnético do elétron, como será visto a seguir.

Figura 13 – Correção a um laço do vértice do eletromagnetismo quântico.
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A correção a um laço do vértice do eletromagnetismo quântico é calculada a partir
do seguinte diagrama de Feynman da Figura 13, tendo a seguinte integral

ū(p′)[ieΓµ(p, p′)]u(p) =

− e3ū(p′)
∫ d4k

(2π)4
γν(/k + /p′ +m)γµ(/k + /p+m)γν

(k2 + iε)[(p′ + k)2 −m2 + iε][(p+ k)2 −m2 + iε]u(p) (2.77)

em que p, p′ são os momentos dos elétrons externos relacionados com o momento do fóton
q a partir da seguinte igualdade

qµ = p′
µ − pµ, (2.78)

e u(p), ū(p′) são spinores de Dirac, em que a introdução dos spinores de Dirac servirá para
simplificar a expressão do numerador, como veremos mais adiante.

O denominador desta integral, usando os parâmetros de Feynman é

1
(k2 + iε)[(p′ + k)2 −m2 + iε][(p+ k)2 −m2 + iε] = 2

∫ 1

0
dxdydz δ(1 − x− y − z)

[`2 − ∆]3 ,

(2.79)
com `µ = kµ + xpµ + yp′µ e ∆ = (1 − z)2m2 − xyq2 + iε. Seguindo o procedimento de
regularização dimensional como feito anteriormente, é necessário utilizar a álgebra das
matrizes γµ em d dimensões para o numerador, encontrada em [34, 46]. Dessa forma, o
numerador é

N µ = − 2m2γµ + 4mz(p′ + p)µ + 4m(x− y)qµ + (2 − d)/̀γµ/̀

− 2(z /p′ + (x− 1)/q)γµ(z/p+ (1 − y)/q)

+ (4 − d)(z /p′ + x/q −m)γµ(z/p− y/q −m).

(2.80)

Usando esta expressão nos spinores de Dirac com a igualdade p2 = p′2 = m2, chega-se a

ū(p′)N µu(p) =ū(p′){−(d− 2)/̀γµ/̀+m2γµ[8z − 2(1 + z2) + (4 − d)(1 − z)2]

− q2γµ[2(z + xy) − (4 − d)xy]

− imσµνqν(1 − z)[2z + (4 − d)(1 − z)]

+mqµ(x− y)[4 − 2z − (4 − d)(1 − z)]}u(p),

(2.81)

com σµν = i
2(γµγν − γνγµ).

Para simplificar ainda mais (2.81), é útil analisar as simetrias da integral. A
integral sobre os parâmetros de Feynman, a integral

∫
dd` e o denominador são invariantes

sobre a troca x ↔ y, sendo a quarta linha de (2.81) a única a mudar de sinal, portanto
este termo é igual a zero quando integrado, restando apenas

ū(p′)N µu(p) = ū(p′){ − (d− 2)/̀γµ/̀+m2γµ[8z − 2(1 + z2) + (4 − d)(1 − z)2]

− q2γµ[2(z + xy) − (4 − d)xy]

− imσµνqν(1 − z)[2z + (4 − d)(1 − z)]}u(p).

(2.82)
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A partir da inserção dos spinores de Dirac na matriz γµ, é possível reescrever
ū(p′)γµu(p) usando a decomposição de Gordon

ū(p′)γµu(p) = ū(p′)
(

(p+ p′)µ

2m + i
σµνqν

2m

)
u(p).

Essa identidade será útil para identificarmos uma forma geral para Γµ(p, p′). Isso é possível,
uma vez que Γµ(p, p′) e γµ se transformam como vetores sob transformações de Lorentz.
Ou seja, Γµ(p, p′) dependerá de quantidades vetoriais γµ, pµ e p′µ. Dessa forma, Γµ(p, p′)
tem a seguinte forma

ū(p′)Γµ(p, p′)u(p) = ū(p′)
(
F1(q2)γµ + F2(q2)iσ

µνqν

2m

)
u(p), (2.83)

em que F1(q2) e F2(q2) são chamados de fatores de forma, e por serem funções de q2 são
invariantes sob transformações de Lorentz. O uso da identidade (2.83) permite dividir o
numerador N µ em

N1 = (d− 2)2

d
`2 − (d− 2)∆ + 2z(2m2 − q2)

N2 = (1 − z)[4z + 2(4 − d)(1 − z)]m2,

(2.84)

obtidos após uma álgebra envolvendo matrizes γµ de Dirac em d dimensões. Assim,
identifica-se que

N µ = N1γ
µ − N2

iσµνqν

2m , (2.85)

possibilitando escrever os fatores de forma como

F1(q2) = −2ie2µ4−d
∫ 1

0
dxdydzδ(1 − x− y − z)

∫ dd`

(2π)d

N1

(`2 − ∆)3 ,

F2(q2) = 2ie2µ4−d
∫ 1

0
dxdydzδ(1 − x− y − z)

∫ dd`

(2π)d

N2

(`2 − ∆)3 .

(2.86)

O primeiro fator de forma F1(q2) corrige a carga elétrica a partir do vértice entre elétron-
fóton, tendo o seguinte resultado quando utilizada as expressões (2.12), (2.13) e (2.15)

F1(q2) = e2

8π2ε
− e2

8π2

[
− 1 +

∫ 1

0

∫ 1−x

0
ln (1 − (1 − x− y)2)m2 − xyq2

µ2 dydx

+
∫ 1

0

∫ 1−x

0

(2m2 − q2)(1 − x− y)
(x+ y)2m2 − xyq2 dydx

]
.

(2.87)

F2(q2) contribui para a correção do momento magnético do elétron, sendo finita em d = 4

F2(q2) = e2

4π2

∫ 1

0

∫ 1−x

0

(x+ y)(1 − x− y)m2

(x+ y)2m2 − xyq2 dydx (2.88)

Calculando F2(q2) em q2 = 0, chega-se ao seguinte resultado

F2(0) = e2

8π2 = α

2π . (2.89)
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Como F2(q2) está relacionado ao momento magnético, como mostra [46], então o valor
encontrado acima é a correção ao momento magnético encontrado por J. Schwinger [13]

g = 2 + 2F2(0)

g = 2 + α

π
.

(2.90)

Utilizando o valor aproximado da constante de estrutura fina α ≈ 1/137, o momento
magnético do elétron é igual a g = 2, 002323. Medidas mais recentes [49] mostram que
g = 2, 00231930436 (13), o que permite concluir a precisão histórica de valores entre a
teoria e o experimento2.

A divergência da correção do vértice encontra-se somente em F1(q2), sendo neces-
sária a renormalização. Adicionando o contratermo δ1 em (2.83)

ū(p′)Γµ(p, p′)u(p) = ū(p′)
(
F1(q2)γµ + δ1γ

µ + F2(q2)iσ
µνqν

2m

)
u(p), (2.91)

encontra-se que
δ1 = − e2

8π2ε
, (2.92)

sendo δ1 = δ2, sendo um resultado esperado para a teoria em todas as ordens. Para ver
isto, considere a Lagrangeana do eletromagnetismo renormalizada

LQED = iZ2ψ̄R/∂ψR −mRZ2Zmψ̄RψR + eRZ1ψ̄R /ARψR − Z3

4 Fµν RF
µν
R , (2.93)

em que Zi = 1 + δi. Esta Lagrangeana implica que a derivada covariante é da forma

Dµ
ren. = ∂µ − ieR

Z1

Z2
Aµ

R, (2.94)

isto é, a não ser que Z1 = Z2 então a invariância de gauge é quebrada. Logo é necessário
que Z1 = Z2 em todas as ordens de perturbação da teoria, e isso de fato acontece, embora
não será provado neste texto, com a prova podendo ser encontrada em [34].

2 Importante ressaltar que o valor da medida experimental está sendo comparada com valores teóricos
em cálculos que envolvem mais laços. De qualquer forma, é surpreendente como o cálculo a um laço
realizado no texto está correto para quatro casas decimais após a vírgula.
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2.2 Teoria invariante sobre SU(N)
No Capítulo 1, vimos que o Modelo Padrão é invariante sob as transformações de

gauge SU(3) SU(2) e U(1). Devido a não-comutatividade entre os geradores dos grupos
SU(3) e SU(2), os bósons vetoriais associados a estes grupos podem interagir entre si,
o que permitiu as interações cúbicas e quárticas. De forma geral, as teorias invariantes
de gauge sob SU(N) para N ≥ 2, terão bósons que interagem entre si. Estas teorias são
conhecidas como teorias não-abelianas. Diferentemente da QED, vista anteriormente,
o número de cálculos a um laço aumenta consideravelmente, já que estas teorias tem
um maior número de interações. Além disso, uma característica que não é aparente na
QED, mas se torna importante em teorias SU(N) é o surgimento de partículas não-físicas
chamados de ghosts. Os ghosts vão aparecer devido ao procedimento de Faddeev-Popov
para retirar a redundância da integral dos campos de gauge na integral de caminho. O
procedimento se dá da seguinte forma, ao considerar que a ação é invariante de gauge

S[GA
µ ] = S[G′ A

µ ], (2.95)

onde
G

′ A
µ = UGA

µ U† − i

g
U∂µU†, U(x) = eiπA(x)T A

, (2.96)

com TA os geradores do grupo e πA as fases dependentes de coordenadas espaço-tempo.
Dessa forma, a integral de caminho

Z =
∫

DGA
µ e

iS (2.97)

não é bem definida já que DGA
µ significa integrar sob todos os campos GA

µ , inclusive os
campos que estão relacionados por transformações de gauge, ou seja, há uma redundância
nesta integral. Assim, é necessário definir uma nova medida de DGA

µ que não faça contas
redundantes, isto é, é necessário que a integral de caminho contenha somente campos GA

µ

com diferentes configurações físicas. Para isso, consideremos a seguinte quantidade

∆−1[GA
µ ] =

∫
DUδ[GB(G′ A

µ )], (2.98)

onde DU é a integral sob todos os elementos do grupo e GB são funções que zeram para
algum campo G′ A

µ . ∆−1[GA
µ ] é invariante por transformações em U, como mostrado em [48],

logo
∆−1[GA

µ ] = ∆−1[G′ A
µ ]. (2.99)

Dessa forma, é possível inserir a identidade ∆[GA
µ ]∆−1[GA

µ ] = 1 em (2.97), obtendo

Z =
∫

DGA
µ ∆[GA

µ ]
∫

DUδ[GB(G′ A
µ )]eiS. (2.100)

Fazendo a transformação de gauge G′ A
µ para GA

µ , a segunda integral deixa de depender
das transformações U

Z =
∫

DGA
µ ∆[GA

µ ]
∫

DUδ[GB(GA
µ )]eiS, (2.101)



Capítulo 2. Grupo de Renormalização 55

o que permite trocar
∫

DU por um infinito multiplicativo, que é o infinito indesejável desde
o início, obtendo

Z = N
∫

DGA
µ ∆[GA

µ ]δ[GB(GA
µ )]eiS, (2.102)

em que N é o infinito multiplicativo. Para encontrar ∆[GA
µ ], é feita a mudança de variável

em (2.98)

DU = DG det
∣∣∣∣∣δUδG

∣∣∣∣∣ , (2.103)

em que o determinante aparece pela mudança de variável, isto é, é o Jacobiano da
transformação. Dessa forma,

∆−1[GA
µ ] =

∫
DG det

∣∣∣∣∣δUδG
∣∣∣∣∣ δ[G],

∆−1[GA
µ ] = det

∣∣∣∣∣δUδG
∣∣∣∣∣
G=0

(2.104)

ou seja,

∆[GA
µ ] = det

∣∣∣∣∣ δGδU
∣∣∣∣∣
G=0

. (2.105)

Parametrizando U(x) pelas funções πA(x), então

∆[GA
µ ] = det

∣∣∣∣∣ δGA

δπB(x)

∣∣∣∣∣
G=0

. (2.106)

Seguindo o raciocínio apresentado em [48], a integral de caminho é

Z[JA
µ ] =

∫
DGA

µ det
∣∣∣∣δGB(x)
δπA(y)

∣∣∣∣ei
∫

d4x
[
L+JA µGA

µ − 1
2ξ

(∂µGA
µ )2
]
, (2.107)

em que JA µ é uma corrente arbitrária. O termo 1
2ξ

(∂µGA
µ )2 aparece devido a uma redefinição

de GB, como mostrado por [48]. O determinante pode ser reescrito como uma integral de
caminho sobre campos de Grassmann,

det
∣∣∣∣δGB(x)
δπA(y)

∣∣∣∣ =
∫

Dc̄Dc e−i
∫

d4x d4y c̄A(x) δGA

δπB cB(y). (2.108)

Os campos de Grassmann cA correspondem aos ghosts de Faddeev-Popov, que se trans-
formam como membros da representação adjunta do grupo SU(N). O termo δGA

δπB entre os
campos de ghost pode ser reescrito como

δGA(x)
δπB(y) = ∂GA(x)

∂GC
µ (x)

δGC
µ (x)

δπB(y)

= ∂GA(x)
∂GC

µ (x)(Dµ)CBδ(x− y),
(2.109)

com
(Dµ)CB = ∂µδ

CB + gfCBDGD
µ . (2.110)
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Portanto, a ação da integral de caminho é

Sef. =
∫

d4x

[
L + JA µGA

µ − 1
2ξ (∂µGA

µ )2 − c̄A ∂GA(x)
∂GC

µ (x)(Dµ)CBcB

]
. (2.111)

Considerando o gauge de Lorentz

GA = ∂µGA
µ = 0, (2.112)

temos que
∂GA(x)
∂GC

µ (x) = ∂µδAC . (2.113)

Assim, a ação toma a seguinte forma

Sef. =
∫
d4x

[
L + JA

µ G
A µ − 1

2ξ (∂µG
A µ)2 − c̄A∂2cA + gfABC∂µc̄

AGB µcC

]
, (2.114)

cujo propagador do ghost é

pB A = iδAB

p2 + iε
. (2.115)

Os ghosts não são estados físicos observáveis, pois foram introduzidos como campos de
Grassmann, isto é, anticomutam. Entretanto, se comportam como escalares, como visto
no termo ∂µc̄

A∂µcA em (2.114), violando o teorema de spin-estatística. Assim, os ghosts
aparecem somente como linhas internas em diagramas de Feynman.

2.3 Correções quânticas da teoria SU(N)
Uma vez introduzidos os ghosts, não há mais nenhum obstáculo aparente impedindo

a realização dos cálculos quânticos. O interesse agora é obter as equações do grupo de
renormalização para o Modelo Padrão. Porém, os cálculos realizados para uma teoria
SU(N) são vantajosas, caso deseja-se estudar modelos além do Modelo Padrão, como por
exemplo SU(5), o modelo de Georgi-Glashow [50] que propôs a unificação entre a interação
forte, fraca e eletromagnética. Vale ressaltar que os grupos de gauge do Modelo Padrão são
um produto, isto é, SU(3)×SU(2)×U(1). Logo, os cálculos obtidos neste texto para SU(N)
sofrerão pequenas modificações, como mostrados mais adiantes, sendo vistas em [51–53].
Assim, considere a seguinte Lagrangeana efetiva, com nF férmions e nS escalares, no gauge
de Feynman ξ = 1,

LSU(N) = − 1
4(∂µG

A
ν − ∂νG

A
µ )2 − 1

2(∂µGA
µ )2 + ψ̄i(i/∂ −m)ψi + gψ̄i /G

A
TA

ijψj

− gfABC(∂µGA
ν )GB

µG
ν C − g2

4 f
EABGA

µG
B
ν f

ECDGµ CGν D − ϕ?
i (∂2 +M2)ϕi

+ igGA
µT

A
ij (ϕ?

i∂
µϕj − ϕ?

j∂
µϕi) + g2ϕ?

iG
A
µT

A
ikT

B
kjG

µ Bϕj

− c̄A∂2cA + gfABC(∂µc̄A)GB
µ c

C ,

(2.116)
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com fABC sendo as constantes de estrutura do grupo e g o acoplamento da teoria.
Os propagadores desta teoria tem as seguintes regras de Feynman

para os bósons de gauge :
p

µ; B ν; A = −ig
µνδAB

p2 + iε
, (2.117)

para os férmions :
p

j i = i
δij

/p−m+ iε
, (2.118)

para os escalares :
p

j i = i
δij

p2 −M2 + iε
. (2.119)

Generalizando o conceito de “cor” — visto para os quarks no Modelo Padrão —
para SU(N), é necessária a existência da conservação da “cor” nos propagadores devido
aos termos δij, δab.

A autointeração cúbica presente em (2.116) é dada pela seguinte regra de Feynman

q

kp

ρ;C

µ;A

ν;B = gfABC [gµν(k − p)ρ + gνρ(p− q)µ + gρµ(q − k)ν ], (2.120)

com os momentos entrando na direção do vértice satisfazendo p+ k + q = 0.
A interação quártica entre os bósons de gauge tem a seguinte regra

µ;A ν;B

ρ;C σ;D

= −ig2[fABEfCDE(gµρgνσ − gµσgνρ)

+ fACEfBDE(gµνgρσ − gµσgνρ)

+ fADEfBCE(gµνgρσ − gµρgνσ)].

(2.121)

A interação entre o ghost e o bóson de gauge é

p

c̄A

cC

µ;B = −gfABCpµ. (2.122)



Capítulo 2. Grupo de Renormalização 58

Para os escalares há duas interações, sendo

q

p

j

i

µ;A = ig(p+ q)µTA
ij , (2.123)

e
µ;B ν;A

i j

= ig2{TA, TB}ijg
µν , (2.124)

com {TA, TB}ij = (TATB + TBTA)ij.
Para os férmions há somente uma interação

j

i

µ;A = igγµTA
ij . (2.125)

Com as regras de Feynman obtidas, já é possível a construção de diagramas que
contenham laços para o cálculo da correção radiativa e seguir o processo de renormalização
já apresentado anteriormente no esquema MS. Entretanto, há vários diagramas a um laço
para teorias não-abelianas, tornando a tarefa de cálculo um trabalho hercúleo. A princípio3,
estamos interessados em obter a equação do grupo de renormalização do acoplamento g da
teoria. Assim, tornas-se útil escrever a Lagrangeana da teoria renormalizada, e descobrir o
que de fato tem de ser calculado.
3 Os acoplamentos de Yukawa e o acoplamento quártico escalar serão vistos na próxima seção, de forma

a trazer suavidade a leitura nessa parte do texto.
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A Lagrangeana renormalizada desta teoria é

LSU(N) = − Z3
1
4(∂µG

A
ν − ∂νG

A
µ )2 − Z3

1
2(∂µGA

µ )2 + Z2ψ̄i(i/∂ − ZmmR)ψi + gRZ1ψ̄i /G
A
TA

ijψj

− gRZG3fABC(∂µGA ν)GB
µG

C
ν − ZG4

g2
R

4 fEABGA µGB νfECDGC
µG

D
ν

− Z4ϕ
?
i (∂2 + ZMM

2)ϕi + igRZ1G
A µTA

ij (ϕ?
i∂µϕj − ϕ?

j∂µϕi)

+ g2
RZsϕ

?
iG

A µTA
ikT

B
kjG

B
µϕj − Z3cc̄

A∂2cA + gRZ1cf
ABC(∂µc̄

A)GB
µ c

C ,

(2.126)

de onde se conclui que uma possível forma de obter a equação do grupo de renormalização
do acoplamento gR está na interação férmion-férmion-bóson

gRZ1ψ̄i /G
A
TA

ijψj = gR
Z1

Z2
√
Z3
ψ̄

(0)
i /G

A (0)
TA

ijψ
(0)
j , (2.127)

com
g = Z1

Z2
√
Z3
gR, G

A = 1√
Z3
GA (0), ψ = 1√

Z2
ψ(0), (2.128)

sendo os campos com índice (0) referente aos campos não renormalizados. A mudança
de notação para os campos normalizados e renormalizados, quando comparados a (2.45),
ocorre como forma de simplificar a leitura, devido a existência de muitos índices presentes.

2.3.1 Propagador do bóson de gauge

Como mostrado em 2.1.1, o propagador do fóton continha uma divergência no
cálculo a um laço. Esta divergência também estará presente para os propagadores dos bósons
de gauge de uma teoria SU(N). Portanto, seguindo a metdologia apresentado anteriormente,
é necessário encontrar os contratermos dos propagadores dos bósons de gauge, dos férmions
e dos vértices entre férmion-férmion-bóson, isto é, Z3, Z2 e Z1, respectivamente. A correção
quântica do propagador do bóson de gauge consiste de sete diagramas, sendo seis deles
construídos a partir das regras de Feynman vistas anteriormente, mais um contratermo.
Vale ressaltar que todo o cálculo seguirá no gauge de Feynman ξ = 1. Os diagramas que
constituem a correção são dados pela Figura 14, sendo cada diagrama identificado pelos
seguintes termos, respectivamente

MAB µν = MAB µν
F + MAB µν

3 + MAB µν
4 + MAB µν

S,3 + MAB µν
S,4 + MAB µν

gh. + MAB µν
c.t. . (2.129)

Analogamente ao propagador do fóton, a correção a um laço dos propagadores dos bósons
de gauge é da forma

MAB µν ∼ δAB(p2gµν − pµpν)f(p2). (2.130)

Embora, individualmente esta forma não apareça nos diagramas acima, mas sim quando
somados. Assim, os cálculos serão feitos individualmente, mas somados ao final.
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Figura 14 – Todos os diagramas de Feynman a um laço que compõe o propagador renor-
malizado dos bósons de gauge. Diferentemente da seção anterior, as setas
indicando os sentido dos momentos foram retiradas por simplicidade.

O primeiro laço corresponde ao laço fermiônico e seu cálculo é muito similar
ao cálculo feito para o eletromagnetismo quântico (2.6). De fato, a única mudança é a
introdução do traço dos geradores da álgebra TA e a introdução de um fator 1/2, pois os
campos fermiônicos estão tratados como de Weyl, logo

MAB µν
F = −Tr[TATB] g

2

4π2 (p2gµν − pµpν)
∫ 1

0
dy y(1 − y)

[2
ε

+ termos finitos
]
. (2.131)

Como o interesse é encontrar os contratermos com a finalidade de obter a equação do grupo
de renormalização, então os termos finitos não serão apresentados neste texto, podendo
ser encontrados em [34,46]. O resultado divergente é, portanto

MAB µν
F = δABTF

g2

16π2 (p2gµν − pµpν)
(

− 4
3ε

)
, (2.132)

com [TATB] = TF δ
AB.

Os laços que contém as autointerações dos bósons de gauge são resumidos na
seguinte integral, já escritas na regularização dimensional4

i(MAB µν
3 + MAB µν

4 ) = g2

2 µ
4−d

∫ ddk

(2π)d

−i
k2

−i
(p− k)2f

ACEfBDF δCF δEDN µν
3

+−ig2

2 µ4−d
∫ ddk

(2π)d

−igρσ

k2 N AB µνρσ
4

. (2.133)

É possível escrever como uma integral somente, multiplicando o segundo termo por (p−k)2

(p−k)2

i(MAB µν
3 + MAB µν

4 ) = −g2

2 µ
4−d

∫ ddk

(2π)d

fACDfBDCN µν
3 + (p− k)2N AB µν

4
k2(p− k)2 . (2.134)

4 Os termos da prescrição de Feynman iε estão omitidos.
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Para o numerador, temos o seguinte

N µν
3 = [gµα(p+ k)ρ + gαρ(p− 2k)µ + gρµ(k − 2p)α]gαβgρσ

× [gνβ(p+ k)σ + gβσ(p− 2k)ν + gσν(k − 2p)β],

N µν
3 = [gµ

β(p+ k)σ + gβσ(p− 2k)µ + gµ
σ(k − 2p)β]

× [gνβ(p+ k)σ + gβσ(p− 2k)ν + gσν(k − 2p)β],

N µν
3 = gµν(p+ k)2 + (p+ k)µ(p− 2k)ν + (p+ k)ν(k − 2p)µ + (p− 2k)µ(p+ k)ν

+ d(p− 2k)µ(p− 2k)ν + (p− 2k)µ(k − 2p)ν + (k − 2p)ν(p+ k)µ + (k − 2p)µ(p− 2k)ν

+ gµν(k − 2p)2,

N µν
3 = gµν [(p+ k)2 + (k − 2p)2] + d(p− 2k)µ(p− 2k)ν + (p− 2k)µ(k − 2p)ν

+ (k − 2p)µ(p− 2k)ν .

(2.135)

Enquanto para a segunda parte

N AB µν
4 = gρσδ

CD×

[fABEfCDE(gµρgνσ − gµσgνρ)

+ fACEfBDE(gµνgρσ − gµσgνρ)

+ fADEfBCE(gµνgρσ − gµρgνσ)],

N AB µν
4 = 2fADEfBDEgµν(d− 1).

(2.136)

Para continuar os cálculos, é necessário tratar também do denominador que, a partir dos
parâmetros de Feynman, toma a seguinte forma

1
k2

1
(p− k)2 =

∫ 1

0
dy 1

(`2 − ∆)2 , (2.137)

com `µ = kµ − ypµ e ∆ = −yp2(1 − y). A mudança de variável afeta somente N µν
3 , além

disso, devido a simetria da integral, termos lineares em `µ não serão escritos pois estes vão
a zero.

N µν
3 = 2`2gµν −(6−4d)`µ`ν −[6(y2 −y+1)−d(1−2y)2]pµpν +(2y2 −2y+5)p2gµν . (2.138)

Os termos de estrutura do grupo fABC estão multiplicados entre si de forma a realizar o
somatório entre dois índices, tendo o seguinte resultado

fACEfBCE = Cadjδ
AB, (2.139)

em que Cadj é o invariante Casimir para a representação adjunta do grupo, com a seguinte
relação para SU(N): Cadj = N .

Portanto, (2.134) tem a seguinte a forma
−g2

2 µ4−dCadjδ
AB
∫ 1

0
dy
∫ dd`

(2π)d

[2`2gµν − (6 − 4d)`µ`ν − (6(y2 − y + 1) − d(1 − 2y)2)pµpν

(`2 − ∆)2

+ (2y2 − 2y + 5)p2gµν + 2gµν(l2 + (1 − y)2p2)(d− 1)
(`2 − ∆)2

]
. (2.140)
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Antes de avaliar a integral em `µ, é de grande utilidade também inserir a contribuição dos
ghosts a esta integral. Pelas regras de Feynman, (2.115) e (2.122), obtemos

iMAB µν
gh. = (−1)g2µ4−d

∫ ddk

(2π)d

i

(k − p)2
i

k2f
CADkµfDBC(k − p)ν . (2.141)

Fazendo a mudança de variáveis, obtidas a partir dos parâmetros de Feynman

−g2δABCadj

∫ 1

0
dy
∫ dd`

(2π)d

`µ`ν − pµpνy(1 − y)
(`2 − ∆)2 . (2.142)

Realizando a soma de (2.140) com (2.142), o resultado obtido da integral em ` em d

dimensões é igual a

g2δABCA
µ4−d

(4π)d/2

∫ 1

0
dy
( 1

∆

)2− d
2
{
gµν∆

[
(d− 2)2

d

d

2Γ
(

1 − d

2

)]

+pµpν

[
−3(x2 − x+ 1) + d

2(1 − 2x)2 + x(1 − x)Γ
(

2 − d

2

)]

+gµνp2
[(
x2 − x+ 5

2 − (1 − x)2(d− 1)
)

Γ
(

2 − d

2

)]}
.

(2.143)

Usando o fato de que Γ
(
1 − d

2

)
(d− 2) = −2Γ

(
2 − d

2

)
, junto da expansão em ε = 0 com

d = 4 − ε, vale a seguinte identidade5

Γ
(
2 − d

2

)
(4π)d/2

(
µ2

∆

)2− d
2

= 1
16π2

(
2
ε

− log ∆
µ2 + termos finitos

)
. (2.144)

Escrevendo somente a parte divergente e realizando a integral em y, tem-se o seguinte
resultado

MAB µν
3,4,gh. = g2

16π2 δ
AB(gµνp2 − pµpν)

(10
3εCadj + termos finitos

)
. (2.145)

Por fim, o laço escalar contido no propagador do bóson de gauge é

iMAB µν
S = g2Tr(TATB)µ4−d

∫ ddk

(2π)d

(2k + p)µ(2k + p)ν − 2gµν [(k + p)2 −m2]
(k2 −m2)((k + p)2 −m2) , (2.146)

com MAB µν
S = MAB µν

S,3 + MAB µν
S,4 .

Usando os parâmetros de Feynman, tem-se as seguintes identificações

kµ = `µ − ypµ, ∆ = m2 − yp2(1 − y). (2.147)

Logo,

iMAB µν
S = g2TSδ

ABµ4−d
∫ 1

0
dy
∫ dd`

(2π)d

[2
(

2
d

− 1
)
gµν`2 + (1 − 2y)2pµpν

(`2 − ∆)2

− 2gµν((1 − y)2p2 −m2)
(`2 − ∆)2

]
,

(2.148)

5 Como mostrado em (2.15).
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com TS = Tr(TATB). O cálculo de (2.148) resulta em

MAB µν
S = − g2

16π2 δ
ABTS(gµνp2 − pµpν)

( 2
3ε + termos finitos

)
. (2.149)

Assim, o contratermo necessário para cancelar as divergências, com nF sabores de férmions
e nS sabores de escalares, é obtido a partir da soma dos termo em (2.132), (2.145) e (2.149)

δ3 = g2

16π2ε

(10
3 CA − 4

3nFTF − 2
3nSTS

)
. (2.150)

2.3.2 Propagador do férmion

A correção quântica do propagador do férmion desta teoria, consiste apenas de
dois diagramas, sendo um deles o contratermo, como mostrado na Figura 15.

Figura 15 – O propagador renormalizado dos férmions.

A correção é análoga a correção do propagador do elétron no eletromagnetismo quântico,
visto em 2.1.2. A única diferença, quando comparado ao primeiro, é a inserção dos termos
do grupo SU(N). Assim,

Σij(/p) = δij

[
g2

16π2CF

(
2/p− 8m

ε

)
+ δ2/p− (δm + δ2)m+ termos finitos

]
, (2.151)

com CF = N2−1
2N

. Dessa forma, os contratermos são facilmente identificados

δ2 = g2

16π2ε
(−2CF ), (2.152)

δm = g2

16π2ε
(−6CF ). (2.153)
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2.3.3 Vértice férmion-férmion-bósons de gauge

Diferentemente do eletromagnetismo quântico — em que há somente um diagrama
a um laço para a correção do vértice — na teoria não-abeliana surge um segundo laço devido
à interação cúbica entre os bósons de gauge. Os diagramas que compõe esta interação a
um laço estão representados na Figura 16.

Figura 16 – Diagramas a um laço que compõe o vértice renormalizado da interação férmion-
bóson-férmion.

O primeiro diagrama da Figura 16 é dado por

igΓµ A
ij, 1(p′, p) = ig(TCTATB)ijδ

BCΓµ(p′, p)

igΓµ A
ij, 1(p′, p) = ig(TBTATB)ijΓµ(p′, p)

com Γµ(p′, p) idêntico a (2.77). Os termos de grupo podem ser manipulados da seguinte
forma

TBTATB = TBTBTA + TB[TA, TB]

= CFT
A + ifABCTBTC = CFT

A + i

2f
ABC [TB, TC ]

= CFT
A − 1

2f
ABCfBCDTD

=
(
CF − 1

2Cadj

)
TA.

(2.154)

A partir do calculo do vértice da QED, sabemos o cálculo de Γµ(p′, p). Utilizando o
resultado de (2.87), uma vez que o fator de forma da QED (F1(q2)) contém a divergência,
possibilita a obtenção do resultado de (2.154), sendo igual a

Γµ A
ij, 1(p′, p) = g2

8π2ε

(
CF − 1

2Cadj

)
TA

ij γ
µ + termos finitos. (2.155)
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Uma vez que o interesse se encontrar na obtenção da estrutura divergente dos
cálculos será usado o seguinte artifício, como feito em [34]. Assim, para o segundo diagrama
da Figura 16, tomemos m = 0 juntamente com os momentos externos iguais a zero. Dessa
forma,

Γµ A
ij, 2 = fABC(TCTB)ijg

2µ4−d
∫ ddk

(2π)d

2k2γµ − 2γρ/kγρk
µ

k6 . (2.156)

Como γργνγρ = (2 − d)γν e kµkν = k2

d
gµν , então

Γµ A
ij, 2 = fABC(TCTB)ijg

2µ4−d
(

4 − 4
d

)
γµ
∫ ddk

(2π)d

1
k4 , (2.157)

em que o resultado da integral é

Γµ A
ij, 2 = ifABC(TCTB)ij

g2

8π2γ
µ
(3
ε

+ termos finitos
)
. (2.158)

Para os geradores do grupo, temos que

fABCTCTB = − i

2CadjT
A. (2.159)

Logo,
Γµ A

ij, 2 = CadjT
A
ij γ

µ g2

16π2

(3
ε

+ termos finitos
)
. (2.160)

Sendo assim, o contratermo associado a esta interação férmion-férmion-bóson é

δ1 = g2

16π2ε
(−2CF − 2Cadj). (2.161)

2.3.4 Equação de grupo de renormalização do acoplamento g

A partir da equação (2.127) tem-se a relação entre a constante não renormalizada
e a constante normalizada

g = gRµ
ε/2 Z1

Z2
√
Z3
, (2.162)

com Zi = 1 + δi. Como g não depende de µ, então o lado esquerdo será nulo, o que
possibilitará o seguinte resultado ao diferenciar esta expressão em relação a µ

0 = gRµ
ε/2 Z1

Z2
√
Z3

(
1
gR

µ
dgR

dµ + ε

2 + 1
Z1
µ

dZ1

dµ − 1
Z2
µ

dZ2

dµ − 1
2

1
Z3
µ

dZ3

dµ

)

⇒ 1
gR

µ
dgR

dµ + ε

2 + 1
Z1
µ

dZ1

dµ − 1
Z2
µ

dZ2

dµ − 1
2

1
Z3
µ

dZ3

dµ = 0 (2.163)

Para o termo de ordem principal Zi = 1, temos que

µ
dgR

dµ = − ε

2gR. (2.164)
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Dessa forma, para um laço, obtemos para os termos de derivada Zi que

1
Zi

µ
dZi

dµ = 1
1 + δi

µ
d

dµ(1 + δi)

= µ
dδi

dµ + O(δ2
i )

= µ
dgR

dµ
dδi

dgR

+ O(δ2
i )

1
Zi

µ
dZi

dµ = − ε

2gR
dδi

dgR

,

(2.165)

em que na última linha tomou-se como exato somente o primeiro termo da série.
Portanto, a equação do grupo de renormalização do acoplamento gR é

µ
dgR

dµ = − g3
R

16π2

(11
3 CA − 2

3nFTF − 1
3nSTS

)
, (2.166)

com TF = TS = 1
2 , sendo o valor de 1/2 uma convenção amplamente utilizada.

2.4 Acoplamento de Yukawa
Até o presente momento não foi considerada a interação entre escalares e férmions,

isto é, os acoplamento de Yukawa. Devido a sua presença no Modelo Padrão, é importante
que também seja encontrada a sua equação do grupo de renormalização.

Para deduzir as equações já visando obter resultados para o Modelo Padrão, é
útil projetar os campos fermiônicos em destros e canhotos

ψL = 1
2(1 − γ5)ψ, ψR = 1

2(1 + γ5)ψ, (2.167)

dessa forma o acoplamento de Yukawa, considerando somente com um escalar real, é

LYuk. = −Yijψ̄LiψRjφ+ h.c.. (2.168)

A presente teoria conta com escalares complexos, porém é possível realizar a transformação
para escalares reais, de forma que os geradores da simetria TA se tornem antissimétricos e
imaginários, sendo renomeados como θA.

Para encontrar a forma destes geradores, vamos considerar que as componentes
do campo escalar complexo seja decomposta em escalares reais ϕ = 1√

2(φi + iφi+d(R)), em
que dR é a dimensão da representação do grupo de gauge, com o índice i = 1, . . . , 2 d(R).
Por simplicidade, adotaremos φ′

i = φi+d(R).
Em uma transformação infinitesimal dos campos escalares complexos, temos que

δϕi = iζA(TA)i
jϕj, que se traduz para os campos escalares reais como δφi = iζA(θA)ijφj.

Assim, seja RA = ReTA e JA = ReTA. Substituindo estas relações na transformação
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infinitesimal dos campos complexos, temos que

δφi + δφ′
i =iζA[RA

ij + iJA
ij ](φj + iφ′

j),

=iζA[RA
ijφj − JA

ijφ
′
j] − ζA[RA

ijφ
′
j + JA

ijφj],
(2.169)

permitindo identificar que

δφi = −ζA[RA
ijφ

′
j + JA

ijφj],

δφ′
j = ζA[RA

ijφj − JA
ijφ

′
J ].

(2.170)

Escrevendo (2.170) em notação matricialδφ
δφ′

 = iζA

 iJA iRA

−iRA iJA

φ
φ′

 . (2.171)

Assim, θA tem o seguinte formato

θA = i

 JA RA

−RA JA

 . (2.172)

Note que a matriz acima é composta de outras matrizes, no caso, RA e JA. Como exemplo,
consideremos o campo escalar complexo sob o grupo SU(2). A decomposição realizada
anteriormente tem como resultado os seguintes geradores para os campos reais

θ1 = i

2


0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0

−1 0 0 0

 , θ
2 = i

2


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 , θ
3 = i

2


0 0 1 0
0 0 0 −1

−1 0 0 0
0 1 0 0

 . (2.173)

Após esta digressão, voltemos a análise para a Lagrangeana de (2.168), estendo-a
para acoplamentos de Yukawa com nS escalares reais mais o acoplamento escalar quártico,
necessário para a renormalização da teoria

L = LSU(N) + Y a
ij ψ̄LiψRjφa − λ

4 (φaφ
a)2 + h.c.. (2.174)

Considerando que a matriz Y a
ij é complexa, podemos tratá-la como a amplitude para

aniquilar um férmion do j e criar um férmion do tipo i. Na formulação acima, com campos
esquerdos e direitos, Y a

ij é a amplitude para aniquilar férmions canhotos do tipo j e criar
férmions destros do tipo i, o contrário valendo para Y a †

ij , como discutido por [52].
Uma relação que será útil mais a frente surge da invariância de gauge local do

acoplamento de Yukawa

L′ = Y a
ij(exp iζATA

L ψL)i(exp iζATA
RψR)j(exp iζAθAφ)a + h.c., (2.175)
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em que TA
L(R) são os geradores da álgebra SU(N) dos campos canhotos ou destros. Ex-

pandindo e mantendo os termos lineares em ζA, é obtida a condição da invariância de
gauge

TA
L Ya − YaTA

R = θA
abYb. (2.176)

A interação de Yukawa gera novas correções aos propagadores do férmion e escalar,
mas que não alteram a equação (2.166), pois o contratermo vértice escalar-escalar-bósons
de gauge cancela o contratermo gerado pelo propagador do férmion.

As novas regras de Feynman são

j

i

a = iY a
ij ,

c d

a b

= −iλ(δabδcd + δacδbd + δadδbc)

2.4.1 Correção adicional ao propagador fermiônico

A nova correção para o propagador do férmion está representada pelo diagrama
na Figura 17.

Figura 17 – A adição do acoplamento de Yukawa também corrige a um laço o propagador
fermiônico. Na imagem é considerado somente o propagador com quiralidade
canhota. Para a quiralidade destra, basta inverter a ordem das matrizes Y a

ij .

Utilizando as regras de Feynman, temos o seguinte cálculo

iΣ(/p)ij = −Y a
im(Y b

nj)†
∫ d4k

(2π)4
iδab

(p− k)2 −M2
iδmn(/k −m)
k2 −m2 . (2.177)
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Usando os parâmetros de Feynman, chega-se a seguinte substituição para kµ = `µ + ypµ.
Além disso, obtemos que ∆ = yM2 + (1 − y)m2 − yp2(1 − y). Na regularização dimensional,
temos

iΣ(/p)ij = (Y aY a†)ijµ
4−d

∫ 1

0
dy
∫ dd`

(2π)d

/̀+ y/p−m

(`2 − ∆)2 , (2.178)

Escrevendo somente os termos divergente ao resolver a integral (2.178), na expansão em
ε = 0, quando d = 4 − ε, tem-se que

iΣ(/p)ij =
i(Y aY a†)ij/p

16π2ε
− i(Y aY a†)ijm

8π2ε
+ termos finitos. (2.179)

Dessa forma, é necessário modificar os contratermos mostrados em (2.152) para

δ2 = − g2

16π2ε
(2CF ) − YaY†

a

16π2ε
, (2.180)

δm = g2

16π2ε
(−6CF ) − YaY†

a

16π2ε
, (2.181)

em que Ya ≡ Y a ij.

2.4.2 Propagador escalar

As correções radiativas do propagador escalar são dadas pelos seguintes diagramas
na Figura 18

Figura 18 – Os diagramas a um laço do propagador escalar com o diagrama do contratermo
ao final. O primeiro diagrama só ocorre quando há o acoplamento de Yukawa,
enquanto o penúltimo diagrama corrige a massa dos escalares.

A partir das regras de Feynman, o primeiro diagrama da Figura 18 corresponde a

iΣ(p2)ab = 1
2Tr[YaY†

b]
∫ d4k

(2π)4
Tr[(/k −m)(/p− /k −m)]

(k2 −m2)[(p− k)2 −m2] . (2.182)

Os parâmetros de Feynman dão a seguinte substituição kµ = `µ +ypµ e ∆ = m2−yp2(1−y).
Realizando o traço no numerador, obtemos

iΣ(p2)ab = 2Tr[YaY†
b]
∫ 1

0
dy
∫ d4`

(2π)4
−`2 + yp2(1 − y)

(`2 − ∆)2 , (2.183)
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Regularizando dimensionalmente a integral e utilizando (2.12), (2.13) e (2.15), obtém-se a
seguinte expressão

iΣ(p2)ab = iTr[YY†]δab

∫ 1

0
dy(−4m2 + 6yp2(1 − y))

[ 1
8π2ε

+ termos finitos
]
, (2.184)

em que foi realizada a seguinte projeção Tr[YaY†
b] = Tr[YY†]δab. Como os propagadores

dos campos φa estão relacionados com p2, então o resultado para iΣ(p2)ab, considerando
somente o termo com p2, é igual a

iΣ(p2)ab = i
Tr[YY†]δab

8π2ε
p2. (2.185)

A adição do contratermo a expressão acima implica a redefinição dos campos escalares.
Logo, a relação entre os campos renormalizados e renormalizados é

φa = 1√
Zφ

φ(0)
a , (2.186)

com Zφ = 1 + δφ. O procedimento para encontrar os contratermos é idêntico ao realizado
no propagador do elétron no eletromagnetismo quântico em (2.62). Dessa forma, a primeira
adição ao contratermo δφ é encontrada a partir de (2.185), sendo esta igual a

δφ = −Tr[YY†]
8π2ε

. (2.187)

Para o segundo e terceiro diagrama, da esquerda para direita da Figura 18, há o seguinte
termo

iΣ(p2)ab = (ig)2(θA
aiθ

A
ib)
∫ d4k

(2π)4
i(p+ k)µ(−igµν)(p+ k)ν

(k2 −M2)(p− k)2 + ig2(θA
aiθ

A
ib)
∫ d4k

(2π)4
gµν(−igµν)

(p− k)2

iΣ(p2)ab = −g2(θAθA)abµ
4−d

∫ ddk

(2π)d

(p+ k)2 − d(k2 −M2)
(k2 −M2)(p− k)2 ,

(2.188)

em que na passagem da primeira para a segunda linha, a integral foi regularizada em
d dimensões, com θA

aiθ
A
ib ≡ (θAθB)ab. Realizando a substituição kµ = `µ + ypµ e com

∆ = (1 − y)M2 − yp2(1 − y), então

iΣ(p2)ab = −g2(θAθA)abµ
4−d

∫ 1

0
dy
∫ dd`

(2π)d

`2(1 − d) + dM2 + p2((1 + y)2 − dy2)
(`2 − ∆)2 .

(2.189)
O cálculo das integrais resulta em

iΣ(p2)ab = −ig
2CSδabp

2

4π2ε
+ termos finitos, (2.190)

com (θAθA)ab = CSδab, em que CS é o invariante de Casimir para o campo escalar na
representação fundamental. Somando o resultado de (2.190) a (2.187), então o contratermo
resultante para o campo escalar é

δφ = −Tr[YY†]
8π2ε

+ g2CS

4π2ε
. (2.191)
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2.4.3 Vértice de Yukawa

Feito as correções dos campos fermiônicos e escalares, o próximo passo é encontrar
as correções do acoplamento de Yukawa, obtidas a partir dos seguintes diagramas da
Figura 19.

Figura 19 – Correções a um laço da interação de Yukawa no gauge de Feynman, com o
último diagrama representando o contratermo.

O cálculo destes diagramas será realizado da mesma forma em que fora realizado para
(2.156), isto é, será tomado m = 0, assim como os momentos externos. Dessa forma, o
primeiro diagrama da Figura 19 é

iΓ(0)a = (iYb)(iY†
a)(iYb)

∫ d4k

(2π)4
i/k

k2
i

k2
i/k

k2 . (2.192)

Passando a integral para d dimensões e integrando, então

iΓ(0)a = −iYbY†
aYb

8π2ε
+ . . . . (2.193)

O mesmo vale para o terceiro e quarto diagramas da Figura 19

iΓ(0)a = i(ig)2θA
ab(TA

L Yb − YbT
A
R )
∫ d4k

(2π)4
ikµ

k2
(−i)γµ

k2
i/k

k2 ,

iΓ(0)a = i
g2θA

ab(TA
L Yb − YbT

A
R )

8π2ε
+ . . .

(2.194)
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Por fim, o segundo diagrama da Figura 19 se traduz em

iΓ(0)a = i(ig)2TA
L YaT

A
R

∫ d4k

(2π)4
(−i)
k2 γµ

i/k

k2
i/k

k2γ
µ,

iΓ(0)a = g2TA
L YaT

A
Rµ

6−3/2
∫ ddk

(2π)d

d

k4 ,

iΓ(0)a = i
g2TA

L YaT
A
R

2π2ε
+ . . .

(2.195)

Portanto, o contratermo necessário para o acoplamento de Yukawa é obtido ao somar
(2.193), (2.194) e (2.195)

δY Ya = YbY†
aYb

8π2ε
− g2θA

ab(TA
L Yb − YbT

A
R )

8π2ε
− g2TA

L YaT
A
R

2π2ε
. (2.196)

O acoplamento de Yukawa renormalizado é obtido a partir da redefinição dos campos em
(2.168)

Y(0)
a = Ya

ZY µ
ε/2√

ZLZRZφ

(2.197)

Como o lado esquerdo não depende de µ, então ao diferenciar (2.197) em relação a µ, a
seguinte equação diferencial é obtida

µ
dYa

dµ = − ε

2Ya + Yaµ
dZY

dµ − 1
2Ya

dZL

dµ − 1
2

dZR

dµ Ya − 1
2Ya

dZφ

dµ . (2.198)

Após uma extensa álgebra, chega-se a equação do grupo de renormalização para o acopla-
mento de Yukawa

µ
dYa

dµ = − ε

2Ya + 1
16π2

[
2YbY†

aYb + 1
2
(
YaY†

bYb + YbY†
bYa

)
+ Ybtr[YaY†

b]

+g2(−4θAθAYa − 8TA
L YaT

A
R + YaT

A
L T

A
L + TA

R T
A
R Ya)

]
.

(2.199)

O último termo pode ser simplificando partindo da condição de invariância de gauge
(2.176)

θAθAYa = YaT
A
L T

A
L + TA

R T
A
R Ya − 2TA

L YaT
A
R , (2.200)

em que os índices dos geradores θA e TA
L(R) foram omitidos de forma a deixar a notação

mais limpa. Logo, no limite ε → 0,

µ
dYa

dµ = 1
16π2

[
2YbY†

aYb + 1
2
(
YaY†

bYb + YbY†
bYa

)
+ YbTr[YaY†

b]

− 3g2(YaT
A
L T

A
L + TA

R T
A
R Ya)

]
.

(2.201)
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2.5 Acoplamento quártico do campo escalar
A equação do grupo de renormalização a um laço do acoplamento quártico nesta

teoria, assim como de forma similar no Modelo Padrão, conta com contribuições de ordem
λ2, g2λ, g4, Y 2λ e Y 4, sendo os dois últimos relacionados aos acoplamentos de Yukawa.

2.5.1 Contribuição λ2

Os diagramas que contribuem para os termos de ordem λ2 estão representadas na
Figura 20, sendo também presentes numa teoria escalar pura.

Figura 20 – Os diagramas da interação quártica pura de ordem λ2 vão existir, mesmo que
não haja os acoplamentos de Yukawa e de gauge. O momento p pode ser igual
a p = p1 + p2, no canal s, p = p1 − p3 no canal t ou u = p1 − p4 no canal u,
em que s, t, u são as variáveis de Mandelstam.

Usando as regras de Feynman para o acoplamento quártico, encontra-se, após uma longa
álgebra

iV
(1)

abcd = (−iλ)2
(
N + 8

2

)
(δabδcd+δadδbc+δadδbc)

∫ d4k

(2π)4
i

k2 −M2
i

(p− k)2 −M2 , (2.202)

em que fator N é o resultado da seguinte multiplicação δijδij que aparece ao longo da
álgebra.

Devido ao interesse em obter somente a divergência UV, será utilizado o mesmo
método para a correção do vértice Yukawa e do acoplamento de gauge g mostrado nas
seções anteriores. Portanto, o resultado da integral (2.202) contendo somente a divergência
é

iV
(1)

abcd = (iλ2)(N + 8)
16π2ε

(δabδcd + δadδbc + δadδbc). (2.203)

A forma (δabδcd +δadδbc +δadδbc) sempre estará presente nas correções quânticas. Isso ocorre
pois os cálculos estão corrigindo o vértice (−iλ)(δabδcd + δadδbc + δadδbc).
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2.5.2 Contribuição g2λ

Figura 21 – As correções de ordem g2 ao acoplamento quártico escalar. Os momentos
k1 e k2 são combinações lineares dos momentos externos p1, p2, p3 e p4 e do
momento k. Devido ao interesse em encontrar somente a divergência, então
estes momentos são k1 = k e k2 = k, ao utilizar o artifício apresentado em [34].

Para esta contribuição há 6 combinações possíveis, sendo representadas pela
Figura 21. A integral referente ao cálculo a um laço dos diagramas acima tem a seguinte
forma ∫ d4k

(2π)4
i(k1 + pi)µ(−igµν)i(k2 + pj)ν

(k2
1 −M2)(k)2(k2

2 −M2) , (2.204)

em que pi, pj são os momentos externos que estão ligados pelo acoplamento de gauge. Por
exemplo, o primeiro diagrama corresponde a pi = p3 e pj = p4. Devido ao interesse de obter
somente a estrutura divergente, os cálculos são simplificados ao tomar pi = pj = M = 0.
Assim, os dois primeiros diagramas, da esquerda para direita, da Figura 21, são da seguinte
forma

iV 2
abcd = (−iλ)(ig)2(CSδabδcd + θA

daθ
A
cb + θA

dbθ
A
ca)Γ(2)

UV, (2.205)

com
Γ(2)

UV =
∫ d4k

(2π)4
ikµ(−igµν)ikν

k6 = − 1
8π2ε

. (2.206)

Para simplificar (2.205), será utilizado a identidade de Fierz para SO(N)

θA
abθ

A
cd = 1

4(δadδbc − δacδbd). (2.207)
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Dessa forma,
iV 2

abcd = −iλg2

8π2ε

[
(2CS − 1)δabδcd + 1

2δbcδad + 1
2δacδbd

]
. (2.208)

O mesmo ocorre para os outros quatro diagramas da Figura 21. Logo,

iV 2
abcd = −iλg2

8π2ε

[1
2δabδcd + (2CS − 1)δbcδad + 1

2δacδbd

]
, (2.209)

iV 2
abcd = −iλg2

8π2ε

[1
2δabδcd + 1

2δbcδad + (2CS − 1)δacδbd

]
. (2.210)

Assim, ao somar todos os 6 diagramas, é obtido

iV 2
abcd = −iλg2CS

4π2ε
(δabδcd + δadδbc + δadδbc). (2.211)

2.5.3 Contribuição g4

A contribuição para g4 contém as formas das contribuições para o acoplamento
quártico a um laço, como mostrado na Figura 22.

Figura 22 – Diagramas de ordem g4 a um laço para o acoplamento quártico. Os momentos
internos k1, k2, k3 e k4 são combinações lineares dos momentos externos. Cada
permutação dos índices a, b, c, d dará combinações lineares diferentes.

O cálculo para esta contribuição deve levar em conta as permutações nos índices a, b, c, d
das linhas externas. As integrais do laço dos últimos dois diagramas já foram vistas ao
longo deste texto, por exemplo em (2.204) e (2.202). A integral a um laço do primeiro
diagrama é chamado de diagrama caixa, do inglês box diagram, tendo a seguinte forma
neste caso

Ibox =
∫ d4k

(2π)4
i(pi + k1)µ(−igµν)(pj + k2)νi(pl + k2)ρ(−igρσ)(pk + k1)σ

(k2
1 −M2)k2

3(k2
2 −M2)k2

4
, (2.212)

em que pi, pj, pl, pk correspondem aos momentos externos. Por exemplo, no primeiro
diagrama mostrado na Figura 22, temos que pi = p1, pj = p2, pl = p4 e pk = p3. Assim,
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a soma destes três diagramas, mais as permutações, permite obter o seguinte termo
divergente, após uma extensa álgebra

iV 3
abcd = 3ig4

16π2ε
[{θAθB}ac{θAθB}bd + {θAθB}ab{θAθB}cd + {θAθB}ad{θAθB}bc], (2.213)

com
{θAθB}ab = θA

aiθ
B
ib + θB

ibθ
A
ai. (2.214)

Para SO(N), é possível simplificar esta expressão usando a identidade de Fierz, e seguinte
equação

2ifABCθB
aiθ

C
ib = −Cadjθ

A
ab, (2.215)

chegando a seguinte expressão final

iV 3
abcd = 3ig4

64π2ε
CS(δabδcd + δadδbc + δadδbc). (2.216)

2.5.4 Contribuição Y 4

Esta contribuição a um laço é necessária para renormalizar o acoplamento quártico,
devido a presença do acoplamento de Yukawaa. A Figura 23 mostra um dos possíveis dia-
gramas que representam esta contribuição. Vale ressaltar que o cálculo a seguir considerou
todas as permutações possíveis.

Figura 23 – O fator de contribuição para este diagrama é Tr[YaY†
bYcY†

d]. Os momentos
k1, k2, k3 e k4 são combinações lineares com os momentos externos p1, p2, p3 e
p4, de tal forma que existirá um momento, renomeado como k, a ser integrado.

Somando todos os diagramas com as permutações, permite projetar o seguinte termo
(δabδcd + δadδbc + δadδbc). Dessa forma,

iV 4
abcd = Tr[(YY†)2](δabδcd + δadδbc + δadδbc)ΓV , (2.217)

com
ΓV =

∫ d4k

(2π)4
Tr[( /k1 +m)( /k2 +m)( /k3 +m)( /k4 +m)]
(k2

1 −m2)(k2
2 −m2)(k2

3 −m2)(k2
4 −m2) , (2.218)
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em que ki são os momentos internos que dependem de k e dos momentos externos. Assim,
o termo que contribuirá para a equação do grupo de renormalização do acoplamento
quártico é

iV 4
abcd = 4Tr[(YY†)2]

16π2ε
(δabδcd + δadδbc + δadδbc). (2.219)

Somando todas as contribuições encontradas em (2.203), (2.211), (2.216) e (2.219), tem-se
que

iVabcd = (−iλ)
[
−(N + 8)λ

16π2ε
+ 4g2CS

16π2ε
− 3g4CS

64π2ελ
− 4Tr[(YY†)2]

16π2ελ

]
×(δabδcd + δadδbc + δadδbc).

(2.220)

Portanto, a renormalização da constante de acoplamento quártico Zλ é

Zλ = 1 + (N + 8)λ
16π2ε

− 4g2CS

16π2ε
+ 3g4CS

64π2ελ
+ 4Tr[(YY†)2]

16π2ελ
. (2.221)

A relação entre o acoplamento não renormalizado e o renormalizado, obtido a partir de
(2.186) e (2.174) é dada por

λ = λRµ
εZλ

Z2
φ

. (2.222)

Diferenciando ambos os lados em relação a µ, e após uma pequena álgebra, chega-se a
uma forma geral para a equação de renormalização do acoplamento quártico

µ
dλR

dµ = −ελR − λR
µ

Zλ

dZλ

dµ + 2λR
µ

Zφ

dZφ

dµ . (2.223)

Para o termo Zλ,

µ

Zλ

dZλ

dµ = µ
d

dµ

(
1 + (N + 8)λ

16π2ε
− 4g2CS

16π2ε
+ 3g4CS

32π2ελ
+ 4Tr[(YY†)2]

16π2ελ

)
,

µ

Zλ

dZλ

dµ = −(N + 8)λ
16π2 + 4g2CS

16π2 − 12g4CS

64π2λ
− 4Tr[(YY†)2]

16π2λ
.

(2.224)

Para o termo Zφ,

λR
µ

Zφ

dZφ

dµ = λRµ
d

dµ

(
1 − Tr[YY†]

8π2ε
+ g2CS

4π2ε

)

λR
µ

Zφ

dZφ

dµ = λR
Tr[YY†]

8π2 − λR
g2CS

4π2 .

(2.225)

Somando estes dois resultados a equação (2.223), chega-se a

16π2µ
dλR

dµ = (N + 8)λ2
R − 12CSλRg

2
R + 3CSg

4
R + 4λTr[YaY†

b]R − 4Tr[(YaY†
a)2]R. (2.226)

Usando o fato de que o invariante de Casimir para SO(N) é CS = N−1
4 , vemos que a

equação de grupo de renormalização para o acoplamento quártico está de acordo com a
mostrada em [54].
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2.6 Equações do grupo de renormalização do Modelo Padrão
As equações do grupo de renormalização deduzidas para SU(N) são de grande

utilidade para encontrar as equações do grupo de renormalização do Modelo Padrão, sendo
necessária algumas pequenas modificações, como discutido em [52]. Isso ocorre, pois as
equações encontradas consideraram somente um grupo de gauge, enquanto o Modelo
Padrão é um produto direto entre três grupos de gauge. Assim, generalizando para um
produto direto G1 × · · · ×Gn

g2CF (S) →
∑

l

g2
l C

l
F (S), (2.227)

g4CadjCF (S) →
∑

l

g4
l C

l
adjC

l
F (S), (2.228)

g4CF (S)TF (S) →
∑

l

g4
l C

l
F (S)T

l
F (S), (2.229)

g4CF (S)CF (S) →
∑
l,m

g2
l g

2
mC

l
F (S)C

m
F (S), (2.230)

em que l,m representam os grupos G1, G2, . . . , Gn. Por exemplo, um modelo formado pelo
produto direto SU(3) × SU(2), a (2.227) toma a seguinte forma

∑
l

g2
l C

l
F (S) = g2

2C
2
F (S) + g2

3C
3
F (S), (2.231)

com C2
F (S) representando o invariante de Casimir para o grupo SU(2) para os férmions (F)

e/ou escalares (S), o mesmo vale para C3
F (S).

Para o Modelo Padrão, começaremos pelo grupo U(1)Y , que tem Cadj = 0 e
nF (S)TF (S) = 3

20
∑

i y
2
i . Dessa forma, a equação do grupo de renormalização para g1 é

µ
dg1

dµ = − g3
1

16π2

[
3
20

2
3

(
2 · (−1)2 + 22 + 3 · 2 · 1

32 + 3 ·
(−4

3

)2
+ 3 · 22

32

)
Nfam + 1

10

]
.

(2.232)
Como são 3 famílias, então Nfam = 3. Logo,

µ
dg1

dµ = 41
10

g3
1

16π2 . (2.233)

Para SU(2)L, existem nF = 12 sabores, sendo 6 sabores de léptons e 6 sabores de quarks.
O dubleto de Higgs contribui com nS = 1. Assim

µ
dg2

dµ = −19
6

g3
2

16π2 . (2.234)

Por fim, para SU(3)C , nF = 2 · 3 + 3 + 3 = 12, em que o fator 2 aparece devido ao dubleto
dos quarks. Como não há partículas escalares elementares sob SU(3)C no Modelo Padrão,
então nS = 0. Portanto,

µ
dg3

dµ = −7 g3
3

16π2 . (2.235)
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Os acoplamentos de Yukawa são mais complicados, pois envolvem as matrizes Ya,
sendo os índices a atrelados a cada campo escalar real que compões o dubleto de Higgs.
No Modelo Padrão, o dubleto de Higgs pode ser decomposto em 4 campos escalares reais,
de forma que, ao expandir a Lagrangeana de Yukawa do Modelo Padrão LYuk.

LYuk. = − Ye

√
2
ν̄LeRφ1 − i

Ye

√
2
ν̄LeRφ2 − Ye

√
2
ēLeRφ3 − i

Ye

√
2
ēLeRφ4. (2.236)

É possível reorganizar esta Lagrangeana com um campo auxiliar νR, formando um dubleto
tanto para a quiralidade canhota quanto para a destra, deixando-a na forma de (2.168)

LYuk. = −φ1
1√
2
(
ν̄L ēL

)0 Ye

0 0

νR

eR

− φ2
1√
2
(
ν̄L ēL

)0 iYe

0 0

νR

eR


−φ3

1√
2
(
ν̄L ēL

)0 0
0 Ye

νR

eR

− φ4
1√
2
(
ν̄L ēL

)0 0
0 iYe

νR

eR

 (2.237)

de onde se identifica as seguintes matrizes Ya para os léptons

Y1 = 1√
2

0 Ye

0 0

 , Y2 = 1√
2

0 iYe

0 0

 , (2.238)

Y3 = 1√
2

0 0
0 Ye

 , Y4 = 1√
2

0 0
0 iYe

 .
Escolhendo Y3 na equação (2.201), chega-se ao seguinte resultado

µ
dYe

dµ = Ye

16π2

[3
2Y†

eYe + Tr(3Y†
dYd + 3Y†

uYu + Y†
eYe) − 9

4(g2
1 + g2

2)
]
. (2.239)

Realizando o mesmo procedimento anterior para os quarks, as matrizes Ya tomam o
seguinte formato

Y1 = 1√
2

 0 Yd

−Yu 0

 , Y2 = 1√
2

 0 iYd

iYu 0

 ,
Y3 = 1√

2

Yu 0
0 Yd

 , Y4 = 1√
2

−iYu 0
0 iYd

 .
(2.240)

Novamente, escolhendo Y3, chega-se aos seguintes resultados

µ
dYd

dµ = Yd

16π2

[3
2(Y†

dYd − Y†
uYu)+Tr(3Y†

dYd + 3Y†
uYu + Y†

eYe)

−
(1

4g
2
1 + 9

4g
2
2 + 8g2

3

) ] (2.241)

µ
dYu

dµ = Yu

16π2

[3
2(Y†

uYu − Y†
dYd)+Tr(3Y†

dYd + 3Y†
uYu + Y†

eYe)

−
(17

20g
2
1 + 9

4g
2
2 + 8g2

3

) ]
.

(2.242)
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Por fim, a partir do acoplamento quártico, considerando os quatro campos escalares reais
do dubleto de Higgs, permite obter a seguinte equação para λ

µ
dλ
dµ = 1

16π2

[
12λ2 −

(9
5g

2
1 + 9g2

2

)
λ+ 9

4

( 3
25g

4
1 + 2

5g
2
1g

2
2 + g4

2

)
+ 4Tλ− 4H

]
, (2.243)

onde
T = Tr(3Y†

dYd + 3Y†
uYu + Y†

eYe),

e
H = Tr[3(Y†

dYd)2 + 3(Y†
uYu)2 + (Y†

eYe)2].

Vale ressaltar que o fator 3 que aparece nos traços está relacionado ao número de cores
dos quarks.

Outro detalhe de extrema importância é a simetria contida nos acoplamentos
de Yukawa. Caso estes fossem nulos, a equação do grupo de renormalização informa que
não haveriam correções radiativas a um laço, o que é válido com a discussão realizada no
capítulo anterior, em que foi discutido a quebra de simetria global [U(3)]5 pelo acoplamento
de Yukawa. Aqui, está sendo feito a mesma análise a partir das equações do grupo de
renormalização. O mesmo não ocorre para o acoplamento quártico de Higgs, pois há dois
termos que não dependem de λ, ou seja, não há uma simetria associada a λ. Além disso,
pode-se notar que mesmo tomando λ = 0, em altas energias é visto que λ tomará valores
diferente de zero.
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3 Estabilidade do potencial escalar

Neste capítulo serão estudadas as condições de estabilidade do vácuo do potencial
escalar a nível de árvore e com correções quânticas a um laço, aplicando a alguns modelos
que estendem o Modelo Padrão, como o Modelo de dubleto de Higgs inerte, e Modelo
triplet seesaw. A nível de árvore, as condições serão derivadas a partir do critério da
copositividade de uma matriz como feito inicialmente por [55,56]. A nível quântico, será
introduzida a ação efetiva, uma ferramenta poderosa que engloba as correções radiativas,
permitindo avaliar o verdadeiro valor esperado do vácuo em uma teoria quântica de campos.
Como aplicação, o potencial de Coleman-Weinberg [57] será estudado para introduzir a
resomação do potencial efetivo a um laço. Após este estudo, as condições de estabilidade
obtidas a nível clássico serão usadas para estudar a estabilidade do potencial efetivo a
um laço quando este depende de várias constantes de acoplamento e de vários campos,
seguindo o método desenvolvido por [58].

3.1 Estabilidade clássica do potencial escalar
O potencial de Higgs do Modelo Padrão não é estável na escala de energia de

Teorias de Grande Unificação, cerca de 1016 GeV, se a massa do bóson de Higgs for
menor que 128 GeV, pois λ é negativo para a escala de energia das Teorias de Grande
Unificação [56]. Medidas recentes da massa do bóson de Higgs mh = 125, 25 ± 0, 17
GeV [59,60], indicam uma instabilidade do Modelo Padrão em escalas de energia menores
que a escala de Planck ≈ 1019 GeV, conforme mostrado por [61,62]. De acordo com [62], o
valor atual da massa do bóson de Higgs faz com que o Modelo Padrão se encontre próximo
a borda entre estabilidade e metaestabilidade. Assim, extensões do Modelo Padrão visam,
entre outras características, melhorar a estabilidade do potencial escalar, em particular,
com adição de novas partículas escalares [63,64]. Exemplos de extensão do Modelo padrão
incluem o Modelo de dois dubletos de Higgs [56, 65, 66], Modelos do tipo seesaw [67, 68] e
Modelos de singleto escalar para matéria escura [56,64].

Para ilustrar a ideia de como encontrar condições de estabilidade para um potencial
escalar, quando ocorre quebra espontânea de simetria, considere o seguinte potencial de
um campo escalar real

V (φ) = −µ2

2 φ
2 + λ

4φ
4. (3.1)

A simetria presente neste caso é Z2, podendo ser chamada de reflexão, pois o potencial é
simétrico na transformação φ → −φ.

Há três valores críticos que este potencial adquire, obtidos a partir da minimização
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do potencial

∂V

∂φ
= −µ2φ+ λφ3 = 0,

= φ(−µ2 + λφ2) = 0.
(3.2)

Dessa forma, resta analisar se φ = 0 ou φ2 = µ2

λ
são máximos ou mínimos. Para isso,

recorre-se a segunda derivada do potencial avaliada nestes valores críticos

∂2V

∂φ2 = −µ2 + 3λφ2. (3.3)

Quando avaliada em φ = 0,
∂2V

∂φ2

∣∣∣∣
φ=0

= −µ2 < 0. (3.4)

Logo, φ = 0 é um máximo local do potencial. Já para φ2 = µ2

λ

∂2V

∂φ2

∣∣∣∣
φ2= µ2

λ

= 2µ2 > 0. (3.5)

Assim, φ = ±
√

µ2

λ
são os os mínimos locais, sendo possível escolher um destes dois valores

para ser o valor esperado do vácuo. A escolha de um destes valores implica que uma direção
para o mínimo do potencial foi escolhida, sendo os mínimos do potencial relacionados pela
simetria de reflexão.

O problema agora é identificar se este mínimo local é o mínimo global, pois caso
seja, pode-se afirmar que quando φ → ∞, o potencial será limitado por baixo, e portanto,
estável. A importância de encontrar o mínimo global está no fato de que podem existir
outros mínimos no potencial para diferentes valores dos campos. Porém, garantir que um
destes mínimos é o mínimo global garante que o potencial é limitado por baixo. No caso
do potencial em (3.1), o mínimo global ocorre em φ = ±

√
µ2

λ
, pois ao avaliar qualquer um

destes valores no potencial

V0 ≡ V

φ = ±
√
µ2

λ

 = −µ4

4λ, (3.6)

não existirá valor de φ que deixará o valor do potencial menor que V0. Para ver isto,
considere o seguinte valor φ = α

√
µ2

λ
com α sendo qualquer valor pertencente aos números

reais. Avaliando este valor de φ no potencial, então

V (α) ≡ V

φ = α

√
µ2

λ

 = −α2µ4

2λ + α4µ4

4λ ,

=
(
α4 − 2α2

) µ4

4λ,

=
(
α4 − 2α2

)
V0.

(3.7)
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Dessa forma, o potencial está em escrito em termos de um parâmetro adimensional α que
multiplica o valor do potencial quando avaliado no mínimo V0. Assim, encontrar o mínimo
valor de α garante que (3.6) é o mínimo global do potencial. Assim, derivando em relação
a α e igualando a zero

dV

dα
= (4α3 − 4α)V0 = 0,

⇒ α = ±1, ou α = 0.
(3.8)

O valor de α = 0 claramente é o máximo local encontrado anteriormente em (3.8). Já
α = ±1 corresponde aos valores φ = ±

√
µ2

λ
. Portanto, V0 é o menor valor do potencial e

φ = ±
√

µ2

λ
são os valores de mínimo global. Dessa forma, pode-se concluir que o potencial

é limitado por baixo e, portanto, estável.
Essa mesma análise pode ser levada para o Modelo Padrão, com a ressalva de

ser caracterizado por grupos de gauge, tendo assim diferentes direções para o mínimo do
potencial. Como é desejado que a quebra espontânea de simetria preserve a carga elétrica,
então o mínimo do potencial ocorre somente na direção do campo neutro do dubleto de
Higgs. Esse mínimo corresponde ao mínimo global, pois só há um acoplamento quártico no
Modelo Padrão, e portanto, basta que ele seja maior que zero, como concluído recentemente.
Em modelos com mais campos escalares, deve-se encontrar o mínimo do potencial em todas
as direções no espaço de todos os campos. Além disso, a introdução de novos acoplamentos
quárticos, necessários para que a teoria seja renormalizável, aumenta o grau de dificuldade
do problema, visto que o mínimo global depende do comportamento destes acoplamentos
quárticos. O método apresentado por [55] visa solucionar este problema ao introduzir
razões adimensionais dos campos invariantes a suas magnitudes.

Para demonstrar este método, consideremos o seguinte potencial invariante por
um grupo de gauge não abeliano G mais a reflexão, com as componentes do campo escalar
pertencendo a uma representação irredutível de n dimensões

V (φ) = −1
2m

2φ∗
iφi + 1

4λ(φ∗
iφi)2 + 1

4λ1fijklφ
∗
iφjφ

∗
kφl + 1

4λ2gijklφ
∗
iφjφ

∗
kφl + . . . , (3.9)

onde a soma sobre os índices i está implícita, e fijkl, gijkl são tensores simétricos indicando
simetrias diferentes entre os produtos dos campos. Este potencial é invariante sob a
transformação do grupo

φ
′

i = U(θ)ijφj, (3.10)

em que U(θ) é uma matriz unitária de n dimensões correspondendo ao elemento do grupo

U(θ) = exp[−iθiTi],

em que Ti são os geradores do grupo e θi são os parâmetros de grupo especificando um
elemento do grupo.
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Para ver a invariância do potencial (3.9) sob (3.10), basta considerar o produto
bilinear dos campos

φ∗ ′

i φ
′

i = φ∗
j [U(θ)]∗jiU(θ)ikφk,

= φ∗
jδjkφk,

= φ∗
jφj.

O vácuo, definido como o valor onde o potencial é mínimo, respeita somente o subgrupo G ′

do grupo de simetria G. Denotando v como o valor do vácuo, então a afirmação anterior
pode ser posta da seguinte forma: U(θ)v = v somente se U(θ) for um elemento do subgrupo
G ′, caso contrário U(θ)v 6= v.

Quando se tenta encontrar o mínimo do potencial há duas dificuldades significantes:
a primeira delas é que há muitas componentes de φ e encontrar soluções para acoplamentos
arbitrários ao tomar a primeira derivada parcial é muito difícil. Por exemplo, a partir de
(3.9), tem-se que

∂V

∂φ∗
a

= −m2

2 φa + λ

2φa(φ∗
iφi) + λ1fajkl

2 (φjφ
∗
kφl) + λ2gajkl

2 (φjφ
∗
kφl) + · · · = 0, (3.11)

o que demonstra a dificuldade deste problema ao tentar encontrar solução para φi.
A segunda dificuldade está relacionada ao fato do mínimo ocorrer em vários vales

no espaço de φ, isto é, existe um conjunto de valores de φ que minimizam o potencial, assim
como vários conjuntos associados de geradores do grupo. Em outras palavras, o vácuo é
degenerado e os vários valores possíveis do vácuo estão relacionados por transformações
de gauge. Isso foi visto para o Modelo Padrão na seção 1.2. Devido a esta invariância do
vácuo, é possível definir a órbita de φa como o conjunto de estados φ(a), sendo expressos
como

φ(a) = U(θ)φa, (3.12)

com U(θ) um elemento do grupo G. Todos os elementos φ(a) da órbita são equivalentes sob
a ação do little group, assim como φa, em que o little group é o subgrupo de G que deixa
φa invariante. Como o vácuo é degenerado e os valores possíveis estão relacionados por
transformações de gauge, então a introdução da órbita resume o problema, já que encontrar
uma solução é equivalente a encontrar todas as outras. De forma geral, há um contínuo de
órbitas que respeitam o mesmo little group. Assim, encontrar o mínimo absoluto de (3.9) é
equivalente a encontrar a órbita que minimiza (3.9) e o seu little group.

Para encontrar as órbitas será utilizado dois teoremas importantes que se preocu-
pam com invariantes e órbitas [69]:
Teorema 1: Polinomiais invariantes P (φ) especificam órbitas de φ.
Teorema 2: Existe um conjunto básico de polinomiais invariantes Ia(φ), tal que todo
polinomial invariante P (φ) pode ser expresso como um polinomial dos Ia : P (φ) = P̄ [Ia(φ)].
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O número l de invariantes básicos é diferente para cada representação diferente do grupo.
É possível visualizar uma órbita como um ponto no espaço l-dimensional de Ia.

A observação crucial feita em [55] se dá a partir das razões invariantes adimensio-
nais, escritas genericamente como

θ = fijklφ
∗
iφjφ

∗
kφl

|φ|4
, (3.13)

onde |φ|2 = φ∗
iφi, também podem ser usadas para especificar o conjunto de órbitas que

minimizam o potencial, tornando-se uma ferramenta poderosa para encontrar o mínimo.
Essas razões adimensionais serão chamadas de parâmetros orbitais. Elas contêm todas
as informações necessárias para determinar o mínimo do potencial e, além disso, seu uso
possibilita a redução do número de variáveis do problema.

Reescrevendo o potencial em (3.9), com os parâmetros orbitais, tem-se a seguinte
expressão

V (φ) = −m2

2 |φ|2 + |φ|4

4 (λ+ λ1θ1(φ̂i) + λ2θ2(φ̂i) + . . . ), (3.14)

em que φ̂i = φi

|φ| . Como é desejado que o potencial seja limitado por baixo quando |φ| → ∞,
então é imposta a seguinte condição

λ+ λ1θ1(φ̂i) + λ2θ2(φ̂i) + · · · > 0. (3.15)

Ao escolher uma direção particular de φ, os parâmetros orbitais tomarão valores definidos,
o que o fará ser uma constante no potencial. O mínimo do potencial nesta direção ocorre
para

|φ|20 = m2

λ+ λ1θ1 + λ2θ2 + . . .
, (3.16)

em que θ1, θ2, . . . são constantes devido a escolha de uma direção do potencial. Avaliando
o potencial neste mínimo, obtém-se

V0 ≡ V (φ = |φ|0) = −1
4

m4

λ+ λ1θ1 + λ2θ2 + . . .
,

V0 = −1
4m

2|φ|20.
(3.17)

A escolha de diferentes valores de θi(φ̂i), significando diferentes direções tomadas por φ,
altera o valor do mínimo do potencial. O mínimo absoluto ocorre então para o menor valor
do mínimo direcional, neste caso

∂V

∂θi

= 1
4 |φ|4λi, em que λi ≡ λ1, λ2, . . . (3.18)

Como V é uma função linear, e portanto, monótona em θi, então o mínimo absoluto se
encontra na fronteira da região do espaço gerado por θi, sendo chamado de espaço orbital.
Este espaço é limitado tanto por cima quanto por baixo, isto é

θi mín. ≤ θi(φ̂i) ≤ θi máx.,
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pois são parâmetros adimensionais definidos em (3.13) a partir de φ̂i com módulo menor
que um. Por exemplo, considerando um espaço orbital formado por θ1 e θ2, é possível
definir a seguinte constante

C = λ+ λ1θ1 + λ2θ2, (3.19)

para valores λ, λ1, λ2 e C, isso representará uma linha no plano θ1 − θ2. Devido a condição
imposta em (3.15), esta linha só interceptará o espaço orbital quando C > 0. Ao aumentar
o valor de C, mantendo λ, λ1, λ2 constantes, essa linha varrerá o espaço orbital. O menor
valor de C, respeitando a condição (3.15), será o mínimo absoluto de V .

A generalização do procedimento para duas ou mais representações irredutíveis
dos campos é feita facilmente. O potencial para duas representações irredutíveis, neste
caso, é

V (φ, χ) = − 1
2M

2|φ|2 − 1
2m

2|χ2| + 1
4(A+ A1θ1(φ̂i) + A2θ2(φ̂i) + . . . )|φ|4

+ 1
4(C + C1ω1(χ̂i) + C2ω2(χ̂i) + . . . )|χ|4

+ 1
2(B +B1γ1(φ̂i, χ̂i) +B2γ2(φ̂i, χ̂i) + . . . )|φ|2|χ|2.

(3.20)

O mínimo absoluto do vácuo é encontrado de forma análoga ao que fora feita para o
potencial (3.14), com a condição adicional de que a Hessiana, avaliada no vácuo, deve ser
positiva, assim como seu determinante. Uma análise mais detalhada do mínimo absoluto do
potencial é vista em [55]. Por ora, concentraremos em encontrar condições de estabilidade
do potencial quando |φ| → ∞ e/ou |χ| → ∞. Neste caso, polinomiais de grau menores
que quatro podem ser desprezados, já que para grandes valores de |φ| e |χ| somente os
termos |φ|4, |χ|4, |φ|2|χ|2 são relevantes. Em outras palavras, somente a parte quártica do
potencial será utilizada nesta análise. Dessa forma,

V (φ, χ)4 =1
4(A+ A1θ1(φ̂i) + A2θ2(φ̂i) + . . . )|φ|4

+ 1
4(C + C1ω1(χ̂i) + C2ω2(χ̂i) + . . . )|χ|4

+ 1
2(B +B1γ1(φ̂i, χ̂i) +B2γ2(φ̂i, χ̂i) + . . . )|φ|2|χ|2,

≡ hT Λh,

(3.21)

onde h = (|φ|2, |χ|2) ≥ 0 com a matriz Λ tendo a seguinte forma

Λ =
 A′ B′/2
B′/2 C ′

 , (3.22)

onde foram definidos que

A′ = A+ A1θ1(φ̂i) + A2θ2(φ̂i) + . . . ,

B′ = B +B1γ1(φ̂i, χ̂i) +B2γ2(φ̂i, χ̂i) + . . . ,

C ′ = C + C1ω1(χ̂i) + C2ω2(χ̂i) + . . . .
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Em (3.15) foi imposta a condição para a estabilidade do potencial no caso em que havia
somente a representação irredutível de um campo escalar com n componentes. Agora, o
potencial tem duas representações irredutíveis e a condição para que ele seja estável se
torna mais complicada. Felizmente, a introdução dos parâmetros orbitais permitiu escrever
a parte quártica do potencial na forma bilinear: V (φ, χ) = hT Λh como mostrado em (3.21).
Nesta forma, torna-se possível encontrar as condições em que o potencial é estável a partir
da copositividade de uma matriz, como será visto a seguir.

3.1.1 Copositividade de uma matriz

A definição de copositividade de uma matriz é muito similar a definição de matrizes
definidas positivas. As matrizes positivas são um subconjunto das matrizes copositivas,
de acordo com [56]. Assim, uma matriz simétrica A é copositiva se sua forma quadrática
satisfazer xTAx ≥ 0 para todos os vetores x ≥ 0 no ortante não negativo do espaço
euclidiano Rn

+. A notação x ≥ 0 significa que suas componentes xi devem ser maiores ou
iguais a zero. Por complementação, uma matriz copositiva A é estritamente copositiva se
satisfazer xTAx > 0 para todos os vetores x > 0. É óbvio que uma matriz A não negativa,
isto é, com aij ≥ 0, de qualquer ordem é copositiva.

Para ilustrar esta definição, consideremos uma matriz simétrica A de ordem 2 é
copositiva se

a11 ≥ 0, a22 ≥ 0,

a12 + √
a11a22 ≥ 0.

(3.23)

Para provar isto, considere um vetor x definido como

x =
t

1

 (3.24)

com t ≥ 0. Usando a definição de copositividade, tem-se que

(
t 1

)a11 a12

a12 a22

t
1

 = a11t
2 + 2a12t+ a22 ≥ 0 (3.25)

para todo t ≥ 0. Como a (3.25) é a equação de uma parábola, então se a11 < 0, a parábola
tem concavidade para baixo, não satisfazendo a equação adequadamente. Logo, é necessário
que a11 ≥ 0. Caso a11 = 0, então é necessário que a12 ≥ 0 e a22 ≥ 0. Para o caso em que
a11 > 0, será analisado o discriminante da parábola. Como é desejado que ela seja maior
ou igual a zero, o discriminante deve ser não positivo. Assim,

∆ = 4a2
12 − 4a11a22 ≤ 0,

= 4(a12 −
√
a11a22)(a12 + √

a11a22) ≤ 0.
(3.26)
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Então, há duas situações possíveis, sendo elas

a12 −
√
a11a22 ≥ 0 e a12 + √

a11a22 ≤ 0, ou (3.27)

a12 −
√
a11a22 ≤ 0 e a12 + √

a11a22 ≥ 0. (3.28)

A primeira situação em (3.27), se a12 ≤ 0, então não há solução para a primeira desigualdade.
Já para a segunda situação em (3.28), se a12 ≤ 0, então existe solução para as desigualdades,
sendo obtida a terceira condição de (3.23).

A partir desta análise, é possível perceber que o potencial (3.21) tem a forma
quadrática necessária para que seja usado os critérios de copositividade. Como h =
(|φ|2, |χ|2) ≥ 0, então o potencial será estável se a matriz Λ em (3.22) for copositiva, isto
é, se

A′ ≥ 0, C ′ ≥ 0,

B′ +
√
A′C ′ ≥ 0.

(3.29)

Se o potencial em questão tiver termos cúbicos, então é usado a condição de estabilidade
forte de um potencial, isto é, basta que a parte quártica do potencial seja maior que zero,
e as condições de estabilidade tomam a seguinte forma

A′ > 0, C ′ > 0,

B′ +
√
A′C ′ > 0.

(3.30)

De acordo com o critério de Sylvester [70], se uma matriz A de ordem n é copositiva, cada
submatriz principal de A de ordem n− 1 é também copositiva, e assim por diante. Dessa
forma, toda submatriz principal de ordem 2 terá a seguinte condição

aij + √
aiiajj ≥ 0 (3.31)

para todo i, j, com i 6= j. Assim, uma matriz de ordem 3 tem as seguintes condições para
copositividade

aii ≥ 0, i = 1, 2, 3;

ā12 =a12 + √
a11a22 ≥ 0,

ā13 =a13 + √
a11a33 ≥ 0,

ā23 =a23 + √
a22a33 ≥ 0,

√
a11a22a33 + a12

√
a33 + a13

√
a22 + a23

√
a11 +

√
2ā12ā13ā23 ≥ 0.

(3.32)

Há outros critérios para determinação de matrizes copositivas, que podem ser úteis para
ordens maiores que 3, podendo ser encontrados em [56]. Entretanto, para o fim deste texto,
os critérios de copositividade já apresentados serão suficientes. A seguir, nas próximas
subseções serão derivados as condições de estabilidade do vácuo para dois modelos que
estendem o Modelo Padrão, utilizando os métodos apresentados até agora.
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3.1.2 Condições de estabilidade do vácuo para o Modelo de dubleto de Higgs
inerte

Esta extensão do Modelo Padrão consiste de dois dubletos eletrofracos de Higgs
H1 e H2, definidos analogamente como em (1.22)

H1 =
H+

1

H0
1

 , H2 =
H+

2

H0
2

 , (3.33)

com uma simetria adicional discreta Z2, isto é, H1 → −H1 e H2 → −H2, contendo um
candidato escalar para a matéria escura [71]. Somente um dos campos H1 ou H2 adquire
valor no vácuo, sendo por este motivo, chamado de inerte. Maiores detalhes acerca da
fenomenologia podem ser encontrados em [65]. Para este texto, é suficiente encontrar as
condições de estabilidade do potencial, como forma de validar os métodos apresentados.

O potencial escalar mais geral para este modelo é

V (H1, H2) = −µ2
1(H

†
1H1) − µ2

2(H
†
2H2) + λ1(H†

1H1)2 + λ2(H†
2H2)2

+ λ3(H†
1H1)(H†

2H2) + λ4(H†
1H2)(H†

2H1)

+ 1
2
[
λ5(H†

1H2)2 + λ∗
5(H

†
2H1)2

]
.

(3.34)

Definindo os seguintes parâmetros orbitais

θ1 ≡ θ1(H1, H2) = (H†
1H2)(H†

2H1)
|H1|2|H2|2

, (3.35)

θ2 ≡ θ2(H1, H2) = (H†
1H2)2 + (H†

2H1)2

|H1|2|H2|2
, (3.36)

permite-nos escrever o potencial da seguinte forma

V = −µ2
1|H1|2 − µ2

2|H2|2 + λ1|H1|4 + λ2|H2|4 + λ3|H1|2|H2|2

+ λ4θ1|H1|2|H2|2 + 1
2 |λ5|θ2|H1|2|H2|2 ,

(3.37)

onde foi usado a redefinição H1,i → eiθ5/4H1,i e H2,i → e−iθ5/4H2,i, em que i é o índices das
componentes do campo, permitindo a absorção da fase do acoplamento λ5 = |λ5|eiθ5 . Assim,
todos os acoplamentos presentes podem ser considerados reais, sem perda de generalidade.
É possível parametrizar o produto dos campos em (3.35) da seguinte forma

H†
1H2 ≡ H∗

1,iH2,i =
√

|θ1|eiφ/2. (3.38)

com 0 ≤ |θ1| ≤ 1. Não há perda de generalidade ao escrever θ1 como |θ1|, já que a sua
definição em (3.35) é positiva. Usando esta parametrização em (3.36), chega-se a seguinte
forma para θ2

θ2 = 2|θ1| cosφ. (3.39)
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Figura 24 – A região verde representa os valores permitidos para λ3 e λ4 em que o potencial
é estável, a nível de árvore. A região vermelha representa os valores em que o
potencial será instável.

Dessa forma, considerando somente a parte quártico do potencial escalar, tem-se que

V4 = λ1|H1|4 + λ2|H2|4 + λ3|H1|2|H2|2

+ λ4|θ1||H1|2|H2|2 + |λ5||θ1| cosφ|H1|2|H2|2 ,
(3.40)

permitindo escrevê-lo numa forma bilinear quadrática. Assim, definindo h = (|H1|2, |H2|2),
então V4 = hT Λh, com

Λ =
 λ1

1
2 [λ3 + |θ1|(λ4 + |λ5| cos(φ))]

1
2 [λ3 + |θ1|(λ4 + |λ5| cos(φ))] λ2

 . (3.41)

Para determinar a estabilidade de V4 no regime de grandes valores dos campos, é suficiente
encontrar o mínimo em |h| = 1. Dessa forma, é imediato que φ = π. Como V4 é uma função
monótona em |θ1|, então, como visto na seção anterior, o mínimo ocorre na fronteira, ou
seja, em |θ1| = 0 quando λ4 − |λ5| ≥ 0 ou |θ1| = 1 quando λ4 − |λ5| < 0. Usando o critério
de copositividade (3.23), então chega-se as seguintes condições de estabilidade do vácuo

λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, λ3 + 2
√
λ1λ2 ≥ 0, λ3 + λ4 − |λ5| + 2

√
λ1λ2 ≥ 0. (3.42)

A fim de exemplificar as condições obtidas acima, a região de estabilidade do potencial
escalar se encontra na Figura 24. A escolha dos valores foi retirado de [66], sendo: λ1 =
0, 1264, λ2 = 0, 1 e λ5 = 0, 1.

3.1.3 Condições de estabilidade do vácuo para o Modelo triplet seesaw

O mecanismo que dá massa aos neutrinos ainda é desconhecido. Os valores
pequenos das massas [43] sugerem que provavelmente um mecanismo diferente de geração
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de massa pode estar acontecendo, de acordo com [67]. O Modelo triplet seesaw do tipo II
sugere que este mecanismo ocorra ao introduzir um tripleto eletrofraco escalar no Modelo
Padrão que viola o número leptônico ao ser acoplado aos léptons canhotos [67]

1
2Y∆,ijL

T
i C(iτ2)∆Lj + h.c., (3.43)

em que Y∆,ij o acoplamento de Yukawa, Li o dubleto leptônico do Modelo Padrão, definido
em (1.15), C o operador de conjugação de carga e ∆ o tripleto escalar, gerando uma matriz
de massa para os neutrinos após a quebra espontânea de simetria eletrofraca. O novo
tripleto escalar é definido da seguinte forma

∆ ≡

 ∆+
√

2 ∆++

∆0 −∆+
√

2

 . (3.44)

O potencial mais geral que acomoda ∆ e o dubleto de Higgs do Modelo Padrão contém
oito parâmetros que podem ser tomados como reais

V = −µ2
HH

†H + µ2
∆Tr

(
∆†∆

)
+
[
mH∆

2 HT (iτ2) ∆†H + h.c.
]

+ 1
2λH

(
H†H

)2
+ λH∆Tr

(
∆†∆

) (
H†H

)
+ λ′

H∆H
†∆∆†H

+ λ∆

2
[
Tr
(
∆†∆

)]2
+ λ′

∆
2 Tr

(
∆†∆∆†∆

)
. (3.45)

O mecanismo de geração da massa do tripleto escalar, bem como a massa do Higgs, não
será discutido neste texto, podendo ser encontrado em [67].

O potencial tem dez graus de liberdade, sendo quatro graus de liberdade devido a
H, e seis a ∆. Porém, V depende de quatro quantidades somente, e isso pode ser visto, ao
parametrizar os campos da seguinte forma

H†H = |H|2, Tr(∆†∆) = |δ|2, (3.46)

H†∆∆†H = ξ|H|2|δ|2, (3.47)

Tr[∆†∆∆†∆] = ζ|δ|4, (3.48)

em que estamos seguindo a notação utilizada por [67], mas vale ressaltar que esta parame-
trização é a aplicação do método dos parâmetros orbitais. Com isso, é possível analisar o
potencial quártico em sua forma quadrática e obter as condições de estabilidade. A parte
quártica do potencial (3.45) é, dessa forma,

V4 = 1
2λH |H|4 + (λH∆ + ξλ′

H∆)|H|2|δ|2 + 1
2(λ∆ + ζλ′

∆)|δ|4 , (3.49)

o que permite escrevê-lo na forma hT Λh, com h = (|H|2, |δ|2) e Λ tem a seguinte forma

Λ =
 λH

2
λ′

H∆ξ+λH∆
2

λ′
H∆ξ+λH∆

2
λ∆+ζλ′

∆
2

 . (3.50)
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Usando (3.23), chega-se as seguintes condições de estabilidade

λH > 0, (3.51)

G(ζ) ≡ λ∆ + ζλ′
∆ > 0, (3.52)

F (ξ, ζ) ≡ λ′
H∆ξ + λH∆ +

√
λH(λ∆ + ζλ′

∆) > 0. (3.53)

Para a análise dos valores permitidos pelos parâmetros ξ e ζ, será seguido a demonstração
realizada em [68]. A partir de (3.43), notemos que Tr∆ = 0, o que permite obter a seguinte
identidade

∆∆† + ∆†∆ = 1Tr(∆†∆), (3.54)

em que 1 é a matriz identidade de ordem 2. Imediatamente tem-se que

H†∆∆†H +H†∆†∆H = H†HTr(∆†∆). (3.55)

H†∆†∆H é positiva semi-definida, já que H†∆†∆H = (∆H)†(∆H) ≥ 0, o que permite, a
partir de (3.55), a seguinte desigualdade

H†HTr(∆†∆) −H†∆∆†H ≥ 0, (3.56)

e, assim, com o uso de (3.47)

ξ = H†∆∆†H

H†HTr(∆†∆) ≤ 1. (3.57)

ξ é maior ou igual a zero, pois envolve a razão de quantidades positiva semi-definidas, já
que a quantidade H†∆∆†H = (∆†H)†(∆†H) ≥ 0, sendo possível concluir que

0 ≤ ξ ≤ 1. (3.58)

Para ζ, o ponto de partida é utilizar o teorema de Cayley-Hamilton, que informa que toda
matriz quadrada satisfaz sua própria equação característica. Para uma matriz A de ordem
2, a equação característica é

x2 − xTrA+ detA = 0, (3.59)

em que x é o autovalor de A. Logo, pelo teorema de Cayley-Hamilton

A2 − ATrA+ 1 detA = 0, (3.60)

aplicando o traço, chega-se a

TrA2 − (TrA)2 + 2 detA = 0. (3.61)

Dessa forma,
Tr(∆†∆∆†∆) − [Tr(∆†∆)]2 + 2 det ∆†∆ = 0. (3.62)
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Mas, usando o fato de que det ∆†∆ = | det ∆|2 ≥ 0, então (3.62) se transforma na seguinte
desigualdade

Tr(∆†∆∆†∆) − [Tr(∆†∆)]2 ≤ 0, (3.63)

e, assim, com o uso de (3.48)

ζ = Tr(∆†∆∆†∆)
[Tr(∆†∆)]2 ≤ 1. (3.64)

Para o valor mínimo de ζ, consideremos uma transformação unitária de gauge U(x) que
diagonaliza ∆†∆, já que este produto é hermitiano. U(x) é qualquer elemento do grupo
SU(2)L × U(1)Y . Assim, ∆ → U(x)∆U †(x), daí

Tr(∆†∆∆†∆) → M4
1 +M4

2 e Tr(∆†∆) → M2
1 +M2

2 , (3.65)

em que M2
1 e M2

2 são os autovalores de ∆†∆. Portanto,

ζ = M4
1 +M4

2
(M2

1 +M2
2 )2 , (3.66)

sendo possível perceber que ζ não pode ser igual a zero, pois significaria uma razão
indeterminada. Ao denotar z = M2

1/M
2
2 ≥ 0, então ζ tem a seguinte forma

ζ(z) = 1 + z2

(1 + z)2 . (3.67)

Derivando em relação a z e igualando a zero, é obtido que quando z = 1, ζ = 1/2, sendo
este o valor mínimo. Portanto,

1/2 ≤ ζ ≤ 1. (3.68)

Porém, como notado por [67], a região permitida para os parâmetros não se encontra no
retângulo [0, 1] × [1/2, 1] da Figura 25. Utilizando a transformação de gauge U(x) para
o parâmetro ξ definido em (3.46), e sabendo que o dubleto de Higgs se comporta como
H → U(x)H, nesta transformação, então chega-se ao seguinte resultado para ξ

ξ = M2
2 |φ0|2 +M2

1 |φ+|2

(M2
1 +M2

2 )(|φ0|2 + |φ+|2)
, (3.69)

onde |φ+|, |φ0| são as componentes do dubleto H transformado. É possível definir as
seguintes quantidades

cos2(θ∆) ≡ c2
∆ = M2

1
M2

1 +M2
2
, sin2(θ∆) ≡ s2

∆ = M2
2

M2
1 +M2

2
, (3.70)

cos2(θH) ≡ c2
H = |φ+|2

|φ+|2 + |φ0|2
, sin2 θH ≡ s2

H = |φ0|2

|φ+|2 + |φ0|2
. (3.71)

Dessa forma, (3.66) e (3.69) são

ξ = c2
∆c

2
H + s2

∆s
2
H , (3.72)

ζ = c4
∆ + s4

∆. (3.73)
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Usando s4
∆ = (1 − c2

∆)2, então
ζ = 1 − 2c2

∆ + 2c4
∆. (3.74)

Utilizando s2
H = 1 − c2

H e s2
∆ = 1 − c2

∆ em (3.72), então é possível encontrar a seguinte
relação

c2
∆ = ξ + c2

H − 1
2c2

H − 1 . (3.75)

Substituindo em (3.73), tem-se que

ζ = 1 − 2
(
ξ + c2

H − 1
2c2

H − 1

)
+ 2

(
ξ + c2

H − 1
2c2

H − 1

)2

≥ 1 − 2ξ + 2ξ2 (3.76)

Dessa forma, é possível concluir que

2ξ2 − 2ξ + 1 ≤ ζ ≤ 1, (3.77)

com a região permitida para os parâmetros ξ, ζ ilustrada na Figura 25.

Figura 25 – Região dos parâmetros orbitais ξ e ζ. O mínimo do potencial ocorrerá na
fronteira destacada em vermelho.

Como a função G(ζ) é linear, e portanto, monótona em ζ, a condição G(ζ) > 0 em (3.52)
é satisfeita ao avaliar G(ζ) em ζ = 1 e ζ = 1/2, pois estes são os valores da fronteira. Logo,

G(1) = λ∆ + λ′
∆ ≥ 0 e G(1/2) = λ∆ + 1

2λ
′
∆ ≥ 0. (3.78)

Já para (3.53), é necessário encontrar o mínimo satisfeito por ξ e ζ, sendo necessário
encontrar o mínimo de F (ξ, ζ). A função F também é monótona, portanto, seu mínimo
ocorre na fronteira definida na Figura 25. Portanto, o mínimo ocorrerá no seguintes casos

minF (ξ, 2ξ2 − 2ξ + 1), F (0, 1) e F (1, 1). (3.79)

Os dois últimos casos são triviais de serem obtidos, dando as seguintes condições de
estabilidade para o potencial escalar

λH∆ +
√
λH(λ∆ + λ′

∆) > 0, λ′
H∆ + λH∆ +

√
λH(λ∆ + λ′

∆) > 0. (3.80)
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Figura 26 – A região verde corresponde a valores de λH∆ e λ′
H∆ que deixarão o potencial

estável, a nível de árvore. Enquanto a região vermelha representa valores que
o deixarão instável, para λH = 1/4, λ∆ = −1/3 e λ′

∆ = 3/4.

Já para o primeiro caso, o mínimo ocorre quando F ′(ξ) = 0

F ′(ξ) = λ′
H∆ +

√
λHλ

′
∆(2ξ − 1)√

(λ∆ + (2ξ2 − 2ξ + 1)λ′
∆)

= 0, (3.81)

obtendo como solução

ξ = 1
2 ± |λ′

H∆|

√√√√ 2λ∆ + λ′
∆

λ′
∆(2λH − λ

′ 2
H∆)) . (3.82)

Além disso, é necessário avaliar quais destas soluções satisfaz F ′′(ξ) > 0, assim como,
garantir que esteja dentro do intervalo 0 ≤ ξ ≤ 1. Isso acontece se e somente se

λ′
√
λH > |λ′

H∆|
√
λ∆ + λ′

∆. (3.83)

Portanto, há duas novas condições de estabilidade. A primeira delas é quando a desigualdade
(3.83) é satisfeita, sendo obtido que

λH∆ + 1
2λ

′
H∆ + 1

2

√√√√(2λHλ′
∆ − λ′

H∆
2
)(

2λ∆

λ′
∆

+ 1
)
> 0. (3.84)

A segunda condição ocorre a partir da negação da desigualdade (3.83), isto é, quando

λ′
√
λH ≤ |λ′

H∆|
√
λ∆ + λ′

∆. (3.85)
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Por fim, as condições de estabilidade para este potencial escalar são

λH , λ∆ + λ′
∆, λ∆ + 1

2λ
′
∆, λH∆ +

√
λH (λ∆ + λ′

∆), λH∆ + λ′
H∆ +

√
λH (λ∆ + λ′

∆) > 0

eλ′
∆

√
λH ≤ |λ′

H∆|
√
λ∆ + λ′

∆ ou 2λH∆ + λ′
H∆ +

√√√√(2λHλ′
∆ − λ′

H∆
2
)(

2λ∆

λ′
∆

+ 1
)
> 0

 .
(3.86)

A região permitida para os parâmetros λ′
H∆ e λH∆ está representada na Figura 26. Em [67],

há uma breve análise das condições de estabilidade utilizadas na literatura, as quais são
muito restritas por serem suficientes mas não necessárias, isto é, as antigas condições
afirmavam que se um potencial obedece estas condições, então ele é necessariamente estável,
porém nem todo potencial estável obedece estas condições.

A discussão e análise dos resultados apresentados não considera as correções
quânticas dos modelos apresentados. Dessa forma, as regiões de estabilidade do potencial
mostrada nas Figuras 24 e 25 são maiores do que deveriam ser. Como mostrado no
capítulo anterior, as correções quânticas geram dependência de uma escala de energia nos
parâmetros observáveis. Assim, é esperado que conforme a escala de energia aumente, os
parâmetros observáveis adquiram valores que podem tornar o potencial instável. Na seção
a seguir, será discutido métodos que permitam estudar a estabilidade do potencial quando
se tem as correções quânticas.

3.2 Estabilidade quântica do potencial escalar
A estabilidade quântica do potencial escalar pode ser estudada a partir de diferentes

métodos e técnicas, a depender do que é pretendido como objeto de estudo. É possível
estudar o potencial efetivo, obtido a partir da integração dos campos na integral de
caminho, de forma a encontrar condições em que o potencial seja confinado por baixo.
Para isso, uma das técnicas utilizadas é fixar um campo clássico de fundo e calcular as
perturbações a partir da integral de caminho. Esta técnica é útil, pois permite estudar
se ocorre quebra espontânea de simetria do potencial escalar quando a massa do campo
escalar é zero, tendo como um dos resultados o potencial de Coleman-Weinberg [57].

Uma outra forma de obter as condições de estabilidade do potencial é utilizar as
equações do grupo de renormalização do modelo e resomar o potencial, isto é, introduzir a
dependência da escala de energia nos parâmetros sem mudar a forma do potencial. Para o
caso de uma Lagrangeana que contém somente um campo escalar real, esta tarefa é feita
facilmente, pois a integração da equação do grupo de renormalização é separável, como
será visto mais a frente. Entretanto, ao introduzir campos de gauge, campos fermiônicos
e outros campos escalares, a tarefa se torna mais complicada, já que as equações do
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grupo de renormalização, neste caso, são geralmente não-lineares e acopladas. Além disso,
para renormalizar uma teoria é necessário escolher uma escala de renormalização para os
parâmetros observáves deste modelo, como por exemplo, os acoplamentos de gauge, os
acomplamentos de Yukawa, etc. Entretanto, para vários parâmetros observáveis e campos,
é possível ter várias escalas de renormalização, o que dificulta ainda mais o processo.
Na seção 3.2.4, este problema será melhor discutido e apresentado uma solução, como
mostrado por [58].

3.2.1 Ação Efetiva

Como ponto de partida para o estudo do potencial escalar contendo correções
quânticas, é necessário introduzir a ação efetiva. Ela contém todas as informações, sejam
elas clássicas ou quânticas, da teoria. Neste texto, a ação efetiva consistirá em integrar
todos os campos na integral de caminho de Feynman, o que renderá uma constante infinita.
Para haver uma dependência funcional, todos os campos serão integrados na presença de
uma fonte externa clássica J . Não é possível calcular laços, pois todos os laços já foram
realizados ao integrar os campos na integral de caminho. Assim, a ação efetiva é uma
ferramenta poderosa, e a usaremos para encontrar o potencial efetivo.

Para isso, considere a amplitude vácuo-vácuo na presença de uma fonte externa
clássica

Z[J ] ≡ 〈Ω|Ω〉J =
∫

Dφ exp
(
iS[φ] + i

∫
d4xφ(x)J(x)

)
, (3.87)

em que J é um conjunto de correntes clássicas acopladas aos campos φ da teoria, podendo
estes serem escalares, fermiônicos, vetorias, etc. Z[J ] consiste de todos os diagramas, sejam
eles conectados ou desconectados. Um diagrama é conectado se todos os vértices externos
conectam aos outros vértices externos de alguma forma pelo diagrama. Por consequência,
diagramas desconectados são aqueles que não atendem esta definição.

(a) (b)

Figura 27 – Em (a), um exemplo de diagrama conectado para um campo escalar complexo
autointeragente. Em (b), um possível diagrama desconectado para um campo
escalar complexo autointeragente.
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Como exemplo, consideremos a ação S[φ], em (3.87), sendo

S[φ] =
∫

d4x

(
1
2∂µφ∂

µφ− m2

2 φ2 − λ

4!

)
, (3.88)

em que φ é um campo escalar real, com λ > 0, sendo um acoplamento adimensional muito
pequeno. Dessa forma, a função partição Z[J ] tem a seguinte expansão em λ

Z[J ] =
∫

Dφ exp
[
i
∫

d4x

(
1
2∂µφ∂

µφ− m2

2 φ2 − λ

4!φ
4 + Jφ

)]
,

Z[J ] =
∫

Dφ exp
[
i
∫

d4x

(
1
2∂µφ∂

µφ− m2

2 φ2 + Jφ

)]
(3.89)

×

1 − i
λ

4!

∫
d4z φ(z)4 + (−i)2

2!

(
λ

4!

)2 ∫
d4z d4w φ4(z)φ4(w) + . . .

 ,
sendo realizada uma expansão em série de Taylor na passagem da primeira para a segunda
linha. Notemos que a expressão da expansão ainda está sendo integrada por Dφ, de modo
que é possível identificar a seguinte relação∫

Dφφ(x) exp
(
iS0[φ] + i

∫
d4xφ(x)J(x)

)
= −iδZ0[J ]

δJ(x) , (3.90)

em que Z0[J ] é a função partição livre, isto é, para quando λ = 0. Neste caso, pode-se
mostrar que Z0[J ] tem o seguinte formato

Z0[J ] = N exp
(
i

2

∫
d4xd4y J(y)∆(x− y)J(x)

)
, (3.91)

em que ∆(y − z) é o propagador escalar que satisfaz a seguinte equação

(∂2 +m2)∆(x− y) = −iδ(x− y).

A função partição Z[J ], portanto, é reescrita como

Z[J ] =Z0[J ] − i
λ

4!

∫
d4z (−i)4 δ

4Z0[J ]
δJ(z)4 + (−i)2

2!

(
λ

4!

)2 ∫
d4z d4w

(−i)8δ8Z0[J ]
δJ(z)4δJ(w)4 + . . . ,

Z[J ] = exp
(

−i λ4!

∫
d4z(−i)4 δ4

δJ(z)4

)
Z0[J ] (3.92)

Z[J ] =Z0[J ]
[
1 + Z−1

0 [J ]
(
e

(
−i λ

4!

∫
d4z(−i)4 δ4

δJ(z)4

)
− 1

)]
Z0[J ] = Z0[J ](1 + θ[J ]),

sendo θ[J ] = Z−1
0 [J ]

(
e

(
−i λ

4!

∫
d4z(−i)4 δ4

δJ(z)4

)
− 1

)
Z0[J ]. Aplicando o logaritmo em ambos

os lados da equação, encontra-se que

lnZ[J ] = lnZ0[J ] + ln (1 + θ[J ]),

lnZ[J ] = lnZ0[J ] + θ[J ] − 1
2θ

2[J ] + 1
3θ

3[J ] + . . . . (3.93)
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Expandindo θ[J ] em λ, permite identificar a seguinte expansão

θ[J ] = λθ1[J ] + λ2θ2[J ] + . . . , (3.94)

em que

θ1[J ] = −i
4! Z

−1
0 [J ]

∫
d4z

δ4Z0[J ]
δJ(z)4 , (3.95)

θ2[J ] = − 1
2(4!)2Z

−1
0 [J ]

∫
d4z d4w

δ4

δJ(z)4
δ4Z0[J ]
δJ(w)4 (3.96)

= −i
2 · 4!Z

−1
0 [J ]

∫
d4w

δ4

δJ(w)4Z0[J ]θ1[J ].

Dessa forma, (3.93) toma o seguinte formato

lnZ[J ] = lnZ0[J ] + λθ1[J ] + λ2
(
θ2[J ] − 1

2θ
2
1[J ]

)
+ λ3

(
θ3[J ] − θ1[J ]θ2[J ] + 1

3θ
3
1[J ]

)
. . . (3.97)

Realizando o cálculo de θ1[J ], obtém-se até a ordem λ que

lnZ[J ] = lnZ0[J ] − iλ

4!

[
− 3∆(0)2 (3.98)

− 6i
∫

d4yd4wd4z J(y)J(w)∆(y − z)∆(w − z)∆(z − z)

+
∫

d4yd4wd4ud4v J(y)J(w)J(u)J(v)∆(y − z)∆(w − z)∆(u− z)∆(v − z)
]

+ O(λ2).

Notemos que na situação J = 0, e isto valerá para todas as ordens, somente
diagramas do tipo bubble estarão presentes, isto é, diagramas do tipo ∆(0)2. Como Z[J ]
é amplitude vácuo-vácuo na presença de uma fonte externa, então Z[0] corresponde ao
vácuo da teoria livre de interações mais as correções quânticas do potencial na ausência
da fonte externa. Assim, ao considerar a seguinte quantidade

Z[J ]
Z[0] = Z0[J ]ei λ

8 ∆(0)2+i λ
4

∫
d4yd4wd4z J(y)J(w)∆(y−z)∆(w−z)∆(z−z)+...

ei λ
8 ∆(0)2+...

, (3.99)

é possível concluir que estamos eliminando as correções quânticas do vácuo, uma vez que
elas não são observáveis — não há correntes externas associadas aos seus diagramas —.
Este resultado será muito importante mais à frente quando tratarmos das funções de Green
conectadas.

Retornando à discussão da expansão em (3.97), todos os termos em parênteses
da expressão (3.97) produzem apenas diagramas conectados — embora não será provado
neste texto — permitindo chegar a mesma conclusão para lnZ[J ]. Com isso, a expressão
(3.87) será reescrita como

Z[J ] =
∫

Dφ exp
(
iS[φ] + i

∫
d4xφ(x)J(x)

)
= eiW [J ], (3.100)
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onde iW [J ] é a soma de todos os diagramas conectados, uma vez que lnZ[J ] consiste so-
mente de diagramas conectados. Portanto, a ação efetiva é definida a partir da transformada
de Legendre

Γ[φ] = W [J ] −
∫
d4xφ(x)J(x), (3.101)

também conhecida como ação efetiva 1PI, do inglês one particle irreducible. Diagramas
1PI são diagramas que não podem ser separados ao cortar uma linha interna, conforme
ilustrado na Figura 28.

(a) (b)

Figura 28 – Em (a), o propagador do fóton a um laço, como visto em 2.1.1. Note que ao
passar uma linha interna, o diagrama não se divide em dois. Ao contrário, em
(b), ao passar a linha, o diagrama se divide em dois propagadores a um laço,
sendo portanto, um diagrama que não é 1PI.

A partir de (3.101) são obtidas as seguintes relações
δΓ[φ]
δφ(y) = −J(y), (3.102)

δW [J ]
δJ(y) = φ(y). (3.103)

A última relação deve ser entendida como o valor esperado do campo na presença de uma
corrente externa

δW [J ]
δJ(y) =

[
〈Ω|φ(y)|Ω〉

〈Ω|Ω〉

]
J

. (3.104)

Quando J = 0, então (3.104) é o valor esperado do campo no vácuo
δW [J ]
δJ(y)

∣∣∣∣
J=0

= −i
Z[J ]

δZ[J ]
δJ(y)

∣∣∣∣
J=0

=
[

〈Ω|φ(y)|Ω〉
〈Ω|Ω〉

]
J=0

≡ 〈φ〉. (3.105)

Se consideramos o modelo tratado em (3.99), então 〈φ〉 = 0. De forma geral, campos
fermiônicos e vetoriais também têm o valor esperado do vácuo igual a zero, caso não
tivessem, existiria uma direção preferencial no espaço-tempo para estes campos no vácuo,
o que não ocorre.

Derivando duas vezes em relação a J(x1) e J(x2) a igualdade em (3.100), tem-se
que

δ2Z[J ]
δJ(x2)δJ(x1)

=
(
i

δ2W [J ]
δJ(x2)δJ(x1)

− δW [J ]
δJ(x2)

δW [J ]
δJ(x1)

)
exp (iW [J ]),

1
Z[J ]

δ2Z[J ]
δJ(x2)δJ(x1)

= i
δ2W [J ]

δJ(x2)δJ(x1)
− δW [J ]
δJ(x2)

δW [J ]
δJ(x1)

. (3.106)
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Ao avaliar (3.106) em J = 0, então o segundo termo entre parênteses vai a zero, uma vez
que corresponde a 〈φ〉 = 0. Para o primeiro termo, considerando φ um campo escalar real,
é possível visualizar seu formato, a partir de (3.99)

1
Z[0]

δ2Z[J ]
δJ(x2)δJ(x1)

∣∣∣∣
J=0

= i∆(x2 − x1) + iλ

2

∫
d4z∆(x1 − z)∆(z − z)∆(z − x2) + O(λ2).

Note que a expressão anterior consiste somente de diagramas de dois pontos x2, x1

conectados, devido à divisão por Z[0]. Dessa forma, define-se a função de Green conectada
de 2 pontos como

G(2)(x2, x1) = − 1
Z[0]

δ2Z[J ]
δJ(x2)δJ(x1)

∣∣∣∣
J=0

, (3.107)

satisfazendo a seguinte equação diferencial

(∂2 +m2)G(2)(x2, x1) = − iδ(x2 − x1) (3.108)

− iλ

2 (∂2 +m2)
∫

d4z∆(x1 − z)∆(z − z)∆(z − x2) + O(λ2).

Em termos de W [J ], pode-se definir a função de Green conectada de 2 pontos
como

G(2)(x2, x1) = −i δ2W [J ]
δJ(x2)δJ(x1)

∣∣∣∣
J=0

. (3.109)

De forma geral, a enésima derivada funcional de W [J ] é a função de Green conectada de
n pontos

G(n)(x1, . . . , xn) = (−i)n−1 δnW [J ]
δJ(x1) . . . δJ(xn)

∣∣∣∣
J=0

. (3.110)

Isso permite expandir W [J ] em uma série de Taylor funcional da seguinte forma

W [J ] =
∑

n

1
n!

∫
d4x1 . . . d

4xnG
(n)(x1, . . . , xn)J(x1) . . . J(xn). (3.111)

Retornando à função de Green conectada de 2 pontos (3.109), é possível reescrevê-la como

G(2)(x2, x1) = −i δ

δJ(x2)

(
δW [J ]
δJ(x1)

) ∣∣∣∣
J=0

= −i δφ(x1)
δJ(x2)

, (3.112)

utilizando (3.103). Assim, encontra-se o resultado para a segunda derivada de (3.102)

δ2Γ[φ]
δφ(x2)δφ(x1)

= i[G(2)(x2, x1)]−1. (3.113)

No espaço dos momentos p, [G(2)(x2, x1)]−1 é expresso da seguinte forma a partir de (3.108)

G̃(2)(p) = i

p2 −m2 − 1
p2 −m2

(
−iλ2 ∆̃(0)

)
1

p2 −m2 + O(λ2), (3.114)

em que o termo entre parênteses corresponde à correção a um laço da massa do campo
escalar, encontrada no capítulo anterior

−iΣ = −iλ2

∫ d4k

(2π)4
i

k2 −m2 .
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Assim, no espaço dos momentos, a ação efetiva em (3.113) tem a seguinte expressão

Γ(2)(p2) = p2 −m2 − Σλ, (3.115)

em que Σλ representa a soma de todos os diagramas 1PI, de um ou mais laços, com 2
linhas externas. Assim como foi obtido um resultado geral para W [J ] em (3.111), o mesmo
pode ser feito para a ação efetiva

Γ[φ] =
∑

n

1
n!

∫
d4x1 . . . d

4xnΓ(n)(x1, . . . , xn)φ(x1) . . . φ(xn), (3.116)

onde Γ(n)(x1, . . . , xn) é a soma de todos os diagramas de Feynman 1PI com n linhas
externas. Há uma outra forma de expandir a ação efetiva, em termos dos momentos, isto
é, a derivadas espaço-temporais de φ

Γ[φ] =
∫
d4x

(
−Vef.[φ] + 1

2Z[φ](∂µφ)2 + . . .
)
, (3.117)

em que V [φ] é o potencial efetivo da teoria. Se tomarmos φ como uma constante, então a
ação efetiva se reduz a integral do potencial efetivo

Γ[φ] = −
∫
d4xVef.[φ]. (3.118)

3.2.2 Potencial de Coleman-Weinberg

O potencial de um campo escalar real tem a seguinte forma

V = m2

2 φ2 + λ

4!φ
4, (3.119)

contendo a simetria Z2. Para m2 > 0, o potencial não apresenta quebra espontânea de
simetria, enquanto o oposto ocorre para m2 < 0. Para o caso m = 0, ocorre a quebra
espontânea de simetria por correções quânticas, como demonstrado por [57]. A importância
do potencial de Coleman-Weinberg para o Modelo Padrão, como será visto adiante, é se
para valores muito grandes do campo de Higgs h � v1 pode existir um estado de menor
energia que h = v.

Para demonstrar que, no caso m = 0, ocorre a quebra espontânea de simetria por
correções quânticas, será utilizada o método do background field method. Dessa forma, é
obtido o potencial efetivo, e com as condições de renormalização será possível mostrar
que ocorre a quebra espontânea de simetria. Neste método, o campo é deslocado por um
campo de fundo φ → φb + φ, logo a exponencial da ação efetiva é

eiΓ[φb] = ei
∫

d4x
(

− 1
2 φb∂2φb−V (φb)

) ∫
Dφ ei

∫
d4x
(

− 1
2 φ∂2φ− 1

2 φ2V ′′(φb)− 1
3! φ3V ′′′(φb)+...

)
. (3.120)

Não é possível calcular a integral acima para um potencial qualquer, embora seja facilmente
calculável no caso de um laço. Neste caso, um laço significa um laço de φ com um número
1 v é o VEV do campo de Higgs.



Capítulo 3. Estabilidade do potencial escalar 103

arbitrário de campos φb externos, já que φb não se propaga. Como φ3 e ordens maiores
não contribuem a um laço, isso porque φ3 corresponderia a dois laços, por exemplo. Dessa
forma, desconsiderando termos maiores ou iguais a φ3, então (3.120) se torna

eiΓ[φb] = ei
∫

d4x
(

− 1
2 φb∂2φb−V (φb)

) ∫
Dφ ei

∫
d4x
(

− 1
2 φ∂2φ− 1

2 φ2V ′′(φb)
)
. (3.121)

Assim, como a integral é gaussiana, é fácil de calcular e obter o seguinte resultado

eiΓ[φb] = N ei
∫

d4x
(

− 1
2 φb∂2φb−V (φb)

) 1√
det (∂2 + V ′′[φb])

, (3.122)

reduzindo o cálculo a um determinante de funcional. Utilizando o logaritmo natural em
(3.122)

iΓ[φb] = ln N + ln 1√
det (∂2 + V ′′[φb])

+ i
∫
d4x

(
−1

2φb∂
2φb − V (φb)

)
, (3.123)

torna-se possível utilizar a propriedade de que o logaritmo natural do determinante é igual
ao traço do logaritmo natural no segundo termo, isto é

ln 1√
det (∂2 + V ′′[φb])

= −1
2Tr ln (∂2 + V ′′[φb]). (3.124)

O traço de operador é a soma dos autovalores, no caso de uma matriz finita. Neste caso,
temos uma matriz “infinita” e, portanto, a soma dos autovalores se torna a integral sobre
as posições, já que o traço é independente da base [34]. Dessa forma,

−1
2Tr ln (∂2 + V ′′[φb]) = −1

2

∫
d4x〈x| ln

(
∂2 + V ′′[φb]

)
|x〉, (3.125)

em que foi inserido a integral sob o espaço-tempo, representando o traço, e 〈x| representa
a base em que o traço esta sendo efetuado.

A não ser que φb seja constante, então a integral acima (3.125) é extremamente
difícil de calcular. No caso de φb ser constante, o potencial deixa de ser um funcional e
passar a ser uma função comum, permitindo realizar vários procedimentos que permitam
a efetuação da integral. Será identificado que i∆Γ[φb] = −1

2Tr ln (∂2 + V ′′(φb)). Para
prosseguirmos, será inserindo um estado completo de momentos 〈k|, logo

i∆Γ[φb] = −1
2

∫
d4x

∫ d4k

(2π)4 〈x|k〉 ln
(
∂2 + V ′′(φb)

)
〈k|x〉. (3.126)

Como 〈x|k〉 = e−ik·x e 〈k|x〉 = eik·x, então temos que

i∆Γ[φb] = −1
2

∫
d4x

∫ d4k

(2π)4 e
−ik·x ln

(
∂2 + V ′′(φb)

)
eik·x. (3.127)

Escrevendo ln (∂2 + V ′′(φb)) como ln
(
1 + V ′′(φb)

∂2

)
+ ln ∂2, permitirá realizar uma expansão

em série de Taylor do primeiro logaritmo. O segundo logaritmo renderá uma constante
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infinita na integral e, portanto, ao longo dos cálculos a seguir não será escrita. Essa
constante infinita não nos trará problemas, podendo ser reabsorvida em ln N da equação
(3.123). Assim expandindo o primeiro logaritmo em série de Taylor

ln
(

1 + V ′′(φb)
∂2

)
= V ′′(φb)

∂2 − 1
2

(
V ′′(φb)
∂2

)2

+ . . . (3.128)

Dessa forma, temos que

ln
(

1 + V ′′(φb)
∂2

)
eik·x = V ′′(φb)

∂2 eik·x − 1
2

(
V ′′(φb)
∂2

)2

eik·x + . . . ,

ln
(

1 + V ′′(φb)
∂2

)
eik·x = V ′′(φb)

∂2e−ik·x − 1
2

(V ′′(φb))2

∂4e−ik·x + . . . ,

ln
(

1 + V ′′(φb)
∂2

)
eik·x = −V ′′(φb)

k2 eik·x − 1
2

(
V ′′(φb)
k2

)2

eik·x + · · · ,

ln
(

1 + V ′′(φb)
∂2

)
eik·x = ln

(
1 − V ′′(φb)

k2

)
eik·x. (3.129)

Como o operador ∂2 já atuou no exponencial, então as exponenciais de (3.127) se cancelam,
restando somente

i∆Γ[φb] = −1
2

∫
d4x

∫ d4k

(2π)4 ln
(

1 − V ′′(φb)
k2

)
. (3.130)

A integral acima é divergente no espaço dos momentos, então já é esperado uma renor-
malização de polinômios de até quarto grau no potencial (3.119). Para identificarmos a
divergência, será preciso passar a integral para o espaço Euclideano da seguinte forma

k2 → −k2
E, d4k = id4kE,

obtém-se que

i∆Γ[φb] = − i

2

∫
d4x

∫ d4kE

(2π)4 ln
(

1 + V ′′(φb)
k2

E

)
. (3.131)

Usando coordenadas hiperesféricas em quatro dimensões [72], temos que

i∆Γ[φb] = − i

32π4

∫
d4x

∫
dΩ4

∫ ∞

0
dkEk

3
E ln

(
1 + V ′′(φb)

k2
E

)
. (3.132)

Como o integrando é invariante sob rotações, então é possível efetuar a integral da parte
angular dΩ4 diretamente∫

dΩ4 ≡
∫ 2π

0

∫ π

0

∫ π

0
sin θ1 sin2 θ2dθ1dθ2dθ3 = 2π2.

Logo,

i∆Γ[φb] = − i

16π2

∫
d4x

∫ ∞

0
dkEk

3
E ln

(
1 + V ′′(φb)

k2
E

)
. (3.133)
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Assim, a divergência está na integral em kE. Antes de regularizar esta integral, vale utilizar
de alguns artifícios de modo a torná-la mais fácil de integrar. Para isso, considere que

I =
∫ ∞

0
dkEk

3
E ln

(
1 + V ′′(φb)

k2
E

)
. (3.134)

Pode-se reescrever I como uma integral dupla, como mostrado abaixo

I = −
∫ ∞

0
dkEk

3
E ln

(
1 + V ′′(φb)

`

) ∣∣∣∣∣∣
`=∞

`=k2
E

,

= V ′′(φb)
∫ ∞

0

∫ ∞

k2
E

k3
E

`(`+ V ′′(φb))
d`dkE, (3.135)

onde foi derivado ln
(
1 + V ′′(φb)

`

)
em relação a ` e usado o teorema fundamental do cálculo.

Fazendo a mudança de ordem de integração de (3.135), então

I = V ′′(φb)
∫ ∞

0

∫ √
`

0

k3
E

`(`+ V ′′(φb))
dkEd`,

= V ′′(φb)
4

∫ ∞

0

`

`+ V ′′(φb)
d`. (3.136)

A integral em (3.136), embora divergente, é razoavelmente mais fácil de integrar. Regulando
a integral por meio do hard cutoff , isto é, ao invés de integrar até o infinito, é integrado
até um limite, neste caso, Λ que tem dimensões de energia2, como pode ser visto por meio
de uma análise dimensional em (3.133) e (3.136). Dessa forma,

I = V ′′(φb)
4

∫ Λ

0

`

`+ V ′′(φb)
d`. (3.137)

Adicionando V ′′(φb) − V ′′(φb) ao numerador de (3.137) e realizando a integral, obtém-se
que

I = ΛV
′′(φb)
4 + (V ′′(φb))2

4 ln
(

V ′′(φb)
Λ + V ′′(φb)

)
. (3.138)

Realizando um deslocamento em Λ + V ′′(φb) → Λ, permitirá simplificar o argumento do
logaritmo ao troco de uma constante finita em I, como mostrado abaixo

I = (Λ − V ′′(φb))
V ′′(φb)

4 + (V ′′(φb))2

4 ln
(
V ′′(φb)

Λ

)
. (3.139)

É possível desconsiderar o termo V ′′(φb)2

4 , já que ele não renderá nenhuma informação
adicional. Portanto, o resultado final de (3.133) é

i∆Γ[φb] = − i

16π2

∫
d4x

[
ΛV

′′(φb)
4 + (V ′′(φb))2

4 ln
(
V ′′(φb)

Λ

)]
, (3.140)

que continua sendo uma quantidade divergente, já que a regularização por hard cutoff
ainda implica efetuar o limite Λ → ∞. A ação efetiva de (3.123) com φb constante é

Γ[φb] = −
∫
d4x

[
V (φb) + ΛV

′′(φb)
64π2 + (V ′′(φb))2

64π2 ln
(
V ′′(φb)

Λ

)]
. (3.141)
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Usando a relação obtida em (3.118), então encontramos a expressão para o potencial
efetivo

Vef.(φb) = V (φb) + ΛV
′′(φb)

64π2 + (V ′′(φb))2

64π2 ln
(
V ′′(φb)

Λ

)
. (3.142)

Para renormalizá-lo, consideremos o potencial renormalizado tendo a seguinte forma

V (φ) = 1
2m

2
R(1 + δm)φ2 + λR

4! (1 + δλ)φ4, (3.143)

o que permite identificar V ′′(φb) como

V ′′(φb) = m2
R + λR

2 φ2
b + O(λ2

R), (3.144)

com os contratermos assumidos a começar em ordem λ2
R. Dessa forma, o potencial efetivo

é

Vef.(φ) =1
2m

2
R(1 + δm)φ2 + λR

4! (1 + δλ)φ4

+ Λ
64π2

(
m2

R + λR

2 φ2
)

+ 1
64π2

(
m2

R + λR

2 φ2
)2

ln
m2

R + λR

2 φ
2

Λ ,

(3.145)

em que foi substituído φb por φ, o que não acarretará perda de generalidade.
Agora, para analisar se a simetria Z2 é espontaneamente quebrada quando mR = 0,

é necessário definir mR = 0 cuidadosamente. Normalmente, é identificado mR como a
massa de φ, entretanto essa definição é problemática, já que caso fosse, então estaríamos
pressupondo que m2

R é maior que zero, e portanto, um grau de liberdade físico de φ. A
solução é identificar que m2

R = V ′′
ef.(0), e impor a seguinte condição de renormalização

m2
R = V ′′

ef.(0) = 0. É natural supor que a condição de renormalização de λ seja da seguinte
forma λR = V ′′′′

ef. (0). Para ver o que acontece nesta condição, temos de analisar a quarta
derivada do potencial efetivo, que até o momento tem a seguinte forma

Vef.(φ) = λR

4! φ
4
[
1 + δλ + 3λR

32π2 ln
(
λRφ

2

2Λ

)]
. (3.146)

Derivando quatro vezes, então

V ′′′′
ef. (φ) = λR

64π2

[
64π2 + 64π2δλ + 25λR + 6λR ln

(
λRφ

2

2Λ

)]
, (3.147)

ficando evidente que não é possível tomar V ′′′′
ef. (0) como condição de renormalização, sendo

necessário tomar em algum valor diferente de zero para φ. Assim, tomando a condição
de renormalização como λR = V ′′′′

ef. (µ), em que µ é uma escala arbitrária, encontra-se o
seguinte valor para o contratermo

δλ = − 3λR

32π2

[
ln
(
λRµ

2

2Λ

)
+ 25

6

]
. (3.148)
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Dessa forma, é obtido o potencial de Coleman-Weinberg

Vef.(φ) = λR

4! φ
4
{

1 + 3λR

32π2

[
ln
(
φ2

µ2

)
− 25

6

]}
. (3.149)

No caso em que φ2 ≤ µ2, temos que o termo ln
(

φ2

µ2

)
≤ 0, o que leva a aparente conclusão

que existe um máximo na origem e um mínimo em um valor diferente de zero, sendo
denominado de φ0. Assim, para encontrar o mínimo, deriva-se o potencial em relação a φ.
O valor φ0 que minimiza o potencial é determinado a partir da seguinte equação

λR ln
(
φ2

0
µ2

)
= 11

3 λR − 32
3 π

2. (3.150)

Como 32
3 π

2 ≈ 105, então esta equação já está muito fora do regime perturbativo, indicando
a necessidade de incluir correções de ordens maiores de λ.

Antecipando-se um pouco nos resultados, a inclusão da correção de ordens maiores
de λ não resolverá o problema em questão, isto é, se ocorre a quebra espontânea de
simetria por correções quânticas. Entretanto, a metodologia apresentada por [57], que
será desenvolvida a seguir, traz insights importantes para as equações do grupo de
renormalização.

3.2.3 Resomação de grandes logaritmos

A escala de renormalização µ em (3.149) é totalmente arbitrária, sua única função
é definir a constante renormalizada λR e a escala de renormalização do campo φ. Esta
última afirmação não foi apresentada no texto explicitamente, já que a um laço, um modelo
contendo somente o campo escalar não recebe nenhuma correção quântica em φ [48]. A
renormalização do campo φ acontece a partir do termo Z[φ] presente em (3.117). Um
pequena mudança na escala µ implicará uma pequena mudança em λR e em φ, de tal
forma, que a ação efetiva obedecerá a seguinte equação [57](

µ
∂

∂µ
+ βλ

∂

∂λR

+ γ
∫
d4xφ(x) δ

δφ(x)

)
Γ = 0, (3.151)

em que βλ é a equação do grupo de renormalização para o acoplamento λ, e γ é chamado
de dimensão anômala. Para descobrir a forma de γ, lembremos de (2.186), a relação entre
o campo renormalizado e o não renormalizado, sem os índices a

φ = 1√
Zφ

φ(0). (3.152)

Diferenciando em relação a µ, e multiplicando o resultado por µ, encontramos que

Z
1
2
φ

(
1

2Zφ

µ
∂Zφ

∂µ
φ+ µ

∂φ

∂µ

)
= 0. (3.153)
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Assim, ao definir γ da seguinte forma

γ = − 1
2Zφ

µ
∂Zφ

∂µ
, (3.154)

chega-se a
µ
∂φ

∂µ
= γφ. (3.155)

Aplicando (3.151) a (3.116), encontramos(
µ
∂

∂µ
+ βλ

∂

∂λR

+ nγ

)
Γ(n)(x1, . . . , xn) = 0. (3.156)

Estas são as equações diferenciais do grupo de renormalização, também chamadas de
equação de Callan-Symanzik [73,74]. Usando (3.151) em (3.117), encontramos diretamente
que [57] (

µ
∂

∂µ
+ βλ

∂

∂λR

+ γφ
∂

∂φ

)
Vef.(φ) = 0, (3.157)(

µ
∂

∂µ
+ βλ

∂

∂λR

+ γφ
∂

∂φ
+ 2γ

)
Z(φ) = 0, (3.158)

para o caso em que Vef.(φ) e Z(φ) são funções ordinárias de φ e não funcionais. Seguindo
o raciocínio de [57], é conveniente trabalhar com a seguinte quantidade adimensional

V (4) = ∂4Vef.

∂φ4 . (3.159)

Derivando (3.157) quatro vezes em relação a φ, permite obter(
µ
∂

∂µ
+ βλ

∂

∂λR

+ γφ
∂

∂φ
+ 4γ

)
V (4) = 0. (3.160)

Como as quantidades adimensionais V (4) e Z só podem depender de φ, µ a partir da razão
φ/µ, é útil definir que

t = ln φ
µ
. (3.161)

Dessa forma, temos que

µ
∂V (4)

∂µ
= µ

∂V (4)

∂t

∂t

∂µ
(3.162)

= −∂V (4)

∂t
; (3.163)

γφ
∂V (4)

∂φ
= γφ

∂V (4)

∂t

∂t

∂φ
(3.164)

= γ
∂V (4)

∂t
, (3.165)
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com estas relações também valendo para Z. Assim, (3.160) toma a seguinte forma(
− ∂

∂t
+ β̄

∂

∂λR

+ 4γ̄
)
V (4)(t, λR) = 0, (3.166)

onde β̄ = β
(1−γ) e γ̄ = γ

(1−γ) . O mesmo pode ser aplicado para (3.158)(
− ∂

∂t
+ β̄

∂

∂λR

+ 2γ̄
)
Z(t, λR) = 0. (3.167)

As condições de renormalização são facilmente obtidas a partir desta redefinição

V (4)(0, λR) = λR, Z(0, λR) = 1. (3.168)

Logo, se avaliarmos as equações (3.166) e (3.167) em t = 0, obtemos que

γ̄ = 1
2
∂Z(0, λR)

∂t
, (3.169)

β̄ = ∂V (4)(0, λR)
∂t

− 4γ̄λR. (3.170)

Assim, se soubermos os termos com derivadas no lado direito destas equações, descobriremos
β̄ e γ̄. Entretanto, não sabemos estes termos com derivadas de forma exata, apenas alguns
termos em uma expansão em série de potência de β̄ e γ̄. Vamos imaginar, porém, que
saibamos exatamente β̄ e γ̄. Assim, é fácil construir a solução geral de(

− ∂

∂t
+ β̄

∂

∂λR

+ nγ̄

)
F (t, λR) = 0, (3.171)

em que as equações (3.166) e (3.167) são casos especiais desta. Vamos definir a função
λ′(t, λR) a partir da solução da seguinte equação diferencial

dλ′

dt
= β̄(λ′), (3.172)

com a seguinte condição de contorno

λ′(0, λR) = λR. (3.173)

Essa parametrização permite escrever (3.171) como uma equação diferencial dependente
somente de t, se identificarmos

∂

∂t
− β̄

∂

∂λR

, (3.174)

como uma derivada total, ou material, em relação a t. Assim, (3.171) tem a seguinte forma

−dF

dt
+ nγ̄F = 0, (3.175)

cuja solução é [57]

F (t, λR) = f(λ′(t, λR)) exp
[
n
∫ t

0
γ̄(λ′(t, λR))dt

]
, (3.176)
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onde f é uma função arbitrária. As condições de renormalização para Z e V (4), (3.168),
possibilitam encontrar f :

Z(t, λR) = exp
[
2
∫ t

0
γ̄(λ′(t, λR))dt

]
, (3.177)

V (4) = λ′(t, λR)[Z(t, λR)]2. (3.178)

Este é um resultado espetacular, já que Z e V (4) são determinados para todos os valores
de t, em termos de suas primeiras derivadas em relação a t = 0, isto é, em termos de β̄ e γ̄.

Entretanto, assumimos que conheceríamos β̄ e γ̄ de forma exata, entretanto
sabemos somente alguns termos. Vamos supor que construiremos uma solução aproximada
de λ′(t, λR) ao substituir β̄ em (3.172) pelo termo a um laço, a partir de um valor
pequeno de λR. Esperamos que esta aproximação seja válida para um intervalo em t,
desde que λ′ permaneça pequeno neste intervalo. Assim, termos de ordens maiores, isto é,
termos a dois laços, três laços, etc., serão desprezíveis neste intervalo. Se tivermos sorte, a
aproximação para λ′ permanecerá pequena para grandes valores de t, dessa forma, teremos
uma aproximação melhorada2. Assim, analisemos V (4), a partir da relação (3.149)

V (4) = λR + 3λ2
R

16π2 t, (3.179)

em que fora feito uma redefinição na escala µ para que o fator 25/6 não esteja presente.
Na aproximação a um laço, sabemos que, neste caso, Z = 1, logo

γ̄ = 0,

a partir de (3.169). Dessa forma, (3.170) é

β̄ = 3λ2
R

16π2 . (3.180)

Assim, a equação diferencial (3.172) tem a seguinte forma

dλ′

dt
= 3λ′2

16π2 , (3.181)

sendo a equação do grupo de renormalização obtida em (2.226), quando N = 1, g = 0,
Tr(YY†) = 0 e λR → λR

3 . A solução de (3.181) é

λ′(t, λR) = λR

1 − 3λR

16π2 t
. (3.182)

Como λ′(t, λR) é o acoplamento quártico efetivo melhorado, a partir de (3.178), então o
potencial efetivo a um laço tem o seguinte formato

Vef.(φ) = λR

1 − 3λR

32π2 ln φ2

µ2

φ4

4! . (3.183)

2 Do inglês, improved approximation. Termo retirado do artigo [57].
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É interessante perceber que quando 3λR

32π2 ln φ2

µ2 < 1, então

Vef.(φ) ≈ φ4

4!

(
1 + 3λR

32π2 ln φ
2

µ2

)
, (3.184)

sendo a expressão obtida em (3.149). Assim, melhoramos o potencial efetivo, a partir da
aproximação a um laço, em um processo também conhecido como resomação.

3.2.4 Potencial efetivo multiescala

Na análise anterior, o potencial efetivo a um laço continha apenas um campo
escalar, o que torna a obtenção dos parâmetros efetivos relevantes relativamente fácil, em
relações a outros modelos, como o dubleto de Higgs inerte 3.1.2 e o triplet seesaw 3.1.3.
Nessas duas extensões do Modelo Padrão, o potencial a nível de árvore contém mais de
um campo escalar, além de conter campos vetoriais, o que leva o potencial efetivo a um
laço destas teorias terem escalas de massa diferentes. Potenciais efetivos a um laço que
exibem diferentes escalas de massa são chamados de multiescala. Estes potenciais são mais
complicados que os potenciais de escala única, como o potencial de Coleman-Weinberg
(3.149), uma vez que as correções radiativas introduzem termos que são proporcionais
à
(

ln m2
i

µ2

)n

, em que mi são os autovalores de massa dos campos envolvidos no modelo.
Estes podem variar significativamente, dependendo dos acoplamentos envolvidos. Essa
situação torna-se problemática quando os autovalores das massas são muito distintos, não
sendo possível escolher um único valor de µ de modo que as razões mi

µ
sejam da mesma

ordem, a fim de evitar que os logaritmos cresçam excessivamente. Neste caso, os logaritmos
invalidariam a expansão perturbativa do potencial efetivo.

No caso do potencial de Coleman-Weinberg, foi possível contornar o problema
de logaritmos muito grandes ao resomá-lo no acoplamento quártico e, dessa forma, o
potencial efetivo foi melhorado. Infelizmente, a situação para potenciais com mais de um
campo escalar se torna mais complicada, pois não há como resomar o potencial efetivo
considerando somente uma escala de renormalização µ.

Para resolver este problema, em seu trabalho [58] apresenta um novo método para
melhorar o potencial efetivo usando a equação de grupo de renormalização com apenas
uma escala de renormalização. Isso será feito ao escolher condições iniciais adequadas para
resolver as equações do grupo de renormalização, de forma a estender o trabalho realizado
por Coleman-Weinberg, apresentado na seção anterior, para potenciais mais gerais. Como
consequência, será possível analisar a estabilidade do potencial efetivo melhorado a partir
das condições de estabilidade obtidas a nível de árvore.

Considere a seguinte generalização do potencial de Coleman-Weinberg contendo
N campos escalares, assim como k acoplamentos. Denotando λ = (λ1, . . . , λk) como
os acoplamentos e φ = (φ1, . . . , φN) como os campos escalares. Há ` autovalores de
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massa dependentes dos campos m = (m1, . . . , m`), sendo estes funções dos campos e dos
acoplamentos. Nesta notação, o espaço dos parâmetros é gerado por (µ; λ, φ). O potencial
efetivo da teoria até um laço é

Vef.(µ; λ, φ) = V (0)(λ, φ) + ~V (1)(µ; λ, φ), (3.185)

onde ~ é indicado para representar a ordem do laço da correção quântica, e o sobrescrito
indica a ordem da correção ao potencial efetivo. Note que no limite ~ → 0, o potencial
efetivo retorna à expressão do potencial clássico, como esperado. A expressão generalizada
de (3.149) para o potencial a um laço é

V (1)(µ; λ, φ) = 1
64π2

∑
i

nim
4
i (λ, φ)

[
ln m

2
i (λ, φ)
µ2 − ζi

]
, (3.186)

onde o índice i se refere aos tipos de partículas, e os autovalores de massa a nível de árvore
são denotadas por mi(λ, φ). O fator ni é responsável por indicar o número de graus de
liberdade que uma partícula tem, estando relacionado ao spin da partícula si

ni = (−1)2siQaNa(2si + 1),

em que Qi = 1, 2 para partículas descarregadas e carregadas, respectivamente, e Ni = 1, 3
para partículas que não carregam e carregam cor, respectivamente. Os valores de ζi são
iguais a 5

6 para bósons vetoriais, e 3
2 para bósons escalares e férmions, quando se utiliza a

regularização dimensional no esquema MS.
Para ilustrar a dificuldade de renormalização com potenciais escalares contendo

mais de um campo escalar, consideremos um modelo com dois escalares reais φ1 e φ2 de
forma que a Lagrangeana será

L = 1
2(∂µφ1)(∂µφ1) + 1

2(∂µφ2)(∂µφ2) − V (φ1, φ2), (3.187)

com V (φ1, φ2) igual a

V (φ1, φ2) = m2
1

2 φ2
1 + m2

2
2 φ2

2 + λ1

4! φ
4
1 + λ1

4! φ
4
2 + λ3

4 φ
2
1φ

2
2. (3.188)

Para encontrar os autovalores de massa a nível de árvore, deriva-se, neste caso, o potencial
em relação aos campos φ1 e φ2 duas vezes, obtendo

M2
ij =

m2
1 + λ1φ2

1
2 + λ3φ2

2
2 λ3φ1φ2

λ3φ1φ2 m2
2 + λ2φ2

2
2 + λ3φ2

1
2

 , (3.189)

em que Mij pode ser considerada a matriz de massa ao quadrado efetiva a nível de árvore
com i, j = 1, 2. Para simplificar o tratamento do problema, consideraremos sem perda de
generalidade λ3 = 0. Dessa forma Mij é diagonal e os autovalores são rapidamente obtidos

M2
ii = m2

i + λiφ
2
i

2 . (3.190)
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Assim, o termo de correção a um laço ao potencial efetivo é obtido a partir de (3.186)

V (1)(µ; λ, φ) = 1
64π2

(
m2

1 + λ1φ
2
1

2

)2
ln

m2
1 + λ1φ2

1
2

µ2 − 3
2


+ 1

64π2

(
m2

2 + λ2φ
2
2

2

)2
ln

m2
2 + λ2φ2

2
2

µ2 − 3
2

 . (3.191)

Logo, se um destes autovalores for muito distinto do outro, então somente µ2 não será
suficiente para a renormalização do potencial, uma vez que um dos termos logaritmos terá
saído do regime perturbativo.

Seguindo com o argumento dos autores do artigo [58], é possível reescrever o
logaritmo do termo a um laço como

ln m
2
i (λ, φ)
µ2 = ln m

2
i (λ, φ)
M2 + ln M2

µ2 , (3.192)

em que M é uma função diferente de zero com dimensão de massa igual a um, sendo
referida como escala pivô. Por exemplo, como mostram os autores, pode-se escolher M
como a variável radial na configuração de espaço dos campos escalares

M2 = ρ2 =
N∑

j=1
φ2

j , (3.193)

embora qualquer outra escolha da escala pivô é igualmente válida. Assim, é possível escrever
(3.186) como

V (1)(µ; λ, φ) = 1
64π2

∑
i

nim
4
i (λ, φ)

[
ln m

2
i (λ, φ)
M2 − ζi

]

+ 1
64π2

∑
i

nim
4
i (λ, φ) ln M2

µ2 . (3.194)

Devido a arbitrariedade da escolha de M, uma diferente escolha para a escala pivô,
deixa (3.194) invariante. Isto é, existe uma transformação entre elas que permite deixar o
potencial V (1) invariante, sendo esperado, devido ao caráter da renormalização.

O uso da expressão definida em (3.194) é vantajosa, visto que a dependência da
escala está contida no termo logaritmo, se M é independente de µ. Este será referenciado
como logaritmo pivô.

A partir de (3.157), sabemos que a equação de Callan-Symanzik para o potencial
efetivo é

µ
dVef.

dµ ≡

µ ∂

∂µ
+

k∑
i=1

βi
∂

∂λi

+
N∑

j=1
γjφj

∂

∂φj

Vef.(µ;λ, φ) = 0, (3.195)

em que fora feita a generalização para N campos e k acoplamentos. A equação (3.195) é
uma equação diferencial parcial no domínio do espaço dos parâmetros gerados por (µ;λ, φ),
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podendo ser resolvida pelo métodos das características. Este método consiste em reduzir
uma equação diferencial parcial em equações diferenciais ordinárias, notando que os termos
que multiplicam as derivadas parciais sejam EDOs. A equação de Callan-Symanzik é
claramente um exemplo de uma equação diferencial parcial que pode utilizar este método.
Para isso, note que na transformação t = ln µ̄

µ
, a equação (3.195) se torna

dVef.

dµ =
(

− ∂

∂t
+ β̄i

∂

∂λ̄i

+ γ̄jφ̄j
∂

∂φ̄j

)
Vef.(t, λ̄, φ̄) = 0, (3.196)

com

β̄i = dλ̄i

dt , γ̄iφ̄i = dφ̄i

dt ,

sendo uma generalização do que fora feito na seção anterior no potencial de Coleman-
Weinberg. Assim, integrando as funções, tem-se que

λ̄i = λ̄i(t, λ∗), φ̄i(t, λ∗, φ∗) = φ∗ exp
(∫ t

0
γi(λ̄) dt′

)
, (3.197)

com as seguintes condições iniciais

λ̄i(0, λ∗) = λ∗, φ̄i(0, λ∗, φ∗) = φ∗. (3.198)

As soluções λ̄i e φ̄i são conhecidas como curvas características no espaço dos parâmetros,
sendo claro também que Vef. é constante ao longo dessas curvas. Dessa forma, sua solução
pode ser rapidamente determinando a partir do problema de valor inicial. Isto é, ao longo
das curvas características tem-se que

Vef.(t, λ̄i, φ̄i) = Vef.(0, λ∗, φ∗). (3.199)

Seguindo os autores [58], escolhe-se a condição inicial para qual as correções a um laço
vão a zero

V (1)(µ;λ, φ) = 0, (3.200)

o que permite eliminar um dos parâmetros em função dos outros. Dessa forma, é possível
escrever a condição de renormalizaçõ µ em termos de λ e φ, podendo parametrizar as
condições iniciais como ξ = (λ∗, φ∗) e µ = µ∗(λ∗, φ∗), isto é, quando t = 0. A partir de
(3.194)

V (1)(µ;λ, φ) = 1
64π2

∑
i

nim
4
i (λ, φ)

[
ln m

2
i (λ, φ)
M2 − ζi

]

+ 1
64π2

∑
i

nim
4
i (λ, φ) ln M2

µ2 = 0, (3.201)

cuja solução para µ é

µ = M exp
[

1
2
A(λ∗, φ∗,M)
B(λ∗, φ∗)

]
= µ∗(λ∗, φ∗), (3.202)
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em que

A(λ∗, φ∗,M) = 1
64π2

∑
i

nim
4
i (λ∗, φ∗)

[
ln m

2
i (λ∗, φ∗)
M2 − ζi

]
, (3.203)

B(λ∗, φ∗) = 1
64π2

∑
i

nim
4
i (λ∗, φ∗). (3.204)

Importante ressaltar que a transformação t = ln µ̄
µ∗

toma o seguinte formato

t = 1
2 ln µ̄2

M2 − 1
2
A(λ̄, φ̄,M)
B(λ̄, φ̄)

. (3.205)

Portanto, a partir de (3.199), o potencial efetivo é

Vef.(t, λ̄i, φ̄i) = V (0)(λ∗, φ∗), (3.206)

sendo necessário inverter as relações (3.197), assim como fora feito em (3.178).
Conclui-se que ao resolver as equações do grupo de renormalização com o método

das características, é possível utilizar técnicas padrões do grupo de renormalização para
melhorar um potencial efetivo multiescala. É válido ressaltar que este potencial melhorado
é o potencial a nível de árvore avaliado em uma escala dependente dos campos. Isto significa
que não há dependência explícita da escala e, em particular, nenhuma dependência explícita
de logaritmos estão presentes. Portanto, como é possível escrever o potencial melhorado a
um laço em uma forma a nível de árvore, as condições de estabilidade obtidas a nível de
árvore permanecem válidas a um laço. Para dois laços ou mais, o artigo discutido neste
texto [58] é referenciado para a leitura.

Vimos na seção 3.1 que quando o potencial escalar a nível de árvore, avaliado em
φ → ∞, pode ser reescrito como

V (0) = hT Λh, (3.207)

com h = (|φ1|2, . . . , |φn|2), então este potencial será finito, ou limitado por baixo, se a
matriz Λ for copositiva. Com o método apresentado para o potencial efetivo a um laço,
podemos escrevê-lo na forma de (3.207), em que os acoplamentos e os campos são avaliados
em uma escala t inicial adequada. Isso implica que as condições de estabilidades a nível
de árvore, obtidas a partir da copositividade de Λ, são válidas para o potencial efetivo
melhorado, desde que estas condições sejam escritas em termos dos acoplamentos avaliados
em t no limite φ → ∞. Evidentemente, isso só é válido se os acoplamentos permanecerem
perturbativos. A partir de (3.205), podemos usar a invariância sob transformações da
escala pivô para escolher M como a escala radial (3.193). Dessa forma,

t = 1
2 ln ρ

2

µ2 + 1
2
a(λ, φ

ρ
)

b(λ, φ
ρ
)

+ O(~), (3.208)
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em que foram definidos

a = 1
64π2

∑
i nim

4
i ln

(
m2

i

ρ2

)
− ζi

ρ4 , (3.209)

b = 1
64π2

∑
i nim

4
i

ρ4 , (3.210)

sendo fácil notar que as variáveis a e b só dependerão da variável angular φ
ρ
, uma vez que

mi depende tão somente de λ, φ. No limite ρ → ∞

t → 1
2 ln ρ

2

µ2 . (3.211)

Assim, t é uma função monótona dos campos escalares neste limite. Isso implica que
podemos estudar a estabilidade do potencial efetivo a um laço melhorado avaliando as
condições de estabilidade a nível de árvore, com os acoplamentos computados numa escala
grande de energia. O uso das condições de estabilidade a nível de árvore, para avaliar o
potencial efetivo a um laço, foi defendido por [75]. Entretanto, de acordo com [58], nunca
houve uma prova rigorosa da validade deste uso. Assim, o método desenvolvido por [58]
pôde confirmar que o uso é válido.

Como está justificado o uso das condições de estabilidade obtidas a nível de
árvore para avaliarmos a estabilidade do potencial a um laço, é possível obter gráficos de
regiões para este caso. No Modelo de dubleto de Higgs inerte, as equações do grupo de
renormalização, para três famílias de férmions, são [66]

βλ1 =3
4g

4
1 + 3

2g
2
1g

2
2 + 9

4g
4
2 − 12y4

t − 3g2
1λ1 + 9g2

2λ1 + 12y2
t λ1

+ 12λ2
1 + 4λ2

3 + 4λ3λ4 + 2λ2
4 + 2λ2

5,

βλ2 =3
4g

4
1 + 3

2g
2
1g

2
2 + 9

4g
4
2 − 3g2

1λ2 − 9g2
2λ2 + 12λ2

2 + 4λ2
3 + 4λ3λ4 + 2λ2

4 + 2λ2
5,

βλ3 =3
4g

4
1 − 3

2g
2
1g

2
2 + 9

4g
4
2 − 3g2

1λ3 − 9g2
2λ3 + 6λ3y

2
t + 6λ1λ3

+ 6λ2λ3 + 4λ2
3 + 2λ1λ4 + 2λ2λ4 + 2λ2

4 + 2λ2
5,

βλ4 =3g2
1g

2
2 − 3g2

1λ4 − 9g2
2λ4 + 6y2

t λ4 + 2λ1λ4 + 2λ2λ4 + 8λ3λ4 + 4λ2
4 + 8λ2

5,

βλ5 =λ5(−3g2
1 − 9g2

2 + 6y2
t + 2λ1 + 2λ2 + 8λ3 + 12λ4),

βgi
=kigi, em que ki = (7, −3, −7),

com βfi
≡ 16π2µdfi

dµ
. Utilizando as mesmas condições de estabilidade (3.42), a região onde

o potencial é estável até 1012 GeV e 108 GeV está representada na Figura 29. Os valores
inicias utilizados são os mesmos que compõe o gráfico da região da Figura 24. Além disso, a
escala de renormalização escolhida foi a massa do bóson Z, com o acoplamento de Yukawa
do quark top yt ≈ 0, 95, como feito em [66], assim como os valores dos acoplamentos de
gauge.
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Figura 29 – O pontilhado preto representa a fronteira da região clássica. A região verde
escura representa a estabilidade do potencial até 1012 GeV. A região verde
clara representa a estabilidade até 108 GeV. A região laranja é o regime de
não perturbatividade, isto é, |λi| ≥ 4π. É esperado a diminuição da região
estável em regimes de altas energias, visto que alguns parâmetros podem se
tornas negativos.
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Para o Modelo triplet seesaw, as equações do grupo de renormalização foram
retiradas de [67], sendo elas as seguintes

βgi
= big

3
i com bi =

(47
10 ,−

5
2 ,−7

)
,

βλH
= 27

100g
4
1 + 9

10g
2
1g

2
2 + 9

4g
4
2 −

(9
5g

2
1 + 9g2

2

)
λH + 12λ2

H + 6λ2
H∆ + 6λH∆λ

′
H∆ + 5

2λ
′
H∆

2

+ 12λHy
2
t − 12y4

t ,

βλH∆ = 27
25g

4
1 − 18

5 g
2
1g

2
2 + 6g4

2 −
(9

2g
2
1 + 33

2 g
2
2

)
λH∆ + 6λHλH∆ + 2λHλ

′
H∆ + 4λ2

H∆

+ 8λ∆λH∆ + 6λ′
∆λH∆ + λ′

H∆
2 + 3λ∆λ

′
H∆ + λ′

∆λ
′
H∆ + 6λH∆y

2
t ,

βλ′
H∆

= 36
5 g

2
1g

2
2 −

(9
2g

2
1 + 33

2 g
2
2

)
λ′

H∆ + 2λHλ
′
H∆ + 8λH∆λ

′
H∆ + 4λ′

H∆
2 + 2λ∆λ

′
H∆

+ 4λ′
∆λ

′
H∆ + 6λ′

H∆y
2
t ,

βλ∆ = 108
25 g

4
1 − 72

5 g
2
1g

2
2 + 30g4

2 −
(36

5 g
2
1 + 24g2

2

)
λ∆ + 4λ2

H∆ + 4λH∆λ
′
H∆

+ 14λ2
∆ + 12λ∆λ

′
∆ + 3λ′

∆
2
,

βλ′
∆

= 144
5 g2

1g
2
2 − 12g4

2 + 2λ′
H∆

2 −
(36

5 g
2
1 + 24g2

2

)
λ′

∆ + 12λ∆λ
′
∆ + 9λ′

∆
2
.

É requisitado as condições de estabilidade válidas da escala de renormalização, neste caso,
a massa do bóson Z, até a escala de Planck de energia, da ordem de 1019 GeV. Na Figura
30, está a região dos acoplamentos λH∆ e λ′

H∆ que permitem o potencial escalar ser estável.
As condições iniciais para os outros acoplamentos são os mesmos que geraram a Figura 26.

Por fim, pode-se concluir, a partir destes dois modelos apresentados, que há a tendência
da diminuição da região estável para o potencial escalar, a medida que a escala de energia
aumenta, considerando correções a um laço. O mesmo é esperado para o Modelo 3-3-1,
como será visto nos próximos capítulos.
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Figura 30 – A região verde escura representa a estabilidade do potencial até 1019 GeV,
enquanto a região verde clara representa a estabilidade até 1012 GeV. A região
laranja é o regime de não perturbatividade, enquanto a região vermelha é a
região instável do potencial escalar. O pontilhado representa a fronteira obtida
classicamente.
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4 O Modelo 331

Atualmente, é amplamente reconhecido que o Modelo Padrão da Física de partícu-
las não constitui uma descrição abrangente [34, 37], no sentido de oferecer uma explicação
suficiente para todos os fenômenos observados. Exemplos dessas lacunas incluem a presença
de matéria escura [76], o mecanismo relacionado à geração da massa dos neutrinos [77–79],
o problema da violação CP forte [80,81], e a discrepância envolvendo a assimetria matéria-
antimatéria [40]. Diante disso, torna-se necessário considerar extensões do Modelo Padrão
como uma abordagem essencial para a interpretação de novos conjuntos de dados e para a
reprodução daqueles já confirmados pelo Modelo Padrão. Nesse contexto, a investigação
de extensões do Modelo Padrão que buscam explicar, se não a totalidade, ao menos a
maioria dos dados observados, aparece como um forte campo de estudo.

A concepção de ampliar o Modelo Padrão remonta a um período não recente,
destacando-se, sobretudo, no contexto das Teorias de Grande Unificação. Em 1974, Georgi
e Glashow [50] propuseram unificar todas as três interações fundamentais em uma única
força, originada da invariância local mediante transformações de SU(5). Nesse cenário, são
identificados 24 bósons de gauge, enquanto os férmions se organizam em duas representações
distintas de SU(5), a fim de acomodar léptons e quarks.

Uma das justificações para que esta teoria fosse válida, conforme expresso pelos
referidos autores, residia na perspectiva de que sin2 θW = 0, 375, em que θW denota o
ângulo de Weinberg, conforme definido no Capítulo 1 em (1.68). Entretanto, medições mais
recentes [43] indicam que sin2 θW = 0, 23121, distanciando-se substancialmente do valor
inicialmente postulado. Adicionalmente, surgem incongruências neste modelo, notadamente
no que concerne à taxa de decaimento do próton, que se revela inferior às expectativas [82].
Importante salientar que o modelo, em sua formulação original, carece de um mecanismo
intrínseco para explicar a geração de massa dos neutrinos. Não obstante as limitações
supramencionadas, esta proposta figura como uma das primeiras tentativas de unificar as
três interações fundamentais da natureza, proporcionando perspectivas sobre as possíveis
extensões do Modelo Padrão.

No presente capítulo, é apresentada a formulação do modelo baseado na invariância
local dos grupos SU(3)C×SU(3)L×U(1)N , designado também como 331, como uma das
propostas de extensão do Modelo Padrão, no qual o grupo de simetria associado ao setor
eletrofraco é ampliado de SU(2)L para SU(3)L. A motivação para a expansão da simetria
no setor eletrofraco teve origem na observação, em 1977, da produção de três estados finais
de múons decorrentes da colisão de dois neutrinos altamente energéticos [83]. Esses novos
resultados experimentais incitaram Lee e Weinberg [84] a estender o setor eletrofraco do
Modelo Padrão de SU(2)L×U(1)Y para SU(3)L×U(1)N , onde N representa a hipercarga
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associada a essa extensão, dado que o grupo SU(2) é um subgrupo de SU(3). Na época, os
próprios autores consideravam a proposta de extensão do Modelo Padrão como prematura,
embora potencialmente valiosa caso viesse a se mostrar necessária.

No ano de 1980, correntes neutras no contexto do Modelo 331 foram objeto de
estudo por [85], apresentando uma representação dos campos distinta daquela explorada
por [84]. Em 1992, outro Modelo 331 foi analisado por [86], caracterizado por uma
representação também divergente das anteriores, no entanto, [86] introduziu bósons de
gauge massivos duplamente carregados, associados a uma violação explícita do número
leptônico. Destaca-se, assim, que não existe uma única forma de realizar a extensão
do Modelo Padrão para SU(3)C×SU(3)L×U(1)N . Tal expansão para o Modelo 331 não
pode ser arbitrariamente definida, uma vez que é imperativo garantir o cancelamento das
anomalias de gauge, as quais, neste contexto, são neutralizadas por meio do número de
famílias [87, 88], em oposição a uma abordagem geracional. Essa característica peculiar
do Modelo 331 oferece uma explicação parcial para o número de famílias observado no
Modelo Padrão.

Diversas abordagens são possíveis para construir modelos livres de anomalias, com
o Modelo 331 econômico [89, 90] apresentando o menor número de campos e incorporando
tripletos escalares para a geração de massa dos férmions, sem recorrer à inclusão de
um sexteto escalar, como proposto por [86]. Desta forma, ao longo do presente texto, a
estrutura do Modelo 331 será analisada em detalhes, incluindo as duas quebras espontâneas
de simetria que se manifestam no modelo.

4.1 A Lagrangeana do Modelo 331
Seguindo a mesma ordem feita no Capítulo 1, dividiremos a Lagrangeana em

quatro partes
L331 = LY M + LW D + LY uk + LH . (4.1)

A densidade Lagrangeana LYM assemelha-se à contribuição de Yang-Mills do Modelo
Padrão, como expresso pela Equação (1.2). Notavelmente, em contraste com o Modelo
Padrão, os bósons de gauge W a

µ são agora representados na adjunta de SU(3)L, constituindo
um vetor de 8 componentes, onde a = 1. . . . , 8. Essa adaptação na representação dos
bósons de gauge demanda ajustes na formulação, os quais são matematicamente expressos
por

LY M = −1
4G

A
µνG

µν A − 1
4W

a
µνW

µν a − 1
4W

0
µνW

0µν , (4.2)

em que GA
µν são os tensores de força da interação forte, como definido em (1.3). Define-se

W a
µν como

W a
µν = ∂µW

a
ν − ∂νW

a
µ − gLf

abcW b
µW

c
ν (4.3)
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sendo os tensores de força do grupo SU(3)L. Para o tensor de força do grupo U(1)N , tem-se
que

W 0
µν = ∂µW

0
ν − ∂νW

0
µ , (4.4)

cuja constante de acoplamento será denominada gX .

4.1.1 Setor fermiônico

Devido à extensão para o grupo SU(3)L, os férmions do Modelo Padrão envolvidos
na interação fraca, conforme delineado em (1.16) e (1.18), são agora representados no
Modelo 331 pela representação fundamental 3 (tripleto) de SU(3)L. Contudo, essa ampliação
não é de natureza trivial, uma vez que, em SU(3), a representação 3̄ não é equivalente à
representação 3, como elucidado no Apêndice A. Tal distinção implica a possibilidade de
existência de dois tripletos leptônicos em diferentes representações, a título de exemplo.

O Modelo 331 econômico, proposto por [89], se diferencia do modelo apresentado
por [86] ao incorporar neutrinos destros νaR no tripleto leptônico. Além disso, conforme
afirmado pelo autor [89], o Modelo 331 econômico requer um número inferior de multípletos
de Higgs para a quebra espontânea de simetria, que possibilita a aquisição de massas pelos
férmions. Nesse contexto, os campos fermiônicos presentes no Modelo 331 econômico são
detalhadamente abordados por [89,90], sendo definidos como

tripleto leptônico : FaL = (νa, ea, ν
C
a )L ∼ (1,3,−1/3), (4.5)

primeiro tripleto quarkônico : QL = (u1,d1,u4)L ∼ (3,3, 1/3), (4.6)

segundo tripleto quarkônico : QbL = (db,ub,db+2)L ∼ (3, 3̄, 0), (4.7)

singleto leptônico : eaR ∼ (1,1,−1), (4.8)

singleto up quarkônico : usR ∼ (3,1, 2/3), (4.9)

singleto down quarkônico : dtR ∼ (3,1,−1/3), (4.10)

em que a = 1, 2, 3, b = 2, 3, s = 1, . . . , 4 e t = 1, . . . , 5. A novidade em relação ao Modelo
Padrão é a presença do neutrino destro, como já mencionado, mas também a adição de
novos quarks exóticos: u4, d4, d5, presentes no primeiro e segundo tripleto quarkônico,
respectivamente. Os outros campos νa, ea,u1,d1,ub,db são os neutrinos, léptons, quarks
up e quarks down, já presentes no Modelo Padrão. O neutrino destro aparece no tripleto
leptônico sob a operação de conjugação de carga

νC
aR = Cν̄T

aR, (4.11)

em que C é operador de conjugação de carga, sendo igual a −iγ2 quando operado em
campos destros [48]. Sob uma transformação de Lorentz, temos que [48]

(νC
aR)′ = −iγ2Λ∗

Rν̄
T
aR, (4.12)
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em que ΛR é a transformação de Lorentz em campos fermiônicos destros. Utilizando a
seguinte identidade [48]

ΛLγ
2 = γ2Λ∗

R,

onde ΛL é a transformação de Lorentz em campos fermiônicos canhotos, encontramos que

(νC
aR)′ = −iΛLγ

2ν̄T
aR = ΛLν

C
aR, (4.13)

isto é, νC
aR se transforma como um campo canhoto, e por isso está incluído dentro do

tripleto leptônico, sendo um singleto sob SU(2)L.
Percebamos que há uma troca dos sabores das duas primeiras componentes dos

campos que participam de SU(3)L quando se muda a representação, visto nos tripletos
quarkônicos (4.6),(4.7). Esta troca ocorre para que se mantenha o mesmo valor de isospin
associados a estes campos. Por exemplo, QL é constituído dos quarks up, down e um novo
quark up. Sabe-se que o isospin do quark up e down é igual a ±1/2, respectivamente, ao
aplicar o operador T3 em QL, como visto em (A.13). Assim, como o gerador T3 adquire um
sinal negativo na representação 3̄, como apresentado em (A.16), então as duas primeiras
componentes de Qb tem suas posições trocadas quando comparadas a QL. Isto é, existem
dubletos de SU(2)L integrados a estes tripletos de SU(3)L, o que permitirá, na primeira
quebra espontânea de simetria, que os campos de mesmos isospin se agrupem em um só
dubleto de SU(2)L, como será visto na primeira quebra espontânea de simetria.

Por fim, após estas considerações, a Lagrangeana do setor fermiônico é

LW D = iF̄aL /DFaL + iQ̄L /DQL + iQ̄bL /DQbL + iēaR /DeaR + iūsR /DusR + id̄tR /DdtR, (4.14)

com as seguintes derivadas covariantes para cada termo

Dµ = ∂µ + igL
λA

L

2 W a
µ − i

gX

6 W 0
µ , para o tripleto leptônico, (4.15)

Dµ = ∂µ − i
gX

2 W 0
µ , para o singleto leptônico, (4.16)

Dµ = ∂µ + ig3
λA

2 AA
µ + igL

λA
L

2 W a
µ + i

gX

6 W 0
µ , para o primeiro tripleto quarkônico, (4.17)

Dµ = ∂µ + ig3
λA

2 AA
µ − igL

λA ∗
L

2 W a
µ , para o segundo tripleto quarkônico, (4.18)

Dµ = ∂µ + ig3
λA

2 AA
µ + i

gX

3 W 0
µ , para o singleto up quarkônico, (4.19)

Dµ = ∂µ + ig3
λA

2 AA
µ − i

gX

6 W 0
µ , para o singleto down quarkônico, (4.20)

em que A = 1, . . . , 8.

4.1.2 Acoplamentos de Yukawa

Novamente, como no Modelo Padrão, há uma enorme simetria global até o presente
momento. Por exemplo, a partir de (4.14), tem-se a seguinte transformação global

FaL → F ′
aL = UabFbL, (4.21)
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em que Uab é uma matriz unitária 3 × 3, que deixa LW D invariante. Logo, considerando
todas as transformações globais em (4.14), temos a seguinte simetria global

U(3)F × U(1)Q1
× U(2)Q × U(3)e × U(4)u × U(5)d. (4.22)

Assim como no Modelo Padrão, esta enorme simetria global será reduzida ao introduzir
os acoplamentos de Yukawa. Diferentemente do Modelo Padrão, em que fora introduzido
somente um dubleto escalar, no Modelo 331 econômico serão introduzidos três tripletos
escalares [90] sob SU(3)L, a saber

ρ = (ρ+
1 , ρ

0
2, ρ

+
3 ) ∼ (1,3, 2/3), (4.23)

η = (η0
1, η

−
2 , η

0
3) ∼ (1,3,−1/3), (4.24)

χ = (χ0
1, χ

−
2 , χ

0
3) ∼ (1,3,−1/3). (4.25)

Assim, a Lagrangeana de Yukawa mais geral, renormalizável e invariante sob o grupo local
de gauge do modelo é dada por [90]

LY uk = − αtQ̄LdtRρ− αbsQ̄bLusRρ
∗ − Yaa′εijk(F̄aL)i(FC

a′L)jρ
∗
k

− Y ′
aa′F̄aLea′Rρ− βsQ̄LusRη − βbtQ̄bLdtRη

∗ (4.26)

− γsQ̄LusRχ− γbtQ̄bLdtRχ
∗ + h.c.,

em que εijk corresponde ao tensor de Levi-Civita, com ε123 = 1, tendo os índices i, j, k
como referência às componentes dos campos. Dessa forma, a título exemplificativo, tem-se
que

Yaa′ε123(F̄aL)1(FC
a′L)2ρ

∗
3 ≡ Yaa′νaLe

C
a′Lρ

−
3 .

Vale ressaltar que os termos αt, αbs, Yaa′ , Y ′
aa′ , βs, βbt, γs e γbt são, a priori, entradas com-

plexas dos acoplamentos de Yukawa, quando escritas em sua forma matricial.
É comum na literatura envolvendo o Modelo 331 impor a simetria Z2 [89, 91–96]

da seguinte forma

χ → −χ, u4R → −u4R, d(4,5)R → −d(4,5)R,

com os demais campos tendo comportamento par sob esta transformação. Logo, γs = 0
para s = 1, 2, 3, devido a não invariância da Lagrangeana sob Z2. Além disso, de forma a
manter a invariância da Lagrangeana, as seguintes modificações também têm de ser feitas

αt → αa, αbs → αba, βs → βa, βbt → βba, γbt → γb(b+2),

o que permite escrever a expressão (4.26) como

LY uk,Z2 = − αaQ̄LdaRρ− αbaQ̄bLuaRρ
∗ − Yaa′εijk(F̄aL)i(FC

a′L)jρ
∗
k

− Y ′
aa′F̄aLea′Rρ− βaQ̄LuaRη − βbaQ̄bLdaRη

∗ (4.27)

− γ4Q̄Lu4Rχ− γb(b+2)Q̄bLd(b+2)Rχ
∗ + h.c.,
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A imposição da simetria discreta neste contexto, além de conferir simplicidade ao modelo,
proporciona uma interpretação do campo escalar χ como o agente responsável pela
primeira quebra espontânea de simetria [90, 92]. Este campo escalar encontra-se acoplado
exclusivamente aos quarks exóticos de quarta e quinta geração, nomeadamente u4R, d4R, d5R.
Conforme indicado pelo Particle Data Group (PDG) [43], o limite inferior para a massa
dos quarks exóticos é estabelecido em 1,3 TeV. Logo, em virtude da relação proporcional
entre a massa dos férmions, derivada do mecanismo de Higgs, e o Valor Esperado no Vácuo
(VEV) do campo escalar, conclui-se que o VEV de χ deve ser igual ou superior a 1,3 TeV.

Em contraste, os campos η e ρ estão acoplados aos férmions do Modelo Padrão,
implicando que seus respectivos VEVs compartilham a mesma ordem de grandeza que
o VEV do Modelo Padrão, conforme será discutido mais adiante. Adicionalmente, a
imposição desta simetria desempenha um papel na mitigação de correntes neutras com
troca de sabores, conhecidas como correntes neutras com troca de sabores (do inglês,
flavor-changing neutral current, FCNC ) [97]. Além disso, a implementação bem-sucedida
do mecanismo de Peccei-Quinn pode ser realizada através da simetria Z2, como mostrado
pelos autores em [98]. Em determinadas circunstâncias, a estabilização da matéria escura
também é alcançada por meio dessa simetria [99].

4.1.3 Setor escalar

A parte final da Lagrangeana consiste dos tripletos de Higgs, suas interações com
os campos de gauge e as interações entre si. As derivadas covariantes de cada tripleto são
definidas como

Dµρ =
(
∂µ + igL

λA
L

2 W a
µ + i

3gXW
0
µ

)
ρ, (4.28)

Dµη =
(
∂µ + igL

λA
L

2 W a
µ − i

6gXW
0
µ

)
η, (4.29)

Dµχ =
(
∂µ + igL

λA
L

2 W a
µ − i

6gXW
0
µ

)
χ, (4.30)

com a Lagrangeana LH tendo o seguinte formato

LH = (Dµρ)†(Dµρ) + (Dµη)†(Dµη) + (Dµχ)†(Dµχ) − V (ρ, η, χ). (4.31)

O potencial escalar V (ρ, η, χ) mais geral que é invariante sob as transformações do grupo
SU(3)L × U(1)X , com a adição da simetria discreta Z2, é dado por [90]

V (ρ, η, χ) = − µ2
1η

†η − µ2
2ρ

†ρ− µ2
3χ

†χ+ λ1(η†η)2 + λ2(ρ†ρ)2 + λ3(χ†χ)2

+ λ4(χ†χ)(η†η) + λ5(χ†χ)(ρ†ρ) + λ6(η†η)(ρ†ρ) + λ7(χ†η)(η†χ) (4.32)

+ λ8(χ†ρ)(ρ†χ) + λ9(η†ρ)(ρ†η) + λ10(χ†η)2 − λ15√
2
εijkηiρjχk + h.c.,
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em que os parâmetros µ2
1, µ

2
2, µ

2
2 são positivos. O último termo quebra a simetria Z2 de forma

suave, isto é, a transformação χ → −χ não é respeitada. Entretanto, retirar esse termo
implica o surgimento de um áxion QCD com uma taxa pequena de decaimento [91], que
já fora descartado por experimentos. Além disso, importante ressaltar que diferentemente
dos outros parâmetros λi, λ15 tem dimensão de energia.

4.2 Anomalias de gauge
Concluindo a apresentação do Modelo 331 econômico, antecedendo as quebras

espontâneas de simetria, é crucial examinarmos o cancelamento das anomalias de gauge
nesse contexto. Em contraste com o Modelo Padrão, onde o cancelamento das anomalias
opera geração por geração, no Modelo 331, o cancelamento ocorre pelo número de famí-
lias [88]. Nesse cenário, os diagramas triangulares sujeitos à análise compreendem [88]:
[SU(3)C ]3, [SU(3)L]3, [SU(3)C ]2[U(1)N ], [SU(3)L]2[U(1)N ], [U(1)N ]3, e [U(1)N ][gráviton]2,
conforme representado por diagramas de Feynman na Figura 31.

Figura 31 – Todas as anomalias não triviais dos modelos 331, como mencionado por [88].
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No âmbito das equações derivadas desses diagramas, convencionaremos n1 como o
número de famílias do tripleto leptônico, n2 para o primeiro tripleto quarkônico, e assim
sucessivamente até n6.

A diferença dos cálculos, em relação ao Modelo Padrão, é o cancelamento das
anomalias pelo número de famílias, e não por geração. Como consequência, as equações
obtidas a partir dos diagramas acima têm a presença do número de famílias de cada campo
fermiônico. As equações de cada diagrama, respectivamente, são [100]

3n2 + 3n3 − n5 − n6 = 0, [SU(3)C ]3 (4.33)

n1 − 3(n3 − n2) = 0, [SU(3)L]3 (4.34)

3n2x2 + 3n3x3 − n5x5 − n6x6 = 0, [SU(3)C ]2[U(1)N ] (4.35)

n1x1 + 3n2x2 + 3n3x3 = 0, [SU(3)L]2[U(1)N ] (4.36)

3n1x
3
1 + 9n2x

3
2 + 9n3x

3
3 − n4x

3
4 − 3n5x

3
5 − 3n6x

3
6 = 0, [U(1)N ]3 (4.37)

3n1x1 + 9n2x2 + 9n3x3 − n4x4 − 3n5x5 − 3n6x6 = 0 [U(1)N ][gráviton]2, (4.38)

em que xi são as cargas associadas ao grupo U(1)N . A partir da equação (4.34), é possível
chegar a duas conclusões: o número de famílias do tripleto leptônico deve ser um múltiplo
de 3, já que n1 é um número natural, e n3 > n2. Assim, o número de famílias do segundo
tripleto leptônico Q̄bL terá que ser maior que Q1L. A menor configuração possível [88,100]
é escolher n3 = 2 e n2 = 1, de forma que n1 = 3. Podemos tomar também n4 = 3, de
forma a ter o mesmo número de famílias para o singleto leptônico. Com estes resultados,
as equações se resumem a

n5 + n6 = 9, (4.39)

3x2 + 6x3 − n5x5 − n6x6 = 0, (4.40)

3x1 + 3x2 + 6x3 = 0, (4.41)

3x3
1 + 9x3

2 + 18x3
3 − 3x3

4 − 3n5x
3
5 − 3n6x

3
6 = 0, (4.42)

3x1 + 9x2 + 18x3 − 3x4 − 3n5x5 − 3n6x6 = 0. (4.43)

Os valores de xi e o número de famílias ni mostrados em (4.5),(4.6),(4.7), (4.8), (4.9) e
(4.10) satisfazem a equação acima, e portanto, o Modelo 331 econômico estudado neste
texto é livre de anomalias de gauge. Outros estudos do Modelo 331, visando o cancelamento
de anomalias, são analisados em [87,88,100,101].

4.3 A estrutura do vácuo do Modelo 331
No âmbito do Modelo Padrão, apresentado no Capítulo 1, é notório que o potencial

escalar se revela significativamente mais simplificado quando comparado ao Modelo 331
econômico. Essa simplificação decorre do reduzido número de graus de liberdade envolvidos.
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No Modelo Padrão, a quebra espontânea de simetria é realizada através de um dubleto
de SU(2)L, o qual apresenta quatro graus de liberdade. Destes, três estão vinculados aos
bósons de Nambu-Goldstone, restando apenas o bóson de Higgs h. A consequência direta
dessa configuração é a facilitação do processo de minimização do potencial escalar no
Modelo Padrão, bem como a identificação mais direta dos bósons de Nambu-Goldstone e
do bóson de Higgs.

A disparidade de cenário torna-se evidente ao contemplar o Modelo 331 econômico,
uma vez que o potencial escalar (4.32) compreende dezoito parâmetros, dos quais três,
nomeadamente µ1, µ2, µ3, estão relacionados à minimização do potencial. Adicionalmente,
os campos escalares possuem dezoito graus de liberdade, e após a quebra espontânea da
simetria

SU(3)L × U(1)N → U(1)Q,

permanecem ainda dez graus de liberdade, associados aos bósons escalares físicos. Esse
cenário confere ao modelo uma fenomenologia notavelmente mais rica e complexa em
comparação ao Modelo Padrão. Vale ressaltar que os oito graus de liberdade remanescentes
estão relacionados aos bósons de Nambu-Goldstone, sendo cinco deles associados à primeira
quebra de simetria, enquanto os três restantes estão vinculados à última.

As interações entre os escalares, representadas pelos parâmetros quárticos λi e
pelo parâmetro cúbico λ15, induzem misturas entre os bósons escalares físicos e os bósons
de Nambu-Goldstone. Isso confere uma complexidade substancial à tarefa de expressar os
campos φ, η, e χ em termos dos bósons reais e dos bósons de Nambu-Goldstone, quando
comparado ao Modelo Padrão. Certas expressões tornam-se muito complexas, levando-nos
a adotar a abordagem de diagonalização dos autoestados de massa dos bósons escalares,
conforme previamente realizado em [92,93,102].

A viabilidade da diagonalização é possível mediante a adoção de uma hierarquia
específica, notadamente vχ � vη, vρ, onde vχ, vη e vρ indicam os valores esperados do
vácuo para os campos χ, ρ e η, respectivamente. Essa hierarquia, crucial para simplificar a
análise, é ressaltada em estudos prévios sobre as transições de fase no Modelo 331, como
referenciado em [103,104].

Sob essa aproximação e no contexto do gauge unitário, no qual os bósons de
Nambu-Goldstone são considerados nulos, os bósons escalares, expressos nas equações
(4.23), (4.24) e (4.25), adquirem a seguinte forma

χ ≈ 1√
2


0
0

H3 − iH5

 , η ≈ 1√
2


h sin θ − cos θH
−

√
2 sinα1H

−
1

HU − iH4

 , ρ ≈ 1√
2


√

2 cosα1H
+
1

cos θh+ sin θH
√

2H+
2

 , (4.44)

onde
cos θ = − sinα1 = vρ

v
, sin θ = cosα1 = vη

v
, (4.45)
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com v =
√
v2

η + v2
ρ ≈ 246 GeV [90], correspondendo ao VEV do Modelo Padrão. Neste

texto, realizaremos as duas etapas da quebra espontânea de simetria, de forma a perceber
as suas peculiaridades, em relação ao Modelo Padrão, e como se dará os termos de interação
ao fim de cada quebra, sempre que for possível.

4.4 Primeira quebra espontânea de simetria
O campo χ será o responsável por dar massa aos novos bósons de gauge, bem

como os quarks exóticos u4,d(4,5), devido ao VEV adquirido pelo tripleto χ [90]

〈χ〉 = vχ√
2


0
0
1

 . (4.46)

A primeira quebra espontânea de simetria é expressa como

SU(3)L × U(1)N

〈χ〉−→ SU(2)L × U(1)Y ,

desempenhando o papel de restaurar o Modelo Padrão. Contudo, é importante ressaltar
que, nesse cenário, novas partículas emergem, introduzindo uma nova estrutura na Física
subjacente.

Dos nove geradores do Modelo 331 envolvidos na quebra de simetria - sendo
oito relacionados ao grupo SU(3)L e o último ao U(1)N - observa-se que cinco destes
não preservam o vácuo invariante. É importante destacar que os geradores T 1

L, T
2
L e T 3

L,
definidos como λ1

L

2 ,
λL

2
2 e λ3

L

2 , respectivamente, preservam a invariância do vácuo, como
esperado. Isto é, tem-se que

T 1
L〈χ〉 = vχ

2
√

2


0 1 0
1 0 0
0 0 0




0
0
1

 = 0, T 2
L〈χ〉 = vχ

2
√

2


0 −i 0
i 0 0
0 0 0




0
0
1

 = 0, (4.47)

T 3
L〈χ〉 = vχ

2
√

2


1 0 0
0 −1 0
0 0 0




0
0
1

 = 0. (4.48)

Dessa forma, pelo teorema de Nambu-Goldstone, os bósons de gauge associados a estes
geradores não ganham massa, não sendo uma surpresa, pois estes geradores estão relaci-
onados aos geradores do grupo SU(2)L que, na segunda quebra espontânea de simetria,
darão massa aos bósons de gauge do Modelo Padrão W± e Z0.

Há ainda uma combinação não trivial que deixa o vácuo invariante

Y

2 = − 1√
3
T 8 +N13×3 ≡


−1

6 +N 0 0
0 −1

6 +N 0
0 0 1

3 +N

 , (4.49)
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em que Y é a hipercarga fraca do Modelo Padrão. Para χ temos que N = −1/3, e dessa
forma Y/2〈χ〉 = 0. O bóson sem massa associado a esta transformação é Bµ, definido em
(1.5). Portanto, é esperado que existam quatro bósons de gauge sem massa, relacionados a
estes geradores não quebrados. Por outro lado, os geradores T 4, T 5, T 6 e T 7 não deixam o
vácuo invariante

T 4
L〈χ〉 = vχ

2
√

2


0 0 1
0 0 0
1 0 0




0
0
1

 6= 0, T 5
L〈χ〉 = vχ

2
√

2


0 0 −i
0 0 0
i 0 0




0
0
1

 6= 0, (4.50)

T 6
L〈χ〉 = vχ

2
√

2


0 0 0
0 0 1
0 1 0




0
0
1

 6= 0, T 7
L〈χ〉 = vχ

2
√

2


0 0 0
0 0 −i
0 i 0




0
0
1

 6= 0, (4.51)

sendo responsáveis por darem massa a quatro bósons de gauge. O outro bóson massivo
de gauge virá de um combinação entre os geradores T 8 e 13×3 que não deixa o vácuo
invariante.

Seguindo de (4.44), temos para χ o seguinte

χ = 1√
2


0
0

vχ +H3(x) − iH5(x)

 (4.52)

em que H5(x), H3(x) zeram quando avaliados no vácuo, isto é, reproduzem (4.46).
A partir da derivada covariante de χ, vista em (4.30), temos que

Dµχ =


i gL

2
√

2(W 4
µ − iW 5

µ)(vχ +H3 − iH5)
i gL

2
√

2(W 6 − iw7
µ)(vχ +H3 − iH5)

∂µ
(H3−iH5)√

2 − i
(
gL

W 8
µ√
3 + gX

6 W
0
µ

) (
vχ+H3−iH5√

2

)


=


igL

2 X
0
µ(vχ +H3 − iH5)

igL

2 Y
−

µ (vχ +H3 − iH5)
∂µ

(H3−iH5)√
2 − i

(
gL

W 8
µ√
3 + gX

6 W
0
µ

) (
vχ+H3−iH5√

2

)
 ,

em que definimos as combinações dos bósons da seguinte W 4
µ ,W

5
µ ,W

6
µ ,W

7
µ da seguinte

forma
Y ±

µ =
W 6

µ ± iW 7
µ√

2
, X0

µ =
W 4

µ − iW 5
µ√

2
, X0 ∗

µ =
W 4

µ + iW 5
µ√

2
, (4.53)

tal que os sinais ±, 0 correspondem às cargas elétricas destes bósons de gauge, já que
cada componente de Dµχ tem a mesma carga da definição de χ em (4.25). Logo, o termo
cinético de χ toma a seguinte forma

(Dµχ)†(Dµχ) = 1
2∂µH3∂

µH3 + 1
2∂µH5∂

µH5 + g2
L

4 X
0
µX

µ 0∗[(vχ +H3)2 +H2
5 ]

+ g2
L

4 Y
−

µ Y
+µ[(vχ +H3)2 +H2

5 ] +
(
gL

W 8
µ√
6

+ gX

6
√

2
W 0

µ

)2

[(vχ +H3)2 +H2
5 ].

(4.54)
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A partir da combinação de W 8
µ ,W

0
µ do último termo, é possível reescrevê-lo como

(
gL

W 8
µ√
6

+ gX

6
√

2
W 0

µ

)2

= 12g2
L + g2

X

72 (cos θXW
8
µ − sin θXW

0
µ)2, (4.55)

com

cos θX = gL√
g2

L + g2
X

12

, sin θX = − gX

2
√

3
√
g2

L + g2
X

12

, tan θX = − gX

2
√

3gL

. (4.56)

Assim, define-se o novo campo neutro de gauge Z ′
µ como

Z ′
µ = cos θXW

8
µ − sin θXW

0
µ , (4.57)

e também o campo ortogonal a este Bµ, visto no Modelo Padrão

Bµ = sin θXW
8
µ + cos θXW

0
µ , (4.58)

o que nos leva a escrever a seguinte matriz de rotação entre os campos Bµ, Z
′
µ e W 8

µ ,W
0
µBµ

Z ′
µ

 =
 cos θX sin θX

− sin θX cos θX

W 0
µ

W 8
µ

 . (4.59)

Dessa forma, (4.54) é reescrita como

(Dµχ)†(Dµχ) = 1
2∂µH3∂

µH3 + 1
2∂µH5∂

µH5 +
v2

χg
2
L

4 X0
µX

µ 0∗
(

1 + H3(x)
vχ

)2

+
v2

χg
2
L

4 Y −
µ Y

+µ

(
1 + H3(x)

vχ

)2

+ v2
χ

12g2
L + g2

X

72 Z ′
µZ

′µ

(
1 + H3(x)

vχ

)2

+ g2
L

4 X
0
µX

µ 0∗H2
5 + g2

L

4 Y
−

µ Y
+µH2

5 + 12g2
L + g2

X

72 Z ′
µZ

′µH2
5 ,

com as massas dos bósons X0
µ, X

0 ∗
µ , Y ±

µ e Z ′
µ sendo iguais a

m2
X0 =

g2
Lv

2
χ

4 , m2
Y ± =

g2
Lv

2
χ

4 , m2
Z′ = v2

χ

12g2
L + g2

X

36 . (4.60)

Portanto, a forma final do termo cinético de χ é

(Dµχ)†(Dµχ) = 1
2∂µH3∂

µH3 + 1
2∂µH5∂

µH5 +m2
X0X0

µX
µ 0∗

(
1 + H3(x)

vχ

)2

+m2
Y ±Y −

µ Y
+µ

(
1 + H3(x)

vχ

)2

+ m2
Z′

2 Z ′
µZ

′µ

(
1 + H3(x)

vχ

)2

+ m2
X0

v2
χ

X0
µX

µ 0∗H2
5 + m2

Y ±

v2
χ

Y −
µ Y

+µH2
5 + m2

Z′

2v2
χ

Z ′
µZ

′µH2
5 ,

Como era esperado, os cinco geradores quebrados estão relacionados aos cinco bósons de
gauge massivos. Todos estes não estão presentes no Modelo Padrão, significando novas
partículas a serem encontradas, assim como os novos bósons escalares.
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Figura 32 – As interações cúbicas do bóson escalar H3 com os novos bósons de gauge do
Modelo 331 econômico.

Figura 33 – As interações quárticas entre os bósons escalares H3 e H5 com os bósons de
gauge. O bóson escalar H5 consiste somente de interações de ordem quártica.

4.4.1 Quarks de quarta e quinta geração

Apenas os quarks de quarta e quinta geração, presentes na terceira linha de (4.27),
adquirem massa nesta etapa. Consequentemente, a Lagrangeana avaliada em χ0 assume a
seguinte forma

L(4,5)
Y uk,Z2 = − vχγ4√

2
ū4Lu4R

(
1 + H3

vχ

− iH5

vχ

)

−
vχγb(b+2)√

2
d̄(b+2)Ld(b+2)R

(
1 + H3

vχ

+ iH5

vχ

)
+ H.c..

(4.61)
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Figura 34 – A interação de Yukawa dos novos quarks pesados de quarta e quinta geração.
Dados do Particle Data Group [43] indicam que a massa para os quarks
down de quarta geração tem limite inferior de 46 GeV a partir da colisão
elétron-pósitron, e limite inferior de 1,57 TeV para decaimento envolvendo o
bóson de Higgs e o quark bottom. O limite inferior da massa do quark up de
quarta geração é de 1,35 TeV no decaimento para o bóson W e o quark top.

A partir dos termos conjugados hermitianos, é possível definir um spinor de Dirac para
estes novos quarks

u4 =
u4L

u4R

 , d(b+2) =
d(b+2)L

d(b+2)R

 .
Dessa forma, L(4,5)

Y uk,Z2 é

L(4,5)
Y uk,Z2 = −vχγ4√

2
ū4u4

(
1 + H3

vχ

)
+ i

γ4√
2

(ū4Lu4R − ū4Ru4L)H5

−
vχγb(b+2)√

2
d̄(b+2)d(b+2)

(
1 + H3

vχ

)
− i

γb(b+2)√
2

(d̄(b+2)Ld(b+2)R − d̄(b+2)Rd(b+2)L)H5

= −vχγ4√
2

ū4u4

(
1 + H3

vχ

)
+ i

γ4√
2

ū4γ
5u4H5

−
vχγb(b+2)√

2
ū(b+2)u(b+2)

(
1 + H3

vχ

)
− i

γb(b+2)√
2

ū(b+2)γ
5u(b+2)H5 (4.62)

em que γ5 surge a partir das decomposições dos termos em canhotos e destros, como
mostrado em [34]. A forma de Dirac permite identificar as massas destes novos quarks

mu4 = vχγ4√
2
, md4 = vχγ24√

2
, md5 = vχγ35√

2
, (4.63)

onde identificamos que γ4, γ24, γ35 são reais.
É relevante examinar os efeitos da aplicação do operador CP na Lagrangeana

em questão. Nesse contexto, concentraremos nossa atenção na Lagrangeana que engloba
exclusivamente o quark exótico u4, observando que a análise a seguir é extensiva a u(b+2).
Assim, consideremos

CP : L4
Y uk,Z2 = −vχγ4√

2
ū4u4

(
1 + HCP

3
vχ

)
− i

γ4√
2

ū4γ
5u4H

CP
5 ,

onde o produto ū4u4 é invariante sob CP [34]. O mesmo não ocorre para ū4γ
5u4, adquirindo

um sinal negativo. Assim, se quisermos que esta Lagrangeana seja invariante por CP , é
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necessário que
H3

CP → H3, H
CP
5 → −H5. (4.64)

Dessa forma, dizemos que H3 é par sob transformações CP , enquanto H5 é ímpar.

4.4.2 Termos cinéticos dos férmions

A reorganização dos termos cinéticos fermiônicos é feita a partir das substituições
dos novos campos de gauge em suas derivadas covariantes, definidas em (4.15) a (4.20).
Para melhor entendimento, os cálculos serão realizados para cada campo, começando
a partir do tripleto leptônico. Vale ressaltar que os campos W 1

µ ,W
2
µ e W 3

µ permanecem
inalterados. Além disso, será útil as seguintes relações, obtidas da inversão da matriz de
rotação em (4.59)

W 0
µ = cos θXBµ − sin θXZ

′
µ, W

8
µ = sin θXBµ + cos θXZ

′
µ. (4.65)

Assim, começando da derivada covariante do primeiro tripleto leptônico (4.15)

Dµ = ∂µ + igL
λi

2 W
i
µ + i

gL

2


0 0 W 4

µ − iW 5
µ

0 0 W 6
µ − iW 7

µ

W 4
µ + iW 5

µ W 6
µ + iW 7

µ 0



+ i


gL

W 8
µ

2
√

3 − gX
W 0

µ

6 0 0
0 gL

W 8
µ

2
√

3 − gX
W 0

µ

6 0
0 0 −gL

W 8
µ√
3 − gX

W 0
µ

6

 , (4.66)

com o índice i = 1, 2, 3. Assim, utilizando as relações (4.59) e (4.65), tem-se os seguintes
resultados para as combinações de W 8

µ ,W
0
µ

gL

2
√

3
W 8

µ − gX

6 W 0
µ =

(
gL sin θX

2
√

3
− gX cos θX

6

)
Bµ +

(
gL cos θX

2
√

3
+ gX sin θX

6

)
Z ′

µ

= − g1

2 Bµ + g1

6 (cot θX − 2 tan θX)Z ′
µ;

gL√
3
W 8

µ + gX

6 W 0
µ =

(
gL sin θX√

3
+ gX cos θX

6

)
Bµ +

(
gL cos θX√

3
− gX sin θX

6

)
Z ′

µ

= − g1

3 (cot θX + tan θX)Z ′
µ,

(4.67)

em que a constante de acoplamento g1 do grupo U(1)Y do Modelo Padrão fora definida da
seguinte forma

g1 =

 gLgX

2
√
g2

L + g2
X

12

 ≡ gX cos θX

2 . (4.68)
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Dessa forma, a derivada covariante para FaL é reescrita como

Dµ =∂µ + igL
λi

2 W
i
µ + i

gL√
2


0 0 X0

µ

0 0 Y −
µ

X0∗
µ Y +

µ 0

− i
g1

2 Bµ


1 0 0
0 1 0
0 0 0

 (4.69)

+ i
g1

6 Z
′
µ


cot θX − 2 tan θX 0 0

0 cot θX − 2 tan θX 0
0 0 −2(cot θX + tan θX)

 .
Ao analisar a derivada covariante acima do tripleto leptônico, é possível notar que o
neutrino νC

aR terá interações diferentes quando comparado com νaL e eaL. Assim, este
tripleto será divido em dois campos: o dubleto La do Modelo Padrão; e o singleto νC

aR.
Dessa forma, iF̄aL /DFaL se torna, após uma pequena álgebra, o seguinte

iF̄aL /DFaL =iL̄aγ
µ

(
∂µ + igL

σi

2 W
i
µ − i

g1

2 Bµ

)
La − g1

6 (cot θX − 2 tan θX) L̄a /Z
′La

+ iν̄C
aRγ

µ
(
∂µ − i

g1

3 (cot θX + tan θX)Z ′
µ

)
νC

aR − gL√
2
L̄a /V ν

C
aR + H.c., (4.70)

com σi são as matrizes de Pauli. Definimos também o dubleto Vµ da seguinte forma

Vµ =
X0

µ

Y −
µ

 . (4.71)

Assim, além das interações presentes no Modelo Padrão, há novas interações que permitem
a mudança de sabor entre léptons, devido à presença dos termos L̄a /Z

′La e L̄a /V N
C
a . Para

terminar o setor cinético dos léptons, a nova derivada covariante do singleto leptônico
(4.16) é

Dµ = ∂µ − ig1Bµ − ig1 tan θXZ
′
µ. (4.72)

Dessa forma, o termo cinético de eaR é dado por

iēaR /DeaR = iēaRγ
µ(∂µ − ig1Bµ)eaR + g1 tan θX ēaR /Z

′eaR. (4.73)

Para o setor dos quarks, analisaremos somente a parte da derivada covariante que contém
o setor eletrofraco. Assim, a derivada covariante do primeiro tripleto quarkônico é, após
uma pequena álgebra, a seguinte

Dµ = ∂µ + igL
λi

2 W
i
µ + i

gL√
2


0 0 X0

µ

0 0 Y −
µ

X0∗
µ Y +

µ 0

+ ig1Bµ


1
6 0 0
0 1

6 0
0 0 2

3

 (4.74)

− i
g1

6 Z
′
µ


cot θX + 2 tan θX 0 0

0 cot θX + 2 tan θX 0
0 0 −2(cot θX − tan θX)

 .



Capítulo 4. O Modelo 331 136

A fim de tornar mais claro que esta primeira quebra de simetria retorna ao Modelo Padrão,
é possível, assim como fora feito para o tripleto leptônico, separar Q1 em um dubleto e
um singleto, da seguinte forma

iQ̄1 /DQ1 = iQ̄1Lγ
µ
(
∂µ + i

gL

2 σ
iW i

µ + i
g1

6 Bµ

)
Q1L + g1

6 (cot θX + 2 tan θX)Q̄1L /Z
′Q1L

+ iū4Lγ
µ
(
∂µ + i

2g1

3 Bµ + i
g1

3 (cot θX − tan θX)Z ′
µ

)
u4L − gL√

2
Q̄1L /V u4L + H.c., (4.75)

em que Q1L é definido como

Q1L =
u1L

d1L

 , (4.76)

isto é, o dubleto de quarks em SU(2)L contendo somente a primeira geração. Para o
segundo tripleto quarkônico, teremos o seguinte

Dµ = ∂µ − igL
λi ∗

2 W i
µ − i

gL√
2


0 0 X0 ∗

µ

0 0 Y +
µ

X0
µ Y −

µ 0

+ ig1Bµ


1
6 0 0
0 1

6 0
0 0 −1

3

 (4.77)

+ i
g1

6 Z
′
µ


cot θX 0 0

0 cot θX 0
0 0 −2 cot θX

 .
Como QbL está na representação antifundamental de SU(3)L, então recuperar o dubleto
do Modelo Padrão envolve um pouco de álgebra, como visto a seguir. Assim, consideremos
o termo cinético

iQ̄bL /DQbL ≡iQ̄bLγ
µ
(
∂µ − i

gL

2 σ
i ∗W i

µ + i
g1

6 Bµ

)
QbL + g1

6 cot θXQ̄bL /Z
′QbL

id̄(b+2)Lγ
µ
(
∂µ − i

g1

3 Bµ − i
g1

3 cot θXZ
′
µ

)
d(b+2)L (4.78)

+ gL√
2

Q̄bL /V d(b+2)L + H.c.,

com a seguinte definição para o dubleto QbL

QbL =
dbL

ubL

 , (4.79)

A partir da expansão do termo σi ∗W i
µ em (4.78), temos que

−igL

2 Q̄bLσ
i ∗W i

µQbL = i
gL

2
(
d̄bL ūbL

) W 3
µ W 1

µ + iW 2
µ

W 1
µ − iW 2

µ −W 3
µ

dbL

ubL


=igL

2
[
d̄bLW

3
µdbL + ūbL(W 1

µ − iW 2
µ)dbL + d̄bL(W 1

µ + iW 2
µ)ubL − ūbLW

3
µubL

]
=igL

2
(
ūbL d̄bL

) W 3
µ W 1

µ − iW 2
µ

W 1
µ + iW 2

µ −W 3
µ

ubL

dbL

 = i
gL

2 Q̄′
bLσ

iW i
µQ′

bL,

(4.80)
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em que fora usado a operação de conjugação do grupo SU(2) σi ∗ = −σ2σiσ2. Além disso,
definiu-se o seguinte

Q′
bL =

ubL

dbL

 . (4.81)

Dessa forma, é possível agrupar este dubleto ao dubleto Q1L para a derivada covariante
referente ao Modelo Padrão do setor eletrofraco

iQ̄iLγ
µ
(
∂µ + i

gL

2 σ
iW i

µ + i
g1

6 Bµ

)
QiL, (4.82)

com i = 1, 2, 3. Vale ressaltar que esta junção não é válida para as interações contendo Z ′
µ

e Vµ, o que significa que os quarks de uma família tem diferentes acoplamentos quando
comparados aos quarks das outras duas famílias, como pode ser visto de (4.75) e (4.78).
Resta somente analisar os singletos up e down, que depois de uma pequena álgebra, seus
termos cinéticos covariante do setor eletrofraco são

iūsR /DusR = iūsRγ
µ
(
∂µ + i

2g1

3 Bµ + i
2g1

3 tan θXZ
′
µ

)
usR, (4.83)

id̄tR /DdtR = id̄tRγ
µ
(
∂µ − i

g1

3 Bµ − i
g1

3 tan θXZ
′
µ

)
dtR, (4.84)

com s = 1, · · · , 4 e t = 1, · · · , 5. Não é por acaso que nesta primeira quebra de simetria
ocorre a decomposição dos campos tripletos em SU(3)L em dubletos e singletos de SU(2)L,
já que SU(2)×U(1) é um subgrupo do grupo SU(3). Dessa forma, a representação tripleto
de SU(3)L é decomposta da seguinte forma

3 = 2Y + 1Y ,

em que 2 é um dubleto de SU(2), 1 um singleto, e o subscrito Y representa a hipercarga
associada à representação. O mesmo ocorre para a representação adjunta, isto é, os bósons
de gauge de SU(3)L serão decompostos em

8 = 3Y + 2Y + 2Y ∗ + 1Y ,

onde 3 é a representação adjunta do grupo SU(2), em que neste caso, estão os bósons
W 1

µ ,W
2
µ e W 3

µ . As representações 2Y e 2Y ∗ estão representados pelo dubleto Vµ e seu
conjugado, definidos em (4.71).

4.4.3 Termos cinéticos dos bósons de gauge

O termo cinético dos bósons de gauge de SU(3)L (4.3) também sofrerão modifica-
ções, já que é necessário redefini-los a partir de (4.53). Assim,

W 1
µν =∂µW

1
ν − ∂νW

1
µ − gLf

1jkW j
µW

k
ν (4.85)

− gL

2 (W 4
µW

7
ν −W 7

µW
4
ν +W 6

µW
5
ν −W 5

µW
6
ν ),
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com j, k = 2, 3 e f 147 = f 165 = 1
2 . As relações inversas de (4.53) são facilmente obtidas,

sendo elas

W 4
µ = 1√

2
(X0

µ +X0 ∗
µ ), W 5

µ = i√
2

(X0
µ −X0 ∗

µ ) (4.86)

W 6
µ = 1√

2
(Y +

µ + Y −
µ ), W 7

µ = − i√
2

(Y +
µ − Y −

µ ). (4.87)

Logo,

W 1
µν =∂µW

1
ν − ∂νW

1
µ − gLf

1jkW j
µW

k
ν

− i
gL

2 (Y +
µ X

0
ν +X0 ∗

µ Y −
ν −X0

µY
+

ν − Y −
µ X

0 ∗
ν ).

(4.88)

O mesmo pode ser feito para W 2
µν e W 3

µν

W 2
µν =∂µW

2
ν − ∂νW

2
µ − gLf

2jkW j
µW

k
ν (4.89)

− gL

2 (W 4
µW

6
ν −W 6

µW
4
ν +W 5

µW
7
ν −W 7

µW
5
ν ),

W 3
µν =∂µW

3
ν − ∂νW

3
µ − gLf

3jkW j
µW

k
ν (4.90)

− gL

2 (W 4
µW

5
ν −W 5

µW
4
ν +W 7

µW
6
ν −W 6

µW
7
ν ),

com j, k = 1, 3 e j, k = 1, 2, respectivamente. Além disso, fora usado que f 246 = f 257 =
f 345 = f 376 = 1

2 . Dessa forma, com o uso de (4.86) e (4.87), W 2
µν e W 3

µν resulta em

W 2
µν =∂µW

2
ν − ∂νW

2
µ − gLf

2jkW j
µW

k
ν (4.91)

− gL

2 (X0
µY

+
ν +X0 ∗

µ Y −
ν − Y +

µ X
0
ν − Y −

µ X
0 ∗
ν ),

W 3
µν =∂µW

3
ν − ∂νW

3
µ − gLf

3jkW j
µW

k
ν (4.92)

− i
gL

2 (X0 ∗
µ X0

ν −X0
µX

0 ∗
ν + Y −

µ Y
+

ν − Y +
µ Y

−
ν ).

Para W 4
µν e W 5

µν , será útil definir as seguintes combinações

X0 ∗
µν =

W 4
µν + iW 5

µν√
2

, X0
µν =

W 4
µν − iW 5

µν√
2

, (4.93)

o que nos permite ter

−1
4(W 4

µνW
4 µν +W 5

µνW
5 µν) = −1

2X
0∗
µνX

0 µν . (4.94)

O uso da definição em (4.93), permite identificar que

X0 ∗
µν = ∂µX

0∗
ν − ∂νX

0 ∗
µ − gL

2
√

2
(W 7

µW
1
ν −W 1

µW
7
ν ) − gL

2
√

2
(W 6

µW
2
ν −W 2

µW
6
ν ) (4.95)

− gL

2
√

2
(W 5

µW
3
ν −W 3

µW
5
ν ) −

√
3gL

2
√

2
(W 5

µW
8
ν −W 8

µW
5
ν ) − i

gL

2
√

2
(W 1

µW
6
ν −W 6

µW
1
ν )

− i
gL

2
√

2
(W 7

µW
2
ν −W 2

µW
7
ν ) − i

gL

2
√

2
(W 3

µW
4
ν −W 4

µW
3
ν ) − i

√
3gL

2
√

2
(W 8

µW
4
ν −W 4

µW
8
ν ),
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em que f 458 =
√

3/2. É possível simplificar a expressão acima ao notar que

− gL

2
√

2
W 7

µW
1
ν − i

gL

2
√

2
W 7

µW
2
ν = i

gL

2
√

2
W 7

µ(iW 1
ν −W 2

ν ),

− gL

2
√

2
W 6

µW
2
ν + i

gL

2
√

2
W 6

µW
1
ν = gL

2
√

2
W 6

µ(iW 1
ν −W 2

ν ),
gL

2
√

2
W 3

µW
5
ν − i

gL

2
√

2
W 3

µW
4
ν = −i gL

2
√

2
W 3

µ(W 4
ν + iW 5

ν ),
√

3gL

2
√

2
W 8

µW
5
ν − i

√
3gL

2
√

2
W 8

µW
4
ν = −i

√
3gL

2
√

2
W 8

µ(W 4
ν + iW 5

ν ).

Utilizando as definições de (4.53) nas somas em (4.95), obtém-se o seguinte

X0 ∗
µν = ∂µX

0∗
ν − ∂νX

0 ∗
µ + gL

2 Y
+

µ (iW 1
ν −W 2

ν ) − gL

2 Y
+

ν (iW 1
µ −W 2

µ)

− i
gL

2
(
W 3

µ +
√

3 sin θXBµ +
√

3 cos θXZ
′
µ

)
X0 ∗

ν (4.96)

+ i
gL

2
(
W 3

ν +
√

3 sin θXBν +
√

3 cos θXZ
′
ν

)
X0 ∗

µ ,

em que fora usado a transformação de W 8
µ em termos de Bµ e Z ′

µ da relação (4.65). A
expressão para X0

µν é facilmente obtida ao tomar o complexo conjugado de (4.96)

X0
µν = ∂µX

0
ν − ∂νX

0
µ − gL

2 Y
−

µ (iW 1
ν +W 2

ν ) + gL

2 Y
−

ν (iW 1
µ +W 2

µ)

+ i
gL

2
(
W 3

µ +
√

3 sin θXBµ +
√

3 cos θXZ
′
µ

)
X0

ν (4.97)

− i
gL

2
(
W 3

ν +
√

3 sin θXBν +
√

3 cos θXZ
′
ν

)
X0

µ.

O mesmo procedimento pode ser feito para W 6
µν e W 7

µν ao definir as seguintes relações

Y ±
µν =

W 6
µν ± iW 7

µν√
2

, (4.98)

permitindo a realização da seguinte equação

−1
2Y

+
µνY

− µν = −1
4(W 6

µνW
6 µν +W 7

µνW
7 µν). (4.99)

Para encontrar Y +
µν , a definição (4.98) é expandida com o uso de (4.53), e das permutações

da constante de estrutura antissimétrica fabc, o que permite encontrar

Y +
µν = ∂µY

+
ν − ∂νY

+
ν − gL

2
√

2
(W 5

µW
1
ν −W 1

µW
5
ν ) − gL

2
√

2
(W 2

µW
4
ν −W 4

µW
2
ν ) (4.100)

− gL

2
√

2
(W 3

µW
7
ν −W 7

µW
3
ν ) −

√
3gL

2
√

2
(W 7

µW
8
ν −W 8

µW
7
ν ) − i

gL

2
√

2
(W 1

µW
4
ν −W 4

µW
1
ν )

− i
gL

2
√

2
(W 2

µW
5
ν −W 5

µW
2
ν ) − i

gL

2
√

2
(W 6

µW
3
ν −W 3

µW
6
ν ) − i

√
3gL

2
√

2
(W 8

µW
6
ν −W 6

µW
8
ν ).
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Novamente, é possível simplificar a expressão acima ao notar as seguintes fatorações

− gL

2
√

2
W 5

µW
1
ν + i

gL

2
√

2
W 5

µW
2
ν = i

gL

2
√

2
W 5

µ(iW 1
ν +W 2

ν ),
gL

2
√

2
W 4

µW
2
ν + i

gL

2
√

2
W 4

µW
1
ν = gL

2
√

2
W 4

µ(iW 1
ν +W 2

ν ),

− gL

2
√

2
W 3

µW
7
ν + i

gL

2
√

2
W 3

µW
6
ν = i

gL

2
√

2
W 3

µ(W 6
ν + iW 7

ν ),
√

3gL

2
√

2
W 8

µW
7
ν − i

√
3gL

2
√

2
W 8

µW
6
ν = −i

√
3gL

2
√

2
W 8

µ(W 6
ν + iW 7

ν ).

Dessa forma, utilizando as definições de (4.53), é obtido a seguinte expressão

Y +
µν = ∂µY

+
ν − ∂νY

+
ν + gL

2 X
0 ∗
µ (iW 1

ν +W 2
ν ) − gL

2 X
0 ∗
ν (iW 1

µ +W 2
µ)

+ i
gL

2 (W 3
µ −

√
3 sin θXBµ −

√
3 cos θXZ

′
µ)Y +

ν (4.101)

− i
gL

2 (W 3
ν −

√
3 sin θXBν −

√
3 cos θXZ

′
ν)Y +

µ .

Y −
µν também é obtido a partir do complexo conjugado de Y +

µν . Logo,

Y −
µν = ∂µY

−
ν − ∂νY

−
ν + gL

2 X
0
µ(−iW 1

ν +W 2
ν ) − gL

2 X
0
ν (−iW 1

µ +W 2
µ)

− i
gL

2 (W 3
µ −

√
3 sin θXBµ −

√
3 cos θXZ

′
µ)Y −

ν (4.102)

+ i
gL

2 (W 3
ν −

√
3 sin θXBν −

√
3 cos θXZ

′
ν)Y −

µ .

Para completar, faltam analisar os termos referentes a W 8
µν e W 0

µν . Para este propósito, é
proveitoso estabelecer a seguinte definição

W 0
µν = cos θXBµν − sin θXZ

′
µν , W

8
µν = sin θXBµν + cos θXZ

′
µν , (4.103)

já que dessa forma, vale a seguinte igualdade

−1
4(W 0

µνW
0 µν +W 8

µνW
8 µν) = −1

4BµνB
µν − 1

4Z
′
µνZ

′ µν . (4.104)

Para determinar a expressão de Bµν e Z ′
µν , é suficiente realizar a inversão de (4.103),

resultando em

Bµν = cos θXW
0
µν + sin θXW

8
µν , Z

′
µν = cos θXW

8
µν − sin θXW

0
µν . (4.105)

A partir da expressão (4.3), o tensor de força W 8
µν tem a seguinte definição

W 8
µν = ∂µW

8
ν − ∂νW

8
µ − gLf

8bcW b
µW

c
ν . (4.106)

Os únicos valores de b, c que tornam a constante de estrutura f 8bc diferente de zero são
iguais a b, c = 4, 5, 6, 7 e suas permutações. Logo, ao expandir (4.106), obtêm-se que

W 8
µν =∂µW

8
ν − ∂νW

8
µ

−
√

3gL

2 (W 6
µW

7
ν +W 4

µW
5
ν −W 7

µW
6
ν −W 5

µW
4
ν ).

(4.107)
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Portanto, ao empregar as relações (4.86) e (4.87), chega-se a

W 8
µν =∂µW

8
ν − ∂νW

8
µ

+ i

√
3gL

2 (Y −
µ Y

+
ν +X0

µX
0 ∗
ν − Y +

µ Y
−

ν −X0 ∗
µ X0

ν ).
(4.108)

Dessa forma, ao empregar (4.108) para Bµν , obtemos, após algumas manipulações algébri-
cas, o seguinte resultado

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ + i

√
3gL

2 sin θX(Y −
µ Y

+
ν +X0

µX
0 ∗
ν − Y +

µ Y
−

ν −X0 ∗
µ X0

ν ). (4.109)

Da relação de sin θX em (4.56), bem como a definição de g1 em (4.68), pode-se reescrever
Bµν como

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ − i
g1

2 (Y −
µ Y

+
ν +X0

µX
0 ∗
ν − Y +

µ Y
−

ν −X0 ∗
µ X0

ν ). (4.110)

O mesmo procedimento é feito para Z ′
µν , sendo obtido o seguinte

Z ′
µν = ∂µZ

′
µ − ∂νZ

′
µ − i

g1

2 cot θX(Y −
µ Y

+
ν +X0

µX
0 ∗
ν − Y +

µ Y
−

ν −X0 ∗
µ X0

ν ). (4.111)

4.4.4 Termos cinéticos dos bósons escalares

A representação tripleto dos bósons ρ e η também podem ser decompostas em
um dubleto e um singleto, de forma semelhante ao que fora feito para os férmions. Cabe
ressaltar que nesta etapa, ainda não serão realizadas as transformações feitas em 4.44 para
ρ e η, deixando para a próxima seção, quando trataremos da segunda quebra espontânea
de simetria.

Assim, começando pelo bóson ρ, a partir da derivada covariante (4.28), temos que

Dµρ =
∂µρ

+
1 + igL

2 (W 1
µ − iW 2

µ)ρ0
2 + igL

2 W
3
µρ

+
1 + i

(
gL

W 8
µ

2
√

3 + gX

3 W
0
µ

)
ρ+

1 + i gL√
2X

0
µρ

+
3

∂µρ
0
2 + igL

2 (W 1
µ + iW 2

µ)ρ+
1 − igL

2 W
3
µρ

0
2 + i

(
gL

W 8
µ

2
√

3 + gX

3 W
0
µ

)
ρ0

2 + i gL√
2Y

−
µ ρ

+
3

∂µρ
+
3 + i

(
−gL

W 8
µ√
3 + gX

3 W
0
µ

)
ρ+

3 + i gL√
2(X0 ∗

µ ρ+
1 + Y +

µ ρ
0
2)

 ,
(4.112)

em que já foram usadas as definições (4.53), restando substituir somente W 8
µ e W 0

µ . Para
isso, consideraremos primeiro a seguinte combinação

i

(
gL

W 8
µ

2
√

3
+ gX

3 W 0
µ

)
,

que ao utilizar as relações (4.56), (4.65) e (4.68), chega-se a

i

(
gL

W 8
µ

2
√

3
+ gX

3 W 0
µ

)
= i

g1

2 Bµ + i
g1

6 (cot θX + 4 tan θX)Z ′
µ. (4.113)
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Já para a combinação

i

(
−gL

W 8
µ√
3

+ gX

3 W 0
µ

)
,

temos que

i

(
−gL

W 8
µ√
3

+ gX

3 W 0
µ

)
= ig1Bµ − i

g1

3 (cot θX − 2 tan θX)Z ′
µ. (4.114)

Dessa forma,

Dµρ =
∂µρ

+
1 + igL

2 (W 1
µ − iW 2

µ)ρ0
2 + igL

2 W
3
µρ

+
1 + i

(
g1
2 Bµ + g1

6 (cot θX + 4 tan θX)Z ′
µ

)
ρ+

1

∂µρ
0
2 + igL

2 (W 1
µ + iW 2

µ)ρ+
1 − igL

2 W
3
µρ

0
2 + i

(
g1
2 Bµ + g1

6 (cot θX + 4 tan θX)Z ′
µ

)
ρ0

2

∂µρ
+
3 + i

(
g1Bµ + g1

3 (cot θX − 2 tan θX)Z ′
µ

)
ρ+

3



+


i gL√

2X
0
µρ

+
3

i gL√
2Y

−
µ ρ

+
3

i gL√
2(X0 ∗

µ ρ+
1 + Y +

µ ρ
0
2)


Devido a decomposição do tripleto 3 de SU(3)L em um dubleto 2 de SU(2)L e um singleto
1, esta derivada covariante será reescrita como

Dµρ =
DµH + i gL√

2Vµρ
+
3

Dµρ
+
3 + i gL√

2V
†

µ H

 , (4.115)

em que H é o seguinte dubleto

H =
ρ+

1

ρ0
2

 , (4.116)

cuja derivada covariante é

Dµ = ∂µ + i
gL

2 σ
iW i

µ + i
(
g1

2 Bµ + g1

6 (cot θX + 4 tan θX)Z ′
µ

)
, (4.117)

onde σi são as matrizes de Pauli. Vale notar que como Vµ é um dubleto, então o produto
V †

µ H, na segunda linha de (4.115), é um singleto antissimétrico, devido ao produto
2 × 2̄ = 1A × 3S

1. Já a derivada covariante do singleto ρ+
3 é

Dµ = ∂µ + i
(
g1Bµ + g1

3 (cot θX − 2 tan θX)Z ′
µ

)
. (4.118)

Logo, o termo cinético de ρ toma a seguinte forma

(Dµρ)†(Dµρ) = (DµH)†(DµH) + (Dµρ
+
3 )†(Dµρ+

3 ) + g2
L

2 (ρ−
3 V

†
µV

µρ+
3 + H†VµV

µ †H)

+ i
gL√

2
[(DµH)†V µρ+

3 + (Dµρ
+
3 )†V µ †H − ρ−

3 V
†

µ (DµH) − H†Vµ(Dµρ+
3 )]. (4.119)

1 Importante ressaltar que 3 é o tripleto do grupo SU(2), neste caso.
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Já para o bóson η, a partir de sua derivada covariante (4.29), temos

Dµη =
∂µη

0
1 + igL

2 (W 1
µ − iW 2

µ)η−
2 + igL

2 W
3
µη

0
1 + i

(
gL

W 8
µ

2
√

3 − gX

6 W
0
µ

)
η0

1 + i gL√
2X

0
µη

0
3

∂µη
−
2 + igL

2 (W 1
µ + iW 2

µ)η0
1 − igL

2 W
3
µη

−
2 + i

(
gL

W 8
µ

2
√

3 − gX

6 W
0
µ

)
η−

2 + i gL√
2Y

−
µ η

0
3

∂µη
0
3 − i

(
gL

W 8
µ√
3 + gX

6 W
0
µ

)
η0

3 + i gL√
2(X0 ∗

µ η0
1 + Y +

µ η
−
2 )

 .
(4.120)

Para as combinações envolvendo W 8
µ e W 0

µ , são obtidos as seguintes relações

i

(
gL

W 8
µ

2
√

3
− gX

6 W 0
µ

)
= −ig1

2 Bµ + i
g1

6 (cot θX − 2 tan θX)Z ′
µ, (4.121)

−i
(
gL

W 8
µ√
3

+ gX

6 W 0
µ

)
= −ig1

3 csc θX sec θXZ
′
µ. (4.122)

Assim, ao definirmos o seguinte dubleto de SU(2)L

φ =
η0

1

η−
2

 , (4.123)

(4.120) se torna o seguinte

Dµη =
Dµφ+ i gL√

2Vµη
0
3

Dµη
0
3 + i gL√

2V
†

µφ

 , (4.124)

em que a derivada covariante de φ é

Dµ = ∂µ + i
gL

2 σ
iW i

µ − i
g1

2 Bµ + i
g1

6 (cot θX − 2 tan θX)Z ′
µ, (4.125)

enquanto a derivada covariante de η0
3 é

Dµ = ∂µ − i
g1

3 csc θX sec θXZ
′
µ. (4.126)

Da mesma forma que fora feito para ρ, a expansão do termo cinético de η resulta em

(Dµη)†(Dµη) = (Dµφ)†(Dµφ) + (Dµη
0
3)†(Dµη0

3) + g2
L

2 (η0 ∗
3 V †

µV
µη0

3 + φ†VµV
µ †φ)

+ i
gL√

2
[(Dµφ)†V µη0

3 + (Dµη
0
3)†V µ †φ− η0 ∗

3 V †
µ (Dµφ) − φ†Vµ(Dµη0

3)].
(4.127)

4.4.5 Potencial escalar

Conforme visto, os tripletos ρ e η são decompostos em dois dubletos H, φ e dois
singletos ρ+

3 , η
0
3. Assim, é interessante reescrevermos o potencial escalar em termos destes

novos campos, bem como suas interações com H3 e H5. Dessa forma, ao final da segunda
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quebra espontânea de simetria, visto a seguir, poderemos encontrar as massas dos bósons
escalares deste modelo. Assim, após uma pequena álgebra, temos que (4.32) se torna

V = − µ2
1(φ†φ) − µ2

1(η0 ∗
3 η0

3) − µ2
2(H†H) − µ2

2(ρ−
3 ρ

+
3 ) − µ2

3
2 [(vχ +H3)2 +H2

5 ]

+ λ1(φ†φ+ η0 ∗
3 η0

3)2 + λ2(H†H + ρ−
3 ρ

+
3 )2 + λ3

4 [(vχ +H3)2 +H2
5 ]2

+ λ4

2 [(vχ +H3)2 +H2
5 ](φ†φ+ η0 ∗

3 η0
3) + λ5

2 [(vχ +H3)2 +H2
5 ](H†H + ρ−

3 ρ
+
3 )

+ λ6(φ†φ+ η0 ∗
3 η0

3)(H†H + ρ−
3 ρ

+
3 ) + λ7

2 [(vχ +H3)2 +H2
5 ](η0

3η
0∗
3 ) (4.128)

+ λ8

2 [(vχ +H3)2 +H2
5 ](ρ+

3 ρ
−
3 ) + λ9(φ†H + η0 ∗

3 ρ+
3 )(H†φ+ ρ−

3 η
0
3)

+ λ10

2 (vχ +H3 − iH5)2(η0
3)2 − λ15

2 εij3φiHj(vχ +H3 − iH5) + h.c.,

em que na última linha o tensor de Levi-Civita εijk é reduzido para εij3, pois a única
componente não nula de χ na quebra espontânea de simetria é a terceira componente.
Assim, as terceiras componentes de η e ρ não se manifestam, já que εi33 = ε3j3 = 0, o que
permitiu substituir η e ρ pelos dubletos φ e H.

4.5 Segunda quebra espontânea de simetria
Esta etapa consiste na quebra espontânea de simetria do grupo SU(2)L×U(1)Y

para o grupo U(1)Q, em que Q é a carga eletromagnética. A quebra espontânea de simetria,
neste caso, ocorre devido aos campos η e ρ adquirirem os VEVs da seguinte forma [90]

〈η〉 = 1√
2


vη

0
0

 , 〈ρ〉 = 1√
2


0
vρ

0

 . (4.129)

Como na seção anterior, separamos os tripletos de SU(3)L em dubletos e singletos de
SU(2)L, então a expressão anterior se traduz em

〈φ〉 = 1√
2

vη

0

 , 〈H〉 = 1√
2

 0
vρ

 , 〈ρ+
3 〉 = 0, 〈η0

3〉 = 0. (4.130)

Nesta segunda etapa, os geradores T 1
L, T

2
L, T

3
L do grupo SU(2)L não deixam o vácuo

invariante

T 1
L〈φ〉 = vη

2
√

2

0 1
1 0

1
0

 6= 0, T 2
L〈φ〉 = vη

2
√

2

0 −i
i 0

1
0

 6= 0, (4.131)

T 3
L〈φ〉 = vη

2
√

2

1 0
0 −1

1
0

 6= 0, T 1
L〈H〉 = vρ

2
√

2

0 1
1 0

0
1

 6= 0, (4.132)

T 2
L〈H〉 = vρ

2
√

2

0 −i
i 0

0
1

 6= 0, T 3
L〈H〉 = vρ

2
√

2

1 0
0 −1

0
1

 6= 0. (4.133)
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Os três geradores quebrados darão massa para os três bósons de gauge do Modelo Padrão
W±, Z0, a partir do mecanismo de Higgs. Assim como ocorreu no Modelo Padrão, visto
no Capítulo 1, a combinação linear Q = T 3

L + Y/2 deixará o vácuo invariante, em que Q
é a carga elétrica. A partir da relação obtida em (4.49), tem-se, considerando somente o
subgrupo SU(2)L, o seguinte resultado

Q〈φ〉 = vη

2
√

2

0 0
0 −1

1
0

 = 0, Q〈H〉 = vρ

2
√

2

1 0
0 0

0
1

 = 0. (4.134)

Ao considerar o grupo SU(3)L, é possível obter a seguinte relação para a carga elétrica, a
partir de (4.49)

Q = T 3 − 1√
3
T 8 +N13×3 ≡


1
3 +N 0 0

0 −2
3 +N 0

0 0 1
3 +N

 . (4.135)

Como Q deixa o vácuo invariante, então restará um bóson de gauge sem massa, sendo
este o fóton, representado pelo campo eletromagnético Aµ.

4.5.1 Interações bósons escalares e vetoriais

Nesta seção, procederemos à análise das interações dos bósons escalares com os
bósons de gauge, complementada pela análise das massas dos bósons de gauge. Com o
intuito de atingir esse objetivo de maneira sistemática e esclarecedora, torna-se indispensável
a expressão dos campos φ e H em termos dos campos físicos pertinentes, valendo-nos das
relações explicitadas em (4.44) para o gauge unitário. Esse enfoque proporcionará uma
descrição esclarecedora, permitindo-nos avançar na compreensão das dinâmicas envolvidas.

Cabe ressaltar que as relações delineadas em (4.44) desempenham um papel
crucial na simplificação e organização das expressões, proporcionando uma formulação
mais elegante e compreensível. Este formalismo, baseado no gauge unitário, não apenas
simplifica os cálculos, mas também revela a estrutura subjacente das interações, promovendo
uma compreensão mais profunda e abrangente do sistema em questão.

Dessa forma, ao adotarmos esse enfoque metodológico, almejamos não apenas
apresentar os resultados finais das massas dos bósons de gauge e suas interações com
os bósons escalares, mas também fornecer uma fundação teórica robusta e coerente que
sustente esses resultados, como apresentado pelos autores em [105].

φ ≡ 1√
2

h sin θ −H cos θ
−

√
2 sinα1H

−
1

 , H ≡ 1√
2

 √
2 cosα1H

+
1

h cos θ +H sin θ

 , (4.136)

η0
3 ≡ (HU − iH4)√

2
, ρ±

3 ≡ H±
2 , (4.137)
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em que identificaremos h como o bóson de Higgs, enquanto H,H±
1 , H

±
2 , HU , H4 são os

novos bósons escalares do modelo.
As relações obtidas no Capítulo 1, encontradas em (1.67), (1.68), (1.69) e (1.70),

assumem uma importância fundamental nesta etapa. Estas relações, exemplificadas a
seguir

W±
µ =

W 1
µ ∓ iW 2

µ√
2

, (4.138)

Aµ = sin θWW
3
µ + cos θWBµ, Zµ = cos θWW

3
µ − sin θWBµ, (4.139)

cos θW = gL√
g2

L + g2
1

, sin θW = g1√
g2

L + g2
1

, (4.140)

também se manifestarão no atual contexto, uma vez que estamos reproduzindo a quebra
espontânea de simetria do Modelo Padrão. Além disso, é crucial ressaltar que tais relações
desempenham um papel fundamental na simplificação dos cálculos subsequentes. Portanto,
a inclusão das relações inversas de W 3

µ e Bµ se mostra vantajosa para o prosseguimento da
análise

W 3
µ = sin θWAµ + cos θWZµ, Bµ = cos θWAµ − sin θWZµ. (4.141)

Duas relações proveitosas, que aparecerão nas derivadas covariantes de φ e H são as
seguintes

gLW
3
µ + g1Bµ = 2gL sin θWAµ + 2gL sin θW cot (2θW )Zµ,

gLW
3
µ − g1Bµ = gL sec θWZµ, (4.142)

possibilitando identificar a carga elétrica e = gL sin θW , como mostrado em (1.101). É
possível também defini-la como e = g1 cos θW . Diante disso, é possível relacionar os ângulos
θX e θW da seguinte forma

g1 cos θW = gL sin θW

gX

2gL

cos θX cos θW = sin θW (4.143)

−
√

3 sin θX = tan θW ,

onde na segunda e terceira linha foram utilizadas as relações definidas em (4.68) e (4.56),
respectivamente. A partir de dados informados pelo Particle Data Group (PDG) [43],
sin2 θW = 0, 23121, encontrando um ângulo de Weinberg de aproximadamente igual a
28, 7◦. Dessa forma, é possível estimar o ângulo θX , a partir da relação encontrada em
(4.143), resultando em

θX ≈ −18◦. (4.144)
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Prosseguindo com o cálculo para a derivada covariante de φ (4.125), com o uso das relações
informadas em (4.139),(4.140),(4.141),(4.142), encontra-se que

Dµ =∂µ12×2 + i

2

gL sec θWZµ

√
2gLW

+
µ√

2gLW
−
µ −2eAµ − 2e cot (2θW )Zµ

 (4.145)

+ i
g1

6 (cot θX − 2 tan θX)Z ′
µ12×2,

em que 12×2 é a matriz identidade de ordem 2. Há muitos acoplamentos nesta derivada
covariante, sendo a carga elétrica e a única diretamente medida. Assim, utilizando que

gL = e

sin θW

, g1 = e

cos θW

e tan θW = −
√

3 sin θX (4.146)

chega-se ao seguinte resultado após uma pequena álgebra

Dµ =∂µ12×2 + i
e

2

csc θW sec θWZµ

√
2 csc θWW

+
µ√

2 csc θWW
−
µ −2Aµ − 2 cot (2θW )Zµ

 (4.147)

+ i
e

2
tan2 θW − 1

sin θW

√
3 − tan2 θW

Z ′
µ12×2.

A expressão da derivada covariante mostrada acima é muito complicada pelo excesso de
termos, o que tornará a tarefa de acompanhar os cálculos a seguir demasiadamente moroso.
Assim, será mais cômodo se adotarmos as seguintes relações

gZ′ = 1
sin θW

√
3 − tan2 θW

, (4.148)

Zµ ≡ csc θW sec θWZµ + gZ′(tan2 θW − 1)Z ′
µ, (4.149)

Aµ ≡ −2Aµ − 2 cot (2θW )Zµ + gZ′(tan2 θW − 1)Z ′
µ, (4.150)

de forma que

Dµ = ∂µ12×2 + i
e

2

 Zµ

√
2 csc θWW

+
µ√

2 csc θWW
−
µ Aµ

 . (4.151)

Para facilitar ainda mais os cálculos, escreveremos a derivada covariante de φ como

Dµφ = ∂µφ+ i
e

2Mµφ, (4.152)

em que definimos Mµ como a seguinte matriz hermitiana

Mµ =
 Zµ

√
2 csc θWW

+
µ√

2 csc θWW
−
µ Aµ

 . (4.153)

Assim, obtemos que

(Dµφ)†(Dµφ) = ∂µφ
†∂µφ+ i

e

2∂µφ
†Mµφ− i

e

2φ
†Mµ∂

µφ+ e2

4 φ
†MµMµφ. (4.154)
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O primeiro termo corresponde ao termo cinético dos campos escalares h,H,H±
1

∂µφ
†∂µφ =sin2 θ

2 ∂µh∂
µh− sin θ cos θ∂µh∂

µH + cos2 θ

2 ∂µH∂
µH

+ sin2 α1∂µH
+
1 ∂

µH−
1 , (4.155)

enquanto os outros termos são as interações destes campos escalares com os campos de
gauge. Importante ressaltar que −i e

2φ
†Mµ∂

µφ é o conjugado hermitiano de i e
2∂µφ

†Mµφ.
Dessa forma, ao calcular um destes termos, temos automaticamente o outro. Logo, para
i e

2∂µφ
†Mµφ temos que

= ie

4 (∂µh sin θ − ∂µH cos θ)(h sin θ −H cos θ + vη)Zµ + ie

2 sin2 α1∂µH
+
1 AµH−

1 (4.156)

− ie sinα1

2 sin θW

[
(∂µh sin θ − ∂µH cos θ)W+µH−

1 + ∂µH
+
1 W

−µ(h sin θ −H cos θ + vη)
]
,

de forma que i e
2∂µφ

†Mµφ− i e
2φ

†Mµ∂
µφ é

= ie

2 sin2 α1(∂µH
+
1 AµH−

1 − ∂µH
−
1 AµH+

1 )

− ie sinα1

2 sin θW

(∂µh sin θ − ∂µH cos θ)(W+µH−
1 −W−µH+

1 ) (4.157)

− ie sinα1

2 sin θW

(h sin θ −H cos θ + vη)(∂µH
+
1 W

−µ − ∂µH
−
1 W

+µ).

Do último termo de (4.154) é obtido o seguinte resultado

e2

4 φ
†MµMµφ = (h sin θ −H cos θ + vη)2

(
e2ZµZµ

8 + e2

4 sin2 θW

W+µW−
µ

)

− e2

4 sin θW

sinα1(h sin θ −H cos θ + vη)(H−
1 W

+
µ +H+

1 W
−
µ )(Zµ + Aµ) (4.158)

+ e2 sin2 α1

4 H+
1 H

−
1

(
2 csc2 θWW

+µW−
µ + AµAµ

)
.

Restam analisar os termos vistos em (4.127), de forma a obter a expressão envolvendo
somente os campos físicos de η, após as duas quebras espontâneas de simetria. Para
melhor entendimento do resultado final, os cálculos serão feitos por partes, começando por
(Dµη

0
3)†Dµη0

3 de (4.127), cuja derivada covariante está escrita em (4.126), e agora toma a
seguinte forma com as relações (4.146) e (4.148)

Dµη
0
3 ≡ 1√

2
∂µ(HU − iH4) + ie

gZ′√
2
Z ′

µ(HU − iH4). (4.159)

Assim, após uma pequena álgebra, é obtida a seguinte expressão

(Dµη
0
3)†Dµη0

3 ≡1
2∂µHU∂

µHU + 1
2∂µH4∂

µH4 + e2g2
Z′

2 Z ′
µZ

′µ(H2
U +H2

4 )

+ egZ′

2 Z ′
µ(H4∂

µHU −HU∂
µH4). (4.160)
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com o uso das relações mostradas em (4.146).
Prosseguindo o cálculo para (4.127), o próximo termo a ser reescrito em termos

dos campos físicos é g2
L

2 (η0 ∗
3 V †

µV
µη0

3 + φ†VµV
µ †φ), que toma a seguinte forma

g2
L

2 (η0 ∗
3 V †

µV
µη0

3 + φ†VµV
µ †φ) ≡ e2

4 sin2 θW

(H2
U +H2

4 )(Y −
µ Y

+µ +X0
µX

0∗µ)

+ e2

4 sin2 θW

[(h sin θ −H cos θ + vη)2X0
µX

0∗µ + 2 sin2 α1H
+
1 Y

−
µ H

−
1 Y

+µ] (4.161)

− e2 sinα1

2
√

2 sin2 θW

(h sin θ −H cos θ + vη)(X0
µH

−
1 Y

+µ +X0∗µH+
1 Y

−
µ ).

Por fim, os termos da segunda linha de (4.127) tomam a seguinte forma

Figura 35 – Alguns diagramas de Feynman contendo interações quárticas entre os bósons
escalares HU , H4 e os outros bósons: h,H, γ, Z ′,W−, obtidos a partir das
expressões (4.161) e (4.162).

i
gL√

2
[(Dµφ)†V µη0

3 + (Dµη
0
3)V µ †φ− H.c.] ≡ ie(HU − iH4)

2
√

2 sin θW

(sin θ∂µh− cos θ∂µH)X0µ

− ie sinα1

2 sin θW

(HU − iH4)∂µH
+
1 Y

−µ + e2(HU − iH4)
2
√

2 sin θW

(h sin θ −H cos θ + vη)ZµX
0µ

− e2 sinα1

2
√

2 sin2 θW

(HU − iH4)W−
µ H

+
1 X

0µ + e2(HU − iH4)
4 sin2 θW

(h sin θ −H cos θ + vη)W+
µ Y

−µ

− e2 sinα1(HU − iH4)
4 sin θW

H+
1 AµY

−µ − ie sinα1

2 sin θW

Y +µH−
1 (∂µHU − i∂µH4)

+ ie(∂µHU − i∂µH4)
2
√

2 sin θW

X0∗µ(h sin θ −H cos θ) − e2gZ′ sinα1(HU − iH4)
2 sin θW

Z ′
µY

+µH−
1

− e2gZ′(HU − iH4)
2
√

2 sin θW

Z ′
µX

0∗µ(h sin θ −H cos θ + vη) + H.c.. (4.162)
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Figura 36 – Alguns diagramas de Feynman obtidos da expressão (4.162) contendo intera-
ções cúbicas dos bósons escalares HU , H4.

Com isso, conclui-se a análise da derivada covariante de η após as duas quebras espontâneas
de simetria, restando apenas examinar a derivada covariante de ρ, definida após a primeira
quebra de simetria em (4.119). O procedimento adotado para η será replicado neste caso,
consistindo na reescrita das funções trigonométricas de θX em termos de θW , utilizando
as relações (4.146). Ademais, os campos W 3

µ e Bµ serão reescritos em termos de Aµ e Zµ,
conforme as relações definidas em (4.142).

Entretanto, visando proporcionar maior clareza ao leitor, iniciaremos o processo
pela derivada covariante de H em (4.117), incorporando desde já o emprego das relações
supracitadas

Dµ ≡∂µ12×2 + i
e

2

2Aµ + 2 cot (2θW )Zµ

√
2 csc θWW

+
µ√

2 csc θWW
−
µ − csc θW sec θWZµ


− i

e

2gZ′ sec2 θWZ
′
µ12×2. (4.163)

A partir das relações definidas em (4.149), (4.150), encontra-se, neste caso, que

2Aµ + 2 cot (2θW )Zµ − gZ′ sec2 θWZ
′
µ ≡ −Aµ − 2gZ′Z ′

µ, (4.164)

− csc θW sec θWZµ − gZ′ sec2 θWZ
′
µ ≡ −Zµ − 2gZ′Z ′

µ, (4.165)

permitindo reescrever (4.163) da seguinte forma

Dµ = ∂µ12×2 − i
e

2

 Aµ + 2gZ′Z ′
µ −

√
2 csc θWW

+
µ

−
√

2 csc θWW
−
µ Zµ + 2gZ′Z ′

µ

 , (4.166)

sendo possível definir a seguinte matriz hermitiana Nµ como

Nµ =
 Aµ + 2gZ′Z ′

µ −
√

2 csc θWW
+
µ

−
√

2 csc θWW
−
µ Zµ + 2gZ′Z ′

µ

 , (4.167)

o que nos leva a
DµH = ∂µH − i

e

2NµH. (4.168)

Dessa forma, é obtida a seguinte expressão para o termo cinético covariante de H

(DµH)†(DµH) = ∂µH†∂µH − i
e

2∂µH†N µH + i
e

2H†Nµ∂
µH + e2

4 H†NµN µH. (4.169)
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O primeiro termo corresponde aos termos cinéticos puros de h,H,H+
1

∂µH†∂µH =cos2 θ

2 ∂µh∂
µh+ sin θ cos θ∂µh∂

µH + sin2 θ

2 ∂µH∂
µH

+ cos2 α1∂µH
+
1 ∂

µH−
1 . (4.170)

Assim, temos que a partir da soma desta última expressão com (4.155), os termos cinéticos
puros de h,H,H±

1 simplificam como

∂µH†∂µH + ∂µφ
†∂µφ = 1

2∂µh∂
µh+ 1

2∂µH∂
µH + ∂µH

+
1 ∂

µH−
1 . (4.171)

Os termos −i e
2∂µH†N µH+i e

2H†Nµ∂
µH são avaliados da seguinte forma, após uma pequena

álgebra

= ie cos2 α1

2 Aµ(∂µH
+
1 H

−
1 − ∂µH

−
1 H

+
1 ) + iegZ′ cos2 α1Z

′
µ(∂µH

+
1 H

−
1 − ∂µH

−
1 H

+
1 )

− ie cosα1

2 sin θW

(∂µh cos θ + ∂µH sin θ)(W+µH−
1 −W−µH+

1 ) (4.172)

− ie cosα1

2 sin θW

(h cos θ +H sin θ + vρ)(W−
µ ∂

µH+
1 −W+

µ ∂
µH−

1 ).

É possível simplificar a expressão (4.172) ao somá-la com (4.157), utilizando as relações
apresentadas em (4.45). Isto é,

− cosα1 cos θ∂µhW
+µH−

1 − sinα1 sin θ∂µhW
+µH−

1 = 0,

− cosα1h cos θW−
µ ∂

µH+
1 − sinα1h sin θW−

µ ∂
µH+

1 = 0. (4.173)

Logo, a expressão simplifica para

i
e

2∂µφ
†Mµφ− i

e

2∂µH†N µH + H.c. = ie

2 Aµ(∂µH
+
1 H

−
1 − ∂µH

−
1 H

+
1 )

− ie

2 sin θW

∂µH(W+µH−
1 −W−µH+

1 ) − ie

2 sin θW

H(W−
µ ∂

µH+
1 −W+

µ ∂
µH−

1 ), (4.174)

ou seja, o bóson de Higgs h não participa das interações com os novos bósons escalares H±
1

e os bósons de gauge W±
µ , na aproximação vχ � vρ, vη realizada em (4.44). Na realidade,

como mostrado em [105], há outros termos a serem considerados ao passar dos autoestados
eletrofracos para os autoestados de massa. Entretanto, como discutido pelos autores, estas
correções podem ser desprezadas por produzirem correntes neutras com troca de sabores
pelo bóson de Higgs a nível de árvore.

Para o último termo de (4.169), encontra-se a seguinte expressão, após algumas
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Figura 37 – Exemplos de interações quárticas que envolvem bóson carregados, obtidas a
partir da expressão (4.177).

manipulações algébricas

e2

4 H†NµN µH = e2 cos2 α1

4 H+
1 H

−
1

(
AµAµ + 2 csc2 θWW

+µW−
µ

)
+ e2gZ′ cos2 α1H

+
1 H

−
1

(
AµZ

′µ + gZ′Z ′µZ ′
µ

)
− e2 cosα1

4 sin θW

(h cos θ +H sin θ + vρ)(Aµ + Zµ)(W+µH−
1 +W−µH+

1 )

− e2gZ′ cosα1

sin θW

(h cos θ +H sin θ + vρ)(W+µH−
1 +W−µH+

1 )Z ′
µ (4.175)

+ (h cos θ +H sin θ + vρ)2
(
e2

8 ZµZµ + e2

4 sin2 θW

W+µW−
µ

)

+ e2

2 gZ′(h cos θ +H sin θ + vρ)2
(
ZµZ

′µ + gZ′Z ′µZ ′
µ

)
.

Esta expressão pode ser simplificada quando somada a expressão apresentada em (4.158),
devido aos seguintes resultados obtidos com o uso das expressões (4.45)

cosα1vρ + sinα1vη = 0,

sinα1h sin θ + cosα1h cos θ = 0,

− sinα1H cos θ + cosα1H sin θ = H, (4.176)

(h sin θ −H cos θ + vη)2 + (h cos θ +H sin θ + vρ)2 = (h+ v)2 +H2,

em que v =
√
v2

ρ + v2
η, correspondendo ao VEV do Modelo Padrão.
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Dessa forma, encontra-se que
e2

4 (H†NµN µH + φ†MµMµφ) = [(h+ v)2 +H2]
(
e2

8 ZµZµ + e2

4 sin2 θW

W+µW−
µ

)

+ e2

4 H
+
1 H

−
1 (AµAµ + 2 csc2 θWW

+µW−
µ ) − e2

4 sin θW

H(Aµ + Zµ)(W+µH−
1 +W−µH+

1 )

+ e2gZ′ cos2 α1H
+
1 H

−
1 AµZ

′µ + e2gZ′(h cos θ +H sin θ + vρ)2ZµZ
′µ

− e2gZ′ cosα1

sin θW

(h cos θ +H sin θ + vρ)(W+µH−
1 +W−µH+

1 )Z ′
µ (4.177)

+ e2

2 g
2
Z′ [(h cos θ +H sin θ + vρ)2 + 2 cos2 α1H

+
1 H

−
1 ]Z ′µZ ′

µ.

A derivada covariante de ρ3, que agora será renomeado como H+
2 devido às redefinições

realizadas em (4.44), toma a seguinte forma

DµH
+
2 = ∂µH

+
2 + ieAµH

+
2 − ie tan θWZµ + iegZ′(tan2 θW − 1)Z ′

µH
+
2 . (4.178)

Logo, para o termo cinético covariante, encontra-se, após uma pequena álgebra, o seguinte

(DµH
+
2 )†DµH+

2 = ∂µH
−
2 ∂

µH+
2 + ie(∂µH

+
2 H

−
2 − ∂µH

−
2 H

+
2 )(Aµ − tan θWZ

µ)

+ iegZ′(∂µH
+
2 H

−
2 − ∂µH

−
2 H

+
2 )(tan2 θW − 1)Z ′µ + e2H−

2 H
+
2 (AµA

µ + tan2 θWZµZ
µ)

+ e2g2
Z′(tan2 θW − 1)2H−

2 H
+
2 Z

′µZ ′
µ − 2e2H+

2 H
−
2 (tan2 θWZµ − gZ′(tan2 θW − 1)Z ′

µ)Aµ

− 2e2gZ′H+
2 H

−
2 tan θWZµZ

′µ. (4.179)

Assim, restam analisar mais três termos descritos em (4.119): g2
L

2 (ρ−
3 V

†
µV

µρ+
3 +

H†VµV
µ †H) e i gL√

2 [(DµH)†V µρ+
3 + (Dµρ

+
3 )†V µ †H] + H.c.. Vale ressaltar que nos cálculos a

seguir, e nos anteriores, está sendo utilizada a seguinte redefinição de gL em termos de e,
a partir da relação (4.146). Para o primeiro termo, temos

g2
L

2 (ρ−
3 V

†
µV

µρ+
3 + H†VµV

µ †H) ≡ e2

2 sin2 θW

H+
2 H

−
2 (X0

µX
0∗µ + Y −

µ Y
+µ)

+ e2

4 sin2 θW

(h cos θ +Hsin θ + vρ)2Y −
µ Y

+µ + e2 cos2 α1

2 sin2 θW

H+
1 H

−
1 X

0
µX

0∗µ (4.180)

+ e2 cosα1

2
√

2 sin2 θW

(h cos θ +Hsin θ + vρ)(X0
µY

+µH−
1 +X0∗µY −

µ H
+
1 ).

Enquanto para o segundo termo, obtém-se que

i
gL√

2
[(DµH)†V µρ+

3 + (Dµρ
+
3 )†V µ †H] + H.c. ≡ ie√

2 sin θW

H+
2 ∂µH

−
1 X

0µ

+ ie

2 sin θW

H+
2 (cos θ∂µh+ sin θ∂µH)Y −µ − e2 cosα1

2
√

2 sin θW

H−
1 (Aµ + 2gZ′Z ′

µ)X0µH+
2

+ e2 cosα1

sin2 θW

H+
2 W

+
µ Y

−µH−
1 + e2

√
2 sin2 θW

(h cos θ +H sin θ + vρ)H+
2 W

−
µ X

0µ (4.181)

− e2

2 sin θW

(h cos θ +H sin θ + vρ)(Zµ + 2gZ′Z ′
µ)Y −µH+

2 + ie cosα1√
2 sin θW

∂µH
−
2 H

+
1 X

0∗µ

ie

2 sin θW

∂µH
−
2 Y

+µ(h cos θ +H sin θ).
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Figura 38 – Interações quárticas entre o bóson de Higgs h e os bósons Z,Z ′. As regras de
Feynman podem ser obtidas a partir da expressão (4.177), ou do artigo [105]
para modelos 331 genéricos.

Dessa forma, conclui-se todas as interações do setor escalar com os bósons de
gauge, estando em acordo como mostrado pelos autores em [105]. É claramente notável
que o Modelo 331 é muito mais rico fenomenologicamente em interações do que o Modelo
Padrão, ao introduzir novas partículas escalares e vetoriais, sendo as últimas procuradas
por colisores de partículas, em especial, o novo bóson neutro Z ′.

Durante a apresentação dos resultados, o atento leitor se depara com muitas
interações entre Zµ e Z ′

µ, como nos termos: ZµZµ,ZµZ
′µ, dificultando, então, encontrar a

expressão das massas destes bósons. O mesmo vale para os bósons X0(∗)
µ ,Y ±

µ e W±
µ , embora

estes tenham expressões mais simples.
Para as massas de Z ′

µ e Zµ, analisaremos os termos (Dµφ)†(Dµφ) e (DµH)†(DµH)
avaliados no vácuo, a partir das relações (4.154) e (4.169), respectivamente. Assim,

〈(Dµφ)†(Dµφ)〉 ≡ e2

4 〈φ〉MµMµ〈φ〉 =
e2v2

η

8 ZµZµ +
e2v2

η

4 sin2 θW

W+
µ W

−µ, (4.182)

〈(DµH)†(DµH)〉 ≡ e2

4 〈H〉NµN µ〈H〉 =
e2v2

ρ

8 ZµZµ +
e2v2

ρ

4 sin2 θW

W+
µ W

−µ

+ e2

2 gZ′v2
ρ(ZµZ

′µ + gZ′Z ′µZ ′
µ).

(4.183)

Rapidamente é possível identificar a massa dos bósons W±
µ

m2
W ± =

e2(v2
ρ + v2

η)
4 sin2 θW

= e2v2

4 sin2 θW

, (4.184)
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em que fora utilizado na última passagem v2 = v2
η + v2

ρ. Temos que os termos

ZµZµ = csc2 θW sec2 θWZ
µZµ + 2gZ′ csc θW sec θW (tan2 θW − 1)ZµZ

′µ

+ g2
Z′(tan2 θW − 1)2Z ′µZ ′

µ, (4.185)

ZµZ
′µ + gZ′Z ′µZ ′

µ = csc θW sec θWZµZ
′µ + gZ′ tan2 θWZ

′µZ ′
µ, (4.186)

o que possibilita identificar a massa do bóson Zµ, a correção à massa do bóson Z ′
µ, e a

mistura entre eles sendo denominada mZZ′ , como

m2
Z =

e2(v2
ρ + v2

η)
4 csc2 θW sec2 θW = e2v2

4 csc2 θW sec2 θW , (4.187)

m2
Z′ = e2g2

Z′

4 [(tan2 θW − 1)2v2 + 4 tan2 θWv
2
ρ] = e2g2

Z′

4 (sec4 θWv
2 − 4 tan2 θWv

2
η),

(4.188)

m2
ZZ′ = e2gZ′ csc θW sec θW

4 [sec2 θWv
2 − 2v2

η]. (4.189)

Vale ressaltar que m2
Z′ apresentada em (4.188) é a correção sofrida à m2

Z′ mostrada em
(4.60). Esta, por sua vez, está escrita em termos de gL, gX , sendo necessário utilizar as
relações definidas em (4.56), (4.143), (4.146) e (4.148) para deixar em termos de e, gZ′ e
θW . Assim, a partir de (4.60)

v2
χ

36(12g2
L + g2

X) ≡ e2g2
Z′v2

χ. (4.190)

Dessa forma, a massa do bóson Z ′ é

m2
Z′ = e2g2

Z′

4 (sec4 θWv
2 − 4 tan2 θWv

2
η + 4v2

χ), (4.191)

estando todas as expressões em total acordo com [90], com análises mais detalhadas
também podendo ser encontradas neste artigo.

As massas dos bósons X0(∗)
µ e Y ±

µ também sofrem correções devido a última quebra
espontânea de simetria, sendo encontradas a partir das expressões encontradas em (4.119)
e (4.127), quando avaliadas no vácuo

g2
L

2 〈H〉VµV
µ†〈H〉 =

e2v2
ρ

4 sin2 θW

X0
µX

0∗µ, (4.192)

g2
L

2 〈φ〉VµV
µ†〈φ〉 =

e2v2
η

4 sin2 θW

Y −
µ Y

+µ. (4.193)

Dessa forma, as massas apresentadas para estes bósons em (4.60), são agora corrigidas
como

m2
X0 =

e2(v2
χ + v2

ρ)
4 sin2 θW

, m2
Y ± =

e2(v2
χ + v2

η)
4 sin2 θW

. (4.194)
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4.5.2 Massa dos férmions

Esta fase final também desempenha um papel crucial na conferência de massa aos
férmions do Modelo Padrão. No entanto, é importante observar a presença de um termo
adicional relacionado à massa do neutrino, que não estava contemplado na formulação
original do Modelo Padrão apresentada no Capítulo 1.

A fenomenologia ganha complexidade adicional devido à introdução de bósons
escalares, tanto carregados quanto neutros, que interagem com os férmions. Conforme
exploraremos, a inclusão de correntes neutras que facilitam a troca entre diferentes sabores
(FCNC) surgirá no setor dos quarks, demandando a aplicação de técnicas específicas para
torná-las pequenas.

Começando pelo setor leptônico, a partir da Lagrangeana apresentada em (4.27)

L[e]
Y uk = −Yaa′εijk(F̄aL)i(FC

a′L)jρ
∗ − Y ′

aa′F̄aLea′Rρ, (4.195)

é obtida a seguinte expressão quando utilizada a definição realizada em (4.44), assim como
a definição do tensor de Levi-Civita,

L[e]
Y uk = − Yaa′H−

2 (ν̄aLe
C
a′L − ēaLν

C
a′L) − Yaa′ cosα1H

−
1 (ēaLνa′R − ν̄C

aRe
C
a′L)

− Yaa′√
2
H sin θ(ν̄C

aRν
C
a′L − ν̄aLνa′R) − Yaa′√

2
(h cos θ + vρ)(ν̄C

aRν
C
a′L − ν̄aLνa′R)

− Y ′
aa′H+

2 ea′Rν̄
C
aR − Y ′

aa′ cosα1H
+
1 ea′Rν̄aL − Y ′

aa′√
2
H sin θēaLea′R (4.196)

− Y ′
aa′√
2

(h cos θ + vρ)ēaLea′R + H.c..

O último termo consiste na interação do bóson de Higgs com os léptons carregados, assim
como a massa destes. Diagonalizando Y ′

aa′ como

Y ′
aa′ = U e∗

akM
e
kkV

e
ka′ , (4.197)

de forma análoga ao que fora feito em (1.30), isto é, U e
ka e V e

ka′ são matrizes unitárias 3 × 3.
É importante ressaltar que M e

kk indica que esta matriz é diagonal, como esperado. Dessa
forma, tem-se que

−Y ′
aa′√
2

(h cos θ + vρ)ēaLea′R = −(h cos θ + vρ)√
2

ēaLU
e∗
akM

e
kkV

e
ka′ea′R,

= −(h cos θ + vρ)√
2

ē′
kLM

e
kke

′
kR, (4.198)

em que redefiniu-se os campos eL(R) da seguinte forma

e′
kL = U e

kaeaL, e
′
kR = V e

ka′ea′R. (4.199)

Como cos θ = vρ/v, então é possível fazer a seguinte identificação, de forma a obter a
correspondência com o Modelo Padrão

− vρ√
2

(
h

v
+ 1

)
(y′

eēLēR + y′
µµ̄LµR + y′

τ τ̄LτR) + H.c., (4.200)
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o que permite identificar as massas dos léptons carregados como

(me,mµ,mτ ) = vρ√
2

(y′
e, y

′
µ, y

′
τ ). (4.201)

A relação entre os y′
i
2 do Modelo 331 para os yi, apresentada em (1.80), do Modelo Padrão

é facilmente obtida
vρy

′
i = vyi. (4.202)

Para os outros termos com acoplamentos Y ′
aa′ , obtêm-se que

−Y ′
aa′H+

2 ea′Rν̄
C
aR = −H+

2 ν̄
C
aRU

e∗
akM

e
kke

′
kR,

−Y ′
aa′ cosα1H

+
1 ea′Rν̄aL = − cosα1H

+
1 ν̄aLU

e∗
akM

e
kke

′
kR, (4.203)

−Y ′
aa′√
2
H sin θēaLea′R = − H√

2
sin θē′

kLM
e
kke

′
kR.

Como apresentado em [106,107], os termos acoplados a Yaa′ podem ser reescritos como

ν̄aLe
C
a′L − ēaLν

C
a′L ≡ −2ēaLν

C
a′L,

ēaLνa′R − ν̄C
aRe

C
a′L ≡ 2ēaLνa′R,

ν̄C
aRν

C
a′L − ν̄aLνa′R = −2ν̄aLνa′R,

(4.204)

o que deixa as primeiras duas linhas de (4.196) igual a

L[e]
Y uk ⊃ 2Yaa′H−

2 ēaLν
C
a′L − 2Yaa′ cosα1H

−
1 ēaLνa′R

+
√

2Yaa′H sin θν̄aLνa′R +
√

2Yaa′(h cos θ + vρ)ν̄aLνa′R + H.c..
(4.205)

Diagonalizando Yaa′ da seguinte forma

Yaa′ = UN∗
aj M

N
jjV

N
ja′ , (4.206)

é possível redefinir os campos νL(R) como

ν ′
jL = UN

jaνaL, ν
′
jR = V N

ja′νa′R. (4.207)

Assim, (4.205) toma a seguinte forma, após realizar as redefinições e a diagonalização de
Yaa′ 3

L[e]
Y uk ⊃ 2H−

2 ēaLU
N∗
aj M

N
jjV

N
ja′νC

a′L − 2 cosα1H
−
1 ēaLU

N∗
aj M

N
jj ν

′
jR

+
√

2H sin θν̄ ′
jLM

N
jj ν

′
jR +

√
2vρ

(
h

v
+ 1

)
ν̄ ′

jLM
N
jj ν

′
jR + H.c..

(4.208)

Ao utilizar a redefinição para eaL, a partir de (4.199), encontra-se

L[e]
Y uk ⊃ 2H−

2 ēkLU
e
kaU

N∗
aj M

N
jjV

N
ja′νC

a′L − 2 cosα1H
−
1 ēkLU

e
kaU

N∗
aj M

N
jj ν

′
jR

+
√

2H sin θν̄ ′
jLM

N
jj ν

′
jR +

√
2vρ

(
h

v
+ 1

)
ν̄ ′

jLM
N
jj ν

′
jR + H.c.,

(4.209)

2 O índice aqui i se refere ao sabor da família do elétron. Por exemplo, i = e, µ, τ .
3 Exceto para o primeiro termo acoplado a H−

2 .
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definindo a matriz PMNS, abreviação de Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata [108],
da seguinte forma [34]

Vkj = U e
kaU

N∗
aj . (4.210)

Logo, após algumas manipulações algébricas, L[e]
Y uk é reescrito como

L[e]
Y uk =2H−

2 ēkLVkjM
N
jjV

N
ja′νC

a′L − 2vη

v
H−

1 ēkLVkjM
N
jj νjR

+
√

2vη

v
Hν̄jLM

N
jj νjR +

√
2vρ

(
h

v
+ 1

)
ν̄jLM

N
jj νjR

−H+
2 ν̄

C
jRV

N∗
ja U e∗

akM
e
kkekR − vη

v
H+

1 ν̄jLV†
jkM

e
kkekR

− H√
2
vη

v
ēkLM

e
kkekR − vρ√

2

(
h

v
+ 1

)
ēkLM

e
kkekR + H.c.,

(4.211)

sendo descartado o símbolo ′ dos campos transformados. Com o uso dos termos conjugados
hermitianos, é possível definir os campos leptônicos na forma de Dirac

ek ≡

ekL

ekR

 , νk ≡

 νkL

νkR.

 (4.212)

De forma que a expressão (4.211) agora é escrita como

L[e]
Y uk = −H−

2 ēiM
2
ijV

N
jk ν

C
k −H+

2 ν̄
C
k V

N∗
kj M2∗

ji ei − vη

v
H−

1 ēiM
1
ijνj − vη

v
H+

1 ν̄jM
1∗
ji ei

−H
vη

v
ν̄jMN

jjνj − vρ

(
h

v
+ 1

)
ν̄jMN

jjνj −H
vη

v
ējMe

jjej − vρ

(
h

v
+ 1

)
ējMe

jjej,
(4.213)

em que os índices foram reorganizados, de forma a definir as seguintes matrizes

M1
ij ≡

 0 2VijM
N
jj

M e
iiVij 0

 , M2
ij ≡

−2VijM
N
jj 0

0 M e
iiU

e
ij

 ,
MN

jj ≡

MN
jj 0

0 MN
jj

 , Me
jj ≡

M e
jj 0

0 M e
jj

 .
(4.214)

Importante ressaltar que neste Modelo 331, a massa dos neutrinos não está de acordo
com os dados experimentais, sendo a concordância observada somente quando considerada
correções a um laço, conforme visto em [106].
Para os quarks, os acoplamentos de Yukawa envolvendo o campo χ já foram analisados na
seção anterior, restando para agora somente os acoplamentos envolvendo ρ e η

L[q]
Y uk = −αaQ̄LdaRρ− αbaQ̄bLuaRρ

∗ − βaQ̄LuaRη − βbaQ̄bLdaRη
∗. (4.215)
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Figura 39 – Alguns exemplos das novas interações no setor leptônico de Yukawa, quando
comparadas ao Modelo Padrão.

Utilizando as redefinições de (4.44), assim como a definição dos quarks QL e QbL das
relações (4.6) e (4.7), obtém-se o seguinte após uma longa álgebra

L[q]
Y uk = − H+

1
v

(αaū1Lvη + βbaūbLvρ)daR −H+
2 αaū4LdaR

− H−
1
v

(αbad̄bLvη + βad̄1Lvρ)uaR −H−
2 αbad̄(b+2)LuaR

− H√
2v

(αad̄1Lvη − βbad̄bLvρ)daR − H√
2v

(αbaūbLvη − βaū1Lvρ)uaR (4.216)

− HU√
2

(βbad̄(b+2)LdaR + βaū4LuaR) − i
H4√

2
(βbad̄(b+2)LdaR − βaū4LuaR)

− 1√
2

(
h

v
+ 1

)
(αavρd̄1L + βbavηd̄bL)daR − 1√

2

(
h

v
+ 1

)
(βavηū1L + αbavρūbL)uaR.

Os últimos dois termos estão relacionados às massas dos quarks down e up, respectivamente.
Como mostrado em [105, 109, 110], não é possível diagonalizar simultaneamente αa, βba

ou βa, αba, tendo como consequência o surgimento de FCNC a nível de árvore, sendo
algo indesejável devido às restrições obtidas pelos dados em baixas energias, mencionado
em [105]. Neste caso, FCNC aparecem nos termos com interações com os bósons H,HU , H4,
em que os dois últimos estão relacionados às trocas de sabores entre os quarks de quarta e
quinta geração.

Seguindo estes trabalhos, as matrizes de Yukawa dos quarks down serão denotadas
da seguinte forma

αa → Y 2d
ij , βba → Y 1d

ij , (4.217)

com i, j = 1, 2, 3. Claramente, somente a primeira linha da matriz Y 2d é diferente de zero,
enquanto a primeira linha da matriz Y 1d é igual a zero. Dessa forma, temos que

Md
ij = 1√

2
(vρY

2d
ij + vηY

1d
ij ), (4.218)

o que nos permite rescrever o primeiro termo da última linha de (4.216) como

− 1√
2

(
h

v
+ 1

)
d̄iLM

d
ijdjR. (4.219)
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A matriz Md
ij pode ser biadiagonalizada como

Md
ij = Ud∗

ik D
d
kkV

d
kj, (4.220)

em que Dd
kk é a matriz diagonal com entradas das massas do quarks down. Logo, é possível

a redefinição dos campos down como

d′
kL = Ud

kidiL, d
′
kR = V d

kjdjR. (4.221)

Dessa forma, o termo (4.219) é igual a

− 1√
2

(
h

v
+ 1

)
d̄′

kLD
d
kkd′

kR. (4.222)

O mesmo procedimento pode ser realizado para os quarks up, no último termo de (4.216),
o que possibilita a seguinte redefinição dos campos

u′
kL = Uu

kiuiL, u
′
kR = V u

kjujR, (4.223)

a partir da biadiagonalização de Mu
ij

Mu
ij = 1√

2
(vρY

1u
ij + vηY

2u
ij ), (4.224)

sendo possível identificar que βa → Y 2u
ij , αba → Y 1u

ij . Assim, o termo de interação do Higgs
com os quarks up toma o seguinte formato

− 1√
2

(
h

v
+ 1

)
ū′

kLD
u
kku′

kR, (4.225)

em que Du
kk é a matriz diagonal das massas dos quarks up.

De forma a elucidar o surgimento do FCNC, consideremos o termo de interação
dos quarks down com H em (4.216) escrito na redefinição de (4.221)

− H√
2v

d̄kLU
d
ki(Y 2d

ij vη − Y 1d
ij vρ)V d∗

jmdmR, (4.226)

cujo termo de interesse é

Nd
km = 1√

2
Ud

ki(Y 2d
ij vη − Y 1d

ij vρ)V d∗
jm. (4.227)

Utilizando (4.218), tem-se que

Y 2d
ij =

√
2
vρ

Md
ij − vη

vρ

Y 1d
ij . (4.228)

Assim, é possível reescrever Nd como

Nd
km = vη

vρ

Dd
km − vη√

2

(
vη

vρ

+ vρ

vη

)
Ud

kiY
1d

ij V
d∗

jm, (4.229)
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Figura 40 – Alguns exemplos das correntes FCNC no setor quarkônico. O método desen-
volvido neste texto seguiu os autores [109,110], de forma que estas correntes
dependam da matriz CKM.

com Dd
km ≡ Dd

kk, pois esta matriz é diagonal.
Claramente, o último termo de (4.229) é o responsável pelo aparecimento do FCNC.

Os autores [109] mostram que é possível trocar o termo vη√
2U

d
kiY

1d
ij V

d∗
jm por U †

k1U1mD
d
kk

4, em
que U é a matriz CKM, desde que Y 1d

ij e Y 2d
ij tenham o seguinte formato

Y 1d
ij ≡


0 0 0
x x x

x x x

 , Y 2d
ij ≡


x x x

0 0 0
0 0 0

 , (4.230)

com x representando a entrada não nula das matrizes. Ora, mas este é exatamente o
formato de αa e βba. Assim, é possível escrever que [110]

Nd
km = vη

vρ

Dd
km −

(
vη

vρ

+ vρ

vη

)
U †

k1U1mD
d
kk. (4.231)

É importante ressaltar que o índice 1 de d1L não fora atribuído a nenhum tipo de quark
down. Os autores em [110] argumentam que caso o índice 1 seja atribuído ao quark bottom,
então a expressão acima toma o seguinte formato

Nd
km = vη

vρ

Dd
km −

(
vη

vρ

+ vρ

vη

)
U †

k3U3mD
d
kk, (4.232)

sendo a única configuração que consegue suprimir a FCNC no setor dos quarks down,
devido aos pequenos valores de U13, U23, U31, U32, cujos módulos são [43]

U13 = 0, 00369, U23 = 0, 04182, U31 = 0, 00857, U32 = 0, 04110.
4 Não há soma no índice k.
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Seguindo também o trabalho de [105], para que não haja FCNC no setor dos quark up, as
matrizes Y 1u

ij e Y 2u
ij devem ter o seguinte formato

Y 1u
ij ≡


0 0 0
0 x x

0 x x

 , Y 2u
ij ≡


x 0 0
0 0 0
0 0 0

 . (4.233)

Assim, a partir da interação dos quarks up com o bóson escalar H (4.216), escritos na
redefinição dos campos (4.223), tem-se

− H√
2v

ū′
kLU

u
ki(Y 1u

ij vη − Y 2u
ij vρ)V u∗

jmu′
mR, (4.234)

de tal forma que definiremos Nu como

Nu
km = 1√

2
Uu

ki(Y 1u
ij vη − Y 2u

ij vρ)V u∗
jm. (4.235)

A partir de (4.224), encontramos que

Y 1u
ij =

√
2
vρ

Mu
ij − vη

vρ

Y 2u
ij , (4.236)

e substituindo em Nu
km, é obtido

Nu
km = vη

vρ

Du
km − vη√

2

(
vη

vρ

+ vρ

vη

)
Uu

kiY
2u

ij V
u∗

jm. (4.237)

Assim, devido ao formato da matriz Y 2u
ij em (4.233), proposto por [109], somente Y 2u

11 é
diferente de zero. Logo, de acordo com o autor, é possível tomarmos Uu

11 = 1, V u∗
11 = 1, sem

perda de generalidade. Dessa forma, temos

vη√
2
Uu

kiY
2u

ij V
u∗

jm ≡ vη√
2
Y 2u

11 = Du
11. (4.238)

Assim,
Nu

km ≡ −vρ

vη

diag(mu1, 0, 0) + vη

vρ

diag(0,mu2,mu3). (4.239)

Por fim, para o setor neutro resta analisar as interações com HU e H4. A análise é bem
semelhante para cada uma dela, mudando somente o sinal, como visto em (4.216). Assim,
analisaremos somente a interação envolvendo HU , podendo ser reescrita como

−HU√
2

(
d̄(i+2)LY

1d
ij djR +

√
2
vη

Du
11ū4Lu1R

)
, (4.240)

em que fora utilizado (4.238) no último termo, com b = 2, 3. Como o último termo já está
em sua forma final, focaremos nos quarks down. Para isso, será útil redefinirmos d(i+2)L

como
d(i+2)L = Ud∗

bk d′
(k+2)L. (4.241)
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Esta redefinição não altera os acoplamentos de Yukawa vistos em (4.61), desde que também
seja feita a seguinte transformação em d(i+2)R

d(i+2)R = Ud∗
ik d′

(k+2)L. (4.242)

Como Ud
ij é uma transformação unitária, então os termos cinéticos de d(i+2)L(R) não sofrem

nenhuma alteração. Com a redefinição realizada em (4.221), chega-se a

−HU√
2

d̄′
(k+2)LU

d
kiY

1d
ij V

d∗
jmd′

mR, (4.243)

permitindo realizar a troca desta matriz de Yukawa pela matriz CKM, como visto anteri-
ormente, chegando ao seguinte resultado5

−HU

vη

d̄′
(k+2)LU †

k1U1mD
d
kkd′

mR. (4.244)

Para o termo com interação em H+
1 , pode-se reescrevê-los como

−H+
1
v

ūiL(Y 1d
ij vρ + Y 2d

ij vη)djR. (4.245)

Inserindo de forma inteligente a identidade6 na expressão anterior, temos

− H+
1
v

ūkLU
d∗
kl U

d
li(Y 1d

ij vρ + Y 2d
ij vη)V d∗

jn V
d

nmdmR

= −H+
1
v

ūkLU
d∗
kl U

d
li(Y 1d

ij vρ + Y 2d
ij vη)V d∗

jn d′
nR,

(4.246)

em que na passagem da igualdade fora utilizado a redefinição (4.221). Da expressão (4.228),
e da bidiagonalização realizada em (4.220), encontra-se que

−
√

2H
+
1
v

ūkLU
d∗
kl

(
vη

vρ

Dd
ln −

(
vη

vρ

− vρ

vη

)
U †

l1U1nD
d
ll

)
d′

nR. (4.247)

A partir da redefinição dos campos up em (4.223), a expressão acima é

−
√

2H
+
1
v

ūmLU †
ml

(
vη

vρ

Dd
ln −

(
vη

vρ

− vρ

vη

)
U †

l1U1nD
d
ll

)
d′

nR, (4.248)

onde fora utilizada a definição da matriz CKM. O mesmo pode ser feito para o termo com
interação em H−

1 , que por um procedimento semelhante, chega-se a

−
√

2H
−
1
v

d̄′
mLUml

(
vη

vρ

Du
ln −

(
vη

vρ

− vρ

vη

)
Du

11

)
u′

nR. (4.249)

5 Novamente, não há soma no índice k.
6 Na prática, o delta de Kronecker está sendo inserido, devido a unitariedade das matrizes Ud e V d.
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4.5.3 Termo cinético dos léptons

A reorganização dos campos leptônicos é muito similar ao que foi feito no Capítulo
1 para o Modelo Padrão. A diferença, além dos novos termos vistos em (4.70), é a presença
da matriz PMNS entre os neutrinos νL e os elétrons eL. Para ver isso, consideremos o
primeiro termo de (4.70), reescritas a partir das relações definidas em (4.140)

iν̄iL/∂νiL + iēiL/∂eiL − e√
2 sin θW

(ν̄iL /W
+
eiL + ēiL /W

−
νiL)

− e/Z

2 sin θW cos θW

(ν̄iLνiL − ēiLeiL + 2 sin2 θW ēiLeiL) + e /AēiLeiL,

(4.250)

em que i = 1, 2, 3. Os termos diagonais ν̄iLνiL e ēiLeiL não sofrem alterações em sua forma
quando redefinidos com as relações de (4.199) e (4.207). Assim, a aparição da matriz
PMNS surge no terceiro termo em (4.250) como

iν̄ ′
kL
/∂ν ′

kL + iē′
kL
/∂e′

kL − e√
2 sin θW

(ν̄ ′
jLV †

jk
/W

+
e′

L + ēkL /W
−VkjνjL)

− e/Z

2 sin θW cos θW

(ν̄ ′
kLν

′
kL − ē′

kLe
′
kL + 2 sin2 θW ē

′
kLe

′
kL) + e /Aē′

kLe
′
kL,

(4.251)

em que j, k = 1, 2, 3, a partir das redefinições em (4.199) e (4.207). Seguindo o mesmo
procedimento, os termos restantes de (4.70) são reescritos, após uma pequena álgebra,
como7

+ egZ′(1 − tan2 θW ) /Z ′

2 (ν̄ ′
kLν

′
kL + ē′

kLe
′
kL) + iν̄ ′C

kR
/∂ν ′C

kR − egZ′ ν̄ ′C
kR
/Z ′ν ′C

kR

− e√
2 sin θW

(ν̄ ′
kLU

N
kj
/X

0
V N

jl ν
′C
lR + ē′

kLU
e
kj
/Y

−
V N

jl ν
′C
lR) + H.c.,

(4.252)

onde utilizou-se a redefinição de νaR em termos de ν ′
jR, a partir de (4.207). Retirando as

indicações ′, o termo cinético leptônico do Modelo 331 é igual a

iF̄aL /DFaL ≡ iν̄kL/∂νkL + iēkL/∂ekL − e√
2 sin θW

(ν̄jLV †
jk
/W

+
ekL + ēkL /W

−VkjνjL)

− e/Z

2 sin θW cos θW

(ν̄kLνkL − ēkLekL + 2 sin2 θW ēkLekL) + e /AēkLekL

+ egZ′(1 − tan2 θW ) /Z ′

2 (ν̄kLνkL + ēkLekL) + iν̄C
kR
/∂νC

kR − egZ′ ν̄C
kR
/Z ′νC

kR

− e√
2 sin θW

(ν̄kLU
N
kj
/X

0
V N

jl ν
C
lR + ēkLU

e
kj
/Y

−
V N

jl ν
C
lR) + H.c..

(4.253)

Por fim, o termo de derivada covariante cinético de eaR, mostrado em (4.73), é reescrito
como

iēaR /DeaR ≡ iēiR/∂eiR + e /AēiReiR − e tan θW /ZēiReiR − egZ′ sin2 θW /Z ′ēiReiR, (4.254)

onde fora realizada a redefinição (4.199), retirando as indicações ′. Dessa forma, conclui-se
os termos cinéticos dos léptons nos autoestados de massa após as quebras espontâneas de
simetria. As regras de Feynman podem ser facilmente obtidas, estando em concordância
como apresentado em [105].
7 A constante gZ′ foi definida em (4.148).
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Figura 41 – As novas interações dos férmions do Modelo Padrão mais o neutrino destro,
com os novos bósons de gauge advindos do Modelo 331.

4.5.4 Termo cinético dos quarks

Na seção anterior, foi possível agrupar os dubletos leptônicos Q1L e Qbl, derivados
da primeira quebra espontânea de simetria, em um só dubleto QiL, com o resultado final
da derivada covariante do Modelo Padrão sendo mostrado em (4.82). Assim, já temos
o resultado para este termo, obtido em (1.103). Logo, a atenção será focada às novas
interações, obtidas de (4.75) e (4.78)

+ g1

6 (cot θX + 2 tan θX)Q̄1L /Z
′Q1L + g1

6 cot θXQ̄bL /Z
′QbL

+ iū4Lγ
µ
(
∂µ + i

2g1

3 Bµ + i
g1

3 (cot θX − tan θX)Z ′
µ

)
u4L − gL√

2
Q̄1L /V u4L

+ id̄(b+2)Lγ
µ
(
∂µ − i

g1

3 Bµ − i
g1

3 cot θXZ
′
µ

)
d(b+2)L

+ gL√
2

Q̄bL /V d(b+2)L + H.c.. (4.255)

Com o uso das relações entre g1, θX e e, θW , feitas em (4.146), os dois primeiros termos de
(4.255) se tornam

egZ′

6 (3 + tan2 θW )(ū1L /Z
′u1L + d̄1L /Z

′d1L) − egZ′

6 (3 − tan2 θW )(ūbL /Z
′ubL + d̄bL /Z

′dbL),

ficando evidente que uma geração de quarks up e down terá a interação com Z ′ de
forma diferente em relação às duas outras gerações. Como os termos são diagonais, então
podemos tratar u1L,ubL e d1L,dbL nos autoestados de massa, já que as matrizes Ud,Uu

são unitárias.
Para u4L e d(b+2)L teremos

iū4L/∂u4L − 2e
3
/Aū4Lu4L + 2e

3 tan θW /Zū4Lu4L + egZ′

(
1 − 2

3 tan2 θW

)
/Z ′ū4Lu4L

+ id̄(b+2)L/∂d(b+2)L + e

3
/Ad̄(b+2)Ld(b+2)L − e

3 tan θW /Zd̄(b+2)Ld(b+2)L

− egZ′

(
1 − 1

3 tan2 θW

)
/Z

′d̄(b+2)Ld(b+2)L,

(4.256)
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Figura 42 – As interações entre os quarks do Modelo Padrão com os novos quarks de
quarta e quinta geração, por intermédio dos bósons de gauge X0, Y −.

com os campos acima já escritos nos autoestados de massa, em concordância com [105].
Para finalizar, restam analisar os termos que interagem com o dubleto V µ, sendo iguais a

− e√
2 sin θW

ū1L /X
0u4L − e√

2 sin θW

d̄1L /Y
−u4L

+ e√
2 sin θW

d̄bL /X
0d(b+2)L + e√

2 sin θW

ūbL /Y
−d(b+2)L + H.c..

(4.257)

Para finalizar esta seção, resta apenas escrever os termos cinéticos covariantes de usR,dtR,
a partir de suas expressões (4.83), (4.84). Após algumas manipulações algébricas, chega-se
ao seguinte resultado

iūsR/∂usR − 2e
3 ( /A− tan θW /Z − gZ′ tan2 θW /Z ′)ūsRusR

+id̄tR/∂dtR + e

3( /A− tan θW /Z − gZ′ tan2 θW /Z ′)d̄tRdtR.
(4.258)

4.5.5 Termos cinéticos dos bósons de gauge

Os resultados obtidos na seção 4.4.3 para os bósons de gauge W i
µ, com i = 1, 2, 3,

serão de grande utilidade para reescrevê-los em termos dos autoestados de massa. Além
disso, os resultados obtidos do Capítulo 1 também valerão, sendo a única diferença, o
acréscimo dos novos bósons. Para deixarmos esta constatação mais clara, começaremos dos
bósons W 1

µν e W 2
µν , das respectivas equações (4.88),(4.91). Fazendo a seguinte combinação

W±
µν =

W 1
µν ∓ iW 2

µν√
2

, (4.259)

obtemos, após um pouco de álgebra, o seguinte resultado

W+
µν =∂µW

+
ν − ∂νW

+
µ − ie

sin θW

(W 3
νW

+
µ −W 3

µW
+
ν )

+ ie√
2 sin θW

(X0
µY

+
ν − Y +

µ X
0
ν ),

W−
µν =∂µW

−
ν − ∂νW

−
µ + ie

sin θW

(W 3
νW

−
µ −W 3

µW
−
ν )

− ie√
2 sin θW

(X0∗
µ Y

−
ν − Y −

µ X
0∗
ν ).

(4.260)
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Comparando com (1.115), a diferença reside na presença dos novos bósons X0, X0∗, Y ±,
que apareceram na primeira quebra espontânea de simetria. Substituindo W 3

µ por Aµ, Zµ,
a partir de (4.141), temos que

W+
µν =∂µW

+
ν − ∂νW

+
µ − ie(AνW

+
µ − AµW

+
ν ) − ie cot θW (ZνW

+
µ − ZµW

+
ν )

+ ie√
2 sin θW

(X0
µY

+
ν − Y +

µ X
0
ν ),

W−
µν =∂µW

−
ν − ∂νW

−
µ + ie(AνW

−
µ − AµW

−
ν ) + ie cot θW (ZνW

−
µ − ZµW

−
ν )

− ie√
2 sin θW

(X0∗
µ Y

−
ν − Y −

µ X
0∗
ν ).

(4.261)

Os termos X0∗
µν e X0

µν , (4.96) e (4.97) respectivamente, serão reescritos em termos dos
autoestados de massa. Como uma expressão é o complexo conjugado de outra, então
analisaremos somente X0∗

µν , que após uma leve álgebra, tem o seguinte formato nos
autoestados de massa Aµ, Zµ,W

±
µ

X0 ∗
µν = ∂µX

0∗
ν − ∂νX

0 ∗
µ + ie√

2 sin θ
Y +

µ W
−
ν − ie√

2 sin θ
Y +

ν W
−
µ

− ie

2 cos θW sin θW

(
Zµ + cos θW

√
3 − tan2 θWZ

′
µ

)
X0 ∗

ν (4.262)

+ ie

2 cos θW sin θW

(
Zν + cos θW

√
3 − tan2 θWZ

′
ν

)
X0 ∗

µ .

Os termos Y +
µν , Y

−
µν , vistos em (4.101) e (4.102) respectivamente, também terão de ser

reescritos. A expressão obtida para Y +
µν é

Y +
µν = ∂µY

+
ν − ∂νY

+
ν + ie√

2 sin θW

X0 ∗
µ W+

ν − ie√
2 sin θW

X0 ∗
ν W+

µ

+ ie

2 sin θW cos θW

(
cos 2θWZµ − cos θW

√
3 − tan2 θWZ

′
µ

)
Y +

ν + ieAµY
+

ν (4.263)

− ie

2 sin θW cos θW

(
cos 2θWZν − cos θW

√
3 − tan2 θWZ

′
ν

)
Y +

µ − ieAνY
+

µ ,

enquanto que para Y −
µν , basta tomar o complexo conjugado de Y +

µν .
De forma a obter os termos cinéticos de Aµ e Zµ, far-se-á a seguinte combinação

linear entre W 3
µν e Bµν , definidos em (4.92) e (4.109) respectivamente,

Zµν = cos θWW
3
µν − sin θWBµν , (4.264)

Aµν = sin θWW
3
µν + cos θWBµν , (4.265)

de forma a valer a seguinte quantidade

ZµνZ
µν + AµνA

µν ≡ W 3
µνW

3µν +BµνB
µν . (4.266)
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As formas de Zµν e Aµν são obtidas facilmente, a partir das relações definidas ao longo
desta subseção, sendo iguais a

Zµν =∂µZν − ∂νZµ + ie

2 (tan θW − cot θW )(Y −
µ Y

+
ν − Y +

µ Y
−

ν ) (4.267)

+ ie

2 (tan θW + cot θW )(X0∗
µ X

0
ν −X0∗

µ X
0
ν ),

Aµν =∂µAν − ∂νAµ − ie(Y −
µ Y

+
ν − Y +

µ Y
−

ν ). (4.268)

Com isso, podemos concluir a quebra espontânea do Modelo 331 ao final das duas
quebras espontâneas de simetria. Espera-se que após a leitura, fique evidente ao leitor
que, se comparado ao Modelo Padrão, este modelo tem uma fenomenologia muito mais
intricada e rica, principalmente quando visto após a segunda quebra espontânea de simetria.
Importante salientar que a aproximação feita em (4.44) fora feita de forma a trazer clareza
nos termos, sendo a expressão completa para os acoplamentos encontrada em [105].



169

5 Estabilidade do vácuo do Modelo 331

O Capítulo anterior foi devotado ao estudo do Modelo 331 econômico, a fim de
estudar em detalhes a fenomenologia do modelo a nível clássico, exceto as massas dos
escalares, que será visto neste Capítulo. Além disso, foi possível obter o setor referente ao
Modelo Padrão, como era esperado, uma vez que os grupos de gauge do setor eletrofraco
do Modelo Padrão são um subgrupo do Modelo 331.

Neste capítulo, nos dedicaremos ao estudo da estabilidade clássica e a um laço do
potencial escalar, definido em (4.32), a fim de encontrar restrições acerca dos valores de λi,
que como veremos, também estão relacionados às massas das partículas escalares. Para isso,
utilizaremos dos métodos apresentado no Capítulo 3 aplicados ao Modelo 331 econômico.
Importante ressaltar que este estudo resultou no trabalho [111], sendo este Capítulo uma
síntese do que fora apresentado ao longo da dissertação e do artigo. Destaca-se que, a
fim de deixar em igualdade ao trabalho apresentado em [111], os escalares H3 e HU serão
renomeados, respectivamente, para H ′ e H3, mantendo-se a nomenclatura dos outros
escalares, conforme apresentado no Capítulo 4.

5.1 Estabilidade a nível clássico
A estabilidade do potencial escalar do Modelo 331 econômico foi apresentada

por [90], a partir do método dos parâmetros orbitais, mostrados em (3.13), junto com a
copositividade de uma matriz 3 × 3 (3.32). Assim, definiremos os parâmetros orbitais para
o potencial escalar (4.32) como

θ1 = (χ†η)(η†χ)
|χ|2|η|2

, θ2 = (χ†ρ)(ρ†χ)
|χ|2|ρ|2

, θ3 = (ρ†η)(η†ρ)
|ρ|2|η|2

, (5.1)

θ4 = (χ†η)2

|χ|2|η|2
+ H.c., θ5 = εijk

ηiρjχk

|η||ρ||χ|
+ H.c. . (5.2)

Note que θ5 está relacionado ao acoplamento cúbico do potencial escalar, isto é, associado
ao termo λ15. Entretanto, para que seja usado o método da copositividade, este parâmetro
não se mostrará relevante, uma vez que iremos trabalhar somente com termos quárticos,
como discutido no Capítulo 3. Além disso, os termos λ10 e λ15 serão tomados como
parâmetros reais, sem trazer nenhum prejuízo, uma vez que é possível absorver as fases
aos campos escalares, como mencionado por [90]. Portanto, o potencial escalar toma a
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seguinte forma quando escrito com os parâmetros orbitais

V (η, ρ, χ) = − µ2
1|η|2 − µ2

2|ρ|2 − µ2
3|χ|2 + λ1|η|4 + λ2|ρ|4 + λ3|χ|4

+ (λ4 + λ7θ1 + λ10θ4)|η|2|χ|2 + (λ5 + λ8θ2)|ρ|2|χ|2

+ (λ6 + λ9θ3)|η|2|ρ|2 − λ15√
2

|η||ρ||χ|,

(5.3)

sendo identificado a parte quártica do potencial como

V4(η, ρ, χ) =λ1|η|4 + λ2|ρ|4 + λ3|χ|4

+ (λ4 + λ7θ1 + λ10θ4)|η|2|χ|2 + (λ5 + λ8θ2)|ρ|2|χ|2

+ (λ6 + λ9θ3)|η|2|ρ|2.

(5.4)

A partir de V (η, ρ, χ) é possível analisar o espectro de massas dos escalares, a fim de
encontrar maiores restrições nos valores de λi. Para isso, relembremos do Capítulo anterior
que os valores esperado do vácuo (VEV) ocorrem da seguinte forma

〈χ〉 = 1√
2

(0, 0, vχ), 〈η〉 = 1√
2

(vη, 0, 0), 〈ρ〉 = 1√
2

(0, vρ, 0). (5.5)

Assim, derivando o potencial em relação ao módulo de cada campo, |η|, |ρ|, |χ|, obtemos
que

∂V

∂|η|
= |η|

[
− 2µ2

1 + 4λ1|η|2 + 2(λ4 + λ7θ1 + λ10θ4)|χ|2

+ 2(λ6 + λ9θ3)|ρ|2 − λ15θ5√
2

|ρ||χ|
|η|

]
, (5.6)

∂V

∂|ρ|
= |ρ|

[
− 2µ2

2 + 4λ2|ρ|2 + 2(λ5 + λ8θ2)|χ|2 + 2(λ6 + λ9θ3)|η|2 − λ15θ5√
2

|η||χ|
|ρ|

]
, (5.7)

∂V

∂|χ|
= |χ|

[
− 2µ2

3 + 4λ3|χ|2 + 2(λ4 + λ7θ1 + λ10θ4)|η|2

+ 2(λ5 + λ8θ2)|ρ|2 − λ15θ5√
2

|η||ρ|
|χ|

]
. (5.8)

Os valores de θ que possibilitam o vácuo de (5.5), como mostrado em [90], são

θi = 0, e θ5 = 2, (5.9)

em que i = 1, . . . , 4. Assim, ao igualar as primeiras derivadas parciais a zero, e avaliando
os campos no vácuo, obtém-se as seguintes expressões para µ2

i

2µ2
1 = 2λ1v

2
η + λ4v

2
χ + λ6v

2
ρ − λ15

vρvχ

vη

, (5.10)

2µ2
2 = 2λ2v

2
ρ + λ5v

2
χ + λ6v

2
η − λ15

vηvχ

vρ

, (5.11)

2µ2
3 = 2λ3v

2
χ + λ4v

2
η + λ5v

2
ρ − λ15

vηvρ

vχ

. (5.12)
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Com estas equações, é possível analisar a matriz de massa dos três escalares CP pares,
h,H,H3, a partir da segunda derivada do potencial, em relação aos campos, avaliada no
vácuo. Lembremos que λ15 é um acoplamento com dimensão de energia, e portanto, será
útil escrevê-lo como λ15 = κvχ, em que tomamos κ � 1, uma vez que um valor muito
grande pode prejudicar a simetria discreta Z2. Assim, a matriz de massa dos escalares
h,H e H3 é

M2
CP-par =


2λ1v

2
η + κ

vρv2
χ

2vη
λ6vηvρ − κ

v2
χ

2 λ4vηvχ − κvρvχ

2

λ6vηvρ − κ
v2

χ

2 2λ2v
2
ρ + κ

vηv2
χ

2vρ
λ5vρvχ − κvηvχ

2

λ4vηvχ − κvρvχ

2 λ5vρvχ − κvηvχ

2 2λ3v
2
χ + κvηvρ

2

 . (5.13)

A diagonalização de M2
CP par tem expressões enormes e não muito úteis praticamente.

Entretanto, pode-se usar da hierarquia dos VEV, vχ � vη, vρ, para determinar expressões
analíticas aproximadas. Para isso, seguindo [111], utilizaremos a teoria de perturbação não
degenerada nesta matriz, definindo os seguintes parâmetros

ε1 = vρ

vχ

� 1, ε2 = vη

vχ

� 1. (5.14)

Assim, M2
CP-par se decompõe da seguinte forma

M2
CP-par = v2

χ(M2
0 +M2

1 +M2
2 ), (5.15)

em que

M2
0 =


κ vρ

2vη
−κ

2 0

−κ
2

κ vη

2vρ
0

0 0 2λ3

 , M2
1 =


0 0 λ4ε2 − κ

2ε1

0 0 λ5ε1 − κ
2ε2

λ4ε2 − κ
2ε1 λ5ε1 − κ

2ε2 0

 , (5.16)

M2
2 =


2λ1ε

2
2 λ6ε1ε2 0

λ6ε1ε2 2λ2ε
2
1 0

0 0 κ
2ε1ε2

 . (5.17)



Capítulo 5. Estabilidade do vácuo do Modelo 331 172

Dessa forma, aplicando a teoria de perturbação até a ordem ε2
1, ε

2
2, as massas destes

escalares são

m2
h ≈ 2

v2 (λ1v
4
η + λ2v

4
ρ + λ6v

2
ηv

2
ρ) − 1

2λ3v2

(
λ4v

2
η + λ5v

2
ρ − λ15vηvρ

vχ

)2

, (5.18)

m2
H ≈ λ15v

2vχ

2vηvρ

+
2v2

ηv
2
ρ

v2 (λ1 + λ2 − λ6)

+
vηvρ

[
2 (λ4 − λ5) vηvρvχ + λ15

(
v2

η − v2
ρ

)]2
2v2vχ (λ15v2 − 4λ3vηvρvχ) , (5.19)

m2
H′ ≈ 2λ3v

2
χ + λ15vηvρ

2vχ

−
λ2

4λ15v
4
ηv

2
χ

A
−
λ2

5λ15v
4
ρv

2
χ

A

+
v3

ηvρvχ

[
4λ3λ

2
4v

2
χ + (λ3 + 2λ4)λ2

15

]
A

+
vηv

3
ρvχ

[
4λ3λ

2
5v

2
χ + (λ3 + 2λ5)λ2

15

]
A

−
λ15v

2
ηv

2
ρ

[
(λ4λ5 + 2λ3λ4 + 2λ3λ5) 2v2

χ + λ2
15

]
A

, (5.20)

onde A é definido como
A = 2λ3v

2
χ(4λ3vηvρvχ − λ15v

2). (5.21)

Como informado em [111], estas expressões, quando comparadas aos valores numéricos
exatos, mostram um erro relativo igual a 3%, o que nos possibilita concluir que estas
expressões estão em boa aproximação. Além disso, é importante notar que mH′ > mH > mh,
uma vez que H ′ tem como termo principal v2

χ devido a primeira quebra espontânea de
simetria. Os outros bósons escalares têm as seguintes massas [90,111]

M2
H±

1
= v2

SM
2vηvρ

(λ15vχ + λ9vηvρ), M2
H±

2
=
v2

ρ + v2
χ

2vρvχ

(λ15vη + λ8vρvχ), (5.22)

M2
H3,H4 =

v2
η + v2

χ

2vηvχ

(vρλ15 + vηvχ(λ7 ± 2λ10)), (5.23)

M2
H5 = λ15

2vηvρvχ

(v2
ηv

2
ρ + v2

SMv
2
χ). (5.24)

Importante notar que no caso λ10 = 0, uma simetria U(1) global aparece no potencial
escalar, de forma que H3 e H4 serão as componentes real e imaginária de um campo escalar
complexo neutro.

Uma vez que as expressões dos escalares foram definidas, é possível restringir
os acoplamentos a partir de dados experimentais das massas. Antes disso, é importante
encontrarmos limites para os valores dos VEV, uma vez que a massa dos escalares também
dependem deles. Seguindo a análise realizada em [111], notemos que os bósons Z e Z ′

realizam uma mistura, como pode ser visto a partir de (4.188). A mudança de base para
uma diagonal Z1, Z2 é feita por uma transformação SO(2), com o ângulo da transformação
definido como

θZ = 1
2 tan−1

(
2m2

ZZ′

m2
Z −m2

Z′

)
, (5.25)
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Figura 43 – Imagem obtida de [111]. Os valores de vη e vχ são identificados dentro dessa
região a partir da parametrização dos termos em (4.188) em função destes
VEV.

em que o valor está restrito a −3.98 × 10−3 . θZ . 1.31 × 10−4 [112].
Sabe-se que a massa do bóson Z, cuja massa está definida em (4.188), é igual a

mZ = 91.1876 ± 0.0021 GeV [43], o que nos permite parametrizar m2
ZZ′ e m2

Z′ em termos
de vη e vχ para gerar a região mostrada na Figura 43. Além disso, dados experimentais [43]
mostram que a massa esperada para um novo bóson vetorial carregado, como é o caso de
Y ±, é superior a 6 TeV. A partir da hierarquia dos VEV, a expressão para m2

Y ± , definida
em (4.194), tem a seguinte forma aproximada

m2
Y ± ≈ e2

4 sin2 θW

v2
χ. (5.26)

Como sin2 θW = 0.23121 ± 0.00004 [43], e e =
√

4πα, onde α−1 ≈ 128 [43]. Então, para
mY ± = 6 TeV, encontra-se que vχ & 18.1 TeV. Importante ressaltar que para este valor de
vχ, não há restrições sobre os valores de vη. Por uma questão de praticidade, assumiremos
que θZ = 0, a fim de obter vη. Para isso, equacionando m2

ZZ′ = 0 (4.188), então obtemos
que

vη =
√

2v sec θW ≈ 197.52 GeV, (5.27)

onde v =
√

246 GeV. Pela relação v2 = v2
ρ + v2

η, definida na Seção 4.3, encontramos que
vη ≈ 147 GeV.

Podemos estimar também algumas restrições dos acoplamentos λi, a partir da
positividade das massas ao quadrado das equações (5.22)-(5.24), e dos experimentos que
buscam escalares carregados informam que o valor mínimo deve ser mH± > 155 GeV. Logo,

λ7 ≥ −λ15vρ

vηvχ

, λ8 ≥ 2m2
H±

v2
ρ + v2

χ

− λ15vη

vρvχ

, λ9 ≥ 2m2
H±

v2 − λ15vχ

vηvρ

. (5.28)
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As expressões obtidas em (5.18)-(5.20) serão úteis para definirmos a região de estabilidade
do modelo a um laço.

Por fim, concluímos essa breve análise fenomenológica do modelo, a partir de
alguns dados já existentes na literatura para restringir os valores dos acoplamentos. As
próximas restrições virão das condições da copositividade aplicadas a V4, definido em (5.4).

5.1.1 Condições de estabilidade

Nesta seção, nos dedicaremos a encontrar as condições de estabilidade do modelo
a partir da copositividade para grandes valores dos campos, como visto de forma geral no
Capítulo 3. Para isso, reescreveremos V4 (5.4) em forma matricial como

V4(η, ρ, χ) =
(
|η|2 |ρ|2 |χ|2

)
λ1 (λ6 + λ9θ3)/2 (λ4 + λ7θ1 + λ10θ4)/2
? λ2 (λ5 + λ8θ2)/2
? ? λ3




|η|2

|ρ|2

|χ|2


= hT Λh, (5.29)

em que h = (|η|2, |ρ|2, |χ|2)T . Note que ? representa os termos transpostos da matriz,
uma vez que a matriz é simétrica. Além disso, o parâmetro orbital θ4 pode ser definido
em termos de θ1, de forma análoga ao que fora realizado em (3.38). Logo, tem-se que
θ4 = 2θ1 cosω1.

A discussão que seguirá aqui já fora realizada também na Subseção 3.1.2, o que
nos poupará algum tempo. Como visto nesta Subseção, para encontrar a estabilidade de
V4 é suficiente determinar o mínimo em h = 1, tornando imediato que ω1 = π. Os outros
valores de ω são calculados ao notar que V4 é uma função monótona destes parâmetros, ou
seja, o mínimo do potencial está em alguns valores de θ na fronteira do espaço gerado por
eles. Pode-se pensar, inicialmente, que a fronteira é um cubo de lado igual a um. Porém,
como mostrado em [90], a fronteira é um pouco menor

0 ≤ θ1 ≤ 1, 0 ≤ θ2 ≤ 1,

max
[
0,

√
θ1θ2 −

√
(1 − θ1) (1 − θ2)

]2
≤ θ3 ≤

[√
θ1θ2 +

√
(1 − θ1) (1 − θ2)

]2
. (5.30)

Há oito casos que minimizam o potencial, embora somente cinco deles contribuam para
encontrar as condições de estabilidade. Aos outros três casos, a discussão detalhada se
encontra em [90]. Assim, os cinco casos são

(i) θ1,2,3 = 0, se λ7 − 2λ10 ≥ 0, λ8 ≥ 0 e λ9 ≥ 0;

(ii) θ1,2 = 0 e θ3 = 1, se λ7 − 2λ10 ≥ 0, λ8 ≥ 0 e λ9 < 0;

(iii) θ1,3 = 0 e θ2 = 1, se λ7 − 2λ10 ≥ 0, λ8 < 0 e λ9 ≥ 0;
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(iv) θ2,3 = 0 e θ1 = 1, se λ7 − 2λ10 < 0, λ8 ≥ 0 e λ9 ≥ 0;

(v) θ1,2,3 = 1, se λ7 − 2λ10 < 0, λ8 < 0 e λ9 < 0.

Dessa forma, ao aplicar a copositividade de uma matriz 3 × 3 simétrica (3.32),
juntamente com os cinco casos dos parâmetros orbitais, encontramos que

λ1 > 0, λ2 > 0, λ3 > 0, (5.31)

λ4 + 2
√
λ1λ3 > 0, λ4 + λ7 − 2|λ10| + 2

√
λ1λ3 > 0, (5.32)

λ5 + 2
√
λ2λ3 > 0, λ5 + λ8 + 2

√
λ2λ3 > 0, (5.33)

λ6 + 2
√
λ1λ2 > 0, λ6 + λ9 + 2

√
λ1λ2 > 0, (5.34)

C1

√
λ2 + C2

√
λ1 + C3

√
λ3 + 2

√
λ1λ2λ3 +

√
C1C2C3 > 0, (5.35)

em que C1 = {λ4, λ4 + λ7 − 2|λ10|}, C2 = {λ5, λ5 + λ8}, C3 = {λ6, λ6 + λ9}, C1 =
C1 + 2

√
λ1λ3, C2 = C2 + 2

√
λ2λ3 e C3 = C3 + 2

√
λ1λ2. Note que há no total dezessete

equações a serem satisfeitas simultaneamente para encontrar valores permitidos dos
acoplamentos λ no espaço dos parâmetros. Como veremos a seguir, estas inequações serão
utilizadas para o potencial efetivo a um laço, a fim de encontrar regiões no espaço de
parâmetros em que o potencial seja estável até uma determinada escala de energia.

5.2 Estabilidade a um laço
Como vimos no Capítulo 2, as interações a um laço geram novas interações

que, a esta ordem, não estão presente na Lagrangeana original. Assim, esperamos que
a região de estabilidade de qualquer modelo seja modificada quando se consideram os
cálculos a um laço. Além disso, a partir dos cálculos de um laço, os parâmetros do modelo
adquirem dependência de uma escala de energia, como consequência do procedimento
de renormalização, sendo estes parâmetros renomeados como running couplings. Este
procedimento gera equações diferenciais de primeira ordem conhecidas como equações do
grupo de renormalização, calculadas para uma teoria SU(N) geral no Capítulo 2.

Para modelos como o Modelo Padrão e suas extensões, como os modelos 331, não
é uma tarefa simples determinar e resolver as equações do grupo de renormalização, ou
RGE1 devido ao grande número de parâmetros, principalmente, aos vários acoplamentos
quárticos presente no Modelo 331 econômico. Na determinação das equações do grupo de
renormalização do Modelo 331 econômico, o pacote RGEBeta [113] foi utilizado, devido à
sua simplicidade de instalação e uso.

As equações do grupo de renormalização do Modelo 331 econômico a um laço
serão expressas da seguinte forma genérica dX

dt
≡ βX/(4π)2, onde está sendo definido t

1 Do inglês Renormalization Group Equation.



Capítulo 5. Estabilidade do vácuo do Modelo 331 176

como um parâmetro real, em que t = log µ/µ0, com µ0 = mZ , como feito em [111]. Além
disso, X representa um acoplamento genérico do modelo. Usando o programa, são obtidas
as seguintes funções β

βgX
= 26

3 g
3
X , βgL

= −13
2 g

3
L, βg3 = −5g3

3, (5.36)

βα33 = α33

(
−4

3g
2
X − 4g2

L − 8g2
3 + 5α2

33 + 1
2γ

2
35

)
, (5.37)

βγ4 = γ4

(
−5

3g
2
X − 4g2

L − 8g2
3 + 5γ2

4 + 3γ2
24 + 3γ2

35

)
(5.38)

βγ24 = γ24

(
−1

3g
2
X − 4g2

L − 8g2
3 + 3γ2

4 + 5γ2
24 + 3γ2

35

)
, (5.39)

βγ35 = γ35

(
−1

3g
2
X − 4g2

L − 8g2
3 + 1

2α
2
33 + 3γ2

4 + 3γ2
24 + 5γ2

35

)
, (5.40)

βλ1 = 2
27g

4
X + 4

9g
2
Xg

2
L + 13

6 g
4
L −

(4
3g

2
X + 16g2

L

)
λ1 + 28λ2

1 + 4λ2
10

+ 3λ2
4 + 3λ2

6 + 2λ4λ7 + λ2
7 + 2λ6λ9 + λ2

9, (5.41)

βλ2 =32
27g

4
X + 16

9 g
2
Xg

2
L + 13

6 g
4
L −

(16
3 g

2
X + 16g2

L

)
λ2 + 28λ2

2 + 3λ2
5

+ 3λ2
6 + 2λ5λ8 + λ2

8 + 2λ6λ9 + λ2
9 − 6α4

33 + 12α2
33λ2, (5.42)

βλ3 = 2
27g

4
X + 4

9g
2
Xg

2
L + 13

6 g
4
L −

(4
3g

2
X + 16g2

L

)
λ3 + 28λ2

3 + 3λ2
4

+ 3λ2
5 + 2λ4λ7 + λ2

7 + 2λ5λ8 + λ2
8 − 6γ4

4 − 6γ4
24 − 6γ4

35

+ 12
(
γ2

4 + γ2
24 + γ2

35

)
λ3 + 4λ2

10, (5.43)

βλ4 = 4
27g

4
X − 4

9g
2
Xg

2
L + 11

6 g
4
L −

(4
3g

2
X + 16g2

L

)
λ4 + 8λ2

10 + 16λ1λ4

+ 16λ3λ4 + 4λ2
4 + 6λ5λ6 + 4λ1λ7 + 4λ3λ7 + 2λ2

7 + 2λ6λ8

+ 2λ5λ9 + 6
(
γ2

4 + γ2
24 + γ2

35

)
λ4, (5.44)

βλ5 =16
27g

4
X + 8

9g
2
Xg

2
L + 11

6 g
4
L −

(10
3 g

2
X + 16g2

L

)
λ5 + λ2λ5 + 16λ3λ5

+ 4λ2
5 + 6λ4λ6 + 2λ6λ7 + 4λ2λ8 + 4λ3λ8 + 2λ2

8 + 2λ4λ9

+ 6
(
α2

33 + γ2
4 + γ2

24 + γ2
35

)
λ5, (5.45)

βλ6 =16
27g

4
X + 8

9g
2
Xg

2
L + 11

6 g
4
L −

(10
3 g

2
X + 16g2

L

)
λ6 + 6λ4λ5 + 16λ1λ6

+ 16λ2λ6 + 4λ2
6 + 2λ5λ7 + 2λ4λ8 + 4λ1λ9 + 4λ2λ9 + 2λ2

9 + 6α2
33λ6, (5.46)



Capítulo 5. Estabilidade do vácuo do Modelo 331 177

βλ7 =4
3g

2
Xg

2
L + 5

2g
4
L −

(4
3g

2
X + 16g2

L

)
λ7 + 40λ10 + 4λ1λ7 + 4λ3λ7

+ 8λ4λ7 + 6λ2
7 + 2λ8λ9 + 6

(
γ2

4 + γ2
24 + γ2

35

)
λ7, (5.47)

βλ8 = − 8
3g

2
Xg

2
L + 5

2g
4
L −

(10
3 g

2
X + 16g2

L

)
λ8 + 4λ2λ8 + 4λ3λ8 + 8λ5λ8

+ 6λ2
8 + 2λ7λ9 + 6

(
α2

33 + γ2
4 + γ2

24 + γ2
35

)
λ8 − 12γ2

35α
2
33, (5.48)

βλ9 = − 8
3g

2
Xg

2
L + 5

2g
2
L −

(10
3 g

2
X + 16g2

L

)
λ9 + 2λ7λ8 + 4λ1λ9 + 4λ2λ9

+ 8λ6λ9 + 6λ2
9 + 6α2

33λ9, (5.49)

βλ10 =λ10

[
−4

3g
2
X − 16g2

L + 4λ3 + 8λ4 + 4λ1 + 16λ7 + 6
(
γ2

4 + γ2
24 + γ2

35

)]
, (5.50)

βλ15 = λ15[−2g2
N − 12g2

L + 3(γ2
24 + γ2

25 + γ2
4 +α2

33) + 2(λ4 +λ5 +λ6 −λ7 −λ8 −λ9)]. (5.51)

Perceba que as equações relacionadas aos acoplamentos de Yukawa foram obtidas somente
para os quarks mais pesados, α33, γ4, γ24, γ35, uma vez que estes contribuem de forma
significativa para as equações do grupo de renormalização. O mesmo é feito para o Modelo
Padrão ao considerar somente a contribuição do quark top, que neste caso, está sendo
representado pelo acoplamento α33. Além disso, a simetria U(1) se mostra presente para
βλ10 quando λ10 = 0, de forma que será tomado λ10 = 0, por trazer simplicidade ao modelo,
como feito em [111]. Uma situação similar ocorre para λ15, que é a simetria U(1)PQ,
estudada em [91], do qual a simetria discreta Z2 é um subgrupo.

Como discutido extensivamente na Seção 3.2.4, é possível utilizarmos os running
couplings nas condições de estabilidade obtidas da copositividade, isto é, substituirmos os
parâmetros λi por λi(t) nas equações (5.31)-(5.35). Dessa forma, o objetivo é identificar
restrições acerca das massas das novas partículas introduzidas pelo modelo. Especificamente,
serão determinados limites em função das massas dos quarks exóticos e do escalar mais
pesado, mH′ , já que estas partículas ganham massa predominantemente na primeira quebra
espontânea de simetria. Além disso, veremos quais são os valores permitidos no espaço de
parâmetros λ que deixam o potencial estável em altas energias. Para isso, as funções β
foram resolvidas pelo Mathematica com a seguinte condição inicial

gN = 0.374, gL = 0.664, g3 = 1.22, (5.52)

vη = 197.52 GeV, vρ = 147 GeV, vχ = 18.1 TeV, (5.53)

λ1 = 0.1, λ2 = 0.15, λ4 = 0.032, λ5 = −0.055, λ7 = 0, (5.54)

λ8 = 0, λ9 = −0.5, λ10 = 0, λ15 = 25 GeV, α33 = 0.5, (5.55)

em que g3 =
√

4παs com αs = 0.1180 ± 0.009 [43]. O valor de gN foi encontrado a partir
das relação e = gX cos θX cos θW , uma vez que θX = −18◦ [111], chegando ao seguinte
resultado gN = 0.374.
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Figura 44 – Imagem obtida de [111]. A estabilidade do vácuo a um laço para o Modelo
331 econômico para os valores permitidos de mq e mH′ . A região da não
perturbatividade (em laranja) é definida para λi > 4π. A fronteira (linha
preta) entre as três regiões ocorre na escala de Planck 1019 GeV. Diferentemente
do que ocorre no cenário não perturbativo, a fronteira entre a estabilidade
(verde) e instabilidade (vermelho) exibe uma convergência mais rápida de
escala.

Os acoplamentos de Yukawa dos quarks exóticos (os quais são assumidos como
iguais, uma vez que não há razão, a priori, para considerar suas massas, mq, diferentes)
e λ3 são variáveis nesta parte da análise, já que os variamos para encontrar a região de
estabilidade do modelo em função de mq,mH′ . Como consequência, λ6 se torna uma função
de λ3 a fim de que a massa do Higgs, mh, (5.18) seja mantida constante. Assim, aplicando
as condições de estabilidade (5.31)-(5.35), é obtida a seguinte região da Figura 44.

Para entender o comportamento deste gráfico, é necessário avaliarmos o compor-
tamento das funções βλ3 e dos acoplamentos de Yukawa dos quarks exóticos. Em βλ3

(5.43), as contribuições dos quark exóticos do tipo, γ4
4 , γ

4
24 e γ4

35 são negativas, enquanto as
contribuições de λ3 e λ2

3 são positivas. A medida que mH′ cresce, λ3 também irá crescer2,
devido a contribuição positiva para βλ3 . Entretanto, a medida que mq cresce, a função
β3 decresce por consequência. Este comportamento entre estes acoplamentos persiste até
o ponto em que o potencial escalar se torna instável, chegando a um valor máximo de
aproximadamente 14 TeV para mH′ , e 11 TeV para mq.

Esta relação entre os acoplamentos está também ilustrada na Figura 45, em que
mq é representado como função de log µ/GeV. É fácil ver que para diferentes valores de
2 Neste caso, estamos considerando somente o primeiro termo de (5.20).
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Figura 45 – Imagem retirada de [111]. O valor máximo da massa do quark exótico mq

como função de mH′ e da escala de energia µ. Perceba que a medida que µ
se aproxima de mZ , sendo o ponto de subtração da renormalização, mq tem
valores arbitrariamente grandes. Isto é esperado, já que o vácuo é classicamente
estável independente do valor de mq. Assim, a medida de que os running
couplings começam a evoluir, mq eventualmente atinge um valor estável.

mH′ , mq atinge diferentes valores máximos. Por exemplo, quando mH′ = 12 TeV, o valor
máximo de mq é aproximadamente 11 TeV, mantendo-se constante para escalas de energias
& 108 GeV, um detalhe não aparente da Figura 44.

Outra forma de examinar a estabilidade do vácuo até a escala de Planck, a fim de
restringir valores para o modelo, é analisar diretamente os acoplamentos quárticos. Esta
forma é particularmente relevante, uma vez que um destes parâmetros podem mostrar a
intensidade do portal entre o setor do Modelo Padrão e do novo setor do Modelo 331. Um
exemplo disso é observado em estudos de matéria escura a partir do portal de Higgs em
modelos com singletos escalares reais [114–116].

Com esta motivação, analisaremos o espaço dos parâmetros gerados por λ4 −λ5, e
λ4 − λ7, Figura 46, a fim de impor restrições adicionais aos valores permitidos. No estudo
conduzido em [111], caso as massas dos quarks exóticos fossem menores que 9 TeV, então
as regiões obtidas a um laço eram praticamente idênticas às regiões clássicas. Portanto,
mq = 9 TeV, a fim de obter regiões mais interessantes. Além disso, a dependência de mh

em λ4 requer a variação de λ6, de forma similar ao que fora feito para obter a região da
Figura 44. Interessantemente, a estabilidade do potencial não é observada na escala de
Planck, neste caso, sendo observada para valores abaixo de 1016 GeV. No estudo deste
caso, os autores em [111] perceberam restrições adicionais aos valores de λ7, a partir da
positividade da massa ao quadrado calculada a um laço. λ7 deve ser maior ou igual a zero,
caso contrário, m2

H3,H4 seriam negativos, complementando o estudo realizado anteriormente
por [90].
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Figura 46 – Imagem obtida de [111]. A linha pontilhada representa a fronteira da região
clássica. A região verde claro ilustra os valores permitidos para que o potencial
seja estável até 1012 GeV, enquanto a região verde escura para 1016 GeV.
Perceba que a estabilidade até a escala de Planck 1019 GeV não é possível
dentro deste contexto.
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6 Conclusões

Neste texto, estudamos em maiores detalhes o Modelo Padrão, as equações do
grupo de renormalização, assim como a estabilidade do potencial escalar do Modelo 331
a nível clássico e a um laço. A motivação principal para estudar extensões do Modelo
Padrão é a necessidade de explicar dados experimentais, como por exemplo, o mecanismo
de massa dos neutrinos, que não está presente no Modelo Padrão, como visto no Capítulo
1. Ademais, percebemos no Capítulo 1 como se dá a construção de um modelo em Física
de partículas, ao estudar quais os requirimentos são necessários, como por exemplo, a
ausência de anomalias de gauge, a presença do mecanismo de Higgs, dentre outras, para
que o modelo seja consistente.

O estudo do Capítulo 2 visa compreender melhor o processo de regularização
e renormalização a um laço, inicialmente para a Eletrodinâmica Quântica, e seguindo
para uma teoria SU(N) genérica. Sabe-se que a um laço, interações não previstas para a
teoria aparecem, modificando o comportamento dos parâmetros. A principal dificuldade
técnica encontrada foram os infinitos que surgem nas integrais a um laço, sendo utilizada
a regularização dimensional para resolver o problema. Entretanto, ao expandirmos o
resultado da integral para d = 4 − ε, percebemos uma singularidade em ε → 0, isto é, a
divergência da integral não desapareceu. Na realidade, os parâmetros que escrevemos na
Lagrangeana a nível de árvore não se comportam como o esperado, uma vez que ignoramos
a medida em que ele fora feito. Dessa forma, ao renormalizarmos a teoria, estaremos
associando o valor de um parâmetro a uma escala de energia a que ele está sendo medido,
ou neste caso, renormalizado. Assim, espera-se que com a leitura do texto, entenda-se que
o processo de renormalização não se mostre como um “truque” para esconder infinitos,
mas um procedimento necessário para que sejam comparada a teoria com o experimento.

No Capítulo 3, a estabilidade de um potencial escalar foi apresentada e estudada
para dois modelos: dubleto de Higgs inerte e triplet seesaw, de forma a validar o método dos
parâmetros orbitais e copositividade, comparando com resultados existentes na literatura.
Uma vez que o objetivo deste trabalho é estudar o modelo 331 econômico e a estabilidade
do seu potencial escalar a nível de um laço, fora apresentado também o método utilizado
para avaliar as condições de estabilidade do potencial a um laço. Em resumo, o método
permite que o potencial efetivo seja avaliado pelo potencial a nível de árvore, desde que os
parâmetros sejam substituídos pelos running couplings. Como as condições de estabilidade
foram obtidas pelo potencial escalar a nível de árvore, então foi possível, neste caso,
avaliar a estabilidade dos modelos supracitados, a fim de comparar com a literatura, o que
felizmente, se mostrou compatível.

O estudo do modelo 331 econômico de forma similar ao que fora feito para o
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Modelo Padrão foi realizado, a fim de entender melhor sua estrutura e quais possíveis
interações estão sendo introduzidas, assim como as novas partículas. É muito comum
encontrar na literatura, somente as massas das partículas escalares, fermiônicas e vetoriais,
sendo extremamente difícil encontrar as interações entre elas, salvo quando interesse
particular de estudo. Dessa forma, espera-se que o Capítulo 4 sirva de base para entender
as interações das partículas físicas, isto é, aquelas que após a quebra espontânea de simetria
poderão ser encontradas. Além disso, as relações encontradas permitiram ser utilizadas
para o estudo da estabilidade do modelo a um laço.

O objetivo principal deste trabalho são os resultados apresentados no Capítulo 5,
uma vez que estes resultados também foram submetidos ao arXiv [111]. Assim, tudo o que
foi estudado ao longo dos outros capítulos tinha como objetivo entender o trabalho realizado
neste Capítulo. Foram encontradas relações entre massas dos escalares mais pesados e dos
quarks mais pesados, de forma inédita, obtidas a partir da análise do potencial escalar
a um laço. Estas relações se mostram muito frutíferas para outros possíveis estudos de
modelos 331, a fim de comparar resultados. Além disso, o modelo apresentou um limite
superior para a massa do quark e do escalar mais pesado, podendo ser verificado em
futuros experimentos do LHC. Caso os limites das massas obtidas em [111] se mostrem
válidas, avançaremos um pequeno passo para o melhor entendimento do Universo em que
vivemos.

Conclui-se então que os métodos apresentados neste trabalho puderam resultar em
estudos inéditos, a fim de possibilitar métodos mais eficazes para se analisar a estabilidade
do potencial escalar. Além disso, possibilita o estudo da metaestabilidade do modelo, assim
como o estudo em temperatura finita com correções a um laço. Vale ressaltar ainda que a
estabilidade do Modelo Padrão na literatura é feita em dois ou mais laços. Dessa forma, o
trabalho realizado por [111], e apresentado neste texto, permite futuras comparações entre
a análise da estabilidade a um laço com dois laço, ou mais.
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APÊNDICE A – SU(3)

De forma a entender melhor a representação dos campos presentes no modelo 331,
é útil revisar a álgebra e o grupo SU(3). Assim, considere o vetor Ψ ≡ ψi, com i = 1, 2, 3,
em um espaço vetorial de 3 dimensões. Uma transformação arbitrária neste espaço é

Ψ′ = UΨ, (A.1)

em que U é uma matriz unitária 3 × 3. Requisitando que o produtor interno entre Ψ se
mantenha invariante, isto é

Ψ′†Ψ′ = Ψ†Ψ. (A.2)

O uso de (A.1) permite encontrar que

U†U = 1. (A.3)

A partir do determinante, podemos encontrar a seguinte equação

| det U| = 1 → det U = eiα, (A.4)

em que α é um número real qualquer. Se tomarmos que α = 0, então estaremos estudando
o grupo de matrizes unitárias 3 × 3, com determinante igual a 1, sendo chamado de SU(3).
De forma geral, há 9 matrizes independentes quando se considera o espaço das matrizes
unitárias 3 × 3. A condição de que o determinante seja igual a um, elimina uma destas
matrizes, além de dar outra condição para a representação dos oito geradores do grupo.
Para ver isso, considere a ação do grupo SU(3) U

U = eiT aθa

, (A.5)

com a = 1, . . . , 8 e θa os ângulos das rotações neste espaço. Esta representação é possível,
pois em uma transformação infinitesimal, temos que

U ≈ 1 + iT aθa. (A.6)

Se dividirmos o ângulo, de forma que θa → θa

N
, então temos que

UN =
(

1 + iT aθa

N

)N

,

isto é, a ação infinitesimal exponenciada N vezes. No limite em que N → ∞, temos que

U = lim
N→∞

(
1 + iT aθa

N

)N

= eiT aθa

. (A.7)
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O uso do determinante em (A.5) implica que

1 = det eiT aθa

. (A.8)

A partir da identidade det eX = eTrX = 1, concluímos que as matrizes T a devem ter traço
nulo. Logo, a matriz identidade de ordem 3, que faz parte do espaço de matrizes unitárias
3 × 3, não faz parte dos geradores de SU(3). Além disso, temos que

U†U = e−iT a †θa

eiT aθa = 1 → T a † = T a, (A.9)

isto é, os geradores além de terem traço nulo, devem ser hermitianos. As matrizes de
Gell-Mann, apresentadas em (1.13), satisfazem estas condições. Tomando T a = λa

2 , permite
escrever a comutação dos geradores como

[T a, T b] = ifabcT c, (A.10)

enquanto para a anticomutação temos que

{T a, T b} = δab

3 + idabcT c, (A.11)

em que dabc é simétrico na troca de índices. A partir de (A.10), vemos que T 3 e T 8 comutam,
o que não é uma surpresa, já que a partir de (1.13), as matrizes λ3 e λ8 são diagonais. Isso
será importante para definirmos as representações dos estados de um vetor neste espaço.

A.1 Representações
Podemos representar o vetor Ψ na forma fundamental 3, também chamado de

tripleto

Ψ ≡


ψ1

ψ2

ψ3

 . (A.12)

Devido a existência de dois geradores diagonais em SU(3), T 3 e T 8, podemos escrever os
estados ψi em um diagrama, a partir dos autovalores destes estados. Não só isso, é possível
escrever os estados a partir de combinações lineares de T 3 e T 8. Assim, podemos definir o
operador isospin I3, e o operador hipercarga Y , da seguinte forma

I3 = T 3, Y = 2√
3
T 8. (A.13)

Dessa forma, temos que

I3Ψ =


1/2 0 0
0 −1/2 0
0 0 0



ψ1

ψ2

ψ3

 , (A.14)
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e

YΨ =


1/3 0 0
0 1/3 0
0 0 −2/3



ψ1

ψ2

ψ3

 . (A.15)

Logo, o estado ψ1 pode ser descrito como (1/2, 1/3), o estado ψ2 como (−1/2, 1/3),
e ψ3 como (0,−2/3), estando representados em uma diagrama de peso na Figura 47a.

(a) A representação fundamental 3 de Ψ. (b) A representação antifundamental 3 de Ψ.

Figura 47 – As representações fundamental e antifundamental de SU(3) no diagrama de
pesos, do inglês weight diagrams. Estas representações irredutíveis podem ser
combinadas de forma a gerar outras representações.

Diferentemente de SU(2), em que a representação fundamental 2 é equivalente
a representação antifundamental 2, em SU(3) isto não acontece. Isto é, a representação
antifundamental de SU(3) não é equivalente a fundamental. As matrizes de Gell-Mann na
representação antifundamental são obtidas a partir da conjugação destas

λ
a = −λa ∗. (A.16)

Assim, consideremos um vetor Ψ ≡ ψi na representação 3

Ψ ≡


ψ1

ψ2

ψ3

 . (A.17)

A regra de transformação do vetor, neste caso, é

Ψ′ = UΨ → Ψ′ = e−iT aθaΨ, (A.18)

ou seja, ψi se transforma como ψ∗
i . A representação dos estados no diagrama de pesos é

obtido de forma análoga ao que fora feito em (A.14) e (A.15)

−I3Ψ =


−1/2 0 0

0 +1/2 0
0 0 0



ψ1

ψ2

ψ3

 , (A.19)
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e

−YΨ =


−1/3 0 0

0 −1/3 0
0 0 2/3



ψ1

ψ2

ψ3

 . (A.20)

Portanto, os estados na representação antifundamental podem ser descritos como (−1/2,−1/3)
para ψ1, (1/2,−1/3) para ψ2, e (0, 2/3) para ψ3. Estas estão representadas na Figura 47b.

Há a representação adjunta do grupo SU(3), também chamado de octeto 8. Neste
caso, vamos considerar a matriz η ≡ λa

√
2η

a, com a = 1, . . . , 8

η = 1√
2


η3 + η8√

3 η1 − iη2 η4 − iη5

η1 + iη2 −η3 + η8√
3 η6 − iη7

η4 + iη5 η6 + iη7 −2 η8√
3

 =


η3√

2 + η8√
6 ρ1 ρ2

ρ∗
1 − η3√

2 + η8√
6 ρ3

ρ∗
2 ρ∗

3 −2 η8√
6

 , (A.21)

em que esta renomeação das componentes da matriz ocorre para simplificar a classificação
dos estados, como visto mais a frente.

Por ser adjunto, a transformação de η ocorre da seguinte forma

η′ = UηU† = eiT aθa

ηe−iT aθa

, (A.22)

em que T a ≡ (T a)bc, pois os geradores também devem estar na representação adjunta.
Para SU(3), os geradores na representação adjunta são os fatores antissimétricos fabc, isto
é

(T a)bc = −ifabc.

A classificação dos estados para as representações fundamental e antifundamental puderam
ser realizadas ao notarmos que T 3 e T 8 nesta representação eram diagonais. Infelizmente,
o mesmo não ocorre na representação adjunta, já que os geradores são antissimétricos. De
qualquer forma, é útil avaliarmos as formas destas matrizes. Começando por T 3, temos que

(T 3)ij = −i(f 3)ij =



0 i 0 0 0 0 0 0
−i 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −i/2 0 0 0
0 0 0 i/2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 i/2 0
0 0 0 0 0 −i/2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0



. (A.23)

Analisando cuidadosamente a matriz (A.23), é possível perceber que há três blocos de
matrizes, a saber

Jz =


0 i 0

−i 0 0
0 0 0

 , τ2 =
 0 −i/2
i/2 0

 , −τ2 =
 0 i/2

−i/2 0

 . (A.24)
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Ora, mas estas são as matrizes do grupo SU(2) quando na representação tripleto e
dubleto, respectivamente, deste grupo. Assim, η1, η2 e η3 pertencem ao tripleto, η4, η5 ao
primeiro dubleto, η6, η7 ao segundo dubleto, e por fim, η8 ao singleto. É possível fazer
uma transformação unitária em cada bloco de matriz, de forma a diagonalizar a matriz Jz.
Assim, temos que

P†(Jzηi) = I3P†ηi, i = 1, 2, 3 (A.25)

A diagonalização permite encontrar que

P† = 1√
2


1 −i 0
0 0

√
2

1 i 0

 , I3 =


1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 . (A.26)

Daí, temos que

P†ηi =


η1−iη2√

2
η3

η1+iη2√
2

 =


ρ1

η3

ρ∗
1

 . (A.27)

A partir de I3 em (A.26), sabemos os valores de isospin para cada componente do vetor
acima: I3 = 1 para ρ1, I3 = 0 para η3, e I3 = −1 para ρ∗

1. A diagonalização também pode
ser feita para os dubletos, permitindo encontrar que: I3 = 1/2 para ρ2, I3 = −1/2 para ρ∗

2,
I3 = −1/2 para ρ3 e I3 = 1/2 para ρ∗

3. Por fim, para η8, temos que I3 = 0, por ser singleto.
Para completar a classificação de η, temos de analisar T 8 na representação adjunta

(T 8)ij = −i(f 8)ij =



0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −i

√
3

2 0 0 0
0 0 0 i

√
3

2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −i

√
3

2 0
0 0 0 0 0 i

√
3

2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0



. (A.28)

Novamente, é possível perceber que há dois blocos de matrizes que atuam em η4, η5, η6 e η7

I8 =
 0 −i

√
3

2

i
√

3
2 0

 . (A.29)

O procedimento de diagonalização, permite encontrar que

U †
(

2√
3
I8ηi

)
= Y U †ηi, i = 4, 5 ou i = 6, 7 (A.30)

Sendo obtido que

U † = 1√
2

1 i

1 −i

 , Y =
−1 0

0 1

 . (A.31)



APÊNDICE A. SU(3) 198

Assim, temos que

U †ηi = 1√
2

η4(6) + iη5(7)

η4(6) − iη5(7)

 =
ρ∗

2(3)

ρ2(3)

 . (A.32)

Assim, Y = −1 para ρ∗
2(3), Y = 1 para ρ2(3), e Y = 0 para o restante. Dessa forma, é

possível classificar o octeto no seguinte diagrama de pesos como ilustrado na Figura 48

Figura 48 – A representação adjunta 8 no diagrama de pesos. Esta representação é utilizada
para representar os mésons, partículas formadas por um par quark-antiquark.

Estas não são as únicas representações irredutíveis, há o sexteto 6, 6, o decupleto 10,
o 15-pleto 15, o 27-pleto 27, e dentre outras várias. Estas representações irredutíveis
aparecem na decomposição de representações redutíveis. Por exemplo, ao construirmos o
tensor X ≡ Xij da seguinte forma

X = Ψ ⊗ Ψ ≡ ψiψ
T
j , (A.33)

temos que a regra de transformação em SU(3) é dada por

X ′
ij = ψ′

i(ψ′
j)T = Uψiψ

T
j UT = UXijUT . (A.34)

A regra de transformação tem a mesma forma se tomarmos a transposta

(X ′
ij)T = UXT

ijUT . (A.35)

Ou seja, se XT
ij = ±Xij, então a transformação deixa invariante a parte simétrica e

antissimétrica de Xij. Isso permite decompô-lo em duas representações

A = 1
2
(
X − XT

)
, S = 1

2
(
X + XT

)
. (A.36)

A tem 3 componentes independentes, e pode ser escrito como

A ≡ εijkε
pqkXpq, (A.37)
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isto é, A se transforma na representação 3, já que εijk é invariante sob SU(3), e εpqkXpq

se transforma como Ψ. Por fim, S tem 6 componentes independentes. Logo, é possível
escrever esta decomposição da seguinte forma:

3 ⊗ 3 = 3 ⊗ 6. (A.38)

Outras decomposições úteis são

3 ⊗ 3 = 1 ⊗ 8, (A.39)

3 ⊗ 3 ⊗ 3 = 1 ⊗ 8 ⊗ 8 ⊗ 10, (A.40)

8 ⊗ 8 = 1 ⊗ 8 ⊗ 8 ⊗ 10 ⊗ 27. (A.41)
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