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Resumo

Este trabalho tem como principais objetivos provar o teorema da

desigualdade isoperimétrica e em seguida apresentar uma aplicagao do mesmo.
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Capitulo 1

Introducao

Os principais objetivos deste trabalho sao: provar o teorema da desigualdade

isoperimétrica e apresentar uma aplicagao dele.

Segundo [2], o teorema da desigualdade isoperimétrica talvez seja o teorema
mais antigo da geometria diferencial global e esta relacionado com o seguinte

problema isoperimétrico:

Dentre todas as curvas simples fechadas no plano com um dado comprimento

I, qual delas limita a maior drea?

A solucao deste problema,ou seja,o circulo, ji era conhecida pelos gregos,
mas, uma prova satisfatéria do mesmo s6 surgiu em 1870 com Weierstrass,
que, ao contrario dos matematicos que tentaram resolver antes dele, nao
assumiu que uma solucao deveria existir. Weierstrass apresentou uma prova
completa da existéncia de uma solucao para o problema, porém, sua prova
era um tanto complicada, ja que ela usava sua teoria chamada de calculo das

variacoes.

Mais tarde foram encontradas provas mais diretas. A prova que apresentare-



mos neste trabalho ¢ devida a E. Schmidt (1939) [6].

Depois de provar o teorema da desigualdade isoperimétrica, apresentamos um
teorema relativo a poligonos convexos que nao pavimentam o plano. Para
provar este teorema, lancamos mao da desigualdade isoperimétrica. Dessa

forma, apresentamos uma aplicacao dessa desigualdade.



Capitulo 2

Desigualdade isoperimétrica

2.1 Definicoes

Definigao 2.1 (Curva parametrizada diferenciavel). Uma curva parametrizada
diferencidvel do plano é uma aplicacio diferencidvel o : I — R? de um in-

tervalo aberto I C R em R2.

Uma funcao diferencidvel em um intervalo fechado [a,b] é a restrigao de uma

fungao diferenciavel definida em um intervalo aberto contendo [a, b].

Se « é uma curva diferencidvel, implica dizer que o é uma correspondéncia
que leva cada t € I em um ponto «a(t) = (z(t),y(t)) € R? de tal maneira

que as fungoes z(t) e y(t) sao diferenciaveis de classe C™.

A variavel t é chamada de pardmetro da curva e o subconjunto de R? dos

pontos «(t),t € I é chamado trago da curva.

Uma curva parametrizada diferenciavel o : I — R? ¢ dita reqular se Vt €
I, o/(t) #0.
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Uma curva plana fechada ¢ uma curva parametrizada regular « : [a, b] — R?

tal que «a e todas as suas derivadas coincidam em a e b, ou seja:

a(a) = a(b), d'(a) = d'(b), a"(a) =a"(b), " (a) =" (D). ..

Uma curva o : [ — R? é dita simples se nao possui auto intersecoes; isto é:
se t1,to € 1,1] # to, entdo, a(ty) # a(ts).

Figura 2.1: Uma curva fechada simples.

Figura 2.2: Uma curva fechada (nao simples).

Dada uma curva regular o : I — R? e dado tg € I, a aplicagao s(t) =
fti |/ (t)|dt & denominada func¢do comprimento de arco da curva « a partir

de ty. Esta fungao é diferenciavel de classe C'°°, pois a é uma curva regular.

Defini¢ao 2.2 (Curva regular parametrizada pelo comprimento do arco).

Uma curva reqular o : I — R? é dita parametrizada pelo comprimento de

11



arco, se para cada to, t1 € I,tg < t; o comprimento do arco da curva o de

to aty € 1gual at; —ty. Isto é:

t1
/ ()t = 1 — o

to

Em geral, consideramos curvas « : [0,1] — R? parametrizadas pelo compri-

mento de arco s; logo, [ é o comprimento da curva a.

Proposicao 2.1. Uma curva reqular o : I — R? estd parametrizada pelo

comprimento do arco se, e somente se, Vt € I,|d/(t)| = 1.

Demonstracao. Suponha que « esteja parametrizada pelo comprimento de
arco e tg € I. Considere a fungao s : I — R que para cada t € [ associa
s(t) = ftz o/ (t)|dt. Se to < t, entdo, por hipotese, [/ |o/(t)|dt = to — t; se
t < tg, entio, —s(t) = [°|a/(t)|dt =ty —t. Portanto, para todo t € I, s(t) =
t—to, donde §'(t) = 1. Como §'(t) = |a/(t)|, concluimos que |o/(t)| = 1,Vt € I.

A reciproca é imediata. [

Pelo teorema de Jordan, uma curva simples fechada C' no plano, delimita
uma regiao deste plano, chamada de interior de C. Esta afirmacao é valida
por se tratar de uma curva no plano. Ja no espaco, a afirmacao deixa de ser
valida. Basta tomarmos como exemplo, C' sendo um meridiano em um toro,

claramente, C' nao delimita um regiao no toro.
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Figura 2.3: Uma curva fechada simples C' sobre o toro T'; C' nao limita uma

regiao em 7.

Quanto a orientacao de uma curva simples fechada, seu parametro t pode
ser escolhido de forma que C tenha orientacdo positiva. Diz-se que C' tem
orientacao positiva, quando percorremos a curva e seu interior fica a nossa

esquerda, como mostra a figura abaixo.

Figura 2.4: C' esta orientada positivamente.

2.2 Area limitada por uma curva simples fechada

Na secao anterior vimos que uma curva simples fechada C' no plano delimita
uma regido deste plano, chamada de interior de C'. Dai, quando fizermos
referéncia a area delimitada por uma curva simples fechada C', estaremos

considerando a area do interior de C.
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Utilizaremos a formula a seguir para o calculo da area A da regiao delimitada

por uma curva simples fechada, com orientacao positiva:

Lema 2.1. Seja « : [a,b] — R? uma curva simples fechada, positivamente

orientada e definida por o(t) = (x(t),y(t)). Entdo:

1

A= / o0 ()t = / K0y (1)t = / (v —ya)dt (2.1)

Apesar desta formula (2.1) ser consequencia do teorema de Green, vamos

apresentar uma demonstracao direta. Para isso, vamos considerar dois casos:

Caso 1 (Simples). A curva € formada por dois segmentos de reta paralelos ao
eizo O, e pelos grdficos das funcgoes y = fi1(x) e y = fo(z), = € [xg, 1], f1 >

fo-

Figura 2.5: Caso simples

Demonstra¢ao. Para provar a formula (2.1), no caso 1, é necessario provar

cada uma das seguintes igualdades:

Igualdade 1: —faby(t):v’(t)dt =/



Igualdade 2: A = — ffy(t)m’(t)dt.
Lo, /
Igualdade 3: A = §f“ (xy — yx')dt.

Prova da igualdade 1:

Derivando o produto xy, vem:

(zy) =2y +ay = vy = (xy) — 'y

Integrando ambos os membros da igualdade anterior, no intervalo [a, b], vem:

b b b
/ch'dt:/ (xy)'dt—/ r'ydt =
b b b
/xy'dt:xy —/ r'ydt =

b b
/a:y'dt: z(b)y(b) — z(a)y(a) —/ r'ydt =

vV
=0, pois a é uma curva fechada

b b
/ xy'dt = —/ ' ydt =
b b
—/ x'ydt:/ xy'dt

Prova da igualdade 2:

Pela figura (2.5) é claro que a area limitada pela curva é dada por:

A= / fi(z)dw — / fo(2)dz

A curva é positivamente orientada, utilizando a notagao da figura (2.5), va-

mos mostrar que:

1 t2 t3 b
A= —/ y(t):z’(t)dt—/ y(t)a:’(t)dt—/ y(t)x'(t)dt—/ y(t)x' (t)dt

N ,Ju Jt2
Vv v~ N~ "~

(4) (1) (i) (iv)
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Parametrizando (i), temos:

a(t) = (t, f1(t)), t € [zo,x1], logo, z(t) =t = 2/(t)

a—l%ﬁﬁ@ﬁ:t/ Dt = /‘ﬁ 1m_/ e

Parametrizando (i7), temos:

a(t) = (xg,t) = '(t) = (0,1) = — /t 2 y(t)x' (t)dt = — /t 2 t-0=0

Parametrizando (i), temos:

a(t) = (t, fo(t)), t € [xo, 1], logo, x(t) =t = 2'(t) =1

;—Zfﬂﬁﬂmﬁ:—é?ﬁ@ny:—A?ﬁ@Mx

Parametrizando(iv), temos:

a(t) = (z1,t) = o (t) = (0,1) = —/t y(t)x' (t)dt = —/t t-0=0

Dessa forma mostramos que:

- [ o= [Cuwaa - [ uodoa - [ uoda -

/;1 fi(z)dr — /ﬂ: folx)de = — /ab YD) ()t = A.
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Prova da igualdade 3:

Das igualdades 1 e 2, provamos que: A = — f; y(t)a'(t)dte A = fab x(t)y (t)dt.

Somando estas equagoes, concluimos que:

24 = / 2Oy (B)dt — / y(B)7 (£)dt = 24 — / (O () — y(B)2 (1) )dt =

]

Caso 2 (Geral). Seja a : [a,b] — R wma curva pametrizada, simples e
positivmente orientada. Como estd ilustrado na figura (2.6), € possivel dividir
a drea limitada por o em um numero finito de regioes do tipo da figura (2.5).
Dai, utilizando em cada uma destas regioes o que foi demonstrado no caso

simples, € possivel demonstrar a expressao (2.1) no caso geral.

a=(t)

(-

Figura 2.6: Caso geral
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2.3 A desigualdade isoperimétrica

Dentre todas as curvas simples fechadas no plano com um dado comprimento

l, qual delas limita a maior drea?

Segundo a referéncia [2|, o teorema da desigualdade isoperimétrica talvez seja
o teorema mais antigo da geometria diferencial global e esté relacionado com

o problema isoperimétrico acima.

A solucao deste problema, ou seja, o circulo, ja era conhecida pelos gregos,
mas, uma prova satisfatoria do mesmo s6 surgiu em 1870 com Weierstrass,
que, ao contrario dos matematicos que tentaram resolver antes dele, nao
assumiu que uma solucao deveria existir. Weierstrass apresentou uma prova
completa da existéncia de uma solucao para o problema, porém, sua prova
era um tanto complicada, ja que ela usava sua teoria chamada de calculo das

variagoes.

Mais tarde foram encontradas provas mais diretas. A prova que apresentare-
mos a seguir ¢ devida a E. Schmidt (1939) |6].

Teorema 1 (Desigualdade isoperimétrica). Seja C' uma curva plana simples
e fechada com comprimento 1, e seja A a drea da regiao limitada por C.
Entao,

I?—47A > 0. (2.2)

Além disso, a igualdade € verdadeira se, e somente se, C' € um circulo.

Demonstracao. Sejam E e F retas paralelas que nao intersectam a curva
fechada C'. Agora, considere o movimento destas duas retas até que elas
toquem C' pela primeira vez. Obtemos assim duas retas paralelas, E' e F’,
tangentes & C, de forma que a curva C estd totalmente contida na faixa
limitada por E' e . Considere também um circulo S' que seja tangente a

E' e F' e nao intersecta C. Seja O o centro de S! e introduza o sistema de

18



coordenadas cartesianas com a origem em O e o eixo Ox perpendicular a E’
e F'. Veja figura (2.7).

Figura 2.7: Sistema de coordenadas zy em relagao a curva C'

Primeiro, neste sistema de coordenadas xy, podemos parametrizar C' pelo
comprimento de arco a(s) = (z(s),y(s)) de modo que C' tenha orientagao

positiva.

Em seguida, conforme esta ilustrado na figura (2.7), podemos supor que o

circulo S! esta parametrizado por:

a(s) = (x(s),5(s)), s €[0,1],

sendo que a primeira coordenada, x(s), das parametrizagoes de C' e de S!

sao iguais.
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Como o circulo S' tem raio r, sendo 2r a distancia entre E’ e F’, utilizando
(2.1) podemos calcular as areas, A e wr?, limitadas por C' e por S' do seguinte

modo:

A= /0 lx(s)y'(s)ds

ar? = — /Olm 7'(s)ds.

Somando estas duas expressoes obtemos:

! ! !
A+ mr? = / xy'ds — / yx'ds = / (xy — ya')ds. (2.3)

0 0 0
Podemos obter um limitante superior para esta tltima integral fazendo uso

da desigualdade de Cauchy-Schwarz. Para isso, considere os vetores (z/,y’)

e (=7, z) no plano. Calculando o produto escalar, obtemos:

vy —yr' = ((«"y), (=7,2) < | Y)(=y,2)] = |][a],

sendo que a igualdade é assumida somente quando os vetores (z/, ) e (=7, x)
apontam para a mesma direcao. Deste modo, substituindo esta desigualdade

em (2.3) obtemos:

I I I I
A+7rt= / (xy' —ga')ds < / |/ |[at]ds = / |a|ds = / rds =rl.
0 0 0 0

Entao, concluimos que:
A+mr? <rl. (2.4)
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Agora, como a média geométrica de dois nimeros positivos é menor do que

b
ou igual a média aritmética destes dois nimeros, v/a - Vb < ot , obtemos:
1 : 1
VA Var? < §(A—|-7rr) < §rl. (2.5)
Elevando ao quadrado, vem:
2 1 212 1 2
A-mr < — (A+7re)” < — (rl)”.
4 4
Multiplicando por 4, vem:
4A7r? < (A+7r?)? <22 (2.6)

Do primeiro e do terceiro membros da desigualdade acima, chegamos ao
seguinte resultado:
4ATr? < P

Simplificando r? em ambos os membros, temos que 47A < [2, ou seja,

> — 47 A > 0 que é exatamente a desigualdade desejada (2.2).

Para concluir a demonstracao do teorema, precisamos somente demonstrar
que a igualdade em (2.2) é verdadeira somente quando a curva C' é uma
circunferéncia. Entdo, vamos assumir que [? — 47A = 0, ou seja, que [*> =

47 A. Substituindo esta igualdade em (2.6), vem:
4ATr? < (A+7r?)? < 4Amr?

Como o primeiro e o terceiro membros desta desigualdade sao iguais vemos,
entao, que
(A+7r?)? = 4Amr?.
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Desenvolvendo o quadrado obtemos:
A% 4+ 2470 + (nr%)? = 4Amr® = A® — 2Amr® 4 (1°)* = 0
= (A-m?)P=0=2A-m"=0=

A=mr? (2.7)

Além disso, como estamos supondo que [2 = 471 A, (2.6) implica:

4ATr? < (A+7ar?)? < r?l? = 4Anr?

e como o primeiro e o tltimo termo sdo iguais, vemos que (A + mr?)? = r??,
ou seja,
A+mr? =1r. (2.8)
Dai, como A = 7r?, obtemos:
A+7arr  mr?2+ar? 2mr?
l = = g =
r r r
[ =27r. (2.9)

Entao, quando supomos que se verifica a igualdade em (2.2), entao também
temos uma igualdade em (2.4). Como (2.4) foi obtida pela desigualdade
de Cauchy-Schwarz, sabemos que a igualdade é véilida somente quando os
vetores (2/,y') e (—y,x) apontam para a mesma direcdo. Como o vetor
(«',y") € unitario e como o vetor (=7, ) tem modulo r, podemos concluir

entao que (2',y') = — (=7, ) e, portanto,
r
Yy =-x. (2.10)

l

Observe agora que a igualdade (2.9) implica que r = oy nao depende da
T

direcao das retas £’ e F' e, portanto, podemos repetir toda a demonstracao

realizada a partir da figura (2.7) para retas paralelas a qualquer direcao.
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Entdo, sejam E e F retas paralelas, tangentes a curva C, ambas perpendicu-
lares a F e a F', de modo que C' esta contida na faixa horizontal limitada por
elas. Como acabamos de observar, a distancia entre estas duas retas também

¢ 2r, distancia entre as retas £ e F. Veja figura (2.8).

s=0
a(0)

ol

Figura 2.8: Sistema de coordenadas x,y; em relacao a curva C'

Como no caso anterior, considere um circulo S? tangente as retas E e F de
modo que S? ndo intersecta a curva C. Sejam (a, b) as coordenadas do centro

do circulo S? no sistema de coordenadas wy.

Com origem neste ponto (a,b), considere um novo sistema de coordenadas
r1y; com o eixo x; paralelo a reta E, veja figura (2.8). Como este sistema
de coordenadas x,y, pode ser obtido do sistema de coordenadas xy por uma
translagao pelo vetor (a,b), podemos considerar a seguinte parametrizagao

ai(s) = (z1(s),y1(s)) s € [0,], pelo comprimento de arco, da curva C, no
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sistema de coordenadas xyy;:

zi(s) = z(s)—a (2.11)
nl(s) = yls)—b
Derivando a primeira destas relagoes obtemos também que:
o =a. (2.12)

Analisando a figura (2.8) vemos, entao, que no sistema de coordenadas x1y;

o circulo S? tem parametrizacao da forma

ai(s) = (T1(s),51(s)) s €0,1],

sendo que, agora, a segunda coordenada, y;(s), das parametrizagoes de C' e

de S?, no sistema de coordenada z,y;, sao iguais.

No que segue, vamos repetir os argumentos ja utilizados para as curvas C' e
St de parametrizacoes a(s) = (z(s),y(s)) e a(s) = (x(s),7(s)) no sistema
de coordenadas xy, mas agora para as curvas C e S?, de parametrizacoes
ai(s) = (z1(s),y1(s)) e a1(s) = (ZTi(s),y1(s)) no sistema de coordenadas

T1Y1-

Entao, utilizando (2.1), podemos calcular as areas, A e wr?, limitadas por C

e S? do seguinte modo:

l
A= / 1 ()2, (5)ds
2 1(s)d

:/lel(s)y s

24



Somando estas duas equacoes, vem:

! ! !
A+ 7r? = / 71 yhds — / yirids = / (Tryy — yry)ds
0 0 0

Considerando os vetores (x},y;) e (—y;,77) do plano, pela desigualdade de

Cauchy-Schwarz, vemos que:

l
A+7W2=/(fv_1 Y — ywy)ds =
0
l l l
/<(x’1,yi), (—yhx—l))dss/ |a’ly\a—1|ds:/ an|ds = rl.
0 0 0

Mas, como ja provamos em (2.8) que A+ mr? = rl, vemos que a desigualdade
acima ¢é, de fato, uma igualdade. Como esta desigualdade foi obtida por
Cauchy-Schawarz, concluimos que os vetores (z}, ;) e (—y1,71) apontam na

mesma direcao e, portanto (z,y]) = . (—y1, 1) que implica:

Ty =—— (2.13)

Usando (2.11), (2.12), (2.10) e (2.13) vemos que:

P4y 0> = 2 +yf = (ry)’ + (—ra})?
— T2 (y/2 + I'/12) — TQ (yIQ + I/Q)

— 7’2|Ck/|2 — 7,2 )

Logo #2 + (y — b)? = r2. Isto significa que a curva parametrizada C, a(s) =

(x(s),y(s)) é um circulo de centro (0,b) e raio r, no sistema de coordenadas

xy.

Isto termina a demonstracao do teorema da desigualdade isoperimétrica. [J
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Capitulo 3

Poligonos Convexos que nao

Pavimentam o Plano

3.1 Definicoes

De acordo com a referéncia [3]:

Um poligono é uma figura geométrica plana cujo contorno é fechado e for-
mado por uma quantidade finita de segmentos de reta, que sao seus lados. Em
outras palavras, o contorno de um poligono é uma linha poligonal fechada.
Frequentemente, a palavra poligono refere-se apenas ao contorno. Entre-

tanto, as vezes, refere-se ao contorno mais a regiao plana, que é seu interior.

Por exemplo, para calcular a area de um quadrado consideramos a regiao
interior e para calcular o perimetro de um quadrado consideramos somente
uma linha poligonal quadrada. Deste modo, o fato de os poligonos poderem
ser considerados ora uma linha, ora uma superficie nao traz nenhum problema

grave.
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Figura 3.1: Poligonos

Figura 3.2: Nao poligonos

Figura 3.3: Contorno do poligono: uma linha
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Figura 3.4: Contorno mais interior do poligono: uma superficie

Poligono convexo, é aquele em que todos os angulos internos sao menores

que 180°. Abaixo seguem exemplos de poligonos convexos e nao-convexos:

Figura 3.5: Poligono convexo

Figura 3.6: Poligono nao convexo
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Quanto a pavimentar, ¢ o mesmo que ladrilhar, cobrir uma area com poligonos
sem sobreposicao. Os poligonos de uma pavimentacao também podem ser

chamados de ladrilhos.

Cobrir significa que a cobertura poligonal pode se estender além dos limites
da superficie a ser coberta. Dessa forma, a soma das areas dos poligonos da

cobertura pode ser maior que a area da superficie a ser coberta.
Uma pavimentag¢ao pode ser classificada em parcial ou ideal.

Pavimentag¢ao parcial: Seja L uma linha poligonal simples e fechada. Uma
pavimentacao da regiao poligonal P limitada por L é uma subdivisao de P
em um numero finito de poligonos tais que: a uniao de todos esses poligonos
e suas fronteiras é igual a P e a intersecao do interior de dois desses poligonos

é vazia.

Figura 3.7: Pavimentacao parcial da linha poligonal preta

Pavimentacao ideal: Uma pavimentacao ideal do plano ¢ uma subdivisao do
plano em uma quantidade enumerdvel de poligonos tais que: a uniao de todos
esses poligonos e suas fronteiras é todo o plano e a intersecao do interior de

dois desses poligonos ¢é vazia.

Pavimentag¢ao monoédrica ou pura: Sao pavimentacoes constituidas de poli-

gonos congruentes entre si.
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Os vértices dos poligonos de uma pavimentacao sao denominados nds. Nesta
definicao ¢ importante chamar a atencao para o fato de que um dado poligono
da pavimentacao, pode ter em sua fronteira, uma quantidade de nés maior
que a quantidade de vértices. Por exemplo, na figura abaixo o poligono 1
¢ um pentagono, com 5 vértices e 6 noés. Ja o poligono 2 tem a mesma

quantidade de noés e de vértices.

LY - N

Figura 3.8: Nos e vértices

As arestas de uma pavimentacao sao os segmentos de reta que tem por ex-
tremidades dois nds consecutivos de um mesmo lado de um poligono. Dessa
forma as arestas da pavimentacao podem ser lados ou parte de lados de
poligonos que as definem. Por exemplo, na figura 3.8, o poligono 1 é um pen-
tagono, naturalmente com cinco lados, mas na pavimentacgao, este poligono

possui seis arestas em sua fronteira.

3.2 Pavimentacoes monoédricas com poligonos

de 6 ou menos lados

Vamos supor que dispomos de uma quantidade infinita de copias de uma
determinada forma geométrica. Se for possivel encaixi-la, sem falhas ou
sobreposicao, cobrindo todo o plano, dizemos que esta forma geométrica
pavimenta o plano e que este padrao é uma pavimentacao monoédrica do

plano.
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Considerando poligonos regulares, a figura a seguir nos mostra que é possivel
pavimentar o plano apenas com triangulos equilateros, apenas com quadrados

ou apenas com hexagonos regulares.

VAVAVAY,
VAVAVAY,
VAVAVAY,
VAVAVAY,

Figura 3.9: Pavimentagoes monoédricas por triangulos, quadrilateros e hexa-

£onos regulares

Quanto a pentagonos regulares, eles nao servem como ladrilhos do plano, pois
o angulo de 360° nao é multiplo do valor do angulo interno de um pentagono
regular 108°. Entretanto existem pentigonos nao regulares que podem ser
utilizados para pavimentar todo plano. A figura (3.10) é um exemplo de
uma pavimentagao moénoédrica por pentdgonos nao regulares, desenvolvida

por Marjorie Rice, segundo [7].

Figura 3.10: Pavimentacao monoédrica por pentadgono nao regular
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Dessa forma, vimos que é possivel construir pavimentacoes monoédricas do
plano por poligonos de trés, quatro, cinco e seis lados. Mas serd que pavi-
mentacoes deste tipo podem ser construidas com poligonos convexos de sete
ou mais lados? O teorema a seguir, primeiramente demonstrado por Ivan

Niven em 1978 [5], garante que isto ¢ impossivel.

Teorema 2. Sejam « e [ quaisquer nimeros reais positivos. E impossivel
pavimentar o plano com qualquer colecao de poligonos converos, cada poli-

gono com 7 ou mais lados, drea maior que o e perimetro menor que [3.

Nas proximas segoes apresentaremos uma demonstragao deste teorema como

uma aplicacao da desigualdade isoperimétrica.

3.3 Uma aplicacao da desigualdade isoperimétrica

Para provar o teorema 2, precisaremos do teorema de Fuler e do lema 3.1 a
seguir. A prova do teorema de Euler pode ser encontrada na referéncia [4] e
a prova do lema serd apresentada utilizando o teorema 1 desta monografia,
ou seja, a desigualdade isoperimétrica, cuja prova foi apresentada no capitulo
2.

Teorema 3 (Teorema de Euler). Seja dada uma pavimentacdao parcial do
plano com f poligonos, v nds e a arestas. Entao, € vdlida a sequinte tqual-
dade:

v—a+ f=1 (3.1)

Lema 3.1. Se P ¢ um poligono de perimetro menor que [, entdo, a drea de

P é menor que 3%

Demonstracao. Vamos mostrar que a desigualdade isoperimétrica implica

este resultado.
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De fato, sejam A a area limitada por um poligono de perimetro menor que
B e Ac a area de um circulo cuja fronteira tem comprimento igual a 3. Pela
desigualdade isoperimétrica, temos:

2

62_47TAC:0:AC:E<52-

Logo:
A< Ac < B2

3.4 Demonstracao do teorema 2

A demonstracao se dara por absurdo. Vamos supor que o plano pode ser
pavimentado por uma colecao de poligonos convexos, cada um com 7 ou
mais lados, area maior que a e perimetro menor que [, onde o e [ sao

nimeros reais e positivos pré definidos.
Nosso objetivo é demonstrar que estas hipoteses levam a um contradicao.

De fato, vamos mostrar que existe um quadrado de lado suficientemente
grande que nao pode ser coberto por poligonos que satisfazem as hipoteses

consideradas.

Demonstrag¢io. Vamos considerar um sistema de coordenadas (z,y) no plano
da pavimentacdo e uma regiao quadrangular S(r) contendo todos os pontos
(x,y) que satisfazem |z| < r e |y| < r, onde r é um ntmero real e pos-
itivo. Vamos mostrar que existe r suficientemente grande que nos dara a

contradicao desejada.
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Figura 3.11: Regiao quadrangular S(r)

Seja N a pavimentacao parcial do plano construida da seguinte maneira:

e Se um poligono da pavimentacao do plano contém algum ponto da
regiao quadrangular S(r), entdo, este poligono pertence a pavimentagao

parcial NV,

e Se algum poligono da pavimentacao nao tiver ponto em comum com
S(r), mas for cercado por pecas que tenham pelo menos um ponto em
comum com S(r), entao, esse poligono também faz parte da pavimen-
tacao N;. Essa condigao garante que a pavimentacao N cobre toda a

regiao sem deixar buracos.

Vamos considerar também uma regido quadrangular S(r + (), que

corresponde & regiao quadrangular de vértices (£ (r + ), £ (r + f)).

Como o perimetro de cada poligono é menor que 3, segue que a pavimentagao

N esta toda contida no interior dessa regido quadrangular S(r + ().

34



Figura 3.12: Pavimentagao N;

De fato: Suponhamos que algum vértice de algum poligono da pavimentagao
N esteja fora do quadrado de lado (r + ). Por exemplo, na figura 3.14, es-
tamos admitindo que o vértice vs de um poligono de 7 lados da pavimentacao
N; possui um vértice fora do quadrado de lado (r 4 ). Para este poligono,
sej d a diagonal que liga o vértice vs ao vértice vy e [y, [y, - - - , 7 0s lados desse

poligono. Veja a figura (3.14). Entdo, pela desigualdade triangular,
l1+l2+lg+l4>d>ﬁ

l5+l6+l7>d>ﬁ

Somando as desigualdades acima, vem:
l1+l2+l3+"'+l7>2d>25>6

= Perimetro > [

Absurdo, pois, por hipotese do teorema 2, o perimetro de cada poligono é

menor que .
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(r+05)

—(r+5) —r r (r+0)

-y

—(r+p)

Figura 3.13: Pavimentacao N; contida no interior da regiao quadrangular

S(r+ 6)

Como cada poligono da pavimentacao tem &rea maior que o e Ny estad in-
teiramente contida em S(r + [3), entao, podemos afirmar que N; possui uma

quantidade finita de poligonos.

De maneira analoga a que definimos a pavimentacao /N; que cobre sem deixar
buracos a regiao quadrangular S(r), vamos definir outra pavimentacao, N,
como sendo aquela que cobre inteiramente a regidao quadrangular S(r + f3).

Veja a figura 3.15.
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—(r+p5) —r (r+5)

—(r+p5)

Figura 3.14: Esboco

Mostramos que a pavimentacao N; possui uma quantidade finita de poli-
gonos. Por argumentos analogos, podemos afirmar que a pavimentacao N

também possui uma quantidade finita de poligonos.
Entao, vamos definir alguns elementos dessas pavimentacoes:

e Pavimentgao N; : possui f; poligonos e v nos;

e Pavimentacao N : possui f poligonos, v nés e a arestas.

Aplicando o teorema de Euler a pavimentacao N, vem:

v+ f=a+l=v+f>a. (3.2)

Agora, seja Y «; 0 somatorio dos angulos internos, em cada né, de todos os

poligonos da pavimentacao N;. Para exemplificar, veja a figura a seguir. O
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(n+ 5)

Figura 3.15: Pavimentacao N

poligono I é um triangulo com quatro nos em sua fronteira. Assim, a soma
dos angulos internos, em cada no, do poligono [ é igual a a + b+ ¢+ d. Por
outro lado, o poligono I é um quadrilatero com quatro nés em sua fronteira.
A soma dos angulos internos, em cada um de seus nés é igualae+ f+g+he
o poligono I1] também ¢ um quadrilatero com quatro nés em sua fronteira.
A soma dos angulos internos em cada um de seus nos é igual a ¢ + j + k + 1.

Dessa forma, temos:

ai=(a+btctd) +(e+f+Hgth)+(i+j+k+1)

Vamos agora determinar um limitante inferior e um limitante superior para

>

Limatante inferior: Seja X um poligono qualquer da pavimentacao N;. Como
o nimero de nos, n, na fronteira de X é maior ou igual ao niimero de vértices
dessa fronteira, temos que n > 7, pois X tem pelo menos 7 lados. Dai, a soma

S dos angulos internos de cada né do poligono X é tal que S > (n — 2)w >
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Figura 3.16: Angulos em cada no

(7 — 2)m = bm. Efetuando esse calculo pra cada um dos f; poligonos de Ny
temos: > «; > b fi.

Limitante superior: Em cada um dos v; nés da pavimentacao Ny, a soma de

todos os angulos deste n6 é sempre menor ou igual a 27, Dai, > «; < 27v;.

Dos limitantes acima, temos:

2wy > Zai >b5nfi = 2mv > 5nf; = 2u; > 5f; (3.3)

Agora, analisando o ntimero (v), na pavimentagao N, temos que N possui a
arestas e cada aresta conecta dois nés. Entao, o dobro do ntimero de arestas

é maior ou igual ao ntiimero de noés, ou seja, 2a > v. Além disso,

e cada no esté ligado a pelo menos duas arestas = cada vértice esta sendo

contado duas vezes pelo niimero 2a.

e Cada no, no interior de N, pertence a pelo menos 3 poligonos = Nestes
nods concorrem pelo menos trés arestas e esse n6 esté sendo contado pelo

menos trés vezes pelo nimero 2a.

39



Agora, cada um dos v; né6s de Ny é um né no interior da regiao pavimentada
por N. Segue que N possui pelo menos v; nos interiores. Contando cada um

deles trés vezes e os demais v — v; nés de N duas vezes, vem:

2a > v =2a>3v+2(v—1v1) = 2a > v+ 20 (3.4)

De (3.2) temos que v + f > a. Multiplicando essa desigualdade por 2 e

substituindo em (3.4), vem:
2042f >2a=20+2f >v14+2v=2f >,

Utilizando a desigualdade acima multiplicada por 2 e a desigualdade (3.3),

concluimos que:

{21}1 Z 0N L s on 5 = Af > 5, (3.5)

4f > 21y

Por outro lado, existem f, = f — f; poligonos de N que nao fazem parte
de N;. Entao, multiplicando ambos os membros de f; = f — f; por quatro,

vem: 4f; +4fs = 4f. Substituindo esse valor em (3.5), temos:
4f1 + 4f2 = 4f > 5f1 = 4f2 > 5f1 — 4f1 = 4f2 > f1 (36)
Além disso, cada poligono de N; tem perimetro menor que ( e area menor

que 3? (lema 3.1), dai, os f; poligonos de N; tém &rea total menor que 32f;.

Mas, esses poligonos cobrem a regiao S(r), cuja area ¢ 4r*. Assim:

4r? < Area (Ny) < B2 f, = B2f1 > 4r? (3.7)

Analisando agora a area limitada pelos f; poligonos que pertencem a N e

nao pertencem a N7, do mesmo modo que fizemos para a pavimentacao N,
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—(r+20) 1+ 3  |r+2p)

a8
L

—(r+20)

Figura 3.17: Pavimentacao N contida no interior da regiao quadrangular

S(r+2p)

podemos afirmar que esses poligonos estao contidos completamente na regiao

S(r+ 2p), pois, cada poligono tem perimetro menor que f.

Dai estes fo poligonos estao fora da regido S(r) e no interior da regido

quadrangular S(r + 23). A area desse anel quadrangular é dada por:

[2(r +26)] — (2r)% = 4(r + 28)? — 4r”

Portanto a area dos f, poligonos é menor que 4(r + 23)? — 4r% (limitante

superior).

Por outro lado, cada um dos fy; poligonos tém area maior que «. Logo, a

area total dos fy poligonos é maior que af (limitante inferior). Entao:
afy < Area (fy poligonos) < 4(r 4+ 28)% — 4r? =
4(r+2B)2 —4r? > afy (3.8)
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Desenvolvendo (3.8), encontramos:
4(r?+4r B+4B8%) —4r? > afy = 4r?+16rB+1632—4r* > afy = 168(r+8) > afs
Multiplicando ambos os membros da desigualdade acima por 4/3%, obtemos:
6453°(r + 8) > 45%af,
Utilizando as inequagoes (3.6) e (3.7), vem:
645°%(r + B) > 4B3%afy > Brafi > dar? = 6483 (r + B) > dar?

Dividindo ambos os membros dessa desigualdade por 4ar, obtemos:

dar?  648%r 6484 16841
ar” 8457 | 5:>r<16/33a‘1+5—a:>
dar dar ar
r? —168%a 'r —165'a"t <0, Vr>0 (3.9)

Esta desigualdade implica que a funcao do segundo grau na variavel r,
fr)y = r* —1633ar — 164%™t & tal que f(r) < 0 para todo niimero
real » > 0. Mas isto é um absurdo pois o grafico de f é uma parabola
com concavidade para cima e portanto deve assumir valores positivos para r

suficientemente grande.

Essa contradicao finaliza a prova do teorema 2.

A contradicao acima é consequéncia de termos assumido que é possivel cobrir
a regiao quadrangular S(r 4+ /), com poligonos que satisfazem as hipoteses

do teorema 2.
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