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Resumo

Estimacao recursiva é uma técnica que processa os dados medidos de um
determinado sistema seqiiencialmente, fornecendo novas estimativas para as
variaveis desejadas a cada iteragao do algoritmo. Essa técnica pode ser usada
para estimar os parametros do modelo em Identificacdo de Sistemas, ou para
estimar as variaveis de estado de sistemas dinamicos, procedimento necessario
em técnicas de controle moderno quando nao é possivel medir diretamente
todas as variaveis.

A estimacao de estados pode ser realizada por diversos algoritmos recur-
sivos. Neste trabalho apresenta-se o Filtro de Kalman, um estimador recur-
sivo muito eficiente capaz de fornecer estimativas 6timas para os estados de
sistemas dinamicos, a partir de medi¢oes corrompidas por ruido. Além da
descricao original do Filtro de Kalman para sistemas lineares, sao apresenta-
das duas abordagens diferentes que permitem que o algoritmo seja aplicado
a sistemas nao-lineares: o Filtro de Kalman Estendido (EKF) e o Filtro de
Kalman Unscented (UKF).

Os desempenhos dos dois algoritmos estudados neste trabalho (EKF e
UKF), sao comparados durante a aplicacao em um sistema real, o circuito
de Chua. Os algoritmos sao utilizados para estimar as trés varidveis de es-
tado desse sistema. O UKF é capaz de propagar a matriz de covariancia dos
estados sem linearizar as fungoes do sistema, de forma que as estimativas
para os parametros e estados sao calculadas com mais precisao do que pelo
EKF. Além dos resultados, discute-se as dificuldades encontradas durante
a implementacao. Outra aplicagao interessante é a transmissao de informa-
¢ao. Mostra-se que é possivel inserir c6digos bindrios em séries temporais
cadticas por meio de sucessivas variagoes de um ou mais parametros do sis-
tema. A informacao pode ser recuperada por estimacao conjunta de estados
e parametros via UKF.
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Abstract

Recursive estimation is a technique that processes measured data from a
system in a sequential way, providing new estimates to the desired variables
at each algorithm step. This technique can be used to estimate the model
parameters in System Identification. It can also be used to estimate the state
variables of dynamic systems, which is required on modern control techniques
when all the variables cannot be measured directly.

State estimation can be performed by many recursive algorithms. In this
work a very efficient recursive estimator, capable of providing optimal es-
timates of system states from noisy measurements will be presented. It is
known as Kalman Filter. In addition to the linear Kalman Filter original
description, two approaches that make the algorithm applicable to nonlinear
systems will be presented: the Extended Kalman Filter (EKF) and the Uns-
cented Kalman Filter (UKF).

The algorithms performances (EKF and UKF) are compared in a real
application, the Chua’s circuit. The algorithms are used to estimate the
three state variables of this system. The UKF can propagates the covari-
ance matrix of the states without linearizing the system functions, in such
a way that parameters and unobserved states can be estimated with higher
accuracy than EKF. In addition to the results, the difficulties found during
implementation are discussed. Another interesting application is information
transmission. It is shown that it is possible to insert binary codes in chaotic
time series, by successive variation of one or more parameters of the system.
Information can be recovered by jointly estimating states and parameters
using the UKF.
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Capitulo 1

Introducao

“No principio, Deus criou os céus e a terra. A terra era
informe e vazia; as trevas cobriam o abismo e o FEspirito
de Deus pairava sobre as dguas. Deus disse: Faca-se a
luz! E a luz foi feita.”

Génesis, 1,1-3

Desde a antiguidade o homem procura compreender os fendémenos na-
turais na tentativa de predizer e controlar suas conseqiiéncias. No mundo
moderno, a necessidade de se controlar algum sistema tornou-se ainda mais
evidente devido ao grande avanco tecnoldgico.

O termo sistema ¢ utilizado para delimitar a por¢ao do universo que se de-
seja estudar. Um sistema é definido como sendo uma entidade que manipula
um ou mais sinais (entradas) para realizar uma fung¢ao, de forma a produzir
novos sinais (saidas) (Haykin and Van Veen, 2001). Um sistema pode ser [li-
near ou ndo-linear. A caracteristica que os diferencia é que sistemas lineares
satisfazem o principio da superposicdo,! o que nao ocorre quando os sistemas
sao nao-lineares.

Para que se torne mais simples o estudo e controle de um sistema, é possi-
vel representa-lo por meio de um modelo. Um modelo matematico representa
algumas das caracteristicas observadas no sistema usando relacoes matema-
ticas (Aguirre, 2000). O desenvolvimento de técnicas para obter equagdes
matematicas capazes de reproduzir de forma aproximada o comportamento

1Uma funcdo y = f(x) satisfaz o principio da superposicio, e portanto é linear, se e
somente se y1 = f(z1), y2 = f(x2) e ayr + bys = f(ax1 + bxz), para quaisquer constantes
aeb.



2 1 Introducao

dinamico de sistemas reais é um dos temas mais fascinantes da cultura hu-
mana (Ljung, 1987), e de vital importancia para o desenvolvimento da ciéncia
e tecnologia (Corréa, 2001). Em muitos casos, controlar um determinado sis-
tema seria uma tarefa impossivel sem o uso de um modelo matematico.

O controle de velocidade de uma maquina a vapor, desenvolvido por Ja-
mes Watt no século XVIII, é citado como sendo o primeiro trabalho signi-
ficativo no qual se fez uso da teoria de controle (Ogata, 1993). As técnicas
de controle, nos dias de hoje, sao aplicadas nos mais diversos ramos da enge-
nharia, como por exemplo em veiculos espaciais, avides, robos, nos modernos
processos industriais e em sistemas de comunicagao.

As técnicas da teoria de controle se dividem basicamente em dois grupos:

1. controle classico;
2. controle moderno.

O controle classico se aplica a sistemas lineares, invariantes no tempo, e
com apenas uma entrada e uma saida. Duas técnicas importantes que cons-
tituem o controle classico sdo os métodos de resposta em freqiéncia (Bode,
1945) e lugar das raizes (Evans, 1948, 1950).

O controle moderno pode ser aplicado a sistemas de entradas e saidas
multiplas, lineares ou ndo-lineares, invariantes ou variantes no tempo. A
teoria de controle moderno baseia-se nas representacoes em espaco de es-
tados, nas quais surge o conceito de varidveis de estado (Chen, 1984). As
varidveis de estado de um sistema dinamico constituem o menor conjunto de
variaveis que, quando conhecidas em um determinado instante, determinam
completamente o comportamento do sistema nos instantes futuros, desde que
a entrada também seja conhecida em todos esses instantes.

E importante deixar claro que nao é necessario que as variaveis de estado
sejam fisicamente mensuraveis. Em muitos casos é dificil medir diretamente
todas essas variaveis. Todavia, diversas técnicas de controle moderno reque-
rem o conhecimento completo de todo o espaco de estados. Nesse contexto
surge a necessidade de se estimar as variaveis desconhecidas.

Em 1960, Rudolph Emil Kalman, um dos maiores pesquisadores na area
de controle moderno, propos um algoritmo recursivo muito eficiente capaz de
estimar variaveis de estado a partir de medicoes ruidosas de um determinado
sistema (Kalman, 1960). No ano seguinte, Kalman e Bucy publicaram outro
trabalho sobre a técnica (Kalman and Bucy, 1961). Uma das diferencas
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entre esses dois trabalhos é que no primeiro é apresentada uma abordagem
para sistemas de tempo discreto, enquanto que no segundo trabalha-se com
sistemas continuos. Atribui-se ao proprio autor do algoritmo a formulagao e
o estudo de conceitos como controlabilidade e observabilidade (Kalman et al.,
1962), hoje ja consolidados e considerados essenciais no estudo e aplicagao
das técnicas de controle moderno.

Esse algoritmo, amplamente estudado e empregado em diversos tipos de
problemas, ficou conhecido como Filtro de Kalman (KF), do inglés Kalman
Filter, ou Filtro de Kalman-Bucy, segundo alguns pesquisadores. A motiva-
cao para se estudar e dar tanto destaque ao Filtro de Kalman serd discutida
a seguir.

1.1 Motivacao

Durante os anos 50, o grande interesse pelo programa espacial, motivou
pesquisadores a buscarem alternativas para as limitacoes da teoria de Wi-
ener, que foi desenvolvida para lidar com séries temporais estacionarias,?
invariantes no tempo (Wiener, 1949). Outra desvantagem desta teoria era
o elevado custo computacional. O KF surgiu para solucionar esses proble-
mas, pois além da possibilidade de aplicacao em problemas nao-estacionarios,
trata-se de um algoritmo recursivo, o que reduz consideravelmente esforcos
computacionais.

O KF teve sua primeira grande aplicacao pratica no projeto Apollo da
NASA? com destaque para o projeto Apollo 11, no qual uma nave espacial
tripulada foi levada a lua e trazida de volta a Terra em 1969. Pesquisadores
da NASA implementaram o algoritmo do filtro de Kalman no computador
de bordo responsavel por guiar a nave espacial em sua trajetéria. Diz-se
que a checagem final do programa foi feita um dia antes dos astronautas
Armstrong, Aldrin, e Collins partirem em sua missao (Cipra, 1993).

Depois dessa primeira aplicacao, o KF passou a ser amplamente utilizado
e se tornou peca fundamental para o sucesso do programa espacial. Como
se nao bastasse essa grande aplicacao, foram encontradas aplicagoes para o
KF nas mais diversas dreas, como por exemplo navegacdo maritima, instru-
mentagao de usinas nucleares, modelagem demografica, economia, robética

2Um processo ¢ dito estaciondrio quando as leis de probabilidade que o regem nio
variam com o tempo (Peebles, 1993).
3National Aeronautics and Space Administration.
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e processos industriais em geral. O uso do KF passou a ser tao intenso que
certa vez Bucy, pioneiro no desenvolvimento do algoritmo ao lado de Kalman,
declarou: “I think sometimes it’s overused!” * (Cipra, 1993).

A funcao basica do KF em qualquer aplicacao é sempre fornecer estimati-
vas 6timas dos estados do sistema, predizer valores futuros de determinadas
variaveis ou melhorar a estimativa de varidveis em instantes anteriores. A
seguir sao listados alguns trabalhos que descrevem aplicacoes do KF.

No trabalho de Campbell e cooperadores (1983) o KF foi usado na es-
timagao da orbita da nave espacial Voyager até Jupiter. Foi utilizada uma
combinagao entre as observacoes obtidas da nave com aquelas obtidas a partir
da Terra de forma a se obter uma estimacao precisa da oérbita.

Mealy e Tang (1983) apresentam os resultados de uma investigagdo da
capacidade de desempenho de um sistema baseado no KF proposto para
controle do movimento de um helicéptero em baixas altitudes. Sidar e Doolin
(1983) estudam o problema da predigao de movimento usando o KF, aplicado
ao problema da decolagem de avides a partir de navios porta-avides no mar.

Fung e Grimble (1983) desenvolveram um estimador baseado no KF apli-
cado no sistema de controle de posicionamento de navios.

Tylee (1983) descreve e avalia uma abordagem funcional on-line do KF
para deteccao de falhas na instrumentacao de uma usina nuclear.

No trabalho de Wallace e Clarke (1983) é mostrada uma contribuigao
sobre a aplicacao do KF no controle de sistemas de poténcia.

Leibundgut e colegas (1983) fazem uso do KF no estudo de modelos de-
mograficos.

Uma técnica para identificacao do posicionamento de um veiculo na pista,
usando uma combinacdo de informagoes do angulo da direcdo do veiculo
e imagens externas, usando o KF, foi proposta por Mouri e colaboradores
(2002). O objetivo era definir automaticamente qual seria a trajetéria do
veiculo.

A manutencdo preventiva é uma técnica cujo objetivo é detectar ou pre-
dizer uma falha antes que esta venha a ocorrer. No trabalho de Yang (2002)
sao apresentados resultados experimentais de um método de predi¢ao de falha
para manutencao preventiva baseada na estimacao de estados de um motor
DC, usando o KF. Assimetrias no rotor de maquinas de inducao perturbam
muitos componentes, produzindo, por exemplo, perturbacoes no conjugado
eletromagnético. O artigo escrito por Eltabach e outros (2002) trata do es-

4“Acho que as vezes ele [o algoritmo] é usado de forma exageradal!”
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tudo da detecgao de defeitos no rotor a partir da analise espectral do torque
eletromagnético calculado por dois estimadores de fluxo do rotor.

As aplicagoes citadas acima contém apenas alguns dos problemas que
podem ser resolvidos utilizando-se o KF. A seguir, discutem-se os objetivos
principais deste trabalho.

1.2 Objetivos

Os objetivos desse trabalho sao:

1. investigar algoritmos para estimacao recursiva, dando énfase as técnicas
baseadas no Filtro de Kalman (Capitulos 2 e 3);

2. aplicar as técnicas investigadas no problema de estimacao de estados e
parametros de sistemas nao-lineares (Capitulo 4);

3. mostrar que o Filtro de Kalman pode ser usado em sistemas de comu-
nicacao para transmissao de informacao utilizando osciladores cadticos
(Capitulo 5).

1.3 Justificativa

Algoritmos recursivos sao amplamente utilizados na solugao de problemas
comuns de engenharia, bem como de outras areas. Na estimacao recursiva os
dados medidos podem ser utilizados seqiiencialmente, ou seja, a medida em
que sao disponibilizados, o que torna esses algoritmos muito tteis quando os
parametros do processo sofrem variagoes. Dessa forma, a aplicagao de algo-
ritmos recursivos em controle adaptativo e identificacao on-line é bastante
conveniente (Ljung, 1977).

Muitas técnicas de controle moderno, como por exemplo, controle por
realimentagao de estados (Ogata, 1993), requerem que todas as varidveis de
estado estejam disponiveis durante a realizacao dos calculos que determinam
as acoes de controle. A necessidade de obtencao dos valores dos estados a
cada instante de tempo é uma das justificativas para o interesse em se estudar
estimadores recursivos eficientes.

O Filtro de Kalman original (Kalman, 1960; Kalman and Bucy, 1961)
foi concebido para ser aplicado em sistemas de dinamica linear. A fim de
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tornar possivel a aplicacao do KF em sistemas nao-lineares, pesquisadores
propuseram o Filtro de Kalman Estendido (EKF), o qual se mostrou eficiente
para muitos sistemas cuja nao-linearidade é pouco significativa.

Com relagao ao EKF o préprio Bucy fez a seguinte declaracgao:

“Researchers have developed a method, called the extended Kal-
man filter, that adjusts a linear approxrimation at each filter up-
date. That works on some problems where the nonlinear effects
are small. However, there are problems where this is not the case,
and people use the filter and they have troubles with it. They try
all sorts of fizes, but basically the problem is such that the linear
theory does not apply.” ®> (Richard Bucy) (Cipra, 1993).

Os problemas do mundo real sao quase sempre de natureza nao-linear,
justificando a busca constante por técnicas que se aplicam a essa classe de
sistemas. Pelos motivos expostos acima, busca-se neste trabalho, investigar
além do conhecido EKF, uma abordagem mais eficiente que torna possivel
a aplicacao do KF em sistemas cuja dinamica é bastante influenciada pela
presenca de elementos nao-lineares.

A seguranca em transmissao de informacao tem sido uma questao critica
no mundo moderno. Os novos avancos tecnolégicos trouxeram uma infini-
dade de situagoes nas quais informagdes criticas precisam ser protegidas do
acesso comum. Por este motivo justifica-se a crescente necessidade de se
transmitir informacao de forma segura através de um meio inerentemente
inseguro. Visando atingir esse objetivo, neste trabalho sera mostrado que
é possivel transmitir informacao usando sinais caéticos perturbados, o que
supostamente torna mais dificil o acesso nao autorizado a informagao.

5“Pesquisadores desenvolveram um método, chamado Filtro de Kalman Estendido, que
faz uma aproximagdo linear do sistema a cada etapa de atualizac¢do. Isso funciona em
alguns problemas nos quais os efeitos nfdo-lineares sdo pequenos. Entretanto, existem
problemas nos quais esse ndo é o caso, e por isso ndo se tem sucesso quando se tenta
utilizar o filtro nessas situagdes. Tenta-se todo tipo de ajustes, mas o problema é que a

teoria linear ndo se aplica nesses casos.”
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1.4 Organizacao do Texto

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma:

No capitulo 2 é feita uma revisao bibliografica sobre alguns estimadores
recursivos, com destaque para o Filtro de Kalman. Apresentam-se alguns
conceitos importantes para o bom entendimento da representacao de sistemas
por meio de modelos estocdsticos.

No capitulo 3 sao investigados dois algoritmos, baseados no KF, para
estimacao em sistemas nao-lineares. Procura-se destacar as vantagens de um
método em relagao ao outro, de acordo com o sistema em que sao aplicados.

O capitulo 4 traz resultados de filtragem e estimacao de estados de uma
plataforma de laboratério. Realiza-se uma comparacao entre os resultados
obtidos utilizando-se os dois algoritmos abordados no capitulo 3.

No capitulo 5 mostra-se que é possivel transmitir informacao de forma
segura através de um meio considerado inseguro, usando um dos algoritmos
investigados no capitulo 3.

No capitulo 6 sao apresentadas as conclusoes do trabalho e propostas para
pesquisas futuras.

O Apéndice traz uma breve biografia sobre R. E. Kalman.






Capitulo 2

Estimacao Recursiva

“Ainda acredito na possibilidade de construirmos um
modelo da realidade.”

Albert Einstein

2.1 Introducao

A estimacdo de parametros constitui uma das etapas dos procedimentos
de Identificacdo de Sistemas. A estrutura do modelo é o conjunto de variaveis
regressoras a ser usado. Apos selecionada a estrutura é possivel calcular os
parametros, por meio de um algoritmo apropriado, a partir de um conjunto
de dados coletados do sistema. Existem basicamente duas classes de técnicas
que podem ser usadas para se estimar os parametros de um modelo. Sao
elas:

e estimacao em batelada;

e estimacao recursiva.

Nas técnicas de estimacao em batelada todo o conjunto de dados deve
estar disponivel antes de se iniciar o processo de estimacao, pois o vetor de
parametros é calculado em um tinico conjunto de operacoes.

Na estimacao recursiva os dados medidos podem ser utilizados seqiienci-
almente, ou seja, a medida que sao disponibilizados, atualizando constante-
mente o vetor de parametros do modelo. A estimacao recursiva é muito tutil
quando os parametros do processo variam lentamente, como por exemplo,
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em funcao de nao-linearidades decorrentes de desgastes e falhas. Essa classe
de técnicas também pode ser usada na solucdo de problemas numéricos que
sao de dificil solucao quando resolvidos em batelada. Este trabalho trata
especificamente de algoritmos para estimacao recursiva.

O algoritmo que realiza a estimagao é conhecido na literatura como esti-
mador. Existem diversos algoritmos capazes de realizar estimagao recursiva,
como por exemplo, atualizacdo recursiva, o estimador recursivo de minimos
quadrados, o estimador recursivo estendido de minimos quadrados, o estima-
dor recursivo de varidveis instrumentais, dentre outros (Ljung, 1987; Aguirre,
2000). Neste capitulo sdo apresentados dois exemplos de estimadores recur-
stwos que podem ser aplicados em problemas de identificacao: atualizacao
recursiva e o estimador recursivo de minimos quadrados.

Em determinadas aplicagoes, como em controle de processos via realimen-
tacao de estados por exemplo, surge a necessidade de que todas as varidveis
de estado do sistema estejam acessiveis ou disponiveis para medi¢ao, o que
na pratica é impossivel em muitos casos. Em situagdes como essas torna-se
necessario estimar os estados desconhecidos. Isso pode ser feito por meio de
estimadores recursivos da mesma forma que parametros sao estimados em
problemas de identificacao. O uso de estimadores recursivos na estimacao
de varidveis de estado é bastante conveniente, pois estes podem, em princi-
pio, ser implementados em sistemas de tempo real. Um estimador recursivo
bastante eficiente, capaz de estimar as varidaveis de estado de sistemas dina-
micos lineares representados por modelos em espaco de estados, é o Filtro de
Kalman (KF) (Kalman, 1960).

Neste trabalho serd dada maior énfase a estimacao de variaveis de estado.
Neste capitulo apresenta-se o Filtro de Kalman como uma técnica utilizada
na estimacao recursiva de estados para sistemas lineares, enquanto que no
proximo capitulo serao mostradas duas de suas variagoes empregadas quando
o sistema em questao apresenta dinamica nao-linear.

2.2 Modelos Estocasticos e Abordagem
Bayesiana

Os modelos deterministicos sao aqueles nos quais nao sao modeladas in-
certezas de nenhuma natureza. Nos modelos estocdsticos as incertezas sao
modeladas na forma de varidveis aleatdrias (Aguirre, 2000).
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Nesta se¢ao procura-se justificar a suposicao de que é preferivel traba-
lhar com modelos estocasticos ao invés de deterministicos. Com o objetivo
de facilitar o entendimento das técnicas a serem apresentadas ao longo do
trabalho, nesta secao também sao introduzidos alguns conceitos importantes
em processos estocdsticos, além de ser apresentada uma abordagem muito
utilizada nessa area: a abordagem Bayesiana.

Quando se deseja investigar o comportamento de um sistema real, obser-
vando como ele responde a determinados tipos de entradas, é freqiientemente
util desenvolver um modelo matematico que represente adequadamente al-
guns aspectos desse comportamento. Tal modelagem pode ser feita tomando-
se como base as teorias deterministicas de forma tal que o modelo obtido é
deterministico, ou entao, a partir das técnicas de analise de processos esto-
casticos, o que resulta em um modelo estocdstico.

Ao se fazer andlise de sistemas ou projeto de controladores, seria mais
simples utilizar modelos deterministicos, visto que nesses nao sao incluidos
termos referentes as fontes de incerteza. Surge a partir de entao uma per-
gunta: Por que aumentar o nivel de complexidade do problema propondo mo-
delos estocésticos? Para responder a esta pergunta deve-se fazer um exame
das teorias deterministicas, o que torna possivel perceber onde estas podem
apresentar falhas.

Existem pelo menos trés razoes importantes indicando que modelos de-
terministicos nao sao representagoes totalmente adequadas e suficientes para
se fazer andlise de sistemas. Sdo elas (Maybeck, 1979):

e nenhum modelo matemdtico € perfeito. Qualquer modelo representa
somente as caracteristicas que forem de interesse, ou seja, de forma a
cumprir apenas o objetivo para o qual foi desenvolvido, o que é positivo
em se tratando da necessidade de se manter uma baixa complexidade.
As leis fisicas proporcionam muitas vezes estruturas adequadas para os
modelos, embora varios parametros nao possam ser facilmente determi-
nados. Desta forma, verifica-se que existem muitas fontes de incerteza
no processo de modelagem;

e a dinamica dos sistemas nao € determinada somente pelas entradas de
controle. E também influenciada por distirbios que ndo podem ser
controlados nem modelados de maneira deterministica. O somatério
desses disturbios formam o chamado ruido de processo;
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e a precisio de qualquer sistema de medicdo € limitada. A falta de pre-
cisao de alguns instrumentos de medi¢cao podem proporcionar medidas
inexatas das variaveis desejadas, contaminando o processo com sinais
nao deterministicos. O conjunto desses sinais constitui o ruido de me-
dicado.

2.2.1 Representacao de Sistemas por Modelos
Estocasticos

Com base nos pontos discutidos acima fica claro que é bastante conveni-
ente que se proponha o desenvolvimento de modelos estocasticos, pois estes
apresentam em suas equacoes os termos referentes ao ruido de processo e
ruido de medicao, mencionados no paragrafo anterior:

Tempo discreto { X = f (1) + W (2.1)
Yi = h(xx) + e,
x =f(x) + w

y =h(x) + e (22)

Tempo continuo {
Os sistemas (2.1) e (2.2) representam processos estocasticos multidimensio-
nais, sendo w; e w os vetores de ruido de processo e e, e e os vetores de
ruido de medicao.

E importante salientar que a analise das solugoes destes sistemas ainda
constitui objeto de pesquisa em matematica na atualidade, principalmente
em se tratando de sistemas continuos. A despeito deste fato, ja é possivel
obter resultados promissores quanto a estimagao de parametros e/ou estados
mediante a adocao de hipdteses simplificadoras, tais como comportamento
linear aproximado em torno do ponto de operacao e funcoes de distribuicao
gaussiana para os processos estocasticos representados pelo ruido de processo
e pelo ruido de medigao.

2.2.2 Conceitos Basicos em Processos Estocasticos

O filtro de Kalman, algoritmo recursivo ao qual se dara maior enfoque
neste trabalho, aborda o problema geral de se tentar estimar os estados
de um sistema representado por um modelo estocdstico. Na secao anterior
justificou-se a preferéncia por se trabalhar com modelos estocdsticos. Neste
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ponto torna-se importante apresentar alguns conceitos basicos em proces-
sos estocdsticos a fim de proporcionar uma boa compreensao dos algoritmos
recursivos.

Média e Covariancia

Uma determinada varidvel aleatdria vetorial x € R™ tem o seu wvalor
médio, ou valor esperado, dado por (Papoulis, 1984):

Ex]=x= /Rn xf(x) dx, (2.3)

sendo f a funcao densidade de probabilidade de x.

O valor médio de uma variavel aleatéria é usado no calculo de momentos.
Os momentos em torno do valor médio de x sao conhecidos como momentos
centrais e podem ser representados por:

El(x =x)"], (2.4)

sendo n a ordem do momento. O momento central de segunda ordem é muito
importante na area de processos estocdsticos e recebe o nome de variancia,
no caso unidimensional, ou covaridncia, no caso multidimensional.

Desta forma, a matriz de covariancia de um vetor x € R”, tem dimensao
n X n e é definida por (Papoulis, 1984):

covlx] = E[(x - Elx])(x — E[x])"], (2.5)

sendo x” um vetor linha, resultado da transposicao do vetor coluna x.

Variaveis Gaussianas

Uma varigvel aleatéria  é chamada de gaussiana® ou normal quando
sua funcdo densidade de probabilidade® (PDF), do inglés probability density
function, é expressa por (Peebles, 1993):

1 —\2 2
fz(x) = ¢ @®)20: (2.6)

\/2mo?

'Em homenagem ao matem4tico alemao Johann Friedrich Carl Gauss (1777-1855).
2A func¢do densidade de probabilidade é definida como a derivada da fun¢do distribuicdo
de probabilidade.




14 2 Estimacgao Recursiva

sendo que 0, = y/cov[z]| e T sdo constantes reais, representando respectiva-
mente o desvio padrao e a média da variavel x.

A PDF de uma varidavel gaussiana apresenta o formato de um sino con-
forme pode ser visto na Figura 2.1.

£,00

Figura 2.1: Funcio densidade de probabilidade gaussiana. Esta curva foi gerada
com T = 6, o, = 4, e z variando no intervalo de —5 a 15. O ponto A
corresponde ao valor de Z no eixo z € & constante —= = 10 €ixX0 fy.

ToZ
Os pontos B e C equivalem & constante \;’&)—72 no eixo f, € no eixo
T

x, correspondem respectivamente a (T — o) e (T + oy)-

A razdo pela qual se opta por representar o ruido usando-se uma va-
ridvel gaussiana é de origem fisica: o ruido geralmente é causado por um
somatorio de pequenas fontes de perturbacao. Pode ser demonstrado ma-
tematicamente® que quando uma certa quantidade de varidveis aleatérias
sao somadas, o efeito global pode ser representado por uma PDF gaussiana
(Kennedy and Neville, 1986). Nenhum ruido real pode ser verdadeiramente
gaussiano pelo fato de todo ruido ter amplitude limitada, ao contrario do que
exige a distribuicao gaussiana. Entretanto, a distribuicao gaussiana ainda é
uma boa aproximacao pelas razoes indicadas.

A representacao da maior parte das funcoes densidade de probabilidade
exige um nimero infinito de momentos, a fim de que o formato da curva seja

3Teorema do limite central (Peebles, 1993).
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completamente determinado. Entretanto, para que se possa representar uma
PDF gaussiana sdo necessdrios apenas os momentos de primeira e de segunda
ordem, ou seja, média e covariancia. Esse fato é de grande importancia no
procedimento do KF, conforme podera ser constatado no decorrer deste tra-
balho. E possivel atribuir valores aproximados para T e o, em situacoes reais.
Por essa razao, a representacao de ruido por meio de uma PDF gaussiana é
comum em problemas de engenharia.

O Ruido Branco

O termo branco implica que os valores do ruido nao sao correlacionados no
tempo, ou seja, a partir do registro historico do ruido, nao é possivel predizer
qual serd o proximo valor. Um ruido branco apresenta poténcia espectral
teoricamente constante em todas as freqiiéncias, o que implica um sinal com
poténcia infinita. Como a poténcia de qualquer sinal é limitada, ruido branco
nao existe na realidade.

A razao por se trabalhar com ruido branco é que qualquer sistema tem
uma certa faixa de passagem de freqiiéncias de interesse, ou seja, uma faixa na
qual ele pode responder as entradas aplicadas. Fora dessa faixa, a entrada
nao produz efeito significativo na saida. Dessa forma, dentro da faixa de
passagem de interesse, o ruido pode ser considerado branco, pois apresenta
poténcia constante em todas as freqiiéncias. FEsta hipdtese traduz-se, na
pratica, em maior facilidade na manipulagao das equagoes que descrevem o
sistema estocdstico.

2.2.3 A Abordagem Bayesiana

A aplicagdo de métodos estatisticos em problemas de engenharia pode ser
feita por meio de dois tipos de abordagem distintos:

1. estatistica clédssica (ou freqiientista);
2. estatistica Bayesiana.

A estatistica cldssica ignora quaisquer informacoes existentes antes da
realizagao de um determinado experimento. Ja a estatistica Bayesiana leva
em consideracdo o conhecimento a priori,* na forma de funcoes de densidade
de probabilidade (PDF).

*Informacdo disponivel antes da realizacdo do experimento.
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Embora bastante diferentes, ambas as abordagens tém seus campos espe-
cificos de aplicacao, o que quer dizer que nao se deve esperar que uma seja
melhor do que a outra. Todavia, algumas observagoes podem ser feitas com
respeito a vantagens e desvantagens de cada abordagem (Bekman and Costa,
1980):

e alguns dos procedimentos da estatistica classica s6 apresentam bons
resultados com grandes amostras, ou seja, muitas observagoes; esta
exigéncia nao é restricdo para os procedimentos Bayesianos;

e por outro lado, em varios casos, a abordagem Bayesiana esbarra na di-
ficuldade matematica oriunda de seu procedimento, como por exemplo,
na especificagdo da PDF inicial (Jaynes, 1996).

O Teorema de Bayes

A base da teoria Bayesiana pode ser representada pelo Teorema de Bayes.?
O teorema se baseia em alguns conceitos estatisticos, como probabilidade
condicional e probabilidade total.

A probabilidade condicional de um evento B,,, dado A, sendo que o indice
n se refere ao n-ésimo evento mutuamente exclusivo, é expressa por:

P(B, N A)

P(BIA) = = 5™

(2.7)
sendo que B, N A representa a intersecgdo entre B, e A, e P(A) # 0. De
forma andloga, pode-se escrever:

P(ANB,)

P(A|Bn) = P(Bn) ,

(2.8)

sendo P(B,) # 0. Os termos P(B,|A) e P(A|B,) indicam que a probabili-

dade do primeiro evento dentro dos parénteses, depende do segundo evento.
A probabilidade total de um evento A é dada por:

N

P(4) = 3" P(AIB,)P(B,). (29)

n=1

5Teorema proposto pelo tedlogo e matemé4tico inglés Thomas Bayes (1702-1761).
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A partir das equagoes (2.7) e (2.8) obtém-se uma das formas do Teorema de
Bayes (Peebles, 1993):

P(A|B,)P(Bn)
P(A)

P(B,|A) = (2.10)

Substituindo a equagao (2.9) em (2.10) pode-se obter uma outra representa-
¢ao deste teorema (Peebles, 1993; Bekman and Costa, 1980):

P(A|B,)P(By)

PBA) = S~ pAB,)P(B,) (211)

O Teorema de Bayes calcula novas probabilidades de ocorréncia dos even-
tos B, em funcao do conhecimento adquirido, representado pela realizacao
do evento A. O termo P(B,) representa a probabilidade a priori, ou seja,
a probabilidade de ocorréncia de B, sem considerar o evento A. A expres-
sao P(B,|A) representa a probabilidade a posteriori, que pode ser entendida
como sendo a probabilidade de ocorréncia dos eventos B,, levando-se em conta
a ocorréncia do evento A.

A partir do Teorema de Bayes, pode-se chegar a duas conclusdes impor-
tantes (Bekman and Costa, 1980):

e a probabilidade ndo representa um estado das coisas (ou da natureza),
mas sim um estado de conhecimento sobre o sistema;

e a partir do Teorema de Bayes é possivel desenvolver toda a teoria da
inferéncia estatistica,® uma vez que se pode atualizar as atribuicoes de
probabilidade sempre que forem obtidas novas informagoes relevantes.

Abordagem Bayesiana na Estimacao Recursiva

Os problemas de estimacao recursiva podem ser tratados em uma abor-
dagem Bayesiana, como sera visto no decorrer deste trabalho. Em problemas
desse tipo ocorrem sucessivas atualizagoes na PDF das varidveis que estao
sendo estimadas, a medida em que novos dados medidos sao disponibiliza-
dos. Esse procedimento serd visto com maior clareza no algoritmo do KF,
na secao 2.4.2.

6Inferéncia estatistica pode ser entendida como sendo o processo de raciocinio pelo
qual se procura tirar conclusdes sobre o universo de interesse a partir do conhecimento de
amostras.
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As atualizacoes da PDF trazem novas informacoes sobre o sistema, as
quais podem ser incorporadas ao modelo a partir do Teorema de Bayes. Um
estimador recursivo genérico, na abordagem Bayesiana, ¢ implementado em
duas etapas (Arulampalam et al., 2002):

1. Predicao ou propagacao temporal da PDF.

Inicialmente conhece-se

P(X-1|Y0; Y15 -y Yi-1)- (2.12)

Considerando que (xg, X1, ...,X;_1) é uma seqiiéncia de Markov de pri-
meira ordem (isto é, P(Xg|Xg_1,Xg—2,...,Xo) = P(Xg|Xk_1)), é possivel
calcular a nova PDF, resultado da evolucao temporal do sistema, a
partir da equacdo de Chapman-Kolmogorov (Papoulis, 1984):

P(Xi|yo,¥1, - Yk-1) = /P(Xk\xk—l)P(Xk—l\yO, Vi, Yi—1)dXp_1.
(2.13)
Neste caso, usou-se o fato de que

P(xXp|Xk-1,¥0, Y15 -, Y1) = P(Xp|Xp1)-

2. Corregao ou atualizacgao.

Apé6s a obtencao da medicao yy, usando-se o Teorema de Bayes, é
possivel escrever que:

P(yi|xk) P(Xk|¥0, Y15 s Y1)
P(Yk‘YO,Yb---aYk—ﬂ ’

P(X/C|y0a Yi,--3¥Yk—-1, Yk)

(2.14)
— P(yk|xk)P(xk|y05y15"'aYk—l)
fP(Yk|Xk)P(Xk|YOaY1a--->Yk—1)dxk'

Salienta-se que P(xx|x; 1) na equagao (2.13) serd determinada pela equa-
¢ao dindmica do sistema (2.1a) e pelas caracteristicas estatisticas do ruido
de processo. Ja P(yx|xx) na equagdo (2.14) serd determinada pela equagao
de medicao (2.1b) e pelas caracteristicas estatisticas do ruido de medigao.
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2.3 Estimadores Recursivos para
Identificacao de Sistemas

A TIdentificagdo de Sistemas é o estudo dos procedimentos que permi-
tem desenvolver modelos matematicos a partir de dados e sinais observados
(Aguirre, 2000). As etapas do processo de identificagdo sdo as seguintes:

1. testes dinamicos e coleta de dados;

2. escolha da representacao matematica;
3. determinacao da estrutura do modelo;
4. estimacao de parametros;

5. validacao do modelo.

Ap6s escolhida a representacao matematica e determinada a estrutura
do modelo, torna-se necessario estimar os parametros do modelo a partir
dos dados coletados. Essa estimagao pode ser feita usando-se estimadores
recursivos. Um dos estimadores recursivos mais importantes e mais utilizados
em aplicagoes praticas é o estimador recursivo de minimos quadrados.

Antes de se apresentar este estimador, serd mostrado um algoritmo ge-
ral para estimagao recursiva conhecido como atualiza¢ao recursiva (Norton,
1986). Os estimadores recursivos apresentados nesta secdo, serdo abordados
na visao dos principios da estatistica cldssica ou freqiientista.

2.3.1 Atualizacao Recursiva

Atualizacgao recursiva é um algoritmo capaz de estimar recursivamente os
parametros de um modelo pré-definido. Para que se possa obter as equacoes
desse algoritmo deve-se considerar um determinado modelo para o sistema a
ser identificado: y(k) = ¥" 0 + e(k), sendo y(k) o sinal medido, ¥ o vetor
de regressores, 8 o vetor de parametros e e(k) é o ruido de medigao. As
propriedades estatisticas do ruido sdo: Ele(k)] = 0 e cov[e(k)] = R, sendo
E[-] o operador esperan¢a matemadtica e cov[:] a covariancia.

A partir de uma estimativa 0, para os parametros, este sistema pode ser
representado pela seguinte equagao:

y(k) =y (k — 1)8 + £(k), (2.15)
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sendo que y(k) é a saida medida, ¥, (k — 1) é o vetor de regressores formado
na iteragcao k£ com informagao disponivel até a iteracao k — 1, 0, é o vetor de
parametros estimados e £(k) é o valor do residuo resultante da estimagao.

O principio bésico dos estimadores recursivos ¢ o cdlculo de grandezas em
um determinado instante k£ em funcao de valores obtidos no passado. Desta
maneira, torna-se necessario expressar ék em funcao do tltimo valor estimado
ék—l de forma tal que a nova estimativa incorpore informacao atualizada
obtida da medicao y(k). A expressao obtida é a seguinte:

As matrizes Ji e Kj devem ser determinadas garantindo que 0 seja uma
boa estimativa sob dois pontos de vista:

1. @), deve ser nao polarizado, isto €, limy_,,, 0y = 6.

2. cov[@y] deve ser tdo pequena quanto possivel.

Levando-se em consideragdo as duas restrigoes citadas acima é possivel,
apés algumas manipulacoes algébricas, obter-se um algoritmo recursivo para
a estimagao do vetor 8 (Aguirre, 2000):

{(k = Fk—l’lbk( & Pe_11py, +AR)_1;
Ok = ek,1 + Kk(y(k) - 1/)£0k,1); (217)
P, = (I — Kb, )P (I — Ky, )" + K RKY.

Neste algoritmo Py é a matriz de covariancia do vetor de parametros estima-
dos: P, = cov[@] e R é a matriz de covariancia do ruido: R = cov[e(k)]. Os
elementos da diagonal principal da matriz de covariancia Py sao as variancias
dos respectivos elementos no vetor de parametros e, portanto, indicam o grau
de confianca que se tem nos valores estimados dos elementos de 0.

O algoritmo recursivo (2.17) precisa ser iniciado antes de se realizar a
primeira iteracao. Para que a escolha da condigao inicial 0, nio afete signifi-
cativamente a qualidade da estimacao, os elementos de P, devem ser iniciados
com valores suficientemente elevados (Aguirre, 2000). Desta forma, uma boa
maneira de se inicializar o algoritmo recursivo é usar um vetor de parametros
nulo e uma matriz de covariancia diagonal com elementos de valor elevado.
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2.3.2 O Estimador Recursivo de Minimos Quadrados

O estimador recursivo de minimos quadrados, como o proprio nome in-
dica, se baseia no estimador de minimos quadrados.”

O estimador de minimos quadrados pode ser expresso pela seguinte equa-
¢ao:

6= Zzb(z‘—l)wT(i—l)] [Z¢(i—1)y(i)], (2:18)

sendo que,

4 -1

Pe = |3 $li-Dg'G-1)| (2.19)

B = Yol 0w - 1| + (k- 09T - )

= Pl +k-1y" (k1) (2.20)

Fazendo-se as substituigdes expressas nas equacoes (2.19) e (2.20), pode-se
reescrever a equagao (2.18) da seguinte maneira:

k—1

B = P | S w(i— Dy(i) + bk — Dy(k) | (2.21)

i=1

Apés algumas operagoes algébricas é possivel obter uma expressao para cél-
culo do vetor de parametros estimados 8y, de forma recursiva:

~

0, = Pk[P;;_llékﬂ + (k= 1)y(k)]
= 0, + Pup(k —1)[y(k) — v" (k — 1)ék—1]
G+ (k). (222)

sendo K, = Pyap(k—1) uma matriz de ganho e (k) = y(k) — 7 (k — 1)8;_,
o erro de predicao cometido pelo modelo ao predizer o valor medido corres-
pondente ao instante k, usando o vetor de parametros conhecido no instante
anterior. Este termo é conhecido como inovagao.

Com o intuito de evitar a inversao da matriz na equagao (2.19), a cada

"Este algoritmo é utilizado para realizar estimacdo de pardmetros em batelada.
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iteracao do algoritmo, pode-se expressar P, de outra forma:®

Po=P1— Ptk —1) [T (k= 1)P tp(k— 1) + 1] 47 (k — 1) Py .
(2.23)

A partir da equacdo (2.20) obtém-se Kj:
K = Pe1plk — 1) (2.24)

Pl (k—1)Pp(k—1)+1

Organizando as equagdes obtidas e observando que v, = (k — 1) obtém-se
o algoritmo do estimador recursivo de minimos quadrados:

K, = Py 194,

n k T%Pk—lwk—f-l .

0 = Op 1+ Ky[y(k) — 0 1] (- (2.25)
Py = P — Kppp Py

2.4 O Filtro de Kalman

Na secao 2.3, estimadores recursivos foram apresentados como ferramen-
tas capazes de estimar parametros de modelos em problemas de identificacao.
Nesta se¢ao, introduz-se uma outra classe de problemas, na qual o algoritmo
estimador passa a ter uma func¢do um pouco diferente. O objetivo agora é
estimar as varidveis de estado® de sistemas representados por modelos em
espaco de estados. Tal procedimento é muito 1til em situacoes nas quais é
desejavel que todas as varidveis de estado do modelo estejam disponiveis. A
medicao direta de todos os estados é uma tarefa impossivel em muitas apli-
cagoes reais, fazendo com que se torne necessario estima-los. Essa estimacao
pode ser realizada por estimadores recursivos apropriados, de maneira ana-
loga a estimacao de parametros realizada em procedimentos de Identificacao
de Sistemas.

Os problemas de estimacao de estados geralmente sao abordados de trés
maneiras distintas, e para cada uma dessas abordagens é usado um termo
diferente na literatura. Para que se possa fazer uma distincdo entre esses
termos ¢ interessante considerar a seguinte situagao. Um sinal y, = y} + ey,
sendo g, uma parcela ideal sem ruido e e, uma parcela de ruido, é medido de

8Esta representacdo é obtida aplicando-se o lema da inversdo (Aguirre, 2000).
9Neste trabalho as varidveis de estado de um modelo também serdo chamadas simples-
mente de estados ou varidveis.
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forma que todos os valores ¥, ..., yx sao conhecidos. A partir dessa medi¢ao, o
que se pode inferir com relacao ao valor do sinal em um determinado instante
kq, que pode ser menor, igual ou maior que k7 A determinacao do instante
até o qual se deseja estimar da origem a trés termos diferentes, normalmente
encontrados na literatura quando o assunto é estimacdo de estados:

1. k, < k. Deseja-se estimar os valores apenas do passado dos estados.
Este é um problema de interpolacao.

2. k, = k. Estimacao de valores do presente. O estimador, nesses casos,
é chamado de filtro.

3. k, > k. Quando necessita-se dos valores dos estados em instantes
futuros, usa-se o termo predicdo.

O algoritmo recursivo que serd introduzido nesta secao é conhecido na li-
teratura como sendo um filtro. Entretanto, sabe-se que ele é capaz de realizar
estimacao de valores dos estados nos instantes presente, passado e futuro. Tal
procedimento foi proposto pela primeira vez em um importante trabalho de
um dos maiores pesquisadores da drea de controle: Rudolph Emil Kalman.!°

Em seu trabalho, Kalman descreve uma nova abordagem para problemas
de filtragem linear e predi¢do (Kalman, 1960). Por este motivo o algoritmo
recebe o nome de Filtro de Kalman (KF). Ele é definido como um algoritmo
recursivo dtimo capaz de estimar os estados de um sistema dinamico linear!!
perturbado por ruido (de processo e de medicdo) branco e gaussiano.'> O
termo oJtimo, neste caso, significa que o KF calcula as estimativas para as
variaveis minimizando o valor esperado da soma quadratica dos residuos de
estimagao. Serd visto que esta minimizagdo equivale a minimizar a matriz
de covariancia dos estados.

Na secao 2.4.1 serd feita uma breve descrigao do algoritmo, mostrando
como Kalman obteve uma nova solucao para a classe de problemas em ques-
tao.

10No apéndice A, encontra-se uma breve biografia de Kalman.

1No capitulo 3 serdo apresentados algoritmos baseados no KF préprios para aplicacio
em sistemas dindmicos ndo-lineares.

12Uma rapida explicacio sobre esses modelos de ruido pode ser encontrada nas secdes
2.2.1e2.2.2.
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2.4.1 O Algoritmo

A funcdo do Filtro de Kalman é estimar as varidveis de estado de siste-
mas lineares a partir de medicoes contaminadas por ruido. Para facilitar a
compreensao do algoritmo, ele serd apresentado considerando-se um sistema
unidimensional (Joseph, 1999), ou seja, tem-se apenas uma varidvel a esti-
mar. Dessa forma, as grandezas envolvidas deixam de ser vetores, passando
a ser escalares.

Deseja-se estimar os valores de uma certa variavel aleatoria escalar zy, a
qual satisfaz a seguinte equacao linear:

Tp =0 Tp—1 + Wk_1, (2.26)

sendo que a tem valor conhecido e wy,_; é ruido branco, gaussiano, de média
zero e variancia q.

O primeiro passo € inicializar o algoritmo de forma adequada. Considera-
se que a melhor estimativa inicial para x é conhecida, e sera representada por
Zo. Entretanto, supode-se que haja um erro entre o valor real de zy e o valor
estimado g, cuja variancia pode ser expressa por:

Po = E[.T() — .%0]2. (227)

De posse das condigoes iniciais, é possivel calcular uma estimativa para
a amostra seguinte, que sera designada por Z;. De acordo com a equacao
(2.26), verifica-se que o valor real dessa amostra é:

T = a Ty + wo. (2.28)
Segundo Kalman, a melhor estimativa para x; é:
531 =a .’f?o. (229)

E possivel constatar que essa é realmente a melhor estimativa, levando-se em
conta o conjunto de informacoes que se tem disponiveis até entdao, pois nao
ha como atribuir outro valor a wy que nao seja a média, definida como sendo
nula.
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A variancia do erro de estimacgao de z; é dada por:

o= E[ﬂh - j1]2,
= Ela zo +wy — a &)?,

= a2 E[.Z‘o — fo]Z + E[’LUO]2 + 2a E[(.??O — i‘o)’wo].

Como nao ha correlacao entre w e x, o dltimo termo na equacao anterior é
nulo e a expressao simplificada é:

P =a’po+q. (2.30)

Na etapa seguinte, obtém-se uma medida da variavel x, contaminada por
ruido, conforme a seguinte equacao:

Y1 =cx+e, (2.31)

sendo que y; é a amostra do sinal medido, ¢ é uma constante conhecida e e;
ruido branco, cuja variancia é r. Caso o valor de y; fosse estimado antes de
se obter a medida, esse seria:

Y1 =c 1. (2.32)

De acordo com as equagcoes (2.29) e (2.32), Z; e §; foram obtidos a partir
de valores obtidos no passado, ou seja, o nesse caso. Por esse motivo essas
equacoes sao chamadas de equacdes de predicdo.

Segundo Kalman, a partir da medigdo ¥;, é possivel obter uma nova
estimativa para z;, de acordo com a seguinte expressao:

A ~

&1 = T+ ki(y — D),
= .’i‘l + kl(yl — C fl), (233)

sendo que k; € o ganho de Kalman para o instante k = 1.
O termo y; — %1, conhecido como inovacdo, representa o erro ao estimar
Y1, sendo portanto proveniente de duas fontes:

1. ruido de medigao (equacao 2.31);
2. erro ao calcular #; (equacao 2.29).

Pode-se verificar, observando a equacao (2.33), que o erro é multiplicado por
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um ganho k&, para entao ser adicionado a estimativa anterior z;, de forma tal
que essa estimativa é corrigida. Por esse motivo, a equagio (2.33) é chamada
de equacdo de corregao.

Para calcular o ganho k; deve-se levar em consideragao a variancia do
erro de estimacao:

Elxi — %1 = E[x1— % —ki(y1 —c 31)]%
= E[a:l—i"l—kl(c x|+ e —Cfﬁl)]Q,
= E[(l —C K1)2($1 — .’2'1)2 + (k1€1)2],
pr = pi(l—chk)?+r k. (2.34)

Para que o erro de estimacao seja minimo e Z seja uma estimativa 6tima, é
preciso minimizar o valor de p; na equacdo (2.34). Isso é feito derivando-se
p1 em relagao a k; e igualando-se a expressao resultante a zero. Seguindo-se
esse desenvolvimento, verifica-se que o ganho de Kalman é dado por:

ki =cpi(cp+r)7h (2.35)

As equagbes (2.29), (2.30), (2.32), (2.33), (2.34) e (2.35), reescritas de
forma generalizada, podem ser reunidas compondo o algoritmo recursivo que
recebe o nome de Filtro de Kalman:

.i‘k = a -%k—l

Ue = €y

ﬁkz = a'2~pk—1 j‘ q ~ \ (236)
ky = cpp(c®pr+71)7t

Pr = ﬁk(l —C k‘k)Q —+r k‘]%

Ty = Tp+k (Yk— k)

A fim de que possa ser aplicado em sistemas multidimensionais, torna-
se necessario fazer pequenas alteracoes no algoritmo (2.36) permitindo que
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sejam realizadas algumas operacoes matriciais:
~ ~ )
Xy = AXp
Vi C x
P, = AP_1 AT+Q

, (2.37)

Ky, = P,CT(CP,CT+R)!
P = I-K,C)PB (I-K,C)" + Ky RE"
Xy = Xp+ Kip(yr — i) J

Na secao seguinte o algoritmo sera desenvolvido para aplicagao em siste-
mas multidimensionais, porém seguindo uma outra linha de raciocinio, que
é a abordagem Bayesiana.

2.4.2 O Algoritmo em uma Abordagem Bayesiana

Na se¢ao 2.4.1 apresentou-se o algoritmo do Filtro de Kalman (KF) em
uma abordagem cléssica. Esse algoritmo é abordado na literatura de diversas
formas diferentes, porém com o mesmo objetivo: obter a melhor estimativa
das varidveis desejadas a partir de medigoes ruidosas.

Seguindo uma abordagem Bayesiana, o que o filtro faz é determinar a
fungao densidade de probabilidade a posteriori P(xk|y1,Yyo,-.-Yk) € sua evo-
lugdo no tempo (Peterka, 1981). Esta abordagem é baseada no Teorema de
Bayes, descrito na secao 2.2.3. Nesta secao, o KF sera descrito no contexto
da estimacao Bayesiana.

Seja o sistema linear de ordem n representado pelo seguinte modelo:

{ Xp = A Xp_1 + W1,

2.38
Y = C Xi + €. ( )

sendo x; o vetor de estados de dimensao n X 1 e y; o vetor de saidas. O
ruido de processo e o de observagao, representados respectivamente por wy_;
e e, sao processos aleatérios nao-correlacionados e gaussianos. A e C sao
matrizes constantes de dimensao n X n.

O ruido afeta o sistema de forma tal que os proprios estados se tornam
variaveis aleatérias. Pelo fato de o sistema ser linear, a PDF que esta sendo
propagada é gaussiana em todas as observagoes até o instante k& (Bar-Shalom
and Fortmann, 1988). Uma PDF gaussiana pode ser completamente descrita
por sua média e variancia (ver se¢do 2.2.2), o que justifica o fato de ser
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suficiente se estudar apenas a evolucao dessas duas grandezas ao invés de
todos os momentos, que por serem possivelmente infinitos, impossibilitariam
a solucao do problema.

Conforme pode ser constatado nas secoes 2.2.3 e 2.4.1, o KF é composto
por duas etapas:

1. predicgao;
2. correcao.

A partir das equacoes de estado do modelo, durante a etapa de predicao
calcula-se a média da PDF, ou seja, a predicao para a estimativa do estado
Xk—1 € a observagdo associada a ela Jj 1, usando informagao de todas as
observacoes a priori, ou seja, observagoes tomadas até o instante £ — 1, e
designada por:

Yk*l =Y, ¥2 -, Yk—1- (239)

As predicoes 6timas sao dadas pelas operagoes conhecidas como esperanca
matemdtica condicional expressas pelas equagdes abaixo (Bar-Shalom and
Fortmann, 1988):

Kpp—1 = E[xp|Yio1] = E[A x3_1[ Y1), (2.40)
Vik—1 = Elye|Ye1] = E[C x4 |Yj_1]. (2.41)

Como o sistema é linear, as equagoes (2.40) e (2.41) podem ser resolvidas
analiticamente, ou seja:

fck|k:—1 = E[A Xk—l‘y;c—l] = A E[Xk_1|Yk_1] = A fck—1|k—1- (242)

Observando-se a equagao anterior, verifica-se que o estado predito no instante
k é funcao da predicao no instante anterior £ — 1.

As matrizes de covariancia ou erros de predicao sao calculadas pelas equa-
coes:

Pyt = E[(xk — Rijp—1) (x5 — Rijp—1)" | Ya-1], (2.43)
Py = Ellyk = Fur-1)(yr — Fipe—1) " [Yi—1], (2.44)
Pﬁﬁl = Ef(xy - ik|k—1)()’k - S’k|k71)T|Yk_1]. (2.45)

Um modelo nunca é capaz de representar perfeitamente todas as carac-
teristicas do comportamento de um determinado sistema. As imperfeicoes
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inerentes ao modelo podem provocar um significativo acimulo de erros, o
que justifica a necessidade de uma etapa de correcdo no algoritmo do KF
(Brunke, 2001). A etapa de correcdo atualiza as prediges para o estado e
erro de estimacao usando a nova observacao yy:

Xk = Kijp—1 + Ki(Ye — Trk-1), (2.46)
Poe = Pur—1 — Ky Bl K. (2.47)

A equagao (2.46) equivale a equagao (2.37f), definida na se¢ao anterior, pois
Rik-1 = Xk € Ypr-1 = Yk Existe também uma relagdo entre a equacio
(2.47) e (2.37e). A prova da correspondéncia entre essas duas equagdes pode
ser obtida a partir da equagao (2.44).

As incertezas provenientes dos erros gerados durante a etapa de predicao
sao levadas em consideracao e corrigidas usando-se a matriz do ganho de
Kalman, dada pela equacao abaixo:

Kp= (Pry )Py D) (2.48)
que atua como sendo um peso para a inova¢io yr — ¥rr—1 em (2.46). O
ganho de Kalman escrito desta forma, é equivalente a equagao (2.37d). Isso
pode ser demonstrado a partir de um extenso desenvolvimento matematico,
ap6s substituicdo das equagdes (2.44) e (2.45) em (2.48).

As equagbes (2.46), (2.47) e (2.48) podem ser agrupadas e colocadas em
uma ordem apropriada, constituindo a etapa de correcao do algoritmo do KF
em uma abordagem Bayesiana:

Ky = (PIjZ—1)(PIZ|Z—1)_1
Pur = DPpp—1 — Ky Py, Kif : (2.49)

Xejek = Kie—1 + Ki (Y — Frje—1)

Partindo de condigoes iniciais para o vetor de estados e sua matriz de
covariancia, o algoritmo estima recursivamente o vetor de estados Xy e a
matriz Py, usando as informagoes disponibilizadas pelas novas medidas yy.
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2.5 Conclusoes

Neste capitulo foram apresentados alguns conceitos basicos sobre mo-
delagem estocastica e abordagem Bayesiana para problemas de estimacao
recursiva. Estes conceitos foram apresentados com o intuito de tornar mais
clara a estrutura dos algoritmos estudados.

Foram apresentados dois estimadores recursivos para aplicacdo em pro-
blemas de Identificacdo de Sistemas, dentre os quais se destaca o estimador
recursivo de minimos quadrados, um dos mais utilizados em aplicagoes pra-
ticas.

O tema central do capitulo foi a descricao de um estimador recursivo capaz
de estimar as varidveis de estado de sistemas lineares: o Filtro de Kalman
(Kalman, 1960). Essa descri¢ao foi apresentada levando-se em consideracao
um sistema unidimensional, o que deixa o principio de funcionamento do
algoritmo claro e intuitivo. O KF também foi analisado em uma abordagem
Bayesiana.

O KF, da forma em que foi proposto originalmente, ndo pode ser aplicado
em sistemas representados por modelos nao-lineares. Para ampliar a classe
de problemas nos quais o método pode ser usado, foram propostas algumas
variagoes do algoritmo original, tema este que serd assunto do préximo capi-
tulo.



Capitulo 3

O Filtro de Kalman para
Sistemas Nao-Lineares

“Aprendemos a voar como pdssaros, e a nadar como
peizes, mas nao aprendemos a conviver como irmaos.”

Martin Luther King

3.1 Introducao

Conforme visto no capitulo 2, o Filtro de Kalman (KF) é um algoritmo
recursivo muito eficiente, capaz de estimar de forma étima os estados de
sistemas lineares. No KF, toda a informacao disponibilizada é incorporada a
partir de medigoes ruidosas para estimar as variaveis desejadas. Pressupoe-se
que o sistema seja perturbado por ruido branco e gaussiano, de forma que os
estados possam ser tratados como varidveis aleatdrias gaussianas. O carater
6timo da estimacgao depende criticamente destes pressupostos.

O que acontece se 0 processo a ser estimado e/ou a relagao entre o pro-
cesso e as medigOes apresentarem uma dinamica nao-linear? Esta pergunta
pode ser respondida considerando-se que transformagoes nao-lineares de va-
ridveis aleatérias gaussianas nao sao necessariamente gaussianas. Além disso,
o algoritmo classico do KF foi concebido para sistemas lineares, o que impede
o uso direto do KF original em sistemas nao-lineares.

A fim de se obter uma solucao 6tima para o problema de estimagao em
sistemas nao-lineares seria necessaria uma descricao completa da funcao den-
sidade de probabilidade condicional dos valores estimados, a cada iteracao
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(Kushner, 1967b). Infelizmente, esta descrigdo completa exigiria o estudo da
evolucao de um numero infinito de momentos da distribuicao de probabili-
dade, o que faz com que seja mais viavel algum tipo de linearizagao. Por este
motivo, os problemas de estimacao para essa classe de sistemas nao podem
apresentar solucoes 6timas.

Vérias aproximacoes foram propostas no passado, e também recentemente
(Kushner, 1967a; Sorenson and Stubberud, 1968; Jazwinski, 1970; Maybeck,
1982; Daum, 1988; Gordon et al., 1993; Julier and Uhlmann, 1997).

E importante destacar que algumas das aplicagoes mais interessantes e
que obtiveram resultados bastante satisfatorios com a aplicagao do KF sao
exatamente aquelas nas quais algum tipo de nao-linearidade se faz presente.

Neste capitulo serao abordadas duas extensoes do KF para sistemas nao-
lineares. Essas técnicas sao conhecidas como:

e Filtro de Kalman Estendido (EKF);*

e Filtro de Kalman Unscented (UKF).?

Além de realizarem estimacao de estados de sistemas nao-lineares, os
dois algoritmos mencionados também sao dotados da capacidade de estimar
os parametros do modelo.

O EKF é um algoritmo que se caracteriza por ser uma simples extensao do
KF para aplicagao em sistemas nao-lineares. Este algoritmo é, possivelmente,
o mais conhecido e mais utilizado na maior parte das aplicagoes.

Por outro lado, o UKF é um algoritmo proposto recentemente por Julier
e Uhlmann (Julier and Uhlmann, 1997), como alternativa para solucionar os
problemas apresentados pelo EKF. Estes problemas vao desde dificuldades
de implementacao até divergéncia de resultados, passando também por falta
de precisao, como conseqiiéncia dos procedimentos de linearizacao.

Nas se¢oes seguintes serao apresentados os algoritmos EKF e UKF. Em
seguida, serao mostrados dois exemplos de aplicagao do UKF, destacando os
bons resultados obtidos na estimacao de estados e parametros de sistemas
nao-lineares simulados.

L Extended Kalman Filter.
2 Unscented Kalman Filter.
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3.2 O Filtro de Kalman Estendido

O Filtro de Kalman Estendido (EKF) é uma extensao do algoritmo do
KF, proposta para aplicacao em sistemas nao-lineares. O algoritmo se baseia
na linearizacao das funcoes, gerando um novo sistema linear aproximado, a
partir do qual se torna possivel a aplica¢do do KF classico (Welch and Bishop,
2002; Morrell, 1997). Este procedimento serd explicado a seguir.

O sistema nao-linear discreto pode ser representado pelo seguinte modelo:

Xp = f(Xp_1) + W1,

Vi = h(xg)+ ey,

sendo que X € o vetor de estados e y, o vetor de saidas. Os vetores wy_; e
e, representam, respectivamente, ruido de processo e ruido de observacao, e
sao processos aleatorios nao-correlacionados e gaussianos.

A nao-linearidade pode entrar no problema na dinamica do processo, por
meio da fun¢do nao-linear f em (3.1), ou na equagao de observacao (3.2) por
meio da fung¢éo nio-linear A (Brown and Hwang, 1997).

Um novo sistema, porém linear, pode ser gerado a partir das equagoes
(3.1) e (3.2) da seguinte maneira. Seja xj um vetor de referéncia, a principio
escolhido arbitrariamente. Esse vetor pode ser expresso pela equacdo (3.1)
sem o termo referente ao ruido wy_:

X = f(x%1)- (3-3)
A diferenca entre x;, e x; é definida como:

O = X — X (3.4)
Substituindo as equagoes (3.1) e (3.3) em (3.4), obtém-se:

(5k = X — X;;
= f(xk1) +Wr1 — f(x5_)- (3.5)

E possivel obter uma aproximagcao linear para a equagao (3.5) a partir de



34 3 O Filtro de Kalman para Sistemas Nao-Lineares

uma expansio em série de Taylor® de f(xj_;) em torno de x}_;:

f(xka) = f(Xg1) + Froa (1 = X50), (3.6)

sendo Fj ; a matriz jacobiana:

Fp_q = 4X . (3.7)

ox o
X=Xp_1

Substituindo a equagao (3.6) em (3.5) obtém-se uma equacao de diferencas
linear:

Or ~ f(x 1)+ Fea(xp1—x5 1) +wWe1— f(x5 )
= Fp 10k 1 +WwWp 1. (3.8)

De maneira muito semelhante é possivel obter uma aproximacao linear
para a equacao (3.2). O termo nao-linear h(xy) pode ser aproximado por:

h(xk) &~ h(xg) + Hy(x, — %), (3.9)

sendo Hj a matriz jacobiana:

H, = %) . (3.10)

9x X=XJ,
A equagao de observagao (3.2) pode entao ser expressa como:

Vi & h(x}) + Hp(xr — x3) + €, (3.11)

3A expansdo de uma fungdo f(z), em série de Taylor, em torno de um ponto zg, é
definida pela seguinte expressio:

f(z) = fzo) + 52&“ (z — zo) + termos de ordem superior em (z — o).
T=TQ




3.2 O Filtro de Kalman Estendido 35

a partir da qual obtém-se uma equacao linear para a nova variavel v:

vi = yr— h(xp)
= h(Xk) + €er — h(XZ)
Hk(Xk — XZ) -+ €L

Q

v, = H;é,+e;. (3.12)

As equagoes geradas por meio dos procedimentos de linearizagao acima po-
dem ser agrupadas compondo o seguinte modelo linear:

{ Ok = Fr_10k_1 + Wy_1, (3.13)

vy = Hy 6, + €.

Apés obtido este sistema linearizado, é possivel aplicar normalmente as
equacgoes do KF classico para calcular uma estimativa para o novo vetor de
estados Sk. Como Sk ¢ uma estimativa da diferenca entre x; e X}, a estimativa
do vetor original X, é calculada de acordo com a expressao:

%y, = X}, + Oy (3.14)

O vetor de referéncia x; varia a cada iteracdo. No primeiro passo ele é
escolhido como sendo o valor esperado do vetor x;. Desta forma,

E[do] = 0,
e a primeira estimativa para o vetor x é:

Nas préoximas iteragoes, x; deve ser atualizado com a estimativa obtida no
passo anterior: Xj_1.

Devido as aproximagoes realizadas, o EKF nao é capaz de fornecer uma
estimativa 6tima para o vetor de estados desejados, sendo estimativa étima
aquela que minimiza o valor esperado da soma quadratica dos residuos de
estimacao. Entretanto, a técnica se mostrou eficaz em diversas aplicagoes
diferentes envolvendo sistemas nao-lineares. Por outro lado, é sabido que
os procedimentos de linearizagao das equacoes podem conduzir a resultados
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insatisfatorios ou até mesmo a divergéncia do filtro. Além disso, o calculo
de matrizes jacobianas nao € trivial na maior parte das aplicagoes, o que
freqiientemente gera uma certa dificuldade na implementacao.

Essas falhas identificadas no EKF motivaram a busca por uma nova abor-
dagem para problemas de estimagado em sistemas nao-lineares baseada no KF.
Esse assunto sera tratado na préoxima secao.

3.3 O Filtro de Kalman Unscented

O Filtro de Kalman Unscented (UKF) foi proposto por Simon J. Julier
e Jeffrey K. Uhlmann com o intuito de superar os problemas verificados
quando se faz uso do EKF em determinadas aplicagdes (Julier and Uhlmann,
1996, 1997; Julier et al., 1995, 2000). Algumas modifica¢oes para o UKF
foram propostas posteriormente de forma a adapta-lo de acordo com o tipo
de aplicacao. As adaptacOes mais interessantes encontram-se nos trabalhos
de Eric A. Wan e Rudolph van der Merwe (Merwe and Wan, 2000, 2001a,b;
Merwe et al., 2000; Wan et al., 2000).

O UKF é um algoritmo capaz de realizar estimacao de estados em sistemas
dotados de alguma nao-linearidade, sem a necessidade de se linearizar as
fungoes presentes no modelo. Essa estimacgao se torna possivel gracas a uma
técnica de transformagdo que gera um conjunto finito de vetores que, ao
passarem por uma transformacgao nao-linear, apresentam média amostral e
covariancia amostral iguais a média e covariancia que seriam calculadas para
o novo conjunto de vetores transformados, supondo uma transformagao de
2% ordem. Esta técnica é conhecida como Transformacdo Unscented e sera
detalhada na préxima secao.

3.3.1 A Transformacao Unscented

A Transformagao Unscented (UT), do inglés Unscented Transformation,
é uma técnica que foi proposta por Julier e Uhlmann (Julier and Uhlmann,
1996) para calcular as propriedades estatisticas de varidveis aleatérias que
passam por alguma transformagao nao-linear.

O problema pode ser apresentado de forma mais especifica da seguinte
maneira: Uma variavel aleatéria x, de dimensao n, possui média e covariancia
representadas respectivamente por X e P. Deseja-se calcular a média y e a
covariancia PYY de uma variavel aleatéria y, de dimensao m, sendo que y
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estd relacionada a x por meio de uma funcao nao-linear g:
y = g(x). (3.16)

Segundo o autor, é muito mais simples aproximar uma distribui¢do gaussi-
ana do que linearizar uma funcao nao-linear arbitraria. Conforme ja foi dito
anteriormente (secdo 2.2.2), para que uma PDF gaussiana possa ser com-
pletamente descrita, sao necessarios apenas os momentos de primeira e de
segunda ordem, ou seja, média e covariancia. Desta forma, o objetivo passa
a ser o de encontrar alguma parametrizacao que ao mesmo tempo, capture
média e covariancia, permitindo a propagacao direta da informagao por meio
das equacoes nao-lineares.

O objetivo almejado pode ser alcancado, gerando-se um conjunto de veto-
res a partir das linhas ou colunas? das matrizes +v/nP, ou seja, das matrizes
compostas pela raiz quadrada positiva e negativa da matriz de covariancia P
multiplicada pela dimensao do vetor de variaveis aleatorias n.

Esse novo conjunto de vetores é normalmente representado pela matriz
n X 2n:

o=[VaP  —VaP|, (3.17)

sendo que cada coluna, isto é, cada vetor é conhecido na literatura como
Ponto Sigma (SP), do inglés Sigma Point. Por este motivo, alguns pesquisa-
dores tem o habito de se referir ao UKF como Sigma Points Kalman Filter
(SPKF) (Merwe and Wan, 2001a).

Devido a maneira como é construido, esse conjunto de vetores possui
covariancia amostral igual a P e média amostral zero. Desta forma, basta
adicionar a média X a cada coluna da matriz ¢ para que o novo conjunto de
vetores formado possua a mesma média dos vetores x originais. Como o novo
conjunto é simétrico, seus momentos centrais impares sao nulos, fazendo com
que o0s trés primeiros momentos sejam iguais aos da distribuicdo original.

E possivel ainda adicionar-se um fator de escala x no calculo da raiz
quadrada da matriz de covariancia, sem que o resultado da nova covariancia
se altere. A razdo pela qual essa alteracdo no algoritmo pode ser 1til, bem
como os valores que sao tipicamente atribuidos a k serao apresentados na
secao 3.3.4.

4A matriz de covaridncia P é uma matriz simétrica, bem como a matriz v/ P.
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O novo conjunto de vetores é gerado da seguinte maneira:

o = [\/(n+/£)P —\/(n+/<;)P], (3.18)
X0 = x
X0 = x400

sendo o) a i-ésima coluna da matriz o. Desta forma 7 varia de 1 até 2n.
A nova matriz de covariancia é dada por:

p= m ;(x@ _ %)X — %) (3.19)

Desenvolvendo-se a equacdo (3.19) é possivel verificar que a covaridncia de
X é igual a covariancia original P.

A UT pode ser efetuada seguindo-se o procedimento abaixo (Julier and
Uhlmann, 1996, 1997):

1. Célculo dos SP e novo conjunto de vetores X:

x0 = x,
X9 = x40, (3.20)
2. Calculo dos pesos w:
w® = &
n+k
w® = 1 (3.21)
2(n+ k)

3. Cada novo vetor gerado X® é propagado usando-se a funcio nao-linear
g, formando um conjunto de SP transformado:

YO = g(x®). (3.22)

4. A nova média é dada por:

y=> wy® (3.23)
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5. A covariancia do conjunto de vetores transformado Y é:

2n
PY =3 w0 —g) (YO —g)". (3:24)
=0

Observando-se a equagao (3.20), verifica-se que o niimero de pontos sigma
(ngp) é dado por:

nsp = 2n + 1. (3.25)

E importante notar que as estimativas (3.23) e (3.24) sdo exatas somente
para transformagoes de até 2* ordem (Julier and Uhlmann, 1996).

Representagao Grafica da UT

Seja x uma variavel aleatoria bidimensional cujas média e covariancia
sao dadas, respectivamente, por X e P. Deseja-se determinar a média y e a
covariancia PYY da variavel aleatéria y, a qual esta relacionada com x pela
funcao:

y = arctan(x). (3.26)

Como as varidveis aleatorias envolvidas sao bidimensionais, calcula-se, a par-
tir da equacgdo (3.25), que o nimero de SP é ngp = 5.

Na Figura 3.1 mostra-se como ocorre a UT. Na parte (a) representa-se
as propriedades estatisticas de x, enquanto que na parte (b) estdo represen-
tadas as propriedades estatisticas da varidvel transformada y. Os SP sao
representados pelos 4 X mais a média, que é representada por um pequeno
circulo, totalizando os 5 SP, em ambas as partes da figura. O tridngulo na
parte (b) da figura se refere & média real apds transformagao. As covarian-
cias sdo representadas pelas elipséides, sendo que aquela tragada em (—) é a
covariancia dos SP, enquanto que a que foi tracada em (——) é a covariancia
real.

Para que se possa comparar a UT com métodos que linearizam a funcao
nao-linear, como o EKF, mostram-se a média (quadrado) e a covariancia
(— - —) da varidvel y obtidas por linearizacao.
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Figura 3.1: Transformacdo Unscented — Propagacdo da média e covaridncia —
Parte (a) SP (x), média (circulo), covaridncia (elipséide). Parte (b)
média (circulo) e covaridncia dos SP (elipséide (—)), média real (tridn-
gulo), covariancia real (elipséide (——)), média linearizada (quadrado),
covariancia linearizada (elipséide (— - —)).

3.3.2 O Algoritmo do Filtro de Kalman Unscented

O algoritmo UKF se baseia na UT (Julier and Uhlmann, 1996), apre-
sentada na se¢ao anterior. Da mesma maneira que na se¢ao 3.2, o sistema

nao-linear cujos estados se deseja estimar pode ser representado pelas equa-
coes (3.1) e (3.2).

Conforme estabelecido na se¢ao 2.4.2, a primeira etapa do KF corresponde
a um procedimento de predi¢do, no qual calcula-se a média de uma PDF, ou
seja, a predicao para a estimativa do estado X x_1 e a observagao associada a
ela §x—1, usando informacao de todas as observagoes a prior: até o instante
k—1. A predigao pode ser realizada usando-se a UT de acordo com o seguinte
algoritmo:
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1. Célculo dos pontos sigma e novo conjunto de vetores:

o= [ViraP - Varar],

(0) — 3%
kal\kfl = Xk-1k-1
i 5 @)
Xk(_)l‘k_l = Xp-1jk—1 T [\/(n + H)Pk—1|k—1] : (3.27)

2. Calculo dos pesos w; ver equagao (3.21).

3. Propagacio de cada vetor X usando-se as funcoes nao-lineares f e h:

ch(rl)c 1 = f(Xk(Z)wc_Oa (3.28)
Vi = hlA)- (3.29)
4. Célculo das médias:
2n
Rt = Zw(”?ﬁ,ff,l . (3.30)
Yk|k 1 _Zw yk|k 1° (331)

5. Calculo das matrizes de covariancia e correlacao cruzada:

Peje—1 = Zw k|k 1 &k\k—l)(xé‘i/)c_l - &k|k—1)T; (3.32)

klk 1 Zw lc|lc 1 ’A‘klk—l)(y;?\;_l — Vkp-1)" (3.33)

Pg\% 1 Zw(i) O’/ﬁq - 5’k|k71)(3’;£13c_1 - S’k|k71)T- (3.34)
i=0

A média Ry, e covariancia Py;_; preditas sdo atualizadas pelas equa-
¢oes de corre¢ao do KF tradicional (segao 2.4.2), para gerar uma estimativa
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para o estado X, e seu erro de estimagao Py:

Ky = (P_)(P_) ™ (3.35)
Xk = Kijp—1 + Ki(Ye — Trk—1), (3.36)
Pyp = Pyr1— KPY_ K - (3.37)

O processo de estimacao comecga com a determinagao de condicoes iniciais
para o vetor de estados x; e matriz de covariancia dos estados Py, conforme
serd visto na secao 3.3.4 e nos exemplos apresentados neste trabalho. Apds
a primeira iteracao, o vetor x; e a matriz P, passam a ser atualizados pelas
equagoes (3.36) e (3.37), respectivamente.

3.3.3 Estimacao de Parametros

Em problemas de estimacao de estados existem situacoes em que os para-
metros do modelo ndo sao precisamente conhecidos, ou até mesmo totalmente
desconhecidos. Nessas situacoes, os resultados de evolucao das variaveis de
estado obtidos por estimacao podem nao ser satisfatéorios. Uma alternativa
para contornar esse problema, ou seja, reduzir o erro de estimacao para os
estados, é estimar também os parametros do modelo. O UKF ¢é capaz de
realizar essa tarefa ao mesmo tempo em que estima os estados.

Essa operacao pode ser realizada considerando-se os parametros como
variaveis de estado artificiais. Neste caso, o comportamento dinamico do
vetor de parametros é dado pela equacao:

Ao = A1 (3.38)

O ruido de processo wy, e o de medicao e; também podem ser tratados
como variaveis de estado artificiais, fazendo-se:

Wi = Wg_1, (339)

€; = €1, (3.40

caso se deseje estimar também estes sinais. O interesse na estimagao desses
sinais pode ser justificado em algumas aplicacdes, como por exemplo em
separacdo de sinais. Neste caso a variavel aleatéria wy, adicionada na equacao
de estado do sistema deixaria de ser considerada ruido de processo, passando
a ser um sinal desejado que deve ser separado do estado x.
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Desta maneira, ¢ formado um novo vetor de estados x;, freqiientemente
chamado de wvetor de estados estendido, que é composto pelos estados reais
X, parametros Ay e variaveis aleatérias wy e ey:

X = (3.41)

Apos formado o vetor de estados estendido, deve-se criar também uma
matriz de covariancia dos estados estendida P,:r , a qual deve incluir elementos
correspondentes aos parametros e ruido. A partir desse ponto o algoritmo
UKF, apresentado na secao anterior, é utilizado normalmente para realizar
a estimagao do vetor x;. Os pardmetros e sinais de ruido estimados variam
a cada iteracao do algoritmo até que a convergéncia seja atingida de forma
a garantir que as equagdes (3.38), (3.39) e (3.40) sejam satisfeitas.

3.3.4 Aspectos da Implementacao do Algoritmo

O UKEF apresenta uma série de vantagens com relagao ao EKF, conforme
foi demonstrado por Julier e Uhlmann (Julier and Uhlmann, 1996). Por
outro lado, alguns fatores podem dificultar a implementagdo ou conduzir
a resultados indesejados. Nesta secao serd feita uma andlise do algoritmo
destacando os aspectos mais importantes da sua implementacao pratica.

Precisao

Os procedimentos de linearizacao, utilizados no EKF, provocam erros nos
termos de segunda ordem no calculo da média e nos termos de quarta ordem
ao se calcular a covaridncia das varidveis em questdo (Julier and Uhlmann,
1996). Os autores da técnica demonstraram que a UT produz erro nos termos
de quarta ordem tanto nos calculos da média como da covariancia. Isto sugere
que o UKF reduz bastante os erros de estimacao, conduzindo a resultados
bem mais precisos que os obtidos usando-se o EKF.

Um outro fato interessante que pode conduzir a resultados mais preci-
sos, reduzindo o erro de estimacdo, é a influéncia da constante x. Pode ser
demonstrado (Julier and Uhlmann, 1996) que quando o sistema for escalar,
escolhendo-se k = 2, os erros de média e covariancia s6 aparecem nos ter-
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mos de sexta ordem. Quando se tem um sistema multi-dimensional, os erros
surgem a partir dos termos de quarta ordem, e nestes casos é interessante
selecionar kK = 3 — n.

Este parametro pode ser usado para incorporar informacao proveniente
de momentos de ordem superior. Por esse motivo, o método também pode
ser aplicado quando as variaveis aleatérias de ruido possuem outro tipo de
distribui¢ao além da gaussiana (Julier and Uhlmann, 1996).

O Calculo da Raiz Quadrada

O célculo da raiz quadrada da matriz de covariancia é uma operagao cri-
tica na determinacao dos SP. Em determinados casos podem ocorrer proble-
mas de instabilidade numérica e mal condicionamento da matriz resultante.
Por outro lado, existe uma certa liberdade na escolha do método a ser usado
no calculo dessa raiz quadrada,® conduzindo a diversas alternativas de cdl-
culo, como por exemplo via decomposicdo de Cholesky (Gill et al., 1991; Press
et al., 1992):

P=AAT (3.42)

sendo que A é uma matriz triangular inferior, e P deve ser simétrica e definida
positiva (Chen, 1984).

H4 também uma alternativa mais sofisticada, que faz uso tanto da de-
composi¢ao de Cholesky como também de outras ferramentas da dlgebra
linear, pela qual se propaga diretamente a matriz raiz quadrada, sem a ne-
cessidade de se recalcula-la a cada iteracao. Esse algoritmo é conhecido como
Square-root Unscented Kalman filter (SRUKF) (Merwe and Wan, 2001b). Es-
ses métodos, considerados mais estaveis no calculo da matriz raiz quadrada
sdo muito importantes para aplicagdes em tempo real (Julier and Uhlmann,

1996).

Inicializagao do Algoritmo

Para dar inicio ao processo de estimacao todo estimador recursivo precisa
ser inicializado. Esta inicializa¢ao inclui a determinacao de condicées iniciais
para formar o vetor de estados estendido x{ e uma matriz de covariancia
inicial adequada P;f. Normalmente, quando nao se conhece os parametros

5Esta liberdade é possivel porque uma determinada matriz raiz quadrada pode ser
gerada a partir de qualquer outra aplicando-se uma transformacdo ortonormal (Chen,
1984). Portanto, a matriz raiz quadrada ndo é tnica.
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do modelo, o que se faz é inicializar esse vetor com valores nulos e a matriz de
covariancia com valores elevados, indicando que se tem pouca ou nenhuma
certeza sobre o valor real do parametro.

No caso do UKF, a situacao parece ser um pouco mais complexa. A
escolha da estimativa inicial para a matriz de covariancia influencia a taxa
de convergéncia do algoritmo. De acordo com a matriz inicial, a convergéncia
pode ser mais lenta, mais rapida ou pode nao ocorrer.

Na realidade, ha pouca informacao sobre essa questao disponivel na lite-
ratura. Trata-se de um problema ainda em estudo por alguns pesquisadores e
omitido por outros, por nao ter se apresentado como um empecilho relevante
na sua aplicagdo do algoritmo. Um fato conhecido é que, ao contrario do
EKF, nao se pode inicializar a matriz de covariancia com valores elevados
porque isto pode causar grande impacto na etapa de predi¢ao (Julier, 2003).
Desta forma, nao é qualquer matriz de covariancia inicial suficientemente
grande que vai levar o algoritmo a convergir para os valores desejados.

’

E importante deixar claro que quando se refere a inicializagdo da matriz
de covariancia, os elementos significativos sao aqueles que se encontram na
diagonal desta matriz, pois estes realmente correspondem a covariancia de
cada varidvel. Aos demais elementos geralmente sao atribuidos valores nulos.

A sensibilidade a inicializacao se apresenta como uma desvantagem do
UKF e sera melhor caracterizada no capitulo 4, onde se descreve sobre a
aplicacao do UKF em um sistema de laboratério.

3.3.5 Exemplos de Aplicacoes

Nesta secao reproduz-se os resultados apresentados por Andre Sitz e co-
legas (Sitz et al., 2002), com o objetivo investigar os aspectos praticos da
implementacao do UKF.

O UKF serd utilizado para estimar, ao mesmo tempo, os estados e os pa-
rametros de dois sistemas nao-lineares, a partir de séries temporais ruidosas.
Esses sistemas sao:

e o sistema de Lotka-Volterra;

e 0 sistema de Lorenz.



46 3 O Filtro de Kalman para Sistemas Nao-Lineares

Geracao de dados

Os dados, para cada sistema estudado, foram gerados de acordo com o
seguinte procedimento:

1. simulacao das equagoes diferenciais do sistema durante 100 segundos,
com intervalo de integracdo varidvel e amostragem 7" = 0, O1s.

2. adicao de ruido gaussiano ao estado x; de cada sistema, com desvio
padrio igual a 10% do desvio padrao da série temporal dos estados
sem ruido.

O sinal resultante, gerado desta forma, pode ser considerado como uma boa
aproximacao para um sinal medido em um processo real, com ruido de me-
digao.

No que se segue, serao apresentadas as particularidades de cada sistema
e os respectivos resultados de estimacgao proporcionados pelo UKF.

O Sistema de Lotka-Volterra

O sistema de Lotka-Volterra é descrito pelas seguintes equacgoes diferen-
ciais nao-lineares (Hofbauer and Sigmund, 1988):

{ T1 = A1 T1 — Ay T1T2, (3 43)

C.CQ = )\2 T1T9 — )\3 Zo.

Ele pode ser representado em espaco de estados por:

] =[] a0

ye = 7.0+ e (3.45)

sendo que f representa as equagdes (3.43) do instante k£ — 1 até o instante k;
Xy € 0 vetor de estados no instante k e Ay é o vetor de parametros do modelo.
Na equagcao de saida (3.45), :v,(cl) representa o valor da varidvel z; na iteragao

k, e e, ruido de medigao.
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Os valores reais dos parametros (usados para gerar os dados) foram:

Al = 1,
)\2 = 1, 5,
A3 = 2.

O UKF foi utilizado para estimar os estados z; € o, € parametros A;, Ay
e A3 a0 mesmo tempo, a partir da série temporal simulada x; com ruido de
medicao.

O vetor inicial de estados estendido foi escolhido como:

, (3.46)

sendo que os dois estados sdo iniciados com a primeira amostra do sinal
simulado y; e os trés iltimos valores se referem as condicoes iniciais escolhidas
para os parametros.

A matriz inicial de covariancia do vetor de estados estendido usada para
inicializar o algoritmo foi:

[ 0,025 0 0 0 0 |
0 0,025 0 0 0
Py=1|0 0 0,3 0 0 (3.47)
0 0 0 0,30
| 0 0 0 0 0,3

Os parametros obtidos por estimacao apresentaram os seguintes valores:

A1 = 0,9966;
Ay = 1,5025;
Az = 2,0029.

Na Figura 3.2 mostra-se a evolucao desses parametros até atingir a con-
vergéncia. Pode ser notado que os parametros foram estimados com exatidao.
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Figura 3.2: Evolugao dos parametros na estimacao — Lotka-Volterra.

Na Figura 3.3 sao comparados os estados estimados com os estados obti-
dos por simulagao.

Figura 3.3: Estimacio de estados — Lotka-Volterra. (a) Evolucdo do estado z1,
simulado (——) e estimado (—) e (b) Evolugdo do estado z9, simulado
(——) e estimado (—).

A Figura 3.3a refere-se ao estado x;, ou seja, sinal simulado com ruido.
E interessante notar que o ruido é eliminado durante a estimacgao, ou seja,
este sinal é “filtrado”. Na Figura 3.3b as curvas se referem a x, estimado e si-
mulado. Verifica-se que estas curvas se encontram praticamente sobrepostas,
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como conseqiiéncia do bom resultado proporcionado pelo algoritmo.

Os erros percentuais maximos de estimagao, em relagao aos valores maxi-
mos das séries temporais z; e o, foram de 0,92 % e 1, 66 %, respectivamente.

251

05r

Figura 3.4: Plano de fase do sistema de Lotka-Volterra. (a) original e (b) esti-
mado.

Na Figura 3.4 representa-se o plano de fase 21 X x5 do sistema de Lotka-
Volterra. O plano projetado a partir dos estados estimados é muito seme-
lhante ao original, pois os estados foram estimados com bastante precisao.

A inicializacao da matriz de covariancia dos estados teve alguma influéncia
na velocidade de convergéncia do algoritmo. Alguns testes foram feitos nos
quais variou-se tal matriz inicial, a partir dos quais foi possivel perceber que
melhores resultados podem ser obtidos com valores mais baixos. O melhor
resultado foi obtido com P, dada pela equagio (3.47).

O Sistema de Lorenz

O sistema de Lorenz é um sistema que pode apresentar dinamica cadtica
e é representado pelas seguintes equagoes diferenciais (Lorenz, 1963):

T = =AM x1+ A 2,
)\2 Tl — T2 — L1123, (348)
j?g = —/\3 T3 + T1Ta.

T
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O sistema pode ser representado pelo seguinte modelo em espacgo de estados:

RN v (3.49

e = 1) +ep. (3.50)

Os valores reais dos parametros (usados na geracdo de dados) foram:

)\1 = 12,
)\2 = 40,
A3 = 4.

O objetivo neste exemplo, da mesma maneira que no sistema de Lotka-
Volterra, foi utilizar o UKF para estimar os estados x1, x5 € x3, € parametros
A1, Ay e A3, a partir da simulacao da variavel de estado z; contaminada por
ruido.

O vetor de estados estendido x{, escolhido para inicializar o algoritmo
foi: -

hn
hn
x; ZB . (3.51)
15
10

O algoritmo se mostrou mais sensivel a inicializagao da matriz de cova-
riancia neste caso do que no anterior. Percebe-se que o algoritmo converge
para uma faixa menor de valores. Esta situacao nao foi tao critica no sis-
tema de Lotka-Volterra. Esse problema sera mostrado em maiores detalhes
a partir da andlise de outro sistema, no capitulo 4.

Os parametros estimados, usando como condigoes iniciais o vetor de es-
tados estendido dado pela equagio (3.51), foram:

A = 12,01
X = 39,99;
Ay = 3,99.

A Figura 3.5 mostra a evolugao desses parametros.
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Figura 3.5: Evolucao dos parametros na estimagao — Lorenz.

Assim como no caso anterior, também houve convergéncia para os va-
lores usados na geracao de dados. Desta forma, os estados também foram
estimados com boa precisao, conforme pode ser notado nas Figuras 3.6 e 3.7.

30

10 amt

90 92 94 96 98 100

Figura 3.6: Filtragem de sinal ruidoso — Lorenz. Sinal simulado (——) e estimado

(—)-
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Figura 3.7: Evolugdo do estados simulados (——) e estimados (—), (a) z2 e (b)
ZI3.

Os graficos da Figura 3.7, se referem aos estados x5 e x3. As linhas que
descrevem as variaveis simuladas e estimadas encontram-se sobrepostas como
resultado da boa precisao obtida na estimacao. Os erros percentuais maximos
de estimacao, em relagao aos valores maximos das séries temporais x1, x5 €
x3, foram de 0,88 %, 1,15 % e 0,62 %, respectivamente.

4

301

201

10-

-30 -20 -10 0 10 20 30 -30 -20 -10 0 10 20 30

Figura 3.8: (a) Atrator do sistema de Lorenz original e (b) estimado.

A Figura 3.8 mostra o atrator do sistema de Lorenz. A partir da com-
paracao entre os atratores original e estimado, também é possivel perceber o
quao precisa foi a estimacao.
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3.4 Conclusoes

Neste capitulo foram apresentados dois algoritmos recursivos para estima-
¢ao de estados em sistemas nao-lineares baseados no KF. Sao eles: O Filtro
de Kalman Estendido (EKF) e o Filtro de Kalman Unscented (UKF).

O EKF (secao 3.2) é um algoritmo bastante conhecido e, provavelmente,
é a variante do KF mais utilizada. Por este motivo, conclui-se que a técnica
é eficaz para muitas aplicacoes. Por outro lado sabe-se que em determina-
das aplicacoes podem ocorrer problemas de imprecisao e divergéncia, como
conseqiiéncia dos procedimentos de linearizacao de fungoes nao-lineares, pre-
sentes no algoritmo.

O UKF, revisto na secao 3.3, foi proposto com a promessa de proporcionar
resultados mais precisos, com menos custo computacional e de mais facil
implementagdo do que o EKF (Julier and Uhlmann, 1997). Na secdo 3.3.5
reproduziram-se os resultados encontrados em (Sitz et al., 2002), nos quais
o UKF foi utilizado para estimacao de estados e parametros proporcionando
bons resultados.

Embora tenha sido possivel obter resultados promissores com o UKF,
alguns problemas foram verificados durante o procedimento. O algoritmo é
muito sensivel a inicializacao da matriz de covariancia. Esta caracteristica
se tornou mais evidente no sistema de Lorenz. Esta questao sera tratada de
forma mais detalhada no capitulo 4, no qual procura-se caracterizar melhor
o problema e discutir possiveis solugoes.






Capitulo 4

Estimacao Recursiva:
Aplicacao ao Circuito de Chua

“A falsa ciéncia gera ateus; a verdadeira ciéncia leva os
homens a se curvarem diante da divindade.”

Voltaire

4.1 Introducao

Um problema de engenharia de grande relevancia, é o controle de sistemas
via realimentacao de estados (Phillips and Nagle, 1995). No caso de siste-
mas lineares por exemplo, pode-se aplicar a técnica da imposicao de pdlos.
A aplicagao dessa técnica comeca com a determinacao dos pélos de malha
fechada desejados baseada nos requisitos de resposta transitéria ou resposta
em freqiiéncia, tais como velocidade de resposta, sobre-sinal maximo, tempo
de acomodacdo, dentre outros, bem como nos requisitos de regime estaciond-
rio. Escolhendo-se uma matriz de ganho apropriada para realimentacao de
estados, é possivel forcar o sistema a ter pdlos de malha fechada nas posicoes
desejadas, contanto que o sistema original seja completamente controlavel
(Kailath, 1980; Chen, 1984).

Uma condicao para que se possa aplicar essa técnica de controle é que
todas as varidveis de estado sejam mensurdveis e estejam disponiveis para
realimentacao. Em muitos casos, por razoes praticas, torna-se impossivel
medir todos os estados. Neste caso, surge a necessidade de estima-los. Essa
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necessidade motivou o desenvolvimento de técnicas deterministicas para a
estimacao de estados (Luenberger, 1966).

Em aplicagoes praticas, é comum que mesmo os estados que podem ser
diretamente acessados, sejam medidos com algum ruido. Essas distorcoes
nos sinais medidos podem ser provenientes da falta de precisao dos proprios
dispositivos de medicao. Nesses casos, procedimentos deterministicos como
o observador de Luenberger devem ser substituidos por técnicas estocasticas.
Tais métodos sao capazes de lidar com o ruido presente nos dados de maneira
a conseguir estimar os estados a despeito do ruido. Por essa razao, tais algo-
ritmos sao chamados de filtros, sendo que o Filtro de Kalman é possivelmente
o exemplo mais conhecido.

Neste capitulo serdao tratados os problemas de filtragem de sinais ruido-
sos e estimagao de estados desconhecidos do circuito de Chua. Este circuito
eletronico é um sistema nao-linear capaz de apresentar diferentes comporta-
mentos dinamicos, inclusive regime caético. A fim de comparar desempenho,
os dois algoritmos descritos no capitulo anterior, o Filtro de Kalman Esten-
dido (EKF) e o Filtro de Kalman Unscented (UKF), sao utilizados na solucao
desses problemas de estimacao. A seguir serd dada uma breve explicacao so-
bre caos, que pode ser util na analise do circuito de Chua.

4.2 Sistemas Cadticos

Sistemas cadticos apresentam comportamentos de extrema complexidade.
Esses sistemas sao muito sensiveis as condigoes iniciais, o que faz com que
sejam totalmente imprevisiveis mesmo conhecendo-se as equacdes que des-
crevem seu comportamento.

O complexo comportamento cadtico pode ser observado em sistemas re-
presentados por equacoes simples. Isso tem motivado a busca por modelos
nao-lineares capazes de predizer o comportamento de fendomenos que antes
eram considerados como puramente aleatérios (Gleick, 1987).

O estudo de tais sistemas teve inicio com as pesquisas de Henri Poincaré,
no século XIX, que investigava as possiveis trajetorias de trés corpos no
espago sujeitos a forgas gravitacionais entre eles (Poincaré, 1957). A partir
do século seguinte, com a descoberta de novas ferramentas matemdticas e
com o advento de sistemas de computacao mais poderosos, a teoria do caos
passou a ser estudada com mais afinco (Lorenz, 1963).

Um texto claro e objetivo que descreve brevemente conceitos introdutorios
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sobre sistemas cadticos, além de alguns exemplos, pode ser encontrado em
Torres (2001). E possivel também encontrar abordagens mais detalhadas
sobre o assunto, como por exemplo em (Fiedler-Ferrara and Prado, 1994;
Monteiro, 2002).

4.3 O Circuito de Chua

O Circuito de Chua (Matsumoto, 1984; Chua, 1994) é um sistema caé-
tico bastante conhecido e muito util na andlise de dinamica nao-linear e
caos devido & sua robustez, relativa facilidade de implementagao (Torres
and Aguirre, 1996; Térres, 2001) e grande variedade de regimes dinamicos
(Torres, 2001). O circuito de Chua é um circuito eletrénico capaz de exi-
bir oscilagoes periddicas ou cadticas (Kennedy, 1992). Desde sua criacao, o
circuito de Chua tem se tornado uma plataforma de testes para os mais di-
versos algoritmos e sistemas de controle. Nao é de se admirar que existam
diversas realizacoes distintas (Kilig, 2003). Maiores detalhes do circuito sao
apresentados a seguir.

4.3.1 Descricao do Sistema

O circuito de Chua, representado na Figura 4.1, é composto por dois
capacitores C e Cy, um resistor variavel R, um indutor L e um elemento nao-
linear conhecido como diodo de Chua. O diodo de Chua possui resisténcia
negativa e é o elemento que confere energia ao sistema, permitindo assim,
manter o circuito oscilando autonomamente. O diodo de Chua, que pode ser
implementado na pratica utilizando-se amplificadores operacionais e outros
componentes simples (Torres and Aguirre, 2000), apresenta a caracteristica
linear por partes mostrada na Figura 4.2.

As equagdes que descrevem o circuito sao (Chua, 1994):

( dvcl . (v02 —VCy ) .
Gt = ' = i),
deQ — ('UCI _UCZ) N 4 1
< 02 at = T-i‘ZL, ()
di _
\ L% = Vo,

sendo que v¢, € a tensao sobre o capacitor C1, v¢, a tensao sobre o capacitor



58 4 Estimacao Recursiva: Aplicacao ao Circuito de Chua

C5 e i1, a corrente que passa através do indutor.

Figura 4.2: Curva caracteristica do diodo de Chua. i =iq € v = x3.

A corrente que passa pelo diodo de Chua pode ser expressa por:

move, + Bp(mog —my) para ve, < —B,p,
ia(ve,) =8 myvg, para — B, < v, < By, (4.2)
move, + Bp(my —mg) para ve, > By,

ou, equivalentemente, pela seguinte fungao (Cruz et al., 2001):

. 1
ia(ve,) = move, + §(m1 —mo)(|ve, + Byl — [ve, — Byl). (4.3)

Representando o circuito de Chua em espaco de estados, obtém-se as
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seguintes equacoes:

(. _ 1 1 1
I = T RCy Ty + RC, T2 — C_lzd(xl)’
s 1 1 1

§ T2 = RC, V1 — RC, %2 + C, %3 (4-4)
. 1

\ T3 = —1%2

sendo 1 = vg,, T3 = Vg,, € T3 = if.

4.3.2 Montagem do Circuito Real

Neste trabalho foram coletados dados a partir de uma implementacao
real do circuito de Chua. Trata-se do Protétipo para Controle do Circuito
de Chua - PCChua (To6rres, 2001). Os valores dos parametros selecionados
para a montagem estao listados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Parametros da plataforma PCChua.

Parametro Valor
R 1,5k a 2,0 kO
C (25 £ 1) uF
Cs (236 £ 1) uF
L (42,3 +0,5) H
my (—0,406 £+ 0,001) mS
mq (—0,755 4+ 0,001) mS
B, 1,87+£0,01V

A resisténcia variavel R foi escolhida em uma faixa que permite a exibigao
de diversos regimes dinamicos. Desta forma, variando-se o valor de R, é
possivel fazer com que o sistema oscile caoticamente.

A descrigao completa da montagem e a razao pela qual os valores dos
parametros foram selecionados conforme listado na Tabela 4.1, se encontram
na tese de doutorado de Leonardo Torres (Torres, 2001). Salienta-se que o
alto valor da indutancia L foi obtido utilizando-se um circuito eletroénico ativo
que se comporta como um indutor na faixa de freqiiéncias de interesse para
o circuito de Chua (Torres and Aguirre, 2000). O diagrama esquemético da
montagem do circuito pode ser visto na Figura 4.3, onde é possivel verificar
como foram implementados o diodo de Chua e o indutor simulado.
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diodo de Chua

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Indutor Simulado

M|

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 4.3: Diagrama de montagem do PC-CHUA (Térres, 2001).

4.4 Estimando Estados

Foi visto na secao anterior que o circuito de Chua possui trés varidveis de
estado. O objetivo, neste exemplo, é estimar os valores desses trés estados a
medida que o sistema evolui. Serd suposto que o estado x; pode ser medido
diretamente, enquanto que os demais, xs € x3, devem ser estimados.

4.4.1 Metodologia

Os dados utilizados na realizagao deste experimento foram gerados de
duas maneiras distintas. No primeiro caso as equacgoes diferenciais do sistema
foram simuladas de forma a se obter os dados desejados. Ja no segundo caso,
dados foram coletados diretamente da plataforma PCChua, descrita na secao
4.3.2.

Os valores dos parametros do protétipo real foram utilizados também na
simulagao (primeiro caso). Esses parametros, que foram determinados por
Torres (2001), encontram-se listados na Tabela 4.1. O valor da resisténcia
variavel R foi escolhido garantindo que o sistema exibisse um comportamento
caodtico. O valor selecionado foi R = 1659 (2.

Em ambos os casos, os estados foram estimados pelos dois algoritmos
estudados no capitulo anterior, o Filtro de Kalman Estendido (EKF) (segao
3.2) e o Filtro de Kalman Unscented (UKF) (secao 3.3).
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Critério de Avaliacao do Erro

A fim de comparar o desempenho dos algoritmos EKF e UKF, ao estimar
os estados do sistema nos dois casos estudados, real e simulacao, foi usado
um critério para avaliacao do erro de estimacgao. Esse critério se baseia na
raiz quadrada do erro quadrdtico médio (RMSE).!

O valor RMSE, para cada variavel de estado, é dado por:

N

1 .
RMSE = |+ D (wk — )2, (4.5)

k=1

sendo x; o valor real da variavel na iteracao k, z o valor estimado e N o

numero total de amostras.

Como os algoritmos em estudo sdo recursivos, o erro de estimagao pode
atingir valores extremamente elevados no inicio do processo de estimacao. A
matriz de covariancia dos estados estimados varia a cada iteracao do algo-
ritmo e o erro de estimagdo tende a diminuir até a convergéncia dessa matriz.
Desta forma, para que se possa ter uma idéia melhor do desempenho dos dois
estimadores em cada caso, o valor RMSE foi calculado apés a convergéncia
da matriz de covariancia dos estados.

Para verificar a convergéncia da matriz de covariancia, determinou-se a
norma euclideana® do vetor constituido pelos elementos da diagonal da matriz
de covariancia. Calcula-se, a cada iteracao, a diferenca entre a norma desse
vetor no instante atual e a norma no instante anterior. Quando essa diferenca
for menor que um limite pré-definido, considera-se que a convergéncia da
matriz foi atingida. Este limite deve ser um niimero bem préximo de zero, o
qual pode ser determinado por meio de experimentos.

Algumas varidveis, por apresentarem baixa ordem de grandeza, podem
deixar a falsa impressao de que o erro de estimagao é pequeno. Para contornar
este problema, o RMSE também foi calculado em relagdo ao maximo valor

absoluto da série temporal correspondente a variavel estimada. Este indice
foi chamado de RMSE percentual (PRMSE) e é dado por:

'RMSE — Root Mean Square Error.
2A norma euclideana de um vetor é definida pela raiz quadrada da soma dos elementos
do vetor ao quadrado (Chen, 1984).
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PRMSE = RMSE x —20_ (4.6)

b
|Zmax|

sendo |Tmax| 0 maior valor absoluto do sinal real.

4.4.2 Sistema Simulado

Neste primeiro caso os dados foram gerados a partir da simulacao das
equagoes diferenciais do sistema. A integracao das equagoes foi feita usando
o método de Runge-Kutta durante um periodo de 100 segundos, com intervalo
de integracao varidvel e intervalo de amostragem 7y = 0,01s. Para aproximar
uma medicao contaminada por ruido, adicionou-se ruido gaussiano ao estado
z1. O desvio padrao do ruido adicionado equivale a 5 % do desvio padrao da
série temporal correspondente ao estado x;.

Estimacao de estados usando EKF

A curva caracteristica do diodo de Chua possui dois pontos de derivada
descontinua (Figura 4.2), os quais podem provocar erro no resultado final da
estimacao. Para evitar esse problema foi feita uma aproximacao polinomial
para tal curva conforme a seguinte equacao:

e =0 T5 4 g T3+ g 1 + oy, (4.7)

sendo ay, gy, a3 e a4 os coeficientes do polinémio de terceiro grau ajus-
tado aos dados sobre a nao-linearidade descontinua. A substituicao da nao-
linearidade original por uma suave é procedimento comum na literatura (Kos-
lov et al., 1996; Zhong, 1994).

Na Figura 4.4 sao mostradas curvas caracteristicas do diodo de Chua ob-
tidas a partir da equacao verdadeira (4.3) e a partir do polinémio interpolado
dado pela equagao (4.7).

Para dar inicio ao processo de estimacgao é necessario definir condigoes
iniciais para o vetor de estados e para a matriz de covariancia. O vetor de

estados escolhido foi:
T

Xo=| 21 | (4.8)
21
sendo que y; é a primeira amostra do sinal coletado do sistema simulado
(primeira varidvel de estado contaminada artificialmente com ruido).
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Figura 4.4: Curva caracteristica do diodo de Chua obtida pela equagdo verdadeira
(- ) e por interpolacdo polinomial (—).

A matriz de covariancia inicial usada foi:
1 00

P=]1010]. (4.9)
0 01

A escolha da matriz de covaridncia inicial nao teve grande influéncia na con-
vergéncia do algoritmo. Algumas tentativas foram feitas, reduzindo ou au-
mentando os elementos da diagonal desta matriz, mas essas variagoes nao
proporcionaram nenhum resultado melhor do que aquele obtido quando a
escolha foi uma matriz identidade.

Os erros entre os estados estimados pelo EKF e os estados simulados
foram avaliados de acordo com o critério RMSE, descrito na secdo 4.4.1. Os
valores RMSE (absoluto e percentual) encontram-se listados na Tabela 4.2.
Nas Figuras 4.5 e 4.6, mostra-se a evolucao dos estados estimados.

E possivel constatar que existe um erro sistemético entre estado simulado
e estimado. Este resultado pode ser constatado tanto no estado z; utilizado
como sinal de entrada para o algoritmo EKF (Figura 4.5), quanto nos estados
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Tabela 4.2: Valor RMSE na estimacao de estados via EKF — dados simulados.

Estado | RMSE absoluto | PRMSE
1 0,82V 15,50 %
To 0,17V 15,33 %
T3 6,09 x 107* A [ 12,42 %

T e 23 que foram somente estimados® (Figura 4.6).

Supde-se que a origem do problema reside no fato de que as verdadeiras
média e covariancia dos estados nao tenham sido propagadas corretamente
devido ao procedimento de linearizacao presente no EKF, provocando erro
no resultado final da estimacao. E importante ressaltar que o erro ocorreu
mesmo com a aproximacao polinomial para a curva caracteristica do diodo
de Chua, dada pela equagao (4.2). Nao houve variagao significativa entre os
resultados obtidos com ou sem aproximacgao polinomial.

Figura 4.5: Filtragem de sinal ruidoso via EKF — dados simulados. Estado z;
simulado com ruido (——) e estimado (—).

O pobre desempenho do EKF neste exemplo motivou a busca por uma
nova técnica na literatura que conduzisse a resultados melhores, conforme
sera visto a seguir.

3Inicialmente foi feita a suposicdo de que os estados z2 e x3 ndo podem ser medidos
diretamente. Entretanto, seus valores foram usados para fins de comparagao com os valores
estimados.
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Figura 4.6: Estimacao de estados via EKF. Estado simulado (——) e estimado
(—) (a) z2 e (b) 3.

Estimacao de estados usando UKF

A inicializacdo do algoritmo foi feita da mesma maneira que no EKF.
A determinacdo de valores iniciais para o vetor de estados estimado e para
matriz de covariancia praticamente nao produziu efeito significativo na con-
vergéncia do algoritmo. Escolhas diferentes para esses valores iniciais apenas
levaram o algoritmo a convergir ligeiramente mais ou menos rapido, mas
sempre garantindo a convergéncia desejada.

O desempenho do algoritmo UKF foi superior ao do EKF, como pode ser
visto nas Figuras 4.7 e 4.8, e na Tabela 4.3, na qual sao mostrados os erros
de acordo com o critério RMSE.

Tabela 4.3: Valor RMSE na estimacao de estados via UKF — dados simulados.

Estado | RMSE absoluto | PRMSE
1 0,07V 1,38 %
Ty 0,02V 2,22 %
T3 6,96 x 107° A | 1,42 %

O gréafico da Figura 4.7 refere-se ao estado xy, ou seja, sinal simulado
com adigao de ruido. As curvas referentes aos estados simulados e estimados
encontram-se praticamente sobrepostas, destacando a exatidao atingida pelo
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algoritmo (Figura 4.8). Comparando-se os atratores simulado e estimado,
também é possivel confirmar esse resultado (Figura 4.9).

90 92 94 96 98 100

Figura 4.7: Filtragem de sinal ruidoso via UKF. Estado z; simulado com ruido
(——) e estimado (—).

(a)

15

0.5¢

15 . . . .
90 92 94 96 98 100

Figura 4.8: Estados estimados via UKF. Estado simulado (——) e estimado (—)
(a) Ir9 € (b) 3.
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15 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 15
6 - - 0 %6

Figura 4.9: Projecao do atrator dupla volta do circuito de Chua simulado (a) e
estimado (b).

Variando o Nivel de Ruido

A relagao sinal/ruido (SNR)* pode ser definida como a razdo entre o
desvio padrao da série temporal do sinal e o desvio padrao do ruido, conforme
a seguinte equacao:

SNR = 20log ("—) , (4.10)
Ue
sendo o0, o desvio padrao do sinal x, o, 0 desvio padrao do ruido e e a unidade
de SNR é decibéis (dB).

Nesse caso simulado, em que apenas os estados e nao os parametros do
circuito sao estimados, foram feitas algumas simulag¢oes com diferentes niveis
de ruido, a fim de avaliar a robustez do desempenho dos filtros com respeito
ao ruido. Os resultados sao apresentados nas Figuras 4.10 e 4.11.

As Figuras 4.10 e 4.11 mostram os valores do erro percentual PRMSE
em funcdo da relagdo sinal ruido (SNR) das séries temporais 1, zo e x3.
Para fins de comparacao, os erros foram calculados a partir das séries tem-
porais estimadas pelos algoritmos EKF e UKF. Pode ser notado que mesmo
aumentando consideravelmente o ruido, os algoritmos ainda sdao capazes de
convergir.

Conclui-se que o UKF produz estimativas melhores do que o EKF desde
que a relagdo sinal/ruido seja maior do que 5 dB. Salienta-se que, para

“SNR - Signal/noise ratio.
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valores de SNR menores do que 5 dB, podem ser encontrados valores de
PRMSE diferentes daqueles mostrados nas Figuras 4.10 e 4.11 a cada nova
realizacao do ruido. Desta forma, nao se pode mais confiar nos resultados

produzidos pelo UKF quando SNR for menor do que 5 dB, para este caso
particular do circuito de Chua.
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Figura 4.10: Relagao sinal/ruido x PRMSE para z;. Estimacao via EKF (— x —)
e estimacao via UKF (— o —).
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Figura 4.11: Relacao sinal/ruido x PRMSE - (a) z2 e (b) z3. Estimacdo via EKF
(— x —) e estimagcdo via UKF (— o —).
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Na figura 4.12 mostra-se como fica a série temporal do estado x; com
adicao de ruido gaussiano com SNR = 5 dB.

(a) (b)

-2b

-4

-6

-8t d -8+

-10 I I I I ~10 I I I I
90 92 94 96 98 100 90 92 94 96 98 100

Figura 4.12: (a) Série temporal do estado z; com ruido gaussiano adicionado com
SNR = 5 Db. (b) Série temporal do estado z; sem ruido (——) e
estimada por UKF (—).

4.4.3 Plataforma PCChua

No segundo caso estudado, os algoritmos EKF e UKF foram executados
com dados obtidos a partir do circuito de Chua real, descrito na secao 4.3.2.

Os dados foram coletados com o sistema operando em regime cadtico.
Da mesma maneira que no caso anterior, a variavel medida foi a tensao no
capacitor C1, ou seja, y = x1, enquanto que as outras duas foram apenas es-
timadas. Os resultados obtidos sao apresentados na Tabela 4.4 e nas Figuras
4.13 e 4.14.

Tabela 4.4: Valor RMSE — estimacio via EKF/UKF — Dados medidos.

Estado | PRMSE (EKF) | PRMSE (UKF)
o 16,17 % 34,27 %
T 18,27 % 27,61 %
3 15,26 % 25,96 %
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Figura 4.13: Filtragem de sinal ruidoso via EKF/UKF — dados medidos. Estado
x1 real (——), estimado com EKF (— - —) e estimado com UKF (—).
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Figura 4.14: Estimacio de estados via EKF/UKF — dados medidos. Estado real
(——), estimado com EKF (— - —) e estimado com UKF (—) (a) z2 e

(b) Z3.

Para fins de melhor visualizacao e comparacao de desempenho entre os
algoritmos, as curvas referentes ao estado x; real, estimado com EKF e esti-
mado com UKF sao apresentadas no mesmo grafico (Figura 4.13). O resul-
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tado proporcionado pelo EKF apresentou um erro ainda maior que no caso
anterior como ja era esperado, pois como se tratam de dados reais existem
mais fontes de incerteza do que no caso do sistema simulado. Ao contrario do
que se esperava, o UKF produziu estimativas piores que aquelas fornecidas
pelo EKF, diferentemente do que ocorreu quando os dados foram gerados
por simulagao. Um resultado andlogo pode ser observado na Figura 4.14, na
qual mostra-se as séries temporais das variaveis x5 e T3.

A explicagao para este resultado pode estar relacionada com os valores
dos parametros. Nos dois casos (simulado e real), foi suposto que os paradme-
tros sao conhecidos e o UKF foi usado para estimar apenas os estados. No
primeiro caso, os mesmos valores de parametros foram utilizados tanto na si-
mulagao das equacoes diferenciais para gerar os dados, quanto no algoritmo
do UKF para realizar a estimacdo dos estados. No segundo caso, como 0s
dados utilizados foram reais, nao se pode garantir que todos os valores dos
parametros tenham sido medidos no circuito real com exatidao, ou que estes
nao tenham sofrido alteracoes desde o seu levantamento original.

A possibilidade de haver divergéncia entre os parametros reais e os que
foram utilizados no algoritmo pode ter impossibilitado o UKF de fornecer
boas estimativas para os estados do sistema. Uma possivel solucao para este
problema serd proposta na préxima secao.

4.5 Estimacao Conjunta de Estados e
Parametros

Na secao 4.4.2 mostrou-se que o UKF foi superior ao EKF ao fornecer
melhores estimativas para os estados do circuito de Chua quando os dados
foram gerados por simulacao das equacoes diferenciais do sistema. No caso
de dados reais esse resultado nao se repetiu.

A falha foi atribuida a possibilidade de se estar utilizando nos algoritmos,
valores de parametros diferentes dos reais. Uma alternativa para contornar
esse obstdculo é estimar os parametros juntamente com os estados. Os resul-
tados desse procedimento serao discutidos nesta se¢cao. O algoritmo escolhido
foi o UKF, que foi mais eficaz do que o EKF no caso de dados simulados,
além de ser capaz de realizar estimacao conjunta de maneira relativamente
simples, conforme descrito na secao 3.3.3.
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4.5.1 Metodologia

Algumas modificacbes devem ser feitas antes de executar o algoritmo
UKF. Os parametros, que antes eram conhecidos, tornam-se incognitas e
o circuito passa a ser representado pelas seguintes equagoes:

( 3?'1 = )\1 (—.7)1 + Lo — )\4 id),
.’1?.2 = )\2 ($1 — X2 + )\4 .’12‘3),
3.53 = —(1/A3) 22,
)\1 = 0,
/'\2 = 0
: ’ 4.11
1 & = o, (4.11)
M o= 0,
)\5 = 0,
/\6 = 0,
LA =0,
id:)\5 $1+0,5()\6—)\5)(|$1+)\7| - |331 —)\7|), (412)

sendo que \; sao os parametros a serem estimados:

1
A = — A =
1 RCl’ 5 my,
1
)\ = — A prd
2 RCQ’ 6 my,
Ag :L, /\7 :Bp.
A = R,

Da mesma forma que anteriormente, é preciso definir condicoes iniciais
para o vetor de estados estendido x . E muito importante que se tenha uma
boa idéia da ordem de grandeza desses parametros “desconhecidos”. Quanto
mais préximos os valores iniciais estiverem dos valores reais, melhor sera
a convergéncia do algoritmo. Antes de comecgar o processo de estimagao, é
preciso ainda inicializar a matriz de covariancia do vetor de estados estendido
Ps". A escolha dessa matriz inicial também pode ser crucial na obtengao de
convergencia.
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4.5.2 Resultados e Discussoes

As condicoes iniciais escolhidas e os respectivos parametros estimados
encontram-se listados na Tabela 4.5. Na Tabela 4.6, listam-se os parame-
tros verdadeiros, ou seja, aqueles que representam grandezas fisicas reais do
circuito, estimados por UKF.

Tabela 4.5: Parametros estimados por UKF — Condicdes iniciais e valores estima-
dos — Circuito de Chua.

Parametro | Condigoes iniciais | Valores estimados | Valores esperados
A1 30 19,827 24,11
A2 3 3,218 2,55
A3 50 52,282 42,3
Ay 2000 1673,6 1659
A5 —0,5x 1073 —0,365 x 1073 —0,406 x 1073
g -0,9x 1073 —0,801 x 1073 —0,755 x 1073
A7 2 1,739 1,87
Tabela 4.6: Parametros do circuito de Chua — Valores estimados por UKF'.
Parametro Valor
R 1673,6 €
Cy 30,136 pF
Co 185,66 pF
L 52,282 H
myo —0,365 mS
my —0,801 mS
B, 1,739 V

Como pode ser notado, os parametros do sistema convergiram para valores
diferentes daqueles que foram determinados por medi¢ao na placa do circuito
de Chua real. Na Figura 4.15 mostra-se a evolugao dos parametros estimados
ao longo do tempo até atingirem convergéncia.

As séries temporais referentes aos estados x1, x5 € 3 foram estimadas com
baixos valores de PRMSE, conforme listado na Tabela 4.7. Como pode ser
notado o desempenho do UKF ao estimar x5 foi pior do que com relacao as
demais variaveis. Este resultado pode ser justificado pela maior dificuldade
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Figura 4.15: Evolucao dos parametros do circuito de Chua na estimacao.

em extrair informagoes do atrator utilizando-se esta varidvel (Aguirre et al.,
1997).

Tabela 4.7: Valor PRMSE — estimagcao conjunta de estados e parametros via UKF
— dados medidos.

Estado | PRMSE
T 1,95 %
Zo 10,85 %
Z3 1,75 %

Observando-se a Tabela 4.7 e as Figuras 4.16 e 4.17 é possivel notar que o
UKF foi melhor quando se realiza estimacao conjunta de estados e parametros
do circuito de Chua real em comparacao com o caso em que os parametros sao
considerados conhecidos. Este fato também pode ser constatado observando-
se a Figura 4.18.
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Figura 4.16: Estimacao conjunta: filtragem do sinal medido via UKF — dados
medidos. Estado z; real (——) e estimado com UKF (—).
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Figura 4.17: Estimacao conjunta de estados e parametros via UKF — dados me-
didos. Estado real (——) e estimado com UKF (—) (a) z2 e (b) z3.

A andlise dos resultados sugere que os parametros reais do circuito de
Chua, quando este foi usado para coletar os dados, diferem dos valores apre-
sentados na Tabela 4.1. Essa suposicdo pode ser justificada simulando-se
as equagoes diferenciais do circuito de Chua com os valores dos parametros
estimados pelo UKF (Tabela 4.6).
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E possivel perceber que o atrator reconstruido com parametros estimados
pelo UKF (Figura 4.19a) é muito mais semelhante ao atrator real (Figura

4.18a) do que aquele que foi simulado com parametros cujos valores se acre-

ditava que estivessem corretos (Figura 4.19b).
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Figura 4.18: (a) Projecao do atrator dupla volta do circuito de Chua real e (b)

Projecao do atrator dupla volta estimado por UKF.
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Figura 4.19: (a) Projecao do atrator dupla volta simulado com pardmetros esti-

mados pelo UKF e (b) Proje¢ao do atrator dupla volta simulado com
parametros medidos no circuito de Chua real. Notar como o atrator
em (a) estd muito mais préximo do atrator em 4.18a do que o atrator
em (b).
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Estimando Novamente os Estados

Os parametros estimados pelo UKF (Tabela 4.6), foram inseridos no al-
goritmo do EKF na expectativa de se obter melhores resultados com este
algoritmo do que aqueles apresentados na Tabela 4.4. Para fins de compa-
racao o UKF também foi usado para estimar apenas os estados. Na Tabela
4.8 e nas Figuras 4.20 e 4.21 mostra-se que, mesmo com os novos valores de
parametros, nao foi possivel obter melhores resultados usando o EKF.

Tabela 4.8: Valor PRMSE - estimacao de estados via EKF/UKF com parametros
previamente estimados por UKF.

Estado | PRMSE (EKF) | PRMSE (UKF)
T 15,91 % 2,23 %
2 22,47 % 9,94 %
3 12,06 % 1,84 %

Figura 4.20: Filtragem de sinal ruidoso via EKF/UKF com paridmetros previa-
mente estimados por UKF — dados medidos. Estado z; real (——),
estimado com EKF (— - —) e estimado com UKF (—).
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Figura 4.21: Estimacao de estados via EKF/UKF com parametros previamente
estimados por UKF — dados medidos. Estado real (——), estimado
com EKF (— - —) e estimado com UKF (—) (a) z2 e (b) z3.

4.5.3 O Problema da Inicializacao

A inicializagao do UKF teve fundamental importancia na obtengao dos
resultados apresentados na secao anterior. Este fato foi verificado sob dois

aspectos:
1. condigoes iniciais para parametros,
2. matriz de covariancia inicial.

No caso dos parametros, verificou-se que seus valores iniciais devem ser
escolhidos os mais préximos possiveis de seus valores reais.

A matriz de covariancia estendida inicial P;” ndo interfere apenas na
velocidade de convergéncia, como no caso do sistema simulado, em que se
estimavam apenas os estados (se¢ao 4.4.2), mas também na qualidade final
dos resultados. Pode ser notado que, ao estimar conjuntamente estados e
parametros do circuito de Chua, a situagao parece ser bem mais complexa.
Uma pequena variacdo na matriz P, pode fazer com que o algoritmo nao
convirja, conduzindo a resultados totalmente incorretos, como o apresentado
na Figura 4.22.

Acompanhando a evolu¢do da varidvel 3, verifica-se que o algoritmo di-
verge muito rapidamente. Nos primeiros 10 segundos de estimagao ja se
observa a presenca de valores muito distantes do valor real da variavel zs.
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Figura 4.22: Estimacao de estado via UKF — resultado divergente. Estado 3 real
(——) e estimado com UKF (—).

Possiveis Causas

As observacoes feitas com relagao a inicializacao foram tomadas princi-
palmente com base nos testes feitos no circuito de Chua, um sistema que
apresenta comportamento bastante complexo. Além disso, o UKF foi usado
para estimar um grande niimero de parametros, inclusive aqueles que fazem
parte da funcao nao-linear do diodo de Chua.

Uma possivel causa para o problema pode estar no nivel de ruido. Nos
casos simulados, onde foi possivel modificar o nivel de ruido, foi notado que
para relagoes sinal /ruido (SNR) maiores, ou seja, quando se tem menos ruido
nos dados, torna-se mais facil encontrar uma matriz de covariancia inicial que
garanta convergéncia. Por outro lado, o problema foi verificado com os dados
reais do circuito de Chua, cujo nivel de ruido é considerado baixo.

O problema de sensibilidade & inicializagao também foi verificado nos
exemplos apresentados ao final do capitulo anterior. Apesar de nao ter sido
tao problematico quanto no circuito de Chua, a alta sensibilidade também
foi verificada no sistema cadtico de Lorenz. O mesmo nao ocorreu no sistema
de Lotka-Volterra, onde s6 a velocidade de convergéncia foi afetada. Desta
forma, isso sugere que cada caso deve ser avaliado isoladamente.
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E Possivel Garantir Convergéncia?

Infelizmente ainda nao existe uma regra para se escolher a matriz de
covariancia inicial, conforme ja declarado na secao 3.3.4. Este problema
também foi recentemente relatado em (Sitz et al., 2002) e ainda é objeto de
estudo.

A partir da experiéncia adquirida durante a realizacao dos diversos testes
ao longo deste trabalho, foi possivel selecionar uma matriz de covariancia para
a qual o algoritmo convergiu, produzindo os resultados apresentados na secao
4.5.2. A escolha dessa matriz se deu por tentativa e erro. Foi possivel notar
que os valores dos elementos da diagonal da matriz de covariancia estendida
Py" ndo podem ser muito elevados, ao contrdrio do que pode ocorrer em
outros estimadores recursivos, como o préprio EKF. A sugestao é que seja
observada a ordem de grandeza dos elementos do vetor de estados estendido
xT, de forma que estes sejam maiores (cerca de 10 a 100 vezes) do que os
elementos da diagonal de Py .

Uma maneira de se garantir convergéncia, mas que pode ser dificil na
pratica, estd relacionada ao nivel de ruido. Conforme ja foi exposto, para
SNR mais elevadas torna-se mais ficil arbitrar uma matriz de covariancia
inicial que leve o algoritmo a convergir.

4.6 Conclusoes

Neste capitulo mostrou-se uma aplicacdo pratica do filtro de Kalman em
um sistema nao-linear. O problema proposto foi a filtragem e estimacao de
estados desconhecidos do circuito de Chua. Os dois algoritmos discutidos
no capitulo 3 foram comparados em duas situagoes distintas. Na primeira,
foram utilizados dados gerados por simulagao, enquanto que na segunda as
medicoes foram obtidas a partir da implementacgao real do circuito de Chua,
descrita na secao 4.3.2.

Usando-se os dados gerados por simulacdo, foi possivel verificar que o
UKF apresentou melhor desempenho do que o EKF, quando o objetivo era
estimar estados. Ja com os dados reais, esse resultado nao se repetiu. Ao
contrario do que se esperava, o desempenho do UKF foi pior.

Como foi suposto que os problemas do UKF, quando se trabalhava com
dados reais, eram devidos aos valores incorretos dos parametros, partiu-se
para a estimacao conjunta. Estimando ao mesmo tempo estados e parame-
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tros, o UKF voltou a apresentar desempenho superior ao EKF. Alguns pa-
rametros convergiram para valores bastante diferentes daqueles que estavam
sendo utilizados quando se estimava apenas os estados.

Como forma de validar os resultados obtidos, o sistema foi simulado com
os valores de parametros estimados pelo UKF. O atrator dupla volta apresen-
tou uma aparéncia bastante semelhante ao atrator obtido a partir dos dados
reais.

Apesar dos autores afirmarem que o esforco computacional do UKF ¢é
baixo (Julier and Uhlmann, 1997), verificou-se que o procedimento de célculo
dos pontos sigma (ver se¢ao 3.3.1), pode tornar o algoritmo lento na medida
em que se aumenta a complexidade do problema (quantidade de parametros
e estados).

De maneira geral o UKF aparentou ser um algoritmo bastante eficaz
principalmente quando se realiza estimacao conjunta de estados e parametros
em sistemas reais.

A despeito desse fato, foi identificada uma desvantagem do algoritmo:
grande sensibilidade a inicializacao. Valores ligeiramente diferentes, defini-
dos como condigoes iniciais, podem ter uma grande influéncia no resultado
final proporcionado pelo algoritmo. Apds algumas pesquisas, buscando en-
contrar algum material na literatura que investigasse esse problema, foi pos-
sivel concluir que a sensibilidade a inicializagao ainda se encontra em estudo
por pesquisadores da drea, e além disso, ndo se faz presente em muitos siste-
mas nao-lineares ja estudados. Talvez por isso o problema ainda nao tenha
merecido maior atencao.






Capitulo 5

Transmissao de Informacao

“Nunca ande pelo caminho tracado, pois ele conduz
somente até onde 0s outros foram.”

Alexander Graham Bell

5.1 Introducao

O homem estd vivendo na era da informacgao. Essa afirmacao, tao freqiien-
temente ouvida nos dias de hoje, pode ser justificada principalmente pela
forte presenca de computadores, telefones celulares, e diversos outros dispo-
sitivos de comunicac¢ao na vida das pessoas. Com esse grande avanco tec-
nolégico que vem sendo rapidamente introduzido, principalmente no campo
da informdtica aplicada a engenharia, existe uma grande necessidade de se
transmitir informagao de forma segura. Por esse motivo, a busca por solucoes
que atendam a essas expectativas tem sido constante.

Na atualidade, verifica-se grande interesse pelo uso de sistemas caoticos
para transmissao de informagao (Bollt, 2003). A vantagem em se usar es-
ses sistemas é que o sinal portador da informacao apresenta caracteristicas
semelhantes as de um sinal aleatério, o que de certa forma ajuda a garantir
privacidade para o usudrio do sistema, trazendo protecao contra acesso nao
autorizado (Térres, 2001).

Neste capitulo serd mostrado que o Filtro de Kalman Unscented (UKF),
descrito na secao 3.3, pode ser usado para recuperar informacao inserida em
sinais cadticos. Dois sistemas sao usados para gerar esses sinais: o sistema
de Lorenz e o oscilador caético de Chua. No primeiro exemplo, geram-se os
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dados do sistema de Lorenz por simulagao. J& no segundo exemplo, utiliza-se
dados reais obtidos a partir de medicoes de varidveis de estado do circuito de
Chua implementado, descrito na secao 4.3.2. Na proxima secao descreve-se
um procedimento que pode ser usado quando se deseja transmitir algum sinal
de informagao.

5.2 Transmissao e Recuperacao de
Informacao

No capitulo anterior foi visto que o UKF é capaz de estimar estados e
parametros de sistemas cadticos. A partir do instante em que a estimacao
converge, ou seja, o estado estimado se aproxima o suficiente do sinal medido,
pode-se dizer que o UKF entrou em sincronismo com o sistema que gerou
os dados. O conjunto sistema real-filtro de Kalman pode ser visto como
sendo um conjunto transmissor—receptor de informacdao. Mas como inserir
informacao no sinal caético transmitido? Essa pergunta serd respondida na
proxima secao.

5.2.1 Codificacao de Informacao

As equagoes que compoem o modelo de um sistema cadtico sao dotadas
de parametros que podem ser alterados durante sua evolugao. Entretanto,
essa variagao deve ocorrer dentro de certos limites, garantindo que o sistema
continue exibindo comportamento cadtico.

A variacgao de parametros pode codificar informacgao da seguinte maneira:
durante a geracao de dados, varia-se um determinado parametro # do modelo
entre dois valores fixos 6; e 6. Caso o modelo possua outros parametros, es-
tes sdo, em principio, mantidos constantes. Sempre que o valor do parametro
variavel for #; atribui-se bit 0 ou 1, e quando este mudar para 65, atribui-se
o bit oposto ao que foi atribuido anteriormente. Repetindo-se esse proce-
dimento, é possivel estabelecer uma correspondéncia entre a série temporal
caotica perturbada e cédigos bindrios que representem alguma informacao.

Esse sinal cadtico perturbado pode ser transmitido ao receptor usando-
se algum meio de transmissao para entao ser decodificado, de forma que a
informacao transmitida seja recuperada.
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5.2.2 Decodificacao de Informacao

Foi mostrado na secao 3.3.3, que o UKF pode estimar os parametros de
um modelo, simplesmente estendendo o vetor de estados de forma que este
passe a conter também os parametros. Dessa maneira, os parametros passam
a ser estimados ao mesmo tempo que os estados.

Apés algumas modificagoes, o UKF é capaz de detectar a variagao de
parametros induzida, pela informagao binéria, no sinal medido, durante a
estimacao. Desta forma, o cédigo inserido no sinal é recuperado, ou seja, a
informacao é decodificada.

A transmissao de informacao por meio de sinais cadticos, seguindo um
procedimento semelhante ao descrito nessa se¢ao, foi realizada por Sobiski e
Thorp (Sobiski and Thorp, 1998), porém usando o Filtro de Kalman Esten-
dido (EKF). O sistema caético utilizado naquele trabalho foi o sistema de
Duffing.

Neste trabalho, procura-se atingir o mesmo objetivo de Sobiski e Thorp,
porém usando outros dois sistemas nao-lineares: o sistema de Lorenz e o
circuito de Chua. No caso do circuito de Chua pretende-se ir um pouco além,
trabalhando-se com dados da plataforma PCChua. A fim de se atingir tal
objetivo, o algoritmo escolhido é o UKF, que se mostrou mais eficaz quando
o sistema em questéo é o circuito de Chua (capitulo 4). A fim de permitir que
se tenha um primeiro contato com essa técnica de codifica¢ao/decodificacao
de informacao, utiliza-se primeiramente o sistema de Lorenz, cujos dados
foram gerados por simulagao.

5.2.3 Modificacoes no Algoritmo

Nesta secao apresentam-se duas propostas de modificacao no UKF que
podem possibilitar a estimagao de parametros variantes no tempo.

Redefinindo a Matriz de Covariancia

O erro de estimacao aumenta consideravelmente nos instantes em que
ocorre variagao de parametro. Idealmente, em tais instantes a matriz esten-
dida de covariancia dos estados ja deveria ter convergido e, portanto, seus
elementos devem encontrar-se em seus menores valores.

A matriz de covariancia precisa ser redefinida, elevando novamente os
valores de seus elementos e trazendo para o algoritmo a informacgao de que a
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partir daquele instante tém-se menos certeza sobre os valores reais de estados
e parametros. Esse reajuste da matriz pode ser feito automaticamente com
base no erro de estimacao:

& =z — &), (5.1)

) (1)

sendo :U,(cl o valor da varidvel z; no instante k e Z,° o valor estimado.
Quando o valor de & aumenta a ponto de ultrapassar um limite pré-
definido, assume-se que a razao é o uso de valores de parametros que nao
mais correspondem a realidade. Por outro lado, o ajuste dos parametros nao
é eficaz pois a matriz de covariancia tem valores pequenos. Uma forma de
contornar este problema é aumentar os valores dos elementos da matriz. Ou
seja, P precisa ser redefinida (P,” = P;"), reativando assim o mecanismo de
estimacao de parametros que, agora, podera se aproximar mais rapidamente
do novo parametro. Desta forma, é possivel detectar variacoes de parametros,

conforme sera mostrado nos exemplos apresentados nesse capitulo.

Limitando a Matriz de Covariancia

Outra maneira de permitir que o UKF esteja sempre sensivel a variagoes
de parametros é impedir que a matriz de covariancia P,j atinja valores muito
baixos. Fazendo-se isso, o ganho de Kalman K} também fica limitado. Para
limitar a matriz P,” pode-se adicionar a ela uma certa matriz D, a cada
iteracao do algoritmo. Essa matriz D, que pode ser escolhida por meio de
experimentos, garante um valor minimo para os elementos de P,. A idéia de
se somar uma matriz minima a matriz de covariancia com o intuito de limita-
la, foi proposta por Young (1970) para o estimador de varidveis instrumentais.

Antes de se aplicar este método, é preciso verificar se o UKF é sensivel
A inicializagao da matriz P,", para o sistema no qual estiver sendo aplicado.
Se a sensibilidade for alta, pode ser necessario determinar uma matriz de
covariancia inicial que funcione, retornando a ela sempre que o erro aumentar,
conforme descrito na 1* opcao de modificagao do UKF.

5.3 Sistema de Lorenz

Na secao 3.3.5 mostrou-se que o UKF apresentou bom desempenho na
estimagao de estados e parametros do sistema de Lorenz (Lorenz, 1963).
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Nesta secao pretende-se usar o procedimento descrito acima para demonstrar
que é possivel transmitir informacao por meio de variacdes paramétricas.

A fim de se atingir este objetivo, o UKF serd utilizado para detectar
variagoes em um ou mais parametros do seguinte modelo:

Ty = —AL T1+ A1 Zg,
x.g = )\2 1 — g2 —T1 T3, (52)
j?g == —)\3 T3+ T1 Zo.

5.3.1 Metodologia

O sistema pode ser representado em espaco de estados de acordo com:

EI R et B

e = 21+ e, (5.4)

sendo que f representa as equacoes do sistema de Lorenz, do instante £ — 1
até k, x; € o vetor de estados no instante k, Ay o vetor de parametros, e

1)

e ruido de medigao. Na equagao de saida (5.4), :v,(g representa o valor da

variavel x; na iteracado k e e, o ruido de medicao.

Variacao de Parametros

Inicialmente (caso 1) foram mantidos constantes: A\; = 12 e Ay = 40.
Variou-se o parametro A3, alternando seu valor entre A3 = 3 e A3 = 4, sendo
que a variacao foi realizada conforme mostrado na Figura 5.1.

Em um segundo momento (caso 2), variou-se A3 da mesma forma que no
caso anterior, embora com um tempo maior (100 segundos) e adicionando-se
ruido na série temporal simulada. A seqiiéncia de variacao foi: 3-3-4-3—4—
3-3-4-4-3.

No terceiro caso, manteve-se constante apenas A\; = 12, com variagao
de Ay entre Ny = 40 e \y = 45. Também foi adicionado ruido aos dados.
Variou-se A3 dentro da mesma faixa anterior, conforme Figura 5.2.

E importante salientar que todos esses valores, escolhidos para os trés
parametros do modelo, garantem que o sistema opere em regime cadtico
(Fiedler-Ferrara and Prado, 1994).
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Figura 5.1: Variagao de pardmetros do sistema de Lorenz — primeiro caso.
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Figura 5.2: Variacao de parametros do sistema de Lorenz — terceiro caso.

5.3.2 Resultados e Comentarios

Nesta secdo apresenta-se os resultados obtidos utilizando-se o UKF para
os trés casos estudados.

Primeiro caso — Variacao de )3

Neste caso, nao foi verificada muita sensibilidade a inicializa¢ao, ou seja, o
algoritmo convergiu para uma ampla faixa de matrizes P, distintas (de 10741
a 10?1, sendo I uma matriz identidade), mesmo aumentando-se o nivel de
ruido nos dados. Desta maneira, nao houve necessidade de se redefinir P,;L
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sempre que o erro de estimagao aumentava. Por este motivo, a modificacao
escolhida para tornar o algoritmo capaz de detectar variacdo de parametros
foi a 2% proposta na secdo 5.2.3.

Os resultados obtidos sao apresentados abaixo. Salienta-se que, neste
primeiro caso, nao foi adicionado ruido a série temporal simulada. Na Figura
5.3a mostra-se o intervalo completo no qual realizou-se a estimacao. Para
melhor visualizagao, destaca-se na Figura 5.3b uma pequena amostra desse
resultado, indicando que o sistema de Lorenz e o UKF estao praticamente
sincronizados durante a transmissao de informacao.

(a) (b)

30

20

10 20 30 40 50 40 41 42 43 44 45

Figura 5.3: Estimacao do estado simulado — Sistema de Lorenz — primeiro caso.
Sinal simulado (——) e estimado (—). As mudangas de A3 se deram
em t = 10, 20, 30 e 40s.

A diferenca entre o sinal simulado e o estado estimado, ou seja, o erro
de estimacdo ¢ aumenta nos instantes em que ocorre variacao de A3. A
elevagao de £ permanece por alguns instantes até que se obtenha convergéncia
novamente. Esse fato pode ser observado na Figura 5.4, na qual é possivel
notar a presenca de picos, significando elevacao no valor de £, exatamente
nos instantes em que ocorre varia¢do do parametro (¢ = 10, 20, 30, 40).

Na Figura 5.5 encontra-se o resultado desejado. Percebe-se claramente
que o UKF é capaz de detectar variagoes de A3, recuperando o cédigo inserido
antes da transmissao do sinal.
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Figura 5.4: Erro de estimacao do estado z; — Sistema de Lorenz — primeiro caso.
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Figura 5.5: Estimacao do pardmetro varidvel A3 do sistema de Lorenz — primeiro
caso. Variagdo provocada em A3 (——) e Az (—).

Segundo caso — Variacao do nivel de ruido

A fim de investigar a robustez da técnica de transmissao de informagao
ao ruido, foram feitas algumas simulagoes com diferentes niveis de ruido
(SNR). Constatou-se que para SNR = 25, 20, 15, 10, e 5 dB nenhum bit
foi recuperado incorretamente. Para SNR=0 db dos 10 bits transmitidos 4
foram decodificados de forma errada.

Na Figura 5.6 apresenta-se o resultado obtido com a pior SNR que nao
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apresentou bits errados na decodificagdo (SNR=>5 dB).

5

45

35

25

Figura 5.6: Estimacdo do parametro varidvel A3 do sistema de Lorenz — segundo
caso.

Aplicando-se um algoritmo para detec¢do de variagao na série temporal
do parametro estimado verificou-se que o cddigo bindario recuperado foi: 0—0—
1-0-1-0-0-1-1-0, o qual esta totalmente de acordo com o cédigo transmitido
citado na secao 5.3.1. Este algoritmo de detecc¢ao calcula a média do sinal
estimado a cada intervalo de tempo (neste caso 10s). De posse da média,
verifica-se se esta estd mais préxima do valor minimo ou maximo, tornando
possivel decodificar a informagao.

Terceiro caso — Variagao de )\; e )3

Neste caso, os dados foram gerados enquanto eram variados dois parame-
tros (A2 e \3), em instantes de tempo diferentes, conforme Figura 5.2. Além
disso, foi adicionado ruido ao sinal simulado.

Conforme dito anteriormente, variou-se Ay entre dois valores: Ay = 40 e
Ay = 45; e A3 entre A3 = 3 e A3 = 4. O ruido somado ao sinal simulado
foi gerado com distribuicao gaussiana e desvio padrao igual a 10% do desvio
padrao da série temporal z; sem ruido, ou seja, SNR=20 dB.

Foi verificada grande sensibilidade a inicializagao, o que impediu que se
obtivesse sucesso com a 2* modificagao do algoritmo. Desta forma, a modifi-
cacao adotada foi aquela que reajusta a matriz de covariancia quando o erro
de estimagao aumenta.
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Nas Figuras 5.7 e 5.8, mostra-se respectivamente, o sinal estimado e o
erro de estimacao. Como pode ser notado, o erro é bem maior que no caso
1. Isso se deve a presenca de ruido nos dados. Mesmo assim, o algoritmo
foi capaz de estimar os estados, detectando variacoes nos dois parametros
em instantes bem proximos dos instantes em que as variagoes efetivamente
ocorreram na etapa de transmissao.

@ B

Figura 5.7: Estimacao do estado simulado — Sistema de Lorenz — terceiro caso.
Sinal simulado (——) e estimado (—).

Figura 5.8: Erro de estimag@o do estado z1 — Sistema de Lorenz — terceiro caso.

A evolucao dos dois parametros durante a estimagao é apresentada na Fi-
gura 5.9. Esse resultado é muito importante, pois a capacidade de transmis-
sao de informacao esta sendo duplicada. O volume de informacao codificada
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em um unico sinal pode aumentar ainda mais desde que seja possivel estimar
um numero maior de parametros. Por outro lado, é importante salientar que,
em aplicagoes reais, o nimero de parametros passiveis de serem estimados
é limitado. Foi mostrado no capitulo 4 que existe uma certa dificuldade em
se estimar parametros com o UKF a medida que se aumenta a quantidade
destes. Naquele capitulo essa dificuldade pode ser notada principalmente na
escolha de valores para o vetor de estados e matriz de covariancia iniciais,
para inicializar o algoritmo.

50

Figura 5.9: Estimacdo de pardmetros varidveis do sistema de Lorenz — terceiro
caso. Valores dos pardmetros usados na simulacdo (——) e valores
estimados (—).

5.4 Circuito de Chua

Na secao anterior foi mostrado, utilizando-se dados gerados a partir do
sistema de Lorenz, que o UKF é capaz de detectar variacao de parametros
durante a geragao da série temporal cadtica, tornando possivel a transmissao
de informagdo por meio de cédigos que podem ser recuperados estimando
parametros. Nesta secao pretende-se ir um pouco mais além: a série cadtica
sera gerada a partir de um circuito de Chua real, descrito na secao 4.3.2.
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5.4.1 Metodologia

O circuito de Chua pode ser representado pelas seguintes equacgoes de

estado:
¢ 1 1 1
T = —ja T+ e te — goia(T),
1 1 1
y T2 = ®GTL T RGT2 T 73 (5.5)
L — 1
\ '1‘3 - _L‘,'E27

: _ 1
sendo i4(z1) = moz1 + 5(m1 — mg) (|21 + Bp| — |71 — Byl).

Neste sistema, a exemplo do sistema de Lorenz, mediu-se a série temporal
cadtica z1, que sera a portadora de informacao.

Variacao de Parametro

A placa do circuito de Chua real foi construida de forma a permitir varia-
¢oOes no resistor R (Torres, 2001). Por este motivo, esse pardmetro do modelo
foi escolhido como parametro variavel. Os demais parametros, cujos valores
encontram-se listados na Tabela 4.6, sio mantidos constantes durante todo
o tempo de geragao de dados.

Foram feitos dois experimentos com o circuito de Chua, nos quais variou-
se a resisténcia manualmente.

1. Dados foram gerados durante 120 segundos com R = 1.549 €2, e o sis-
tema operando em regime cadtico dupla volta. Nesse instante, ainda
com o circuito ligado, variou-se a resisténcia para um determinado va-
lor, a principio desconhecido, porém mantendo regime dupla volta.
Apés passados mais 120 segundos, desligou-se o circuito e mediu-se
o valor atual da resisténcia. O valor obtido foi R = 1.615 €.

2. Os dados foram gerados durante 120 segundos. Durante todo esse pe-
riodo, houve variacoes de R a cada intervalo de 30 segundos, totali-
zando portanto 3 alteracdes, porém sempre comutando, aproximada-
mente, entre dois valores. Os valores medidos foram: R = 1.540 ) e
R =1.647 Q.
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5.4.2 Resultados e Comentarios

Nesta secao sao apresentados os resultados obtidos nos dois experimentos
descritos anteriormente. Como jéa era esperado, o problema de sensibilidade
a inicializacao voltou a aparecer neste caso, de forma que foi preciso adotar
a 1* modificacdo no UKF, para que a matriz de covariancia fosse redefinida
sempre que o erro de estimagdo aumentasse.

Na Figura 5.10, é apresentado o grafico do sinal medido z; e estimado
pelo UKF. A partir da analise deste grafico, verifica-se o sincronismo entre
transmissor e receptor. A alteracao no valor de R durante a geracao de dados
ocorreu aproximadamente em ¢ = 120 s. Percebe-se que nas proximidades
desse instante de tempo ocorreu um principio de perda de sincronismo, o
qual foi corrigido alguns segundos depois (Figura 5.10b).

(a) (b)

0 60 120 180 240 120 125 130 135 140
1(s) t(s)

Figura 5.10: Estimacao do estado medido — Circuito de Chua — primeiro experi-
mento. Sinal medido (——) e estimado (—). A variagdo de R ocorreu
em aproximadamente ¢ = 120 s.

Na Figura 5.11 mostra-se que o resultado desejado foi obtido. Apds a
convergéncia do algoritmo e até o instante ¢ = 120 s, o valor estimado para
o resistor foi aproximadamente R =1.540 Q e o erro percentual com relacao
ao valor medido de R foi de apenas 0,58 %. Apds o instante ¢ = 120 s,
o algoritmo detecta uma elevagao no erro de estimagao, o que faz com que
a matriz de covariancia seja redefinida. O valor estimado passou a ser de
aproximadamente R=1594Q depois da convergéncia, enquanto que o erro
percentual com relagao ao valor medido foi de 1,30 % (ver Tabela 5.1).
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Tabela 5.1: Valores da resisténcia R do circuito de Chua — medicao e estimacao.

Parametro

Valor medido

Valor estimado

Erro

Rmin

1.549 Q

1.540 £1,5Q

0,58 %

Rmax

1.615 €2

1.594 £3Q

1,30 %
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R=1594 Q

1590}
15801
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1540
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1520
0

120 180

240

Figura 5.11: Estimagdo do parametro varidvel do circuito de Chua — primeiro
A variagdo de R ocorreu em aproximadamente ¢t =

experimento.

120 s.

Na Figura 5.12 é mostrado que apds a corre¢ao do parametro R e con-

vergéncia do algoritmo, o sinal medido z; aproxima-se do sinal medido z,

diferentemente do resultado apresentado na Figura 5.10b, nas proximidades

do instante em que houve variacao paramétrica. Na Figura 5.13 mostra-se o

erro de estimacao.
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-5 . . . .
180 185 190 195 200 205

Figura 5.12: Estimacao do estado medido — série temporal apds convergéncia.

25

15¢ 1

15 . . .
0 60 120 180 240

t(s)

Figura 5.13: Erro de estimagdo do estado z; — Circuito de Chua — primeiro expe-
rimento.

No segundo experimento, conforme ja descrito, variou-se o valor de R
mais de uma vez durante a geragao de dados, com o intuito de produzir uma
seqiiéncia binaria.

Nas Figuras 5.14 e 5.15 sao apresentados os sinais medido z; e estimado
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Z7 e erro de estimagao &, respectivamente.
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Figura 5.14: Estimacdo do estado medido — Circuito de Chua — segundo experi-
mento. Sinal medido (——) e estimado (—). A variagdo de R ocorreu
nos instantes 30, 60 e 90 segundos.

) s s ‘
0 30 60 90 120
1)

Figura 5.15: Erro de estimagao do estado z1 — Circuito de Chua — segundo expe-
rimento.

A evolugao do parametro R durante a estimagao é apresentada na Figura
5.16.
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Figura 5.16: Estimagao do pardmetro varidvel do circuito de Chua — segundo
A variacdo de R ocorreu nos instantes 30, 60 e 90

experimento.

segundos.

Assim como no experimento anterior, o UKF detectou as variacdes na

resisténcia do circuito. Conforme ja explicado anteriormente, cada variacao

pode ser vista como um simbolo bindrio. Ou seja, neste exemplo pode-se
supor que quando o valor da resisténcia for R = 1.540 2 tem-se bit 0 e
quando R = 1.647 ) tem-se bit 1. Desta forma, o cédigo transmitido foi

0-1-0-1.

Tabela 5.2: Valores de R - medicao e estimagcao.

Parametro | Valor medido | Valor estimado Erro
Roin 1.540 Q 1.525 £8Q 0,97 %
Roax 1.647 Q 1.618 £12Q | 1,76 %

Observando os graficos das Figuras 5.11 e 5.16, nota-se a presenca de
pequenas oscilacoes na curva de evolucao da resisténcia estimada . Essas
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oscilagoes tendem a diminuir a medida que se permite um tempo maior de
medigdo/estimacdo, o que por outro lado torna o processo de decodificagido
cada vez mais lento. Entretanto, verifica-se que nos dois experimentos da
presente secao, essas oscilacoes se concentraram em uma faixa de valores
cujos limites estao muito préximos do valor real de R.

Mesmo com as pequenas oscilagoes verificadas, considerou-se que a con-
vergencia ja havia sido atingida apds passados 120 s no primeiro experimento.
No segundo experimento, verificou-se que as oscilagdes ocorreram dentro de
uma faixa um pouco mais ampla do que no primeiro experimento. Isso ocor-
reu pelo fato das variacoes paramétricas, no segundo experimento, terem
ocorrido a cada intervalo de 30 s. Considerou-se que apods passados 30 s a
convergéncia ja havia sido atingida, o que trouxe grande economia no tempo
de geracao de dados e estimacao, melhorando a taxa de transmissao de in-
formacao. Essa consideracao foi possivel uma vez que o erro na estimacao de
R foi baixo, conforme Tabela 5.2.

A maior dificuldade em se obter convergéncia de parametros para o cir-
cuito de Chua em relagao ao exemplo do sistema de Lorenz (se¢ao 5.3), pode
estar relacionada a certos fatores que conduzem a um aumento de complexi-
dade do problema quando se trabalha com dados reais. Tais fatores podem
ser ruido de processo e de medigcao, por exemplo.

Uma das diferencas na etapa de geracao de dados, que pode ter influ-
enciado diretamente a convergéncia dos resultados, estd relacionada com o
procedimento de variacao de parametros. No caso do sistema de Lorenz foi
possivel mudar o valor do parametro de forma instantanea, pois os dados
foram gerados por simulagao. No circuito de Chua a variagao foi feita grada-
tivamente, por meio de um procedimento manual, passando por uma faixa de
valores intermedidrios até atingir o valor desejado. Entretanto, procurou-se
realizar essa variacao rapidamente, aproximando-a de uma variacao instan-
tanea.

5.5 Conclusoes

Neste capitulo mostrou-se um procedimento que pode ser usado para
transmissao de informacao em sistemas de comunicacao. Cddigos binarios
sao inseridos em séries temporais cadticas a partir de sucessivas variagoes de
um ou mais parametros do sistema. Quando a série temporal chega ao re-
ceptor, o codigo transmitido é recuperado por estimagao conjunta de estados
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e parametros via UKF.

Dois exemplos de aplicacdao da técnica foram apresentados. Na secao
5.3 mostrou-se um exemplo no qual a série temporal cadtica portadora da
informacao foi gerada por simulacao das equacoes do sistema de Lorenz. No
segundo exemplo, apresentado da se¢ao 5.4, utilizou-se um circuito de Chua
real, descrito na se¢ao 4.3.2, para gerar os dados.

Em ambos os casos (sistema de Lorenz e circuito de Chua), o UKF foi
capaz de detectar variacoes nos parametros dos modelos, o que torna possivel
a transmissao digital de informacao utilizando-se estes sistemas em conjunto
com o UKF. Por outro lado, salienta-se que as dificuldades encontradas para
inicializar a matriz de covariancia podem se apresentar como um forte em-
pecilho para a implementacao do algoritmo.

Resultados semelhantes aos apresentados neste capitulo foram obtidos
por Sobiski e Thorp (Sobiski and Thorp, 1998). As diferengas entre aquele
trabalho e o presente capitulo sao o sistema nao-linear utilizado e o algo-
ritmo escolhido para realizar estimacao. Sobiski e Thorp trabalharam com
o sistema de Duffing e usaram o EKF para estimar os parametros do mo-
delo. Neste capitulo foram usados, além do sistema de Lorenz, dados reais
da plataforma PCChua, sendo que o algoritmo escolhido foi o UKF, método
considerado mais eficaz do que o EKF quando se trata do Circuito de Chua.

E interessante destacar que o mesmo principio de deteccao de variacao
de parametros apresentado neste capitulo pode ser usado com o objetivo
de detectar falhas (Camargo, 1997) em sistemas desenvolvidos para as mais
diversas aplicagoes.






Capitulo 6

Conclusao e Pesquisas Futuras

“Mesmo que eu tivesse o dom da profecia, e conhecesse
todos os mistérios e toda a ciéncia; mesmo que tivesse
toda a fé, a ponto de transportar montanhas, se ndao tiver
amor, nao sou nada.”

I Corintios, 13,2

Estimacgao recursiva ¢ um assunto de grande interesse em ciéncia e tecno-
logia, sendo objeto de estudo em diversas dreas. Algoritmos para estimagao
recursiva podem ser aplicados em diferentes situacoes. Na Identificacdo de
Sistemas é possivel utilizar estimadores recursivos para estimar os parametros
do modelo. Existem véarios algoritmos que foram propostos para desempe-
nhar essa funcdo, sendo que o mais conhecido é o estimador recursivo de
minimos quadrados, descrito na secao 2.3.2. Estimadores recursivos também
podem ser usados na filtragem de sinais e estimacao dos estados desconhe-
cidos de sistemas dinamicos lineares ou nao-lineares. Dentre os estimadores
desenvolvidos para estimar estados, destaca-se o Filtro de Kalman, que foi o
assunto principal deste trabalho.

6.1 O Filtro de Kalman

Por volta dos anos 50, aumentou-se o interesse do homem em conquistar
o espaco. Pesquisadores daquela época tinham problemas na estimacao da
trajetéria de veiculos espaciais. Como solugdo para problemas desse tipo sur-
giu o Filtro de Kalman (Kalman, 1960). Desde a época em que foi proposto,
tal algoritmo tem sido aplicado em diversas areas da ciéncia. Na secao 1.1
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foram listadas algumas dessas aplicacoes desenvolvidas no passado e também
recentemente.

O KF é um algoritmo recursivo étimo' capaz de estimar os estados de
sistemas dindmicos perturbados por ruido (de processo e de medi¢ao) branco
e gaussiano. Como pode ser notado, para que o algoritmo de Kalman possa
ser empregado na solucao de algum problema, geralmente adotam-se algu-
mas hipdteses simplificadoras com relagao aos sinais aleatérios que afetam o
processo.

Outra questao importante é o fato de que o KF da forma como foi pro-
posto (Kalman, 1960; Kalman and Bucy, 1961), pressupoe que o sistema em
questdo seja modelado por equacoes lineares (secdo 2.4.1). Essa caracterfs-
tica pode trazer fortes limitacdes no uso do algoritmo, visto que grande parte
dos sistemas do mundo real sao de natureza nao-linear. Podem ser encon-
tradas na literatura diversas abordagens do KF adequadas para aplicacao
em sistemas nao-lineares. Neste trabalho foram apresentados dois algoritmos
baseados no mesmo procedimento proposto por Kalman, mas que podem ser
aplicados a sistemas nao-lineares: o Filtro de Kalman Estendido e o Filtro
de Kalman Unscented.

6.2 Estimacao em Sistemas Nao-Lineares

O Filtro de Kalman Estendido (EKF) lineariza as fun¢oes do sistema néo-
linear, dando origem a um novo sistema de equagoes. E necessério calcular
matrizes jacobianas a cada iteragdo do algoritmo. A partir desse novo modelo
linear pode-se aplicar normalmente as equacoes do Filtro de Kalman original
(secao 3.2).

O procedimento de linearizacao das funcées pode provocar erro de esti-
macao ou divergéncia, dependendo da influéncia que elementos nao-lineares
exercem sobre a dindmica do sistema (Cipra, 1993; Julier and Uhlmann,
1996). Esse fato pode ser verificado na prética por meio de um exemplo
de aplicacao apresentado nesse trabalho. O sistema escolhido foi o circuito
de Chua, um sistema cadtico de construcao relativamente simples, mas cujo
comportamento é bastante complexo.

O Filtro de Kalman Unscented (UKF) baseia-se no fato de que a apro-

10O termo étimo, neste caso, significa que o KF calcula as estimativas para as varidveis
minimizando o valor esperado da soma quadratica dos residuos de estimacao.
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ximacao da distribuicao gaussiana dos estados é capaz de proporcionar me-
lhores resultados do que a linearizacao das funcdes nao-lineares. Os autores
desse algoritmo (Julier and Uhlmann, 1997), sugeriram uma técnica eficiente
capaz de propagar a média e a matriz de covariancia dos estados usando-se
as proprias funcoes nao-lineares do sistema. Desta forma, o que ocorre é
uma espécie de “linearizacao estatistica” e nao uma linearizacao das funcoes

do sistema. Essa técnica é conhecida como Transformacio Unscented (se¢ao
3.3.1).

Os resultados obtidos com os algoritmos EKF e UKF foram compara-
dos no capitulo 4 deste trabalho. Foram utilizados dados gerados por si-
mulacao e dados gerados e medidos usando uma plataforma de laboratorio.
Trabalhando-se com dados obtidos por simulacdo, o UKF foi capaz de es-
timar os estados do circuito de Chua proporcionando resultados melhores
do que aqueles fornecidos pelo EKF. Com dados reais nao se obteve éxito
de imediato. Pelo fato de nao ser possivel garantir que os valores de todos
os parametros do sistema real sejam precisamente conhecidos, foi necessa-
rio estima-los juntamente com os estados. Realizando-se esse procedimento
melhores resultados puderam ser obtidos.

6.3 Deteccao de Variacoes nos Parametros

A capacidade do UKF em estimar os parametros do sistema, detectando
variagoes em seus valores, dd origem a diversas possibilidades de aplicacoes
do algoritmo. A transmissao de informagdo é uma dessas possiveis aplica-
coes. No capitulo anterior mostrou-se que é possivel inserir cédigos binarios
em séries temporais cadticas fazendo-se sucessivas variacoes de um ou mais
parametros do sistema. Quando a série temporal chega ao receptor o codigo
transmitido é recuperado por estimacao conjunta de estados e parametros via
UKF. A preferéncia por se utilizar sistemas cadticos é que o sinal portador
da informagao apresenta caracteristicas semelhantes as de um sinal aleatério,
dificultando o acesso nao autorizado a informagao, pelo menos em principio.

Uma outra aplicacao interessante é a deteccao de falhas em processos.
Estimando-se constantemente os parametros de um determinado sistema, é
possivel detectar possiveis variagoes em seus valores, indicando onde e quando
pode ter ocorrido uma falha.



106 6 Conclusao e Pesquisas Futuras

6.4 Conclusoes

A revisao bibliografica e a experiéncia adquirida com os exemplos praticos
estudados neste trabalho mostraram que o uso do Filtro de Kalman para es-
timacao de estados e parametros de sistemas nao-lineares pode proporcionar
6timos resultados. De maneira geral, foi possivel concluir que o UKF é mais
eficaz do que o EKF, principalmente quando se trata de sistemas mais com-
plexos e cuja dinamica sofre forte influéncia de elementos nao-lineares. Por
outro lado, é preciso ter cautela ao se fazer uso do UKF, pois foram encontra-
dos problemas na implementagao. Para os sistemas nao-lineares estudados,
principalmente o circuito de Chua, o UKF apresentou alta sensibilidade a
inicializacao. Verificou-se que pequenas variagoes no vetor de estados inicial
e matriz de covariancia dos estados inicial, podem fazer com que o resultado
nao convirja. Este fato foi verificado durante a estimacao simultanea de esta-
dos e parametros. Estimando somente estados, o que simplifica as operacoes,
este problema nao se mostrou relevante.

Espera-se que este trabalho sirva de motivacao para novos estudos na
area de estimacgao recursiva, e principalmente, seja um ponto de partida para
pesquisadores interessados em investigar melhor o funcionamento do UKF,
uma vez que a técnica foi proposta muito recentemente e por esse motivo
ainda é pouco explorada.

6.5 Pesquisas Futuras

Este trabalho foi o primeiro trabalho realizado no grupo MACSIN sobre
o tema, principalmente em se tratando do UKF. Como propostas de conti-
nuidade sao apresentadas as seguintes sugestoes:

e Aplicar o UKF em outros sistemas nao-lineares, principalmente naque-
les que nao apresentam dindmica caética, para filtragem de sinais e
estimacao de estados desconhecidos. Verificar se surgem dificuldades
na implementacao, como por exemplo o problema da inicializagao, en-
contrado nos sistemas estudados neste trabalho.

e Investigar o problema da sensibilidade do UKF as condigoes iniciais,
para o vetor de estados e matriz de covariancia, na tentativa de propor
um método para cdlculo dessas condicoes ou modificacoes no algoritmo
que o tornem menos sensivel.
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e Propor e implementar um procedimento completo para transmissao
de informacao usando o circuito de Chua real, baseado na variagdo
automatica de um ou mais parametros.

e Usar o procedimento de deteccao de variagoes de parametros em siste-
mas nao-lineares com o objetivo de detectar falhas no processo.

e Buscar melhores formas de tornar o algoritmo capaz de detectar varia-
cOes paramétricas, que nao estejam atreladas a inicializagao da matriz
de covariancia.
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Apéndice A

Biografia: R. E. Kalman

“Mentes pequenas discutem pessoas;
Mentes medianas discutem eventos;
Grandes mentes discutem idéias.”

R. E. Kalman

Rudolf Emil Kalman, filho de Otto e Ursula Kalman nasceu em Buda-
peste, Hungria, em 19 de Maio de 1930. Sua familia mudou-se para os Estados
Unidos durante a Segunda Guerra Mundial.

Kalman recebeu o grau de bacharel e mestre em Engenharia Elétrica
pelo MIT (Massachusetts Institute of Technology) em 1953 e 1954 respecti-
vamente. Dando continuidade a seus estudos, ele recebeu o titulo de PhD na
Universidade de Columbia em 1957.

Durante os anos 60, Kalman foi um dos expoentes no desenvolvimento
da teoria de controle moderno. Entre suas intimeras contribuicoes pode-se
citar a formulacao e o estudo dos conceitos mais fundamentais sobre espaco
de estados, como por exemplo os conceitos de controlabilidade e observabili-
dade. Os paradigmas formulados por Kalman e os resultados obtidos por ele
se tornaram parte intrinseca dos fundamentos da teoria de controle, e hoje
sao ferramentas indispensaveis apresentadas em livros-texto de engenharia
usados desde cursos de graduacao até os niveis mais avancados.

Ele foi pesquisador no Research Institute for Advanced Study (RIAS)
em Baltimore, entre 1958-1964, professor da Universidade de Stanford en-
tre 1964-1971, professor pesquisador e diretor do Center for Mathematical
System Theory da Universidade da Florida entre 1971-1992. Além disso,
Kalman lecionou Teoria Matematica de Sistemas no Swiss Federal Institute
of Technology (ETH).

Kalman recebeu muitos prémios, incluindo a Medalha de Honra do IEEE
(1974), Medalha do Centendrio do IEEE (1984), o Prémio de Kyoto em
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Alta Tecnologia da Fundacao Inamori do Japao (1985), o Prémio Steele da
Sociedade Americana de Matemética (1987) e o Prémio Bellman (1997). Ele
¢ membro da Academia Nacional de Ciéncias (EUA), Academia Nacional de
Engenharia (EUA) e Academia Americana de Artes e Ciéncias. Além disso,
é membro estrangeiro das Academias de Ciéncias Hungara, Francesa e Russa
e recebeu muitos doutorados honorarios.
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