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RESUMO

Estudou-se a retificagdo de energia e magnetizagdo no sistema quéantico aberto
unidimensional constituido de uma cadeia de spin XXZ acoplada a um reservatério de spin em
cada extremidade e sujeita a um campo magnético externo. Analisaram-se os efeitos da
introdugdo de uma estrutura graded na cadeia, bem como os efeitos de um campo magnético
graded no sistema. Apresentam-se resultados tedricos para os fluxos e também solucdes exatas,
obtidas por meio de calculos computacionais, para uma cadeia pequena. Verificou-se que o
sistema apresenta retificacdo quanto ao fluxo de energia tanto para a introducdo de uma
estrutura interna graded quanto para a introducdo de um campo magnético graded, embora
apresente retificacdo quanto ao fluxo de magnetizagdo apenas no ultimo caso. Com o intuito de
mostrar que a retificacdo ndo é um fendmeno restrito ao modelo estudado, investigaram-se
também, por meio de analise computacional, configuracdes distintas da cadeia de spin quanto
ao tamanho da cadeia, as interagfes internas e as condicdes de contorno. Constataram-se as
mesmas condi¢des para a existéncia de retificagdo dos fluxos, havendo apenas uma excecgéo:
no modelo estudado com condi¢Bes de contorno distintas (twisted XY boundary gradients),
constatou-se a existéncia de retificacdo quanto ao fluxo de magnetizagdo também para um

campo magnético uniforme.



ABSTRACT

We addressed the issue of energy and magnetization rectification in the quantum
one-dimensional open XXZ spin chain driven out of equilibrium by magnetization pumping
applied at its boundaries and in the presence of an external magnetic field. We analyzed the
effects of the introduction of an inner graded structure in the chain, as well as the effects of a
graded magnetic field in the system. We present theoretical results for the fluxes and also exact
solutions, obtained by means of numerical computation, for a small chain. We verified that the
energy flux exhibits rectification in both the inner graded structure case and the graded magnetic
field one, although the magnetization flux exhibits rectification only in the latter situation. With
a view to showing that the rectification is not a phenomenon limited to the studied model, we
additionally investigated, by means of computational analysis, distinct configurations of the
spin chain regarding the chain size, the internal interactions, and the boundary conditions. We
found that the same conditions apply to the existence of rectification, except for one situation:
with regard to the “twisted XY boundary gradients” model, the magnetization flux exhibits

rectification for a uniform magnetic field as well.
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1 INTRODUCAO

Sistemas macroscopicos tendem a evoluir para estados cujas propriedades sdo
determinadas apenas por fatores intrinsecos, independentes de influéncias externas anteriores
(uma influéncia, hipoteticamente externa, que seja permanente — como a atuacdo de um campo
magnético — é considerada parte do sistema). Esse estado terminal, independente do tempo,
atingido por um sistema livre de perturbacdes, recebe o nome de equilibrio termodinamico.
Precisamente, esse é um estado caracterizado pela auséncia de fluxos no sistema. A
termodindmica é uma teoria fenomenoldgica que sistematiza as leis empiricas sobre o
comportamento térmico dos corpos macroscopicos e que busca, sobretudo, descrever esses

estados de equilibrio.

A mecénica estatistica de equilibrio € uma teoria bem estabelecida que visa explicar
propriedades macroscopicas de sistemas em equilibrio termodindmico a partir de consideragdes
sobre 0 comportamento das particulas que os constituem [1]. Seu objetivo maior traduz-se na
deducdo das leis e resultados da termodinamica. Em principio, explicacdes para esses resultados
poderiam ser obtidas pela aplicacdo direta das leis da mecénica (classica ou quantica,
dependendo do nivel e interesse da analise). Esse roteiro, no entanto, mostra-se intratavel
devido ao numero imenso de particulas envolvidas. A mecanica estatistica de equilibrio mostra
como tais propriedades macroscopicas surgem em conexdo com 0 comportamento
microscopico, em que o ingente nimero de particulas provoca o aparecimento de regularidades
peculiares — as denominadas leis estatisticas. A teoria de equilibrio tem, pois, suas bases nas
leis da mecanica e na teoria das probabilidades. Seu postulado fundamental estabelece que “em
um sistema estatistico fechado, com energia fixa, todas as configuracbes microscopicas
acessiveis sdo igualmente provaveis” [1]. Esse postulado ¢ justificado a posteriori, por meio de
suas consequéncias. Um argumento a favor do postulado fundamental é o principio da
indiferenca [2], segundo o qual se podem meramente designar probabilidades iguais a cada
possivel configuracdo do sistema na auséncia de demais informacdes (ou seja, na auséncia de
razdes claras para que algumas configuracfes sejam mais provaveis que outras). A suposicao
de probabilidades iguais a priori retrata, de certo modo, nossa ignorancia acerca do estado

microscopico do sistema.

A introducdo do postulado fundamental permite que autores, muitas vezes,

esquivem-se de uma discussdo acerca da hipdtese ergodica [3] — em principio, um pilar da



mecanica estatistica de equilibrio. Segundo essa hipotese, a média temporal de uma certa
grandeza de interesse é equivalente, no equilibrio, a uma média no espaco de fase em certos
ensembles [4]. Essa hipdtese é também justificada a posteriori e, na sua forma mais forte, pode
ser verificada apenas para sistemas extremamente simples [1]. Por conjectura, sem a hipdtese
ergddica, a teoria de equilibrio faz afirmacbes sobre ensembles, e ndo sobre um sistema em
particular — a ergodicidade é o que permite afirmar que uma medida real em laborat6rio, num
intervalo finito de tempo (uma média temporal), corresponde, no equilibrio, a uma média sobre
0 ensemble estatistico. Supde-se, para a validade dessa correspondéncia, que os pontos do
ensemble sejam copias fiéis do sistema macroscépico e que, no decorrer do tempo, a trajetoria
do sistema fisico percorra todos os pontos do ensemble [1]. Entretanto, como observado pelo
autor de [5], o intervalo de tempo necessario para que a trajetoria de um sistema fisico percorra
todas as configuracdes possiveis &, via de regra, extraordinariamente grande (maior que a idade
do universo); durante uma medi¢do em laboratdrio, o sistema manifesta apenas uma exigua
parcela das configuracdes realizaveis. A falta de provas para a validade da hipétese ergddica na
maior parte das classes de modelos em mecéanica estatistica é alvo de controvérsias, e ha uma
discussdo na literatura a respeito da sua validade e imprescindibilidade para as bases da
mecanica estatistica de equilibrio [3]. S&o necessarias ainda investigacdes fisicas e matematicas

mais profundas para preencher essa lacuna tedrica.

Muitos dos fenbmenos fisicos de interesse — como transporte de energia hum
sistema sujeito a um gradiente de temperatura — envolvem processos irreversiveis fora do
equilibrio. Até o0 momento, ndo é conhecido um formalismo exato que se aplique, de modo
geral e satisfatorio, a mecanica estatistica de ndo equilibrio [6]. Isto posto, esse ramo da
mecanica estatistica permanece uma area ativa de pesquisa nos dias atuais. Como exemplo, a
deducéo da lei de Fourier sobre a conducdo de calor por primeiros principios € um problema
em aberto. Essa ainda é uma lei fenomenolégica [7], e, apesar de valida para diversos sistemas
fisicos conhecidos, as condicBes precisas para a sua validade sdo, até entdo, incognitas.
Enunciada no ano de 1822 por Jean-Baptiste Joseph Fourier no trabalho Théorie analytique de
la chaleur, a lei de Fourier estabelece que o fluxo de calor F(x,t), no ponto x e instante de

tempo t, é proporcional ao gradiente de temperatura VT (x, t) no sistema segundo a equacao
F(x,t) = —k(T,x)VT(x,t)

A constante de proporcionalidade x(T, x) € chamada de condutividade térmica.
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O esforgo empregado na busca pelas condigdes precisas para a validade da lei de
Fourier, a partir do estudo de modelos simplificados, levou a descoberta de multiplas
propriedades da conducao de calor, algumas com promissoras aplicacdes experimentais. Uma
delas é a existéncia de retificacdo térmica [8], fendmeno pelo qual a magnitude do fluxo de
calor depende do seu sentido. Em um dado material situado entre dois reservatorios térmicos,
por exemplo, diz-se que ha retificagcdo quando o médulo da magnitude do fluxo de calor muda
ao se inverterem os reservatorios. A retificagdo térmica é o ingrediente cardinal na concepcao
de dispositivos como diodos térmicos, ja propostos e, inclusive, construidos na pratica [9].
Materiais com estrutura graded — isto €, materiais cuja estrutura varia gradualmente no espago
— e interacBes intricadas (e.g., anarménicas) sdo fortes candidatos a construcdo desses
dispositivos [10], motivando o desenvolvimento de diversos trabalhos, tanto teéricos quanto
experimentais, com o propdsito de estudar suas propriedades. Além de abundantes na natureza,
com o0 avanco da nanotecnologia e das técnicas experimentais relacionadas, esses materiais
podem ser fabricados e manipulados quanto as especificidades de suas estruturas. O estudo da

retificacdo do fluxo de energia num sistema quantico graded é a proposta central deste trabalho.

Na mecénica quéntica, o estado de um sistema fisico fechado — por defini¢do, um
sistema que ndo troca matéria ou energia com outro sistemat — é descrito por um vetor de estado

|¥(t)) que evolui no tempo de acordo com a equacdo de Schrodinger:

L d _
ih—W(®) = HOP(O)
H(t) é o Hamiltoniano do sistema.

Dado um vetor de estado inicial no instante t = t, a solucdo dessa equagdo pode ser expressa

formalmente por meio de um operador de evolucao temporal:

[P () = U(t, to) W (to))

Da hermiticidade de H(t) (H = HT), segue que U(tt,) é unitario (UT=U"1). A
hermiticidade é exigida para todo operador associado a uma variavel dinamica a fim de garantir
a existéncia de uma representacdo espectral do operador: a existéncia dessa representacdo é
essencial & formulacdo da teoria quéntica [11]. E, ademais, caracteristico de um operador

hermitiano ter autovalores reais.

1 Faz-se necessario pontuar aqui que um sistema quantico que troca matéria ou energia com um sistema classico
de uma maneira conhecida, como o pulso de um laser sobre um atomo, é também considerado fechado.
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Em contraste com o caso de um sistema fechado, a dindmica de um sistema aberto
— isto €, um sistema que interage com um sistema quéantico externo — nao pode, em geral, ser
descrita em termos de uma evolucéo temporal unitaria [12]. Com efeito, nenhum sistema pode
ser completamente isolado do ambiente externo, e todo sistema quéantico realista deve ser
tratado como um sistema aberto. Em muitos casos, mostra-se Gtil formular a dindmica de um
sistema aberto por meio de uma equagdo de movimento apropriada para 0 seu operador de
estado, uma equagao mestre quantica. O nome “equagdo mestre” se deve a Nordsieck, Lamb e
Uhlenbeck. Esse termo foi utilizado pela primeira vez (em um contexto classico) no artigo On
the theory of cosmic-ray showers I: the furry model and the fluctuation problem?, de autoria
deles, em que se 1é: “When the probabilities of the elementary processes are known, one can
write down a continuity equation for W [a set of probabilities], from which all other equations
can be derived and which we will call therefore the ‘master’ equation.” Uma equacio
amplamente utilizada para descrever a evolucdo ndo unitaria do operador de estado de um
sistema aberto é a equacdo de Lindblad [12]. Suas premissas sdo a homogeneidade do tempo e
a validade da condicdo de Markov (um processo que satisfaz a condicdo de Markov é aquele
cuja distribuicdo de probabilidade condicional dos estados futuros depende apenas do estado
atual — e ndo da sequéncia de eventos precedentes). Sua forma mais geral para um sistema

aberto de Hamiltoniano H e cujo estado € descrito por um operador de estado p é:

N?-1
d _ A 1 +
E'D(t) = —i[H, p] + Yi(ApAy — EAkAkP - EPAkAk)
k=1
N é a dimensdo do espaco de Hilbert do sistema. Os operadores A; sao comumente chamados
de operadores de Lindblad, e os coeficientes y, sdo dados em termos de certas funcbes de

correlagdo do ambiente.

Nesta dissertacdo, estuda-se o sistema quéantico aberto unidimensional constituido
de uma cadeia de spin XXZ com N sitios (particulas de spin %2) sujeita a um reservatorio de
spin em cada extremidade e a um campo magnético externo B. A evolucdo temporal do
operador de estado p do sistema é modelada por uma equagéo do tipo Lindblad [13]:

dp

i —i[H, p] + D, (p) + Dr(p),

em que

2NORDSIECK, A.; LAMB, W.; UHLENBECK, G. On the theory of cosmic-ray showers I: the furry model and
the fluctuation problem. Physica, v. 7, p. 344-360, abr. 1940.
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LRy art 1 : »T LR ’V
DL,R(p): L(s )PL(s ) _E{L(SLR)L(SLR) P} L(i &= E(lifL,R)o-li,-N

s=+

ot =

N |-

(o* £ic”), sendo o*”* os operadores de spin de Pauli. Os pardmetros f; r

caracterizam os reservatorios.

Considera-se o Hamiltoniano para uma cadeia de spin com N sitios sujeita a um campo

magnético externo da seguinte forma:

N N-1
H= ) B+ ) (¥ 0808, +] 070 +]¢. 0807,
- ¥ Li+1¥Yi Yi+l Li+17i Yi+1 Li+1Yi Yi+1/)»
i=1 i=1

Presumem-se condi¢des de contorno abertas (ndo periddicas). O primeiro termo do
Hamiltoniano é devido ao acoplamento do momento de dipolo magnético intrinseco dos spins
ao campo magnético externo B (na direcdo z). O segundo, por sua vez, modela uma interacéo
spin-spin de vizinho proximo, intitulada “interagdo de troca”. A interagdo de troca ¢ um efeito
quantico entre particulas idénticas que ocorre em virtude da sobreposicdo de suas funcdes de
onda — sujeitas a simetria de troca. Usualmente, essa € uma interacdo de curtissimo alcance.
Assume-se, a vista disso, que as interacBes magnéticas ocorram apenas entre particulas
adjacentes. Os termos J*¥# sdo uma medida da intensidade dessa interacdo nas respectivas
direcdes indicadas. No caso mais geral, 0 campo magnético externo e os termos J*¥#* podem
assumir um valor para cada sitio ou par de sitios. O caso particular do Hamiltoniano em que
J* = J¥ recebe 0 nome de modelo XXZ, estudado nesta dissertacao. Investiga-se o sistema com
estrutura graded — isto €, variando gradualmente com i — tanto em J* quanto em JZ#. Inquirem-

se, ainda, os efeitos do estabelecimento de um campo magnético graded no sistema.

Quando f;, # fg, 0 sistema, eventualmente, evolui para um estado estacionario de
ndo equilibrio, caracterizado por um fluxo constante de magnetizacdo (/™) e um fluxo de
energia (J£) de um reservatorio para o outro [13]. Se se inverterem os reservatorios e o sistema

for simétrico, espera-se que o fluxo apenas mude de sentido, isto €, que se tenha {(J)(f., fz) =

—(Dfr f1)-

(J) indica, genericamente, qualquer um dos fluxos — de energia ou magnetizacdo. A ordem dos

parametros indica a ordem dos reservatorios.
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Se, no entanto, o sistema for assimétrico, pode-se ter (J)(fL, fzr) # —()(fr, f1). Nesse caso,
diz-se que o sistema apresenta retificacdo. E possivel que o sistema apresente retificacio quanto

a um fluxo e nédo apresente quanto ao outro.

O estudo do problema em uma dimensao é uma estratégia que, embora drastica a
primeira vista, se provou bem-sucedida. Essa estratégia resume-se a constru¢do de um modelo
suficientemente simples, mas representativo, que englobe as caracteristicas principais das
propriedades de interesse do sistema — a abordagem de um Hamiltoniano de interacdo spin-spin
genérico € um problema muito complexo, frequentemente fora do alcance de qualquer
tratamento por teorias perturbativas. Conhece-se hoje uma quantidade formidavel de materiais
magnéticos cuja interacdo entre os diferentes constituintes se d4, essencialmente, ao longo de
cadeias unidimensionais, enquanto a interacdo entre as cadeias € desprezivel [14]. Modelos de
cadeias de spin em uma dimensdo descrevem satisfatoriamente as propriedades magnéticas
desses materiais, e ndo estdo, pois, confinados ao &mbito tedrico. Além disso, o estudo da cadeia
de spin XXZ em uma dimenséo tem interesse por si s6, sendo um modelo arquetipico para a

investigacao de sistemas quanticos abertos.

E interessante notar que a maior parte dos trabalhos [15-17] no estudo do
mecanismo microscopico da condugdo de calor envolve modelos cléssicos. A escassez de
resultados quéanticos torna o estudo detalhado do transporte de energia em modelos
genuinamente quanticos algo de grande importancia. O fenébmeno de retificacdo térmica, por
exemplo, foi observado na cadeia de osciladores harmdnicos graded quantica com reservatorios
estocasticos internos [10, 18], mas faz-se ausente na versdo classica do mesmo modelo [19, 20].
Ja foi rigorosamente provado que nao ha retificacdo térmica em qualquer versdo assimétrica
desse modelo (classico) [20], e esse € um exemplo terminante de que a mera existéncia de
assimetria no sistema ndo garante a ocorréncia de retificacdo. Uma candidata natural para um
modelo quantico que descreve os fendmenos de transporte aqui investigados seria a versao
guéntica da cadeia de osciladores anarmdnicos, mas mesmo sua versao classica ja é um

problema de extrema dificuldade [21, 22].

Sdo bem conhecidos na literatura resultados para os fluxos e para retificagdo em
cadeias de spin com estrutura ndo graded, como [13, 23-25]. Ha, porém, relativamente poucos
estudos sobre retificagdo em sistemas graded, como [26, 27]. Busca-se, aqui, apresentar
resultados para retificacdo ao se introduzir tal assimetria. Mostra-se que a existéncia de uma

estrutura graded leva a uma modificacdo no fluxo de energia e, até mesmo, a retificagéo.
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Analisam-se também os efeitos da introducdo de um campo magnético graded, a fim de
verificar se ele intensifica uma retificacdo existente no sistema ou, ainda, d& origem a uma nova.
Exibem-se analises baseadas em propriedades de simetrias (ou de suas quebras), bem como

resultados via calculos diretos.

O restante da dissertacdo esta organizado como se segue: no capitulo 2, estudam-se
os fluxos de energia e magnetizacéo, no estado estacionario, na cadeia de spin submetida a um
campo magnético externo uniforme; no capitulo 3, estudam-se os mesmos fluxos na cadeia
submetida a um campo magnético externo graded, e investigam-se alguns outros modelos da
cadeia de spin; a conclus&o se encontra no capitulo 4; no APENDICE A, apresenta-se uma
derivacdo da forma particular da equacéo de Lindblad aqui utilizada pelo esquema de interacdes
repetidas; no APENDICE B, por fim, deduz-se a forma explicita para o dissipador total da
equacio derivada no APENDICE A.
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2 ANALISE DOS FLUXOS NA CADEIA SUBMETIDA A UM CAMPO
MAGNETICO UNIFORME

Neste capitulo, estudam-se os fluxos de energia e magnetizacdo, no estado
estacionario, na cadeia de spin sujeita a um campo magnético externo uniforme. Analisam-se
0s casos de estrutura graded e ndo graded do parametro de anisotropia J* = A. Apresentam-se
resultados tedricos para os fluxos — via célculos diretos e analises de simetria — e também

solugdes exatas, obtidas por meio do software Mathematica®, para o caso N = 3.
2.1 A nao graded

O sistema consiste em uma cadeia de spin XXZ com N sitios (particulas de spin %2)
sujeita a um reservatorio de spin em cada extremidade e a um campo magnético externo

uniforme B. O Hamiltoniano é dado por:

N N-1
H=B ) of + Z[“(Uixgiﬁl +07'0},,) + bofol] (2.1)

Definiu-se J* = JY = a.

A dindmica do sistema é modelada por uma equacdo do tipo Lindblad para o operador de estado

p:

dp .

Fri —i[H, p] + D.(p) + Dr(p), (2.2)
em que

t 1 t
Dip(p) = ) LRI - fiER1ERT o) (2:3)
s=%

sendo

1
WP = FAtfined, ot =50" i)
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Fez-se h =1 em (2.2). Os parametros —1 < f; < 1 caracterizam o0s reservatorios. Eles
podem ser interpretados como f;, = (a§) e fr = (d54+1), €m que 0s spins 0 e N + 1 ndo fazem
parte da cadeia (ver APENDICE A). Desse modo, fixa-se a magnetizacdo média nas fronteiras.

y > 0 € uma medida da intensidade do acoplamento aos reservatorios.

No APENDICE A, apresenta-se uma derivacdo da equacdo particular (2.2) pelo esquema de

interacdes repetidas.

O dissipador total é dado por (ver APENDICE B):

D(p) = D,(p) + Dr(p)
= %{(1 + f)[201 po; — (o7 01 p + poy o7)]

+ (1 - f)l201 pof — (o o7 p + po; o7)]
+ (1 + fp)205 poy — (oyoxp + poyoy)]
+ (1 - fr)[205poy — (oyonyp + poy o)1} (2.4)

Quando f;, = fz, 0 sistema evolui para um estado de equilibrio num ensemble de
temperatura fixa e magnetizacdo variavel. Quando f; # fz, no entanto, o sistema evolui para
um estado estacionario de ndo equilibrio (NESS?), caracterizado por fluxos constantes de
magnetizacdo e energia de um reservatorio para o outro. Demonstrar a unicidade do estado
estacionario é uma tarefa complexa, da qual se furta aqui. Veja, por exemplo, [28]. Presume-se

a existéncia e unicidade do NESS em todo este trabalho.
2.1.1 Calculo do fluxo de magnetizacéo

Para f; # fz, 0 fluxo de magnetizacdo pode ser encontrado por meio da equagéo
que governa a evolugdo temporal do valor esperado de a7. No modelo XXZ, a magnetizacdo
na direcdo z é conservada, e pode-se, pois, falar de fluxo de magnetizacdo para a componente

nessa direcdo. Por simplicidade, assumem-se parametros simétricos da forma f, = —fz = f.

Examina-se, primeiramente, o caso i = 1. Utilizando-se a equacao (2.2):

d(cf) d dp
(dt01>

L - E(Tr(pr)) =Tr = —iTr([H, p]o¥?) + Tr(D(p)o?)

1 Do inglés, Nonequilibrium Steady State.
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Utiliza-se aqui — e em todo o texto, doravante — a representagdo de Schrodinger, na qual a
dependéncia temporal é carregada pelo operador de estado, enquanto as variaveis dindmicas

sdo independentes do tempo.
Considerando-se o primeiro termo do lado direito da equagéo anterior:

—iTr([H, plof) = —iTr(Hpo{ — pHo{) = —iTr[p(ofH — Hoy)] = —iTr(plof, H])
= i([H, o{])
Utilizou-se a propriedade de invariancia do trago sob permutacdes ciclicas. Tem-se:

i([H,07]) = ia{[o{c§ + 0;'a),0%]) = ia(o{ 0o} + 0] 0f0) — ofafa) — ofa]a))
Os operadores de spin de Pauli satisfazem as seguintes propriedades:

(67)? = (67)? = (67)* = 1

0*0Y = —gYo* = id”*
0Y0% = —0%0”Y =io*
o?0* = —0%*c? =ig”
Utilizando-se essas propriedades:
i[H,0f]) = ia{—io} oF + io{a) —io] 0f +iofay)) = —2a(o{a; — 0] 0F)

Considera-se agora o segundo termo:

Tr(D(p)af) = —TT{(l + f)20] poy of — (o1 01 p + poy o5 )of]
+ (1 205 posof — (o o7 p + posor)of]}

|4 - - -
=21l + ) @2poy ofoi” — pofoioi — poy oy of)

+ (1 - f)(2po{ of oy — pofoi oy — poi oy of)]

=21+ N@or ool - aforof — o7 o of)

+ (1= f)(201 0fo1 —ofoi 07 — 07 07 07))
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Y 1 . z . 1, , , 1
ZZ((l + 1) [E(alx—wf’)al(alx+wly)—Zal(alx—wly)(alx+wly)—Z(alx
- ialy)(alx + ialy)of]
1 X Y Z( X . Y 1 Z( X Y X Y 1 X
+ (1= |57 + 1)o7 (0F — i0}) = 7 0{ (07 + ia)) (o7 — i0) - 7 (0}
+ ialy)(alx — ialy)of])
_7Y Ly ovx i Yoy aNrex Ly L ey Ly
_Z<(1+f) E(_wl + o) (o} +lO’1)—Z(lO'1 — o7 )(a? +101)—Z(01 —igy)(—io;
- )|
1 Y X x Y 1 Y X X Y 1 X
+ (1= |5 (io) = oR)(oF —io}) = 7 (0} +0F)(0F — ia}) — 5 (43
+i01y)(—i01y+01x)])
Y . , z
= Z(Z(l +f)(1 + lalxaly) +2(1 —f)(—l + Lalxaly)) =y(f — (af))
Logo:

d{of
<dat - —2a{ofoy — 0y 05) +y(f — (o)) (2.5)

Examina-se agoraocaso 1 <i < N:

d(cf)
vty __ Z\ — ; Z1\ — X X y y X X y_ .y z
ek —iTr([H,plo?) = i{[H,d7]) = ia([o} 167 + 07 ;07 + 0 0f\1 + 6] 67, 07])
X X Z y Y .z X Z X y -z Y _ X zZ x _ Y z, Y _ Z_X_X
= la(0i240{ 0f +0;_,07 0f + 0] 0{ 041 + 0] 0] 0}y — 0{_10{ 0] = 0;_10{0;] —0{0; 0i4,
z Yy Y
t 007 04y

= ia(—iof 0} +io] 0} —ic} oy + ic}a),, —io} 07 +ic) o) —ic) o},

i i+1 i Oi+1
+io{'0?,
_ y y y y
= 2a(0{_,0; —o0;_,07") — 2a({0]" 0}, — 0; G744 (2.6)
Por fim, analisa-se 0 caso i = N:
d{of)

o = —iTr([H, plaf) + Tr(D(p)ay)



19

Considerando-se o primeiro termo do lado direito dessa equacao:

—iTr([H,plof) = i[H,of]) = ia([of_105 + ay_, 08, 0F])
= ia(of_10NOF + 0} _,08OF — Of_10N 0% — Ox_,0F0N)
= ia(—iof_ 0y + io}_, 08 — iof_108y + iop_ ON)

= 2a({o}_,0} — op_,0N)

O célculo do segundo termo é idéntico aquele para o caso i = 1, fazendo-se as correspondéncias

0,7 > ay”% e f > —f. Obtém-se:
Tr(D(p)oy) = =y(f + {(ox))
Assim:

d{oy) _
dt

= 2a{0§i_y05 — oy_107%) — Y (f + (of) (2.7)

A equacdo de continuidade em uma dimensédo, em sua versao discreta, é dada por:

dp;
=) =0

P ¢é alguma densidade associada a corrente (J).

Tomando-se (o) como uma densidade de magnetizacdo, tem-se:

d(Uf)

= (" = (1"

d<az)_(/l )=y, 1<i<N

d(UN)

_UN 1)‘(/1]?”)

(JM) é o fluxo de magnetizacdo do sitio i em diregdo ao sitio i + 1. (JM) e (J¥) sdo,
respectivamente, o fluxo do reservatorio esquerdo para o sistema e o fluxo do sistema para o

reservatorio direito.
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Finalmente, a luz da equacdo de continuidade e das equagdes (2.5) a (2.7), definem-se os fluxos:

JMy = 2a(oic? , — 0}’ ,)1<i<N (2.8)
Jih =v(f — (ot (2.9)
JR) = —v(f +{of)) (2.10)

No estado estacionario, d{(o/)/dt =0V i, resultando num fluxo homogéneo

através da cadeia:

Utess = U1 Iness = Uz Iness = - = UN Iness = UR Iness = UM)

Conceitualmente, o fluxo de magnetizacdo corresponde a excitagdes elementares
num sistema de spin, as quais ocorrem em forma de ondas e podem ser quantizadas por meio
de quase particulas denominadas magnons (a excitacdo de um magnon corresponde a inversdo
de um spin %2). Essas ondas sdo anélogas as vibragdes numa estrutura cristalina, quantizadas
por meio de fénons. Enquanto vibragcbes numa rede cristalina sdo oscilagcdes das posigdes
relativas dos 4&tomos no cristal, ondas de spin sdo oscilacbes das orientacdes de spin relativas

no sistema.
2.1.2 Calculo do fluxo de energia

Primeiramente, reescreve-se 0 Hamiltoniano (2.1) da seguinte forma:

N-1 N-1
H = z Eii+1 = Z( pi+1 T bi,i+1); (2.11)

i= =1
hiis = a(ofofs, + 0] 0},,) + Adfofiy, (2.12)
1
biiy1 = EB[aiZ(1 +68;1) + 054, (1+ Sipan)] (2.13)

O fluxo de energia, no qual se estd interessado, é obtido por meio da taxa de
variagdo temporal do valor esperado da densidade de energia local ¢;;,,. Utilizando-se a

equacao (2.2):
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d{eiir1)  d p
% ~dt (Tr(pei,i+1)) =Tr (d_’[t) gi,i+1>

= —iTr([H, pleiiv1) + Tr(DL(p)eiiv1) + Tr(Dr(p)ei i)
= i([H» 3i,i+1]) + Tr(DL (P)g1,2)5i,1 + TT(DR (P)EN—l,N)5i+1,N

= i([£i—1,i,€i,i+1])5i,j¢1 + i<[£i+1,i+2' gi,i+1]>6i+1,j¢N

+ Tr(DL(P)gl,z)dm + Tr(DR(p)eN—l,N)6i+1,N' 1<i<N (2.14)

A equacdo de continuidade para o fluxo de energia, em cada par de sitios vizinhos,
é dada por:

d(eiis1)

o U UG Isi<N

Comparando-se a equacdo de continuidade a equacao (2.14), define-se:
Uy = ileirp i 1 <i <N (2.15)

Essa definicdo ndo se aplica as fronteiras da cadeia, caso em que o fluxo resulta da acdo dos
reservatorios. De modo a se ter uma definicdo consistente do fluxo de energia em todo o

sistema, ainda a luz da equacéo (2.14), definem-se:

Uf) = TT(DL(P)ELz) (2.16)
(/15) = —TT(DR (P)SN—LN) (2.17)

(JF) é o fluxo de energia do par de sitios (i — 1, i) em direcdo ao par de sitios (i,i + 1), 1 <
i < N. (JE) é o fluxo de energia do reservatdrio esquerdo para o sistema, e {(J£), o fluxo de

energia do sistema para o reservatorio direito.

Com o intuito de melhor compreender as caracteristicas do transporte de energia,
separa-se o fluxo de energia na expressao (2.15) em duas contribui¢cdes, uma advinda apenas

das interacdes de troca, (/#*#), e uma contribuicio liquida devida ao campo magnético externo,

7). tais que (J7) = U + (7).
Examina-se a primeira contribuigéo:
JE*%y = i[hicyi hijea])

= i([a(of 10 + 07 ,0]) + Aol 10, a(af 0y + 07 0)),) + Dofafiq])
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— x x z Y
= i{a|a(of 0%, —i0] ,070f\, + ic} of ) +0) 0] ))

. z Y __x y
+ lA(Ui—lai 041 — 0i~10} 0i41 ]
+A[a(—w a o? +lO’ alaf )+A0-Z o? ]
-1 i+1 -1 i+1 —-1%i+1
y _z y

X ~Z
+ lO'l 107074, + 0; 101+1) + iA(0i 07 0f1 — 0;_,0{ 0{1)]

X X
—ala(oi 0%, — io) 0fa}, :

i+1
a(—wz 10 041 tiol 0] l+1) +A0{10{4])

— x Y y
2a(a(a 10‘ O'l+1 O' ~10; O'H_l)-i-A(O' 10i O;,1 — O; 10‘ O'l+1

+A(07107 0fy — 0710 0{%1)) (2.18)

Examina-se agora a segunda contribuig&o:
gty = i([gi—l,i: Ei,i+1]) — i([hi—l,i'hi,Hl])

= i([hi—1,0 bigsa]) + i[bivi higea ) + i Bic1i biisa))

1
= i(la(aix_laix +0),07)+ Aaiz_laiz,zB[aiZ +of.(1+ 6i+1'N)]l
1 Z z
+ [EB[ai_l(l +06;_11) + of), a(ofc’y + 076} ,) + Ad? al+1]
1 z Z 1 z Z
+ EB[Ui—l(l + 6i—1,1) + 0j ]'EB[Ui + 0i+1(1 + 6i+1,N)] )

= i(%B{a(—iaix_laiy + 0} [07) + Ac”, + [a(6f 107 + 67 0})
+ Ac” 071074 (1 + Siyan)
+a(—io} 0 +i0) 6}) — AoZ | — (14 Sipin)0fiila(oi0f + 07 ,0)) + AcZ 071}
42 B{(1 + 811)0f a0 oty + 0707, + Mofofys] + alio? o — iofa,) + Ao,
> )+ Aol |of (1 + 6;-11) + a(ic) o, — icfe) ) — AoF 4}

X X
—[a(al- Oiyq T a Oi41

1
+ ZBZ[(l +8;_1,1)07107 + (1 +8_11) (1 + Sip1n)0f10fi0 + 1+ 07071 (1 + Si1n)

—(1 + 5i—1,1)0iz—10iz - (1 + 5i—1,1)(1 + 5i+1,N)UiZ—1‘7iZ+1 —-1- UiZUiZ+1(1 + 6i+1,N))
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= Ba((aix_lo'iy x) + (o]0 1+1 —0; 0'1+1)>

Utilizando-se a definicao (2.8):

1
UEy = 5 BUL, + 1 2.19)

Definem-se contribui¢des similares nas fronteiras. Para o sitio i = 1, a primeira contribuicao é

dada por:

UiXXZ) = TT(DL(P)hl,z)

= Tr{[a(01 of + 0] 0)) + Aot 02] [(1 + A[20] po; — (o767 p + poro])]

+ (1= Pl2o7 pof — (ot o7 p + potop)]]}

14 _ _ _ _
=Lrr(+ poroiatosp - oforotop - oy ot oiap + 207 0ot ol

013]010102P_01010102P)+(1 f)Q2ogpof —oforp— P0101)]

|4 _ _ _ _
= ZTr{(l + Pla(207 of o] 0¥ p — 6f07 0f 65 p — of 0f 6f 05 p + 2070} 67 05 p

Y -+ Y
—0'10'10'10'2p 0—10—1 0'10'2,0)
- Z + . Z Z =t 2 -+t -z __Z
+AQay ofof ofp — of oy of 05 p — 07 07 o 7f p)]
+(1 - N|a(20f6f0705p — offof o7 0¥ p — 0f o7 0 0¥ p + 20{ 0] 07 6] p — 0] 0f 67 07
10101 02p — 010101 0,p— 01010100 10101 0;p—0,0,010,p

Z + - _Z + -z _Z
— oy of 01 0, P) +A(20{ of oy 05 p — of o 0y 05 p — 0f 01 0{ 03 P)]}

)4 _ _ _ _ _
= Z((l + f)[a(201 ofof of — offof of 0 — oy o/ o 0F + 207 alyafazy — alyal afazy

YA + __z - + Z Z
— o7 0i 0] 0;)) + AQ2o] 0foit 6 — ofo{ of 0f — oy 67 07 0%)]
+ X - X X 4+ - X + - X X + .Y y y_ _+ -_Y
+(1 —f)[a'(201 o{'0{ 05 — 07 0y 01 05 — 07 01 01 05 + 201 0; 0y 0; — 0] 07 01 0,
Z -+ - __Z + - __Z__Z
—01010102)+A(201010102 o{0y 0, 05 — 07 04 0102)])

Utilizam-se agora os seguintes resultados (facilmente demonstraveis):

ota¥Ygt =0



Tem-se:

(Jfx2y = %((1 +f) {a(—af’azx —o; 0¥ +iofo) — ia{azy) + A[(1 — 0&)d¥

1 1
- 2 (of = Dof =5 (of = Do}

- X + __x =Y -+ Y Z z 1 V4 V4
+(1-1) a(—01 oy — o1 0y —i0y 0; +io] 02)—A[(01 + 1)o7 +5(01 + 1)0’

1 V4 Y4
+2 (07 + Dozl

= %(a(—Za{‘azx - Zalyazy) + A(—40fdf + 4fa}))

g(—Z[a(a{‘azx +076)) + Aof o] + A(—20767 + 4f 0%))

= - g ((h1,2) + Mofaf)) +yfAoF) (2.20)

A segunda contribui¢do, por sua vez, é dada por:

Uf) = TT(DL (P)bl,z)

= Tr{2B(20f +of) L [(1+ Pizetpor — (o70tp + poio?)
+ (1= P20y poi = (o o7p + potap)]}

g¥VBTTI(1 + (4o ofof' p — 20{ 01 0i'p — 20y 0 0f p + 201 0f' 05 p — 0y 91 05 p

—oy0707p) + (1 = f)(4o1 ofoy p — 20{0{ o1 p — 207 o7 0f'p

+ o=z + o=z + o=z
+ 201 01 05p — 01 01 05p — 071 01 05 p)]

24
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1
= gVBA+ N(=4of + 4 + (1= )(=40f — 4))
=yB(f — (0?)) (2.21)

Utilizaram-se, mais uma vez, os resultados para os operadores de spin de Pauli citados nas

paginas anteriores.

Os célculos para o sitio i = N sdo inteiramente andlogos. Os resultados seguem abaixo:

U2y = =Tr(Du(hn-1ar) = 5 (1) + Do 108) = VfMoF 1) (2:22)

Jn) = —vB(f +{ai)) (2.23)

No estado estacionario, d{(e;;+1)/dt = 0V i, resultando num fluxo homogéneo

através da cadeia:

Ui Iness = U3 Iness = = = UnIness = UF)

Tem-se tratado, ao longo de todo o texto, de “fluxo de energia”, e nao “fluxo de
calor”. Utiliza-se essa terminologia, a qual se julga mais adequada, porque os reservatorios do
sistema estudado ndo podem ser considerados, rigorosamente, reservatorios térmicos — fixa-se
neles a magnetizacdo média, e ndo a temperatura, parametro que sequer € mencionado aqui.
Isto posto, ndo ha garantia estrita acerca das formas de energia que fluem pelo sistema (e de

calor ser a Unica delas). Por essa razdo, atém-se ao termo mais genérico.
2.1.3 Anélise de simetria

Caso 0 campo magnético externo seja nulo, sabe-se, a posteriori, que ndo ha fluxo
de energia no sistema, apesar de haver um fluxo de magnetizacao finito. A auséncia de um fluxo
de energia para B = 0 pode ser demonstrada considerando-se as simetrias da equacdo de

Lindblad com Hamiltoniano do tipo XXZ.

Denota-se o lado direito da equagdo de Lindblad (2.2) por L[p]. Caso ele seja
invariante sob uma transformagcéo unitaria U —i.e., L[UpU*] = UL[p]UT —, segue que 5(t) =
Up(t)UT é uma nova solucdo da equacdo. Em geral, as solucdes p(t) e p(t) descrevem

evolucBes temporais distintas. Caso, porém, o estado estacionério do sistema seja Unico, as



26

trajetorias p(t) e p(t) convergem, eventualmente, para a mesma solucdo assintética pygss =

tlim p(t) = tlim p(t). Por conseguinte, a solucdo de estado estacionario Unica do sistema deve
—00 —00

ser invariante sob a transformaco U: pygss = UpnessUT.

No caso B = 0, ndo é dificil verificar que a equacdo de Lindblad (com f, = —fz =
f) € invariante sob a transformagcéo U = QPR [23, 24], em que QP = (aﬁ)®"’ =i’ @’ ®
Q@ a,ff, B = x,y, e R éum operador de reflexdo direita-esquerda, tal que R(4; ® B, ® ... ®
Cy) =(C;Q ...Q By_1 & Ap)R. Isso significa que o estado estacionario Unico do sistema

também deve ser invariante sob essa transformacéo, e deve-se ter p = UpUt = QBRpROP
(sendo R = Rt e Qf = 08,

Estuda-se como os operadores J**# e J™ comportam-se sob a transformagéo U. Para J;**%:

U'[']iXXZU — R.Qx]lXXZ.QxR

— X X x X X X y zZ X X z Yy
= Ro{ 0} .0 107 0741 . oj(2ala(0] 0fofsy — 0f10f 0],

z x .y y X Z
+ A(Gi—10i Oi41 ~ 0j—10i Oi41

+ Ao 107 021 — 0107 01 Joi oS ..of 070k, .. OXR
= zaR{a[(—Uiy_l)(_UiZ)Ui{CH - O-ix—l(_o-l'z)(_o—i}-’l-l)]
+A[(=0f)af (~0},,)

- (_Ui{1)0ix(_0iz-l-1)]+A[Uix—1(_0iy)(_0iz+1) - (_Uiz—1)(_0iy)0iﬁ-1]}R

— y Z X x z .y z x .y y X - Z
= ZaR[a(ai_lai Oi41 — 0{_10; ai+1) + A(ai_lal- Oipq1 — 0i_107 0i4q

X Yy z z Y _x
+ A(Ui—10i Oiy1 — 0;-10; Ui+1)]R

_ x z y —_ Y 4 X
_za[a(aN—iaN—i+1aN—i+2 UN—iUN—i+1UN—i+2)

y X z z X y
+ A(UN_l-UN—i+1UN—i+2 - UN—iUN—i+1UN—i+z)
z Y x X 5V z 2
+ A(O'N_iO'N_i+10'N—i+2 - UN—iUN—i+1GN—i+2)]R
_ y z X _ X V4 y
= ZQ[Q(UN_iUN—i+1JN—i+2 O-N—iO-N—i+1O-N—i+2)

z X y y X z
+ D081 ON - 14108142 ~ ON—iON-i410Ni+2)

X y z z y x
+ A(UN—iUN—i+1‘7N—i+2 - UN—iUN—i+10N—i+2)]»

jaque RZ=1(R =Rt =R1).
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Operadores sdo definidos por suas agdes em seus espacos vetoriais. Para um estado qualquer

) = 15,y ® Is{") ® ... ® Isy™):

(UtJE*20)|s) = —J %% |s)

Portanto:
Utji*u = —jf**,1<i<N (2.24)

Para JM:

UtiMu = RQ*JMQ*R

= Ro{'c} .00}, ...on[2a(6ia),, — 67 01)|ofaf ..o} 6f, 1 .. OXR
= 2aR|[0{*(=0},,) — (=07 )o1|R = 2aR(=0 0}, + 0] 0/41)R
= 2a(=0y_;08-i+1 + ON-iOy_11)R?
= Za(aﬁ—io}%}’—Hl - I%I’—iO-IiIC—Hl)

Tem-se que:

WiMmls) = jM1s)
Logo:

utiMu =M 1<i<N (2.25)

Os calculos sdo inteiramente analogos para § = y.
De (2.24), segue que:
Ji*%)y = Tr(pJi*%) = Tr(UpUTJF¥*?) = Tr(pUTJF**U) = =Tr(pJ{**) = =)
= (J¥%)y =0 (2.26)
Nesse caso (B = 0), entdo, por simetria, a componente XXZ deve ser nula no estado

estacionario. Como (JZ) = 0 V i quando B = 0, ambas as componentes do fluxo de energia sdo

nulas, e (J) = 0.

De (2.25):
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i =Tr(pj!") = Tr(UpU") = Tr(pUTJ}U) = Tr(p)) = J') (2.27)

O operador JM é invariante sob a transformago considerada, e o fluxo de magnetizagdo néo é
suprimido por simetria. A analise de simetria ndo revela informacdo nova alguma a respeito

desse fluxo.

A presenca de um campo magnético externo uniforme B > 0 (caso deste capitulo)
ndo afeta o fluxo de magnetizagdo nem a componente XXZ do fluxo de energia. O efeito do
campo magnético ¢ variar a energia relativa dos setores de spin “para cima” e “para baixo”,
deixando a estrutura interna de cada setor inalterada, o que ndo afeta o transporte de spin.
Quanto a componente XXZ do fluxo de energia, isso pode ser visto reescrevendo-se a expressao

(2.18) em termos de o*. O primeiro termo, por exemplo, é:

y
i-1

Z X x ~z.Y
0; Oi+1 — 0i—10; 0;

i AZat o+ 7~
g i1 = 21(0i_10{0; 1 —0;_10{ 0;11)

Esses termos sdo spin-conserving, de sorte que somente envolvem processos dentro de cada
setor de spin (i —1,i,i +1) separadamente. Pensando-se em o* como operadores
criacao/destruicdo de excitacdo de spin, dentro de um mesmo setor, 0 nimero de excitagGes é
conservado. De fato, os efeitos da agéo desses operadores sobre 0s estados de spin “para cima”

e “para baixo” sao:

im=ols=tm=2=C YW= =n

m==3)=( D=0

Um campo magnético uniforme ndo afeta valores esperados de operadores como J¥*%, ja que a

N| =

cI)=0" |s =

energia devida ao acoplamento de um spin paralelo ao campo € igual a menos a energia devida
ao acoplamento de um spin antiparalelo a ele. Nesse caso, pois, tem-se ainda (J}*#) = 0. A

componente B do fluxo de energia ndo é mais nula, e, de acordo com a expressao (2.19):

1
JEY = U Wness = 530%1 + 1" ness = BUM) (2.28)
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2.1.4 Solucgles exatas para N = 3

Esta-se interessado na solucdo de estado estacionario p* da equacéo (2.2), obtida

tomando-se dp*/dt = 0. Escreve-se essa equacdo como:
W(p*) = —i[H,p*] + D(p*) =0
Para computar o estado estacionario, deve-se, pois, encontrar o nucleo do operador linear W.
Introduz-se, por conveniéncia, a operagdo vec, que converte uma matriz num vetor

coluna. Seja IF um campo (como Rou C)e A = (@1, @z .., @) € F™" emque a; €
F™, j =1,2,...,n. Define-se:
a

a

vec(A) = € Fmn

a,

Para quaisquer matrizes A € F™™, B € F"*P e C € [FP*4, a seguinte identidade pode ser

diretamente verificada:
vec(ABC) = (CT ® A)vec(B)

O simbolo & denota o produto de Kronecker. Para duas matrizes M € F™*" e N € [FP*1, esse

produto é definido como:

my N mppNo - mypN
M QN = (my;N) = mzslN szzN sznN e Fmp)x(naq)
MyiN MypN- o My N

Todos os operadores que aparecem na equacdo de Lindblad (2.2) tém o formato ApC.

Definindo-se |p) = vec(p) e utilizando-se a identidade acima, podem-se escrever:
vec(4pC) = (C" ® A)lp)
vec(Ap) = vec(Apl) = (I ® A)lp)

vec(pC) = vec(IpC) = (CT @ I)|p)

|p) tem comprimento d? = 22V, e | é a matriz identidade de dimenséo d.
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Utilizando-se esses resultados e o fato de que vec é um operador linear, pode-se escrever a
equacéo de Lindblad como:

2 = Wle) (2.29)

A matriz W tem dimensdo d? = 22V e é dada por:
W=-(IQH-H®I)
)4 _ _
+ Z{(l + 2(of @ o + 0y  ay)

—(IQojof +to[of QI+ QR oyoy +toroy Q1]
+ (1 -NI2(o; Qo7 +oy Qay)
—(IQoto; +o7o; QI+1Qayoy +oyoy Q@ DI}

A solucdo formal da equacéo (2.29) é:

lp(6)) = e"*1p(0))

Denotam-se por |x;) € (yx| 0s autovetores normalizados de W a direita e a esquerda,

respectivamente, com autovalor A, ou seja:

Wlxi) = Aglxy)
(YVrlW = (yrldg
<yi|xj) = 5i,j

De acordo com o teorema espectral para operadores autoadjuntos em espacos de Hilbert, W

pode ser reconstruido em termos de |x;) e (y,| da seguinte forma:

d?-1

W= Al il Ax € R
k=0

A solucéo formal para |p(t)) pode, entdo, ser escrita como:

d?-1

() = ) €M1 (vl (®))

k=0
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O estado estacionario [p*) é aquele que satisfaz a d|p*)/dt = 0, isto é, é aquele dado pelo
autovetor de W com autovalor zero (diga-se, para k = 0). Explicitando-se [p*) na solugéo

acima:

d?-1

P(O) = 1)+ D 1) (el p(0))
k=1

Para a equacdo de Lindblad particular considerada aqui, resultados gerais [29, 30] garantem
que os demais autovalores de W séo negativos, de modo que o sistema atinge, de fato, o estado

estaciondrio para t — co.

O vetor |p*) gera o espaco nulo de W. Esse espaco pode ser calculado utilizando-
se eliminacdo de Gauss, método que envolve apenas operacdes aritméticas basicas. Desse
modo, |p*) terd sempre a forma de uma razdo de polindmios em todos 0s parametros, e p* pode,
em principio, a0 menos, ser sempre computado exatamente. Ademais, para N finito, p* sera
sempre analitico em todos os pardmetros. Esse método, numericamente exato, pode ser

utilizado para calculos computacionais e é implementado aqui.

Por meio do software Mathematica®, obtiveram-se a matriz densidade do sistema
no estado estacionario e resultados exatos para os fluxos de energia e magnetizacdo para o caso

N = 3. Por simplicidade, tomou-se y = 1. Apresentam-se 0s resultados abaixo:

My = (16fa?(9 + 768a* + (48 — 32f2)A% + 64a?(3 + 44%)))/(9
+12288a® + 32(3 + 2f?) A% + 2564* + 256a*(15
+ 1642) + 4a?(84 — 64(—7 + 2f?)A?)) (2.30)
(J*)y = By") (2.31)

O resultado (2.31) é exatamente o esperado — ver expressao (2.28).

Por ser altamente simétrico, o sistema ndo apresenta retificacdo quanto a nenhum
dos fluxos. Como se pode ver na expressdo (2.30), ao se inverter o sinal de f — isto é, ao se
inverterem os reservatorios —, o fluxo de magnetizagao apenas troca de sinal. O mesmo acontece
com o fluxo de energia, (J£), que diretamente proporcional a (/). O objetivo maior desta secédo
foi o desenvolvimento dos calculos tedricos. A partir da proxima sec¢do, tomando-se esta como

base, introduzem-se assimetrias no sistema e estuda-se como os fluxos se comportam.
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2.2 A graded

Estuda-se agora o sistema com parametro A graded. O Hamiltoniano é dado por:

H=B

L

N N-1
of + z [a(o-ixo-iﬁl + o-iyo-ij-]ﬂ) + Ai,i+10'iZO'iZ.|.1] (2.32)

=1 i=1

A dinamica do sistema € modelada pela equacéo de Lindblad (2.2). Assumem-se, mais uma

vez, parametros simétricos da forma f, = —fz = f.

Segue-se 0 mesmo roteiro da secdo anterior. Os célculos sdo inteiramente analogos,
de tal forma que apenas se apontardo as diferencas, quando existentes, e mostrar-se-d0 0s
resultados. O foco desta segdo ¢ discutir como tornar o parametro A graded interfere no

comportamento dos fluxos de energia e magnetizacéo.
2.2.1 Fluxo de magnetizacao

O parametro A ndo entra nos calculos do fluxo de magnetizagéo, e 0s resultados sao

idénticos aos da secdo anterior, sendo repetidos a seguir:

JMy = 2a(0i¥a), — )0l ), 1<i<N (2.8)
i =y(f —(af)) (2.9)
Jr") = —y(f +{of) (2.10)

No estado estacionario, o fluxo torna-se homogéneo através da cadeia:

Utess = U1 Iness = Uz Iness = - = UN Iness = UR Iness = M)

2.2.2 Fluxo de energia

Reescreve-se 0 Hamiltoniano (2.32) da seguinte forma:
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H = Eiiv1 = (hi,i+1 + bi,i+1)'

hi,i+1 = (X(O' Gl+1 + 0; Gl+1) + Al l+10- O-l+1’

N| =

bii+1 B[O'iz(l + 5i,1) + O'iZ+1(1 + 6i+1,N)]

Tomar A graded modifica apenas as equac¢des quanto a componente XXZ do fluxo
de energia. Mostram-se 0s resultados a seguir, juntamente aqueles para a componente B, 0s

quais sdo repetidos:

|4
X%y = 3 ((h1,2) + A (00 )) + vfA12(03) (2.33)
J¥*%y = 2aa(0? ;07 0l — 0} 0f 0},

y Yy _x

+Al 11(0-1 10 0; O-l 10- Oi+1

i+1

+ Ay i41(07 107 0f 1 — o) 0l 0k ))1<i<N (2.34)

%) = 2 (1) + Byoan(oF108) = VfBuanlof)  (2:35)

Uf) =yB(f — (o) (2.21)
JBy=-= B<111+1)1<L<1v (2.19)
Ux) = —yB(f + (of)) (2.23)
No estado estacionario:
UDIness = UZIness = =+ = Udness = JF) = §**%) + BGY),
sendo
Ui*Iness = =+ = UnF)ngss = J*¥)

2.2.3 Analise de simetria

Ao se introduzir A graded, a simetria apresentada na secdo anterior, a qual
implicava em (J*¥*%) = 0, é quebrada — é evidente que o operador de reflexdo R modifica

completamente o Hamiltoniano nesse caso, e que a equacdo de Lindblad perde, pois, sua
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invariancia sob a transformacéo U = QFR. Essa componente ndo é mais compelida a zero, e a
analise de simetria ndo mais fornece informagdes a seu respeito. Entretanto, no regime normal
(A;i+1 > 1V i) [24], a0 menos, o sistema apresenta condi¢des suficientes para haver retificagéo
[26]: o fluxo de energia é proporcional ao gradiente de energia, e a constante de
proporcionalidade tem uma estrutura graded — essa constante depende de diversos fatores,
dentre eles, a interacdo entre os spins. Uma vez existente uma estrutura graded na interacdo de
troca, na diregdo z, tal constante herda essa estrutura. Assim sendo, o fluxo de energia deve
apresentar retificacdo — e, com efeito, apresenta, conforme a proxima secéo.

Ver-se-a que, para B = 0, os fluxos de energia para o sistema original e para aquele
com os reservatorios invertidos (fazendo-se f — —f) s@o iguais, tanto em mddulo quanto em
sentido. Nesse regime, o fluxo de energia é especificado completamente por sua componente
XXZ, ja que a componente B é nula. Dessa forma, a componente XXZ é uma fungéo par de f,
e isso ndo sO para B = 0 — a introducdo de um campo magnético uniforme ndo afeta a

componente XXZ (ver 2.1.3). De acordo com a se¢do anterior, no estado estacionario, tem-se:
UF) = 437 + B(M)

A assimetria na cadeia inserida por meio de A graded néo afeta o fluxo de magnetizagéo quanto

apresenca de retificacdo, a qual permanece inexistente para esse fluxo. Logo, (J) é uma funcéo

impar de f. Sendo (J£) formado pela soma de uma func&o par e uma fungdo impar quanto a f,

fica clara a existéncia de retificacdo para esse fluxo.
2.2.4 Solucgles exatas para N = 3

Considera-se o Hamiltoniano da seguinte forma:

2
_ z X X Yy Z5Z
H=B oi + [a(ai Oiy1 T 0; Ul-+1) + A;i410; Ui+1]'
=1

3
i=1 i
Al'z == A - 8

A2’3=A+8
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Por meio do software Mathematica®, obtiveram-se a matriz densidade do sistema
no estado estacionario e resultados exatos para os fluxos de energia e magnetizacdo. Por

simplicidade, tomou-se y = 1. Apresentam-se os resultados a seguir:

My = ((16fa?(589824a’
+32768a°(9 + 8(9 + 5f2)52
+642)(1 + 166%)%(256(3 — 2f2)? 64(9
+ (48 —32f%)A%)? —32(—-3+ 2f?)62% (9
+16(=3 + 2f2)4?)) + 512a* (99
+256(15 — 62 + 2f4)5* — 48(—5 + 2f2)A?
— 3262 (—48(1 + 24%) + f2(—7 + 244?%))) — 64a?(1
+1662)(256(—=3 — f2 + 2fH)8* + (6 + 44%)(—9
+16(—3 + 2f2)4%) — 165%(27 + 15642 + 32f* A?
— f2(3 + 15242)))))) / (9437184a'°
+65536a°(81 + 16(39 + 20f2)562 + 484?)
+8192a° (135 +256(21 — 32 + 2f %)%
—48(—7 + 2f?)4?
+168%(126 + 27247 + f2(21 — 48A2))) (1
+1682)?(—81 + 4096(—3 + 2f2)5° — 144(9 + 2f?)A?
+ 256(—=27 + 8f*)A* + 4096(—3 + 2f?)A°®
+ 2568%(—27 + 8f* + 4842 — 32f24%) — 165%(81
+ 28842 + 256f* A2 — 7684* + 2f%(9 + 2564%)))
—512a*(—207 + 4096(—11 + f2 + 4f*)5°
+ 48(—26 + 7f2)A?% + 256(—3 + f2)A* — 2565*(107
+ 4484% + 8f*(—1 + 84%) — 8f2(2 + 364?))
— 1662(291 + 16644% + 64f*A% + 7684* — f2(7
+ 59242 + 2564%))) + 16a?(1 + 1652)(297
+4096(13 — 10f2 + 4f*)8° — 96(—33 + 2f %) A2
+256(33 — 2012 + 4f*)A* — 2565*(—111 + 3242
+ f2(44 — 4484%) + 4f*(—5 + 324%)) + 1652(315
+ 211242 + 64004* + 128f*4?(—3 + 84%) — 2f2(33
+ 6442 + 23044%)))) (2.36)
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(JEy = (16fa?(2f5(196608a°4% — 256a*(9 + 2565* — 192f24% — 2564*
—326%(=5+ 16(=3 + f2)4%)) — 32a%(1 + 165%)(256(2
+ 8% + 165221 + 92 + 1044%) — (9 + 164%)(—3 + 8(—1
+2f3)4A%)) + (1 4+ 1662)?(—81 + 256(—3 + 2f%)5* — 7684*
+32f2A%(=9 + 164%) — 326%(18 — 484% + f2(—9 + 324%))))
+ B(589824a® + 32768a°(9 + 8(9 + 5f2)8% + 64?)
+ (1 +166%)2(256(3 — 2f2)28* + (9 + (48 — 32f2)4%)?
—32(=3+2f%)82%(9 + 16(=3 + 2f?)4?)) + 512a*(99
+256(15 — 6f2 + 2f*)6* — 48(—5 + 2f %) A% — 325%(—48(1
+24%) + f2(=7 + 244%))) — 64a*(1 + 1652)(256(—3 — >
+2f*)6* + (6 + 44%)(—9 + 16(—3 + 2f2)4%) — 1652%(27
+ 15642 + 32f*4%? — f2(3 + 15242))))))/(9437184a™°
+65536a°(81 + 16(39 + 20 %)% + 484%) + 8192a°(135
+256(21 — 32+ 2f*)6* — 48(—7 + 2f %) A% + 165%(126
+2724% + f2(21 — 484?%))) — (1 + 1662)?(—81 + 4096(—3
+2f2)5% — 144(9 + 2f?)A% + 256(—27 + 8f*)A* + 4096(—3
+2f2)A% + 2566*(—27 + 8f* + 4842 — 32f24%) — 166%(81
+ 28842 + 256f*A% — 7684* + 2f2(9 + 2564%)))
—512a*(—207 + 4096(—11 + f2 + 4f*)5° + 48(—26 + 7f %) A?
+256(—3 + f2)A* — 2566*(107 + 4484% + 8f*(—1 + 84?)
—8f2(2+364%)) — 1652(291 + 16644% + 64f*A? + 7684*
— f2(7 + 5924% + 2564%))) + 16a?(1 + 1656%)(297 + 4096(13
—10f2 + 4f*)5% — 96(—33 + 2f2)4% + 256(33 — 2012
+4fNHA* — 2566*(—111 + 324% + f2(44 — 4484%) + 4f*(=5
+324%)) + 1652(315 + 21124% + 64004* + 128f*A% (-3
+84%) — 2f?(33 + 6442 + 23044%)))) (2.37)

Nota-se aqui a relacdo previamente anunciada: (J&) = (J*¥*%) + B(JM).
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Ainda por meio do software Mathematica®, construiram-se graficos para os fluxos
de energia e magnetizagdo em fun¢do de A. Mostram-se as curvas para os fluxos no sistema
com a configuracdo original (em azul) e com os reservatorios invertidos (fazendo-se f — —f)

(em laranja).

O GRAF. 1 mostra um caso tipico para o fluxo de magnetizacdo. Esse fluxo néo
apresenta retificacdo, e, como esperado, as curvas para as duas configuracdes consideradas séo

simétricas em relacéo ao eixo horizontal.

0.2
0.1/
= 00
_0.1 L
_oal | |
10 s 0 5 10

GRAFICO 1 - Fluxo de magnetizagio em fungio de A para f = i, a=1led=2(em

azul). A curva em laranja segue fazendo-se f —» —f.

O GRAF. 2 mostra o fluxo de energia para o0 caso § = 0. Nesse caso, a simetria da
cadeia é reestabelecida, e volta-se a situagdo de A nao graded, de forma que o fluxo de energia
ndo apresenta retificacdo — e as curvas para as configurac6es original e invertida sdo também

simétricas em relacdo ao eixo horizontal.
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A

GRAFICO 2 - Fluxo de energia em fungio de A para f = é, B=3,a=1eé6=0(em

azul). A curva em laranja segue fazendo-se f — —f.

O GRAF. 3 (a) mostra um caso tipico para o fluxo de energia. Para B > 0, se § >
0, para cada A, o fluxo no sistema com os reservatorios invertidos (em laranja) ¢ maior, em
maodulo, que o fluxo no sistema com a configuracao original (em azul). O primeiro se da num
sentido tal que A; ; 4, € decrescente, e 0 Gltimo, num sentido tal que A; ;1 € crescente. Os GRAF.
3 (b), (c) e (d) mostram a mesma situacgao para, respectivamente, B >0, § <0;B <0, § >0
eB<0, 6<0.
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a) b) _
0.4 06!
2 |
02 0.4}
-0.2 o0l
-0.4 02!
=0.6 _0.4:_
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
A A
c) d)
0.4 .
0.6}
0.2
0.4¢
00 S oa .
> —oa > [ :
- 0.0 {
-0.4 | |
0'27Y:
-0.6 ! |
-0.4} {
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
A A

GRAFICO 3 - Fluxo de energia em fungio de A (em azul — as curvas em laranja seguem para f — —f):

a) B >0, 5>0(f=§,13=3,a=1e6=2)

b)B>0,§<0(f=5B=3,a=1e5=-2)
0)B<0,6>0(f=2B=-3,a=1e5=2)
d)B <0, 5<0(f=§,3:—3,a:1e5=—2)

A partir dos GRAF. 3 (a) a (d), constatam-se as simetrias gerais — isto &, para todos
0s parametros ndo nulos — presentes no sistema quanto ao fluxo de energia. As curvas para §
invertido podem ser obtidas a partir das originais por meio de uma reflexdo em relacao ao eixo
horizontal e invertendo-se as suas cores (quer dizer, fazendo-se f — —f) —ouseja: (JE)(6, f) =
—(JEY(=6,—f). As curvas para B invertido, por suas vezes, podem ser obtidas a partir das
originais apenas se invertendo as suas cores — ou seja: (JE)(B,f) = (JE)(—B,—f). A
comparacao do grafico (a) ao (d) e do (b) ao (c) revela a combinacdo dessas duas simetrias e
mostra que (JE)(8,B) = —(JE)(—6,—B).

O GRAF. 4 mostra um caso peculiar para o fluxo de energia, quando B = 0. Nesse
caso, os fluxos sdo iguais, e suas curvas aparecem sobrepostas no grafico. Fazer B = 0 introduz
uma degenerescéncia no sistema. Quando o campo magnético é nulo, a componente B do fluxo

de energia €, também, nula. Logo, esse fluxo é completamente especificado pela componente
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XXZ. Essa componente depende dos parametros A;;,;, 0S quais determinam, em parte, o
sentido do fluxo (ver cap. 3) — o fluxo pode correr no sentido de crescimento ou decrescimento
de /%, e a0 se inverter a cadeia, inverte-se também o seu sentido. N&o é dificil entender por que
inverter os reservatorios, nesse caso, ndo afeta o fluxo de energia. Os reservatérios injetam, em
diferentes proporges, spins “para cima” e “para baixo” no sistema. Na auséncia de campo
magnético, ndo ha diferenca energeética entre um spin “para cima” e um spin “para baixo”, e,
portanto, suas contribui¢des para o fluxo sdo idénticas. Nem o sentido, nem o médulo do fluxo

séo afetados por essa inverséo.

ol
~0.04}

—0.06¢

Je)

—0.08

—0.10¢

-0.12¢

-10 -5 0 5 10

GRAFICO 4 - Fluxo de energia em funcio de A para f = i%, B=0,a=1ed =

Com o intuito de se obter uma medida para a retificacdo quanto ao fluxo de energia,
constroi-se o coeficiente de retificacdo de energia. Chamando-se de (J£), o fluxo de energia

para o sistema com os reservatorios invertidos, esse coeficiente é definido como:

HTEMN = 1B |
R =100% X — )
i " min{[ 5, [E), 13
) a,a<b;
em que min{a, b} = ba>h’ a,b € R

Como foi definido, esse coeficiente ndo se aplica a regides patologicas — de fluxos (JE) e (JE),

ambos nulos, por exemplo.

O GRAF. 5 mostra R em funcéo de A para um caso tipico de retificacéo.
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GRAFICO 5 - Coeficiente de retificacio de energia em funcio de A para f = %

B=3,a=1eé=2.

Esse coeficiente, como foi definido, ndo se aplica ao caso de retificacdo atipica exibida pelo
sistema quando B = 0. O coeficiente Rz seria nulo nesse caso especial, que deve ser tratado a

parte.

2.3 Nota sobre unidades

Elucidam-se, nesta secdo, alguns pontos relativos as unidades das grandezas e
constantes que se fazem presentes nesta dissertacao. Devido a mudancas de escala comuns em
estudos tedricos — como tomar 2 = 1 —, podem-se encontrar discrepancias nas unidades das
variaveis dindmicas estudadas, ja que essas mudancas de escala combinam-se e propagam-se
no decorrer dos célculos. Em trabalhos similares, € infrequente a preocupacdo com a questdo

das unidades, e, a fim de sanar dubiedades iminentes, prestam-se aqui alguns esclarecimentos.

A comecar pelo Hamiltoniano, conforme mencionado na Introdugéo, o primeiro
termo é devido ao acoplamento do momento de dipolo magnético intrinseco dos spins ao campo

magnético externo (na dire¢do z). A contribuicdo devida a essa interacdo € dada por:

_”.B



42

Para uma particula de spin % sem estrutura interna, o0 momento de dipolo magnético /i é dado

por:

gsqh
—rs=21"¢4
r m2°

em que gs ~ 2 é o fator g de spin, q é a carga da particula, e m é a sua massa. I' € denominado

fator giromagnético. No SI2, [Tl =s™1- T le[n] =] -s.

No Hamiltoniano utilizado, fizeram-se A =1 e I' = 2. Evidenciando-se as unidades das

constantes suprimidas, o primeiro termo é escrito como:

N
J-TB ) of
i=1

Os operadores de spin de Pauli sdo adimensionais. No segundo termo, devido a interacao de

troca, entdo, deve-se ter [a] = [A] = J. O Hamiltoniano tem unidade de energia.

Na equacdo de Lindblad (2.2), tomou-se, também, A = 1. Essa constante aparece,
originalmente, dividindo os termos do lado direito da equacdo. Sendo o operador de estado

adimensional, os termos dessa equacao tém unidade de s~t. Além disso, [y] = [H] =].

As alteracOes de escala no Hamiltoniano e na equacao de Lindblad afetam os fluxos
de magnetizagéo e energia. Um olhar ingénuo sobre as expressdes (2.8) a (2.10), por exemplo,
levaria a concluir que o fluxo de magnetizacdo tem unidade de energia, em total contradicédo
com a sua definicdo primaria. Incluindo-se as unidades das constantes omitidas nos resultados
obtidos para os fluxos, obtém-se [(JM)] = st e [(JE)] =] - s~1, em consonancia com as suas

respectivas definicdes.

2 Sjstema Internacional de Unidades.
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3 ANALISE DOS FLUXOS NA CADEIA SUBMETIDA A UM CAMPO
MAGNETICO GRADED

Neste capitulo, estudam-se os fluxos de energia e magnetizacdo, no estado
estacionario, na cadeia de spin sujeita a um campo magnético externo graded. Analisam-se,
mais uma vez, 0s casos de estrutura graded e ndo graded do pardmetro de anisotropia A.
Apresentam-se resultados tedricos para os fluxos e também solucBes exatas, obtidas por meio
do software Mathematica®, para o caso N = 3. Com o prop6sito de mostrar que a retificacéo
guanto ao fluxo de energia ndo é um fendmeno limitado ao modelo estudado, investigam-se
também — por meio de anélise computacional com o software Mathematica® — configuragfes
distintas da cadeia de spin quanto ao tamanho da cadeia, as interagdes internas e as condi¢bes

de contorno.

3.1 A nao graded

Investiga-se a cadeia de spin sujeita a um campo magnético externo graded B. O

Hamiltoniano é dado por:

N N-1
H=Y Bor+ Y [alofon, +alol) +hofoia] @)
i=1 i=1

A dinamica do sistema € modelada pela equacéo de Lindblad (2.2).

3.1.1 Fluxo de magnetizacéo

O campo magnético externo ndo interfere no célculo do fluxo de magnetizacéo,
uma vez que a parte do Hamiltoniano devida ao campo magnético comuta com ¢?,1 <i < N.

Os resultados sdo 0s mesmos obtidos no capitulo anterior e sdo repetidos a seguir:
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gM = 2a(0fc?,, — )0 ) 1<i<N (2.8)
g =y(f —(af) (2.9)
Jg = —v(f +{of) (2.10)

No estado estacionario, o fluxo torna-se homogéneo através da cadeia:

(]lI,W)NESS = (/{VI>NESS = US/I)NESS == (l]l\\I/I)NESS = (]{2\4)1\1555 = (/M)
3.1.2 Fluxo de energia

Reescreve-se 0 Hamiltoniano (3.1) da seguinte forma:

N-1 N-1
H= g Z( i,i+1 + bi,i+1)'
=1

i i=1

hiiv1 = a(ofa, + 070’ ) + Aofofy,

l 5 )
[B i (1 + 511) + Bz+101+1(1 +6i41 N)]

N| =

bii1

A introducdo de um campo magnético graded modifica apenas as equacfes (da
secdo 2.1) quanto a componente B do fluxo de energia. Os resultados para essa componente sdo
similares aos do capitulo anterior e sdo mostrados a seguir, juntamente aqueles para a

componente XXZ, os quais séo repetidos:

G¥%) = =2 ({ha2) + Mo af)) + yFA(S) (2.20)

XXZ\ __ y
J¥*%y = 2afa(0? ;0701 — 0 10f 0] ) + A(of0i 0},

— o) 0¥ 07 +A(0F 07 0fs
—07410]05))1<i<N (2.18)
%) = L (o) + Moi100)) = 7 DGFy) (2.22)
P = yBi(f — (o7)) (3.2)
Uf>=§Bi</%1+1{”>,1<i<N (3.3)

(N) = —vBy(f + (o)) (3.4)
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No estado estacionario:

Ui Ingss = Uz Iness = = = UNIngss = (F)
3.1.3 Solucgles exatas para N = 3

Considera-se 0 Hamiltoniano da seguinte forma:

3
H = Z BiO'l-Z +
i=1

X X y_y Z _Z
la(oi oy + 07 02s,) + Bofai),

-
||MN
=

Blzb_z
B, =b
By=b+{

Por meio do software Mathematica®, obtiveram-se a matriz densidade do sistema
no estado estacionario e resultados exatos para os fluxos de energia e magnetizacdo para o0 caso
N = 3. Como no capitulo anterior, por simplicidade, tomou-se y = 1. Apresentam-se 0S

resultados abaixo:

My = 16fa?(768a* — (=9 + 16(—3 + 2f2)A? — 32fA{ — 16¢%)(1
+16¢?) + 64a?(3 + 44% + 8fAC + 16%))/(12288a®
—16a?(—21+ 16(=7 + 2f?)A% + 32f A7 — 80{?)(1
+ 16{?%) + 256a*(15 + 164% + 32fA7 + 1127%) + (1
+167%)(9 + 2564* — 256 A + 160(? + 2560*
+324%(3 + 2f% — 16{%))) (3.5)

JFy = byM) (3.6)

Nota-se a semelhanga entre os resultados (2.31) e (3.6) — b é a parte uniforme do campo

magnético.

A ndo homogeneidade do campo magnetico é suficiente para fazer com que haja
retificacdo quanto aos fluxos de magnetizacdo e energia. Como se pode notar, na expressao

(3.5), aparecem termos de poténcia impar em f. Ao se inverter o sinal de f, apenas esses termos
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trocam de sinal, e o valor do fluxo muda. De fato, para a vigente escolha dos operadores de
Lindblad, o sistema sempre apresenta retificacdo quanto ao fluxo de magnetizacdo para uma
cadeia com N > 2 sitios [13]. A retificacdo quanto ao fluxo de energia decorre daquela quanto
ao fluxo de magnetizacdo devido a forma de (3.6). Na proxima secdo, estudam-se os efeitos da
sobreposi¢ao das assimetrias estabelecidas pelo campo magnético ¢ por A — ambos graded —

sobre a retificacdo desses fluxos.

Ainda por meio do software Mathematica®, construiram-se graficos para os fluxos
de energia e magnetiza¢do em fun¢ao de A. Mostram-se as curvas para os fluxos no sistema
com a configuracdo original (em azul) e com os reservatorios invertidos (fazendo-se f — —f)

(em roxo).

Os GRAF. 6 e 7 mostram casos tipicos dos fluxos de magnetizacdo e de energia,

respectivamente.

0.2} ]
0.1 J\ ]
g\ L ]
- O'O; i
_0.1} ’\/
-0.2} ]
-10 -5 0 5 10

A

GRAFICO 6 - Fluxo de magnetiza¢io em fungio de A para f = %, (=2ea=1(em

azul). A curva em roxo segue fazendo-se f —» —f.
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< oo |
0| N
Y ]
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GRAFICO 7 - Fluxo de energia em fungdo de A para f = i, b=5{=2ea=1(em

azul). A curva em roxo segue fazendo-se f —» —f.

Os fluxos para o sistema com 0s reservatdrios invertidos (em roxo) podem ser obtidos a partir
daqueles para o sistema original (em azul) por meio de uma reflexdo em relagdo ao eixo
horizontal seguida de uma em relacéo ao eixo vertical — ou seja: (JM)(4, f) = —(JM)(—A, —f),
e JEYA, ) = —(E)(—A,—f). As curvas para (JM) e (JE) ttm a mesma forma devido a

expressao (3.6).
3.2 Agraded

Estuda-se agora o sistema, sob a mesma dindmica, com parametro A graded. O

Hamiltoniano é dado por:

N N-1
H = Z Biag} + Z [a(aixai’il + aiyaﬁl) + Ai’i“aizaizﬂ] (3.7)
i=1 i=1
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3.2.1 Fluxo de magnetizacéo

Os resultados s&o, mais uma vez, idénticos aos da secdo anterior e séo mostrados

abaixo:
JMy = 2a(o¥0?,, — )0 ) 1<i<N (2.8)
gy =v(f = (o) (2.9)
Jg = —v(f +{of) (2.10)
No estado estacionario:
UM ness = Utness = UsDness = = = UN Invess = UK Iness = JM)

3.2.2 Fluxo de energia

Reescreve-se 0 Hamiltoniano (3.7) da seguinte forma:

N-1 N-1

H = i1 = ) (Riis1 + biis1),
=1 =1

hi,i+1 = a(a O-l+1 + U 0- ) + Al L+1U O-L+1’

i+1

bii+1 [BioZ(1+ 6i1) + Bir1671 (1 + 8i1n)]

N| =

Tomar A graded modifica apenas as equacdes (da secdo anterior) quanto a
componente XXZ do fluxo de energia. Mostram-se os resultados a seguir, juntamente aqueles

para a componente B, 0s quais sao repetidos:

102) = =2 ({ha.2) + Ba a{0705)) + ¥F b1 2(0) (38)

J¥*%y = 2a(a(0? J07 0’ — 010707,

y
+Al 11(01 10 01+1 0-1 10- UL+1)+ALL+1( 10 01+1

- ay 10705 1))1<i<N (3.9

NE) = > ((hN—l,N> + AN—1,N(01€—10'1§)) —¥fDn-1n{08-1) (3.10)
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JP) = yBi(f = (af)) (3.11)
UP) =3B I <P <N 312)
Jx) = —vBn(f +(a5)) (3.13)
No estado estacionario:
Ut Iness = UEIness = = = UNIness = UF)

3.2.3 Solucgoes exatas para N = 3

Considera-se o Hamiltoniano da seguinte forma:

3 2
1 5
H = Z Bioi + Ez [E (of0fta +07'0,) + Ai,i+10'izo'iz+1]'
i=1 i=1

Por meio do software Mathematica®, obtiveram-se a matriz densidade do sistema
no estado estacionario e resultados exatos para os fluxos de energia e magnetizacdo. Tomou-se
y = 1 e, devido ao grande nimero de variaveis presentes nesse caso, a fim de reduzir o tempo
de célculo computacional, tomou-se também a = g — esse parametro, uniforme ao longo da
cadeia, pode ser tomado como constante sem comprometer a andlise de retificagdo.

Apresentam-se os resultados a seguir:
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My = (25f(8(3 — 22288 + (=3 + 2f)A*(1 + 16{*)(—14 + f? — 240% + 16f2(?)

+2(273 + 22082 + 320%)% + 8fAJ(273 + 458802 + 3552¢* + 512¢°) — 85°(—93

+ 1847 + 24f A7 — 16f3A7 + 4802 + 8 *(6 + A2 + 47%) — 2f2(5 + 1247 + 3272))

+ A2(13 + 872)(651 + 214002 + 384¢* — 4f2(21 + 436(2)) — 4fA37(297 — 296>

— 7687* + 2(f + 16£72)?) + 26*(5487 + 364* — 10402 — 128(* — 3234 (—1 + 242
+160%) + 8FA7(103 + 1242 + 1127%) + A2(993 + 672(2) — 2f2(973 + 244* + 336>
— 1280* + A2(469 + 384(2)) + 8f*(24* + A2(23 + 327%) + 8(9 + 1302 + 47%)))

+ 82(—64%(—31 + 96¢2) + A2(9045 — 170562 — 38400*) + 16(5397 + 308672
+10640* + 1287°) — 16442(—6 + 10872 + 64¢* + A%(—1 + 16¢2)) + 8347 (1301

+ 83202 + 256¢* + 44%(—27 + 3202)) — 8fA{(—3170 + 25760 + 6407* + A2(—187
+19202)) + 2f2(4*(—74 + 3847%) + A%(—1487 + 8280¢2 + 15360*) — 4(—5151

+ 317072 + 30087 + 5127%)))))/((96 — 64£2)510 + 4(21 + 4¢2)2(13 + 87%)% — 2(-3
+ 2F A1 + 1602)? + 64fA57(—3 — 460 + 320*) + 64fA{(—546 — 89032 — 2516(*
+ 252806 + 51208) + 1688(179 + 46f* — 642 — 24f AT — 8872 + f2(—127 + 442

+ 6472)) + 32fA37(—1098 — 1813(2 + 2048(* — 5126 + 5f2(—1 — 122 + 64{*))

+ A*(1 + 1672)(2301 + 51762 — 640* + 46f*(1 + 16¢2) + f2(—875 — 3968(2
+512¢%)) — 24%(—2(60333 + 33254002 + 2533447* + 4736005 + 2048(%)

+ f2(13377 + 28601272 + 158880¢* + 11571206 + 8192¢8)) — 86°(—4247 + 124*

+ 80f34¢ + 96072 — 896(* + A2(38 — 384(2) + 184f*(6 + A% + 4(%) — 4fA(87 + 842
+12802) — 2f2(—323 + 44* + 74002 — 3847* + A2(352 — 960%))) + 46*(100115

+ 244° — 1925602 — 111360* — 307275 + 44*(323 + 8¢2) + A2(19182 + 36962

— 48640%) + 160f34 (4% + 8(4 + {2)) + 8fAL(—695 + 44* + 3562 — 384(* — 242(7
+ 4802)) — 2f2(7279 + 4464* + 84° + 11600J% — 352¢* — 204876 + A2(5495

+ 824002 — 10247%)) + 92f*(24* + A2(23 + 327%) + 8(9 + 1302 + 47%)))

— 26%(2445(—1 + 1672) + A*(—5251 + 2112002 — 1792(*) — 44? (41855 — 894722
— 116803* + 4096¢°) + 4(—305487 — 297504¢2 — 68432¢* + 1024° + 1024(°)

+ 184f442(—6 + 10872 + 64¢* + A2(—1 + 16¢2)) + 20f34¢(~7169 — 14082 + 256(*
+ 442(103 + 32¢2)) + 4f AL (44*(—27 + 320%) — 34%(1947 — 608(2 + 512¢%)
+2(—10649 + 56472 + 81607%)) — 2f2(84%(—1 + 16¢2) + A*(—1099 + 76962

— 768*) + A%(—17558 + 93820(2 + 568327* — 2048°) — 4(—66081 + 110062

+ 131043* + 441606 + 102478)))) (3.14)
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(JEY = (25 (5(100f*AL (486 — 26%(15 + 242 + 872) + A2(5 + 16¢2)) — 44 (—5691 + 1504* + 478042
+308160* + 4096(° — 7542(—35 + 16{2) + 264(947 + 128(%) — §2(—9097 + 10042
+ 1182472 + 2048(%)) + 2f247(—40341 + 645° + 2004* + 4540472 + 31616(*

+ 409605 — 166*(—61 + 442 + 1672) + A2(2821 — 652872 — 1024{*) + 52(4451

— 489602 — 1024¢* + 1642(23 + 32¢2))) + f3(326% — 166°(7 + 442 + 24(%)
+26%(—231 + 164* + 131272 + 768¢* + 44%(—13 + 8072)) — 462(27 + 16662
+21760* 4+ 51276 + A*(=54 + 642) + A%(—415 + 4720% + 5120%)) + 42(1983

— 1913672 — 40960* + 2048° + A2(52 + 8642 + 512¢*))) — f(4856°% — 855(—71

+ 1242 + 807%) + (21 + 4¢2)2(1 + 8322 + 2560%) + A*(—597 + 28962 + 768(%)

+ A2(—11625 + 3263202 + 186247* + 8192¢°) + 5§4(1931 + 484 + 704¢% + 3072¢*
+ 442(313 + 32002)) — 462(—553 + 670872 + 6496¢* + 15360 + A*(—31 + 96¢2)

+ A2(—1111 + 318472 + 1408%)))) + 2b(8(3 — 2£2)268 + (=3 + 2f2)4*(1

+ 1603 (—14 + f2 — 2402 + 16f22) + 2(273 + 2202 + 32¢%)? + 8fAJ(273 + 4588(>
+35520* 4+ 5120°) — 88°(—93 + 1842 + 24fA — 1634 + 487% + 8f*(6 + 4% + 4(?)
— 2F2(5 + 1242 + 320%)) + A%(13 + 872)(651 + 214002 + 3840* — 4f2(21 + 4360%))
— 4FA37(297 — 29602 — 7680* + 2(f + 16£7%)?) + 25*(5487 + 364* — 10407% — 1287*
— 32f3A7(—1 + 24% + 167%) + 8fAC(103 + 124% + 112¢%) + A42(993 + 6727%)

— 2f2(973 + 244* + 33602 — 1287* + A2(469 + 384(2)) + 8f*(24* + A2(23 + 320%)
+8(9 + 1302 + 40%))) + 62(—64*(—31 + 9672) + A2(9045 — 170562 — 3840%)

+ 16(5397 + 3086¢2 + 1064¢* + 128°) — 16£*42(—6 + 1082 + 647* + A2(—1
+160%)) + 8f34¢(1301 + 832¢2 + 2560* + 442(—27 + 32¢%)) — 8fA{(—3170

+ 257602 + 6407* + A2(—187 + 19272)) + 2f2(A*(—74 + 384(%) + 4%(—1487

+ 828002 + 1536¢%) — 4(—5151 + 317072 + 3008¢* + 5127))))))/(2((96 — 64f2)51°
+4(21 + 4¢2)2(13 + 87%)3 — 2(=3 + 2f2)A%(1 + 167%)% + 64fA°C(—3 — 462 + 32¢%)
+ 64fA7(—546 — 890372 — 25160* + 2528° + 512¢8) + 1658(179 + 46f* — 642

— 24fA7 — 8802 + f2(—127 + 44% + 64{%)) + 32fA37(—1098 — 18132 + 2048*

— 51205 + 5F2(—1 — 1282 + 64¢%)) + A*(1 + 16¢2)(2301 + 517602 — 6400* + 46£*(1
+160%) + f2(—875 — 396802 + 5127%)) — 24%(—2(60333 + 332540(2 + 253344*

+ 4736076 + 20480%) + f2(13377 + 286012¢2 + 1588800* + 115712¢° + 8192¢%))

— 855(—4247 + 124* + 80347 + 9602 — 896(* + A%(38 — 384(2) + 184 *(6 + A2

+ 402) — AfAL(87 + 842 + 128(%) — 2f2(—323 + 44* + 740(% — 384{* + A?(352
—960%))) + 484(100115 + 244° — 1925672 — 11136¢* — 307206 + 44%(323 + 8(%)

+ A2(19182 + 369602 — 48647%) + 160£3A7 (42 + 8(4 + {2)) + 8f A (—695 + 44*

+ 3562 — 384¢* — 24%(7 + 480%)) — 2f2(7279 + 446A* + 84° + 11600{? — 352¢*

— 204805 + A%(5495 + 824002 — 1024¢%)) + 92f*(24* + A4%(23 + 320%) + 8(9 + 132
+40%))) — 262(244°5(—1 + 1672) + A*(—5251 + 2112042 — 1792*) — 442(41855

— 8947272 — 11680¢* + 4096(°) + 4(—305487 — 2975042 — 684320* + 1024°
+102408) + 184f*A%(—6 + 10872 + 64J* + A%(—1 + 16{2)) + 20£34{(—7169

— 140802 + 2560* + 442(103 + 32¢2)) + 4f AL (44*(—27 + 320%) — 34%(1947 — 608>
+512¢%) + 2(—10649 + 56472 + 8160*)) — 2f2(84°(—1 + 16{%) + 4*(—1099

+ 769602 — 768(%) + A%(—17558 + 93820¢% + 56832(* — 2048(°) — 4(—66081

+ 1100672 + 131047* + 441606 + 1024¢%))))) (3.15)
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As expressoes (3.14) e (3.15) fornecem os fluxos para o sistema mais geral no
contexto deste trabalho — com assimetrias, simultaneamente, no campo magnético e na cadeia.
Com o proposito de mitigar a obscuridade suscitada pelo tamanho dessas expressoes,
apresentam-se as expansdes em séries de Maclaurin de (JM) e (JE) até a primeira ordem nao

nula dos parametros de assimetria 6 e (.

Expanséo de (JM) em torno de § = 0:
My = [U"I8 + [WUM138% + -+

[JM)]§ = 25 (=273 — 2200% — 32¢* — 4fAT(13 + 8(?) + A?(—14 + f? — 242
+16£2¢%))/(—2(21 + 47?)(13 + 8¢%)%? — 24*(1 + 167?) + 32fAL(—37
+ 33¢%) + A4%(—403 — 14327% + 256¢* + 23f2(1 + 16{%)))

[JM)]S = —25F(8(21 + 4¢*)?(13 + 8¢%)3 (=7 + 20{?) + 30048(—1 + 48?) — 44°(16771
— 20699272 + 73728¢* + 9216°) + 16543 (2889 + 20042 + 31872¢>
+93952¢* + 57344(%) — A*(2416739 — 179345922 + 5209280*
+ 6481927° + 147456(%) — 24%(13312299 — 71752580{? — 1493696(*
+37139712¢° + 1538867278 + 1671168(1%) — 8347 (1324827 + 3055092
—15379104¢* — 10793984{° — 2510848¢% — 196608¢° + 1004°(—1 + 48¢?)
—324%(—121 — 733{% + 2872¢* + 384(°%) + A%(216987 — 1603832(?
+1943232¢* + 580608(° — 32768(%)) — 2f*A?(84*(—31 + 612{? + 4992+
+1024{°%) — 254%(381 — 7712{? + 2560{* + 4096{®) + 4(—23517
+170202¢2% + 2192032¢* + 1462144{° + 757760 + 9830471%))
+ 8fA7(504°(—29 + 1927%) — 44*(17573 — 764962 + 34464(* + 4608(°)
— A%(125729 — 23374800 + 677216{* + 217088(° + 114688¢%)
—2(—6790539 + 100098562 + 14894128¢* + 8249088(° + 18831368
+ 147456¢1%)) + f2(—20048(—1 + 48(?) + 324°(341 — 12407{% + 13488(*
+15360°) + A*(143551 — 2317376{? + 4658816{* — 1601536{° — 98304(%)
—96(21 + 4¢%)?2(—91 — 11742 + 4824¢* + 50567° + 1024{8) + 44%(81591
+ 14039060¢% — 12988304{* + 10843008 + 6821888
+ 786432¢19)))/((32fAL(3 — 20?) + (=3 + 2f ) A*(1 + 16¢?) — 2(273 + 2202
+320*)(2(21 + 4¢*)(13 + 87%)? + A*(2 + 32¢%) — 32fA{(—37 + 33(?)
+ A%(403 + 143272 — 2560* — 23f2%(1 + 16{?)))?)
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Expansdo de (J) em torno de { = 0:

gMy = [UMNS + [UMIET + -

[(JM)]6 = 257 (149058 + 8(3 — 2f2)?68 — 273(—31 + 4f2)A% + (42 — 31f% + 2f*)A* — 8(-3
+2f2)8%(31 — 642 + 4f2(6 + A2)) + 264(5487 + 99342 + 364* + 8f*(72 + 2342
+ 24%) — 2£2(973 + 46942 + 244A%)) + 52(86352 + 904542 + 1864* + 16f*A%(6 + A?)
— 2f2(—20604 + 148742 + 744%)))/ (3875508 + (96 — 642)610 — 546(—442
+49F2)A% + (2301 — 875f2 + 46f*)A* + (6 — 4f2)A° + 1668(179 + 46f* — 642
+ f2(—127 + 442)) — 88°(—4247 + 3847 + 124* + 184 *(6 + 4%) + f2(646 — 70442
— 84%)) + 46*(100115 + 1918242 + 12924* + 244° + 92f*(72 + 2342 + 24%)
— 2f2(7279 + 549542 + 446A* + 84°)) + 262(1221948 + 16742042 + 52514* + 244°
+ 184f44%(6 + A%) — 2f?(—264324 + 175584% + 10994* + 84°)))

[M)]S = 100£24(256(3 — 2f2)?626 + (=546 + (=3 + 2f2)A2)2(11466 — 3(—365 + [2)A% + 264%)
+ 64(—3 + 2f2)6™(399 + 224f* + 484% — 2f%(519 + 164?)) — 1286'2(—8545
— 312342 — 1084* + 12f°(323 + 564%) — 4f*(2779 + 101642 + 124%) + f%(6443
+ 666642 + 1444%)) + 1651°(24f°(6453 + 24764% + 2244%) — 2f*(185241
+ 1403724% + 157924* + 1284°) — 3(—306413 + 9412642 + 115204* + 1924°)
+ f2(783891 + 56510442 + 583204* + 7684°)) — 85%(—31101960 — 54968814
—7133104* — 266404° — 2884° + 8f°(14472 + 251794% + 64564* + 4484°)
— 8f*(290697 + 1937644% + 446334* + 24004° + 164°%) + 8f2(1341771 + 16736242
+ 1084404* + 48124° + 484%)) — 25%(—7278021324 — 101438097242 — 335760054*
+4012004° + 2416848 + 96£°4%(5958 + 147242 + 814%) + f2(—2174719584
+ 30796071342 + 303623004* + 4306644° — 122244%) — 2f*(—44646660
— 7543174% + 15296984* + 763204° + 12964%)) — 252(4f°A*(3033 + 2244?)
— 2f*A%(2562381 + 49540242 + 208604* + 3164°) + f2(—167690250
+ 17133499542 + 115239794* + 1155844° — 31044°%) + 3(—3385030740
— 19536966442 + 60826894* + 4074904° + 20264%)) — 46°(—823437974
—1766657274% — 126585254* — 3863204° — 41764° + 48f°(71064 + 3015342
+ 44324% 4+ 2164°) — 2f*(5520843 + 28847074% + 6087344* + 259204° + 9284°%)
+ f2(—114827207 + 6603300742% + 81660804* + 3253124°
+ 55684%)))
/(—3875508 + 32(—3 + 2f2)5° + 546(—442 + 49f)A? + (—2301 + 875f2% — 46f*) A*
+ (=6 +4f2)A% — 1668(179 + 46f* — 64% + f2(—127 + 44%)) + 85%(—4247 + 3842
+ 124* + 184f*(6 + 4%) + f2(646 — 7044% — 84*)) — 45*(100115 + 1918242
+12924% + 24A° + 92f*(72 + 234% + 24%) — 2f?(7279 + 54954% + 446A* + 84°))
—2582(1221948 + 16742042 + 52514% + 244° + 184f*A%(6 + A%) — 2f?(—264324
+ 1755842 + 10994* + 84°)))?
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Expansdo de (J£) em torno de § = 0:
UEY = 10PN + [UP26 + -

[JE)]S = 25bf (=273 — 2202 — 32¢% — AfAT(13 + 8(2) + A%(—14 + 2 — 24¢2
+16£2¢2))/(—2(21 + 473 (13 + 8722 — 24*(1 + 16{?) + 32fAL(—37
+3302) + A2(—403 — 143272 + 256 + 23f2(1 + 16¢2)))

[JE)]S = 25F(100£*437(5 + 167%) — 440(—5691 + 1504* + 478042 + 30816¢*
+ 409676 — 754%(—35 + 16¢2)) + 2f247(—40341 + 2004* + 454042
+31616¢* + 409606 + A%(2821 — 652872 — 1024¢4)) + f34%(1983
— 1913602 — 4096(* + 204806 + A%(52 + 8642 + 512¢*))
— F((21 4+ 47%)2(1 + 8322 + 2560%) + A*(—597 + 289602 + 768(%)
+ A2(—11625 + 32632¢2 + 18624(*
+8192°)))/(2(4(21 + 4¢2)2(13 + 8¢2)3 — 2(=3 + 2f2)A°(1 + 16{%)?
+ 64fA57(—3 — 4602 + 320%) + 64f AL (—546 — 8903¢% — 2516*
+ 25286 + 512¢8) + 32fA37(—1098 — 1813(2 + 2048(* — 512¢°
+5F2(—1— 1202 + 647%) + 4*(1 + 16¢?)(2301 + 51762 — 6407*
+46f*(1 + 167%) + f2(—875 — 3968(2 + 512¢*)) — 24%(—2(60333
+ 33254002 + 2533440* + 4736006 + 2048¢%) + f2(13377 + 2860122
+1588807* + 115712{5 + 8192(%))))

Expanséo de (JE) em torno de { = 0:

UB) = [UBS + [UESC +
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[UE)S = 25F (F6(—441 + 16(—3 + 2f2)6°% + 3(3875 + 661f2)A2 + (597 + 52f2)A* — 855(71 — 1242
+ 2f2(7 + 442)) + 6*(—1931 — 125242 — 484* + 2f2(—231 — 524% + 164%))
+462(—553 — 11114% — 314* + f2(—27 + 41542 + 544%))) + 2b(149058
+8(3 — 2f2)28% — 273(—31 + 4f2)A% + (42 — 31f2 + 2f4)A* — 8(—3 + 2£2)55(31
— 642 4+ 4f2(6 + 42)) + 26*(5487 + 99347 + 364* + 8f (72 + 2342 + 24*) — 2f2(973
+ 46942 + 244%)) + 52(86352 + 904542 + 1864* + 16£*A2(6 + A2) — 2f2(—20604
+ 14874% + 744%))))/(2(3875508 + (96 — 6412)510 — 546(—442 + 49f2)A% + (2301
— 875f2 + 46f*)A* + (6 — 4f A6 + 1668(179 + 46f* — 642 + f2(—127 + 44%))
— 885(—4247 + 3842 4 124* + 184f4(6 + A2) + f2(646 — 70442 — 84%))
+46*(100115 + 1918242 + 12924* + 244° + 92f*(72 + 2342 + 24*) — 2f2(7279
+ 549542 + 4464 + 84°)) + 262(1221948 + 16742042 + 52514* + 244° + 184f*4%(6
+ A%) — 2f2(—264324 + 1755842 + 10994* + 84°))))

[UE)]S = 25£((3875508 + (96 — 64f2)6° — 546(—442 + 49f2)A2 + (2301 — 8752 + 46f*)A* + (6
— 4F2)A5 + 1688(179 + 46f* — 642 + f2(—127 + 44%)) — 855 (—4247 + 3842 + 124*
+ 184f4(6 + 42) + f2(646 — 7044% — 84%)) + 45*(100115 + 1918242 + 12924*

+ 2448 + 92f4(72 + 234% + 24%) — 2f2(7279 + 549542 + 446A* + 84°))
+262(1221948 + 16742042 + 52514% + 244° + 184 *42(6 + A%) — 2f2(—264324

+ 1755842 + 10994* + 84°)))(—8bfA(—546 + (48 — 32f2)86 + (297 + 2f2)A?
+46%(—103 — 1242 + f2(—4 + 842)) + 62(—6340 — 3744% + f2(—2602 + 21642)))
+ 284(50f*(46* + 542 — 262(15 + 242)) + f2(—40341 + 6456 + 282147 + 2004*

+ 85%(976 — 6442) + 52(4451 + 36842)) — 2(18946* + 52(9097 — 10042) + 3(—1897
+ 87547 + 504%)))) — 8fA(—485% + 55(348 — 80f2 + 324%) — 4(1092 + (1098

+ 5F2)A2 4+ 64%) + 46*(—695 — 1442 + 44* + 20£2(32 + 42)) + 52(21298 + 584142
+1084* — 5£2(=7169 + 41242)))(f5(—441 + 16(—3 + 2£2)6°% + 3(3875 + 661f2)A>
+ (597 + 52f2)A* — 886(71 — 124% + 2f2(7 + 442)) + 6*(—1931 — 125242 — 484*
+2f2(—231 — 5242 + 164%)) + 482(—553 — 111142 — 314* + f2(—27 + 41542
+544%))) + 2b(149058 + 8(3 — 2f2)268 — 273(—31 + 4f2)A? + (42 — 312 + 2f*)A*
—8(—3+2f2)55(31 — 642 + 4f2(6 + A2)) + 25*(5487 + 99342 + 364* + 8f*(72

+ 2347 + 24%) — 2£2(973 + 46942 + 244%)) + 52(86352 + 904542 + 1864*

+ 16f442(6 + A2) — 2£2(—20604 + 148742

+744%)))))

/(2(3875508 + (96 — 64£2)81° — 546(—442 + 49f2)A2 + (2301 — 875f2 + 46f*)A*
+ (6 — 4f2) A +1668(179 + 46f* — 642 + f2(—127 + 44%)) — 855 (—4247 + 3842

+ 124% + 184f*(6 + 4%) + f2(646 — 7044% — 84%)) + 46*(100115 + 1918242

+ 12924% 4 2448 + 92f*(72 + 234% + 24%) — 2f2(7279 + 549542 + 4464* + 84°))
+262(1221948 + 16742042 + 52514% + 244° + 184f*A2(6 + A%) — 2f%(—264324

+ 1755842 + 10994* + 846)))2)
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O GRAF. 8 mostra o fluxo de magnetizacdo para { = 0. Recupera-se 0 caso,
apresentado no capitulo anterior, em que o campo magnético externo era uniforme e ndo havia

retificacdo quanto ao fluxo de magnetizagao.

O.4j‘ T T 't
02| \

< o |
02} /
_0'4 L - |:
-10 -5 0 5 10

A

GRAFICO 8 - Fluxo de magnetizagdo em funcio de A para f = %, (=0ed6=2(em

azul). A curva em roxo segue fazendo-se f — —f.

O GRAF. 9 mostra um caso tipico do fluxo de magnetizacdo (para { # 0). A
existéncia de retificacdo € evidente. Nota-se que o fluxo, para cada A, é menor, em mddulo,

para ¢ # 0.

02} /\
0.1-/ |

= 00
_0.2.\/ ]
10 5 0 5 10

GRAFICO 9 - Fluxo de magnetizagio em fungio de A para f = %, {=2ed=2(em

azul). A curva em roxo segue fazendo-se f - —f.
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O fluxo para o sistema com 0s reservatorios invertidos (em roxo) pode ser obtido a partir
daquele para o sistema original (em azul) por meio de uma reflexdo em relagdo ao eixo
horizontal seguida de uma em relacéo ao eixo vertical — ou seja: (JM)(4, f) = —(JM)(—A, —f).

Esse resultado era valido para A ndo graded e permanece valido aqui.

Analisando-se, em conjunto, todos os casos apresentados, fica claro que o sistema
apresenta retificacdo quanto ao fluxo de magnetizacao apenas quando 0 campo magnético € ndo
uniforme. Um campo magnético uniforme — e, no presente caso, a parte uniforme do campo

magnético (b) — sequer tem influéncia sobre esse fluxo.

Com o intuito de se obter uma medida para a retificacdo quanto ao fluxo de
magnetizacdo, constroi-se — em total analogia com o coeficiente de retificacdo de energia,
introduzido no capitulo anterior — o coeficiente de retificacdo de magnetizacao. Esse coeficiente
é definido como:

[T = 10"l
min{|(/*), 1" 1}

Ry = 100% X

O GRAF. 10 (a) mostra R,, em funcdo de A para um caso tipico.

a) b)

60

g T 1

60+

Ry
Ry

40

GRAFICO 10 - Coeficiente de retificacio de magnetizacdo em funcio de A:

1

) §=2,(=2f=

2
1
2

b) §=0,{=2f=

Ainda no GRAF. 10 (a), é possivel visualizar um fendmeno geral, valido para
qualquer combinacdo dos parametros: a retificacdo & sempre nula para A = 0. Essa
configuracdo introduz uma simetria no sistema. A existéncia de retificacdo quanto ao fluxo de
magnetizacdo é, conforme anteriormente mencionado, determinada pela ndo uniformidade do
campo magnético externo. No entanto, quando o parametro de anisotropia é simetricamente

graded no sistema — isto &, (—&, ) —, a retificacdo quanto a esse fluxo desaparece. O GRAF.
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10 (b) mostra Ry, para 6 = 0, sendo os demais parametros iguais aos do GRAF. 10 (a). Nota-
se gue, no que tange ao fluxo de magnetizacao, o efeito da insercdo de uma assimetria na cadeia
é atenuar a retificacdo introduzida pela assimetria no campo magnético. Esse efeito de
atenuacdo é observado para ¢ ndo muito pequeno, a depender dos demais parametros, e pode

ser melhor observado no GRAF. 11.

%0} §
85|
= s0f ]
75t ]
70} :

GRAFICO 11 - Coeficiente de retificacdo de magnetizacio em funcio de & para

f=3¢=4ea=10.

Os GRAF. 12 (a) e (b) mostram o fluxo de energia para § =2 e § = -2,
respectivamente, e b = ¢ = 0. Recupera-se o0 caso peculiar apresentado no capitulo anterior, da
degenerescéncia introduzida no sistema pela auséncia de campo magnético. Analisa-se esse

caso particular um pouco mais a fundo aqui.

a b

) 0.10 ) 010
0.03 0.05

o o
> 00 > 000
0.0 ~0.05
~0.10 010

~10 -5 0 5 10 -10 -3 0 5 10
A A

GRAFICO 12 - Fluxo de energia em fungio de A:
Q) 6=2,b=(=0,f==1
b)§=-2,b=(=0,f =%1
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Essas combinagOes de parametros foram escolhidas intencionalmente, pois permitem ver, no
mesmo grafico, que o fluxo de energia corre no sentido de /% menor para /? maior para
determinados valores de A e no sentido contrario para outros. A comparagdo entre os graficos
permite ver que, ao se inverter a cadeia, trocando-se o sinal de &, o fluxo para determinado A
muda de sentido — quer dizer, se antes ia de /#* menor para J* maior, continua nesse sentido e
vice-versa. Essa decorréncia € claramente procedente, uma vez que J# € o Unico parametro que

determina o sentido do fluxo. Uma anélise completa revela a seguinte divisao:

3

a) para0 < § < -, os fluxos (para cada A) sdo sempre positivos, independentemente de f;

2
b) para g SO S ; tem-se uma regido de transicdo. Dado f, existem, via de regra, valores
de A para os quais os fluxos sdo positivos e valores de A para os quais os fluxos sdo
negativos. Quanto maior &, maior deve ser f para que haja essa divisdo — abaixo desse f
critico, os fluxos sdo negativos para todo A. Dados A e §, em geral, os fluxos podem ser

feitos positivos ou negativos variando-se o valor de f;

c) parag < § < 3, os fluxos sdo sempre negativos, independentemente de f.

Considerou-se 0 < § < 3, de modo que se tivesse § < A na maior parte do intervalo de A nos
gréaficos. Concentra-se na configuracdo em que § flutua em torno de A (proposito primeiro da
estruturacdo graded), e, portanto, ignora-se de imediato a regido em que § > A. A analise é
mais distinta para as situagdes em que § é razoavelmente menor que A — e pode tornar-se
complicada quando os valores desses parametros comeg¢am a competir. Para § < 0, a analise
acima é analoga. A divisdo é a mesma, apenas se invertendo o sinal dos fluxos em cada situacéo

e adequando-se os intervalos de § simetricamente na regido negativa.
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Apresentam-se agora as simetrias gerais — ou seja, considerando-se todos o0s
parametros ndo nulos — apresentadas pelo sistema quanto ao fluxo de energia. S&o elas (as
variaveis omitidas sdo mantidas inalteradas):

= OO = (B(=A-0) (3.16)
a) b) \
g == g =

GRAFICO 13 - Fluxo de energia em fungio de A (em azul — as curvas em roxo seguem para f — —f):
a){(=1b=36=1f=1
by (=-1,b=3,=1,f=1

Inverter o sinal de ¢ equivale a refletir as curvas em relagéo ao eixo vertical.

= D8 ) =—(")N=4A-5,-1) (3.17)
K K /\
A _ _ A

GRAFICO 14 - Fluxo de energia em fungio de A (em azul — as curvas em roxo seguem para f — —f):
a)6=1,b=3,{=1,f=1
by 6=-1,b=3,{=1,f=1
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As curvas para ¢ invertido podem ser obtidas a partir das originais por meio de uma reflexdo
em relagéo ao eixo horizontal seguida de uma em relagdo ao eixo vertical e invertendo-se as

suas cores (quer dizer, fazendo-se f = —f).

Os GRAF. 15 (a) e (b) mostram as curvas para as componentes XXZ (em azul) e B (em roxo)
do fluxo de energia para os sistemas com a configuracdo original e com o0s reservatorios
invertidos, respectivamente. A componente XXZ obedece a mesma rela¢éo para o fluxo total —
isto é: (JXXZ)(A, 8, f) = —(J*X2)(—A, =8, —f). A componente B, por sua vez, é par quanto a
& e obedece a relagéo similar (JB)(4A, f) = —(JB)(—A, —f).

a) b)
= - 0.5F
o~ 10 ] —~ 00
M

> > i [ —

[\/]\\ 0.5 //’ ~ /\\ _a 5‘ — ]
> —_— N I
® : ol [
> 00 > ool
-0.5 {

-10 -5 0 5 10 ~10 -5 0 5 10

A A

GRAFICO 15 - Componentes XXZ (em azul) e B (em roxo) do fluxo de energia em fungdo de A:
a)d=1,b=3,{(=1,f=1
by §=-1,b=3,{=1,f=-1

" (]E)((S' Zi f) = _UE)(_6J _(' _f) (318)
’ /\ b) e
g 70 1 — g 1 \
. \\\‘_ -1 ﬁl\“‘\\\ o /
A A

GRAFICO 16 - Fluxo de energia em fungio de A (em azul — as curvas em roxo seguem para f — —f):
Q) 6=1,7{=1,b=3f=1
by §=-1,{=-1,b=3,f=1
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Inverter, simultaneamente, & e ¢ equivale a refletir as curvas em relacdo ao eixo horizontal e
inverter suas cores (fazer f — —f). Essa € uma simetria trivial. Inverter §, { e f gera 0 mesmo
sistema, apenas Visto por outro angulo — girado de 180° em relagcdo ao eixo z, definido pela
direcdo do campo magnético. O fluxo € igual, em mddulo, ao do sistema original, mas com
sinal oposto. Veja o esquema da FIG. 1 — os quadrados representam 0s reservatorios, e 0s

circulos, os spins.

b—( b b+¢
1 S E— R 1 2
A—6 A+6
JEY (8,2,
b+{ b b—-(

By (=6.-3.-1)

FIGURA 1 - Esquema da cadeia de spin para o sistema original (acima) e

para o sistema com &, ¢ e f invertidos (abaixo).
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= 5D, f) = ()= —b,~f) (3.19)

J*)
o / L
/
\
\\
Je)

GRAFICO 17 - Fluxo de energia em fungiio de A (em azul — as curvas em roxo seguem para f — —f):
a)b=3,{=1,6=1,f=1
by b=-3,{=1,6=1,f=1

Inverter o sinal de b equivale a refletir as curvas em relacdo ao eixo vertical e inverter suas

cores (fazer f = —f).

" UE)(br (, f) = (]E>(_bt _Z' _f) (320)

J*)
. L
/
\
\\\
Je)

GRAFICO 18 - Fluxo de energia em fungio de A (em azul — as curvas em roxo seguem para f — —f):
a)b=3,(=1,6=1,f=1
by b=-3¢(=-1,6=1,f=1

Inverter, simultaneamente, b e { equivale a inverter as cores das curvas (fazer f - —f).

O GRAF. 19 mostra as curvas para as componentes XXZ (em azul) e B (em roxo) do fluxo de

energia nesse caso particular. As componentes para b, { e f invertidos sdo idénticas as originais

—ou SEja: (]XXZ>(br (if) = (]XXZ)(_b_r (! _f) € (]B>(br (rf) = (]B)(_br _(, _f)
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GRAFICO 19 - Componentes XXZ (em azul) e B (em roxo) do fluxo de
energia em funcdo de A para as configuragdes b = 3, { = 1,

f=1eb=-3,{=—-1f=—-1.Aqui,é=1.

O GRAF. 20 mostra o fluxo de energiaparab = 0 e ¢ # 0. As curvas sdo simétricas
em relagdo ao eixo vertical, e os fluxos para o sistema original e para aquele com os
reservatorios invertidos coincidem em A = 0. Essa configuracdo introduz uma simetria no

sistema.

0.1/
0.0
L 01,
~0.2!
_03l
~10 -5 0 5 10
A

GRAFICO 20 - Fluxo de energia em fungio de A para f = %, b=0,{=2e6=2

(em azul). A curva em roxo segue fazendo-se f — —f.
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O GRAF. 21 mostra Rg (introduzido no capitulo anterior) em funcao de A para um

caso em que, também, b = 0 e { # 0. Naturalmente, Rz (A = 0) = 0.

300¢
250}
200¢
1507
100 ¢

50¢

-04 -0.2 0.0 0.2 0.4
A

GRAFICO 21 - Coeficiente de retificagdo de energia em fungio de A para f = %,

b=0{=1e68=2.

O GRAF. 22 mostra o fluxo de energia para B uniforme (¢ = 0). Os GRAF. 23 (a)
e (b) mostram o fluxo para B graded (¢ # 0), sendo os valores dos outros parametros iguais
para fins de comparagdo. Considera-se 0 regime em que & ¢ razoavelmente menor que A e { é
razoavelmente menor que b. Para { = 0, o fluxo para o sistema com a configuracdo original
(em azul) e o fluxo para o sistema com os reservatorios invertidos (em roxo) s&o, cada um,
simétricos em relacdo ao eixo vertical. Ao se aumentar ligeiramente { (GRAF. 23 (a)), os fluxos
tendem a crescer, em mddulo, para A < 0 e a diminuir, em médulo, para A > 0. Essa tendéncia
desaparece ao se continuar aumentando ¢ (GRAF. 23 (b)) — permanecendo-se, ainda, no regime
em gue esse parametro é razoavelmente menor que b —, e os fluxos diminuem, em madulo, para
todo A. Tomam-se, aqui, todos os parametros positivos. Os resultados para 0s parametros

negativos podem ser deduzidos com base nas simetrias (3.16) a (3.20).
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GRAFICO 22 - Fluxo de energia em fungio de A para f = i, b=3,{=0ed=1

(em azul). A curva em roxo segue fazendo-se f - —f.

a) _ _ b)
1.0} 0.5 /\_/\
0_55,/\5
o 5 o 00
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-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
A A

GRAFICO 23 - Fluxo de energia em fungiio de A (em azul — as curvas em roxo seguem para f — —f):
1

a){=-b=3,6=1,f=

N
Nk N|R

b) (=2b=36=1f=

Os GRAF. 24 (a) a (f) mostram uma série de curvas para o coeficiente de retificacdo
de energia para aumento progressivo de {. Analisa-se como 0 campo magnético graded altera
a retificag@o ja existente devido a A graded — com 0 campo magnético uniforme (caso ¢ = 0).

Concentra-se a anélise nos intervalos —10 < A < —5e5 < A < 10, taisque § < 10%A,e0 <
(< % de forma que { < 10%b (6 = % e b = 5). Nota-se a existéncia de um valor critico para

¢, tal que, para a maior parte do intervalo, a retificacdo diminui ao se aumentar ¢ até esse valor

e passa a aumentar a partir dele. No presente caso, (critico = 0,4 ({critico depende de §). A
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diminuicdo e o aumento da retificacdo, em seus respectivos intervalos, sdo mais acentuados na

regidao A < 0.
a) 20
15
[$4]
< 10
5
0
-10 -5 0 10
A
c)
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15}
10
51
0
-10 -5 0 5 10
A
12
10
8
6
4
2
0 ,
-10 -5 0 5 10
A
14
12
10
8
6
4
2
0 i
-10 -5 0 5 10
A

GRAFICO 24 - Coeficiente de retificagdo de energia em fungio de A para aumento progressivo de ¢, de

3.3 Outros resultados

1 . 1 1 1
(—Oa{—E,emmtervalosde(—ﬁ.f—E,b—5e6—5.

A fim de mostrar que a retificacdo quanto ao fluxo de energia se manifesta para

diferentes tamanhos do sistema, interagdes e condi¢fes de contorno, investigam-se — por meio

de analise computacional com o software Mathematica® — configuracdes distintas da cadeia de
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spin, com dindmica ainda modelada pela equagdo de Lindblad (2.2). Apresentam-se o0s
resultados a seguir.

331N =3

Conforme a secéo 1.1.4, para um sistema com N spins, os calculos computacionais
no estado estacionario envolvem matrizes de dimensdo 22V, Esses calculos tornam-se cada vez
mais dificeis, em termos computacionais, a medida que N aumenta. Posto que o objetivo central
desta secdo consiste em mostrar a permanéncia da retificacdo para N > 3, procede-se com 0s
calculos em carater numérico, e dispdem-se os resultados na TAB. 1. Fazem-se os calculos para
N =3, N=4e N =05. Considera-se 0 seguinte Hamiltoniano, com campo magnético

uniforme:

N N-1
1 5
H = 32 O—l’z + Ez I:E (O-ixo-ij_ci_l + O'iyO'ij_:_l) + Ai‘i+10'i20'iz+1]

Tomam-se Ay, = 10,A,3 = 11,A3, = 12e A, 5 = 13 (obviamente, tem-se apenas A; , € A 3

paraN =3eA;,, A3 €Az, para N = 4). Toma-se, ainda, f = i%, iie i%.

TABELA 1

Fluxo de energia para N > 3

=)
7 3 4 5

1/2 0,78124 0,29931 0,10378
~1/2 —0,56939 —0,29131 —0,10806

1/4 0,36476 0,16105 0,05614
—1/4 —0,31741 —0,15883 —0,05706

1/8 0,17674 0,08155 0,02858
~1/8 —0,16522 —0,08098 —0,02880
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3.3.2 a graded

Considera-se o seguinte Hamiltoniano:

3 2
H= ) Biog/+ %z [“i,i+1(0ix0iﬁ1 +070),,) + ;Uizaizﬂ]'
i=1 i=1
B,=b—¢
B, =b
By=b+¢

O GRAF. 25 (a) mostra um caso tipico do fluxo de energia (em funcdo de A). Os fluxos sdo
sempre nulos para A = +a. E clara a existéncia de retificacdo, a qual se faz presente mesmo

para um campo magnético uniforme (¢ = 0) — ver GRAF. 25 (b).

) b)

1.0 1.0

Je)

0.5
0.0
=05

-1.0

1.5 ——

-10

N
>

0.5
0.0
-0.5
-1.0

-1.5

GRAFICO 25 - Fluxo de energia em funcio de A (em azul — as curvas em roxo seguem para f — —f):

A {=1b=3,a=1f=

by {=0,b=3,a=1,f=

1

N= N
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3.3.3 Modelo XXX totalmente graded

Considera-se o seguinte Hamiltoniano:

3 2
1
— 4 X X y_y Z, Z
H = § Bioi +5 E l@iiv1 (0 0fss + 07 04y + 07 0700)],
i=1 i=1

Blzb_c
B2:b
B3:b+c

O GRAF. 26 (a) mostra um caso tipico do fluxo de energia, em que se pode ver a existéncia de
retificacdo. Os fluxos sdo sempre nulos para A = +a. Ha retificacdo, também, para um campo
magnético uniforme (¢ = 0) — ver GRAF. 26 (b). Nesse caso, ademais, 0 mddulo de (J£) com

B graded é menor ou igual ao mddulo de (J£) com B uniforme.

a) b)
1.0 1.0 ﬁ r
0.5 0.5
P ~
S 0.0 N B 0.0
> >
-05 -0.5
-1.0 -1.0
-15 -15
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
A A

GRAFICO 26 - Fluxo de energia em funcio de A (em azul — as curvas em roxo seguem para f — —f):

) (=1b=3a=1,f=-

b) (=0,b=3,a=1,f=

NR N



71

a) 140 b)

Rg

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
A A
GRAFICO 27 - Coeficiente de retificacio de energia em funcéo de A:

) {=1,b=3a=1/f=

1
2
1
2

b) {=0,b=3,a=1,f=

Os GRAF. 27 (a) e (b) mostram o coeficiente de retificacdo de energia para { = 1
e { = 0, respectivamente. N&do se mostra uma série de graficos para aumento progressivo de ¢,
como se fez para o caso A graded, mas constata-se que a retificagdo para o sistema na presenca
de um campo magnético graded é sempre maior que aquela na presenca de um campo
magnético uniforme — considerando-se o regime em que a € razoavelmente menor que Ae { é

razoavelmente menor que b.

O GRAF. 28 mostra o fluxo de energia para b = { = 0. Ao contrario do que
acontece no modelo XXZ para A graded, o fluxo, nesse caso, tem um sentido bem definido e
independente dos valores atribuidos a a e f, dependendo apenas do sinal de . Paraa > 0 (a <
0), o fluxo é sempre menor (maior) ou igual a zero e corre, pois, invariavelmente, no sentido

de a; ;41 decrescente.
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0.00}

-0.05¢+

~ —0.10¢
&3]
>

-0.15¢

-0.20+

-10 -5 0 5 10

GRAFICO 28 - Fluxo de energia em funcio de A para f = ié, b=(=0ea=2.

3.3.4 Modelo XXZ totalmente graded

Considera-se o seguinte Hamiltoniano:

3 2

H= Z Biof + %Z[ai,Hl(O_ixO_iﬁl +070) )+ 0 i10f 08,
i=1 i=1

Bi=b—{

B, =b

By=b+¢

a,=1-96

a3=1+8

Ay =A—3§

Aps=A+8

O GRAF. 29 (a) mostra um caso tipico do fluxo de energia (em fungdo de A), em que se pode

A s . ~ 1 o ~
ver a existéncia de retificacdo. Toma-se § = 5 nos gréficos. Os fluxos séo nulos para 6 = +1.
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Respaldando-se nesse caso e nos dois anteriores (a graded e modelo XXX totalmente graded),
apura-se que o fluxo de energia € nulo se /* = J¥ for nulo em alguma ligagéo (@, , ou a,3). O

mesmo ndo ocorre para J%. Ha retificacdo, também, para um campo magnético uniforme ({ =

0), ao que se pode atentar no GRAF. 29 (b).

R ) J
21
0. /\ 04
[ — 0.2
LE\ 0.0:_ — — L;\
= _ \ o > g0 —— -
-0.2 \ —02 \ /’/-
\ / |
\/ -04
~0.4 \ / | : N
\ | \
! ‘\/f | —06 \_/
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
A A

GRAFICO 29 - Fluxo de energia em funcio de A (em azul — as curvas em roxo seguem para f — —f):

1

Q) (=1,b=38==f=

NR N

b) {=0b=368=2f=

3.3.5 Twisted XY boundary gradients

Reconsidera-se o0 modelo XXZ com A graded e campo magnético uniforme, mas
com a condicdo de contorno (aoy) = Kk = (0} +1)- Considera-se o seguinte Hamiltoniano:

2
5
H=3 Z {E (Uixaiﬁ-l + Uiyais-/rl) + Ai,i+1UiZUiZ+1}'

i=1

N[ =

3
of +
i=1

A1,2 = 10_8

A2’3 = 10+8

O GRAF. 30 mostra um caso tipico do fluxo de energia (em fungdo de §). A existéncia de

retificacdo é clara.
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03f ]
02f ]
01} ]

N 0.0;/ /
—0.1[ .
—02f :
—03f ]

S R T TS
5

GRAFICO 30 - Fluxo de energia em fungdo de & para (o)) = 1 = k = (g4, (em

azul). A curva em roxo segue para{og) =1 =k = (agH).

Nesse modelo, excepcionalmente, constata-se a existéncia de retificacdo também
para o fluxo de magnetizacéo (sendo o campo magnético uniforme). Apesar de néo se dar énfase
a esse fluxo nesta secdo, em todos os outros modelos, havia retificacdo para o fluxo de

magnetizacdo apenas no caso de um campo magnético graded.
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4 CONCLUSAO

Nesta dissertacdo, estudaram-se os fluxos de energia e magnetizacdo, no estado
estacionario, na cadeia de spin XXZ acoplada a um reservatorio de spin em cada extremidade
e sujeita a um campo magnético externo. Apresentaram-se solucfes exatas para os fluxos no
caso de uma cadeia pequena, com trés sitios. Analisaram-se os efeitos da introducdo de uma
assimetria graded na cadeia, bem como os efeitos de um campo magnético graded no sistema.
Analisaram-se também configuracBGes distintas da cadeia de spin, a fim de sinalizar a

generalidade do fend6meno da retificagao.

No capitulo 2, mostrou-se que a introducdo de uma estrutura graded no parametro
de anisotropia da cadeia levava a retificacdo do fluxo de energia. Mostrou-se, ainda, que a
auséncia de um campo magnético atuando sobre a cadeia com estrutura graded introduz uma
degenerescéncia no sistema: inverter os reservatorios, nesse caso, ndo afeta o fluxo de energia.

O fluxo de magnetizacao ndo exibe retificacdo na presenca de um campo magnético uniforme.

No capitulo 3, mostrou-se que um campo magnético ndo homogéneo (graded)
atuando sobre a cadeia (uniforme) € suficiente para fazer com que haja retificacéo relativamente
a ambos os fluxos. A introducdo de um campo magnético graded da origem, pois, a uma nova
retificagdo — quanto ao fluxo de magnetizagdo. Verificou-se que a inser¢do, nesse sistema (com
campo magnético graded e cadeia uniforme), de uma estrutura graded na cadeia altera a
retificacdo exibida pelo fluxo de magnetizacdo de forma a atenua-la no regime de ¢ (assimetria
no campo magnético) ndo muito préximo de zero. No que diz respeito ao fluxo de energia, a
introducdo de um campo magnético graded no sistema ja com estrutura graded na cadeia altera
a retificacdo de maneira ndo trivial: o aumento ou a diminuicdo da retificacdo ocorrem para
intervalos especificos dos parametros, e ndo de forma global, mesmo para parametros de
assimetria consideravelmente pequenos. Por fim, tendo em consideracdo as demais
configurac@es analisadas, averiguaram-se as mesmas condicdes para a existéncia de retificacdo
do fluxo de energia. Quanto ao fluxo de magnetizagdo, manifestou-se uma ressalva: no modelo
“twisted XY boundary gradients”, constatou-se a existéncia de retificacdo também para um

campo magnético uniforme.
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APENDICE A

Neste apéndice, apresenta-se uma derivacao da equacdo de Lindblad (2.2). Por meio
do esquema de interacGes repetidas [13], obtém-se uma versao discreta dessa equacéo, a qual

pode ser derivada tomando-se um limite apropriado.

Inicialmente, adicionam-se dois spins a cadeia, rotulados de 0 e N + 1, acoplados
aos spins 1 e N, respectivamente. Assume-se, por simplicidade, que o acoplamento tenha A= 0

— essa simplificacdo é providencial. O Hamiltoniano total para o sistema aumentado é:
HT = H + hoo-OZ + hN+1O'1€+1 + VO + VN’

em que H é o Hamiltoniano do sistema original e V; = a(o{ 0%, + 07} ,).

Assume-se que, em t = 0, 0 sistema encontra-se desacoplado dos spins0e N + 1,
de forma que o seu operador de estado total possa ser fatorada como um produto (de estados

ndo emaranhados):

pr = pLp(0)pr, (A.1)

em que p;, e pr S&0 0s operadores de estado dos spins 0 e N + 1, respectivamente.

Uma matriz de dimenséo 2 tem quatro parametros, e pode, entdo, ser escrita como
uma combinacdo de quatro matrizes linearmente independentes, como I (matriz identidade),
oy, 0y € g, [11]. Consequentemente, pode-se escrever qualquer operador de estado arbitrario

de uma particula de spin %2 na forma
1
pP=3 (I+a-o)

Tem-se que (o) = Tr(pa) = a. Os autovalores de p sdo %(1 +lal) e %(1 — |al), sendo 0 <
|a| < 1—um autovalor de um operador de estado ndo pode ser negativo. O fator % € introduzido
para que se tenha Tr(p) = 1, e os parametros de a devem ser reais para assegurar que p = pT.

No presente caso, adota-se um sistema de referéncia tal que apenas a componente z de a seja

ndo nula. Destarte, pode-se escrever:

1 1-—
o= 1+ 1 e, (A2)

emque a, = f; = (af).
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Similarmente:

1+ f, 1—fp
o= I 31+ BT e A3)

em que fr = (o§4+1)-

A evolugdo temporal do sistema aumentado € descrita pela equacdo de von

Neumann:

dp .
a_tT = —i[Hr, prl,

em que se tomou i = 1.
A solucdo formal dessa equacdo é dada por:

pr(t) = U(t)pr(0)UT(1),
sendo U(t) = eH1t o operador de evolugio temporal.

Chega-se agora ao esquema de interacOes repetidas. Comeca-se em t = 0 com

pr(0) fatorado como em (A.1), e permite-se que o sistema evolua até o instante t = 7, em que:

pr(t) = U(7) (pr(O)pR)UT(T)

Entdo, em t = t, descartam-se os spins 0 e N + 1, tomando-se o traco parcial de p;(t) em
relacdo a eles:

p(2) = TR (pr (1))
A seguir, tomam-se novos spins de um reservatério, construindo-se:
pr(T) = pLp(T)pg,
em que p;, e pr S&0, mais uma vez, dados por (A.2) e (A.3), respectivamente.

Repete-se esse processo indefinidamente. Definindo-se p,, = p(nt), esse processo pode ser

resumido por meio da seguinte expressao:

Pni1 = TrER U@ (pLonpr)UT () (A.4)



81

A equacdo anterior € uma versdo discreta da equacao de Lindblad. Pode-se derivar
a equacdo (2.2) tomando-se o limite T — 0. Segundo a formula de Baker-Campbell-Hausdorff,

se A e B sdo operadores e x € um parametro, tem-se:

x? x3
e*Be ™ = B+ [A,Blx + [4, [A,B]]7 + [A, [4, [A,B]]]E .

Utilizando-se essa férmula:

2
. . ) T
e Tt preT" = pr — it[Hr, pr] — > [Hr, [Hr, prl] +
Inserindo-se esse resultado na equacdo (A.4), até segunda ordem em t:

Pl = Tr (L,R) (6 —iHTTpTe iHTT)

2
T
= TrLR) (pr) — iTTT(L’R)([HT'PTD - 7TT(L’R)([HT, [Hr, PT]D,

€M QUE P = PLPnPR-

Sejam {|a,)} € KD, {|b,)} € H® e{|c,,)} € H™ bases ortonormais em seus
respectivos espacos, sendo H @, H® e 3 ™) os espacos de Hilbert associados aos spins 0,

N + 1 e acadeia (que compreende os spins 1 a N), respectivamente. Quanto ao primeiro termo:

Tr&R (pr) = Tre®(p, p,pg) = Z(aibjlprnpR|aibj>
T

= (Z(ailleai>> Pn Z(bjlpRlbj> = Py
i J
uma vez que
D (a@ilpulai = Tr®py) = 1= Tr®Gog) = ) (by]oalb)
i J

A saber:

Tr®(p) = Y (ailprla = ) (@] Tr®Pn]a) = > {ai| udbclor|bed) o)

L l

= Z(aibjcklpTlaibjck) =Tr(pr) =1

iLjk
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Prova idéntica é vélida para Tr® (pg) = 1.

Quanto ao trago do segundo termo:

Tr &R ([Hy, pr]) = Z(aibj”H + hoo§ + hyi108541 + Vo + VN'prnpR”aibj)
ij

= Z(aibleprnpR — pLPnprH|a;b;) + Z(aibjlhocféprnpR — pLPnPrRoTE | a;b;)
iLj iLj

+ Z(aibj |hN+1O—1€+1prnpR - prnpRhN+1o-1€+1|aibj)
Lj
+ Z(aibjl(VO + Vn)pLPnPr — PLPnPr (Vo + VN)|aibj>

i,j

= Z[H<ai|pL|ai)pn<bj|pR|bj> - (ainLIai>pn<bj|pR|bj)H]
ij
+hy Z[(ailat)Zleai>pn<bj|pR|bj) —{ailpLpa(bj|pr|b)og | ai)]
ij
thaver ) [{bylofa(@ilpiladpnpaly) = (@ilpuladpn(b;|osafa b))
ij

+a Z(aibjl(aéc oF + 0307 )pLPnpr — PLPnPr(0F0F + 03 07)|asb;)
iLj

+a Z(aibjl(az’v‘az’v‘ﬂ + 03,08 41)PLPnPR — PLPnPR(ON O 41 + Oy 03 1) |aiby)

ij

= [H,p] + ho ) (@ll0f, pupullad + hss D (b [0fs, puprll)

i j

+a Y (a|logof, el + (077, pupalla)

L

ta Z(bj | (0% OR+1, PrPR] + [013;01%//+1' PnPR] |bj>
J

= [H,pn] + hoTr(L)([UoZ’PLPn]) + hN+1TT(R)([01\Z/+1;PnPR])

+aTr® (0507, pupnl + [0 57, pron]) + aTr® (6507, prpnl + [03 07 pLpn])
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Como o trago é invariante sob permutagdes ciclicas, o trago de um comutador — num espago de
dimensao finita — é sempre nulo. Isto posto, todos os termos da expressdo anterior, com exce¢ao

do primeiro, sdo iguais a zero. Assim:

TT'(L’R)([HT'PTD = [H, px]
Quanto ao trago do terceiro termo:
TT(L'R)([HT: [HT»PT]]) = TT(L’R)([VOI [VOIPT]]) + TT(L’R)([VN: [V, PT]])
Pode-se verificar que todos os outros termos séo nulos.

A fim de se obter uma contribuicdo finita para o acoplamento aos spins das

extremidades, deve-se permitir que V; dependa do tempo de interacdo T da seguinte maneira:

14 X X y_y
V= \/;(Gi Oiy1 T 07 0i44)
em que y é uma nova constante.

Definem-se, entdo:
T2
Tr@R) (-7 [Vo, [VO,PT]]> = 7D, (py) (A5)

Tr &R <_ ; [VNr [VN'pT]]> = ©Dr(pn) (A.6)

Utilizando-se os resultados obtidos para os trés termos, a equacao (A.4) torna-se:

Pn+1 = Pn — IT[H, pp] + (D (pn) + Dr(pn))

Finalmente, chega-se a equacdo de Lindblad (2.2).

d J—
d_f; —1lim 2P _i1H, p] + D, (p) + Dr(p)
-0 T
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APENDICE B

Neste apéndice, deduz-se a forma explicita para o dissipador total — expressao (2.4)
— da equacéo de Lindblad deduzida no APENDICE A.

Pela definicdo da equacéo (A.5):
T
D,(p) = — ETT(L'R)([VOr [VOIPT]])

Utilizando-se pr = pyppr, Vi = \v/T (0] 01 + 6)'a7,,) e as definices de {|a,)}, {Ibn)}e
{|c,,)} do APENDICE A, tem-se:

Tr(L’R)([VOJ [VO;,DT]]) = TrER W pr — 2VoprVo + prVs)

= %Tr(L'R)[(o*é‘alx + 050 ) (0§ o + a3 07 )pLppr
—2(ag o + 0] ) pLopr(afaf + 0] o)

+ popr(agaf + o) o )(ofof + 03’013’)]
14 2 2 2 2
= —TrtR |08 0,02 ppr + 05 03 L0707 PP + 03 0 pLoY o ppr + 03 pLo? i
_ 2( x X X X + o* Yy _x y + y x Y X
00 PLO0 01 PO1 PR T 00 PLOy 01 POy PR T 0 PLOg 01 PO1 PR

2 2
+ 03 pLog 07 poy pr) + pLog  poi pr + pLog oy poiay pr

+ pLog 0§ pay of pg + PLngpaf’ZpR]
Y
=2 [(ailoz puladdorolb;loslty) + {ailog g puladora? o{by ol
ij

el ospla)o?af oty loslin) + (afod ou]ed o2 oty el
—2({ailog poglai)of poi (by|p|by) + (ai|og proy |ai)oi pay (by|pr by)
+{ai|og pot|ai)ay poi (bl pr|bs) + (ailog prog |ai)ay pay (b pr ;)
+(ailpLog*|ai)pai ™ (bjlpr|b) + {ailpuos oy lai)pai oy (by|pr b))

o103 |ai) po byl x| y)]

+{ailpuoy o |adoo? ot (b |elby) + (o
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Utilizando-se a propriedade de invariancia do traco sob permutacdes ciclicas, as propriedades
satisfeitas pelos operadores de spin de Pauli (ver cap. 2) e o resultado Zj(bj|pR|bj) =

Tr®(pg) = 1:

Tr(L’R)([VOr [VOr pT]])
= L{rr (03 p,) 03 + por* - 207 poz]
+ Tr(L)(ao (o pL)[01 01 p+ pof 01 — 20] pal]

+ TrW (o) ofp, )07 ofp + poi ol — 207 pa]

+ Tr® (08’ pL) [aly p+po’ - Zalypaly]}

= );/{Tr(” (p)[2p — 207 poy]
+Tr® (a3 oy p)[207 07 p + 2paay — 207 po + 207 po] |

+TrW(p)[2p — 207 pa? |}
|4 .
= ;{4/0 —20fpaf — 207 pa? + 2iTrB(a¢p,)|ofal p + pofa) — o pof + o pal]}

Utilizando-se a equacéo (A.2):

Tr(agp,) = Tr (L){ (1+ (¢ _Zm IZ_)(Z_II}
o [ S5 2 kS5 e _|] 22
+(eclog [ 312 |+><+|+( 1|12
De S,|s,m) = mls,m),emques =-em = +-,e S =~ (para h = 1), tem-se que o7z, ) =
+|z.). Dai:
Tr®(oip,) = (2] [(”mem TS TR _|] 12)
(2| [(1 I e+ 8 _ZfL |z_><z_|] 12.)

_a+f) aA-£)
2 2

=fi
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Substituindo-se esse resultado na expresséo para Tr &R ([Vy, [Vo, prl]):

Tr &R ([Vo, Vo, prl])
= %[4p — 20{ pai’ — 207 poy
+2if, (070 p + pofal — 67 paf + oi'pay)]
Portanto:

Dy(p) = y[=2p + of paf + oy pay — if,(oa} p + poial — o paf + afpay )]

Introduzindo-se os operadores gt = %(ax + io”) e rearranjando-se 0s termos:
D.(p) = v{(1 + f)[201 por — (o7 01 p + poy o7 )]
+ (1 — fu)[201 poi” — (of o7 p + pog o)1}
O célculo de Dg(p) é inteiramente analogo, fazendo-se as correspondéncias f, — fz e o5 —
ox. O resultado é:
Dr(p) = v{(1 + fr)[205 poy — (oyonp + poyoy)]
+ (1 — fr)[20y poy — (oyonp + poyoy)l}

Por fim:

D(p) = D (p) + Dr(p)
=y{(1 + f[20{ po; — (o701 p + pog ai)]
+ (1 = fl201 po” = (of o7 p + poior)]
+ (1 + fr)[208 poy — (oyonp + poyoy)]
+ (1 = fr)[20ypoy — (ononp + poyoy)]}

Fazendo-se a alteracdo de escala y — E, chega-se a expressdo (2.4).



