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RESUMO 

 

Estudou-se a retificação de energia e magnetização no sistema quântico aberto 

unidimensional constituído de uma cadeia de spin XXZ acoplada a um reservatório de spin em 

cada extremidade e sujeita a um campo magnético externo. Analisaram-se os efeitos da 

introdução de uma estrutura graded na cadeia, bem como os efeitos de um campo magnético 

graded no sistema. Apresentam-se resultados teóricos para os fluxos e também soluções exatas, 

obtidas por meio de cálculos computacionais, para uma cadeia pequena. Verificou-se que o 

sistema apresenta retificação quanto ao fluxo de energia tanto para a introdução de uma 

estrutura interna graded quanto para a introdução de um campo magnético graded, embora 

apresente retificação quanto ao fluxo de magnetização apenas no último caso. Com o intuito de 

mostrar que a retificação não é um fenômeno restrito ao modelo estudado, investigaram-se 

também, por meio de análise computacional, configurações distintas da cadeia de spin quanto 

ao tamanho da cadeia, às interações internas e às condições de contorno. Constataram-se as 

mesmas condições para a existência de retificação dos fluxos, havendo apenas uma exceção: 

no modelo estudado com condições de contorno distintas (twisted XY boundary gradients), 

constatou-se a existência de retificação quanto ao fluxo de magnetização também para um 

campo magnético uniforme. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 
 

ABSTRACT 

 

We addressed the issue of energy and magnetization rectification in the quantum 

one-dimensional open XXZ spin chain driven out of equilibrium by magnetization pumping 

applied at its boundaries and in the presence of an external magnetic field. We analyzed the 

effects of the introduction of an inner graded structure in the chain, as well as the effects of a 

graded magnetic field in the system. We present theoretical results for the fluxes and also exact 

solutions, obtained by means of numerical computation, for a small chain. We verified that the 

energy flux exhibits rectification in both the inner graded structure case and the graded magnetic 

field one, although the magnetization flux exhibits rectification only in the latter situation. With 

a view to showing that the rectification is not a phenomenon limited to the studied model, we 

additionally investigated, by means of computational analysis, distinct configurations of the 

spin chain regarding the chain size, the internal interactions, and the boundary conditions. We 

found that the same conditions apply to the existence of rectification, except for one situation: 

with regard to the “twisted XY boundary gradients” model, the magnetization flux exhibits 

rectification for a uniform magnetic field as well. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

Sistemas macroscópicos tendem a evoluir para estados cujas propriedades são 

determinadas apenas por fatores intrínsecos, independentes de influências externas anteriores 

(uma influência, hipoteticamente externa, que seja permanente – como a atuação de um campo 

magnético – é considerada parte do sistema). Esse estado terminal, independente do tempo, 

atingido por um sistema livre de perturbações, recebe o nome de equilíbrio termodinâmico. 

Precisamente, esse é um estado caracterizado pela ausência de fluxos no sistema. A 

termodinâmica é uma teoria fenomenológica que sistematiza as leis empíricas sobre o 

comportamento térmico dos corpos macroscópicos e que busca, sobretudo, descrever esses 

estados de equilíbrio. 

A mecânica estatística de equilíbrio é uma teoria bem estabelecida que visa explicar 

propriedades macroscópicas de sistemas em equilíbrio termodinâmico a partir de considerações 

sobre o comportamento das partículas que os constituem [1]. Seu objetivo maior traduz-se na 

dedução das leis e resultados da termodinâmica. Em princípio, explicações para esses resultados 

poderiam ser obtidas pela aplicação direta das leis da mecânica (clássica ou quântica, 

dependendo do nível e interesse da análise). Esse roteiro, no entanto, mostra-se intratável 

devido ao número imenso de partículas envolvidas. A mecânica estatística de equilíbrio mostra 

como tais propriedades macroscópicas surgem em conexão com o comportamento 

microscópico, em que o ingente número de partículas provoca o aparecimento de regularidades 

peculiares – as denominadas leis estatísticas. A teoria de equilíbrio tem, pois, suas bases nas 

leis da mecânica e na teoria das probabilidades. Seu postulado fundamental estabelece que “em 

um sistema estatístico fechado, com energia fixa, todas as configurações microscópicas 

acessíveis são igualmente prováveis” [1]. Esse postulado é justificado a posteriori, por meio de 

suas consequências. Um argumento a favor do postulado fundamental é o princípio da 

indiferença [2], segundo o qual se podem meramente designar probabilidades iguais a cada 

possível configuração do sistema na ausência de demais informações (ou seja, na ausência de 

razões claras para que algumas configurações sejam mais prováveis que outras). A suposição 

de probabilidades iguais a priori retrata, de certo modo, nossa ignorância acerca do estado 

microscópico do sistema. 

A introdução do postulado fundamental permite que autores, muitas vezes, 

esquivem-se de uma discussão acerca da hipótese ergódica [3] – em princípio, um pilar da 



9 
 

 
 

mecânica estatística de equilíbrio. Segundo essa hipótese, a média temporal de uma certa 

grandeza de interesse é equivalente, no equilíbrio, a uma média no espaço de fase em certos 

ensembles [4]. Essa hipótese é também justificada a posteriori e, na sua forma mais forte, pode 

ser verificada apenas para sistemas extremamente simples [1]. Por conjectura, sem a hipótese 

ergódica, a teoria de equilíbrio faz afirmações sobre ensembles, e não sobre um sistema em 

particular – a ergodicidade é o que permite afirmar que uma medida real em laboratório, num 

intervalo finito de tempo (uma média temporal), corresponde, no equilíbrio, a uma média sobre 

o ensemble estatístico. Supõe-se, para a validade dessa correspondência, que os pontos do 

ensemble sejam cópias fiéis do sistema macroscópico e que, no decorrer do tempo, a trajetória 

do sistema físico percorra todos os pontos do ensemble [1]. Entretanto, como observado pelo 

autor de [5], o intervalo de tempo necessário para que a trajetória de um sistema físico percorra 

todas as configurações possíveis é, via de regra, extraordinariamente grande (maior que a idade 

do universo); durante uma medição em laboratório, o sistema manifesta apenas uma exígua 

parcela das configurações realizáveis. A falta de provas para a validade da hipótese ergódica na 

maior parte das classes de modelos em mecânica estatística é alvo de controvérsias, e há uma 

discussão na literatura a respeito da sua validade e imprescindibilidade para as bases da 

mecânica estatística de equilíbrio [3]. São necessárias ainda investigações físicas e matemáticas 

mais profundas para preencher essa lacuna teórica. 

Muitos dos fenômenos físicos de interesse – como transporte de energia num 

sistema sujeito a um gradiente de temperatura – envolvem processos irreversíveis fora do 

equilíbrio. Até o momento, não é conhecido um formalismo exato que se aplique, de modo 

geral e satisfatório, à mecânica estatística de não equilíbrio [6]. Isto posto, esse ramo da 

mecânica estatística permanece uma área ativa de pesquisa nos dias atuais. Como exemplo, a 

dedução da lei de Fourier sobre a condução de calor por primeiros princípios é um problema 

em aberto. Essa ainda é uma lei fenomenológica [7], e, apesar de válida para diversos sistemas 

físicos conhecidos, as condições precisas para a sua validade são, até então, incógnitas. 

Enunciada no ano de 1822 por Jean-Baptiste Joseph Fourier no trabalho Théorie analytique de 

la chaleur, a lei de Fourier estabelece que o fluxo de calor ℱ(𝒙, 𝑡), no ponto 𝒙 e instante de 

tempo 𝑡, é proporcional ao gradiente de temperatura ∇𝑇(𝒙, 𝑡) no sistema segundo a equação 

ℱ(𝒙, 𝑡) = −𝜅(𝑇, 𝒙)∇𝑇(𝒙, 𝑡) 

A constante de proporcionalidade 𝜅(𝑇, 𝒙) é chamada de condutividade térmica. 
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¹ Faz-se necessário pontuar aqui que um sistema quântico que troca matéria ou energia com um sistema clássico  

  de uma maneira conhecida, como o pulso de um laser sobre um átomo, é também considerado fechado. 

O esforço empregado na busca pelas condições precisas para a validade da lei de 

Fourier, a partir do estudo de modelos simplificados, levou à descoberta de múltiplas 

propriedades da condução de calor, algumas com promissoras aplicações experimentais. Uma 

delas é a existência de retificação térmica [8], fenômeno pelo qual a magnitude do fluxo de 

calor depende do seu sentido. Em um dado material situado entre dois reservatórios térmicos, 

por exemplo, diz-se que há retificação quando o módulo da magnitude do fluxo de calor muda 

ao se inverterem os reservatórios. A retificação térmica é o ingrediente cardinal na concepção 

de dispositivos como diodos térmicos, já propostos e, inclusive, construídos na prática [9]. 

Materiais com estrutura graded – isto é, materiais cuja estrutura varia gradualmente no espaço 

– e interações intricadas (e.g., anarmônicas) são fortes candidatos à construção desses 

dispositivos [10], motivando o desenvolvimento de diversos trabalhos, tanto teóricos quanto 

experimentais, com o propósito de estudar suas propriedades. Além de abundantes na natureza, 

com o avanço da nanotecnologia e das técnicas experimentais relacionadas, esses materiais 

podem ser fabricados e manipulados quanto às especificidades de suas estruturas. O estudo da 

retificação do fluxo de energia num sistema quântico graded é a proposta central deste trabalho. 

Na mecânica quântica, o estado de um sistema físico fechado – por definição, um 

sistema que não troca matéria ou energia com outro sistema¹ – é descrito por um vetor de estado 

|𝜓(𝑡)⟩ que evolui no tempo de acordo com a equação de Schrödinger: 

𝑖ℏ
𝑑

𝑑𝑡
|𝜓(𝑡)⟩ = 𝐻(𝑡)|𝜓(𝑡)⟩ 

𝐻(𝑡) é o Hamiltoniano do sistema. 

Dado um vetor de estado inicial no instante 𝑡 = 𝑡0, a solução dessa equação pode ser expressa 

formalmente por meio de um operador de evolução temporal: 

|𝜓(𝑡)⟩ = 𝑈(𝑡, 𝑡0)|𝜓(𝑡0)⟩ 

Da hermiticidade de 𝐻(𝑡) (𝐻 = 𝐻†), segue que 𝑈(𝑡, 𝑡0) é unitário (𝑈† = 𝑈−1). A 

hermiticidade é exigida para todo operador associado a uma variável dinâmica a fim de garantir 

a existência de uma representação espectral do operador: a existência dessa representação é 

essencial à formulação da teoria quântica [11]. É, ademais, característico de um operador 

hermitiano ter autovalores reais.
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² NORDSIECK, A.; LAMB, W.; UHLENBECK, G. On the theory of cosmic-ray showers I: the furry model and 

the fluctuation problem. Physica, v. 7, p. 344-360, abr. 1940. 

Em contraste com o caso de um sistema fechado, a dinâmica de um sistema aberto 

– isto é, um sistema que interage com um sistema quântico externo – não pode, em geral, ser 

descrita em termos de uma evolução temporal unitária [12]. Com efeito, nenhum sistema pode 

ser completamente isolado do ambiente externo, e todo sistema quântico realista deve ser 

tratado como um sistema aberto. Em muitos casos, mostra-se útil formular a dinâmica de um 

sistema aberto por meio de uma equação de movimento apropriada para o seu operador de 

estado, uma equação mestre quântica. O nome “equação mestre” se deve a Nordsieck, Lamb e 

Uhlenbeck. Esse termo foi utilizado pela primeira vez (em um contexto clássico) no artigo On 

the theory of cosmic-ray showers I: the furry model and the fluctuation problem², de autoria 

deles, em que se lê: “When the probabilities of the elementary processes are known, one can 

write down a continuity equation for W [a set of probabilities], from which all other equations 

can be derived and which we will call therefore the ‘master’ equation.” Uma equação 

amplamente utilizada para descrever a evolução não unitária do operador de estado de um 

sistema aberto é a equação de Lindblad [12]. Suas premissas são a homogeneidade do tempo e 

a validade da condição de Markov (um processo que satisfaz à condição de Markov é aquele 

cuja distribuição de probabilidade condicional dos estados futuros depende apenas do estado 

atual – e não da sequência de eventos precedentes). Sua forma mais geral para um sistema 

aberto de Hamiltoniano 𝐻 e cujo estado é descrito por um operador de estado 𝜌 é: 

𝑑

𝑑𝑡
𝜌(𝑡) = −𝑖[𝐻, 𝜌] + ∑ 𝛾𝑘(𝐴𝑘𝜌𝐴𝑘

† −
1

2
𝐴𝑘

†𝐴𝑘𝜌 −
1

2
𝜌𝐴𝑘𝐴𝑘

†)

𝑁2−1

𝑘=1

 

𝑁 é a dimensão do espaço de Hilbert do sistema. Os operadores 𝐴𝑘 são comumente chamados 

de operadores de Lindblad, e os coeficientes 𝛾𝑘 são dados em termos de certas funções de 

correlação do ambiente. 

Nesta dissertação, estuda-se o sistema quântico aberto unidimensional constituído 

de uma cadeia de spin XXZ com 𝑁 sítios (partículas de spin ½) sujeita a um reservatório de 

spin em cada extremidade e a um campo magnético externo 𝐵. A evolução temporal do 

operador de estado 𝜌 do sistema é modelada por uma equação do tipo Lindblad [13]: 

𝑑𝜌

𝑑𝑡
= −𝑖[𝐻, 𝜌] + 𝐷𝐿(𝜌) + 𝐷𝑅(𝜌), 

em que 
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𝐷𝐿,𝑅(𝜌) = ∑ 𝐿𝑠
(𝐿,𝑅)

𝜌𝐿𝑠
(𝐿,𝑅)†

−
1

2
{𝐿𝑠

(𝐿,𝑅)
𝐿𝑠

(𝐿,𝑅)†
, 𝜌}

𝑠=±

, 𝐿±
(𝐿,𝑅)

= √
𝛾

2
(1 ± 𝑓𝐿,𝑅)𝜎1,𝑁

±  

𝜎± ≡
1

2
(𝜎𝑥 ± 𝑖𝜎𝑦), sendo 𝜎𝑥,𝑦,𝑧 os operadores de spin de Pauli. Os parâmetros 𝑓𝐿,𝑅 

caracterizam os reservatórios. 

Considera-se o Hamiltoniano para uma cadeia de spin com 𝑁 sítios sujeita a um campo 

magnético externo da seguinte forma: 

                            𝐻 = ∑ 𝐵𝑖𝜎𝑖
𝑧

𝑁

𝑖=1

+ ∑(𝐽𝑖,𝑖+1
𝑥 𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑥 + 𝐽𝑖,𝑖+1

𝑦
𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑦
+ 𝐽𝑖,𝑖+1

𝑧 𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑧 )

𝑁−1

𝑖=1

, 

Presumem-se condições de contorno abertas (não periódicas). O primeiro termo do 

Hamiltoniano é devido ao acoplamento do momento de dipolo magnético intrínseco dos spins 

ao campo magnético externo 𝐵 (na direção z). O segundo, por sua vez, modela uma interação 

spin-spin de vizinho próximo, intitulada “interação de troca”. A interação de troca é um efeito 

quântico entre partículas idênticas que ocorre em virtude da sobreposição de suas funções de 

onda – sujeitas à simetria de troca. Usualmente, essa é uma interação de curtíssimo alcance. 

Assume-se, à vista disso, que as interações magnéticas ocorram apenas entre partículas 

adjacentes. Os termos 𝐽𝑥,𝑦,𝑧 são uma medida da intensidade dessa interação nas respectivas 

direções indicadas. No caso mais geral, o campo magnético externo e os termos 𝐽𝑥,𝑦,𝑧 podem 

assumir um valor para cada sítio ou par de sítios. O caso particular do Hamiltoniano em que 

𝐽𝑥 = 𝐽𝑦 recebe o nome de modelo XXZ, estudado nesta dissertação. Investiga-se o sistema com 

estrutura graded – isto é, variando gradualmente com 𝑖 – tanto em 𝐽𝑥 quanto em 𝐽𝑧. Inquirem-

se, ainda, os efeitos do estabelecimento de um campo magnético graded no sistema. 

Quando 𝑓𝐿 ≠ 𝑓𝑅, o sistema, eventualmente, evolui para um estado estacionário de 

não equilíbrio, caracterizado por um fluxo constante de magnetização 〈𝐽𝑀〉 e um fluxo de 

energia 〈𝐽𝐸〉 de um reservatório para o outro [13]. Se se inverterem os reservatórios e o sistema 

for simétrico, espera-se que o fluxo apenas mude de sentido, isto é, que se tenha 〈𝐽〉(𝑓𝐿 , 𝑓𝑅) =

−〈𝐽〉(𝑓𝑅 , 𝑓𝐿). 

〈𝐽〉 indica, genericamente, qualquer um dos fluxos – de energia ou magnetização. A ordem dos 

parâmetros indica a ordem dos reservatórios. 
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Se, no entanto, o sistema for assimétrico, pode-se ter 〈𝐽〉(𝑓𝐿 , 𝑓𝑅) ≠ −〈𝐽〉(𝑓𝑅 , 𝑓𝐿). Nesse caso, 

diz-se que o sistema apresenta retificação. É possível que o sistema apresente retificação quanto 

a um fluxo e não apresente quanto ao outro. 

O estudo do problema em uma dimensão é uma estratégia que, embora drástica à 

primeira vista, se provou bem-sucedida. Essa estratégia resume-se à construção de um modelo 

suficientemente simples, mas representativo, que englobe as características principais das 

propriedades de interesse do sistema – a abordagem de um Hamiltoniano de interação spin-spin 

genérico é um problema muito complexo, frequentemente fora do alcance de qualquer 

tratamento por teorias perturbativas. Conhece-se hoje uma quantidade formidável de materiais 

magnéticos cuja interação entre os diferentes constituintes se dá, essencialmente, ao longo de 

cadeias unidimensionais, enquanto a interação entre as cadeias é desprezível [14]. Modelos de 

cadeias de spin em uma dimensão descrevem satisfatoriamente as propriedades magnéticas 

desses materiais, e não estão, pois, confinados ao âmbito teórico. Além disso, o estudo da cadeia 

de spin XXZ em uma dimensão tem interesse por si só, sendo um modelo arquetípico para a 

investigação de sistemas quânticos abertos. 

É interessante notar que a maior parte dos trabalhos [15-17] no estudo do 

mecanismo microscópico da condução de calor envolve modelos clássicos. A escassez de 

resultados quânticos torna o estudo detalhado do transporte de energia em modelos 

genuinamente quânticos algo de grande importância. O fenômeno de retificação térmica, por 

exemplo, foi observado na cadeia de osciladores harmônicos graded quântica com reservatórios 

estocásticos internos [10, 18], mas faz-se ausente na versão clássica do mesmo modelo [19, 20]. 

Já foi rigorosamente provado que não há retificação térmica em qualquer versão assimétrica 

desse modelo (clássico) [20], e esse é um exemplo terminante de que a mera existência de 

assimetria no sistema não garante a ocorrência de retificação. Uma candidata natural para um 

modelo quântico que descreve os fenômenos de transporte aqui investigados seria a versão 

quântica da cadeia de osciladores anarmônicos, mas mesmo sua versão clássica já é um 

problema de extrema dificuldade [21, 22]. 

São bem conhecidos na literatura resultados para os fluxos e para retificação em 

cadeias de spin com estrutura não graded, como [13, 23-25]. Há, porém, relativamente poucos 

estudos sobre retificação em sistemas graded, como [26, 27]. Busca-se, aqui, apresentar 

resultados para retificação ao se introduzir tal assimetria. Mostra-se que a existência de uma 

estrutura graded leva a uma modificação no fluxo de energia e, até mesmo, à retificação. 
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Analisam-se também os efeitos da introdução de um campo magnético graded, a fim de 

verificar se ele intensifica uma retificação existente no sistema ou, ainda, dá origem a uma nova. 

Exibem-se análises baseadas em propriedades de simetrias (ou de suas quebras), bem como 

resultados via cálculos diretos. 

O restante da dissertação está organizado como se segue: no capítulo 2, estudam-se 

os fluxos de energia e magnetização, no estado estacionário, na cadeia de spin submetida a um 

campo magnético externo uniforme; no capítulo 3, estudam-se os mesmos fluxos na cadeia 

submetida a um campo magnético externo graded, e investigam-se alguns outros modelos da 

cadeia de spin; a conclusão se encontra no capítulo 4; no APÊNDICE A, apresenta-se uma 

derivação da forma particular da equação de Lindblad aqui utilizada pelo esquema de interações 

repetidas; no APÊNDICE B, por fim, deduz-se a forma explícita para o dissipador total da 

equação derivada no APÊNDICE A. 
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2 ANÁLISE DOS FLUXOS NA CADEIA SUBMETIDA A UM CAMPO 

MAGNÉTICO UNIFORME 

 

Neste capítulo, estudam-se os fluxos de energia e magnetização, no estado 

estacionário, na cadeia de spin sujeita a um campo magnético externo uniforme. Analisam-se 

os casos de estrutura graded e não graded do parâmetro de anisotropia 𝐽𝑧 ≡ Δ. Apresentam-se 

resultados teóricos para os fluxos – via cálculos diretos e análises de simetria – e também 

soluções exatas, obtidas por meio do software Mathematica®, para o caso 𝑁 = 3. 

 

2.1 Δ não graded 

 

O sistema consiste em uma cadeia de spin XXZ com 𝑁 sítios (partículas de spin ½) 

sujeita a um reservatório de spin em cada extremidade e a um campo magnético externo 

uniforme 𝐵. O Hamiltoniano é dado por: 

 

 

 

   𝐻 = 𝐵 ∑ 𝜎𝑖
𝑧

𝑁

𝑖=1

+ ∑[𝛼(𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑥 + 𝜎𝑖
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑦

) + Δ𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑧 ]

𝑁−1

𝑖=1

 

 

(2.1) 

Definiu-se 𝐽𝑥 = 𝐽𝑦 ≡ 𝛼. 

A dinâmica do sistema é modelada por uma equação do tipo Lindblad para o operador de estado 

𝜌: 

 

 

 

𝑑𝜌

𝑑𝑡
= −𝑖[𝐻, 𝜌] + 𝐷𝐿(𝜌) + 𝐷𝑅(𝜌), 

 

(2.2) 

em que 

 

 

 

𝐷𝐿,𝑅(𝜌) = ∑ 𝐿𝑠
(𝐿,𝑅)

𝜌𝐿𝑠
(𝐿,𝑅)†

−
1

2
{𝐿𝑠

(𝐿,𝑅)
𝐿𝑠

(𝐿,𝑅)†
, 𝜌}

𝑠=±

, 
 

(2.3) 

sendo 

𝐿±
(𝐿,𝑅)

= √
𝛾

2
(1 ± 𝑓𝐿,𝑅)𝜎1,𝑁

± , 𝜎± ≡
1

2
(𝜎𝑥 ± 𝑖𝜎𝑦)
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¹ Do inglês, Nonequilibrium Steady State. 

Fez-se ℏ = 1 em (2.2). Os parâmetros −1 ≤ 𝑓𝐿,𝑅 ≤ 1 caracterizam os reservatórios. Eles 

podem ser interpretados como 𝑓𝐿 = 〈𝜎0
𝑧〉 e 𝑓𝑅 = 〈𝜎𝑁+1

𝑧 〉, em que os spins 0 e 𝑁 + 1 não fazem 

parte da cadeia (ver APÊNDICE A). Desse modo, fixa-se a magnetização média nas fronteiras. 

𝛾 > 0 é uma medida da intensidade do acoplamento aos reservatórios. 

No APÊNDICE A, apresenta-se uma derivação da equação particular (2.2) pelo esquema de 

interações repetidas. 

O dissipador total é dado por (ver APÊNDICE B): 

 

 

 

 

 

 

 

𝐷(𝜌) = 𝐷𝐿(𝜌) + 𝐷𝑅(𝜌)

=
𝛾

4
{(1 + 𝑓𝐿)[2𝜎1

+𝜌𝜎1
− − (𝜎1

−𝜎1
+𝜌 + 𝜌𝜎1

−𝜎1
+)]

+ (1 − 𝑓𝐿)[2𝜎1
−𝜌𝜎1

+ − (𝜎1
+𝜎1

−𝜌 + 𝜌𝜎1
+𝜎1

−)]

+ (1 + 𝑓𝑅)[2𝜎𝑁
+𝜌𝜎𝑁

− − (𝜎𝑁
−𝜎𝑁

+𝜌 + 𝜌𝜎𝑁
−𝜎𝑁

+)]

+ (1 − 𝑓𝑅)[2𝜎𝑁
−𝜌𝜎𝑁

+ − (𝜎𝑁
+𝜎𝑁

−𝜌 + 𝜌𝜎𝑁
+𝜎𝑁

−)]} 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2.4) 

Quando 𝑓𝐿 = 𝑓𝑅, o sistema evolui para um estado de equilíbrio num ensemble de 

temperatura fixa e magnetização variável. Quando 𝑓𝐿 ≠ 𝑓𝑅, no entanto, o sistema evolui para 

um estado estacionário de não equilíbrio (NESS¹), caracterizado por fluxos constantes de 

magnetização e energia de um reservatório para o outro. Demonstrar a unicidade do estado 

estacionário é uma tarefa complexa, da qual se furta aqui. Veja, por exemplo, [28]. Presume-se 

a existência e unicidade do NESS em todo este trabalho. 

 

2.1.1 Cálculo do fluxo de magnetização 

 

Para 𝑓𝐿 ≠ 𝑓𝑅, o fluxo de magnetização pode ser encontrado por meio da equação 

que governa a evolução temporal do valor esperado de 𝜎𝑖
𝑧. No modelo XXZ, a magnetização 

na direção z é conservada, e pode-se, pois, falar de fluxo de magnetização para a componente 

nessa direção. Por simplicidade, assumem-se parâmetros simétricos da forma 𝑓𝐿 = −𝑓𝑅 ≡ 𝑓. 

Examina-se, primeiramente, o caso 𝑖 = 1. Utilizando-se a equação (2.2): 

𝑑〈𝜎1
𝑧〉

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
(𝑇𝑟(𝜌𝜎1

𝑧)) = 𝑇𝑟 (
𝑑𝜌

𝑑𝑡
𝜎1

𝑧) = −𝑖𝑇𝑟([𝐻, 𝜌]𝜎1
𝑧) + 𝑇𝑟(𝐷(𝜌)𝜎1

𝑧)
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Utiliza-se aqui – e em todo o texto, doravante – a representação de Schrödinger, na qual a 

dependência temporal é carregada pelo operador de estado, enquanto as variáveis dinâmicas 

são independentes do tempo. 

Considerando-se o primeiro termo do lado direito da equação anterior: 

−𝑖𝑇𝑟([𝐻, 𝜌]𝜎1
𝑧) = −𝑖𝑇𝑟(𝐻𝜌𝜎1

𝑧 − 𝜌𝐻𝜎1
𝑧) = −𝑖𝑇𝑟[𝜌(𝜎1

𝑧𝐻 − 𝐻𝜎1
𝑧)] = −𝑖𝑇𝑟(𝜌[𝜎1

𝑧 , 𝐻])

= 𝑖〈[𝐻, 𝜎1
𝑧]〉 

Utilizou-se a propriedade de invariância do traço sob permutações cíclicas. Tem-se: 

𝑖〈[𝐻, 𝜎1
𝑧]〉 = 𝑖𝛼〈[𝜎1

𝑥𝜎2
𝑥 + 𝜎1

𝑦
𝜎2

𝑦
, 𝜎1

𝑧]〉 = 𝑖𝛼〈𝜎1
𝑥𝜎1

𝑧𝜎2
𝑥 + 𝜎1

𝑦
𝜎1

𝑧𝜎2
𝑦

− 𝜎1
𝑧𝜎1

𝑥𝜎2
𝑥 − 𝜎1

𝑧𝜎1
𝑦

𝜎2
𝑦〉 

Os operadores de spin de Pauli satisfazem às seguintes propriedades: 

(𝜎𝑥)2 = (𝜎𝑦)2 = (𝜎𝑧)2 = 1 

𝜎𝑥𝜎𝑦 = −𝜎𝑦𝜎𝑥 = 𝑖𝜎𝑧 

𝜎𝑦𝜎𝑧 = −𝜎𝑧𝜎𝑦 = 𝑖𝜎𝑥 

𝜎𝑧𝜎𝑥 = −𝜎𝑥𝜎𝑧 = 𝑖𝜎𝑦 

Utilizando-se essas propriedades: 

𝑖〈[𝐻, 𝜎1
𝑧]〉 = 𝑖𝛼〈−𝑖𝜎1

𝑦
𝜎2

𝑥 + 𝑖𝜎1
𝑥𝜎2

𝑦
− 𝑖𝜎1

𝑦
𝜎2

𝑥 + 𝑖𝜎1
𝑥𝜎2

𝑦〉 = −2𝛼〈𝜎1
𝑥𝜎2

𝑦
− 𝜎1

𝑦
𝜎2

𝑥〉 

 

Considera-se agora o segundo termo: 

𝑇𝑟(𝐷(𝜌)𝜎1
𝑧) =

𝛾

4
𝑇𝑟{(1 + 𝑓)[2𝜎1

+𝜌𝜎1
−𝜎1

𝑧 − (𝜎1
−𝜎1

+𝜌 + 𝜌𝜎1
−𝜎1

+)𝜎1
𝑧]

+ (1 − 𝑓)[2𝜎1
−𝜌𝜎1

+𝜎1
𝑧 − (𝜎1

+𝜎1
−𝜌 + 𝜌𝜎1

+𝜎1
−)𝜎1

𝑧]} 

=
𝛾

4
𝑇𝑟[(1 + 𝑓)(2𝜌𝜎1

−𝜎1
𝑧𝜎1

+ − 𝜌𝜎1
𝑧𝜎1

−𝜎1
+ − 𝜌𝜎1

−𝜎1
+𝜎1

𝑧)

+ (1 − 𝑓)(2𝜌𝜎1
+𝜎1

𝑧𝜎1
− − 𝜌𝜎1

𝑧𝜎1
+𝜎1

− − 𝜌𝜎1
+𝜎1

−𝜎1
𝑧)] 

=
𝛾

4
〈(1 + 𝑓)(2𝜎1

−𝜎1
𝑧𝜎1

+ − 𝜎1
𝑧𝜎1

−𝜎1
+ − 𝜎1

−𝜎1
+𝜎1

𝑧)

+ (1 − 𝑓)(2𝜎1
+𝜎1

𝑧𝜎1
− − 𝜎1

𝑧𝜎1
+𝜎1

− − 𝜎1
+𝜎1

−𝜎1
𝑧)〉 
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=
𝛾

4
〈(1 + 𝑓) [

1

2
(𝜎1

𝑥 − 𝑖𝜎1
𝑦

)𝜎1
𝑧(𝜎1

𝑥 + 𝑖𝜎1
𝑦

) −
1

4
𝜎1

𝑧(𝜎1
𝑥 − 𝑖𝜎1

𝑦
)(𝜎1

𝑥 + 𝑖𝜎1
𝑦

) −
1

4
(𝜎1

𝑥

− 𝑖𝜎1
𝑦

)(𝜎1
𝑥 + 𝑖𝜎1

𝑦
)𝜎1

𝑧]

+ (1 − 𝑓) [
1

2
(𝜎1

𝑥 + 𝑖𝜎1
𝑦

)𝜎1
𝑧(𝜎1

𝑥 − 𝑖𝜎1
𝑦

) −
1

4
𝜎1

𝑧(𝜎1
𝑥 + 𝑖𝜎1

𝑦
)(𝜎1

𝑥 − 𝑖𝜎1
𝑦

) −
1

4
(𝜎1

𝑥

+ 𝑖𝜎1
𝑦

)(𝜎1
𝑥 − 𝑖𝜎1

𝑦
)𝜎1

𝑧]〉 

=
𝛾

4
〈(1 + 𝑓) [

1

2
(−𝑖𝜎1

𝑦
+ 𝜎1

𝑥)(𝜎1
𝑥 + 𝑖𝜎1

𝑦
) −

1

4
(𝑖𝜎1

𝑦
− 𝜎1

𝑥)(𝜎1
𝑥 + 𝑖𝜎1

𝑦
) −

1

4
(𝜎1

𝑥 − 𝑖𝜎1
𝑦

)(−𝑖𝜎1
𝑦

− 𝜎1
𝑥)]

+ (1 − 𝑓) [
1

2
(−𝑖𝜎1

𝑦
− 𝜎1

𝑥)(𝜎1
𝑥 − 𝑖𝜎1

𝑦
) −

1

4
(𝑖𝜎1

𝑦
+ 𝜎1

𝑥)(𝜎1
𝑥 − 𝑖𝜎1

𝑦
) −

1

4
(𝜎1

𝑥

+ 𝑖𝜎1
𝑦

)(−𝑖𝜎1
𝑦

+ 𝜎1
𝑥)]〉 

=
𝛾

4
〈2(1 + 𝑓)(1 + 𝑖𝜎1

𝑥𝜎1
𝑦

) + 2(1 − 𝑓)(−1 + 𝑖𝜎1
𝑥𝜎1

𝑦
)〉 = 𝛾(𝑓 − 〈𝜎1

𝑧〉) 

Logo: 

 𝑑〈𝜎1
𝑧〉

𝑑𝑡
= −2𝛼〈𝜎1

𝑥𝜎2
𝑦

− 𝜎1
𝑦

𝜎2
𝑥〉 + 𝛾(𝑓 − 〈𝜎1

𝑧〉) 

 

(2.5) 

 

Examina-se agora o caso 1 < 𝑖 < 𝑁: 

𝑑〈𝜎𝑖
𝑧〉

𝑑𝑡
= −𝑖𝑇𝑟([𝐻, 𝜌]𝜎𝑖

𝑧) = 𝑖〈[𝐻, 𝜎𝑖
𝑧]〉 = 𝑖𝛼〈[𝜎𝑖−1

𝑥 𝜎𝑖
𝑥 + 𝜎𝑖−1

𝑦
𝜎𝑖

𝑦
+ 𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑥 + 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑦
, 𝜎𝑖

𝑧]〉 

= 𝑖𝛼〈𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖
𝑧 + 𝜎𝑖−1

𝑦
𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖

𝑧 + 𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖

𝑧𝜎𝑖+1
𝑥 + 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖

𝑧𝜎𝑖+1
𝑦

− 𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑧𝜎𝑖
𝑥 − 𝜎𝑖−1

𝑦
𝜎𝑖

𝑧𝜎𝑖
𝑦

− 𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑥

+ 𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑦 〉 

= 𝑖𝛼〈−𝑖𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑦
+ 𝑖𝜎𝑖−1

𝑦
𝜎𝑖

𝑥 − 𝑖𝜎𝑖
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑥 + 𝑖𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑦

− 𝑖𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑦
+ 𝑖𝜎𝑖−1

𝑦
𝜎𝑖

𝑥 − 𝑖𝜎𝑖
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑥

+ 𝑖𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑦 〉 

 = 2𝛼〈𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑦
− 𝜎𝑖−1

𝑦
𝜎𝑖

𝑥〉 − 2𝛼〈𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑦
− 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑥 〉 
 

(2.6) 

 

Por fim, analisa-se o caso 𝑖 = 𝑁: 

𝑑〈𝜎𝑁
𝑧〉

𝑑𝑡
= −𝑖𝑇𝑟([𝐻, 𝜌]𝜎𝑁

𝑧) + 𝑇𝑟(𝐷(𝜌)𝜎𝑁
𝑧) 
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Considerando-se o primeiro termo do lado direito dessa equação: 

−𝑖𝑇𝑟([𝐻, 𝜌]𝜎𝑁
𝑧) = 𝑖〈[𝐻, 𝜎𝑁

𝑧]〉 = 𝑖𝛼〈[𝜎𝑁−1
𝑥 𝜎𝑁

𝑥 + 𝜎𝑁−1
𝑦

𝜎𝑁
𝑦

, 𝜎𝑁
𝑧]〉 

= 𝑖𝛼〈𝜎𝑁−1
𝑥 𝜎𝑁

𝑥𝜎𝑁
𝑧 + 𝜎𝑁−1

𝑦
𝜎𝑁

𝑦
𝜎𝑁

𝑧 − 𝜎𝑁−1
𝑥 𝜎𝑁

𝑥𝜎𝑁
𝑧 − 𝜎𝑁−1

𝑦
𝜎𝑁

𝑧𝜎𝑁
𝑦〉 

= 𝑖𝛼〈−𝑖𝜎𝑁−1
𝑥 𝜎𝑁

𝑦
+ 𝑖𝜎𝑁−1

𝑦
𝜎𝑁

𝑥 − 𝑖𝜎𝑁−1
𝑥 𝜎𝑁

𝑦
+ 𝑖𝜎𝑁−1

𝑦
𝜎𝑁

𝑥〉 

= 2𝛼〈𝜎𝑁−1
𝑥 𝜎𝑁

𝑦
− 𝜎𝑁−1

𝑦
𝜎𝑁

𝑥〉 

 

O cálculo do segundo termo é idêntico àquele para o caso 𝑖 = 1, fazendo-se as correspondências 

𝜎1
𝑥,𝑦,𝑧

→ 𝜎𝑁
𝑥,𝑦,𝑧

 e 𝑓 → −𝑓. Obtém-se: 

𝑇𝑟(𝐷(𝜌)𝜎𝑁
𝑧) = −𝛾(𝑓 + 〈𝜎𝑁

𝑧〉) 

Assim: 

 𝑑〈𝜎𝑁
𝑧〉

𝑑𝑡
= 2𝛼〈𝜎𝑁−1

𝑥 𝜎𝑁
𝑦

− 𝜎𝑁−1
𝑦

𝜎𝑁
𝑥〉 − 𝛾(𝑓 + 〈𝜎𝑁

𝑧〉) 

 

(2.7) 

 

A equação de continuidade em uma dimensão, em sua versão discreta, é dada por: 

𝑑𝑃𝑖

𝑑𝑡
= 〈𝐽𝑖−1〉 − 〈𝐽𝑖〉 

𝑃 é alguma densidade associada à corrente 〈𝐽〉. 

Tomando-se 〈𝜎𝑖
𝑧〉 como uma densidade de magnetização, tem-se: 

𝑑〈𝜎1
𝑧〉

𝑑𝑡
= 〈𝐽𝐿

𝑀〉 − 〈𝐽1
𝑀〉 

𝑑〈𝜎𝑖
𝑧〉

𝑑𝑡
= 〈𝐽𝑖−1

𝑀 〉 − 〈𝐽𝑖
𝑀〉, 1 < 𝑖 < 𝑁 

𝑑〈𝜎𝑁
𝑧〉

𝑑𝑡
= 〈𝐽𝑁−1

𝑀 〉 − 〈𝐽𝑅
𝑀〉 

〈𝐽𝑖
𝑀〉 é o fluxo de magnetização do sítio 𝑖 em direção ao sítio 𝑖 + 1. 〈𝐽𝐿

𝑀〉 e 〈𝐽𝑅
𝑀〉 são, 

respectivamente, o fluxo do reservatório esquerdo para o sistema e o fluxo do sistema para o 

reservatório direito. 
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Finalmente, à luz da equação de continuidade e das equações (2.5) a (2.7), definem-se os fluxos: 

 〈𝐽𝑖
𝑀〉 ≡ 2𝛼〈𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑦

− 𝜎𝑖
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑥 〉, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 

 

(2.8) 

 〈𝐽𝐿
𝑀〉 ≡ 𝛾(𝑓 − 〈𝜎1

𝑧〉) 
 

(2.9) 

 〈𝐽𝑅
𝑀〉 ≡ −𝛾(𝑓 + 〈𝜎𝑁

𝑧〉) 
 

(2.10) 

 

No estado estacionário, 𝑑〈𝜎𝑖
𝑧〉 𝑑𝑡⁄ = 0 ∀ 𝑖, resultando num fluxo homogêneo 

através da cadeia: 

〈𝐽𝐿
𝑀〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = 〈𝐽1

𝑀〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = 〈𝐽2
𝑀〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = ⋯ = 〈𝐽𝑁

𝑀〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = 〈𝐽𝑅
𝑀〉𝑁𝐸𝑆𝑆 ≡ 〈𝐽𝑀〉 

 

Conceitualmente, o fluxo de magnetização corresponde a excitações elementares 

num sistema de spin, as quais ocorrem em forma de ondas e podem ser quantizadas por meio 

de quase partículas denominadas mágnons (a excitação de um mágnon corresponde à inversão 

de um spin ½). Essas ondas são análogas às vibrações numa estrutura cristalina, quantizadas 

por meio de fônons. Enquanto vibrações numa rede cristalina são oscilações das posições 

relativas dos átomos no cristal, ondas de spin são oscilações das orientações de spin relativas 

no sistema. 

 

2.1.2 Cálculo do fluxo de energia 

 

Primeiramente, reescreve-se o Hamiltoniano (2.1) da seguinte forma: 

 

𝐻 = ∑ 𝜀𝑖,𝑖+1

𝑁−1

𝑖=1

= ∑(ℎ𝑖,𝑖+1 + 𝑏𝑖,𝑖+1)

𝑁−1

𝑖=1

, 

 

(2.11) 

 ℎ𝑖,𝑖+1 ≡ 𝛼(𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑥 + 𝜎𝑖
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑦

) + Δ𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑧 , 
 

(2.12) 

 

 

 

𝑏𝑖,𝑖+1 ≡
1

2
𝐵[𝜎𝑖

𝑧(1 + 𝛿𝑖,1) + 𝜎𝑖+1
𝑧 (1 + 𝛿𝑖+1,𝑁)] 

 

(2.13) 

O fluxo de energia, no qual se está interessado, é obtido por meio da taxa de 

variação temporal do valor esperado da densidade de energia local 𝜀𝑖,𝑖+1. Utilizando-se a 

equação (2.2): 
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𝑑〈𝜀𝑖,𝑖+1〉

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
(𝑇𝑟(𝜌𝜀𝑖,𝑖+1)) = 𝑇𝑟 (

𝑑𝜌

𝑑𝑡
𝜀𝑖,𝑖+1) 

= −𝑖𝑇𝑟([𝐻, 𝜌]𝜀𝑖,𝑖+1) + 𝑇𝑟(𝐷𝐿(𝜌)𝜀𝑖,𝑖+1) + 𝑇𝑟(𝐷𝑅(𝜌)𝜀𝑖,𝑖+1) 

= 𝑖〈[𝐻, 𝜀𝑖,𝑖+1]〉 + 𝑇𝑟(𝐷𝐿(𝜌)𝜀1,2)𝛿𝑖,1 + 𝑇𝑟(𝐷𝑅(𝜌)𝜀𝑁−1,𝑁)𝛿𝑖+1,𝑁 

 

 

 

= 𝑖〈[𝜀𝑖−1,𝑖, 𝜀𝑖,𝑖+1]〉𝛿𝑖,𝑗≠1 + 𝑖〈[𝜀𝑖+1,𝑖+2, 𝜀𝑖,𝑖+1]〉𝛿𝑖+1,𝑗≠𝑁 

+ 𝑇𝑟(𝐷𝐿(𝜌)𝜀1,2)𝛿𝑖,1 + 𝑇𝑟(𝐷𝑅(𝜌)𝜀𝑁−1,𝑁)𝛿𝑖+1,𝑁, 1 ≤ 𝑖 < 𝑁 

 

 

(2.14) 

A equação de continuidade para o fluxo de energia, em cada par de sítios vizinhos, 

é dada por: 

𝑑〈𝜀𝑖,𝑖+1〉

𝑑𝑡
= 〈𝐽𝑖

𝐸〉 − 〈𝐽𝑖+1
𝐸 〉, 1 ≤ 𝑖 < 𝑁 

Comparando-se a equação de continuidade à equação (2.14), define-se:  

 

 

〈𝐽𝑖
𝐸〉 ≡ 𝑖〈[𝜀𝑖−1,𝑖, 𝜀𝑖,𝑖+1]〉, 1 < 𝑖 < 𝑁 

 

(2.15) 

Essa definição não se aplica às fronteiras da cadeia, caso em que o fluxo resulta da ação dos 

reservatórios. De modo a se ter uma definição consistente do fluxo de energia em todo o 

sistema, ainda à luz da equação (2.14), definem-se: 

 〈𝐽1
𝐸〉 ≡ 𝑇𝑟(𝐷𝐿(𝜌)𝜀1,2) 

 

(2.16) 

 

 

〈𝐽𝑁
𝐸〉 ≡ −𝑇𝑟(𝐷𝑅(𝜌)𝜀𝑁−1,𝑁) 

 

(2.17) 

〈𝐽𝑖
𝐸〉 é o fluxo de energia do par de sítios (𝑖 − 1, 𝑖) em direção ao par de sítios (𝑖, 𝑖 + 1), 1 <

𝑖 < 𝑁. 〈𝐽1
𝐸〉 é o fluxo de energia do reservatório esquerdo para o sistema, e 〈𝐽𝑁

𝐸〉, o fluxo de 

energia do sistema para o reservatório direito. 

Com o intuito de melhor compreender as características do transporte de energia, 

separa-se o fluxo de energia na expressão (2.15) em duas contribuições, uma advinda apenas 

das interações de troca, 〈𝐽𝑖
𝑋𝑋𝑍〉, e uma contribuição líquida devida ao campo magnético externo, 

〈𝐽𝑖
𝐵〉, tais que 〈𝐽𝑖

𝐸〉 = 〈𝐽𝑖
𝑋𝑋𝑍〉 + 〈𝐽𝑖

𝐵〉. 

Examina-se a primeira contribuição: 

〈𝐽𝑖
𝑋𝑋𝑍〉 = 𝑖〈[ℎ𝑖−1,𝑖, ℎ𝑖,𝑖+1]〉 

= 𝑖〈[𝛼(𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑥 + 𝜎𝑖−1
𝑦

𝜎𝑖
𝑦

) + Δ𝜎𝑖−1
𝑧 𝜎𝑖

𝑧 , 𝛼(𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑥 + 𝜎𝑖
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑦

) + Δ𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑧 ]〉 
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= 𝑖〈𝛼[𝛼(𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖+1

𝑥 − 𝑖𝜎𝑖−1
𝑦

𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑥 + 𝑖𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑧𝜎𝑖+1
𝑦

+𝜎𝑖−1
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑦

)

+ 𝑖Δ(𝜎𝑖−1
𝑧 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑥 − 𝜎𝑖−1
𝑧 𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑦

)] 

+Δ[𝛼(−𝑖𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑧 + 𝑖𝜎𝑖−1
𝑦

𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑧 ) + Δ𝜎𝑖−1
𝑧 𝜎𝑖+1

𝑧 ] 

−𝛼[𝛼(𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖+1

𝑥 − 𝑖𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑧𝜎𝑖+1
𝑦

+ 𝑖𝜎𝑖−1
𝑦

𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑥 + 𝜎𝑖−1
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑦

) + 𝑖Δ(𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑧 − 𝜎𝑖−1
𝑦

𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑧 )] 

−Δ[𝛼(−𝑖𝜎𝑖−1
𝑧 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑥 + 𝑖𝜎𝑖−1
𝑧 𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑦

) + Δ𝜎𝑖−1
𝑧 𝜎𝑖+1

𝑧 ]〉 

= 2𝛼〈𝛼(𝜎𝑖−1
𝑦

𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑥 − 𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑧𝜎𝑖+1
𝑦

) + Δ(𝜎𝑖−1
𝑧 𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑦

− 𝜎𝑖−1
𝑦

𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑧 ) 

 +Δ(𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑧 − 𝜎𝑖−1
𝑧 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑥 )〉 
 

(2.18) 

 

Examina-se agora a segunda contribuição: 

〈𝐽𝑖
𝐵〉 = 𝑖〈[𝜀𝑖−1,𝑖, 𝜀𝑖,𝑖+1]〉 − 𝑖〈[ℎ𝑖−1,𝑖, ℎ𝑖,𝑖+1]〉 

= 𝑖〈[ℎ𝑖−1,𝑖, 𝑏𝑖,𝑖+1]〉 + 𝑖〈[𝑏𝑖−1,𝑖, ℎ𝑖,𝑖+1]〉 + 𝑖〈[𝑏𝑖−1,𝑖, 𝑏𝑖,𝑖+1]〉 

= 𝑖 〈[𝛼(𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑥 + 𝜎𝑖−1
𝑦

𝜎𝑖
𝑦

) + Δ𝜎𝑖−1
𝑧 𝜎𝑖

𝑧 ,
1

2
𝐵[𝜎𝑖

𝑧 + 𝜎𝑖+1
𝑧 (1 + 𝛿𝑖+1,𝑁)]]  

+ [
1

2
𝐵[𝜎𝑖−1

𝑧 (1 + 𝛿𝑖−1,1) + 𝜎𝑖
𝑧], 𝛼(𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑥 + 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑦
) + Δ𝜎𝑖

𝑧𝜎𝑖+1
𝑧 ] 

+ [
1

2
𝐵[𝜎𝑖−1

𝑧 (1 + 𝛿𝑖−1,1) + 𝜎𝑖
𝑧],

1

2
𝐵[𝜎𝑖

𝑧 + 𝜎𝑖+1
𝑧 (1 + 𝛿𝑖+1,𝑁)]]〉 

= 𝑖 〈
1

2
𝐵{𝛼(−𝑖𝜎𝑖−1

𝑥 𝜎𝑖
𝑦

+ 𝑖𝜎𝑖−1
𝑦

𝜎𝑖
𝑥) + Δ𝜎𝑖−1

𝑧 + [𝛼(𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑥 + 𝜎𝑖−1
𝑦

𝜎𝑖
𝑦

)

+ Δ𝜎𝑖−1
𝑧 𝜎𝑖

𝑧]𝜎𝑖+1
𝑧 (1 + 𝛿𝑖+1,𝑁) 

+𝛼(−𝑖𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑦
+ 𝑖𝜎𝑖−1

𝑦
𝜎𝑖

𝑥) − Δ𝜎𝑖−1
𝑧 − (1 + 𝛿𝑖+1,𝑁)𝜎𝑖+1

𝑧 [𝛼(𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑥 + 𝜎𝑖−1
𝑦

𝜎𝑖
𝑦

) + Δ𝜎𝑖−1
𝑧 𝜎𝑖

𝑧]} 

+
1

2
𝐵{(1 + 𝛿𝑖−1,1)𝜎𝑖−1

𝑧 [𝛼(𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑥 + 𝜎𝑖
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑦

) + Δ𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑧 ] + 𝛼(𝑖𝜎𝑖
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑥 − 𝑖𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑦

) + Δ𝜎𝑖+1
𝑧  

−[𝛼(𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑥 + 𝜎𝑖
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑦

) + Δ𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑧 ]𝜎𝑖−1
𝑧 (1 + 𝛿𝑖−1,1) + 𝛼(𝑖𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑥 − 𝑖𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑦
) − Δ𝜎𝑖+1

𝑧 } 

+
1

4
𝐵2[(1 + 𝛿𝑖−1,1)𝜎𝑖−1

𝑧 𝜎𝑖
𝑧 + (1 + 𝛿𝑖−1,1)(1 + 𝛿𝑖+1,𝑁)𝜎𝑖−1

𝑧 𝜎𝑖+1
𝑧 + 1 + 𝜎𝑖

𝑧𝜎𝑖+1
𝑧 (1 + 𝛿𝑖+1,𝑁) 

−(1 + 𝛿𝑖−1,1)𝜎𝑖−1
𝑧 𝜎𝑖

𝑧 − (1 + 𝛿𝑖−1,1)(1 + 𝛿𝑖+1,𝑁)𝜎𝑖−1
𝑧 𝜎𝑖+1

𝑧 − 1 − 𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑧 (1 + 𝛿𝑖+1,𝑁)〉 
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= 𝐵𝛼〈(𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑦
− 𝜎𝑖−1

𝑦
𝜎𝑖

𝑥) + (𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑦
− 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑥 )〉 

Utilizando-se a definição (2.8): 

 
〈𝐽𝑖

𝐵〉 =
1

2
𝐵〈𝐽𝑖−1

𝑀 + 𝐽𝑖
𝑀〉 

 

(2.19) 

 

Definem-se contribuições similares nas fronteiras. Para o sítio 𝑖 = 1, a primeira contribuição é 

dada por: 

〈𝐽1
𝑋𝑋𝑍〉 = 𝑇𝑟(𝐷𝐿(𝜌)ℎ1,2) 

= 𝑇𝑟 {[𝛼(𝜎1
𝑥𝜎2

𝑥 + 𝜎1
𝑦

𝜎2
𝑦

) + Δ𝜎1
𝑧𝜎2

𝑧]
𝛾

4
[(1 + 𝑓)[2𝜎1

+𝜌𝜎1
− − (𝜎1

−𝜎1
+𝜌 + 𝜌𝜎1

−𝜎1
+)]

+ (1 − 𝑓)[2𝜎1
−𝜌𝜎1

+ − (𝜎1
+𝜎1

−𝜌 + 𝜌𝜎1
+𝜎1

−)]]} 

=
𝛾

4
𝑇𝑟[(1 + 𝑓)(2𝜎1

−𝜎1
𝑥𝜎1

+𝜎2
𝑥𝜌 − 𝜎1

𝑥𝜎1
−𝜎1

+𝜎2
𝑥𝜌 − 𝜎1

−𝜎1
+𝜎1

𝑥𝜎2
𝑥𝜌 + 2𝜎1

−𝜎1
𝑦

𝜎1
+𝜎2

𝑦
𝜌

− 𝜎1
𝑦

𝜎1
−𝜎1

+𝜎2
𝑦

𝜌 − 𝜎1
−𝜎1

+𝜎1
𝑦

𝜎2
𝑦

𝜌) + (1 − 𝑓)(2𝜎1
−𝜌𝜎1

+ − 𝜎1
+𝜎1

−𝜌 − 𝜌𝜎1
+𝜎1

−)] 

=
𝛾

4
𝑇𝑟{(1 + 𝑓)[𝛼(2𝜎1

−𝜎1
𝑥𝜎1

+𝜎2
𝑥𝜌 − 𝜎1

𝑥𝜎1
−𝜎1

+𝜎2
𝑥𝜌 − 𝜎1

−𝜎1
+𝜎1

𝑥𝜎2
𝑥𝜌 + 2𝜎1

−𝜎1
𝑦

𝜎1
+𝜎2

𝑦
𝜌

− 𝜎1
𝑦

𝜎1
−𝜎1

+𝜎2
𝑦

𝜌 − 𝜎1
−𝜎1

+𝜎1
𝑦

𝜎2
𝑦

𝜌)

+ Δ(2𝜎1
−𝜎1

𝑧𝜎1
+𝜎2

𝑧𝜌 − 𝜎1
𝑧𝜎1

−𝜎1
+𝜎2

𝑧𝜌 − 𝜎1
−𝜎1

+𝜎1
𝑧𝜎2

𝑧𝜌)] 

+(1 − 𝑓)[𝛼(2𝜎1
+𝜎1

𝑥𝜎1
−𝜎2

𝑥𝜌 − 𝜎1
𝑥𝜎1

+𝜎1
−𝜎2

𝑥𝜌 − 𝜎1
+𝜎1

−𝜎1
𝑥𝜎2

𝑥𝜌 + 2𝜎1
+𝜎1

𝑦
𝜎1

−𝜎2
𝑦

𝜌 − 𝜎1
𝑦

𝜎1
+𝜎1

−𝜎2
𝑦

𝜌

− 𝜎1
+𝜎1

−𝜎1
𝑦

𝜎2
𝑦

𝜌) + Δ(2𝜎1
+𝜎1

𝑧𝜎1
−𝜎2

𝑧𝜌 − 𝜎1
𝑧𝜎1

+𝜎1
−𝜎2

𝑧𝜌 − 𝜎1
+𝜎1

−𝜎1
𝑧𝜎2

𝑧𝜌)]} 

=
𝛾

4
〈(1 + 𝑓)[𝛼(2𝜎1

−𝜎1
𝑥𝜎1

+𝜎2
𝑥 − 𝜎1

𝑥𝜎1
−𝜎1

+𝜎2
𝑥 − 𝜎1

−𝜎1
+𝜎1

𝑥𝜎2
𝑥 + 2𝜎1

−𝜎1
𝑦

𝜎1
+𝜎2

𝑦
− 𝜎1

𝑦
𝜎1

−𝜎1
+𝜎2

𝑦

− 𝜎1
−𝜎1

+𝜎1
𝑦

𝜎2
𝑦

) + Δ(2𝜎1
−𝜎1

𝑧𝜎1
+𝜎2

𝑧 − 𝜎1
𝑧𝜎1

−𝜎1
+𝜎2

𝑧 − 𝜎1
−𝜎1

+𝜎1
𝑧𝜎2

𝑧)] 

+(1 − 𝑓)[𝛼(2𝜎1
+𝜎1

𝑥𝜎1
−𝜎2

𝑥 − 𝜎1
𝑥𝜎1

+𝜎1
−𝜎2

𝑥 − 𝜎1
+𝜎1

−𝜎1
𝑥𝜎2

𝑥 + 2𝜎1
+𝜎1

𝑦
𝜎1

−𝜎2
𝑦

− 𝜎1
𝑦

𝜎1
+𝜎1

−𝜎2
𝑦

− 𝜎1
+𝜎1

−𝜎1
𝑦

𝜎2
𝑦

) + Δ(2𝜎1
+𝜎1

𝑧𝜎1
−𝜎2

𝑧 − 𝜎1
𝑧𝜎1

+𝜎1
−𝜎2

𝑧 − 𝜎1
+𝜎1

−𝜎1
𝑧𝜎2

𝑧)]〉 

Utilizam-se agora os seguintes resultados (facilmente demonstráveis): 

𝜎∓𝜎𝑥,𝑦𝜎± = 0 

𝜎𝑥𝜎∓𝜎± = 𝜎± 

𝜎∓𝜎±𝜎𝑥 = 𝜎∓ 
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𝜎𝑦𝜎∓𝜎± = ∓𝑖𝜎± 

𝜎∓𝜎±𝜎𝑦 = ±𝑖𝜎∓ 

𝜎∓𝜎𝑧𝜎± = −
1

2
(𝜎𝑧 ∓ 1) 

𝜎𝑧𝜎∓𝜎± = 𝜎∓𝜎±𝜎𝑧 =
1

2
(𝜎𝑧 ∓ 1) 

Tem-se: 

〈𝐽1
𝑋𝑋𝑍〉 =

𝛾

4
〈(1 + 𝑓) {𝛼(−𝜎1

+𝜎2
𝑥 − 𝜎1

−𝜎2
𝑥 + 𝑖𝜎1

+𝜎2
𝑦

− 𝑖𝜎1
−𝜎2

𝑦
) + Δ[(1 − 𝜎1

𝑧)𝜎2
𝑧

−
1

2
(𝜎1

𝑧 − 1)𝜎2
𝑧 −

1

2
(𝜎1

𝑧 − 1)𝜎2
𝑧]} 

+(1 − 𝑓) {𝛼(−𝜎1
−𝜎2

𝑥 − 𝜎1
+𝜎2

𝑥 − 𝑖𝜎1
−𝜎2

𝑦
+ 𝑖𝜎1

+𝜎2
𝑦

) − Δ[(𝜎1
𝑧 + 1)𝜎2

𝑧 +
1

2
(𝜎1

𝑧 + 1)𝜎2
𝑧

+
1

2
(𝜎1

𝑧 + 1)𝜎2
𝑧]}〉 

=
𝛾

4
〈𝛼(−2𝜎1

𝑥𝜎2
𝑥 − 2𝜎1

𝑦
𝜎2

𝑦
) + Δ(−4𝜎1

𝑧𝜎2
𝑧 + 4𝑓𝜎2

𝑧)〉 

=
𝛾

4
〈−2[𝛼(𝜎1

𝑥𝜎2
𝑥 + 𝜎1

𝑦
𝜎2

𝑦
) + Δ𝜎1

𝑧𝜎2
𝑧] + Δ(−2𝜎1

𝑧𝜎2
𝑧 + 4𝑓𝜎2

𝑧)〉 

 
= −

𝛾

2
(〈ℎ1,2〉 + Δ〈𝜎1

𝑧𝜎2
𝑧〉) + 𝛾𝑓Δ〈𝜎2

𝑧〉 

 

(2.20) 

 

A segunda contribuição, por sua vez, é dada por: 

〈𝐽1
𝐵〉 = 𝑇𝑟(𝐷𝐿(𝜌)𝑏1,2) 

= 𝑇𝑟 {
1

2
𝐵(2𝜎1

𝑧 + 𝜎2
𝑧)

𝛾

4
[(1 + 𝑓)[2𝜎1

+𝜌𝜎1
− − (𝜎1

−𝜎1
+𝜌 + 𝜌𝜎1

−𝜎1
+)]

+ (1 − 𝑓)[2𝜎1
−𝜌𝜎1

+ − (𝜎1
+𝜎1

−𝜌 + 𝜌𝜎1
+𝜎1

−)]]} 

=
1

8
𝛾𝐵𝑇𝑟[(1 + 𝑓)(4𝜎1

−𝜎1
𝑧𝜎1

+𝜌 − 2𝜎1
𝑧𝜎1

−𝜎1
+𝜌 − 2𝜎1

−𝜎1
+𝜎1

𝑧𝜌 + 2𝜎1
−𝜎1

+𝜎2
𝑧𝜌 − 𝜎1

−𝜎1
+𝜎2

𝑧𝜌

− 𝜎1
−𝜎1

+𝜎2
𝑧𝜌) + (1 − 𝑓)(4𝜎1

+𝜎1
𝑧𝜎1

−𝜌 − 2𝜎1
𝑧𝜎1

+𝜎1
−𝜌 − 2𝜎1

+𝜎1
−𝜎1

𝑧𝜌

+ 2𝜎1
+𝜎1

−𝜎2
𝑧𝜌 − 𝜎1

+𝜎1
−𝜎2

𝑧𝜌 − 𝜎1
+𝜎1

−𝜎2
𝑧𝜌)] 
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=
1

8
𝛾𝐵〈(1 + 𝑓)(−4𝜎1

𝑧 + 4) + (1 − 𝑓)(−4𝜎1
𝑧 − 4)〉 

 

 

= 𝛾𝐵(𝑓 − 〈𝜎1
𝑧〉) 

 

(2.21) 

Utilizaram-se, mais uma vez, os resultados para os operadores de spin de Pauli citados nas 

páginas anteriores. 

Os cálculos para o sítio 𝑖 = 𝑁 são inteiramente análogos. Os resultados seguem abaixo: 

 〈𝐽𝑁
𝑋𝑋𝑍〉 = −𝑇𝑟(𝐷𝐿(𝜌)ℎ𝑁−1,𝑁) =

𝛾

2
(〈ℎ𝑁−1,𝑁〉 + Δ〈𝜎𝑁−1

𝑧 𝜎𝑁
𝑧〉) − 𝛾𝑓Δ〈𝜎𝑁−1

𝑧 〉 

 

(2.22) 

 

 

〈𝐽𝑁
𝐵〉 = −𝛾𝐵(𝑓 + 〈𝜎𝑁

𝑧〉) 
 

(2.23) 

No estado estacionário, 𝑑〈𝜀𝑖,𝑖+1〉 𝑑𝑡⁄ = 0 ∀ 𝑖, resultando num fluxo homogêneo 

através da cadeia: 

〈𝐽1
𝐸〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = 〈𝐽2

𝐸〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = ⋯ = 〈𝐽𝑁
𝐸〉𝑁𝐸𝑆𝑆 ≡ 〈𝐽𝐸〉 

Tem-se tratado, ao longo de todo o texto, de “fluxo de energia”, e não “fluxo de 

calor”. Utiliza-se essa terminologia, a qual se julga mais adequada, porque os reservatórios do 

sistema estudado não podem ser considerados, rigorosamente, reservatórios térmicos – fixa-se 

neles a magnetização média, e não a temperatura, parâmetro que sequer é mencionado aqui. 

Isto posto, não há garantia estrita acerca das formas de energia que fluem pelo sistema (e de 

calor ser a única delas). Por essa razão, atém-se ao termo mais genérico. 

 

2.1.3 Análise de simetria 

 

Caso o campo magnético externo seja nulo, sabe-se, a posteriori, que não há fluxo 

de energia no sistema, apesar de haver um fluxo de magnetização finito. A ausência de um fluxo 

de energia para 𝐵 = 0 pode ser demonstrada considerando-se as simetrias da equação de 

Lindblad com Hamiltoniano do tipo XXZ. 

Denota-se o lado direito da equação de Lindblad (2.2) por ℒ[𝜌]. Caso ele seja 

invariante sob uma transformação unitária 𝑈 – i.e., ℒ[𝑈𝜌𝑈†] = 𝑈ℒ[𝜌]𝑈† –, segue que 𝜌̃(𝑡) =

𝑈𝜌(𝑡)𝑈† é uma nova solução da equação. Em geral, as soluções 𝜌(𝑡) e 𝜌̃(𝑡) descrevem 

evoluções temporais distintas. Caso, porém, o estado estacionário do sistema seja único, as 
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trajetórias 𝜌(𝑡) e 𝜌̃(𝑡) convergem, eventualmente, para a mesma solução assintótica 𝜌𝑁𝐸𝑆𝑆 =

lim
𝑡→∞

𝜌(𝑡) = lim
𝑡→∞

𝜌̃(𝑡). Por conseguinte, a solução de estado estacionário única do sistema deve 

ser invariante sob a transformação 𝑈: 𝜌𝑁𝐸𝑆𝑆 = 𝑈𝜌𝑁𝐸𝑆𝑆𝑈†. 

No caso 𝐵 = 0, não é difícil verificar que a equação de Lindblad (com 𝑓𝐿 = −𝑓𝑅 =

𝑓) é invariante sob a transformação 𝑈 = Ωβ𝑅 [23, 24], em que Ωβ = (𝜎𝛽)
⊗𝑁

= 𝜎1
𝛽

⊗ 𝜎2
𝛽

⊗

… ⊗ 𝜎𝑁
𝛽

, 𝛽 = 𝑥, 𝑦, e 𝑅 é um operador de reflexão direita-esquerda, tal que 𝑅(𝐴1 ⊗ 𝐵2 ⊗ … ⊗

𝐶𝑁) = (𝐶1 ⊗ … ⊗ 𝐵𝑁−1 ⊗ 𝐴𝑁)𝑅. Isso significa que o estado estacionário único do sistema 

também deve ser invariante sob essa transformação, e deve-se ter 𝜌 = 𝑈𝜌𝑈† = Ωβ𝑅𝜌𝑅Ωβ 

(sendo 𝑅 = 𝑅† e Ω𝛽 = Ω𝛽†
). 

Estuda-se como os operadores 𝐽𝑖
𝑋𝑋𝑍 e 𝐽𝑖

𝑀 comportam-se sob a transformação 𝑈. Para 𝐽𝑖
𝑋𝑋𝑍: 

𝑈†𝐽𝑖
𝑋𝑋𝑍𝑈 = 𝑅Ω𝑥𝐽𝑖

𝑋𝑋𝑍Ω𝑥𝑅 

= 𝑅𝜎1
𝑥𝜎2

𝑥 … 𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑥 … 𝜎𝑁

𝑥{2𝛼[𝛼(𝜎𝑖−1
𝑦

𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑥 − 𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑧𝜎𝑖+1
𝑦

)

+ Δ(𝜎𝑖−1
𝑧 𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑦

− 𝜎𝑖−1
𝑦

𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑧 )

+ Δ(𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑧 − 𝜎𝑖−1
𝑧 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑥 )]}𝜎1
𝑥𝜎2

𝑥 … 𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑥 … 𝜎𝑁

𝑥𝑅 

= 2𝛼𝑅{𝛼[(−𝜎𝑖−1
𝑦

)(−𝜎𝑖
𝑧)𝜎𝑖+1

𝑥 − 𝜎𝑖−1
𝑥 (−𝜎𝑖

𝑧)(−𝜎𝑖+1
𝑦

)]

+ Δ[(−𝜎𝑖−1
𝑧 )𝜎𝑖

𝑥(−𝜎𝑖+1
𝑦

)

− (−𝜎𝑖−1
𝑦

)𝜎𝑖
𝑥(−𝜎𝑖+1

𝑧 )]+Δ[𝜎𝑖−1
𝑥 (−𝜎𝑖

𝑦
)(−𝜎𝑖+1

𝑧 ) − (−𝜎𝑖−1
𝑧 )(−𝜎𝑖

𝑦
)𝜎𝑖+1

𝑥 ]}𝑅 

= 2𝛼𝑅[𝛼(𝜎𝑖−1
𝑦

𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑥 − 𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑧𝜎𝑖+1
𝑦

) + Δ(𝜎𝑖−1
𝑧 𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑦

− 𝜎𝑖−1
𝑦

𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑧 )

+ Δ(𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑧 − 𝜎𝑖−1
𝑧 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑥 )]𝑅 

= 2𝛼[𝛼(𝜎𝑁−𝑖
𝑥 𝜎𝑁−𝑖+1

𝑧 𝜎𝑁−𝑖+2
𝑦

− 𝜎𝑁−𝑖
𝑦

𝜎𝑁−𝑖+1
𝑧 𝜎𝑁−𝑖+2

𝑥 )

+ Δ(𝜎𝑁−𝑖
𝑦

𝜎𝑁−𝑖+1
𝑥 𝜎𝑁−𝑖+2

𝑧 − 𝜎𝑁−𝑖
𝑧 𝜎𝑁−𝑖+1

𝑥 𝜎𝑁−𝑖+2
𝑦

)

+ Δ(𝜎𝑁−𝑖
𝑧 𝜎𝑁−𝑖+1

𝑦
𝜎𝑁−𝑖+2

𝑥 − 𝜎𝑁−𝑖
𝑥 𝜎𝑁−𝑖+1

𝑦
𝜎𝑁−𝑖+2

𝑧 )]𝑅2 

= −2𝛼[𝛼(𝜎𝑁−𝑖
𝑦

𝜎𝑁−𝑖+1
𝑧 𝜎𝑁−𝑖+2

𝑥 − 𝜎𝑁−𝑖
𝑥 𝜎𝑁−𝑖+1

𝑧 𝜎𝑁−𝑖+2
𝑦

)

+ Δ(𝜎𝑁−𝑖
𝑧 𝜎𝑁−𝑖+1

𝑥 𝜎𝑁−𝑖+2
𝑦

− 𝜎𝑁−𝑖
𝑦

𝜎𝑁−𝑖+1
𝑥 𝜎𝑁−𝑖+2

𝑧 )

+ Δ(𝜎𝑁−𝑖
𝑥 𝜎𝑁−𝑖+1

𝑦
𝜎𝑁−𝑖+2

𝑧 − 𝜎𝑁−𝑖
𝑧 𝜎𝑁−𝑖+1

𝑦
𝜎𝑁−𝑖+2

𝑥 )], 

já que 𝑅2 = 𝐼 (𝑅 = 𝑅† = 𝑅−1). 
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Operadores são definidos por suas ações em seus espaços vetoriais. Para um estado qualquer 

|𝑠⟩ = |𝑠1
(𝑎1)⟩ ⊗ |𝑠2

(𝑎2)⟩ ⊗ … ⊗ |𝑠𝑁
(𝑎𝑁)⟩: 

(𝑈†𝐽𝑖
𝑋𝑋𝑍𝑈)|𝑠⟩ = −𝐽𝑖

𝑋𝑋𝑍|𝑠⟩ 

Portanto: 

 

 

𝑈†𝐽𝑖
𝑋𝑋𝑍𝑈 = −𝐽𝑖

𝑋𝑋𝑍, 1 < 𝑖 < 𝑁 
 

(2.24) 

Para 𝐽𝑖
𝑀: 

𝑈†𝐽𝑖
𝑀𝑈 = 𝑅Ω𝑥𝐽𝑖

𝑀Ω𝑥𝑅 

= 𝑅𝜎1
𝑥𝜎2

𝑥 … 𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑥 … 𝜎𝑁
𝑥[2𝛼(𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑦

− 𝜎𝑖
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑥 )]𝜎1

𝑥𝜎2
𝑥 … 𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑥 … 𝜎𝑁

𝑥𝑅 

= 2𝛼𝑅[𝜎𝑖
𝑥(−𝜎𝑖+1

𝑦
) − (−𝜎𝑖

𝑦
)𝜎𝑖+1

𝑥 ]𝑅 = 2𝛼𝑅(−𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑦
+ 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑥 )𝑅 

= 2𝛼(−𝜎𝑁−𝑖
𝑦

𝜎𝑁−𝑖+1
𝑥 + 𝜎𝑁−𝑖

𝑥 𝜎𝑁−𝑖+1
𝑦

)𝑅2 

= 2𝛼(𝜎𝑁−𝑖
𝑥 𝜎𝑁−𝑖+1

𝑦
− 𝜎𝑁−𝑖

𝑦
𝜎𝑁−𝑖+1

𝑥 ) 

Tem-se que: 

(𝑈†𝐽𝑖
𝑀𝑈)|𝑠⟩ = 𝐽𝑖

𝑀|𝑠⟩ 

Logo: 

 

 

𝑈†𝐽𝑖
𝑀𝑈 = 𝐽𝑖

𝑀, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 
 

(2.25) 

Os cálculos são inteiramente análogos para 𝛽 = 𝑦. 

De (2.24), segue que: 

〈𝐽𝑖
𝑋𝑋𝑍〉 = 𝑇𝑟(𝜌𝐽𝑖

𝑋𝑋𝑍) = 𝑇𝑟(𝑈𝜌𝑈†𝐽𝑖
𝑋𝑋𝑍) = 𝑇𝑟(𝜌𝑈†𝐽𝑖

𝑋𝑋𝑍𝑈) = −𝑇𝑟(𝜌𝐽𝑖
𝑋𝑋𝑍) = −〈𝐽𝑖

𝑋𝑋𝑍〉 

 

 

⇒ 〈𝐽𝑖
𝑋𝑋𝑍〉 = 0 

 

(2.26) 

Nesse caso (𝐵 = 0), então, por simetria, a componente XXZ deve ser nula no estado 

estacionário. Como 〈𝐽𝑖
𝐵〉 = 0 ∀ 𝑖 quando 𝐵 = 0, ambas as componentes do fluxo de energia são 

nulas, e 〈𝐽𝐸〉 = 0. 

De (2.25):  
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〈𝐽𝑖
𝑀〉 = 𝑇𝑟(𝜌𝐽𝑖

𝑀) = 𝑇𝑟(𝑈𝜌𝑈†𝐽𝑖
𝑀) = 𝑇𝑟(𝜌𝑈†𝐽𝑖

𝑀𝑈) = 𝑇𝑟(𝜌𝐽𝑖
𝑀) = 〈𝐽𝑖

𝑀〉 (2.27) 

O operador 𝐽𝑖
𝑀 é invariante sob a transformação considerada, e o fluxo de magnetização não é 

suprimido por simetria. A análise de simetria não revela informação nova alguma a respeito 

desse fluxo. 

A presença de um campo magnético externo uniforme 𝐵 > 0 (caso deste capítulo) 

não afeta o fluxo de magnetização nem a componente XXZ do fluxo de energia. O efeito do 

campo magnético é variar a energia relativa dos setores de spin “para cima” e “para baixo”, 

deixando a estrutura interna de cada setor inalterada, o que não afeta o transporte de spin. 

Quanto à componente XXZ do fluxo de energia, isso pode ser visto reescrevendo-se a expressão 

(2.18) em termos de 𝜎±. O primeiro termo, por exemplo, é: 

𝜎𝑖−1
𝑦

𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑥 − 𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑧𝜎𝑖+1
𝑦

= 2𝑖(𝜎𝑖−1
− 𝜎𝑖

𝑧𝜎𝑖+1
+ − 𝜎𝑖−1

+ 𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

− ) 

Esses termos são spin-conserving, de sorte que somente envolvem processos dentro de cada 

setor de spin (𝑖 − 1, 𝑖, 𝑖 + 1) separadamente. Pensando-se em 𝜎± como operadores 

criação/destruição de excitação de spin, dentro de um mesmo setor, o número de excitações é 

conservado. De fato, os efeitos da ação desses operadores sobre os estados de spin “para cima” 

e “para baixo” são: 

𝜎+|↑⟩ = 𝜎+ |𝑠 =
1

2
, 𝑚 =

1

2
⟩ = (

0 1
0 0

) (
1
0

) = (
0
0

) = 0 

𝜎+|↓⟩ = 𝜎+ |𝑠 =
1

2
, 𝑚 = −

1

2
⟩ = (

0 1
0 0

) (
0
1

) = (
1
0

) = |↑⟩ 

𝜎−|↑⟩ = 𝜎− |𝑠 =
1

2
, 𝑚 =

1

2
⟩ = (

0 0
1 0

) (
1
0

) = (
0
1

) = |↓⟩ 

𝜎−|↓⟩ = 𝜎− |𝑠 =
1

2
, 𝑚 = −

1

2
⟩ = (

0 0
1 0

) (
0
1

) = (
0
0

) = 0 

Um campo magnético uniforme não afeta valores esperados de operadores como 𝐽𝑖
𝑋𝑋𝑍, já que a 

energia devida ao acoplamento de um spin paralelo ao campo é igual a menos a energia devida 

ao acoplamento de um spin antiparalelo a ele. Nesse caso, pois, tem-se ainda 〈𝐽𝑖
𝑋𝑋𝑍〉 = 0. A 

componente B do fluxo de energia não é mais nula, e, de acordo com a expressão (2.19):  

 
〈𝐽𝐸〉 = 〈𝐽𝑖

𝐵〉𝑁𝐸𝑆𝑆 =
1

2
𝐵〈𝐽𝑖−1

𝑀 + 𝐽𝑖
𝑀〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = 𝐵〈𝐽𝑀〉 

 

(2.28) 
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2.1.4 Soluções exatas para 𝑵 = 𝟑 

 

Está-se interessado na solução de estado estacionário 𝜌∗ da equação (2.2), obtida 

tomando-se 𝑑𝜌∗/𝑑𝑡 = 0. Escreve-se essa equação como: 

𝒲(𝜌∗) = −𝑖[𝐻, 𝜌∗] + 𝐷(𝜌∗) = 0 

Para computar o estado estacionário, deve-se, pois, encontrar o núcleo do operador linear 𝒲. 

Introduz-se, por conveniência, a operação vec, que converte uma matriz num vetor 

coluna. Seja 𝔽 um campo (como ℝ ou ℂ) e 𝐴 = (𝒂𝟏, 𝒂𝟐 , … , 𝒂𝒏) ∈ 𝔽𝑚×𝑛, em que 𝒂𝒋 ∈

𝔽𝑚, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛. Define-se: 

𝑣𝑒𝑐(𝐴) ≡ (

𝒂𝟏

𝒂𝟐

⋮
𝒂𝒏

) ∈ 𝔽𝑚∙𝑛 

Para quaisquer matrizes 𝐴 ∈ 𝔽𝑚×𝑛,  𝐵 ∈ 𝔽𝑛×𝑝 e 𝐶 ∈ 𝔽𝑝×𝑞, a seguinte identidade pode ser 

diretamente verificada: 

𝑣𝑒𝑐(𝐴𝐵𝐶) = (𝐶𝑇 ⊗ 𝐴)𝑣𝑒𝑐(𝐵) 

O símbolo ⊗ denota o produto de Kronecker. Para duas matrizes 𝑀 ∈ 𝔽𝑚×𝑛 e 𝑁 ∈ 𝔽𝑝×𝑞, esse 

produto é definido como: 

𝑀 ⊗ 𝑁 ≡ (𝑚𝑖𝑗𝑁) = (

𝑚11𝑁 𝑚12𝑁 ⋯ 𝑚1𝑛𝑁
𝑚21𝑁 𝑚22𝑁 ⋯ 𝑚2𝑛𝑁

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑚𝑚1𝑁 𝑚𝑚2𝑁 ⋯ 𝑚𝑚𝑛𝑁

) ∈ 𝔽(𝑚∙𝑝)×(𝑛∙𝑞) 

Todos os operadores que aparecem na equação de Lindblad (2.2) têm o formato 𝐴𝜌𝐶. 

Definindo-se |𝜌⟩ ≡ 𝑣𝑒𝑐(𝜌) e utilizando-se a identidade acima, podem-se escrever: 

𝑣𝑒𝑐(𝐴𝜌𝐶) = (𝐶𝑇 ⊗ 𝐴)|𝜌⟩ 

𝑣𝑒𝑐(𝐴𝜌) = 𝑣𝑒𝑐(𝐴𝜌𝐼) = (𝐼 ⊗ 𝐴)|𝜌⟩ 

𝑣𝑒𝑐(𝜌𝐶) = 𝑣𝑒𝑐(𝐼𝜌𝐶) = (𝐶𝑇 ⊗ 𝐼)|𝜌⟩ 

 

|𝜌⟩ tem comprimento 𝑑2 = 22𝑁, e I é a matriz identidade de dimensão 𝑑. 
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Utilizando-se esses resultados e o fato de que vec é um operador linear, pode-se escrever a 

equação de Lindblad como: 

 

 

 

𝑑|𝜌⟩

𝑑𝑡
= 𝑊|𝜌⟩ 

 

(2.29) 

A matriz 𝑊 tem dimensão 𝑑2 = 22𝑁 e é dada por: 

𝑊 = −𝑖(𝐼 ⊗ 𝐻 − 𝐻 ⊗ 𝐼)

+
𝛾

4
{(1 + 𝑓)[2(𝜎1

+ ⊗ 𝜎1
+ + 𝜎𝑁

− ⊗ 𝜎𝑁
−)

− (𝐼 ⊗ 𝜎1
−𝜎1

+ + 𝜎1
−𝜎1

+ ⊗ 𝐼 + 𝐼 ⊗ 𝜎𝑁
+𝜎𝑁

− + 𝜎𝑁
+𝜎𝑁

− ⊗ 𝐼)]

+ (1 − 𝑓)[2(𝜎1
− ⊗ 𝜎1

− + 𝜎𝑁
+ ⊗ 𝜎𝑁

+)

− (𝐼 ⊗ 𝜎1
+𝜎1

− + 𝜎1
+𝜎1

− ⊗ 𝐼 + 𝐼 ⊗ 𝜎𝑁
−𝜎𝑁

+ + 𝜎𝑁
−𝜎𝑁

+ ⊗ 𝐼)]}  

A solução formal da equação (2.29) é: 

|𝜌(𝑡)⟩ = 𝑒𝑊𝑡|𝜌(0)⟩ 

 

Denotam-se por |𝑥𝑘⟩ e ⟨𝑦𝑘| os autovetores normalizados de 𝑊 à direita e à esquerda, 

respectivamente, com autovalor 𝜆𝑘, ou seja: 

𝑊|𝑥𝑘⟩ =  𝜆𝑘|𝑥𝑘⟩ 

⟨𝑦𝑘|𝑊 =  ⟨𝑦𝑘|𝜆𝑘 

⟨𝑦𝑖|𝑥𝑗⟩ = 𝛿𝑖,𝑗 

De acordo com o teorema espectral para operadores autoadjuntos em espaços de Hilbert, 𝑊 

pode ser reconstruído em termos de |𝑥𝑘⟩ e ⟨𝑦𝑘| da seguinte forma: 

𝑊 = ∑ 𝜆𝑘|𝑥𝑘⟩

𝑑2−1

𝑘=0

⟨𝑦𝑘|, 𝜆𝑘 ∈ ℝ 

A solução formal para |𝜌(𝑡)⟩ pode, então, ser escrita como: 

|𝜌(𝑡)⟩ = ∑ 𝑒𝜆𝑘𝑡|𝑥𝑘⟩

𝑑2−1

𝑘=0

⟨𝑦𝑘|𝜌(0)⟩ 
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O estado estacionário |𝜌∗⟩ é aquele que satisfaz a 𝑑|𝜌∗⟩/𝑑𝑡 = 0, isto é, é aquele dado pelo 

autovetor de 𝑊 com autovalor zero (diga-se, para 𝑘 = 0). Explicitando-se |𝜌∗⟩ na solução 

acima: 

|𝜌(𝑡)⟩ = |𝜌∗⟩ + ∑ 𝑒𝜆𝑘𝑡|𝑥𝑘⟩

𝑑2−1

𝑘=1

⟨𝑦𝑘|𝜌(0)⟩ 

Para a equação de Lindblad particular considerada aqui, resultados gerais [29, 30] garantem 

que os demais autovalores de 𝑊 são negativos, de modo que o sistema atinge, de fato, o estado 

estacionário para 𝑡 → ∞. 

O vetor |𝜌∗⟩ gera o espaço nulo de 𝑊. Esse espaço pode ser calculado utilizando-

se eliminação de Gauss, método que envolve apenas operações aritméticas básicas. Desse 

modo, |𝜌∗⟩ terá sempre a forma de uma razão de polinômios em todos os parâmetros, e 𝜌∗ pode, 

em princípio, ao menos, ser sempre computado exatamente. Ademais, para 𝑁 finito, 𝜌∗ será 

sempre analítico em todos os parâmetros. Esse método, numericamente exato, pode ser 

utilizado para cálculos computacionais e é implementado aqui. 

Por meio do software Mathematica®, obtiveram-se a matriz densidade do sistema 

no estado estacionário e resultados exatos para os fluxos de energia e magnetização para o caso 

𝑁 = 3. Por simplicidade, tomou-se 𝛾 = 1. Apresentam-se os resultados abaixo: 

 〈𝐽𝑀〉 = (16𝑓𝛼2(9 + 768𝛼4 + (48 − 32𝑓2)𝛥2 + 64𝛼2(3 + 4𝛥2)))/(9

+ 12288𝛼6 + 32(3 + 2𝑓2)𝛥2 + 256𝛥4 + 256𝛼4(15

+ 16𝛥2) + 4𝛼2(84 − 64(−7 + 2𝑓2)𝛥2)) 

 

 

 

 

(2.30) 

 

 

〈𝐽𝐸〉 = 𝐵〈𝐽𝑀〉 (2.31) 

O resultado (2.31) é exatamente o esperado – ver expressão (2.28). 

Por ser altamente simétrico, o sistema não apresenta retificação quanto a nenhum 

dos fluxos. Como se pode ver na expressão (2.30), ao se inverter o sinal de 𝑓 – isto é, ao se 

inverterem os reservatórios –, o fluxo de magnetização apenas troca de sinal. O mesmo acontece 

com o fluxo de energia, 〈𝐽𝐸〉, que diretamente proporcional a 〈𝐽𝑀〉. O objetivo maior desta seção 

foi o desenvolvimento dos cálculos teóricos. A partir da próxima seção, tomando-se esta como 

base, introduzem-se assimetrias no sistema e estuda-se como os fluxos se comportam. 
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2.2 Δ graded 

 

Estuda-se agora o sistema com parâmetro Δ graded. O Hamiltoniano é dado por: 

 

 

 

 𝐻 = 𝐵 ∑ 𝜎𝑖
𝑧

𝑁

𝑖=1

+ ∑[𝛼(𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑥 + 𝜎𝑖
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑦

) + Δ𝑖,𝑖+1𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑧 ]

𝑁−1

𝑖=1

 

 

(2.32) 

A dinâmica do sistema é modelada pela equação de Lindblad (2.2). Assumem-se, mais uma 

vez, parâmetros simétricos da forma 𝑓𝐿 = −𝑓𝑅 ≡ 𝑓. 

Segue-se o mesmo roteiro da seção anterior. Os cálculos são inteiramente análogos, 

de tal forma que apenas se apontarão as diferenças, quando existentes, e mostrar-se-ão os 

resultados. O foco desta seção é discutir como tornar o parâmetro Δ graded interfere no 

comportamento dos fluxos de energia e magnetização. 

 

2.2.1 Fluxo de magnetização 

 

O parâmetro Δ não entra nos cálculos do fluxo de magnetização, e os resultados são 

idênticos aos da seção anterior, sendo repetidos a seguir: 

〈𝐽𝑖
𝑀〉 = 2𝛼〈𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑦

− 𝜎𝑖
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑥 〉, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 (2.8) 

〈𝐽𝐿
𝑀〉 = 𝛾(𝑓 − 〈𝜎1

𝑧〉) (2.9) 

〈𝐽𝑅
𝑀〉 = −𝛾(𝑓 + 〈𝜎𝑁

𝑧〉) (2.10) 

 

No estado estacionário, o fluxo torna-se homogêneo através da cadeia: 

〈𝐽𝐿
𝑀〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = 〈𝐽1

𝑀〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = 〈𝐽2
𝑀〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = ⋯ = 〈𝐽𝑁

𝑀〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = 〈𝐽𝑅
𝑀〉𝑁𝐸𝑆𝑆 ≡ 〈𝐽𝑀〉 

 

2.2.2 Fluxo de energia 

 

Reescreve-se o Hamiltoniano (2.32) da seguinte forma: 
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𝐻 = ∑ 𝜀𝑖,𝑖+1

𝑁−1

𝑖=1

= ∑(ℎ𝑖,𝑖+1 + 𝑏𝑖,𝑖+1)

𝑁−1

𝑖=1

, 

ℎ𝑖,𝑖+1 ≡ 𝛼(𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑥 + 𝜎𝑖
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑦

) + Δ𝑖,𝑖+1𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑧 , 

𝑏𝑖,𝑖+1 ≡
1

2
𝐵[𝜎𝑖

𝑧(1 + 𝛿𝑖,1) + 𝜎𝑖+1
𝑧 (1 + 𝛿𝑖+1,𝑁)] 

Tomar Δ graded modifica apenas as equações quanto à componente XXZ do fluxo 

de energia. Mostram-se os resultados a seguir, juntamente àqueles para a componente B, os 

quais são repetidos: 

 〈𝐽1
𝑋𝑋𝑍〉 = −

𝛾

2
(〈ℎ1,2〉 + Δ1,2〈𝜎1

𝑧𝜎2
𝑧〉) + 𝛾𝑓Δ1,2〈𝜎2

𝑧〉 

 

(2.33) 

 〈𝐽𝑖
𝑋𝑋𝑍〉 = 2𝛼〈𝛼(𝜎𝑖−1

𝑦
𝜎𝑖

𝑧𝜎𝑖+1
𝑥 − 𝜎𝑖−1

𝑥 𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑦
)

+ Δ𝑖−1,𝑖(𝜎𝑖−1
𝑧 𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑦

− 𝜎𝑖−1
𝑧 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑥 )

+ Δ𝑖,𝑖+1(𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑧 − 𝜎𝑖−1
𝑦

𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑧 )〉, 1 < 𝑖 < 𝑁 

 

 

 

(2.34) 

 〈𝐽𝑁
𝑋𝑋𝑍〉 =

𝛾

2
(〈ℎ𝑁−1,𝑁〉 + Δ𝑁−1,𝑁〈𝜎𝑁−1

𝑧 𝜎𝑁
𝑧〉) − 𝛾𝑓Δ𝑁−1,𝑁〈𝜎𝑁−1

𝑧 〉 

 

(2.35) 

 〈𝐽1
𝐵〉 = 𝛾𝐵(𝑓 − 〈𝜎1

𝑧〉) (2.21) 

 
〈𝐽𝑖

𝐵〉 =
1

2
𝐵〈𝐽𝑖−1

𝑀 + 𝐽𝑖
𝑀〉, 1 < 𝑖 < 𝑁 

 

(2.19) 

 

 

〈𝐽𝑁
𝐵〉 = −𝛾𝐵(𝑓 + 〈𝜎𝑁

𝑧〉) (2.23) 

No estado estacionário: 

〈𝐽1
𝐸〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = 〈𝐽2

𝐸〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = ⋯ = 〈𝐽𝑁
𝐸〉𝑁𝐸𝑆𝑆 ≡ 〈𝐽𝐸〉 = 〈𝐽𝑋𝑋𝑍〉 + 𝐵〈𝐽𝑀〉, 

sendo 

〈𝐽1
𝑋𝑋𝑍〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = ⋯ = 〈𝐽𝑁

𝑋𝑋𝑍〉𝑁𝐸𝑆𝑆 ≡ 〈𝐽𝑋𝑋𝑍〉 

 

2.2.3 Análise de simetria 

 

Ao se introduzir Δ graded, a simetria apresentada na seção anterior, a qual 

implicava em 〈𝐽𝑋𝑋𝑍〉 = 0, é quebrada – é evidente que o operador de reflexão 𝑅 modifica 

completamente o Hamiltoniano nesse caso, e que a equação de Lindblad perde, pois, sua 
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invariância sob a transformação 𝑈 = Ω𝛽𝑅. Essa componente não é mais compelida a zero, e a 

análise de simetria não mais fornece informações a seu respeito. Entretanto, no regime normal 

(Δ𝑖,𝑖+1 > 1 ∀ 𝑖) [24], ao menos, o sistema apresenta condições suficientes para haver retificação 

[26]: o fluxo de energia é proporcional ao gradiente de energia, e a constante de 

proporcionalidade tem uma estrutura graded – essa constante depende de diversos fatores, 

dentre eles, a interação entre os spins. Uma vez existente uma estrutura graded na interação de 

troca, na direção z, tal constante herda essa estrutura. Assim sendo, o fluxo de energia deve 

apresentar retificação – e, com efeito, apresenta, conforme a próxima seção. 

Ver-se-á que, para 𝐵 = 0, os fluxos de energia para o sistema original e para aquele 

com os reservatórios invertidos (fazendo-se 𝑓 → −𝑓) são iguais, tanto em módulo quanto em 

sentido. Nesse regime, o fluxo de energia é especificado completamente por sua componente 

XXZ, já que a componente B é nula. Dessa forma, a componente XXZ é uma função par de 𝑓, 

e isso não só para 𝐵 = 0 – a introdução de um campo magnético uniforme não afeta a 

componente XXZ (ver 2.1.3). De acordo com a seção anterior, no estado estacionário, tem-se: 

〈𝐽𝐸〉 = 〈𝐽𝑋𝑋𝑍〉 + 𝐵〈𝐽𝑀〉 

A assimetria na cadeia inserida por meio de Δ graded não afeta o fluxo de magnetização quanto 

à presença de retificação, a qual permanece inexistente para esse fluxo. Logo, 〈𝐽𝑀〉 é uma função 

ímpar de 𝑓. Sendo 〈𝐽𝐸〉 formado pela soma de uma função par e uma função ímpar quanto a 𝑓, 

fica clara a existência de retificação para esse fluxo. 

 

2.2.4 Soluções exatas para 𝑵 = 𝟑 

 

Considera-se o Hamiltoniano da seguinte forma: 

                            𝐻 = 𝐵 ∑ 𝜎𝑖
𝑧

3

𝑖=1

+ ∑[𝛼(𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑥 + 𝜎𝑖
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑦

) + Δ𝑖,𝑖+1𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑧 ]

2

𝑖=1

, 

Δ1,2 = Δ − δ 

Δ2,3 = Δ + δ 
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Por meio do software Mathematica®, obtiveram-se a matriz densidade do sistema 

no estado estacionário e resultados exatos para os fluxos de energia e magnetização. Por 

simplicidade, tomou-se 𝛾 = 1. Apresentam-se os resultados a seguir: 

 

 〈𝐽𝑀〉 = ((16𝑓𝛼2(589824𝛼8

+ 32768𝛼6(9 + 8(9 + 5𝑓2)𝛿2

+ 6𝛥2)(1 + 16𝛿2)2(256(3 − 2𝑓2)2 𝛿4(9

+ (48 − 32𝑓2)𝛥2)2 − 32(−3 + 2𝑓2)𝛿2 (9

+ 16(−3 + 2𝑓2)𝛥2)) + 512𝛼4 (99

+ 256(15 − 6𝑓2 + 2𝑓4)𝛿4 − 48(−5 + 2𝑓2)𝛥2

− 32𝛿2 (−48(1 + 2𝛥2) + 𝑓2(−7 + 24𝛥2))) − 64𝛼2(1

+ 16𝛿2)(256(−3 − 𝑓2 + 2𝑓4)𝛿4 + (6 + 4𝛥2)(−9

+ 16(−3 + 2𝑓2)𝛥2) − 16𝛿2(27 + 156𝛥2 + 32𝑓4 𝛥2

− 𝑓2(3 + 152𝛥2)))))) ⁄ (9437184𝛼10

+ 65536𝛼8(81 + 16(39 + 20𝑓2)𝛿2 + 48𝛥2)

+ 8192𝛼6 (135 + 256(21 − 3𝑓2 + 2𝑓4)𝛿4

− 48(−7 + 2𝑓2)𝛥2

+ 16𝛿2(126 + 272𝛥2 + 𝑓2(21 − 48𝛥2))) (1

+ 16𝛿2)2(−81 + 4096(−3 + 2𝑓2)𝛿6 − 144(9 + 2𝑓2)𝛥2

+ 256(−27 + 8𝑓4)𝛥4 + 4096(−3 + 2𝑓2)𝛥6

+ 256𝛿4(−27 + 8𝑓4 + 48𝛥2 − 32𝑓2𝛥2) − 16𝛿2(81

+ 288𝛥2 + 256𝑓4 𝛥2 − 768𝛥4 + 2𝑓2(9 + 256𝛥4)))

− 512𝛼4(−207 + 4096(−11 + 𝑓2 + 4𝑓4)𝛿6

+ 48(−26 + 7𝑓2)𝛥2 + 256(−3 + 𝑓2)𝛥4 − 256𝛿4(107

+ 448𝛥2 + 8𝑓4(−1 + 8𝛥2) − 8𝑓2(2 + 36𝛥2))

− 16𝛿2(291 + 1664𝛥2 + 64𝑓4𝛥2 + 768𝛥4 − 𝑓2(7

+ 592𝛥2 + 256𝛥4))) + 16𝛼2(1 + 16𝛿2)(297

+ 4096(13 − 10𝑓2 + 4𝑓4)𝛿6 − 96(−33 + 2𝑓2)𝛥2

+ 256(33 − 20𝑓2 + 4𝑓4)𝛥4 − 256𝛿4(−111 + 32𝛥2

+ 𝑓2(44 − 448𝛥2) + 4𝑓4(−5 + 32𝛥2)) + 16𝛿2(315

+ 2112𝛥2 + 6400𝛥4 + 128𝑓4𝛥2(−3 + 8𝛥2) − 2𝑓2(33

+ 64𝛥2 + 2304𝛥4)))) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

(2.36) 
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 〈𝐽𝐸〉 = (16𝑓𝛼2(2𝑓𝛿(196608𝛼6𝛥2 − 256𝛼4(9 + 256𝛿4 − 192𝑓2𝛥2 − 256𝛥4

− 32𝛿2(−5 + 16(−3 + 𝑓2)𝛥2)) − 32𝛼2(1 + 16𝛿2)(256(2

+ 𝑓2)𝛿4 + 16𝛿2(21 + 9𝑓2 + 104𝛥2) − (9 + 16𝛥2)(−3 + 8(−1

+ 2𝑓2)𝛥2)) + (1 + 16𝛿2)2(−81 + 256(−3 + 2𝑓2)𝛿4 − 768𝛥4

+ 32𝑓2𝛥2(−9 + 16𝛥2) − 32𝛿2(18 − 48𝛥2 + 𝑓2(−9 + 32𝛥2))))

+ 𝑩(589824𝛼8 + 32768𝛼6(9 + 8(9 + 5𝑓2)𝛿2 + 6𝛥2)

+ (1 + 16𝛿2)2(256(3 − 2𝑓2)2𝛿4 + (9 + (48 − 32𝑓2)𝛥2)2

− 32(−3 + 2𝑓2)𝛿2(9 + 16(−3 + 2𝑓2)𝛥2)) + 512𝛼4(99

+ 256(15 − 6𝑓2 + 2𝑓4)𝛿4 − 48(−5 + 2𝑓2)𝛥2 − 32𝛿2(−48(1

+ 2𝛥2) + 𝑓2(−7 + 24𝛥2))) − 64𝛼2(1 + 16𝛿2)(256(−3 − 𝑓2

+ 2𝑓4)𝛿4 + (6 + 4𝛥2)(−9 + 16(−3 + 2𝑓2)𝛥2) − 16𝛿2(27

+ 156𝛥2 + 32𝑓4𝛥2 − 𝑓2(3 + 152𝛥2))))))/(9437184𝛼10

+ 65536𝛼8(81 + 16(39 + 20𝑓2)𝛿2 + 48𝛥2) + 8192𝛼6(135

+ 256(21 − 3𝑓2 + 2𝑓4)𝛿4 − 48(−7 + 2𝑓2)𝛥2 + 16𝛿2(126

+ 272𝛥2 + 𝑓2(21 − 48𝛥2))) − (1 + 16𝛿2)2(−81 + 4096(−3

+ 2𝑓2)𝛿6 − 144(9 + 2𝑓2)𝛥2 + 256(−27 + 8𝑓4)𝛥4 + 4096(−3

+ 2𝑓2)𝛥6 + 256𝛿4(−27 + 8𝑓4 + 48𝛥2 − 32𝑓2𝛥2) − 16𝛿2(81

+ 288𝛥2 + 256𝑓4𝛥2 − 768𝛥4 + 2𝑓2(9 + 256𝛥4)))

− 512𝛼4(−207 + 4096(−11 + 𝑓2 + 4𝑓4)𝛿6 + 48(−26 + 7𝑓2)𝛥2

+ 256(−3 + 𝑓2)𝛥4 − 256𝛿4(107 + 448𝛥2 + 8𝑓4(−1 + 8𝛥2)

− 8𝑓2(2 + 36𝛥2)) − 16𝛿2(291 + 1664𝛥2 + 64𝑓4𝛥2 + 768𝛥4

− 𝑓2(7 + 592𝛥2 + 256𝛥4))) + 16𝛼2(1 + 16𝛿2)(297 + 4096(13

− 10𝑓2 + 4𝑓4)𝛿6 − 96(−33 + 2𝑓2)𝛥2 + 256(33 − 20𝑓2

+ 4𝑓4)𝛥4 − 256𝛿4(−111 + 32𝛥2 + 𝑓2(44 − 448𝛥2) + 4𝑓4(−5

+ 32𝛥2)) + 16𝛿2(315 + 2112𝛥2 + 6400𝛥4 + 128𝑓4𝛥2(−3

+ 8𝛥2) − 2𝑓2(33 + 64𝛥2 + 2304𝛥4)))) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2.37) 

 

Nota-se aqui a relação previamente anunciada: 〈𝐽𝐸〉 = 〈𝐽𝑋𝑋𝑍〉 + 𝐵〈𝐽𝑀〉. 
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Ainda por meio do software Mathematica®, construíram-se gráficos para os fluxos 

de energia e magnetização em função de Δ. Mostram-se as curvas para os fluxos no sistema 

com a configuração original (em azul) e com os reservatórios invertidos (fazendo-se 𝑓 → −𝑓) 

(em laranja). 

O GRAF. 1 mostra um caso típico para o fluxo de magnetização. Esse fluxo não 

apresenta retificação, e, como esperado, as curvas para as duas configurações consideradas são 

simétricas em relação ao eixo horizontal. 

 

GRÁFICO 1 - Fluxo de magnetização em função de ∆ para 𝑓 =
1

2
, 𝛼 = 1 e 𝛿 = 2 (em 

                        azul). A curva em laranja segue fazendo-se 𝑓 → −𝑓. 

 

O GRAF. 2 mostra o fluxo de energia para o caso 𝛿 = 0. Nesse caso, a simetria da 

cadeia é reestabelecida, e volta-se à situação de Δ não graded, de forma que o fluxo de energia 

não apresenta retificação – e as curvas para as configurações original e invertida são também 

simétricas em relação ao eixo horizontal.  

 

 

〈 𝐽
𝑀

〉  

Δ 
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GRÁFICO 2 - Fluxo de energia em função de ∆ para 𝑓 =
1

2
, 𝐵 = 3, 𝛼 = 1 e 𝛿 = 0 (em 

                        azul). A curva em laranja segue fazendo-se 𝑓 → −𝑓.  

 

O GRAF. 3 (a) mostra um caso típico para o fluxo de energia. Para 𝐵 > 0, se 𝛿 >

0, para cada Δ, o fluxo no sistema com os reservatórios invertidos (em laranja) é maior, em 

módulo, que o fluxo no sistema com a configuração original (em azul). O primeiro se dá num 

sentido tal que Δ𝑖,𝑖+1 é decrescente, e o último, num sentido tal que Δ𝑖,𝑖+1 é crescente. Os GRAF. 

3 (b), (c) e (d) mostram a mesma situação para, respectivamente, 𝐵 > 0, 𝛿 < 0; 𝐵 < 0, 𝛿 > 0 

e 𝐵 < 0, 𝛿 < 0.  

 

〈 𝐽
𝐸

〉  

Δ 
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a)                                                                        b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

c)                                                                        d) 

 

GRÁFICO 3 - Fluxo de energia em função de ∆ (em azul ‒ as curvas em laranja seguem para 𝑓 → −𝑓): 

                        a) 𝐵 > 0, 𝛿 > 0 (𝑓 =
1

2
, 𝐵 = 3, 𝛼 = 1 e 𝛿 = 2) 

                        b) 𝐵 > 0, 𝛿 < 0 (𝑓 =
1

2
, 𝐵 = 3, 𝛼 = 1 e 𝛿 = −2) 

                        c) 𝐵 < 0, 𝛿 > 0 (𝑓 =
1

2
, 𝐵 = −3, 𝛼 = 1 e 𝛿 = 2) 

                        d) 𝐵 < 0, 𝛿 < 0 (𝑓 =
1

2
, 𝐵 = −3, 𝛼 = 1 e 𝛿 = −2)  

 

A partir dos GRAF. 3 (a) a (d), constatam-se as simetrias gerais – isto é, para todos 

os parâmetros não nulos – presentes no sistema quanto ao fluxo de energia. As curvas para 𝛿 

invertido podem ser obtidas a partir das originais por meio de uma reflexão em relação ao eixo 

horizontal e invertendo-se as suas cores (quer dizer, fazendo-se 𝑓 → −𝑓) – ou seja: ⟨𝐽𝐸⟩(𝛿, 𝑓) =

−⟨𝐽𝐸⟩(−𝛿, −𝑓). As curvas para 𝐵 invertido, por suas vezes, podem ser obtidas a partir das 

originais apenas se invertendo as suas cores – ou seja: ⟨𝐽𝐸⟩(𝐵, 𝑓) = ⟨𝐽𝐸⟩(−𝐵, −𝑓). A 

comparação do gráfico (a) ao (d) e do (b) ao (c) revela a combinação dessas duas simetrias e 

mostra que ⟨𝐽𝐸⟩(𝛿, 𝐵) = −⟨𝐽𝐸⟩(−𝛿, −𝐵). 

O GRAF. 4 mostra um caso peculiar para o fluxo de energia, quando 𝐵 = 0. Nesse 

caso, os fluxos são iguais, e suas curvas aparecem sobrepostas no gráfico. Fazer 𝐵 = 0 introduz 

uma degenerescência no sistema. Quando o campo magnético é nulo, a componente B do fluxo 

de energia é, também, nula. Logo, esse fluxo é completamente especificado pela componente 

〈 𝐽
𝐸

〉  

Δ 

〈 𝐽
𝐸

〉  

Δ 

〈 𝐽
𝐸

〉  
Δ 

〈 𝐽
𝐸

〉  

Δ 
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XXZ. Essa componente depende dos parâmetros Δ𝑖,𝑖+1, os quais determinam, em parte, o 

sentido do fluxo (ver cap. 3) – o fluxo pode correr no sentido de crescimento ou decrescimento 

de 𝐽𝑧, e ao se inverter a cadeia, inverte-se também o seu sentido. Não é difícil entender por que 

inverter os reservatórios, nesse caso, não afeta o fluxo de energia. Os reservatórios injetam, em 

diferentes proporções, spins “para cima” e “para baixo” no sistema. Na ausência de campo 

magnético, não há diferença energética entre um spin “para cima” e um spin “para baixo”, e, 

portanto, suas contribuições para o fluxo são idênticas. Nem o sentido, nem o módulo do fluxo 

são afetados por essa inversão. 

 

GRÁFICO 4 - Fluxo de energia em função de ∆ para 𝑓 = ±
1

2
, 𝐵 = 0, 𝛼 = 1 e 𝛿 = 2.  

 

Com o intuito de se obter uma medida para a retificação quanto ao fluxo de energia, 

constrói-se o coeficiente de retificação de energia. Chamando-se de 〈𝐽𝐸〉𝐼 o fluxo de energia 

para o sistema com os reservatórios invertidos, esse coeficiente é definido como: 

𝑅𝐸 ≡ 100% ×
||〈𝐽𝐸〉| − |〈𝐽𝐸〉𝐼||

min {|〈𝐽𝐸〉|, |〈𝐽𝐸〉𝐼|}
, 

em que min{𝑎, 𝑏} = {
𝑎, 𝑎 < 𝑏;
𝑏, 𝑎 > 𝑏.

;  𝑎, 𝑏 ∈ ℝ. 

Como foi definido, esse coeficiente não se aplica a regiões patológicas – de fluxos 〈𝐽𝐸〉 e 〈𝐽𝐸〉𝐼 

ambos nulos, por exemplo. 

O GRAF. 5 mostra 𝑅𝐸 em função de ∆ para um caso típico de retificação. 

〈 𝐽
𝐸

〉  

Δ 
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GRÁFICO 5 - Coeficiente de retificação de energia em função de ∆ para 𝑓 =
1

2
, 

                        𝐵 = 3, 𝛼 = 1 e 𝛿 = 2. 

 

Esse coeficiente, como foi definido, não se aplica ao caso de retificação atípica exibida pelo 

sistema quando 𝐵 = 0. O coeficiente 𝑅𝐸 seria nulo nesse caso especial, que deve ser tratado à 

parte. 

 

2.3 Nota sobre unidades 

 

Elucidam-se, nesta seção, alguns pontos relativos às unidades das grandezas e 

constantes que se fazem presentes nesta dissertação. Devido a mudanças de escala comuns em 

estudos teóricos – como tomar ℏ = 1 –, podem-se encontrar discrepâncias nas unidades das 

variáveis dinâmicas estudadas, já que essas mudanças de escala combinam-se e propagam-se 

no decorrer dos cálculos. Em trabalhos similares, é infrequente a preocupação com a questão 

das unidades, e, a fim de sanar dubiedades iminentes, prestam-se aqui alguns esclarecimentos. 

A começar pelo Hamiltoniano, conforme mencionado na Introdução, o primeiro 

termo é devido ao acoplamento do momento de dipolo magnético intrínseco dos spins ao campo 

magnético externo (na direção z). A contribuição devida a essa interação é dada por: 

−𝝁 ∙ 𝑩

𝑅
𝐸

 

Δ 
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² Sistema Internacional de Unidades. 

Para uma partícula de spin ½ sem estrutura interna, o momento de dipolo magnético 𝜇⃗ é dado 

por: 

𝝁 = Γ𝑺 =
𝑔𝑆𝑞

2𝑚

ℏ

2
𝝈, 

em que 𝑔𝑆 ≈ 2 é o fator g de spin, 𝑞 é a carga da partícula, e 𝑚 é a sua massa. Γ é denominado 

fator giromagnético. No SI², [Γ] = s−1 ∙ 𝑇−1 e [ℏ] = 𝐽 ∙ 𝑠. 

No Hamiltoniano utilizado, fizeram-se ℏ = 1 e Γ = 2. Evidenciando-se as unidades das 

constantes suprimidas, o primeiro termo é escrito como: 

(𝐽 ∙ 𝑇−1)𝐵 ∑ 𝜎𝑖
𝑧

𝑁

𝑖=1

 

Os operadores de spin de Pauli são adimensionais. No segundo termo, devido à interação de 

troca, então, deve-se ter [𝛼] = [Δ] = 𝐽. O Hamiltoniano tem unidade de energia. 

Na equação de Lindblad (2.2), tomou-se, também, ℏ = 1. Essa constante aparece, 

originalmente, dividindo os termos do lado direito da equação. Sendo o operador de estado 

adimensional, os termos dessa equação têm unidade de 𝑠−1. Além disso, [𝛾] = [𝐻] = 𝐽. 

As alterações de escala no Hamiltoniano e na equação de Lindblad afetam os fluxos 

de magnetização e energia. Um olhar ingênuo sobre as expressões (2.8) a (2.10), por exemplo, 

levaria a concluir que o fluxo de magnetização tem unidade de energia, em total contradição 

com a sua definição primária. Incluindo-se as unidades das constantes omitidas nos resultados 

obtidos para os fluxos, obtêm-se [〈𝐽𝑀〉] = 𝑠−1 e [〈𝐽𝐸〉] = 𝐽 ∙ 𝑠−1, em consonância com as suas 

respectivas definições. 
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3 ANÁLISE DOS FLUXOS NA CADEIA SUBMETIDA A UM CAMPO 

MAGNÉTICO GRADED 

 

Neste capítulo, estudam-se os fluxos de energia e magnetização, no estado 

estacionário, na cadeia de spin sujeita a um campo magnético externo graded. Analisam-se, 

mais uma vez, os casos de estrutura graded e não graded do parâmetro de anisotropia Δ. 

Apresentam-se resultados teóricos para os fluxos e também soluções exatas, obtidas por meio 

do software Mathematica®, para o caso 𝑁 = 3. Com o propósito de mostrar que a retificação 

quanto ao fluxo de energia não é um fenômeno limitado ao modelo estudado, investigam-se 

também – por meio de análise computacional com o software Mathematica® – configurações 

distintas da cadeia de spin quanto ao tamanho da cadeia, às interações internas e às condições 

de contorno. 

 

3.1 Δ não graded  

 

Investiga-se a cadeia de spin sujeita a um campo magnético externo graded 𝐵. O 

Hamiltoniano é dado por: 

 

 

 

𝐻 = ∑ 𝐵𝑖𝜎𝑖
𝑧

𝑁

𝑖=1

+ ∑[𝛼(𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑥 + 𝜎𝑖
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑦

) + Δ𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑧 ]

𝑁−1

𝑖=1

 

 

(3.1) 

A dinâmica do sistema é modelada pela equação de Lindblad (2.2). 

 

3.1.1 Fluxo de magnetização 

 

O campo magnético externo não interfere no cálculo do fluxo de magnetização, 

uma vez que a parte do Hamiltoniano devida ao campo magnético comuta com 𝜎𝑖
𝑧 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁. 

Os resultados são os mesmos obtidos no capítulo anterior e são repetidos a seguir: 
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 〈𝐽𝑖
𝑀〉 = 2𝛼〈𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑦

− 𝜎𝑖
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑥 〉, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 (2.8) 

 〈𝐽𝐿
𝑀〉 = 𝛾(𝑓 − 〈𝜎1

𝑧〉) (2.9) 

 

 

〈𝐽𝑅
𝑀〉 = −𝛾(𝑓 + 〈𝜎𝑁

𝑧〉) (2.10) 

No estado estacionário, o fluxo torna-se homogêneo através da cadeia: 

〈𝐽𝐿
𝑀〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = 〈𝐽1

𝑀〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = 〈𝐽2
𝑀〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = ⋯ = 〈𝐽𝑁

𝑀〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = 〈𝐽𝑅
𝑀〉𝑁𝐸𝑆𝑆 ≡ 〈𝐽𝑀〉 

 

3.1.2 Fluxo de energia 

 

Reescreve-se o Hamiltoniano (3.1) da seguinte forma: 

𝐻 = ∑ 𝜀𝑖,𝑖+1

𝑁−1

𝑖=1

= ∑(ℎ𝑖,𝑖+1 + 𝑏𝑖,𝑖+1)

𝑁−1

𝑖=1

, 

ℎ𝑖,𝑖+1 ≡ 𝛼(𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑥 + 𝜎𝑖
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑦

) + Δ𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑧 , 

𝑏𝑖,𝑖+1 ≡
1

2
[𝐵𝑖𝜎𝑖

𝑧(1 + 𝛿𝑖,1) + 𝐵𝑖+1𝜎𝑖+1
𝑧 (1 + 𝛿𝑖+1,𝑁)] 

A introdução de um campo magnético graded modifica apenas as equações (da 

seção 2.1) quanto à componente B do fluxo de energia. Os resultados para essa componente são 

similares aos do capítulo anterior e são mostrados a seguir, juntamente àqueles para a 

componente XXZ, os quais são repetidos: 

 〈𝐽1
𝑋𝑋𝑍〉 = −

𝛾

2
(〈ℎ1,2〉 + Δ〈𝜎1

𝑧𝜎2
𝑧〉) + 𝛾𝑓Δ〈𝜎2

𝑧〉 
 

(2.20) 

 〈𝐽𝑖
𝑋𝑋𝑍〉 = 2𝛼〈𝛼(𝜎𝑖−1

𝑦
𝜎𝑖

𝑧𝜎𝑖+1
𝑥 − 𝜎𝑖−1

𝑥 𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑦
) + Δ(𝜎𝑖−1

𝑧 𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑦

− 𝜎𝑖−1
𝑦

𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑧 )+Δ(𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑧

− 𝜎𝑖−1
𝑧 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑥 )〉, 1 < 𝑖 < 𝑁 

 

 

 

 

(2.18) 

 〈𝐽𝑁
𝑋𝑋𝑍〉 =

𝛾

2
(〈ℎ𝑁−1,𝑁〉 + Δ〈𝜎𝑁−1

𝑧 𝜎𝑁
𝑧〉) − 𝛾𝑓Δ〈𝜎𝑁−1

𝑧 〉 
 

(2.22) 

 〈𝐽1
𝐵〉 = 𝛾𝐵1(𝑓 − 〈𝜎1

𝑧〉) (3.2) 

 
〈𝐽𝑖

𝐵〉 =
1

2
𝐵𝑖〈𝐽𝑖−1

𝑀 + 𝐽𝑖
𝑀〉, 1 < 𝑖 < 𝑁 

 

(3.3) 

 〈𝐽𝑁
𝐵〉 = −𝛾𝐵𝑁(𝑓 + 〈𝜎𝑁

𝑧〉) (3.4) 
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No estado estacionário: 

〈𝐽1
𝐸〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = 〈𝐽2

𝐸〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = ⋯ = 〈𝐽𝑁
𝐸〉𝑁𝐸𝑆𝑆 ≡ 〈𝐽𝐸〉 

 

3.1.3 Soluções exatas para 𝑵 = 𝟑 

 

Considera-se o Hamiltoniano da seguinte forma: 

𝐻 = ∑ 𝐵𝑖𝜎𝑖
𝑧

3

𝑖=1

+ ∑[𝛼(𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑥 + 𝜎𝑖
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑦

) + ∆𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑧 ]

2

𝑖=1

, 

𝐵1 = 𝑏 − 𝜁 

𝐵2 = 𝑏 

𝐵3 = 𝑏 + 𝜁 

Por meio do software Mathematica®, obtiveram-se a matriz densidade do sistema 

no estado estacionário e resultados exatos para os fluxos de energia e magnetização para o caso 

𝑁 = 3. Como no capítulo anterior, por simplicidade, tomou-se 𝛾 = 1. Apresentam-se os 

resultados abaixo: 

 〈𝐽𝑀〉 = 16𝑓𝛼2(768𝛼4 − (−9 + 16(−3 + 2𝑓2)𝛥2 − 32𝑓𝛥𝜁 − 16𝜁2)(1

+ 16𝜁2) + 64𝛼2(3 + 4𝛥2 + 8𝑓𝛥𝜁 + 16𝜁2))/(12288𝛼6

− 16𝛼2(−21 + 16(−7 + 2𝑓2)𝛥2 + 32𝑓𝛥𝜁 − 80𝜁2)(1

+ 16𝜁2) + 256𝛼4(15 + 16𝛥2 + 32𝑓𝛥𝜁 + 112𝜁2) + (1

+ 16𝜁2)(9 + 256𝛥4 − 256𝑓𝛥𝜁 + 160𝜁2 + 256𝜁4

+ 32𝛥2(3 + 2𝑓2 − 16𝜁2))) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3.5) 

 

 

〈𝐽𝐸〉 = 𝑏〈𝐽𝑀〉 (3.6) 

Nota-se a semelhança entre os resultados (2.31) e (3.6) – 𝑏 é a parte uniforme do campo 

magnético. 

A não homogeneidade do campo magnético é suficiente para fazer com que haja 

retificação quanto aos fluxos de magnetização e energia. Como se pode notar, na expressão 

(3.5), aparecem termos de potência ímpar em 𝑓. Ao se inverter o sinal de 𝑓, apenas esses termos 
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trocam de sinal, e o valor do fluxo muda. De fato, para a vigente escolha dos operadores de 

Lindblad, o sistema sempre apresenta retificação quanto ao fluxo de magnetização para uma 

cadeia com 𝑁 > 2 sítios [13]. A retificação quanto ao fluxo de energia decorre daquela quanto 

ao fluxo de magnetização devido à forma de (3.6). Na próxima seção, estudam-se os efeitos da 

sobreposição das assimetrias estabelecidas pelo campo magnético e por ∆ – ambos graded – 

sobre a retificação desses fluxos. 

Ainda por meio do software Mathematica®, construíram-se gráficos para os fluxos 

de energia e magnetização em função de Δ. Mostram-se as curvas para os fluxos no sistema 

com a configuração original (em azul) e com os reservatórios invertidos (fazendo-se 𝑓 → −𝑓) 

(em roxo). 

Os GRAF. 6 e 7 mostram casos típicos dos fluxos de magnetização e de energia, 

respectivamente.  

 

GRÁFICO 6 - Fluxo de magnetização em função de ∆ para 𝑓 =
1

2
, 𝜁 = 2 e 𝛼 = 1 (em 

                        azul). A curva em roxo segue fazendo-se 𝑓 → −𝑓. 

〈 𝐽
𝑀

〉  

Δ 
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GRÁFICO 7 - Fluxo de energia em função de ∆ para 𝑓 =
1

2
, 𝑏 = 5, 𝜁 = 2 e 𝛼 = 1 (em 

                        azul). A curva em roxo segue fazendo-se 𝑓 → −𝑓. 

 

Os fluxos para o sistema com os reservatórios invertidos (em roxo) podem ser obtidos a partir 

daqueles para o sistema original (em azul) por meio de uma reflexão em relação ao eixo 

horizontal seguida de uma em relação ao eixo vertical – ou seja: ⟨𝐽𝑀⟩(Δ, 𝑓) = −⟨𝐽𝑀⟩(−Δ, −𝑓), 

e ⟨𝐽𝐸⟩(Δ, 𝑓) = −⟨𝐽𝐸⟩(−Δ, −𝑓). As curvas para ⟨𝐽𝑀⟩ e ⟨𝐽𝐸⟩ têm a mesma forma devido à 

expressão (3.6). 

 

3.2  Δ graded 

 

Estuda-se agora o sistema, sob a mesma dinâmica, com parâmetro Δ graded. O 

Hamiltoniano é dado por: 

 

𝐻 = ∑ 𝐵𝑖𝜎𝑖
𝑧

𝑁

𝑖=1

+ ∑[𝛼(𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑥 + 𝜎𝑖
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑦

) + Δ𝑖,𝑖+1𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑧 ]

𝑁−1

𝑖=1

 

 

(3.7) 

 

 

 

 

〈 𝐽
𝐸

〉  

Δ 
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3.2.1 Fluxo de magnetização 

 

Os resultados são, mais uma vez, idênticos aos da seção anterior e são mostrados 

abaixo: 

 〈𝐽𝑖
𝑀〉 = 2𝛼〈𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑦

− 𝜎𝑖
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑥 〉, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 (2.8) 

 〈𝐽𝐿
𝑀〉 = 𝛾(𝑓 − 〈𝜎1

𝑧〉) (2.9) 

 

 

〈𝐽𝑅
𝑀〉 = −𝛾(𝑓 + 〈𝜎𝑁

𝑧〉) (2.10) 

No estado estacionário: 

〈𝐽𝐿
𝑀〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = 〈𝐽1

𝑀〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = 〈𝐽2
𝑀〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = ⋯ = 〈𝐽𝑁

𝑀〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = 〈𝐽𝑅
𝑀〉𝑁𝐸𝑆𝑆 ≡ 〈𝐽𝑀〉 

 

3.2.2 Fluxo de energia 

 

Reescreve-se o Hamiltoniano (3.7) da seguinte forma: 

𝐻 = ∑ 𝜀𝑖,𝑖+1

𝑁−1

𝑖=1

= ∑(ℎ𝑖,𝑖+1 + 𝑏𝑖,𝑖+1)

𝑁−1

𝑖=1

, 

ℎ𝑖,𝑖+1 ≡ 𝛼(𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑥 + 𝜎𝑖
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑦

) + Δ𝑖,𝑖+1𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑧 , 

𝑏𝑖,𝑖+1 ≡
1

2
[𝐵𝑖𝜎𝑖

𝑧(1 + 𝛿𝑖,1) + 𝐵𝑖+1𝜎𝑖+1
𝑧 (1 + 𝛿𝑖+1,𝑁)] 

Tomar Δ graded modifica apenas as equações (da seção anterior) quanto à 

componente XXZ do fluxo de energia. Mostram-se os resultados a seguir, juntamente àqueles 

para a componente B, os quais são repetidos: 

 〈𝐽1
𝑋𝑋𝑍〉 = −

𝛾

2
(〈ℎ1,2〉 + Δ1,2〈𝜎1

𝑧𝜎2
𝑧〉) + 𝛾𝑓Δ1,2〈𝜎2

𝑧〉 
 

(3.8) 

 〈𝐽𝑖
𝑋𝑋𝑍〉 = 2𝛼〈𝛼(𝜎𝑖−1

𝑦
𝜎𝑖

𝑧𝜎𝑖+1
𝑥 − 𝜎𝑖−1

𝑥 𝜎𝑖
𝑧𝜎𝑖+1

𝑦
)

+ Δ𝑖−1,𝑖(𝜎𝑖−1
𝑧 𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑦

− 𝜎𝑖−1
𝑧 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑥 )+Δ𝑖,𝑖+1(𝜎𝑖−1
𝑥 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑧

− 𝜎𝑖−1
𝑦

𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑧 )〉, 1 < 𝑖 < 𝑁 

 

 

 

 

(3.9) 

 〈𝐽𝑁
𝑋𝑋𝑍〉 =

𝛾

2
(〈ℎ𝑁−1,𝑁〉 + Δ𝑁−1,𝑁〈𝜎𝑁−1

𝑧 𝜎𝑁
𝑧〉) − 𝛾𝑓Δ𝑁−1,𝑁〈𝜎𝑁−1

𝑧 〉 

 

(3.10) 
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 〈𝐽1
𝐵〉 = 𝛾𝐵1(𝑓 − 〈𝜎1

𝑧〉) (3.11) 

 
〈𝐽𝑖

𝐵〉 =
1

2
𝐵𝑖〈𝐽𝑖−1

𝑀 + 𝐽𝑖
𝑀〉, 1 < 𝑖 < 𝑁 

 

(3.12) 

 〈𝐽𝑁
𝐵〉 = −𝛾𝐵𝑁(𝑓 + 〈𝜎𝑁

𝑧〉) (3.13) 

 

No estado estacionário: 

〈𝐽1
𝐸〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = 〈𝐽2

𝐸〉𝑁𝐸𝑆𝑆 = ⋯ = 〈𝐽𝑁
𝐸〉𝑁𝐸𝑆𝑆 ≡ 〈𝐽𝐸〉 

 

3.2.3 Soluções exatas para 𝑵 = 𝟑 

 

Considera-se o Hamiltoniano da seguinte forma: 

                            𝐻 = ∑ 𝐵𝑖𝜎𝑖
𝑧

3

𝑖=1

+
1

2
∑ [

5

2
(𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑥 + 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑦
) + Δ𝑖,𝑖+1𝜎𝑖

𝑧𝜎𝑖+1
𝑧 ]

2

𝑖=1

, 

𝐵1 = 𝑏 − 𝜁 

𝐵2 = 𝑏 

𝐵3 = 𝑏 + 𝜁 

Δ1,2 = Δ − δ 

Δ2,3 = Δ + δ 

 

Por meio do software Mathematica®, obtiveram-se a matriz densidade do sistema 

no estado estacionário e resultados exatos para os fluxos de energia e magnetização. Tomou-se 

𝛾 = 1 e, devido ao grande número de variáveis presentes nesse caso, a fim de reduzir o tempo 

de cálculo computacional, tomou-se também 𝛼 =
5

2
 – esse parâmetro, uniforme ao longo da 

cadeia, pode ser tomado como constante sem comprometer a análise de retificação. 

Apresentam-se os resultados a seguir: 
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〈𝐽𝑀〉 = (25𝑓(8(3 − 2𝑓2)2𝛿8 + (−3 + 2𝑓2)𝛥4(1 + 16𝜁2)(−14 + 𝑓2 − 24𝜁2 + 16𝑓2𝜁2)

+ 2(273 + 220𝜁2 + 32𝜁4)2 + 8𝑓𝛥𝜁(273 + 4588𝜁2 + 3552𝜁4 + 512𝜁6) − 8𝛿6(−93

+ 18𝛥2 + 24𝑓𝛥𝜁 − 16𝑓3𝛥𝜁 + 48𝜁2 + 8𝑓4(6 + 𝛥2 + 4𝜁2) − 2𝑓2(5 + 12𝛥2 + 32𝜁2))

+ 𝛥2(13 + 8𝜁2)(651 + 2140𝜁2 + 384𝜁4 − 4𝑓2(21 + 436𝜁2)) − 4𝑓𝛥3𝜁(297 − 296𝜁2

− 768𝜁4 + 2(𝑓 + 16𝑓𝜁2)2) + 2𝛿4(5487 + 36𝛥4 − 1040𝜁2 − 128𝜁4 − 32𝑓3𝛥𝜁(−1 + 2𝛥2

+ 16𝜁2) + 8𝑓𝛥𝜁(103 + 12𝛥2 + 112𝜁2) + 𝛥2(993 + 672𝜁2) − 2𝑓2(973 + 24𝛥4 + 336𝜁2

− 128𝜁4 + 𝛥2(469 + 384𝜁2)) + 8𝑓4(2𝛥4 + 𝛥2(23 + 32𝜁2) + 8(9 + 13𝜁2 + 4𝜁4)))

+ 𝛿2(−6𝛥4(−31 + 96𝜁2) + 𝛥2(9045 − 17056𝜁2 − 3840𝜁4) + 16(5397 + 3086𝜁2

+ 1064𝜁4 + 128𝜁6) − 16𝑓4𝛥2(−6 + 108𝜁2 + 64𝜁4 + 𝛥2(−1 + 16𝜁2)) + 8𝑓3𝛥𝜁(1301

+ 832𝜁2 + 256𝜁4 + 4𝛥2(−27 + 32𝜁2)) − 8𝑓𝛥𝜁(−3170 + 2576𝜁2 + 640𝜁4 + 𝛥2(−187

+ 192𝜁2)) + 2𝑓2(𝛥4(−74 + 384𝜁2) + 𝛥2(−1487 + 8280𝜁2 + 1536𝜁4) − 4(−5151

+ 3170𝜁2 + 3008𝜁4 + 512𝜁6)))))/((96 − 64𝑓2)𝛿10 + 4(21 + 4𝜁2)2(13 + 8𝜁2)3 − 2(−3

+ 2𝑓2)𝛥6(1 + 16𝜁2)2 + 64𝑓𝛥5𝜁(−3 − 46𝜁2 + 32𝜁4) + 64𝑓𝛥𝜁(−546 − 8903𝜁2 − 2516𝜁4

+ 2528𝜁6 + 512𝜁8) + 16𝛿8(179 + 46𝑓4 − 6𝛥2 − 24𝑓𝛥𝜁 − 88𝜁2 + 𝑓2(−127 + 4𝛥2

+ 64𝜁2)) + 32𝑓𝛥3𝜁(−1098 − 1813𝜁2 + 2048𝜁4 − 512𝜁6 + 5𝑓2(−1 − 12𝜁2 + 64𝜁4))

+ 𝛥4(1 + 16𝜁2)(2301 + 5176𝜁2 − 640𝜁4 + 46𝑓4(1 + 16𝜁2) + 𝑓2(−875 − 3968𝜁2

+ 512𝜁4)) − 2𝛥2(−2(60333 + 332540𝜁2 + 253344𝜁4 + 47360𝜁6 + 2048𝜁8)

+ 𝑓2(13377 + 286012𝜁2 + 158880𝜁4 + 115712𝜁6 + 8192𝜁8)) − 8𝛿6(−4247 + 12𝛥4

+ 80𝑓3𝛥𝜁 + 960𝜁2 − 896𝜁4 + 𝛥2(38 − 384𝜁2) + 184𝑓4(6 + 𝛥2 + 4𝜁2) − 4𝑓𝛥𝜁(87 + 8𝛥2

+ 128𝜁2) − 2𝑓2(−323 + 4𝛥4 + 740𝜁2 − 384𝜁4 + 𝛥2(352 − 96𝜁2))) + 4𝛿4(100115

+ 24𝛥6 − 19256𝜁2 − 11136𝜁4 − 3072𝜁6 + 4𝛥4(323 + 8𝜁2) + 𝛥2(19182 + 3696𝜁2

− 4864𝜁4) + 160𝑓3𝛥𝜁(𝛥2 + 8(4 + 𝜁2)) + 8𝑓𝛥𝜁(−695 + 4𝛥4 + 356𝜁2 − 384𝜁4 − 2𝛥2(7

+ 48𝜁2)) − 2𝑓2(7279 + 446𝛥4 + 8𝛥6 + 11600𝜁2 − 352𝜁4 − 2048𝜁6 + 𝛥2(5495

+ 8240𝜁2 − 1024𝜁4)) + 92𝑓4(2𝛥4 + 𝛥2(23 + 32𝜁2) + 8(9 + 13𝜁2 + 4𝜁4)))

− 2𝛿2(24𝛥6(−1 + 16𝜁2) + 𝛥4(−5251 + 21120𝜁2 − 1792𝜁4) − 4𝛥2(41855 − 89472𝜁2

− 11680𝜁4 + 4096𝜁6) + 4(−305487 − 297504𝜁2 − 68432𝜁4 + 1024𝜁6 + 1024𝜁8)

+ 184𝑓4𝛥2(−6 + 108𝜁2 + 64𝜁4 + 𝛥2(−1 + 16𝜁2)) + 20𝑓3𝛥𝜁(−7169 − 1408𝜁2 + 256𝜁4

+ 4𝛥2(103 + 32𝜁2)) + 4𝑓𝛥𝜁(4𝛥4(−27 + 32𝜁2) − 3𝛥2(1947 − 608𝜁2 + 512𝜁4)

+ 2(−10649 + 564𝜁2 + 8160𝜁4)) − 2𝑓2(8𝛥6(−1 + 16𝜁2) + 𝛥4(−1099 + 7696𝜁2

− 768𝜁4) + 𝛥2(−17558 + 93820𝜁2 + 56832𝜁4 − 2048𝜁6) − 4(−66081 + 11006𝜁2

+ 13104𝜁4 + 4416𝜁6 + 1024𝜁8)))) 
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〈𝐽𝐸〉 = (25𝑓(𝛿(100𝑓4𝛥𝜁(4𝛿4 − 2𝛿2(15 + 2𝛥2 + 8𝜁2) + 𝛥2(5 + 16𝜁2)) − 4𝛥𝜁(−5691 + 150𝛥4 + 47804𝜁2

+ 30816𝜁4 + 4096𝜁6 − 75𝛥2(−35 + 16𝜁2) + 2𝛿4(947 + 128𝜁2) − 𝛿2(−9097 + 100𝛥2

+ 11824𝜁2 + 2048𝜁4)) + 2𝑓2𝛥𝜁(−40341 + 64𝛿6 + 200𝛥4 + 45404𝜁2 + 31616𝜁4

+ 4096𝜁6 − 16𝛿4(−61 + 4𝛥2 + 16𝜁2) + 𝛥2(2821 − 6528𝜁2 − 1024𝜁4) + 𝛿2(4451

− 4896𝜁2 − 1024𝜁4 + 16𝛥2(23 + 32𝜁2))) + 𝑓3(32𝛿8 − 16𝛿6(7 + 4𝛥2 + 24𝜁2)

+ 2𝛿4(−231 + 16𝛥4 + 1312𝜁2 + 768𝜁4 + 4𝛥2(−13 + 80𝜁2)) − 4𝛿2(27 + 1666𝜁2

+ 2176𝜁4 + 512𝜁6 + 𝛥4(−54 + 64𝜁2) + 𝛥2(−415 + 472𝜁2 + 512𝜁4)) + 𝛥2(1983

− 19136𝜁2 − 4096𝜁4 + 2048𝜁6 + 𝛥2(52 + 864𝜁2 + 512𝜁4))) − 𝑓(48𝛿8 − 8𝛿6(−71

+ 12𝛥2 + 80𝜁2) + (21 + 4𝜁2)2(1 + 832𝜁2 + 256𝜁4) + 𝛥4(−597 + 2896𝜁2 + 768𝜁4)

+ 𝛥2(−11625 + 32632𝜁2 + 18624𝜁4 + 8192𝜁6) + 𝛿4(1931 + 48𝛥4 + 704𝜁2 + 3072𝜁4

+ 4𝛥2(313 + 320𝜁2)) − 4𝛿2(−553 + 6708𝜁2 + 6496𝜁4 + 1536𝜁6 + 𝛥4(−31 + 96𝜁2)

+ 𝛥2(−1111 + 3184𝜁2 + 1408𝜁4)))) + 2𝑏(8(3 − 2𝑓2)2𝛿8 + (−3 + 2𝑓2)𝛥4(1

+ 16𝜁2)(−14 + 𝑓2 − 24𝜁2 + 16𝑓2𝜁2) + 2(273 + 220𝜁2 + 32𝜁4)2 + 8𝑓𝛥𝜁(273 + 4588𝜁2

+ 3552𝜁4 + 512𝜁6) − 8𝛿6(−93 + 18𝛥2 + 24𝑓𝛥𝜁 − 16𝑓3𝛥𝜁 + 48𝜁2 + 8𝑓4(6 + 𝛥2 + 4𝜁2)

− 2𝑓2(5 + 12𝛥2 + 32𝜁2)) + 𝛥2(13 + 8𝜁2)(651 + 2140𝜁2 + 384𝜁4 − 4𝑓2(21 + 436𝜁2))

− 4𝑓𝛥3𝜁(297 − 296𝜁2 − 768𝜁4 + 2(𝑓 + 16𝑓𝜁2)2) + 2𝛿4(5487 + 36𝛥4 − 1040𝜁2 − 128𝜁4

− 32𝑓3𝛥𝜁(−1 + 2𝛥2 + 16𝜁2) + 8𝑓𝛥𝜁(103 + 12𝛥2 + 112𝜁2) + 𝛥2(993 + 672𝜁2)

− 2𝑓2(973 + 24𝛥4 + 336𝜁2 − 128𝜁4 + 𝛥2(469 + 384𝜁2)) + 8𝑓4(2𝛥4 + 𝛥2(23 + 32𝜁2)

+ 8(9 + 13𝜁2 + 4𝜁4))) + 𝛿2(−6𝛥4(−31 + 96𝜁2) + 𝛥2(9045 − 17056𝜁2 − 3840𝜁4)

+ 16(5397 + 3086𝜁2 + 1064𝜁4 + 128𝜁6) − 16𝑓4𝛥2(−6 + 108𝜁2 + 64𝜁4 + 𝛥2(−1

+ 16𝜁2)) + 8𝑓3𝛥𝜁(1301 + 832𝜁2 + 256𝜁4 + 4𝛥2(−27 + 32𝜁2)) − 8𝑓𝛥𝜁(−3170

+ 2576𝜁2 + 640𝜁4 + 𝛥2(−187 + 192𝜁2)) + 2𝑓2(𝛥4(−74 + 384𝜁2) + 𝛥2(−1487

+ 8280𝜁2 + 1536𝜁4) − 4(−5151 + 3170𝜁2 + 3008𝜁4 + 512𝜁6))))))/(2((96 − 64𝑓2)𝛿10

+ 4(21 + 4𝜁2)2(13 + 8𝜁2)3 − 2(−3 + 2𝑓2)𝛥6(1 + 16𝜁2)2 + 64𝑓𝛥5𝜁(−3 − 46𝜁2 + 32𝜁4)

+ 64𝑓𝛥𝜁(−546 − 8903𝜁2 − 2516𝜁4 + 2528𝜁6 + 512𝜁8) + 16𝛿8(179 + 46𝑓4 − 6𝛥2

− 24𝑓𝛥𝜁 − 88𝜁2 + 𝑓2(−127 + 4𝛥2 + 64𝜁2)) + 32𝑓𝛥3𝜁(−1098 − 1813𝜁2 + 2048𝜁4

− 512𝜁6 + 5𝑓2(−1 − 12𝜁2 + 64𝜁4)) + 𝛥4(1 + 16𝜁2)(2301 + 5176𝜁2 − 640𝜁4 + 46𝑓4(1

+ 16𝜁2) + 𝑓2(−875 − 3968𝜁2 + 512𝜁4)) − 2𝛥2(−2(60333 + 332540𝜁2 + 253344𝜁4

+ 47360𝜁6 + 2048𝜁8) + 𝑓2(13377 + 286012𝜁2 + 158880𝜁4 + 115712𝜁6 + 8192𝜁8))

− 8𝛿6(−4247 + 12𝛥4 + 80𝑓3𝛥𝜁 + 960𝜁2 − 896𝜁4 + 𝛥2(38 − 384𝜁2) + 184𝑓4(6 + 𝛥2

+ 4𝜁2) − 4𝑓𝛥𝜁(87 + 8𝛥2 + 128𝜁2) − 2𝑓2(−323 + 4𝛥4 + 740𝜁2 − 384𝜁4 + 𝛥2(352

− 96𝜁2))) + 4𝛿4(100115 + 24𝛥6 − 19256𝜁2 − 11136𝜁4 − 3072𝜁6 + 4𝛥4(323 + 8𝜁2)

+ 𝛥2(19182 + 3696𝜁2 − 4864𝜁4) + 160𝑓3𝛥𝜁(𝛥2 + 8(4 + 𝜁2)) + 8𝑓𝛥𝜁(−695 + 4𝛥4

+ 356𝜁2 − 384𝜁4 − 2𝛥2(7 + 48𝜁2)) − 2𝑓2(7279 + 446𝛥4 + 8𝛥6 + 11600𝜁2 − 352𝜁4

− 2048𝜁6 + 𝛥2(5495 + 8240𝜁2 − 1024𝜁4)) + 92𝑓4(2𝛥4 + 𝛥2(23 + 32𝜁2) + 8(9 + 13𝜁2

+ 4𝜁4))) − 2𝛿2(24𝛥6(−1 + 16𝜁2) + 𝛥4(−5251 + 21120𝜁2 − 1792𝜁4) − 4𝛥2(41855

− 89472𝜁2 − 11680𝜁4 + 4096𝜁6) + 4(−305487 − 297504𝜁2 − 68432𝜁4 + 1024𝜁6

+ 1024𝜁8) + 184𝑓4𝛥2(−6 + 108𝜁2 + 64𝜁4 + 𝛥2(−1 + 16𝜁2)) + 20𝑓3𝛥𝜁(−7169

− 1408𝜁2 + 256𝜁4 + 4𝛥2(103 + 32𝜁2)) + 4𝑓𝛥𝜁(4𝛥4(−27 + 32𝜁2) − 3𝛥2(1947 − 608𝜁2

+ 512𝜁4) + 2(−10649 + 564𝜁2 + 8160𝜁4)) − 2𝑓2(8𝛥6(−1 + 16𝜁2) + 𝛥4(−1099

+ 7696𝜁2 − 768𝜁4) + 𝛥2(−17558 + 93820𝜁2 + 56832𝜁4 − 2048𝜁6) − 4(−66081

+ 11006𝜁2 + 13104𝜁4 + 4416𝜁6 + 1024𝜁8))))) 
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As expressões (3.14) e (3.15) fornecem os fluxos para o sistema mais geral no 

contexto deste trabalho – com assimetrias, simultaneamente, no campo magnético e na cadeia. 

Com o propósito de mitigar a obscuridade suscitada pelo tamanho dessas expressões, 

apresentam-se as expansões em séries de Maclaurin de 〈𝐽𝑀〉 e 〈𝐽𝐸〉 até a primeira ordem não 

nula dos parâmetros de assimetria 𝛿 e 𝜁. 

Expansão de 〈𝐽𝑀〉 em torno de 𝛿 = 0: 

〈𝐽𝑀〉 = [〈𝐽𝑀〉]0
𝛿 + [〈𝐽𝑀〉]2

𝛿𝛿2 + ⋯ 

[〈𝐽𝑀〉]0
𝛿 = 25𝑓(−273 − 220𝜁2 − 32𝜁4 − 4𝑓𝛥𝜁(13 + 8𝜁2) + 𝛥2(−14 + 𝑓2 − 24𝜁2

+ 16𝑓2𝜁2))/(−2(21 + 4𝜁2)(13 + 8𝜁2)2 − 2𝛥4(1 + 16𝜁2) + 32𝑓𝛥𝜁(−37

+ 33𝜁2) + 𝛥2(−403 − 1432𝜁2 + 256𝜁4 + 23𝑓2(1 + 16𝜁2))) 

[〈𝐽𝑀〉]2
𝛿 = −25𝑓(8(21 + 4𝜁2)2(13 + 8𝜁2)3(−7 + 20𝜁2) + 300𝛥8(−1 + 48𝜁2) − 4𝛥6(16771

− 206992𝜁2 + 73728𝜁4 + 9216𝜁6) + 16𝑓5𝛥3𝜁(2889 + 200𝛥2 + 31872𝜁2

+ 93952𝜁4 + 57344𝜁6) − 𝛥4(2416739 − 17934592𝜁2 + 5209280𝜁4

+ 648192𝜁6 + 147456𝜁8) − 2𝛥2(13312299 − 71752580𝜁2 − 1493696𝜁4

+ 37139712𝜁6 + 15388672𝜁8 + 1671168𝜁10) − 8𝑓3𝛥𝜁(1324827 + 3055092𝜁2

− 15379104𝜁4 − 10793984𝜁6 − 2510848𝜁8 − 196608𝜁10 + 100𝛥6(−1 + 48𝜁2)

− 32𝛥4(−121 − 733𝜁2 + 2872𝜁4 + 384𝜁6) + 𝛥2(216987 − 1603832𝜁2

+ 1943232𝜁4 + 580608𝜁6 − 32768𝜁8)) − 2𝑓4𝛥2(8𝛥4(−31 + 612𝜁2 + 4992𝜁4

+ 1024𝜁6) − 25𝛥2(381 − 7712𝜁2 + 2560𝜁4 + 4096𝜁6) + 4(−23517

+ 170202𝜁2 + 2192032𝜁4 + 1462144𝜁6 + 757760𝜁8 + 98304𝜁10))

+ 8𝑓𝛥𝜁(50𝛥6(−29 + 192𝜁2) − 4𝛥4(17573 − 76496𝜁2 + 34464𝜁4 + 4608𝜁6)

− 𝛥2(125729 − 2337480𝜁2 + 677216𝜁4 + 217088𝜁6 + 114688𝜁8)

− 2(−6790539 + 10009856𝜁2 + 14894128𝜁4 + 8249088𝜁6 + 1883136𝜁8

+ 147456𝜁10)) + 𝑓2(−200𝛥8(−1 + 48𝜁2) + 32𝛥6(341 − 12407𝜁2 + 13488𝜁4

+ 1536𝜁6) + 𝛥4(143551 − 2317376𝜁2 + 4658816𝜁4 − 1601536𝜁6 − 98304𝜁8)

− 96(21 + 4𝜁2)2(−91 − 1174𝜁2 + 4824𝜁4 + 5056𝜁6 + 1024𝜁8) + 4𝛥2(81591

+ 14039060𝜁2 − 12988304𝜁4 + 10843008𝜁6 + 6821888𝜁8

+ 786432𝜁10)))/((32𝑓𝛥𝜁(3 − 2𝜁2) + (−3 + 2𝑓2)𝛥2(1 + 16𝜁2) − 2(273 + 220𝜁2

+ 32𝜁4))(2(21 + 4𝜁2)(13 + 8𝜁2)2 + 𝛥4(2 + 32𝜁2) − 32𝑓𝛥𝜁(−37 + 33𝜁2)

+ 𝛥2(403 + 1432𝜁2 − 256𝜁4 − 23𝑓2(1 + 16𝜁2)))2) 
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Expansão de 〈𝐽𝑀〉 em torno de 𝜁 = 0: 

〈𝐽𝑀〉 = [〈𝐽𝑀〉]0
𝜁

+ [〈𝐽𝑀〉]1
𝜁

𝜁 + ⋯ 

[〈𝐽𝑀〉]0
𝜁

= 25𝑓(149058 + 8(3 − 2𝑓2)2𝛿8 − 273(−31 + 4𝑓2)𝛥2 + (42 − 31𝑓2 + 2𝑓4)𝛥4 − 8(−3

+ 2𝑓2)𝛿6(31 − 6𝛥2 + 4𝑓2(6 + 𝛥2)) + 2𝛿4(5487 + 993𝛥2 + 36𝛥4 + 8𝑓4(72 + 23𝛥2

+ 2𝛥4) − 2𝑓2(973 + 469𝛥2 + 24𝛥4)) + 𝛿2(86352 + 9045𝛥2 + 186𝛥4 + 16𝑓4𝛥2(6 + 𝛥2)

− 2𝑓2(−20604 + 1487𝛥2 + 74𝛥4)))/(3875508 + (96 − 64𝑓2)𝛿10 − 546(−442

+ 49𝑓2)𝛥2 + (2301 − 875𝑓2 + 46𝑓4)𝛥4 + (6 − 4𝑓2)𝛥6 + 16𝛿8(179 + 46𝑓4 − 6𝛥2

+ 𝑓2(−127 + 4𝛥2)) − 8𝛿6(−4247 + 38𝛥2 + 12𝛥4 + 184𝑓4(6 + 𝛥2) + 𝑓2(646 − 704𝛥2

− 8𝛥4)) + 4𝛿4(100115 + 19182𝛥2 + 1292𝛥4 + 24𝛥6 + 92𝑓4(72 + 23𝛥2 + 2𝛥4)

− 2𝑓2(7279 + 5495𝛥2 + 446𝛥4 + 8𝛥6)) + 2𝛿2(1221948 + 167420𝛥2 + 5251𝛥4 + 24𝛥6

+ 184𝑓4𝛥2(6 + 𝛥2) − 2𝑓2(−264324 + 17558𝛥2 + 1099𝛥4 + 8𝛥6))) 

[〈𝐽𝑀〉]1
𝜁

= 100𝑓2𝛥(256(3 − 2𝑓2)2𝛿16 + (−546 + (−3 + 2𝑓2)𝛥2)2(11466 − 3(−365 + 𝑓2)𝛥2 + 26𝛥4)

+ 64(−3 + 2𝑓2)𝛿14(399 + 224𝑓4 + 48𝛥2 − 2𝑓2(519 + 16𝛥2)) − 128𝛿12(−8545

− 3123𝛥2 − 108𝛥4 + 12𝑓6(323 + 56𝛥2) − 4𝑓4(2779 + 1016𝛥2 + 12𝛥4) + 𝑓2(6443

+ 6666𝛥2 + 144𝛥4)) + 16𝛿10(24𝑓6(6453 + 2476𝛥2 + 224𝛥4) − 2𝑓4(185241

+ 140372𝛥2 + 15792𝛥4 + 128𝛥6) − 3(−306413 + 94126𝛥2 + 11520𝛥4 + 192𝛥6)

+ 𝑓2(783891 + 565104𝛥2 + 58320𝛥4 + 768𝛥6)) − 8𝛿8(−31101960 − 5496881𝛥2

− 713310𝛥4 − 26640𝛥6 − 288𝛥8 + 8𝑓6(14472 + 25179𝛥2 + 6456𝛥4 + 448𝛥6)

− 8𝑓4(290697 + 193764𝛥2 + 44633𝛥4 + 2400𝛥6 + 16𝛥8) + 8𝑓2(1341771 + 167362𝛥2

+ 108440𝛥4 + 4812𝛥6 + 48𝛥8)) − 2𝛿4(−7278021324 − 1014380972𝛥2 − 33576005𝛥4

+ 401200𝛥6 + 24168𝛥8 + 96𝑓6𝛥2(5958 + 1472𝛥2 + 81𝛥4) + 𝑓2(−2174719584

+ 307960713𝛥2 + 30362300𝛥4 + 430664𝛥6 − 12224𝛥8) − 2𝑓4(−44646660

− 754317𝛥2 + 1529698𝛥4 + 76320𝛥6 + 1296𝛥8)) − 2𝛿2(4𝑓6𝛥4(3033 + 224𝛥2)

− 2𝑓4𝛥2(2562381 + 495402𝛥2 + 20860𝛥4 + 316𝛥6) + 𝑓2(−167690250

+ 171334995𝛥2 + 11523979𝛥4 + 115584𝛥6 − 3104𝛥8) + 3(−3385030740

− 195369664𝛥2 + 6082689𝛥4 + 407490𝛥6 + 2026𝛥8)) − 4𝛿6(−823437974

− 176665727𝛥2 − 12658525𝛥4 − 386320𝛥6 − 4176𝛥8 + 48𝑓6(71064 + 30153𝛥2

+ 4432𝛥4 + 216𝛥6) − 2𝑓4(5520843 + 2884707𝛥2 + 608734𝛥4 + 25920𝛥6 + 928𝛥8)

+ 𝑓2(−114827207 + 66033007𝛥2 + 8166080𝛥4 + 325312𝛥6

+ 5568𝛥8)))

/(−3875508 + 32(−3 + 2𝑓2)𝛿10 + 546(−442 + 49𝑓2)𝛥2 + (−2301 + 875𝑓2 − 46𝑓4)𝛥4

+ (−6 + 4𝑓2)𝛥6 − 16𝛿8(179 + 46𝑓4 − 6𝛥2 + 𝑓2(−127 + 4𝛥2)) + 8𝛿6(−4247 + 38𝛥2

+ 12𝛥4 + 184𝑓4(6 + 𝛥2) + 𝑓2(646 − 704𝛥2 − 8𝛥4)) − 4𝛿4(100115 + 19182𝛥2

+ 1292𝛥4 + 24𝛥6 + 92𝑓4(72 + 23𝛥2 + 2𝛥4) − 2𝑓2(7279 + 5495𝛥2 + 446𝛥4 + 8𝛥6))

− 2𝛿2(1221948 + 167420𝛥2 + 5251𝛥4 + 24𝛥6 + 184𝑓4𝛥2(6 + 𝛥2) − 2𝑓2(−264324

+ 17558𝛥2 + 1099𝛥4 + 8𝛥6)))2 
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Expansão de 〈𝐽𝐸〉 em torno de 𝛿 = 0: 

〈𝐽𝐸〉 = [〈𝐽𝐸〉]0
𝛿 + [〈𝐽𝐸〉]1

𝛿𝛿 + ⋯ 

[〈𝐽𝐸〉]0
𝛿 = 25𝑏𝑓(−273 − 220𝜁2 − 32𝜁4 − 4𝑓𝛥𝜁(13 + 8𝜁2) + 𝛥2(−14 + 𝑓2 − 24𝜁2

+ 16𝑓2𝜁2))/(−2(21 + 4𝜁2)(13 + 8𝜁2)2 − 2𝛥4(1 + 16𝜁2) + 32𝑓𝛥𝜁(−37

+ 33𝜁2) + 𝛥2(−403 − 1432𝜁2 + 256𝜁4 + 23𝑓2(1 + 16𝜁2))) 

[〈𝐽𝐸〉]1
𝛿 = 25𝑓(100𝑓4𝛥3𝜁(5 + 16𝜁2) − 4𝛥𝜁(−5691 + 150𝛥4 + 47804𝜁2 + 30816𝜁4

+ 4096𝜁6 − 75𝛥2(−35 + 16𝜁2)) + 2𝑓2𝛥𝜁(−40341 + 200𝛥4 + 45404𝜁2

+ 31616𝜁4 + 4096𝜁6 + 𝛥2(2821 − 6528𝜁2 − 1024𝜁4)) + 𝑓3𝛥2(1983

− 19136𝜁2 − 4096𝜁4 + 2048𝜁6 + 𝛥2(52 + 864𝜁2 + 512𝜁4))

− 𝑓((21 + 4𝜁2)2(1 + 832𝜁2 + 256𝜁4) + 𝛥4(−597 + 2896𝜁2 + 768𝜁4)

+ 𝛥2(−11625 + 32632𝜁2 + 18624𝜁4

+ 8192𝜁6)))/(2(4(21 + 4𝜁2)2(13 + 8𝜁2)3 − 2(−3 + 2𝑓2)𝛥6(1 + 16𝜁2)2

+ 64𝑓𝛥5𝜁(−3 − 46𝜁2 + 32𝜁4) + 64𝑓𝛥𝜁(−546 − 8903𝜁2 − 2516𝜁4

+ 2528𝜁6 + 512𝜁8) + 32𝑓𝛥3𝜁(−1098 − 1813𝜁2 + 2048𝜁4 − 512𝜁6

+ 5𝑓2(−1 − 12𝜁2 + 64𝜁4)) + 𝛥4(1 + 16𝜁2)(2301 + 5176𝜁2 − 640𝜁4

+ 46𝑓4(1 + 16𝜁2) + 𝑓2(−875 − 3968𝜁2 + 512𝜁4)) − 2𝛥2(−2(60333

+ 332540𝜁2 + 253344𝜁4 + 47360𝜁6 + 2048𝜁8) + 𝑓2(13377 + 286012𝜁2

+ 158880𝜁4 + 115712𝜁6 + 8192𝜁8)))) 

 

Expansão de 〈𝐽𝐸〉 em torno de 𝜁 = 0: 

〈𝐽𝐸〉 = [〈𝐽𝐸〉]0
𝜁

+ [〈𝐽𝐸〉]1
𝜁

𝜁 + ⋯ 
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[〈𝐽𝐸〉]0
𝜁

= 25𝑓(𝑓𝛿(−441 + 16(−3 + 2𝑓2)𝛿8 + 3(3875 + 661𝑓2)𝛥2 + (597 + 52𝑓2)𝛥4 − 8𝛿6(71 − 12𝛥2

+ 2𝑓2(7 + 4𝛥2)) + 𝛿4(−1931 − 1252𝛥2 − 48𝛥4 + 2𝑓2(−231 − 52𝛥2 + 16𝛥4))

+ 4𝛿2(−553 − 1111𝛥2 − 31𝛥4 + 𝑓2(−27 + 415𝛥2 + 54𝛥4))) + 2𝑏(149058

+ 8(3 − 2𝑓2)2𝛿8 − 273(−31 + 4𝑓2)𝛥2 + (42 − 31𝑓2 + 2𝑓4)𝛥4 − 8(−3 + 2𝑓2)𝛿6(31

− 6𝛥2 + 4𝑓2(6 + 𝛥2)) + 2𝛿4(5487 + 993𝛥2 + 36𝛥4 + 8𝑓4(72 + 23𝛥2 + 2𝛥4) − 2𝑓2(973

+ 469𝛥2 + 24𝛥4)) + 𝛿2(86352 + 9045𝛥2 + 186𝛥4 + 16𝑓4𝛥2(6 + 𝛥2) − 2𝑓2(−20604

+ 1487𝛥2 + 74𝛥4))))/(2(3875508 + (96 − 64𝑓2)𝛿10 − 546(−442 + 49𝑓2)𝛥2 + (2301

− 875𝑓2 + 46𝑓4)𝛥4 + (6 − 4𝑓2)𝛥6 + 16𝛿8(179 + 46𝑓4 − 6𝛥2 + 𝑓2(−127 + 4𝛥2))

− 8𝛿6(−4247 + 38𝛥2 + 12𝛥4 + 184𝑓4(6 + 𝛥2) + 𝑓2(646 − 704𝛥2 − 8𝛥4))

+ 4𝛿4(100115 + 19182𝛥2 + 1292𝛥4 + 24𝛥6 + 92𝑓4(72 + 23𝛥2 + 2𝛥4) − 2𝑓2(7279

+ 5495𝛥2 + 446𝛥4 + 8𝛥6)) + 2𝛿2(1221948 + 167420𝛥2 + 5251𝛥4 + 24𝛥6 + 184𝑓4𝛥2(6

+ 𝛥2) − 2𝑓2(−264324 + 17558𝛥2 + 1099𝛥4 + 8𝛥6)))) 

[〈𝐽𝐸〉]1
𝜁

= 25𝑓((3875508 + (96 − 64𝑓2)𝛿10 − 546(−442 + 49𝑓2)𝛥2 + (2301 − 875𝑓2 + 46𝑓4)𝛥4 + (6

− 4𝑓2)𝛥6 + 16𝛿8(179 + 46𝑓4 − 6𝛥2 + 𝑓2(−127 + 4𝛥2)) − 8𝛿6(−4247 + 38𝛥2 + 12𝛥4

+ 184𝑓4(6 + 𝛥2) + 𝑓2(646 − 704𝛥2 − 8𝛥4)) + 4𝛿4(100115 + 19182𝛥2 + 1292𝛥4

+ 24𝛥6 + 92𝑓4(72 + 23𝛥2 + 2𝛥4) − 2𝑓2(7279 + 5495𝛥2 + 446𝛥4 + 8𝛥6))

+ 2𝛿2(1221948 + 167420𝛥2 + 5251𝛥4 + 24𝛥6 + 184𝑓4𝛥2(6 + 𝛥2) − 2𝑓2(−264324

+ 17558𝛥2 + 1099𝛥4 + 8𝛥6)))(−8𝑏𝑓𝛥(−546 + (48 − 32𝑓2)𝛿6 + (297 + 2𝑓2)𝛥2

+ 4𝛿4(−103 − 12𝛥2 + 𝑓2(−4 + 8𝛥2)) + 𝛿2(−6340 − 374𝛥2 + 𝑓2(−2602 + 216𝛥2)))

+ 2𝛿𝛥(50𝑓4(4𝛿4 + 5𝛥2 − 2𝛿2(15 + 2𝛥2)) + 𝑓2(−40341 + 64𝛿6 + 2821𝛥2 + 200𝛥4

+ 𝛿4(976 − 64𝛥2) + 𝛿2(4451 + 368𝛥2)) − 2(1894𝛿4 + 𝛿2(9097 − 100𝛥2) + 3(−1897

+ 875𝛥2 + 50𝛥4)))) − 8𝑓𝛥(−48𝛿8 + 𝛿6(348 − 80𝑓2 + 32𝛥2) − 4(1092 + (1098

+ 5𝑓2)𝛥2 + 6𝛥4) + 4𝛿4(−695 − 14𝛥2 + 4𝛥4 + 20𝑓2(32 + 𝛥2)) + 𝛿2(21298 + 5841𝛥2

+ 108𝛥4 − 5𝑓2(−7169 + 412𝛥2)))(𝑓𝛿(−441 + 16(−3 + 2𝑓2)𝛿8 + 3(3875 + 661𝑓2)𝛥2

+ (597 + 52𝑓2)𝛥4 − 8𝛿6(71 − 12𝛥2 + 2𝑓2(7 + 4𝛥2)) + 𝛿4(−1931 − 1252𝛥2 − 48𝛥4

+ 2𝑓2(−231 − 52𝛥2 + 16𝛥4)) + 4𝛿2(−553 − 1111𝛥2 − 31𝛥4 + 𝑓2(−27 + 415𝛥2

+ 54𝛥4))) + 2𝑏(149058 + 8(3 − 2𝑓2)2𝛿8 − 273(−31 + 4𝑓2)𝛥2 + (42 − 31𝑓2 + 2𝑓4)𝛥4

− 8(−3 + 2𝑓2)𝛿6(31 − 6𝛥2 + 4𝑓2(6 + 𝛥2)) + 2𝛿4(5487 + 993𝛥2 + 36𝛥4 + 8𝑓4(72

+ 23𝛥2 + 2𝛥4) − 2𝑓2(973 + 469𝛥2 + 24𝛥4)) + 𝛿2(86352 + 9045𝛥2 + 186𝛥4

+ 16𝑓4𝛥2(6 + 𝛥2) − 2𝑓2(−20604 + 1487𝛥2

+ 74𝛥4)))))

/(2(3875508 + (96 − 64𝑓2)𝛿10 − 546(−442 + 49𝑓2)𝛥2 + (2301 − 875𝑓2 + 46𝑓4)𝛥4

+ (6 − 4𝑓2)𝛥6 + 16𝛿8(179 + 46𝑓4 − 6𝛥2 + 𝑓2(−127 + 4𝛥2)) − 8𝛿6(−4247 + 38𝛥2

+ 12𝛥4 + 184𝑓4(6 + 𝛥2) + 𝑓2(646 − 704𝛥2 − 8𝛥4)) + 4𝛿4(100115 + 19182𝛥2

+ 1292𝛥4 + 24𝛥6 + 92𝑓4(72 + 23𝛥2 + 2𝛥4) − 2𝑓2(7279 + 5495𝛥2 + 446𝛥4 + 8𝛥6))

+ 2𝛿2(1221948 + 167420𝛥2 + 5251𝛥4 + 24𝛥6 + 184𝑓4𝛥2(6 + 𝛥2) − 2𝑓2(−264324

+ 17558𝛥2 + 1099𝛥4 + 8𝛥6)))2) 
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O GRAF. 8 mostra o fluxo de magnetização para 𝜁 = 0. Recupera-se o caso, 

apresentado no capítulo anterior, em que o campo magnético externo era uniforme e não havia 

retificação quanto ao fluxo de magnetização. 

 

GRÁFICO 8 - Fluxo de magnetização em função de ∆ para 𝑓 =
1

2
, 𝜁 = 0 e 𝛿 = 2 (em 

                        azul). A curva em roxo segue fazendo-se 𝑓 → −𝑓.  

O GRAF. 9 mostra um caso típico do fluxo de magnetização (para 𝜁 ≠ 0). A 

existência de retificação é evidente. Nota-se que o fluxo, para cada ∆, é menor, em módulo, 

para 𝜁 ≠ 0.  

 

GRÁFICO 9 - Fluxo de magnetização em função de ∆ para 𝑓 =
1

2
, 𝜁 = 2 e 𝛿 = 2 (em 

                        azul). A curva em roxo segue fazendo-se 𝑓 → −𝑓. 

〈 𝐽
𝑀

〉  

Δ 

〈 𝐽
𝑀

〉  

Δ 
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O fluxo para o sistema com os reservatórios invertidos (em roxo) pode ser obtido a partir 

daquele para o sistema original (em azul) por meio de uma reflexão em relação ao eixo 

horizontal seguida de uma em relação ao eixo vertical – ou seja: ⟨𝐽𝑀⟩(Δ, 𝑓) = −⟨𝐽𝑀⟩(−Δ, −𝑓). 

Esse resultado era válido para ∆ não graded e permanece válido aqui. 

Analisando-se, em conjunto, todos os casos apresentados, fica claro que o sistema 

apresenta retificação quanto ao fluxo de magnetização apenas quando o campo magnético é não 

uniforme. Um campo magnético uniforme – e, no presente caso, a parte uniforme do campo 

magnético (𝑏) – sequer tem influência sobre esse fluxo. 

Com o intuito de se obter uma medida para a retificação quanto ao fluxo de 

magnetização, constrói-se – em total analogia com o coeficiente de retificação de energia, 

introduzido no capítulo anterior – o coeficiente de retificação de magnetização. Esse coeficiente 

é definido como: 

𝑅𝑀 ≡ 100% ×
||〈𝐽𝑀〉| − |〈𝐽𝑀〉𝐼||

min {|〈𝐽𝑀〉|, |〈𝐽𝑀〉𝐼|}
 

O GRAF. 10 (a) mostra 𝑅𝑀 em função de ∆ para um caso típico.  

a)                                                                       b) 

GRÁFICO 10 - Coeficiente de retificação de magnetização em função de ∆: 

                          a)  𝛿 = 2, 𝜁 = 2, 𝑓 =
1

2
 

                          b)  𝛿 = 0, 𝜁 = 2, 𝑓 =
1

2
 

 

Ainda no GRAF. 10 (a), é possível visualizar um fenômeno geral, válido para 

qualquer combinação dos parâmetros: a retificação é sempre nula para Δ = 0. Essa 

configuração introduz uma simetria no sistema. A existência de retificação quanto ao fluxo de 

magnetização é, conforme anteriormente mencionado, determinada pela não uniformidade do 

campo magnético externo. No entanto, quando o parâmetro de anisotropia é simetricamente 

graded no sistema – isto é, (−𝛿, 𝛿) –, a retificação quanto a esse fluxo desaparece. O GRAF. 

𝑅
𝑀

 

Δ 

𝑅
𝑀

 

Δ 
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10 (b) mostra 𝑅𝑀 para 𝛿 = 0, sendo os demais parâmetros iguais aos do GRAF. 10 (a). Nota-

se que, no que tange ao fluxo de magnetização, o efeito da inserção de uma assimetria na cadeia 

é atenuar a retificação introduzida pela assimetria no campo magnético. Esse efeito de 

atenuação é observado para 𝜁 não muito pequeno, a depender dos demais parâmetros, e pode 

ser melhor observado no GRAF. 11. 

 

GRÁFICO 11 - Coeficiente de retificação de magnetização em função de 𝛿 para 

                          𝑓 =
1

2
, 𝜁 = 4 e Δ = 10. 

 

Os GRAF. 12 (a) e (b) mostram o fluxo de energia para 𝛿 = 2 e 𝛿 = −2, 

respectivamente, e 𝑏 = 𝜁 = 0. Recupera-se o caso peculiar apresentado no capítulo anterior, da 

degenerescência introduzida no sistema pela ausência de campo magnético. Analisa-se esse 

caso particular um pouco mais a fundo aqui. 

a)                                                                       b) 

GRÁFICO 12 - Fluxo de energia em função de ∆: 

                          a)  𝛿 = 2, 𝑏 = 𝜁 = 0, 𝑓 = ±1 

                          b)  𝛿 = −2, 𝑏 = 𝜁 = 0, 𝑓 = ±1 

𝑅
𝑀

 

δ 

〈 𝐽
𝐸

〉  

Δ 

〈 𝐽
𝐸

〉  

Δ 
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Essas combinações de parâmetros foram escolhidas intencionalmente, pois permitem ver, no 

mesmo gráfico, que o fluxo de energia corre no sentido de 𝐽𝑧 menor para 𝐽𝑧 maior para 

determinados valores de Δ e no sentido contrário para outros. A comparação entre os gráficos 

permite ver que, ao se inverter a cadeia, trocando-se o sinal de 𝛿, o fluxo para determinado ∆ 

muda de sentido – quer dizer, se antes ia de 𝐽𝑧 menor para 𝐽𝑧 maior, continua nesse sentido e 

vice-versa. Essa decorrência é claramente procedente, uma vez que 𝐽𝑧 é o único parâmetro que 

determina o sentido do fluxo. Uma análise completa revela a seguinte divisão: 

a) para 0 < 𝛿 ≲
3

2
, os fluxos (para cada ∆) são sempre positivos, independentemente de f; 

b) para 
3

2
≲ 𝛿 ≲

5

2
, tem-se uma região de transição. Dado f, existem, via de regra, valores 

de ∆ para os quais os fluxos são positivos e valores de ∆ para os quais os fluxos são 

negativos. Quanto maior 𝛿, maior deve ser f para que haja essa divisão – abaixo desse f 

crítico, os fluxos são negativos para todo ∆. Dados ∆ e 𝛿, em geral, os fluxos podem ser 

feitos positivos ou negativos variando-se o valor de f; 

c) para 
5

2
≲ 𝛿 < 3, os fluxos são sempre negativos, independentemente de f. 

Considerou-se 0 < 𝛿 < 3, de modo que se tivesse 𝛿 < Δ na maior parte do intervalo de ∆ nos 

gráficos. Concentra-se na configuração em que 𝛿 flutua em torno de ∆ (propósito primeiro da 

estruturação graded), e, portanto, ignora-se de imediato a região em que 𝛿 > Δ. A análise é 

mais distinta para as situações em que 𝛿 é razoavelmente menor que ∆ – e pode tornar-se 

complicada quando os valores desses parâmetros começam a competir. Para 𝛿 < 0, a análise 

acima é análoga. A divisão é a mesma, apenas se invertendo o sinal dos fluxos em cada situação 

e adequando-se os intervalos de 𝛿 simetricamente na região negativa. 
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Apresentam-se agora as simetrias gerais – ou seja, considerando-se todos os 

parâmetros não nulos – apresentadas pelo sistema quanto ao fluxo de energia. São elas (as 

variáveis omitidas são mantidas inalteradas): 

 

 ⟨𝐽𝐸⟩(Δ, 𝜁) = 〈𝐽𝐸〉(−Δ, −𝜁) (3.16) 

 

a)                                                                       b)  

GRÁFICO 13 - Fluxo de energia em função de ∆ (em azul ‒ as curvas em roxo seguem para 𝑓 → −𝑓): 

                          a)  𝜁 = 1, 𝑏 = 3, 𝛿 = 1, 𝑓 = 1 

                          b)  𝜁 = −1, 𝑏 = 3, 𝛿 = 1, 𝑓 = 1 

 

Inverter o sinal de 𝜁 equivale a refletir as curvas em relação ao eixo vertical. 

 

 ⟨𝐽𝐸⟩(Δ, 𝛿, 𝑓) = −⟨𝐽𝐸⟩(−Δ, −𝛿, −𝑓) (3.17) 

 

a)                                                                       b)  

GRÁFICO 14 - Fluxo de energia em função de ∆ (em azul ‒ as curvas em roxo seguem para 𝑓 → −𝑓): 

                          a)  𝛿 = 1, 𝑏 = 3, 𝜁 = 1, 𝑓 = 1 

                          b)  𝛿 = −1, 𝑏 = 3, 𝜁 = 1, 𝑓 = 1 

 

〈 𝐽
𝐸

〉  

Δ 

〈 𝐽
𝐸

〉  

Δ 

〈 𝐽
𝐸

〉  

Δ 

〈 𝐽
𝐸

〉  

Δ 



61 
 

 

As curvas para 𝛿 invertido podem ser obtidas a partir das originais por meio de uma reflexão 

em relação ao eixo horizontal seguida de uma em relação ao eixo vertical e invertendo-se as 

suas cores (quer dizer, fazendo-se 𝑓 → −𝑓). 

Os GRAF. 15 (a) e (b) mostram as curvas para as componentes XXZ (em azul) e B (em roxo) 

do fluxo de energia para os sistemas com a configuração original e com os reservatórios 

invertidos, respectivamente. A componente XXZ obedece à mesma relação para o fluxo total – 

isto é: ⟨𝐽𝑋𝑋𝑍⟩(Δ, 𝛿, 𝑓) = −⟨𝐽𝑋𝑋𝑍⟩(−Δ, −𝛿, −𝑓). A componente B, por sua vez, é par quanto a 

𝛿 e obedece à relação similar ⟨𝐽𝐵⟩(Δ, 𝑓) = −⟨𝐽𝐵⟩(−Δ, −𝑓). 

 

a)                                                                       b)  

GRÁFICO 15 - Componentes XXZ (em azul) e B (em roxo) do fluxo de energia em função de ∆: 

                          a)  𝛿 = 1, 𝑏 = 3, 𝜁 = 1, 𝑓 = 1 

                          b)  𝛿 = −1, 𝑏 = 3, 𝜁 = 1, 𝑓 = −1 

 

 ⟨𝐽𝐸⟩(𝛿, 𝜁, 𝑓) = −⟨𝐽𝐸⟩(−𝛿, −𝜁, −𝑓) (3.18) 

 

a)                                                                       b)  

GRÁFICO 16 - Fluxo de energia em função de ∆ (em azul ‒ as curvas em roxo seguem para 𝑓 → −𝑓): 

                          a)  𝛿 = 1, 𝜁 = 1, 𝑏 = 3, 𝑓 = 1 

                          b)  𝛿 = −1, 𝜁 = −1, 𝑏 = 3, 𝑓 = 1 
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𝑋
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〈 𝐽
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Δ 

〈 𝐽
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Δ 
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Inverter, simultaneamente, 𝛿 e 𝜁 equivale a refletir as curvas em relação ao eixo horizontal e 

inverter suas cores (fazer 𝑓 → −𝑓). Essa é uma simetria trivial. Inverter 𝛿, 𝜁 e f gera o mesmo 

sistema, apenas visto por outro ângulo ‒ girado de 180° em relação ao eixo z, definido pela 

direção do campo magnético. O fluxo é igual, em módulo, ao do sistema original, mas com 

sinal oposto. Veja o esquema da FIG. 1 – os quadrados representam os reservatórios, e os 

círculos, os spins. 

  

 

FIGURA 1 - Esquema da cadeia de spin para o sistema original (acima) e 

                     para o sistema com 𝛿, 𝜁 e f invertidos (abaixo). 
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 ⟨𝐽𝐸⟩(Δ, 𝑏, 𝑓) = ⟨𝐽𝐸⟩(−Δ, −𝑏, −𝑓) (3.19) 

 

a)                                                                       b)  

GRÁFICO 17 - Fluxo de energia em função de ∆ (em azul ‒ as curvas em roxo seguem para 𝑓 → −𝑓): 

                          a)  𝑏 = 3, 𝜁 = 1, 𝛿 = 1, 𝑓 = 1 

                          b)  𝑏 = −3, 𝜁 = 1, 𝛿 = 1, 𝑓 = 1 

 

Inverter o sinal de 𝑏 equivale a refletir as curvas em relação ao eixo vertical e inverter suas 

cores (fazer 𝑓 → −𝑓). 

 

 ⟨𝐽𝐸⟩(𝑏, 𝜁, 𝑓) = ⟨𝐽𝐸⟩(−𝑏, −𝜁, −𝑓) (3.20) 

 

a)                                                                       b)  

GRÁFICO 18 - Fluxo de energia em função de ∆ (em azul ‒ as curvas em roxo seguem para 𝑓 → −𝑓): 

                          a)  𝑏 = 3, 𝜁 = 1, 𝛿 = 1, 𝑓 = 1 

                          b)  𝑏 = −3 𝜁 = −1, 𝛿 = 1, 𝑓 = 1 

 

Inverter, simultaneamente, 𝑏 e 𝜁 equivale a inverter as cores das curvas (fazer 𝑓 → −𝑓). 

O GRAF. 19 mostra as curvas para as componentes XXZ (em azul) e B (em roxo) do fluxo de 

energia nesse caso particular. As componentes para 𝑏, 𝜁 e 𝑓 invertidos são idênticas às originais 

– ou seja: ⟨𝐽𝑋𝑋𝑍⟩(𝑏, 𝜁, 𝑓) = ⟨𝐽𝑋𝑋𝑍⟩(−𝑏−, 𝜁, −𝑓) e ⟨𝐽𝐵⟩(𝑏, 𝜁, 𝑓) = ⟨𝐽𝐵⟩(−𝑏, −𝜁, −𝑓).  
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GRÁFICO 19 - Componentes XXZ (em azul) e B (em roxo) do fluxo de 

                          energia em função de ∆ para as configurações  𝑏 = 3, 𝜁 = 1, 

                          𝑓 = 1 e 𝑏 = −3, 𝜁 = −1, 𝑓 = −1. Aqui, 𝛿 = 1. 

 

O GRAF. 20 mostra o fluxo de energia para 𝑏 = 0 e 𝜁 ≠ 0. As curvas são simétricas 

em relação ao eixo vertical, e os fluxos para o sistema original e para aquele com os 

reservatórios invertidos coincidem em Δ = 0. Essa configuração introduz uma simetria no 

sistema.  

 

GRÁFICO 20 - Fluxo de energia em função de ∆ para 𝑓 =
1

2
, 𝑏 = 0, 𝜁 = 2 e 𝛿 = 2 

                          (em azul). A curva em roxo segue fazendo-se 𝑓 → −𝑓. 
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O GRAF. 21 mostra 𝑅𝐸 (introduzido no capítulo anterior) em função de ∆ para um 

caso em que, também, 𝑏 = 0 e 𝜁 ≠ 0. Naturalmente, 𝑅𝐸(Δ = 0) = 0. 

 

GRÁFICO 21 - Coeficiente de retificação de energia em função de ∆ para 𝑓 =
1

2
, 

                          𝑏 = 0, 𝜁 = 1 e 𝛿 = 2. 

 

O GRAF. 22 mostra o fluxo de energia para B uniforme (𝜁 = 0). Os GRAF. 23 (a) 

e (b) mostram o fluxo para B graded (𝜁 ≠ 0), sendo os valores dos outros parâmetros iguais 

para fins de comparação. Considera-se o regime em que 𝛿 é razoavelmente menor que ∆ e 𝜁 é 

razoavelmente menor que b. Para 𝜁 = 0, o fluxo para o sistema com a configuração original 

(em azul) e o fluxo para o sistema com os reservatórios invertidos (em roxo) são, cada um, 

simétricos em relação ao eixo vertical. Ao se aumentar ligeiramente 𝜁 (GRAF. 23 (a)), os fluxos 

tendem a crescer, em módulo, para Δ < 0 e a diminuir, em módulo, para Δ > 0. Essa tendência 

desaparece ao se continuar aumentando 𝜁 (GRAF. 23 (b)) – permanecendo-se, ainda, no regime 

em que esse parâmetro é razoavelmente menor que b –, e os fluxos diminuem, em módulo, para 

todo ∆. Tomam-se, aqui, todos os parâmetros positivos. Os resultados para os parâmetros 

negativos podem ser deduzidos com base nas simetrias (3.16) a (3.20).  

𝑅
𝐸
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GRÁFICO 22 - Fluxo de energia em função de ∆ para 𝑓 =
1

2
, 𝑏 = 3, 𝜁 = 0 e 𝛿 = 1 

                          (em azul). A curva em roxo segue fazendo-se 𝑓 → −𝑓. 

 

a)                                                                       b)  

GRÁFICO 23 - Fluxo de energia em função de ∆ (em azul ‒ as curvas em roxo seguem para 𝑓 → −𝑓): 

                          a)  𝜁 =
1

2
, 𝑏 = 3, 𝛿 = 1, 𝑓 =

1

2
 

                          b)  𝜁 =
3

2
, 𝑏 = 3, 𝛿 = 1, 𝑓 =

1

2
 

 

Os GRAF. 24 (a) a (f) mostram uma série de curvas para o coeficiente de retificação 

de energia para aumento progressivo de 𝜁. Analisa-se como o campo magnético graded altera 

a retificação já existente devido a ∆ graded – com o campo magnético uniforme (caso 𝜁 = 0). 

Concentra-se a análise nos intervalos −10 ≤ Δ ≤ −5 e 5 ≤ Δ ≤ 10, tais que 𝛿 ≤ 10%Δ, e 0 ≤

𝜁 ≤
1

2
, de forma que 𝜁 ≤ 10%𝑏 (𝛿 =

1

2
 e 𝑏 = 5). Nota-se a existência de um valor crítico para 

𝜁, tal que, para a maior parte do intervalo, a retificação diminui ao se aumentar 𝜁 até esse valor 

e passa a aumentar a partir dele. No presente caso, 𝜁𝑐𝑟í𝑡𝑖𝑐𝑜 ≈ 0,4 (𝜁𝑐𝑟í𝑡𝑖𝑐𝑜 depende de 𝛿). A 
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Δ 

〈 𝐽
𝐸

〉  

Δ 

〈 𝐽
𝐸

〉  
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diminuição e o aumento da retificação, em seus respectivos intervalos, são mais acentuados na 

região Δ < 0. 

 

a)                                                                       b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

c)                                                                       d)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

e)                                                                       f)  

 

 

 

 

 

 

 

GRÁFICO 24 - Coeficiente de retificação de energia em função de ∆ para aumento progressivo de 𝜁, de 

                          𝜁 = 0 a 𝜁 =
1

2
, em intervalos de 𝜁 =

1

10
. 𝑓 =

1

2
, 𝑏 = 5 e 𝛿 =

1

2
. 

 

3.3  Outros resultados 

 

A fim de mostrar que a retificação quanto ao fluxo de energia se manifesta para 

diferentes tamanhos do sistema, interações e condições de contorno, investigam-se – por meio 

de análise computacional com o software Mathematica® – configurações distintas da cadeia de 
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spin, com dinâmica ainda modelada pela equação de Lindblad (2.2). Apresentam-se os 

resultados a seguir. 

 

3.3.1 𝑵 ≥ 𝟑 

 

Conforme a seção 1.1.4, para um sistema com 𝑁 spins, os cálculos computacionais 

no estado estacionário envolvem matrizes de dimensão 22𝑁. Esses cálculos tornam-se cada vez 

mais difíceis, em termos computacionais, à medida que 𝑁 aumenta. Posto que o objetivo central 

desta seção consiste em mostrar a permanência da retificação para 𝑁 > 3, procede-se com os 

cálculos em caráter numérico, e dispõem-se os resultados na TAB. 1. Fazem-se os cálculos para 

𝑁 = 3, 𝑁 = 4 e  𝑁 = 5. Considera-se o seguinte Hamiltoniano, com campo magnético 

uniforme: 

𝐻 = 3 ∑ 𝜎𝑖
𝑧

𝑁

𝑖=1

+
1

2
∑ [

5

2
(𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑥 + 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑦
) + Δ𝑖,𝑖+1𝜎𝑖

𝑧𝜎𝑖+1
𝑧 ]

𝑁−1

𝑖=1

 

 

Tomam-se Δ1,2 = 10, Δ2,3 = 11, Δ3,4 = 12 e Δ4,5 = 13 (obviamente, tem-se apenas Δ1,2 e Δ2,3 

para 𝑁 = 3 e Δ1,2, Δ2,3 e Δ3,4 para 𝑁 = 4). Toma-se, ainda, 𝑓 = ±
1

2
, ±

1

4
 e ±

1

8
. 

 

TABELA 1 

Fluxo de energia para 𝑁 ≥ 3 

.. ⟨𝐽𝐸⟩ 

 3 4 5 

1/2 0,78124 0,29931 0,10378 

−1/2 −0,56939 −0,29131 −0,10806 

1/4 0,36476 0,16105 0,05614 

−1/4 −0,31741 −0,15883 −0,05706 

1/8 0,17674 0,08155 0,02858 

−1/8 −0,16522 −0,08098 −0,02880 

 

𝑓 𝑁 
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3.3.2 𝜶 graded 

 

Considera-se o seguinte Hamiltoniano: 

                            𝐻 = ∑ 𝐵𝑖𝜎𝑖
𝑧

3

𝑖=1

+
1

2
∑ [𝛼𝑖,𝑖+1(𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑥 + 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑦
) +

5

2
𝜎𝑖

𝑧𝜎𝑖+1
𝑧 ]

2

𝑖=1

, 

𝐵1 = 𝑏 − 𝜁 

𝐵2 = 𝑏 

𝐵3 = 𝑏 + 𝜁 

𝛼1,2 = Α − α 

𝛼2,3 = Α + α 

  

O GRAF. 25 (a) mostra um caso típico do fluxo de energia (em função de Α). Os fluxos são 

sempre nulos para Α = ±𝛼. É clara a existência de retificação, a qual se faz presente mesmo 

para um campo magnético uniforme (𝜁 = 0) – ver GRAF. 25 (b). 

a)                                                                       b)  

GRÁFICO 25 - Fluxo de energia em função de A (em azul ‒ as curvas em roxo seguem para 𝑓 → −𝑓): 

                          a)  𝜁 = 1, 𝑏 = 3, 𝛼 = 1, 𝑓 =
1

2
 

                          b)  𝜁 = 0, 𝑏 = 3, 𝛼 = 1, 𝑓 =
1

2
 

 

 

 

 

〈 𝐽
𝐸

〉  

Α 

〈 𝐽
𝐸

〉  

Α 



70 
 

 

3.3.3 Modelo XXX totalmente graded 

 

Considera-se o seguinte Hamiltoniano: 

                            𝐻 = ∑ 𝐵𝑖𝜎𝑖
𝑧

3

𝑖=1

+
1

2
∑[𝛼𝑖,𝑖+1(𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑥 + 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑦
+ 𝜎𝑖

𝑧𝜎𝑖+1
𝑧 )]

2

𝑖=1

, 

𝐵1 = 𝑏 − 𝜁 

𝐵2 = 𝑏 

𝐵3 = 𝑏 + 𝜁 

𝛼1,2 = Α − α 

𝛼2,3 = Α + α 

 

O GRAF. 26 (a) mostra um caso típico do fluxo de energia, em que se pode ver a existência de 

retificação. Os fluxos são sempre nulos para Α = ±𝛼. Há retificação, também, para um campo 

magnético uniforme (𝜁 = 0) – ver GRAF. 26 (b). Nesse caso, ademais, o módulo de 〈𝐽𝐸〉 com 

𝐵 graded é menor ou igual ao módulo de 〈𝐽𝐸〉 com 𝐵 uniforme.  

a)                                                                       b)  

GRÁFICO 26 - Fluxo de energia em função de A (em azul ‒ as curvas em roxo seguem para 𝑓 → −𝑓): 

                          a)  𝜁 = 1, 𝑏 = 3, 𝛼 = 1, 𝑓 =
1

2
 

                          b)  𝜁 = 0, 𝑏 = 3, 𝛼 = 1, 𝑓 =
1

2
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a)                                                                       b)  

GRÁFICO 27 - Coeficiente de retificação de energia em função de A: 

                          a)  𝜁 = 1, 𝑏 = 3, 𝛼 = 1, 𝑓 =
1

2
 

                          b)  𝜁 = 0, 𝑏 = 3, 𝛼 = 1, 𝑓 =
1

2
 

 

Os GRAF. 27 (a) e (b) mostram o coeficiente de retificação de energia para 𝜁 = 1 

e 𝜁 = 0, respectivamente. Não se mostra uma série de gráficos para aumento progressivo de 𝜁, 

como se fez para o caso ∆ graded, mas constata-se que a retificação para o sistema na presença 

de um campo magnético graded é sempre maior que aquela na presença de um campo 

magnético uniforme – considerando-se o regime em que 𝛼 é razoavelmente menor que Α e 𝜁 é 

razoavelmente menor que b. 

O GRAF. 28 mostra o fluxo de energia para 𝑏 = 𝜁 = 0. Ao contrário do que 

acontece no modelo XXZ para ∆ graded, o fluxo, nesse caso, tem um sentido bem definido e 

independente dos valores atribuídos a 𝛼 e 𝑓, dependendo apenas do sinal de 𝛼. Para 𝛼 > 0 (𝛼 <

0), o fluxo é sempre menor (maior) ou igual a zero e corre, pois, invariavelmente, no sentido 

de 𝛼𝑖,𝑖+1 decrescente. 
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GRÁFICO 28 - Fluxo de energia em função de A para 𝑓 = ±
1

2
, 𝑏 = 𝜁 = 0 e 𝛼 = 2. 

 

3.3.4 Modelo XXZ totalmente graded 

 

Considera-se o seguinte Hamiltoniano: 

                            𝐻 = ∑ 𝐵𝑖𝜎𝑖
𝑧

3

𝑖=1

+
1

2
∑[𝛼𝑖,𝑖+1(𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑥 + 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑦
) + Δ𝑖,𝑖+1𝜎𝑖

𝑧𝜎𝑖+1
𝑧 ]

2

𝑖=1

, 

𝐵1 = 𝑏 − 𝜁 

𝐵2 = 𝑏 

𝐵3 = 𝑏 + 𝜁 

𝛼1,2 = 1 − δ 

𝛼2,3 = 1 + δ 

Δ1,2 = Δ − δ 

Δ2,3 = Δ + δ 

 

O GRAF. 29 (a) mostra um caso típico do fluxo de energia (em função de ∆), em que se pode 

ver a existência de retificação. Toma-se 𝛿 =
1

2
 nos gráficos. Os fluxos são nulos para δ = ±1. 

〈 𝐽
𝐸

〉  
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Respaldando-se nesse caso e nos dois anteriores (𝛼 graded e modelo XXX totalmente graded), 

apura-se que o fluxo de energia é nulo se 𝐽𝑥 = 𝐽𝑦 for nulo em alguma ligação (𝛼1,2 ou 𝛼2,3). O 

mesmo não ocorre para 𝐽𝑧. Há retificação, também, para um campo magnético uniforme (𝜁 =

0), ao que se pode atentar no GRAF. 29 (b). 

a)                                                                      b)  

GRÁFICO 29 - Fluxo de energia em função de ∆ (em azul ‒ as curvas em roxo seguem para 𝑓 → −𝑓): 

                          a)  𝜁 = 1, 𝑏 = 3, 𝛿 =
1

2
, 𝑓 =

1

2
 

                          b)  𝜁 = 0, 𝑏 = 3, 𝛿 =
1

2
, 𝑓 =

1

2
 

 

3.3.5 Twisted XY boundary gradients 

 

Reconsidera-se o modelo XXZ com ∆ graded e campo magnético uniforme, mas 

com a condição de contorno 〈𝜎0
𝑦〉 = 𝜅 = 〈𝜎𝑁+1

𝑥 〉. Considera-se o seguinte Hamiltoniano: 

                            𝐻 = 3 ∑ 𝜎𝑖
𝑧

3

𝑖=1

+
1

2
∑ {

5

2
(𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑥 + 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑦
) + Δ𝑖,𝑖+1𝜎𝑖

𝑧𝜎𝑖+1
𝑧 }

2

𝑖=1

, 

Δ1,2 = 10 − δ 

Δ2,3 = 10 + δ 

 

O GRAF. 30 mostra um caso típico do fluxo de energia (em função de 𝛿). A existência de 

retificação é clara. 

〈 𝐽
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〉  
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GRÁFICO 30 - Fluxo de energia em função de 𝛿 para 〈𝜎0
𝑦〉 = 1 = 𝜅 = 〈𝜎𝑁+1

𝑥 〉 (em 

                          azul). A curva em roxo segue para 〈𝜎0
𝑥〉 = 1 = 𝜅 = 〈𝜎𝑁+1

𝑦 〉. 

 

Nesse modelo, excepcionalmente, constata-se a existência de retificação também 

para o fluxo de magnetização (sendo o campo magnético uniforme). Apesar de não se dar ênfase 

a esse fluxo nesta seção, em todos os outros modelos, havia retificação para o fluxo de 

magnetização apenas no caso de um campo magnético graded.  
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4 CONCLUSÃO 

 

Nesta dissertação, estudaram-se os fluxos de energia e magnetização, no estado 

estacionário, na cadeia de spin XXZ acoplada a um reservatório de spin em cada extremidade 

e sujeita a um campo magnético externo. Apresentaram-se soluções exatas para os fluxos no 

caso de uma cadeia pequena, com três sítios. Analisaram-se os efeitos da introdução de uma 

assimetria graded na cadeia, bem como os efeitos de um campo magnético graded no sistema. 

Analisaram-se também configurações distintas da cadeia de spin, a fim de sinalizar a 

generalidade do fenômeno da retificação. 

No capítulo 2, mostrou-se que a introdução de uma estrutura graded no parâmetro 

de anisotropia da cadeia levava à retificação do fluxo de energia. Mostrou-se, ainda, que a 

ausência de um campo magnético atuando sobre a cadeia com estrutura graded introduz uma 

degenerescência no sistema: inverter os reservatórios, nesse caso, não afeta o fluxo de energia. 

O fluxo de magnetização não exibe retificação na presença de um campo magnético uniforme. 

No capítulo 3, mostrou-se que um campo magnético não homogêneo (graded) 

atuando sobre a cadeia (uniforme) é suficiente para fazer com que haja retificação relativamente 

a ambos os fluxos. A introdução de um campo magnético graded dá origem, pois, a uma nova 

retificação ‒ quanto ao fluxo de magnetização. Verificou-se que a inserção, nesse sistema (com 

campo magnético graded e cadeia uniforme), de uma estrutura graded na cadeia altera a 

retificação exibida pelo fluxo de magnetização de forma a atenuá-la no regime de 𝜁 (assimetria 

no campo magnético) não muito próximo de zero. No que diz respeito ao fluxo de energia, a 

introdução de um campo magnético graded no sistema já com estrutura graded na cadeia altera 

a retificação de maneira não trivial: o aumento ou a diminuição da retificação ocorrem para 

intervalos específicos dos parâmetros, e não de forma global, mesmo para parâmetros de 

assimetria consideravelmente pequenos. Por fim, tendo em consideração as demais 

configurações analisadas, averiguaram-se as mesmas condições para a existência de retificação 

do fluxo de energia. Quanto ao fluxo de magnetização, manifestou-se uma ressalva: no modelo 

“twisted XY boundary gradients”, constatou-se a existência de retificação também para um 

campo magnético uniforme. 
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APÊNDICE A 

 

Neste apêndice, apresenta-se uma derivação da equação de Lindblad (2.2). Por meio 

do esquema de interações repetidas [13], obtém-se uma versão discreta dessa equação, a qual 

pode ser derivada tomando-se um limite apropriado. 

Inicialmente, adicionam-se dois spins à cadeia, rotulados de 0 e 𝑁 + 1, acoplados 

aos spins 1 e 𝑁, respectivamente. Assume-se, por simplicidade, que o acoplamento tenha ∆= 0 

‒ essa simplificação é providencial. O Hamiltoniano total para o sistema aumentado é: 

𝐻𝑇 = 𝐻 + ℎ0𝜎0
𝑧 + ℎ𝑁+1𝜎𝑁+1

𝑧 + 𝑉0 + 𝑉𝑁, 

em que 𝐻 é o Hamiltoniano do sistema original e 𝑉𝑖 = 𝛼(𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑥 + 𝜎𝑖
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑦

). 

Assume-se que, em 𝑡 = 0, o sistema encontra-se desacoplado dos spins 0 e 𝑁 + 1, 

de forma que o seu operador de estado total possa ser fatorada como um produto (de estados 

não emaranhados): 

 

 

𝜌𝑇 = 𝜌𝐿𝜌(0)𝜌𝑅 , (A.1) 

em que 𝜌𝐿 e 𝜌𝑅 são os operadores de estado dos spins 0 e 𝑁 + 1, respectivamente. 

Uma matriz de dimensão 2 tem quatro parâmetros, e pode, então, ser escrita como 

uma combinação de quatro matrizes linearmente independentes, como 𝐼 (matriz identidade), 

𝜎𝑥, 𝜎𝑦 e 𝜎𝑧 [11]. Consequentemente, pode-se escrever qualquer operador de estado arbitrário 

de uma partícula de spin ½ na forma 

𝜌 =
1

2
(𝐼 + 𝒂 ∙ 𝝈) 

Tem-se que 〈𝝈〉 = 𝑇𝑟(𝜌𝝈) = 𝒂. Os autovalores de 𝜌 são 
1

2
(1 + |𝒂|) e 

1

2
(1 − |𝒂|), sendo 0 ≤

|𝒂| ≤ 1 ‒ um autovalor de um operador de estado não pode ser negativo. O fator ½ é introduzido 

para que se tenha 𝑇𝑟(𝜌) = 1, e os parâmetros de 𝒂 devem ser reais para assegurar que 𝜌 = 𝜌†. 

No presente caso, adota-se um sistema de referência tal que apenas a componente z de 𝒂 seja 

não nula. Destarte, pode-se escrever: 

 

 
𝜌𝐿 =

(1 + 𝑓𝐿)

2
|𝑧+⟩⟨𝑧+| +

(1 − 𝑓𝐿)

2
|𝑧−⟩⟨𝑧−|, 

 

(A.2) 

em que 𝑎𝑧 ≡ 𝑓𝐿 = 〈𝜎0
𝑧〉. 
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Similarmente: 

 

 
𝜌𝑅 =

(1 + 𝑓𝑅)

2
|𝑧+⟩⟨𝑧+| +

(1 − 𝑓𝑅)

2
|𝑧−⟩⟨𝑧−|, 

 

(A.3) 

em que 𝑓𝑅 = 〈𝜎𝑁+1
𝑧 〉. 

A evolução temporal do sistema aumentado é descrita pela equação de von 

Neumann: 

𝜕𝜌𝑇

𝜕𝑡
= −𝑖[𝐻𝑇 , 𝜌𝑇], 

em que se tomou ℏ = 1. 

A solução formal dessa equação é dada por: 

𝜌𝑇(𝑡) = 𝑈(𝑡)𝜌𝑇(0)𝑈†(𝑡), 

sendo 𝑈(𝑡) = 𝑒−𝑖𝐻𝑇𝑡 o operador de evolução temporal. 

Chega-se agora ao esquema de interações repetidas. Começa-se em 𝑡 = 0 com 

𝜌𝑇(0) fatorado como em (A.1), e permite-se que o sistema evolua até o instante 𝑡 = 𝜏, em que: 

𝜌𝑇(𝜏) = 𝑈(𝜏)(𝜌𝐿𝜌(0)𝜌𝑅)𝑈†(𝜏) 

Então, em 𝑡 = 𝜏, descartam-se os spins 0 e 𝑁 + 1, tomando-se o traço parcial de 𝜌𝑇(𝜏) em 

relação a eles: 

𝜌(𝜏) = 𝑇𝑟(𝐿,𝑅)(𝜌𝑇(𝜏)) 

A seguir, tomam-se novos spins de um reservatório, construindo-se: 

𝜌𝑇(𝜏) = 𝜌𝐿𝜌(𝜏)𝜌𝑅 , 

em que 𝜌𝐿 e 𝜌𝑅 são, mais uma vez, dados por (A.2) e (A.3), respectivamente. 

Repete-se esse processo indefinidamente. Definindo-se 𝜌𝑛 ≡ 𝜌(𝑛𝜏), esse processo pode ser 

resumido por meio da seguinte expressão: 

 

 

𝜌𝑛+1 = 𝑇𝑟(𝐿,𝑅)(𝑈(𝜏)(𝜌𝐿𝜌𝑛𝜌𝑅)𝑈†(𝜏)) (A.4) 
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A equação anterior é uma versão discreta da equação de Lindblad. Pode-se derivar 

a equação (2.2) tomando-se o limite 𝜏 → 0. Segundo a fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff, 

se 𝐴 e 𝐵 são operadores e 𝑥 é um parâmetro, tem-se: 

𝑒𝑥𝐴𝐵𝑒−𝑥𝐴 = 𝐵 + [𝐴, 𝐵]𝑥 + [𝐴, [𝐴, 𝐵]]
𝑥2

2
+ [𝐴, [𝐴, [𝐴, 𝐵]]]

𝑥3

6
+ ⋯ 

Utilizando-se essa fórmula: 

𝑒−𝑖𝐻𝑇𝜏𝜌𝑇𝑒𝑖𝐻𝑇𝜏 = 𝜌𝑇 − 𝑖𝜏[𝐻𝑇 , 𝜌𝑇] −
𝜏2

2
[𝐻𝑇 , [𝐻𝑇 , 𝜌𝑇]] + ⋯ 

Inserindo-se esse resultado na equação (A.4), até segunda ordem em 𝜏: 

𝜌𝑛+1 = 𝑇𝑟(𝐿,𝑅)(𝑒−𝑖𝐻𝑇𝜏𝜌𝑇𝑒𝑖𝐻𝑇𝜏) 

= 𝑇𝑟(𝐿,𝑅)(𝜌𝑇) − 𝑖𝜏𝑇𝑟(𝐿,𝑅)([𝐻𝑇 , 𝜌𝑇]) −
𝜏2

2
𝑇𝑟(𝐿,𝑅)([𝐻𝑇 , [𝐻𝑇 , 𝜌𝑇]]), 

em que 𝜌𝑇 ≡ 𝜌𝐿𝜌𝑛𝜌𝑅. 

Sejam {|𝑎𝑚⟩} ∈ ℋ(𝐿),  {|𝑏𝑚⟩} ∈ ℋ(𝑅) e {|𝑐𝑚⟩} ∈ ℋ(𝑁) bases ortonormais em seus 

respectivos espaços, sendo ℋ(𝐿), ℋ(𝑅) e ℋ(𝑁) os espaços de Hilbert associados aos spins 0, 

𝑁 + 1 e à cadeia (que compreende os spins 1 a 𝑁), respectivamente. Quanto ao primeiro termo: 

𝑇𝑟(𝐿,𝑅)(𝜌𝑇) = 𝑇𝑟(𝐿,𝑅)(𝜌𝐿𝜌𝑛𝜌𝑅) = ∑⟨𝑎𝑖𝑏𝑗|𝜌𝐿𝜌𝑛𝜌𝑅|𝑎𝑖𝑏𝑗⟩

𝑖,𝑗

 

= (∑⟨𝑎𝑖|𝜌𝐿|𝑎𝑖⟩

𝑖

) 𝜌𝑛 (∑⟨𝑏𝑗|𝜌𝑅|𝑏𝑗⟩

𝑗

) = 𝜌𝑛, 

uma vez que 

∑⟨𝑎𝑖|𝜌𝐿|𝑎𝑖⟩

𝑖

= 𝑇𝑟(𝐿)(𝜌𝐿) = 1 = 𝑇𝑟(𝑅)(𝜌𝑅) = ∑⟨𝑏𝑗|𝜌𝑅|𝑏𝑗⟩

𝑗

 

A saber: 

𝑇𝑟(𝐿)(𝜌𝐿) = ∑⟨𝑎𝑖|𝜌𝐿|𝑎𝑖⟩

𝑖

= ∑⟨𝑎𝑖|𝑇𝑟(𝑁,𝑅)(𝜌𝑇)|𝑎𝑖⟩

𝑖

= ∑⟨𝑎𝑖| ∑ ⟨𝑏𝑗𝑐𝑘|𝜌𝑇|𝑏𝑗𝑐𝑘⟩𝑗,𝑘 |𝑎𝑖⟩

𝑖

 

= ∑⟨𝑎𝑖𝑏𝑗𝑐𝑘|𝜌𝑇|𝑎𝑖𝑏𝑗𝑐𝑘⟩

𝑖,𝑗,𝑘

= 𝑇𝑟(𝜌𝑇) = 1 
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Prova idêntica é válida para 𝑇𝑟(𝑅)(𝜌𝑅) = 1. 

Quanto ao traço do segundo termo: 

𝑇𝑟(𝐿,𝑅)([𝐻𝑇 , 𝜌𝑇]) = ∑⟨𝑎𝑖𝑏𝑗|[𝐻 + ℎ0𝜎0
𝑧 + ℎ𝑁+1𝜎𝑁+1

𝑧 + 𝑉0 + 𝑉𝑁 , 𝜌𝐿𝜌𝑛𝜌𝑅]|𝑎𝑖𝑏𝑗⟩

𝑖,𝑗

 

= ∑⟨𝑎𝑖𝑏𝑗|𝐻𝜌𝐿𝜌𝑛𝜌𝑅 − 𝜌𝐿𝜌𝑛𝜌𝑅𝐻|𝑎𝑖𝑏𝑗⟩

𝑖,𝑗

+ ∑⟨𝑎𝑖𝑏𝑗|ℎ0𝜎0
𝑧𝜌𝐿𝜌𝑛𝜌𝑅 − 𝜌𝐿𝜌𝑛𝜌𝑅ℎ0𝜎0

𝑧|𝑎𝑖𝑏𝑗⟩

𝑖,𝑗

+ ∑⟨𝑎𝑖𝑏𝑗|ℎ𝑁+1𝜎𝑁+1
𝑧 𝜌𝐿𝜌𝑛𝜌𝑅 − 𝜌𝐿𝜌𝑛𝜌𝑅ℎ𝑁+1𝜎𝑁+1

𝑧 |𝑎𝑖𝑏𝑗⟩

𝑖,𝑗

+ ∑⟨𝑎𝑖𝑏𝑗|(𝑉0 + 𝑉𝑁)𝜌𝐿𝜌𝑛𝜌𝑅 − 𝜌𝐿𝜌𝑛𝜌𝑅(𝑉0 + 𝑉𝑁)|𝑎𝑖𝑏𝑗⟩

𝑖,𝑗

 

= ∑[𝐻⟨𝑎𝑖|𝜌𝐿|𝑎𝑖⟩𝜌𝑛⟨𝑏𝑗|𝜌𝑅|𝑏𝑗⟩ − ⟨𝑎𝑖|𝜌𝐿|𝑎𝑖⟩𝜌𝑛⟨𝑏𝑗|𝜌𝑅|𝑏𝑗⟩𝐻]

𝑖,𝑗

 

+ℎ0 ∑[⟨𝑎𝑖|𝜎0
𝑧𝜌𝐿|𝑎𝑖⟩𝜌𝑛⟨𝑏𝑗|𝜌𝑅|𝑏𝑗⟩ − ⟨𝑎𝑖|𝜌𝐿𝜌𝑛⟨𝑏𝑗|𝜌𝑅|𝑏𝑗⟩𝜎0

𝑧|𝑎𝑖⟩]

𝑖,𝑗

 

+ℎ𝑁+1 ∑[⟨𝑏𝑗|𝜎𝑁+1
𝑧 ⟨𝑎𝑖|𝜌𝐿|𝑎𝑖⟩𝜌𝑛𝜌𝑅|𝑏𝑗⟩ − ⟨𝑎𝑖|𝜌𝐿|𝑎𝑖⟩𝜌𝑛⟨𝑏𝑗|𝜌𝑅𝜎𝑁+1

𝑧 |𝑏𝑗⟩]

𝑖,𝑗

 

+𝛼 ∑⟨𝑎𝑖𝑏𝑗|(𝜎0
𝑥𝜎1

𝑥 + 𝜎0
𝑦

𝜎1
𝑦

)𝜌𝐿𝜌𝑛𝜌𝑅 − 𝜌𝐿𝜌𝑛𝜌𝑅(𝜎0
𝑥𝜎1

𝑥 + 𝜎0
𝑦

𝜎1
𝑦

)|𝑎𝑖𝑏𝑗⟩

𝑖,𝑗

 

+𝛼 ∑⟨𝑎𝑖𝑏𝑗|(𝜎𝑁
𝑥𝜎𝑁+1

𝑥 + 𝜎𝑁
𝑦

𝜎𝑁+1
𝑦

)𝜌𝐿𝜌𝑛𝜌𝑅 − 𝜌𝐿𝜌𝑛𝜌𝑅(𝜎𝑁
𝑥𝜎𝑁+1

𝑥 + 𝜎𝑁
𝑦

𝜎𝑁+1
𝑦

)|𝑎𝑖𝑏𝑗⟩

𝑖,𝑗

 

= [𝐻, 𝜌𝑛] + ℎ0 ∑⟨𝑎𝑖|[𝜎0
𝑧 , 𝜌𝐿𝜌𝑛]|𝑎𝑖⟩

𝑖

+ ℎ𝑁+1 ∑⟨𝑏𝑗|[𝜎𝑁+1
𝑧 , 𝜌𝑛𝜌𝑅]|𝑏𝑗⟩

𝑗

 

+𝛼 ∑⟨𝑎𝑖|[𝜎0
𝑥𝜎1

𝑥 , 𝜌𝐿𝜌𝑛] + [𝜎0
𝑦

𝜎1
𝑦

, 𝜌𝐿𝜌𝑛]|𝑎𝑖⟩

𝑖

 

+𝛼 ∑⟨𝑏𝑗|[𝜎𝑁
𝑥𝜎𝑁+1

𝑥 , 𝜌𝑛𝜌𝑅] + [𝜎𝑁
𝑦

𝜎𝑁+1
𝑦

, 𝜌𝑛𝜌𝑅]|𝑏𝑗⟩

𝑗

 

= [𝐻, 𝜌𝑛] + ℎ0𝑇𝑟(𝐿)([𝜎0
𝑧 , 𝜌𝐿𝜌𝑛]) + ℎ𝑁+1𝑇𝑟(𝑅)([𝜎𝑁+1

𝑧 , 𝜌𝑛𝜌𝑅]) 

+𝛼𝑇𝑟(𝐿)([𝜎0
𝑥𝜎1

𝑥, 𝜌𝐿𝜌𝑛] + [𝜎0
𝑦

𝜎1
𝑦

, 𝜌𝐿𝜌𝑛]) + 𝛼𝑇𝑟(𝑅)([𝜎0
𝑥𝜎1

𝑥, 𝜌𝐿𝜌𝑛] + [𝜎0
𝑦

𝜎1
𝑦

, 𝜌𝐿𝜌𝑛]) 
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Como o traço é invariante sob permutações cíclicas, o traço de um comutador ‒ num espaço de 

dimensão finita ‒ é sempre nulo. Isto posto, todos os termos da expressão anterior, com exceção 

do primeiro, são iguais a zero. Assim: 

𝑇𝑟(𝐿,𝑅)([𝐻𝑇 , 𝜌𝑇]) = [𝐻, 𝜌𝑛] 

Quanto ao traço do terceiro termo: 

𝑇𝑟(𝐿,𝑅)([𝐻𝑇 , [𝐻𝑇 , 𝜌𝑇]]) = 𝑇𝑟(𝐿,𝑅)([𝑉0, [𝑉0, 𝜌𝑇]]) + 𝑇𝑟(𝐿,𝑅)([𝑉𝑁 , [𝑉𝑁, 𝜌𝑇]]) 

Pode-se verificar que todos os outros termos são nulos. 

A fim de se obter uma contribuição finita para o acoplamento aos spins das 

extremidades, deve-se permitir que 𝑉𝑖 dependa do tempo de interação 𝜏 da seguinte maneira: 

𝑉𝑖 = √
𝛾

𝜏
(𝜎𝑖

𝑥𝜎𝑖+1
𝑥 + 𝜎𝑖

𝑦
𝜎𝑖+1

𝑦
), 

em que 𝛾 é uma nova constante. 

Definem-se, então: 

 

 

 

𝑇𝑟(𝐿,𝑅) (−
𝜏2

2
[𝑉0, [𝑉0, 𝜌𝑇]]) ≡ 𝜏𝐷𝐿(𝜌𝑛) 

 

(A.5) 

 

 

 

𝑇𝑟(𝐿,𝑅) (−
𝜏2

2
[𝑉𝑁, [𝑉𝑁, 𝜌𝑇]]) ≡ 𝜏𝐷𝑅(𝜌𝑛) 

 

(A.6) 

Utilizando-se os resultados obtidos para os três termos, a equação (A.4) torna-se: 

𝜌𝑛+1 = 𝜌𝑛 − 𝑖𝜏[𝐻, 𝜌𝑛] + 𝜏(𝐷𝐿(𝜌𝑛) + 𝐷𝑅(𝜌𝑛)) 

Finalmente, chega-se à equação de Lindblad (2.2). 

𝑑𝜌

𝑑𝑡
= lim

𝜏→0

𝜌𝑛+1 − 𝜌𝑛

𝜏
= −𝑖[𝐻, 𝜌] + 𝐷𝐿(𝜌) + 𝐷𝑅(𝜌) 
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APÊNDICE B 

 

Neste apêndice, deduz-se a forma explícita para o dissipador total ‒ expressão (2.4) 

‒ da equação de Lindblad deduzida no APÊNDICE A. 

Pela definição da equação (A.5): 

𝐷𝐿(𝜌) = −
𝜏

2
𝑇𝑟(𝐿,𝑅)([𝑉0, [𝑉0, 𝜌𝑇]]) 

Utilizando-se 𝜌𝑇 ≡ 𝜌𝐿𝜌𝜌𝑅, 𝑉𝑖 = √𝛾 𝜏⁄ (𝜎𝑖
𝑥𝜎𝑖+1

𝑥 + 𝜎𝑖
𝑦

𝜎𝑖+1
𝑦

) e as definições de {|𝑎𝑚⟩},  {|𝑏𝑚⟩} e 

{|𝑐𝑚⟩} do APÊNDICE A, tem-se: 

𝑇𝑟(𝐿,𝑅)([𝑉0, [𝑉0, 𝜌𝑇]]) = 𝑇𝑟(𝐿,𝑅)(𝑉0
2𝜌𝑇 − 2𝑉0𝜌𝑇𝑉0 + 𝜌𝑇𝑉0

2) 

=
𝛾

𝜏
𝑇𝑟(𝐿,𝑅)[(𝜎0

𝑥𝜎1
𝑥 + 𝜎0

𝑦
𝜎1

𝑦
)(𝜎0

𝑥𝜎1
𝑥 + 𝜎0

𝑦
𝜎1

𝑦
)𝜌𝐿𝜌𝜌𝑅

− 2(𝜎0
𝑥𝜎1

𝑥 + 𝜎0
𝑦

𝜎1
𝑦

)𝜌𝐿𝜌𝜌𝑅(𝜎0
𝑥𝜎1

𝑥 + 𝜎0
𝑦

𝜎1
𝑦

)

+ 𝜌𝐿𝜌𝜌𝑅(𝜎0
𝑥𝜎1

𝑥 + 𝜎0
𝑦

𝜎1
𝑦

)(𝜎0
𝑥𝜎1

𝑥 + 𝜎0
𝑦

𝜎1
𝑦

)] 

=
𝛾

𝜏
𝑇𝑟(𝐿,𝑅) [𝜎0

𝑥2
𝜌𝐿𝜎1

𝑥2
𝜌𝜌𝑅 + 𝜎0

𝑥𝜎0
𝑦

𝜌𝐿𝜎1
𝑥𝜎1

𝑦
𝜌𝜌𝑅 + 𝜎0

𝑦
𝜎0

𝑥𝜌𝐿𝜎1
𝑦

𝜎1
𝑥𝜌𝜌𝑅 + 𝜎0

𝑦2
𝜌𝐿𝜎1

𝑦2
𝜌𝜌𝑅

− 2(𝜎0
𝑥𝜌𝐿𝜎0

𝑥𝜎1
𝑥𝜌𝜎1

𝑥𝜌𝑅 + 𝜎0
𝑥𝜌𝐿𝜎0

𝑦
𝜎1

𝑥𝜌𝜎1
𝑦

𝜌𝑅 + 𝜎0
𝑦

𝜌𝐿𝜎0
𝑥𝜎1

𝑦
𝜌𝜎1

𝑥𝜌𝑅

+ 𝜎0
𝑦

𝜌𝐿𝜎0
𝑦

𝜎1
𝑦

𝜌𝜎1
𝑦

𝜌𝑅) + 𝜌𝐿𝜎0
𝑥2

𝜌𝜎1
𝑥2

𝜌𝑅 + 𝜌𝐿𝜎0
𝑥𝜎0

𝑦
𝜌𝜎1

𝑥𝜎1
𝑦

𝜌𝑅

+ 𝜌𝐿𝜎0
𝑦

𝜎0
𝑥𝜌𝜎1

𝑦
𝜎1

𝑥𝜌𝑅 + 𝜌𝐿𝜎0
𝑦2

𝜌𝜎1
𝑦2

𝜌𝑅] 

=
𝛾

𝜏
∑ [⟨𝑎𝑖|𝜎0

𝑥2
𝜌𝐿|𝑎𝑖⟩𝜎1

𝑥2
𝜌⟨𝑏𝑗|𝜌𝑅|𝑏𝑗⟩ + ⟨𝑎𝑖|𝜎0

𝑥𝜎0
𝑦

𝜌𝐿|𝑎𝑖⟩𝜎1
𝑥𝜎1

𝑦
𝜌⟨𝑏𝑗|𝜌𝑅|𝑏𝑗⟩

𝑖,𝑗

+ ⟨𝑎𝑖|𝜎0
𝑦

𝜎0
𝑥𝜌𝐿|𝑎𝑖⟩𝜎1

𝑦
𝜎1

𝑥𝜌⟨𝑏𝑗|𝜌𝑅|𝑏𝑗⟩ + ⟨𝑎𝑖|𝜎0
𝑦2

𝜌𝐿|𝑎𝑖⟩ 𝜎1
𝑦2

𝜌⟨𝑏𝑗|𝜌𝑅|𝑏𝑗⟩

− 2(⟨𝑎𝑖|𝜎0
𝑥𝜌𝐿𝜎0

𝑥|𝑎𝑖⟩𝜎1
𝑥𝜌𝜎1

𝑥⟨𝑏𝑗|𝜌𝑅|𝑏𝑗⟩ + ⟨𝑎𝑖|𝜎0
𝑥𝜌𝐿𝜎0

𝑦
|𝑎𝑖⟩𝜎1

𝑥𝜌𝜎1
𝑦

⟨𝑏𝑗|𝜌𝑅|𝑏𝑗⟩

+ ⟨𝑎𝑖|𝜎0
𝑦

𝜌𝐿𝜎0
𝑥|𝑎𝑖⟩𝜎1

𝑦
𝜌𝜎1

𝑥⟨𝑏𝑗|𝜌𝑅|𝑏𝑗⟩ + ⟨𝑎𝑖|𝜎0
𝑦

𝜌𝐿𝜎0
𝑦

|𝑎𝑖⟩𝜎1
𝑦

𝜌𝜎1
𝑦

⟨𝑏𝑗|𝜌𝑅|𝑏𝑗⟩)

+ ⟨𝑎𝑖|𝜌𝐿𝜎0
𝑥2

|𝑎𝑖⟩𝜌𝜎1
𝑥2

⟨𝑏𝑗|𝜌𝑅|𝑏𝑗⟩ + ⟨𝑎𝑖|𝜌𝐿𝜎0
𝑥𝜎0

𝑦
|𝑎𝑖⟩𝜌𝜎1

𝑥𝜎1
𝑦

⟨𝑏𝑗|𝜌𝑅|𝑏𝑗⟩

+ ⟨𝑎𝑖|𝜌𝐿𝜎0
𝑦

𝜎0
𝑥|𝑎𝑖⟩𝜌𝜎1

𝑦
𝜎1

𝑥⟨𝑏𝑗|𝜌𝑅|𝑏𝑗⟩ + ⟨𝑎𝑖|𝜌𝐿𝜎0
𝑦2

|𝑎𝑖⟩ 𝜌𝜎1
𝑦2

⟨𝑏𝑗|𝜌𝑅|𝑏𝑗⟩] 
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Utilizando-se a propriedade de invariância do traço sob permutações cíclicas, as propriedades 

satisfeitas pelos operadores de spin de Pauli (ver cap. 2) e o resultado ∑ ⟨𝑏𝑗|𝜌𝑅|𝑏𝑗⟩𝑗 =

𝑇𝑟(𝑅)(𝜌𝑅) = 1: 

𝑇𝑟(𝐿,𝑅)([𝑉0, [𝑉0, 𝜌𝑇]])

=
𝛾

𝜏
{𝑇𝑟(𝐿)(𝜎0

𝑥2
𝜌𝐿)[𝜎1

𝑥2
𝜌 + 𝜌𝜎1

𝑥2
− 2𝜎1

𝑥𝜌𝜎1
𝑥]

+ 𝑇𝑟(𝐿)(𝜎0
𝑥𝜎0

𝑦
𝜌𝐿)[𝜎1

𝑥𝜎1
𝑦

𝜌 + 𝜌𝜎1
𝑥𝜎1

𝑦
− 2𝜎1

𝑦
𝜌𝜎1

𝑥]

+ 𝑇𝑟(𝐿)(𝜎0
𝑦

𝜎0
𝑥𝜌𝐿)[𝜎1

𝑦
𝜎1

𝑥𝜌 + 𝜌𝜎1
𝑦

𝜎1
𝑥 − 2𝜎1

𝑥𝜌𝜎1
𝑦

]

+ 𝑇𝑟(𝐿) (𝜎0
𝑦2

𝜌𝐿) [𝜎1
𝑦2

𝜌 + 𝜌𝜎1
𝑦2

− 2𝜎1
𝑦

𝜌𝜎1
𝑦

]} 

=
𝛾

𝜏
{𝑇𝑟(𝐿)(𝜌𝐿)[2𝜌 − 2𝜎1

𝑥𝜌𝜎1
𝑥]

+ 𝑇𝑟(𝐿)(𝜎0
𝑥𝜎0

𝑦
𝜌𝐿)[2𝜎1

𝑥𝜎1
𝑦

𝜌 + 2𝜌𝜎1
𝑥𝜎1

𝑦
− 2𝜎1

𝑦
𝜌𝜎1

𝑥 + 2𝜎1
𝑥𝜌𝜎1

𝑦
]

+ 𝑇𝑟(𝐿)(𝜌𝐿)[2𝜌 − 2𝜎1
𝑦

𝜌𝜎1
𝑦

]} 

=
𝛾

𝜏
{4𝜌 − 2𝜎1

𝑥𝜌𝜎1
𝑥 − 2𝜎1

𝑦
𝜌𝜎1

𝑦
+ 2𝑖𝑇𝑟(𝐿)(𝜎0

𝑧𝜌𝐿)[𝜎1
𝑥𝜎1

𝑦
𝜌 + 𝜌𝜎1

𝑥𝜎1
𝑦

− 𝜎1
𝑦

𝜌𝜎1
𝑥 + 𝜎1

𝑥𝜌𝜎1
𝑦

]} 

Utilizando-se a equação (A.2): 

𝑇𝑟(𝐿)(𝜎0
𝑧𝜌𝐿) = 𝑇𝑟(𝐿) {𝜎0

𝑧 [
(1 + 𝑓𝐿)

2
|𝑧+⟩⟨𝑧+| +

(1 − 𝑓𝐿)

2
|𝑧−⟩⟨𝑧−|]} 

= ⟨𝑧+|𝜎0
𝑧 [

(1 + 𝑓𝐿)

2
|𝑧+⟩⟨𝑧+| +

(1 − 𝑓𝐿)

2
|𝑧−⟩⟨𝑧−|] |𝑧+⟩

+ ⟨𝑧−|𝜎0
𝑧 [

(1 + 𝑓𝐿)

2
|𝑧+⟩⟨𝑧+| +

(1 − 𝑓𝐿)

2
|𝑧−⟩⟨𝑧−|] |𝑧−⟩ 

De 𝑆𝑧|𝑠, 𝑚⟩ = 𝑚|𝑠, 𝑚⟩, em que 𝑠 =
1

2
 e 𝑚 = ±

1

2
, e 𝑺 =

1

2
𝝈 (para ℏ = 1), tem-se que 𝜎0

𝑧|𝑧±⟩ =

±|𝑧±⟩. Daí: 

𝑇𝑟(𝐿)(𝜎0
𝑧𝜌𝐿) = ⟨𝑧+| [

(1 + 𝑓𝐿)

2
|𝑧+⟩⟨𝑧+| +

(1 − 𝑓𝐿)

2
|𝑧−⟩⟨𝑧−|] |𝑧+⟩

− ⟨𝑧−| [
(1 + 𝑓𝐿)

2
|𝑧+⟩⟨𝑧+| +

(1 − 𝑓𝐿)

2
|𝑧−⟩⟨𝑧−|] |𝑧−⟩ 

=
(1 + 𝑓𝐿)

2
−

(1 − 𝑓𝐿)

2
= 𝑓𝐿 
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Substituindo-se esse resultado na expressão para 𝑇𝑟(𝐿,𝑅)([𝑉0, [𝑉0, 𝜌𝑇]]): 

𝑇𝑟(𝐿,𝑅)([𝑉0, [𝑉0, 𝜌𝑇]])

=
𝛾

𝜏
[4𝜌 − 2𝜎1

𝑥𝜌𝜎1
𝑥 − 2𝜎1

𝑦
𝜌𝜎1

𝑦

+ 2𝑖𝑓𝐿(𝜎1
𝑥𝜎1

𝑦
𝜌 + 𝜌𝜎1

𝑥𝜎1
𝑦

− 𝜎1
𝑦

𝜌𝜎1
𝑥 + 𝜎1

𝑥𝜌𝜎1
𝑦

)] 

Portanto: 

𝐷𝐿(𝜌) = 𝛾[−2𝜌 + 𝜎1
𝑥𝜌𝜎1

𝑥 + 𝜎1
𝑦

𝜌𝜎1
𝑦

− 𝑖𝑓𝐿(𝜎1
𝑥𝜎1

𝑦
𝜌 + 𝜌𝜎1

𝑥𝜎1
𝑦

− 𝜎1
𝑦

𝜌𝜎1
𝑥 + 𝜎1

𝑥𝜌𝜎1
𝑦

)] 

Introduzindo-se os operadores 𝜎± ≡
1

2
(𝜎𝑥 ± 𝑖𝜎𝑦) e rearranjando-se os termos: 

𝐷𝐿(𝜌) = 𝛾{(1 + 𝑓𝐿)[2𝜎1
+𝜌𝜎1

− − (𝜎1
−𝜎1

+𝜌 + 𝜌𝜎1
−𝜎1

+)]

+ (1 − 𝑓𝐿)[2𝜎1
−𝜌𝜎1

+ − (𝜎1
+𝜎1

−𝜌 + 𝜌𝜎1
+𝜎1

−)]} 

O cálculo de 𝐷𝑅(𝜌) é inteiramente análogo, fazendo-se as correspondências 𝑓𝐿 → 𝑓𝑅 e 𝜎1
± →

𝜎𝑁
±. O resultado é: 

𝐷𝑅(𝜌) = 𝛾{(1 + 𝑓𝑅)[2𝜎𝑁
+𝜌𝜎𝑁

− − (𝜎𝑁
−𝜎𝑁

+𝜌 + 𝜌𝜎𝑁
−𝜎𝑁

+)]

+ (1 − 𝑓𝑅)[2𝜎𝑁
−𝜌𝜎𝑁

+ − (𝜎𝑁
+𝜎𝑁

−𝜌 + 𝜌𝜎𝑁
+𝜎𝑁

−)]} 

Por fim: 

𝐷(𝜌) = 𝐷𝐿(𝜌) + 𝐷𝑅(𝜌)

= 𝛾{(1 + 𝑓𝐿)[2𝜎1
+𝜌𝜎1

− − (𝜎1
−𝜎1

+𝜌 + 𝜌𝜎1
−𝜎1

+)]

+ (1 − 𝑓𝐿)[2𝜎1
−𝜌𝜎1

+ − (𝜎1
+𝜎1

−𝜌 + 𝜌𝜎1
+𝜎1

−)]

+ (1 + 𝑓𝑅)[2𝜎𝑁
+𝜌𝜎𝑁

− − (𝜎𝑁
−𝜎𝑁

+𝜌 + 𝜌𝜎𝑁
−𝜎𝑁

+)]

+ (1 − 𝑓𝑅)[2𝜎𝑁
−𝜌𝜎𝑁

+ − (𝜎𝑁
+𝜎𝑁

−𝜌 + 𝜌𝜎𝑁
+𝜎𝑁

−)]} 

Fazendo-se a alteração de escala 𝛾 →
𝛾

4
, chega-se à expressão (2.4). 


