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Resumo

Dados um nimero inteiro £ > 2 e um grafo simples nao-direcionado G = (V, E)
com pesos reais positivos nas arestas, onde V' esta particionado em & subconjuntos (ou
clusters), o Problema do Subgrafo Biconexo Minimo Generalizado (PSBMG) equivale
a encontrar um subgrafo biconexo de custo minimo S de G que contenha exatamente
um vértice de cada cluster de G. Neste trabalho, foram propostos um algoritmo exato
Branch-and-cut e heuristicas para solucionar o PSBMG. O algoritmo Branch-and-cut
separa quatro classes de desigualdades validas para o problema em questao, todas
elas generalizadas de outros problemas da literatura relacionados ao PSBMG. Para
avaliar as abordagens de solugao introduzidas, foram realizados testes computacionais
em instancias de benchmark densas e esparsas. Para um nimero consideravel delas, foi
possivel prover novos certificados de otimalidade e mehores limites inferiores e superi-
ores.

Palavras-chave: Biconexidade em Teoria de Grafos, Projeto de Redes Resilientes,

Algoritmos Branch-and-cut.
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Abstract

Given an integer number k£ > 2 and an undirected simple graph G = (V| E)
with positive real weights assigned to its edges, where V' is partitioned into k subsets
(or clusters), the Generalized Minimum Biconnected Subgraph Problem (GMBSP)
amounts to finding a minimum-cost biconnected subgraph S of GG, such that .S contains
exactly one vertex from every cluster of G. In this work, we propose an exact Branch-
and-cut algorithm and some heuristics to solve PSBMG. Our Branch-and-cut algorithm
separates four classes of valid inequalities for GMBSP, all of them adapted from valid
inequalities for other problems related to GMBSP. In order to better assess our solution
approaches, we conducted several computational experiments using dense and sparse
benchmark instances. For a considerable fraction of those instances, we were able to
provide new optimality certificates, as well as better upper and lower bounds.

Keywords: Biconnectivity in Graph Theory, Survivable Network Design Problems,

Branch-and-cut Algorithms.
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Capitulo 1

Introducao

No dia 8 de maio de 1991, o Wall Street Journal |Stoer, 1992| noticiou que o
aeroporto internacional de O’Hare, em Chicago, nos Estados Unidos, havia entrado
em colapso. Linhas de emergéncia 911 ficaram inalcancaveis e caixas eletronicos ino-
perantes. O motivo do acidente foi um incéndio que danificou o maquinario de uma
importante empresa de telecomunicacoes, ocasionando a desconexao da sua rede de
telefonia. Episodios como esse nao sao raros. Uma licao que eles nos ensinam ¢é a de
que redes de comunicagao precisam ser planejadas e construidas de modo a possuir
resiliéncia.

Dizemos que uma rede de comunicagao é considerada resiliente se ela é capaz de
se manter em funcionamento mesmo ap6s a ocorréncia de falhas em seus componentes
internos. A tarefa de se projetar uma rede resiliente é complicada e engloba multiplas
fases, uma delas, enfatizada neste trabalho, sendo o chamado desenho topologico da
rede. Nessa etapa, o objetivo é decidir onde os n6s da rede serao posicionados e,
principalmente, como eles serao conectados uns aos outros. Para tanto, deve-se levar
em conta, entre outros fatores, os custos de instalacao e de intercomunicagao dos nos.

No contexto de redes de computadores, com a popularizacao da tecnologia de fibra
oOtica devido a sua alta confiabilidade e largura de banda, métodos atuais de projeto de
redes costumam favorecer topologias mais esparsas. Tal decisao aumenta o potencial
risco de interrupcao dos servigos providos na rede em decorréncia de acidentes naturais
ou danos fisicos. Por essa razao, o projeto de redes resilientes ganha um papel crucial.

Do ponto de vista da Teoria de Grafos, a questao da resiliéncia em redes de com-
putadores se espelha no conceito de conexidade. Uma forma de atingir resiliéncia, ao se
projetar a topologia de uma rede, é garantir que existam miltiplos caminhos disjuntos
entre qualquer par de n6s da rede. Estudos ja confirmaram que topologias biconexas

conseguem, com baixo custo, prover um nivel seguro de resiliéncia. Formalmente, um
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grafo é chamado de vértice-biconexo, ou simplesmente biconezo, se existem, no minimo,
dois caminhos vértice-disjuntos entre quaisquer dois vértices distintos nesse grafo.

No ambito da Otimizacao Combinatéria, o problema do projeto de redes re-
silientes se encaixa em uma categoria mais ampla de problemas conhecidos na literatura
académica como problemas de projeto de redes. Dado um conjunto de restricoes de
conexidade e pesos associados aos vértices e arestas de um grafo G, o Problema do
Projeto de Redes (PPR) busca a obten¢do de um subgrafo de G que cumpra as res-
tricoes impostas e que possua custo minimo, i.e., tal que a soma dos pesos dos vértices
e arestas presentes na solucao seja minima.

O PPR tem recebido bastante atencao nos meios académico e industrial recente-
mente. Em parte, isso se justifica pelo fato de que inimeros problemas muito estudados
em Otimizagao Combinatoria, e.g., o Problema do Caminho Minimo, o Problema da
Arvore Geradora Minima, entre outros, podem ser facilmente reduzidos a um caso
particular do PPR, o que demonstra sua capacidade de generalizagao. Uma extensao
relevante do PPR é o chamado Problema do Projeto de Redes Generalizado (PPRG),
que se diferencia do PPR no aspecto de que suas restricoes sao expressas nao para
cada um dos vértices do grafo que modela a rede, mas para aglomerados de vértices
(ou clusters). Diversos outros problemas ditos “generalizados”, semelhantes ao PPRG,
ja foram estudados na literatura, entre eles citamos o Problema da Arvore Geradora
Minima Generalizado [Myung et al., 1995] e o Problema do Caizeiro Viajante Gener-
alizado |Applegate et al., 2006].

Nesta dissertacao, abordamos uma especializacao NP-dificil do PPR, denominada
Problema do Subgrafo Biconexo Minimo Generalizado (PSBMG). Sendo G um grafo
com pesos reais positivos nas arestas e com conjunto de vértices V' particionado em
k clusters, para algum inteiro £ > 2, o PSBMG equivale a encontrar um subgrafo
biconexo de GG de custo minimo contendo exatamente um vértice de cada cluster. Ao
contrario da sua versao nao-generalizada, i.e., do Problema do Subgrafo Biconexo Mi-
nimo (PSBM), o PSBMG foi pouco estudado. O primeiro trabalho que propés uma
abordagem de solugao para o PSBMG foi desenvolvido por Hu & Raidl [2009]. Desde
entao, pelo o que se tem conhecimento, somente mais um trabalho, conduzido por
Pagacz et al. [2010], explorou o PSBMG.

1.1 Principais Contribuicoes

As principais contribuictes desta dissertacao sdo listadas a seguir na ordem em

que aparecem no texto.
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e Discussao de trés formulacoes de Programagao Inteira para o PSBMG. Duas for-
mulacoes, uma direcionada e a outra nao-direcionada, se baseiam em um ntmero
exponencial de restricoes cutsets e em resultados de Teoria de Grafos que garan-
tem sua validade. A terceira formulacao usa um ntmero polinomial, na quanti-

dade de vértices e arestas da instancia, de restricoes de fluxos multi-produto.

e Apresentacao de duas classes de desigualdades vélidas para o politopo das
solucoes inteiras do PSBMG, adaptadas de outras desigualdades validas para
o PSBM.

e Desenvolvimento de um algoritmo exato Branch-and-cut, duas heuristicas cons-
trutivas, uma heurfstica de refinamento e duas estruturas de vizinhanca de busca
local para o PSBMG.

e Novos certificados de otimalidade, melhores limites inferiores e superiores para
instancias do PSBMG de pequeno, médio e grande porte também usadas em

outros trabalhos da literatura.

1.2 Organizacao da Dissertacao

Esta dissertacao estd estruturada em seis capitulos. O restante do texto esté

organizado da seguinte maneira:

Capitulo 2. [O Problema do Subgrafo Biconexo Minimo Generalizado]
O PSBMG ¢é definido formalmente, apresentamos propriedades combinatorias das
suas solucoes Otimas e seus aspectos de complexidade computacional. Uma revisao
bibliografica com os trabalhos que ja abordaram o problema e suas variagoes correlatas

também é apresentada.

Capitulo 3. [Formulagoes de Programacao Inteira para o PSBMG]
Formulacoes de Programacao Inteira para o PSBMG sao introduzidas. Sao também

apresentadas duas novas desigualdades lineares validas para o problema.

Capitulo 4. [Um Método de Solugao Exata para o PSBMG]
Algoritmos de planos de corte para avaliar os limites de Programacao Linear de uma

das formulagoes propostas sao introduzidos e utilizados em um algoritmo Branch-and-
cut para o PSBMG.

Capitulo 5. [Métodos de Solugdo Heuristica para o PSBMG]

Duas heuristicas construtivas, uma heuristica de refinamento e duas buscas locais sao
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propostas e avaliadas para o PSBMG isoladamente e em conjun¢ao com o algoritmo

Branch-and-cut discutido no Capitulo 4.

Capitulo 6. [ConclusGes e Trabalhos Futuros]
As contribuicoes e limitagoes dessa dissertacao sao sintetizadas, e finalmente, con-

clusoes e diregoes para trabalhos fututos sao apresentadas.



Capitulo 2

O Problema do Subgrafo Biconexo

Minimo Generalizado

Neste capitulo, introduzimos algumas defini¢oes e a notagao necessarias para o
entendimento desta dissertagdo. Definimos formalmente o PSBMG e outros proble-
mas a ele relacionados. Fazemos também uma revisao bibliografica de trabalhos que
j4 abordaram o PSBMG, ou algumas variacoes do mesmo, via algoritmos exatos, a-
proximativos e heuristicos. Em seguida, discutimos seus aspectos de complexidade

computacional e suas principais propriedades combinatorias.

2.1 Conceitos Preliminares

Para conceitos elementares de Teoria de Grafos, usamos como referéncias os livros
|West, 2001; Bollobas, 1998; Diestel, 2005]. Ao longo deste trabalho, a menos quando
dito explicitamente, toda mencao ao termo grafo significa um grafo finito, simples e
nao-direcionado. Denotamos um grafo por um par ordenado G = (V, E), em que V é
um conjunto de vértices e I/ é um conjunto de arestas. Quando V' e E nao estiverem
subtendidos, escrevemos V(G) e E(G) para aludir, respectivamente, ao conjunto de
vértices e arestas de G. Usamos a palavra digrafo para nos referir a um grafo dire-
cionado. Para fins de clareza, reservamos o termo arco como um sinéonimo de aresta
direcionada.

Dizemos que G é vértice-biconexo se existem pelo menos dois caminhos vértice-
disjuntos entre qualquer par de vértices distintos de G. O conceito de grafo aresta-
biconexo é definido analogamente. Dizemos que u € V' é um ponto de articulagao
de GG se a sua remocao resulta em um grafo desconexo. Se nao houver divida no

contexto, a palavra biconexo serd usada daqui em diante para designar qualquer grafo

5
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vértice-biconexo.

Para todo subconjunto X C V, com X # (), o corte induzido por X em G,
denotado por 0(X), ¢ o conjunto de arestas de G com exatamente uma extremidade
em X, ie., 0(X)={{u,v} € E:ue X,v¢g X}. Quando necessario, para enfatizar
a dependéncia em G, escrevemos dg(X) em vez que 6(X). Uma d-particao de um
conjunto finito W # (), para algum inteiro d > 0, é um conjunto P = {P,..., P} de
aglomerados (ou clusters) em que P, C W, P, # () para todoi € {1,...,d}, P,NP; =)
para quaisquer i,j € {1,...,d} distintos e UL P = W.

Para conceitos elementares de Teoria da Complexidade Computacional, nés nos
apoiamos nas referéncias [Johnson & Garey, 1979; Arora & Barak, 2007]. Para um
nimero real 0 > 1 e um dado problema de otimizacao de minimizacao com solucao
otima de custo w, um algoritmo o-aproximativo para esse problema, ou um algo-
ritmo de aproximacao com fator de aproximacgao ou garantia de desempenho
o, ¢ um algoritmo que encontra, para toda instancia do problema, uma solucao viavel
com custo, no maximo, igual a cw e, no pior caso, em tempo polinomial no tamanho
da instancia. O conceito de algoritmo de aproximacao para problemas de otimizagao
de maximizacao é definido analogamente.

Vamos denotar por Ry, R% e Z,, respectivamente, os conjuntos dos ntmeros
reais nao-negativos, dos reais positivos e dos inteiros nao-negativos. Usamos o simbolo

B para denotar o conjunto {0, 1}.

2.2 Definicao do Problema e Problemas

Relacionados

Muitos problemas em Otimizagao Combinatéria possuem uma estreita relacao
com o PSBM(G). Visto que grande parte do que ja se fez e ja se sabe a respeito do
PSBM(G) é oriundo do conhecimento associado a esses problemas, para fins de clareza
e completude, definimos a seguir alguns problemas relacionados ao PSBMG que serao
referenciados repetidas vezes ao longo da dissertacao.

O primeiro deles é a chamada versao nao-generalizada do PSBMG, a saber o
Problema do Subgrafo Biconero Minimo (PSBM). Dado um grafo G = (V, FE) com
pesos reais positivos {w;; € RY : {i,j} € E} nas arestas, o PSBM tem por objetivo
encontrar um subgrafo gerador biconexo G’ de G, tal que ¢(G’) seja minimo, onde
o(G') = D i jyeran Wi denota o custo de G'. Quando conveniente, usamos também
a notacao wg para nos referir ao peso da aresta {i,j} de G.

O segundo problema a ser citado é uma extencao do PSBM muito estudada e
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abreviada por h-PSBM. Dada uma fun¢ao h : V' — Z,, o h-PSBM procura um sub-
grafo G’ de G com custo ¢(G’) minimo, tal que exista(m) pelo menos min{h(u), h(v)}
caminho(s) vértice-disjunto(s) para todo par de vértices distintos u,v € V. Observamos
que o PSBM é um caso particular do h-PSBM quando h(u) = 2 para todo u € V.

O proximo problema que apresentamos é o Problema do Projeto de Redes Re-
silientes (PPRR). O PPRR pode ser brevemente definido como uma relaxagao combi-
natoria do h-PSBM que consiste em encontrar uma solucao de custo minimo contendo
caminhos aresta-disjuntos. E imediato ver que o PPRR é uma relaxacio combinatéria
do h-PSBM, uma vez que toda solucao viavel para o h-PSBM ¢é também viavel para o
PPRR. Quando h(u) = 2 para todo vértice u € V, o PPRR é também conhecido na
literatura pelo nome de Problema do Subgrafo Aresta-Biconexo Minimo (PSABM).

Podemos agora definir formalmente o Problema do Subgrafo Biconexo Minimo
Generalizado (PSBMG). Seja @Q = {V1,...,Vi}, para k = |Q| > 2, uma k-partigao de
V. O PSBMG consiste em determinar um subgrafo biconexo G’ de G' com custo ¢(G")
minimo e contendo exatamente um vértice de cada cluster de (). Dada uma instancia
qualquer do PSBMG e uma solugao viavel S = (Vg, Eg) para essa instancia, dizemos
que v € V & um vértice eleito (ou cluster-head) em S se u € Vs. Além disso,
uma aresta e € Fg é dita ser redundante em relacao a S se sua remocao preserva
a viabilidade e diminui o custo de S. Daqui em diante, vamos nos referir a qualquer
instancia ou solugao viavel para o PSBMG e suas variacoes com os simbolos definidos

neste paragrafo.

2.3 Revisao Bibliografica

Em vista da similaridade entre os problemas definidos na se¢ao anterior, a seguir
apresentamos uma revisao bibliografica para o PSBM(G) incluindo, quando convir,
trabalhos que também lidam com o PPRR, h-PSBM ou PSABM. A fim de simplificar
a notacdo, usamos n = |V| e m = |E| para representar, respectivamente, as cardinali-

dades dos conjuntos de vértices e arestas da instancia G.

2.3.1 Algoritmos de Aproximacao

Comecamos citando abordagens de solugao para o PSBM por meio de algoritmos
de aproximacao. Para o caso especial do PSBM restrito a arestas com pesos uniformes,
i.e., arestas com pesos iguais, Khuller & Vishkin [1992] projetaram o primeiro algoritmo
de aproximacao que se tem registro. Tal algoritmo tem complexidade assintética de

5

tempo no pior caso de O(n +m) e um fator de aproximacdo de 3. Em resumo, ele
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obtém solugdes viaveis computando inicialmente uma arvore de busca de DFS (depth-
first search) T de G. Em seguida, o algoritmo agrega a T um subconjunto das arestas
de recuo (back edges), encontradas durante a DF'S, pequeno o bastante para “cobrir” os
pontos de articulacao em T'. Por fim, o algoritmo detecta e poda arestas redundantes
da solucao corrente. Para fazer a analise da garantia de desempenho do seu algoritmo,
Khuller e Vishkin propuseram e utilizaram o conceito de escultura de um grafo (graph
carving). Os autores realizaram experimentos computacionais em instancias aleatorias
e verificaram que, na média, o algoritmo por eles proposto obteve solucoes de 10% a
12% piores que o 6timo para grafos esparsos e 2% piores para grafos densos.

Garg et al. [1993| melhoraram o algoritmo de Khuller-Vishkin apresentando um
novo algoritmo O(n + m) %—aproximativo, que opera em dois estagios. Seu primeiro
estagio é idéntico ao algoritmo de Khuller-Vishkin. No segundo estigio, emprega-se um
procedimento para particionar os vértices de G em blocos e, em seguida, sao identifi-
cadas e retiradas arestas redundantes de cada bloco, mais especificamente, as chamadas
arestas cordas, i.e., arestas que ligam vértices nao-adjacentes de ciclos com mais de trés
vértices em (. A anélise do fator de aproximacao do algoritmo foi feita usando como
suporte a observacao de que para qualquer conjunto independente de G com i vértices,
todo subgrafo gerador biconexo de G tem, no minimo, max{n, 2i} arestas. Os autores,
por fim, provaram que o fator de aproximacao de % é justo explicitando classes de
instancias do PSBM para as quais esse fator é atingido.

Em [Vempala & Vetta, 2000|, foi proposto um algoritmo Zgi—aproxinrlativo com
complexidade assintotica de tempo no pior caso de O(n?m), que ¢ o melhor conhecido
para o PSBM com pesos uniformes em termos de garantia de desempenho. Os autores
constataram que o menor subgrafo gerador aresta-biconexo de G' com grau minimo
igual a 2 prové um limite inferior para a solugao 6tima do PSBM com pesos uniformes.
Vempala e Vetta chamaram de D2 o problema de se obter esse limite inferior e demons-
traram que ele se reduz ao Problema do Emparelhamento de Cardinalidade Mdzima.
Em linhas gerais, o algoritmo de Vempala-Vetta primeiramente resolve D2 usando
uma modificagdo do algoritmo O(m+/n) de Micali-Vazirani [Micali & Vazirani, 1980], a
implementagao assintoticamente mais rapida que se conhece do algoritmo de Edmonds
|[Edmonds, 1965b|. Em seguida, ele cuidadosamente adiciona arestas a solu¢do de D2
para assegurar que nao existam mais pontos de articulacao. O mérito do trabalho em
questao foi justamente provar que é possivel “vértice-biconectar” a solucao de D2, i.e.,
transformar a solugao de D2 em um grafo vértice-biconexo, usando um subconjunto das
arestas de G com cardinalidade nao maior que um terco da cardinalidade das arestas
de D2.

Voltamos nossa atencao agora para o caso geral do PSBM. Frederickson & JaJa
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[1981] desenvolveram um algoritmo O(n?) 3-aproximativo. A descrigao do algoritmo
de Frederickson-JaJa é bem complexa e extensa, porém, em alto nivel, tal algoritmo
inicialmente obtém uma arvore geradora minima de G e, em seguida, vértice-biconecta
essa arvore analisando a estrutura topologica da sua chamada &rvore de blocos e pontos
de articulagao (block-cutverter tree).

A mesma garantia de desempenho foi alcancada por um algoritmo
O(min{m, 2n}n?) de Ravi & Williamson [1995]. O algoritmo de Ravi-Williamson,
como quase todos até aqui discutidos, também é bi-fasico. Na sua primeira fase, ele
emprega um algoritmo primal-dual de Goemans & Williamson [1995a| para resolver
em O(n?logn) com fator de aproximacao igual a 2 0 PSABM. Na sua segunda fase, o
algoritmo ainda utiliza um esquema primal-dual para escolher em G um subconjunto
de arestas de baixo custo total a fim de transformar a solucao encontrada na primeira
fase em um grafo vértice-biconexo.

No mesmo ano, Khuller & Raghavachari [1995] apresentaram um algoritmo
O(n*m) com fator de aproximacdo (2 + +). Tal algoritmo cria uma copia direcionada
D de G, com um vértice raiz artificial r e arcos adicionais com custo nulo saindo de
r e incidindo sobre cada vértice de D. O algoritmo de Khuller-Raghavachari procede
usando um algoritmo O(n*m) proposto por Frank & Tardos [1989] para encontrar um
subdigrafo gerador de D com custo minimo, tal que existam pelo menos dois caminhos
direcionados vértice-disjuntos entre r e os vértices extremos da aresta e de menor custo
em G. Khuller & Raghavachari [1995] provaram que a solugdo para esse problema
unida & aresta e induz uma solucao viavel para o PBSM cujo custo é, no méaximo,
(2 + %) vezes 0 Otimo.

Por fim, Fleischer [2001] projetou o melhor algoritmo de aproximagao conhecido
para PSBM, em termos de garantia de desempenho, com um fator de aproximacao de
2. O algoritmo de Fleischer é um procedimento iterativo que a cada iteracao resolve
a relaxacao linear de uma formulacao de Programacao Inteira para o PSBM. Uma vez
calculada a solucao 6tima do programa linear definido em uma determinada iteragao,
todas as arestas de G cujas variaveis de decisao associadas assumirem valor maior ou
igual a % sao retiradas do grafo de entrada e passam compor a solugao corrente. Isso se
repete até o momento em que a solucao corrente se torna viavel para o PSBM. Nesse

caso, Fleischer mostrou que o custo dessa solu¢cao nao ultrapassa o dobro do 6timo.

2.3.2 Heuristicas

Existem também trabalhos na literatura que lidam com o PSBM(G) por meio

de métodos de solucdo heuristica. Adiante, listamos e comentamos os principais.
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Steiglitz et al. [1969] propuseram uma heuristica que constroi uma solu¢do viavel para
o problema escolhendo aleatoriamente um conjunto de arestas do grafo e, em seguinda,
aprimorando tal solucao por meio de uma rotina de busca local similar a 2-opt para o
Problema do Caizeiro Viajante (PCV) [Applegate et al., 2006].

Monma & Shallcross [1989] introduziram as duas primeiras heuristicas constru-
tivas combinatorias para o PSBM, a saber two-tree dense e greedy-ears sparse, junta-
mente com seis procedimentos de busca local, a maioria deles também inspirados em
buscas locais previamente propostas para o PCV. A heuristica two-tree dense obtém
uma solucao viavel para o problema partindo de uma arvore geradora minima 7" do
grafo de entrada G e, em seguida, incrementando 7" com as arestas que formam uma
arvore geradora minima do subgrafo de G induzido pelas folhas de 7. J& a heuristica
greedy-ears sparse encontra de forma gulosa uma decomposi¢ao auricular (ear decom-
position) de G, i.e., uma particdo das arestas de G em ciclos e caminhos, resolvendo
uma sequéncia apropriada de instancias do Problema do Caminho Minimo. Os autores
realizaram experimentos computacionais em 23 instancias de teste, 20 das quais eram
instancias aleatoriamente geradas e 3 eram instancias reais espelhadas em redes de
computadores dos laboratoérios da Bellcore. Em suma, as principais conclusoes obtidas
pelos autores foram as de que melhores resultados foram alcancados quando as buscas
locais eram aplicadas a solucdes iniciais geradas pela heuristica two-tree dense e que,
além disso, o tempo de execucao gasto para atingir um 6timo local combinando todas
as buscas locais em um arcabouco do tipo Variable Neighborhood Descent |Gendreau &
Potvin, 2010] era cerca de trés vezes maior que o tempo necessario para obter a solugao
inicial.

Clarke & Anandalingam [1995] projetaram a primeira heurfstica baseada em téc-
nicas de Programacao Mateméatica. Tal heuristica emprega um algoritmo de planos
de corte para resolver a relaxacao linear de uma formulacao de Programacao Inteira
para o PSBM. Na sequéncia, ela localiza e elimina arestas redundantes da chamada
solucao suporte e aplica trés das seis rotinas de buscas locais propostas por Monma
& Shallcross [1989]. Os autores executaram testes em 600 instancias aleatorias divi-
didas igualmente em seis classes de instancias com 10, 25, 50, 75, 100 e 200 vértices.
Nos resultados exibidos, nenhuma das instancias com 200 vértices foram resolvidas na
otimalidade dentro do limite de tempo de execucao imposto. Mesmo assim, o gap de
dualidade médio para essas instancias foi de 3.5%, e a heuristica levou, em média,
quatro minutos para encontrar a solucao final, sendo que aproximadamente 42% desse
tempo foi gasto no calculo do limite de Programacao Linear. Para as instancias de
tamanho meédio, i.e., com 75 e 100 vértices, os gaps de dualidade médios foram de,

respectivamente, 2.2% e 2.5% e os tempos de execucao médios para obter a solugio
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final foram cerca de, respectivamente, 16 e 37 segundos, metade dos quais foram usados
para avaliar o limite de Programacao Linear. Apenas para as instancias com 10 e 25
vértices, a heuristica em questao foi capaz de encontrar a solugao 6tima em todos os
testes. Isso foi feito em menos de um segundo na média.

Pelo o que se tem conhecimento, os tinicos trabalhos que até entao abordaram
diretamente o PSBMG foram [Hu & Raidl, 2009; Pagacz et al., 2010]. Hu & Raidl [2009]
propuseram um algoritmo memético para o PSBMG que une operadores de mutacao e
cruzamento com dois procedimentos de busca local. O primeiro procedimento de busca
local visa a otimizar a escolha do vértice eleito em cada cluster. Ja o segundo proce-
dimento tenta refinar a maneira como os cluster-heads estao interligados. Os autores
introduziram uma técnica, chamada por eles de reducdo em grafos (graph reduction),
parar acelerar consideravelmente as buscas locais. Testes computacionais foram rea-
lizados com 16 instancias Euclidianas retiradas da TSPLIB [Reinelt, 1991] adaptadas
com um procedimento de clustering geografico descrito em [Fischetti et al., 1997]. As
instancias de teste tém entre 137 e 442 vértices e 30 e 189 clusters. Os autores também
estenderam uma formulagao de Programagao Inteira Mista direcionada e compacta,
originalmente proposta para o PSABM por Hu et al. [2010b], que usa restri¢oes de
fluxos multi-produto adicionando a ela restricoes para garantir vértice-biconexidade.

Hu e Raidl usaram o solver CPLEX [IBM ILOG CPLEX Optimizer, 2012], versao
11.2, para calcular o limite de Programacao Linear associado a essa formulacao e para
gerenciar os n6s da arvore de enumeragao. Dentro do limite de tempo de execucao de
uma hora, das 16 instancias de teste consideradas, o CPLEX conseguiu achar solugoes
inteiras apenas para duas delas e obteve limites de Programacao Linear para 11. Em
todos os testes, os autores empregaram dois critérios de parada, a saber um limite
maximo de 200 iteracoes do algoritmo sem melhorias na melhor solucao corrente e um
limite de tempo de execucao maximo que variou de acordo com o tamanho de cada
instancia. Foram reportados para cada instancia o custo da melhor solugao encontrada
e o valor médio do custo da solugao em 30 execucgoes do algoritmo. Nos resultados
obtidos, o gap médio das melhores solucoes é de aproximadamente 31% e o tempo médio
de execucao é de dois minutos. Os autores fizeram um estudo experimental do impacto
das buscas locais na eficacia do seu algoritmo e concluiram que, quando desativada,
o método encontrava solucoes, em média, 10% piores. Foi observado também que
aumentar a probabilidade de aplicacao dos mecanismos de busca local nao contribuia
substancialmente para melhores solucoes, apenas elevava os tempos de execucao. Vale
ressaltar que para a formulagao proposta por Hu e Raidl, o CPLEX conseguiu obter
solugoes 6timas somente para instancias de pequeno porte, com, no maximo, 80 vértices

e 16 clusters.
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Pagacz et al. [2010] melhoraram o trabalho de Hu e Raidl acrescentando a ele
dois mecanismos de gerenciamento de populacao a fim de escapar de 6timos locais.
Em seus experimentos computacionais, Pagacz et al. usaram as mesmas instancias
de teste e 0 mesmo ambiente computacional que Hu & Raidl [2009]. Nos resultados
relatados, os autores mostraram que os mecanismos de gerenciamento de populacao
causaram maior efeito positivo na melhoria da qualidade das solucoes quando eram
usados conjuntamente, e nao isoladamente. Além disso, ficou claro nos testes realizados
por eles que o éxito do uso de tais mecanismos ficou fortemente dependente dos valores
de determinados parametros de controle. Nao houve melhorias consideraveis no tocante
a diminuicao dos tempos de execucao em comparacao com os resultados expostos em
|Hu & Raidl, 2009]. Pagacz et al. ndo fizeram nenhum tipo de analise quantitativa dos

resultados obtidos.

2.3.3 Formulacdes de Programacao Inteira e Algoritmos

Exatos

Formulacoes de Programacao Inteira também tém sido amplamente investigadas
para o (h-)PSBM. A primeira delas foi proposta por Grotschel et al. [1992b]. Essa
formulacao é nao-direcionada e utiliza exponencialmente muitas restricoes baseadas
em cutsets para garantir a vértice-biconexidade das solugoes viaveis. Os autores citam
duas classes de desigualdades essenciais a validade da formulagao, a saber cutsets e node
cutsets, e trés classes de desigualdades fortalecedoras, a saber desigualdades de partigao,
de particao de nos e de r-cobertura. Estudos detalhados da estrutura poliédrica do h-
PSBM que contemplam todas essas classes desigualdades, incluindo comentérios sobre
a complexidade computacional dos seus respectivos problemas de separacao, foram
conduzidos em |Grotschel et al., 1992b; Stoer, 1992].

Mahjoub [1994] introduziu duas novas classes de desigualdades validas para o
PSABM, por conseguinte também validas para o PSBM, as chamadas desigualdades
odd-wheel e de F-particao. No seu trabalho, Mahjoub provou condicoes necessarias
e suficientes para que tais desigualdades induzam facetas da envoltoria convexa das
solucoes viaveis do problema. Mais do que isso, o autor também demonstrou que, para
grafos série-paralelos cujos pesos nas arestas satisfazem a chamada desigualdade trian-
gular, somente as desigualdades triviais em conjunto com as desigualdades baseadas em
cutsets sao suficientes para descrever por completo a envoltéria convexa das solucoes
vidveis para o PSBM. Resultado semelhante foi obtido por Barahona & Mahjoub [1995],
que mostraram que, para grafos de Halin, i.e., grafos cujas arestas podem ser divididas

em uma arvore geradora e um ciclo Hamiltoniano visitando as folhas dessa arvore, as
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desigualdades triviais, mais as desigualdades baseadas em cutsets unidas as de particao
definem de forma exata a envoltéria convexa das solugoes viaveis para o PSBM.

Mahjoub & Nocq [1999] propuseram uma ordenacao parcial dos pontos extremos
fracionérios do politopo dos vetores reais que satisfazem as desigualdades triviais, de
cutset e node cutset. Os autores introduziram um algoritmo de tempo polinomial para
separar, da envoltoria convexa das solucoes inteiras do PSBM, os chamados vértices
minimais desse politopo, i.e., vértices que nao sao majorados por nenhum outro vér-
tice de acordo com essa ordenacao. Mahjoub e Nocq também apresentaram testes de
reducao que podem ser usados para acelerar tal algoritmo de separacao.

Resultados de experimentos computacionais com algoritmos Branch-and-cut para
o h-PSBM baseados em uma adaptagao da formulagao proposta por Grotschel et al.
[1992b] foram relatados em [Grotschel et al., 1992a, 1995]. Por se tratarem de resultados
que usam instancias de teste aleatorias de pequeno porte nao mais disponiveis na
Internet e ha muito ultrapassados em matéria de tempos de execucao e da qualidade
das solucoes encontradas, preferimos nao comenta-los e nos concentrar em trabalhos
mais recentes.

Kerivin et al. [2004] também realizaram testes computacionais com um algoritmo
Branch-and-cut para o PSBM. Tal algoritmo separa de forma exata desigualdades
cutset, node cutset e de particao e, de forma heuristica, desigualdades de F-particao.
Os autores usaram 30 instancias de teste Euclidianas da TSPLIB [Reinelt, 1991], o
solver CPLEX versao 4.0 com o pacote MINTO [Savelsbergh & Nemhauser, 1998,
versao 3.0, para a obter, respectivamente, a solucao dos programas lineares e fazer o
gerenciamento da arvore de enumeragao. O limite de tempo de execugao escolhido foi
de trés horas. Dentre as instancias de teste consideradas, a menor de todas envolvia 50
vértices e a maior 318. Foram exibidos os gaps de dualidade na raiz em dois cenérios,
o primeiro considerando somente a separagao das trés primeiras desigualdades e o
segundo a separacao de todas elas, incluindo as de F-particao. Todas as instancias
foram resolvidas na otimalidade, trés delas na raiz no primeiro cendrio e 14 no segundo.
Os gaps de dualidade médios em ambos os cenarios foram da ordem de 0.01%. Para
instancias com, no maximo, 100 vértices (o que representa cerca de 55% das instancias),
o tempo de execuc¢ao para encontrar o 6timo foi inferior a trés segundos. Esse tempo
de execucao foi de dois minutos na média para instancias com mais de 120 vértices,
cerca de 20% das instancias consideradas.

Os autores constataram a relevancia das desigualdades de F-particao na eficacia
e no tempo de execucao do seu algoritmo. Para a grande maioria dos testes, o niimero
de cortes encontrados dessa classe de desigualdades somava mais que 60% de todos os

cortes detectados. Além disso, quando desigualdades de F-particao eram separadas e
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adicionadas, foi observado que o gap de dualidade na raiz diminuiu, na média, por um
fator de um terco. Um fenomeno interessante ressaltado pelos autores foi o de que,
para aproximadamente 74% das instancias de teste, as solucoes Otimas encontradas
para o PSBM eram ciclos Hamiltonianos de custo minimo.

Continuando a revisao sobre formulagoes de Programacao Inteira propostas para
o PSBM, citamos o trabalho desenvolvido por Magnanti & Raghavan [2005]. Nele,
os autores introduziram uma formulacao direcionada compacta para o PSABM que
usa restricoes de fluxos multi-produto e que se torna mais forte que a formulacao
nao-direcionada de Grotschel et al. [1992b] ao ser complementada com restri¢oes para
garantir a vértice-biconexidade das solucoes viaveis. A validade da formulacao de
Magnanti e Raghavan segue como um corolario de um teorema de Nash-Williams [1960]
que caracteriza grafos aresta-biconexos via orientacoes de arestas.

Similarmente ao trabalho de Magnanti & Raghavan [2005], Chimani et al. [2010]
introduziram uma nova caracterizacao de grafos biconexos também via orientacoes de
arestas e a utilizaram para deduzir duas formulagoes direcionadas para o h-PSBM,
onde h(u) € {0,1,2} para todo u € V. A primeira formulacao, chamada de DCUT,
contém exponencialmente muitas restricoes baseadas em directed cutsets. A segunda
formulacao, chamada de DFLOW, usa restricoes de fluxos multi-produto. Ambas as
formulacoes sao equivalentes no tocante & qualidade do limite de Programacao Linear
que elas induzem. Os autores provaram que a DCUT e DFLOW dominam a formulacao
apresentada por Magnanti & Raghavan [2005].

Chimani et al. realizaram experimentos computacionais a fim de comparar o de-
sempenho de um algoritmo Branch-and-cut que separa directed cutsets e directed node
cutsets da formulagao DCUT com o desempenho do CPLEX como um solver de Progra-
magao Linear e um algoritmo exato Branch-and-bound que usa a formulacao DFLOW.
Pela primeira vez na literatura, os autores coletaram sistematicamente instancias de
testes para o (h)-PSBM e PPRR usadas em varios trabalhos e criaram um repositorio de
instancias de benchmark chamado TSNDPLib ( Topological {0, 1, 2}-Survivable Network
Design Problem Library) [TSNDPLib, 2008|. Nos seus testes computacionais, as instan-
cias foram divididas em dois grupos. O primeiro grupo, chamado de grupo G, é formado
por 30 grafos grid para cada valor de n, onde n € {100,400, 900, 1600, 2500, 3600, 4900}.
O segundo grupo possui 34 instancias com 100 e 400 vértices retiradas do repositorio
PCSTPLib (Prize Collecting Steiner Tree Problem Library) [Johnson et al., 2000]. As
instancias pertencentes ao segundo grupo foram separadas em dois subgrupos, com os
nomes de K e P. Os autores usaram o solver CPLEX, versao 9.0, para solucao dos
programas lineares e gerenciamento da arvore de enumeracao com um limite de tempo

de execucao de duas horas.
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Para facilitar o comentario dos resultados, usamos um abuso de nomenclatura.
Referenciamos por DCUT o desempenho o algoritmo Branch-and-cut que separa de-
sigualdades da formulacao DCUT e por DFLOW o desempenho do CPLEX para re-
solver o PSBM modelado pela formulagao DFLOW. Chimani et al. observaram que
para instancias com até 100 vértices, DCUT conseguiu encontrar o 6timo em menos
de dois segundos. Para instancias com mais de 100 vértices até 900 vértices, DCUT
levou, em média, um minuto. Para cerca de metade das instancias do segundo grupo,
DFLOW nao conseguiu obter a solucao 6tima no limite de tempo de execucao. Para
as instancias resolvidas na otimalidade, em sua grande maioria instancias do primeiro
grupo com até 900 vértices, DFLOW tomou, em média, de cem a mil vezes mais o
que tempo de DCUT. No tocante a qualidade do limite de Programagao Linear dessas
formulacoes, para uma enorme fracao das instancias, cerca de 90% delas, o problema
foi resolvido na raiz, uma vez que a solucao encontrada da relaxacao linear para a
formulacao DCUT era inteira. Para as instancias que necessitaram de branching, o gap
de dualidade médio na raiz foi de 0, 16%. Apenas para aproximadamente 5% de todas
as instancias, DCUT nao foi capaz de encontrar a solugao 6tima dentro do limite de
tempo estabelecido. Esses resultados sao os melhores resultados conhecidos no tocante
a algoritmos Branch-and-cut para o PSBM que usam instancias da literatura. Pelo
nosso conhecimento, todos os algoritmos exatos para o PSBM baseados em técnicas de
Programagao Matematica propostos até entao sao algoritmos do tipo Branch-and-cut.
Nao ha trabalhos nas linhas de Relaxacao Lagrangeana ou Geracao de Colunas.

Para livros, capitulos de livros separados e monografias sobre o PPRR e
(h-)PSBM, referimos o leitor para [Stoer, 1992; Grotschel et al., 1995; Kerivin &
Mahjoub, 2005|. E importante esclarecer que, segundo a nossa revisio bibliografica,
nenhum trabalho apresentou até o momento algoritmos exatos para solucionar o PS-

BMG.

2.4 O PSBMG e Suas Propriedades

Nesta secao, discutimos sobre aspectos da complexidade computacional do PS-
BMG e mencionamos algumas propriedades combinatorias das suas solugoes Otimas.
Todos os resultados teoricos provados a seguir foram generalizados a partir de resulta-
dos originalmente obtidos para o PSBM.

Apresentamos a seguir uma prova da NP-dificuldade do PSBM, por conseguinte do
PSBMG também, visto que o PSBM é um caso especial do PSBMG quando |Q] = |V].

Por conveniéncia, para todo vértice u € V', vamos denotar por d(u) = |6({u})| o grau
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de u. O seguinte lema vai ser 1til na nossa prova.

Lema 1. Para todo grafo biconexo G com n vértices e m arestas, € vdlida a desigualdade

m > n.

Prova. Da definicao de grafo biconexo, podemos concluir que se GG é biconexo, entao,
para todo u € V, temos que d(u) > 2. Pelo Lema do Aperto de Maos, que afirma que
> wey d(u) = 2m, concluimos que m > n. O

Grafos biconexos cujos vértices possuem grau igual a 2 sao os conhecidos ciclos
Hamiltonianos, i.e., como conseguéncia do Lema 1, dizemos que ciclos Hamiltonianos
sao grafos biconexos com a minima quantidade possivel de arestas. Provamos que o
PSBM ¢é NP-dificil mostrando que o chamado Problema do Ciclo Hamiltoniano (PCH)
pode ser polinomialmente reduzido ao PSBM. Dado um grafo qualquer, o PCH é um
problema de decisao NP-completo que pergunta se esse grafo possui um ciclo Hamilto-
niano. Trata-se de um dos mais antigos e estudados problemas da Teoria da Comple-
xidade Computacional e que figura na lista dos 21 famosos problemas de Karp [Karp,
1972].

Proposicarafo 1. O PSBM é NP-dificil.

Prova. Seja um grafo G com m arestas e n vértices uma instancia para o PCH. Vamos
demonstrar que existe um algoritmo de tempo polinomial no tamanho de G, i.e., em
m + n, que reduz essa instancia para o PCH em uma instancia para o PSBM. Esse
algoritmo gera uma instancia G para o PSBM da seguinte maneira. Definimos G como
um grafo completo com n vértices, tal que para todo par de vértices distintos u,v € V,
o peso da aresta {u,v} em G é 1 se {u, v} existe em G, caso contrério o peso de {u, v}
em G én+1. E certo dizer que esse procedimento de reducao, i.e., a descricao de como
G ¢ definido, requer O(n?) passos. Sabemos que existe um ciclo Hamiltoniano em G
se, e somente se, o custo da solugao 6tima do PSBM em G for n. Em outras palavras,
de posse de um algoritmo exato de tempo polinomial em m + n para o PSBM, basta
resolvermos o PSBM em G e verificar se o subgrafo gerador biconexo minimo de G
tem custo n. Em caso afirmativo, a resposta para o PCH em G é sim. Do contréario,
respondemos nao. O

Em virtude da grande semelhanca entre o PSBM, PSABM e o PCV, alguns
trabalhos da literatura ja estudaram relacoes existentes entre as solugoes Otimas ou
entre as estruturas poliédricas desses problemas. Comentamos sobre alguns desses
trabalhos a seguir. A principio, merecem destaque os artigos de Frederickson & JaJa
[1982] e Monma et al. [1990]. Dada uma instancia H para o PSBM e o PCV, chamamos

de cpov(H) e cpspa(H), respectivamente, os custos das solugdes 6timas para o PCV e
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o PSBM definidos em H. Quando H é um grafo planar, Frederickson e JaJa provaram
que %Cp(jv(H) < cpspm(H). Mais do que isso, eles conjecturaram que essa relagao
é valida para qualquer instancia do PSBM. A prova de tal conjectura s6 veio com o
trabalho de Monma et al. [1990]. Partindo desse resultado, vamos generaliza-lo para o
PSBMG, i.e., provamos que para qualquer instancia GG para o PCVG e PSBMG, segue
que %Cpcvg(G) < cpspma(G), onde PCVG significa o Problema do Caizeiro Viajante
Generalizado. Para isso, precisamos de alguns conceitos adicionais.

Definimos o PCVG analogamente ao PSBMG. Dada uma instancia G' para o
PSBMG, o PCVG tem por objetivo encontrar um subgrafo G’ de G de custo ¢(G’)
minimo e que seja um ciclo contendo exatamente um vértice de cada cluster em G.
Chamamos de uma base de G um subconjunto B C V, onde |B| = k, tal que para
todo cluster C, tem-se que |CNB| = 1. Além disso, dada uma base B de GG, chamamos
o subgrafo de G induzido por B de um moldura de G, denotado em diante por M(B)

ou por Mg(B) quando quisermos enfatizar a dependéncia em G.
Proposigérafo 2. %Cpcvg(G) S CPSBMG(G)-

Prova. Seja S* = (V*, E*) a solucdo 6tima para o PSBMG em G. E sabido que
Sepov(M(V*)) < cpspu(G). Por defini¢ao, temos que cpova(G) < cpov (M(VF)).
Logo, 3cpeva(G) < cpspua(G). O

Dois outros resultados tedricos dignos de nota foram obtidos por Monma et al.
[1990]. Os autores demonstraram que a solu¢ao dtima para o problema de Programacao
Linear definido no chamado Politopo de Eliminacao de Subciclos, uma relaxacao linear
classica do PCV, também prové um limite inferior para a solucao 6tima do PSBM.
Por fim, foi provado que o PSBM se reduz ao PSABM quando restrito as chamadas
instdncias métricas, i.e., instancias cujos pesos das arestas obedecem & desigualdade
triangular, i.e., quando para todo subgrafo completo com trés vértices na instancia em
questao, a soma dos pesos de quaisquer duas arestas desse subgrafo vale, no minimo,
o peso da terceira aresta. Estendemos esse resultado para o PSBMG e o PSABMG,
i.e., provamos que o PSBMG se reduz ao PSABMG em instancias métricas, onde
PSABMG significa o Problema do Subgrafo Aresta-Biconero Minimo Generalizado,
definido analogamente ao PSBMG.

Proposicarafo 3. O PSBMG se reduz ao PSABMG em instincias métricas.

Prova. Dada uma instancia GG métrica para o PSBMG e o PSABMG, denotamos por
M(G) o conjunto formado por todas as molduras de G. Observamos que se G é métrica,
entdo toda moldura G € M(G) também é métrica. Mais ainda, qualquer moldura de

G pode ser definida como uma instancia para o PSBM e o PSABM. Dessa forma, a
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instancia G para o PSBMG e o PSABMG consiste na uniao de todas as instancias para
o PSBM e o PSABM em M(G). De fato, cpspua(G) = min{cPSBM(CA?) .G e M(G)}
e cpsapma(G) = min{cPSABM(@) G e M(G)}. Sabemos que para qualquer moldura
Ge M(G), se S* é a solugdo 6tima para o PSBM em @, entdo S* também é a solucao
otima para o PSABM em G. Sendo assim, como o PSBM se reduz ao PSABM para
cada moldura em MM (G), concluimos que o0 PSBMG se reduz ao PSABMG em G. [

H& também trabalhos na literatura que buscam caracterizar a estrutura combi-
natoria das soluc¢oes 6timas para o PSBM. Dentre eles, citamos [Monma et al., 1990;
Dirac, 1967]. E facil constatar que a solucdo 6tima para qualquer instancia do PSBM
é um grafo biconexo que nao contém arestas redundantes. Formalmente, tais solugoes
sao chamadas de aresta-minimais, uma vez que elas nao contém nenhum subgrafo gera-
dor proprio que também seja uma solucao viavel para a instancia em questao. Monma
et al. [1990] estudaram a topologia de grafos biconexos aresta-minimais e provaram dois
resultados interessantes. Em primeiro lugar, foi demonstrado que para toda instancia
métrica G do PSBM, a solugao 6tima para G ¢ um grafo aresta-minimal cujos vértices
possuem grau igual a 2 ou 3. Em segundo lugar, a remocao de qualquer aresta de G
ocasiona o surgimento de pelo menos uma aresta ponte em G, i.e., uma aresta que se
removida resulta em G desconexo. Uma caracterizacao alternativa de grafos biconexos
aresta-minimais foi dada por Dirac [1967], que provou que um grafo biconexo é aresta-
minimal se, e somente se, ele é biconexo e nao possui arestas cordas. Claramente, todas
essas propriedades, embora originalmente provadas no contexto do PSBM, também se

aplicam as solucgoes 6timas do PSBMG.



Capitulo 3

Formulacoes de Programacao
Inteira para o PSBMG

Neste capitulo, apresentamos trés formulagoes de Programacao Inteira (PI) para
o PSBMG. Todas as formulacoes aqui expostas baseiam-se em outras formulagoes de

PT ja existentes para o PSBM.

3.1 Formulacao N3o-Direcionada Baseada em

cutsets

Introduzimos nesta secao uma formulacao de PI para o PSBMG nao-direcionada
envolvendo um nimero exponencial de restricoes baseadas em cutsets. Por praticidade,
vamos nos referir a tal formulacdo pela notacao P.. A formulacao P. é adaptada de
uma formulagao de PI para o PSBM proposta por Gritschel et al. [1992b].

Dada uma instancia G = (V, E) para o PSBMG com n vértices e m arestas, sejam
x € B™ e y € B" variaveis de decisao associadas, respectivamente, as arestas e vértices
de G. Dada uma solugdo viavel S = (Vg, Es) para G, para toda aresta {i,j} € F,

definimos

1 sed:,j} € Fg,
Tij = { J} ° (3'1)

0 caso contrario.

Analogamente para todo vértice u € V', definimos

1 sewue Vs,
0 caso contrario.

19
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Dados um conjunto finito D # (), uma fun¢ao f : D — R e um subconjunto Z C D,
escrevemos f(Z) =) .., f., onde a notagao f, ¢ simplesmente uma simplificacao de
f(2). Seja P, C R™™ o poliedro definido pelas desigualdades

y(Vi) =1 paratodoie {1,... k}, (3.3)

2(6(W)) > 2 para todo W C Q, W # 0, (3.4)

z(6(W)\6(V;)) >1 paratodoi e {1,....k}, W CQ\{V;}, W #£0, (3.5)
Yu > x;; paratodou eV, {i,j} € 6({u}), (3.6)

0<wy,<1 paratodoueV, (3.7)

0<uz; <1 paratodo {i,j} € E. (3.8)

Sendo assim, o PSBMG pode ser formulado como

min ¢ > wyzy; c (x,y) € PN (BT x B b (3.9)

{i,j}€FE

As restrigoes (3.4) sao as desigualdades cutsets. Elas garantem que existam pelo menos
dois caminhos aresta-disjuntos entre qualquer par de clusters em G. As restri¢oes (3.5)
sao as chamadas desigualdades node cutsets. Elas forcam que a solugao viavel continue
sendo conexa ap6s a remocao de um vértice qualquer. As restri¢oes (3.3) obrigam que
exatamente um vértice de cada cluster seja escolhido. As restrigdes (3.6) acoplam os
dois tipos de variaveis de decisdo. As desigualdades (3.7) e (3.8) sdo chamadas de
triviais.

As desigualdades cutsets (3.4) e node cutsets (3.5) garantem concomitantemente
a vértice-biconexidade das solucoes viaveis para o PSBMG. A prova da validade dessas
desigualdades decorre diretamente da definicao de grafo bixonexo ou como uma conse-
quéncia de um teorema de Menger [1927|, que relaciona caminhos vértice-disjuntos a
cortes em grafos.

A formulagdo P. possui n + m varidveis de decisao, O(k) restrigoes (3.3), O(2F)
restrigoes (3.4), O(k2%) restrigoes (3.5) e O(m) restrigoes (3.6).

3.1.1 Novas Desigualdades Validas

Com o intuito de fortalecer a formulacao P., acrescentamos duas novas classes

de desigualdades validas, a saber as desigualdades de F-particao e as desigualdades de
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particao de n6s. Discorremos sobre cada uma delas abaixo.
Dada uma t-particao {Q1, ..., Q:} de Q, paratodot € {2,... k—1}, e FF C 6(Q4),
com |F| impar, a classe de desigualdades de F-partigao para o PSBMG é expressa como

d&@b“ng\F)zt—[%;w, (3.10)

onde 6(Q1,...,Q) = UL_10(Q;).

As desigualdades de F-particao sao consideradas validas para PSBMG porque
podem ser derivadas como {0, %}—cortes de Chvatal-Gomory, i.e., cortes de Chvatal-
Gomory que empregam somente pesos 0 e %, das desigualdades cutsets e triviais. Para

isso, basta somarmos as cutsets

z(6(Qp)) > 2 paratodope {1,...,t} (3.11)

com as desigualdades
z;; >0 para todo {i,j} € 6(Q1) \ F, (3.12)
—x;; > —1 paratodo {i,j} € F, (3.13)

ponderando-as com peso % e, em seguida, tomar o teto dos coeficientes da desigualdade
resultante.

A segunda classe de desigualdades adicionadas & formulacao P, sao as desigual-
dades de particao de nos, que generalizam as node cutsets. Para todo ¢ € {1,... k} e
para todas as t-particoes {Q1,...,Q¢} de Q@ \ {Vi}, comt € {2,... k — 2}, as desigual-

dades de particao de nos sao expressas por

2(8(Qu, ..., Q) \ (Vi) >t — 1. (3.14)

E possivel provar a validade das desigualdades de particdo de nés usando um argumento
de redugdo ao absurdo. Seja S = (Vg, Es) uma solugao viavel para G. Consideremos
que S, seja o subgrafo de S induzido por Vs \ {u}, para qualquer u € Vg. Mostramos
a seguir que para toda t-particio Q = {Q1,...,Q;} de V(S,), com t € {2,... k — 2},

¢ valida a desigualdade

2(0(Qu, -, Q) \ 8({u})) = t — 1. (3.15)

Suponhamos, por contradi¢cdo, que exista uma desigualdade de particao de nés violada
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para S, i.e., que exista uma ¢-particio Q de V(S,), para algum u € Vg, tal que
(3.15) seja violada. Vamos demonstrar que isso implica em uma contradi¢ao logica.
Definimos o grafo G = (Vy3, Eg), tal que Vi3 = {1,...,t} e {i,j} € E; se, e somente
se, {1,7} € 0¢(Q:)Ndc(Q;). Se a desigualdade (3.15) ndo é satisfeita para @ e u, entao
podemos concluir que G possul, no maximo, ¢ — 2 arestas, i.e., concluimos que G ¢
desconexo. Logo, se G5 é desconexo, entao S, também ¢ desconexo, o que implica em
uma contradi¢ao, uma vez que S, precisa ser conexo, dado que, por hipotese, S é um
grafo biconexo.

Finalmente, definimos
Pr=P.n{(z,y) e R""™ : (x,y) satisfaz (3.10) e (3.14)} . (3.16)

A nova formulagao de PI para o PSBMG, incluindo as desigualdades de F-particao e

particao de nos, pode ser escrita como

{i,j}ek

3.2 Formulacao Direcionada Baseada em directed

cutsets

Introduzimos nesta secao uma formulacao de PI para o PSBMG envolvendo expo-
nencialmente muitas restri¢coes baseadas em directed cutsets. Chamamos tal formulagao
de DCUT. Sua validade advém da caracterizacao de grafos biconexos via orientagoes
de arestas apresentada em [Chimani et al., 2010]. Enunciamos abaixo esse resultado,
mas sem prova-lo. Antes, porém, definimos o conceito de orientacoes de arestas em
grafos. Dado um grafo H = (Vy, Ey) qualquer, uma orientacdo das arestas de H
é uma funcao o : Ey — Vy x Vg que associa um sentido para cada aresta de G ou,

informalmente falando, uma funcao o que transforma arestas de H em arcos.

Teorema ([Chimani et al., 2010]). Seja G = (V, E) um grafo arbitrdrio. Dizemos que
G ¢ biconezo se, e somente se, para qualquer s € V', existir uma orientacdo das arestas
de G segundo a qual, para todo t € V' \ {s}, haja dois caminhos direcionados em G,
um de s para t e outro de t para s, sendo ambos vértice-disjuntos, de tal forma que

exatamente um arco incida sobre s.

Seja uma instancia G para o PSBMG. Associamos a G um digrafo D = (V, A),
com A = {(4,7),(j,i) : {i,j} € E}. Para todo arco (i,j) € A, o peso de (i,7) em
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D ¢é definido como waj) = wg,
digrafos a notacao de cortes em grafos introduzida no Capitulo 2. Para todo W C Vg,
definimos 0T (W) = {(i,j) € A:i e W, j & W} o-(W)={(i,j) € A:i g W,j € W}
e AW)=6"(W)Uo—(W).

Sejam = € B?™ e y € B" variaveis de decisdo associadas, respectivamente, aos

onde {i,j} € E. Por praticidade, estendemos para

arcos e vértices de D. Dada uma solugdo viavel S = (Vg, Fg) para o PSBMG em G,
para todo arco (i,7) € A, definimos

1 se (4,7) aparece na orientacao das arestas de G que induz S,
L) = , (3.18)
0 caso contrario.

Analogamente para todo vértice u € V', definimos

1 sewue Vs,
0 caso contrario.

Parar € {1,...,k} fixo, seja Pq C R"™™ ¢ poliedro definido pelas desigualdades

y(Vi) =1 paratodoie {1,...,k}, (3.20)

z(0T(W)) > 1 para todo W C Q, W # 0, (3.21)

(6~ (W)) > 1 paratodo W C Q,W # 0, (3.22)

(AW)\ A(V;)) >1 paratodoie{l,....k}\{r},W Cc Q\{Vi}, W #0, (3.23)
z(0~(V,)) =1, (3.24)

Ty + o) <1 paratodo {i,j} € E, (3.25)

Yu > T(uj) + Tuy Paratodo u € V,j € da({u}), (3.26)

0<y,<1 paratodou€cV, (3.27)

0<uzu; <1 paratodo (i,7) € A. (3.28)
Sendo assim, o PSBMG pode ser formulado como
min Z waj)x(iyj) L (z,y) € PaN (B x B") 3. (3.29)
(i,5)€A

As restrigoes (3.20) garantem que exatamente um vértice seja escolhido por clus-
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ter. As restri¢oes (3.21) obrigam que exista pelo menos um caminho direcionado saindo
do cluster V, rumo a cada um dos clusters restantes. As restri¢oes (3.22) forcam que
exista pelo menos um caminho direcionado chegando ao cluster V, vindo de cada um
dos demais clusters. As restrigoes (3.23) garantem que, ao ser removido qualquer clus-
ter V; de G, onde i € {1,...,k}\ {r}, ainda exista em D ou um caminho direcionado
de V, para W ou o contrario. As restri¢oes (3.24) garantem que exatamente um arco
incida sobre o cluster V,. As restriges (3.25) obrigam que a orientagao das arestas de
G seja tnica. As restrigoes (3.26) fazem o acoplamento entre os dois tipos de variaveis
da formulacdo. Por fim, as restri¢oes (3.27) e (3.28) sao as desigualdades triviais.

A formulagdo DCUT para o PSBMG possui n + 2m variaveis de decisao, O(k)
restrigoes (3.20), O(2%) restrigoes (3.21) e (3.22), O(k2F) restrigoes (3.23), uma restrigio
(3.24), O(m) restricoes (3.25) e (3.26).

3.3 Formulacao Direcionada Baseada em Fluxos

Multi-produto

Introduzimos nesta segdo uma formula¢ao de Programacao Inteira Mista (PIM)
compacta e direcionada para o PSBMG baseada em fluxos multi-produto. Referen-
ciamos essa formulacao daqui em diante pela sigla FLOW. Sua validade advém da
caracterizacao de grafos biconexos via orientagoes de arestas provada por Chimani
et al. [2010] e enunciada na secao anterior.

Dada uma instancia G para o PSBMG, definimos o backbone de GG, denotado
por B(G) = (Vg,Eg), onde Vg = {1,....k} e Eg = {{i,j} : dc(Vi) Noc(V;) # 0}.
Associamos a B(G) o digrafo Dy = (Vg, Ag), onde Ag = {(i,5),(j, i) : {i,j} € Es}.
Definimos também o conjunto de produtos X = {(r,t),(t,r) : t € V3 \ {r}}, onde
r € Vg é um vértice raiz arbitrario. A formulacdo FLOW se fundamenta na idéia de
que para cada vértice t € Vg \ {r}, um produto é enviado a partir de r rumo a t e
outro produto é enviado de ¢ para r por caminhos direcionados vértice-disjuntos em
Dg. Além disso, o namero de arcos incidindo sobre r deve ser igual a 1.

Introduzimos variaveis de decisio z € B™, y € B", z € Bl4sl e f ¢ R‘f'B‘ X Ri’“’Q
associadas, respectivamente, as arestas e vértices de GG, aos arcos de Dg e ao fluxo
dos produtos em X nos arcos de Dg. As varidveis de decisao x € B™ e y € B" sao

definidas como explicado na sec¢do anterior. Dada uma solucdo viavel S = (Vg, Eg)



3.3. FORMULAGAO DIRECIONADA BASEADA EM FLUXOS MULTI-PRODUTO 25

para o PSBMG em G, definimos para todo arco (i,j) € Asz

1 se (i,j) é usado na orientagao das arestas de B(G) que induz S,
Aig) =
0  caso contrario.

(3.30)
Denotamos por f((is’jt)) a quantidade de fluxo relativo ao produto (s,t) € X que passa pelo
arco (i,7) € Ag. Seja Py C R H+20:+4s1=1) ¢ poliedro definido pelas desigualdades

y(V;) =1 paratodoie {1,..., k}, (3.31)
Yu > Ti; para todo u € V7 {27]} € 66'({2})7 (332)
—1 sej=s,
Z f((;;'t)) — Z f((j‘i’ig) =91 sej=t, para todo (s,t) € X,j € Vg,
(i,.5)€6~({5}) Ges—({i}) 0 .
caso contrario
i) = f((Z;.t)) para todo (7,7) € As, (s,t) € X, (3.34)
Z Tij = 2G,5) + %(j,) paratodo {i,j} € Eg, (3.35)
{i.5res(Vi)na(Vy)

Z f((;:i)) + Z féf;:; <1 paratodos e Vg \{r},we Vg\ {r s},
(i;w)ed= ({w}) (i;w)es= ({w})

(3.36)

2ij) + 26 < 1 para todo {i,j} € Ep, (3.37)
20" ({r}) =1, (3-38)

0<y,<1 paratodouecV, (3.39)
0<uwz; <1 paratodo {i,j} € E, (3.40)
0<z:; <1 paratodo (i,75) € As, (3.41)
f((;;.t)) >0 para todo (i,7) € Ag, (s,t) € X. (3.42)

Dessa forma, PSBMG pode ser formulado como

min Z Wiz : (2,2, f) € Prn (B™ x B™ x B4zl x (R3] % RF)) . (3.43)
{i,j}eE

As restrigoes (3.31) garantem que apenas um vértice seja escolhido para cada
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cluster. As restrigoes (3.32) fazem o acoplamento entre as varidveis associadas aos
vértices e arestas de (G. O balanco dos fluxos em cada vértice intermediario para
todo produto em X é garantido pelas restrigoes (3.33). As restrigoes (3.34) fazem o
acoplamento entre as varidveis de fluxo e as variaveis associadas aos arcos de Dp. As
restrigoes (3.35) fazem o acoplamento entre as arestas em G escolhidas para fazer parte
da solugao 6tima e os arcos selecionados em Dp. As restrigoes (3.36) garantem que os
pares de caminhos direcionados pelos quais passam cada produto em X sejam vértice-
disjuntos. As restri¢oes (3.37) obrigam que a orientacdo das arestas do backbone seja
tinica. As restricoes (3.38) forcam que exatamente um arco incida sobre o vértice raiz
r em Dpg. Por fim, as restrigoes (3.39), (3.40), (3.41) e (3.42) sdo as desigualdades
triviais.

A formulacao FLOW tem ao todo n+m+2(k+|Ag|—1) variaveis de decisao, O(k)
restrigoes (3.31), O(m) restrigoes (3.32), O(k?) restrigoes (3.33), O(k|Ag|) restrigdes
(3.34), O(|Ag|) restrigoes (3.35), O(k?) restrigoes (3.36), O(|Ag|) restrigoes (3.37) e

uma restrigao (3.38).



Capitulo 4

Um Método de Solucao Exata para
o PSBMG

Neste capitulo, abordamos um algoritmo Branch-and-cut que desenvolvemos para
solucionar o PSBMG. Tal algoritmo utiliza a formula¢ao P, apresentada no Capitulo 3,
com exponencialmente muitas restricoes baseadas em cutsets e emprega as heuristicas
construtivas e buscas locais discutidas no Capitulo 5 a fim de gerar solugoes iniciais
para o problema e também para aprimorar as solugoes inteiras encontradas ao longo
da sua execucao. Nosso objetivo é fornecer, com um menor esfor¢co computacional,
novos certificados de otimalidade ou, quando isso nao for possivel, melhores limites
inferiores e superiores para instancias do PSBMG cujo 6timo é desconhecido. Ao longo
deste capitulo, comentamos sobre os procedimentos de separacao que fazem parte do
nosso algoritmo e detalhamos seus aspectos de implementacao. Por fim, expomos e
analisamos os resultados obtidos, comparando-os com os resultados alcancados para
a versao nao-generalizada do PSBMG pelo algoritmo BC proposto por Kerivin et al.
[2004].

4.1 Algoritmo Branch-and-cut

Branch-and-cut (BC) [Padberg & Rinaldi, 1991; Lucena & Beasley, 1996; Junger
et al., 1995] ¢ um método muito usado e bem sucedido para resolver problemas de
Otimizacao Combinatéria matematicamente formulados via Programacao Linear In-
teira. Em geral, um BC incorpora algoritmos de planos de corte a procedimentos
enumerativos inteligentes, e.g., Branch-and-bound (BB), para avaliar limites de PL na
resolucao dos subproblemas dos nos da arvore de enumeracao. Nosso BC emprega algo-

ritmos de planos de corte para aproximar o limite de PL associado a formulacao P. A

27
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seguir, discorremos sobre os procedimentos de separagao de desigualdades do algoritmo

BC e, na sequéncia, tratamos dos seus respectivos detalhes de implementacao.

4.1.1 Procedimentos de Separacao de Desigualdades

Na implementacao do nosso algoritmo BC, foi utilizado o solver CPLEX, versao
10.2, para gerenciar a arvore de enumeracao e resolver os programas lineares nos seus
nos. E importante esclarecer que todas as rotinas de pré-processamento, heuristicas
e separacao de desigualdades validas ja pré-implementadas no CPLEX, e.g., cortes
baseados em arredondamento inteiro, cortes de Gomory, cortes da mochila, etc., foram
desativadas. Somente as classes de desigualdades cutset, node cutset, de particao de
nos e de F-particao, descritas na Secao 3.1, foram separadas pelo nosso algoritmo.

Dada uma instancia G = (V, F) para o PSBMG, o arcabouco do nosso algoritmo

BC inicia resolvendo o seguinte programa linear

min Z zijwi; : (x,y) € Py p, (4.1)
{i,j}eE
onde o poliedro Py ¢ definido pelas desigualdades (3.6)-(3.8) da formulagdo P! em

conjunto com as cutsets

xz(6(V;)) > 2 paratodoi € {1,...,k}. (4.2)

O algoritmo BC iterativamente separa na raiz da arvore de enumeracao e em
todos seus demais nos, nesta ordem, as desigualdades cutset (3.4), node cutset (3.5),
de parti¢ao de nos (3.14) e de F-particao (3.10), até que os procedimentos de separagao
nao encontrem nenhuma delas violada. Todos os problemas de separagao sao resolvidos
no chamado grafo suporte condensado, definido a seguir. Dada a solugao (Z,7)
para a relaxacao linear do subproblema em um né qualquer da arvore de enumeragao,
o grafo suporte condensado associado a (7,7), denotado por € = (Vi, Ey), é tal que
Ve =A{1,...,k}, B¢ = {{i,j} : 6a(Vi) N oc(V)) # 0} e wZ? = Z{i,j}g(sc(vi)mgc(vj)fij
para toda aresta {i,j} € Fy.

A separacao das desigualdades cutset é feita via o algoritmo de fluxo maximo
preflow push-relabel de Goldberg & Tarjan [1986] (GT). Em alto nivel, procedemos da
seguinte forma. Criamos uma copia direcionada de %, i.e., um digrafo Dy = (Vi, A¢),

onde Ay = {(i,7),(7,7) : {i,5} € E¢}, tal que o peso wiDi’j) do arco (i,7) € A¢ é dado
e
57
para todo v € Vi \ {u}, calculamos em Dy o fluxo maximo de u para v. Se a capaci-

por waj) = wy;, sendo wy; o peso da aresta {i,j} € Ey. Fixamos um vértice u € Vi e,
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dade do corte associado a tal fluxo maximo for inferior a 2, encontramos assim uma

cutset violada. Para instancias densas, usamos a implementacao tradicional O(k%) do
. . ~ . . ~ k’2

algoritmo G'T' e, para instancias esparsas, usamos a implementacao O | kme log =— ),
meg

, com a estrutura de dados dynamic trees proposta por Sleator &

onde my = |Ey
Tarjan [1983]. Nos nossos experimentos, definimos que a instancia G = (V, E) para o

PSBMG ¢ esparsa se ng@ﬂ < 0.4 e densa caso contrario. Dessa maneira, a complexidade

assintotica de tempo no pior caso do procedimento de separacao das desigualdades cut-
set ¢ O(k') na implementacao tradicional do algoritmo GT ou O (k:2m<g log W’j—;) na
implementagao com dynamic trees.

Para a separacao das desigualdades node cutset, utilizamos o algoritmo de Hao &
Orlin [1994] (HO). Dado um digrafo com pesos reais positivos nos arcos, o algoritmo HO
encontra, com a mesma complexidade assintotica do GT, o corte minimo desse digrafo,
i.e., o corte de menor capacidade dentre todos os cortes. A separacao das desigualdades
node cutset é feita como descrito a seguir. Dado Dy, para todo u € Vi, encontramos
o corte minimo no subdigrafo de D¢ induzido por Vi \ {u}. Se a capacidade de tal
corte for inferior a 1, encontramos uma node cutset violada. Similarmente & separacao
das desigualdades cutset com o algoritmo GT, usamos duas implementacdes do HO,
a saber a implementagao tradicional O(k?®) para instancias densas e, para instancias
esparsas, a implementacao O (km,; log %) com dynamic trees. Assim, a complexidade
assintotica de tempo no pior caso do procedimento de separacao das desigualdades node
cutset ¢ O(k*) em instancias densas e O (kag log %) em instancias esparsas.

A complexidade computacional da separacdo exata das desigualdades de F-
particao ¢ um problema aberto. Quando o conjunto F' é fixo, as desigualdades de
F-particao se reduzem as chamadas desigualdades de particao, que generalizam as cul-
sets. Nesse caso, é possivel encontrar a desigualdade de F-particao mais violada em
tempo polinomial usando um algoritmo proposto por Baiou et al. [2000]. Por nao ser
trivial o problema de se fixar a priori um conjunto “apropriado” de arestas F de G,
no nosso algoritmo BC, implementamos uma heuristica de proposito geral, descrita
em [Kerivin et al., 2004], que busca encontrar, dada a soluc¢ao (7,7) para a relaxagao
linear do subproblema em um né6 qualquer da arvore de enumeragao, o maior niimero
possivel de arestas {i,j} € E com Z;; = 1 e utilizd-las para detectar desigualdades de
F-particao violadas.

No intuito de esclarecer tal heuristica de separagao, vamos introduzir antes alguns
conceitos necessarios. Dado um grafo H = (Vy, Ey) com pesos reais positivos nas
arestas, a drvore de Gomory-Hu de H ¢ uma arvore T = (Vy, E7), também com
pesos reais positivos nas arestas, tal que para toda aresta {i,j} € Fg, o corte minimo

que separa i de j em H é dy(S), onde S é qualquer uma costas de T resultantes da
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remogao da aresta {i,7} em J. Mais ainda, dizemos que o custo do corte minimo que
separa i de j em H é precisamente o peso da aresta {i,j} em T. Além disso, para
quaisquer vértices u,v € Vg, tais que {u,v} ¢ Eg, o corte que separa u de v em H
é 0g(S), onde S é qualquer uma das costas de T resultantes da remogao da aresta de
menor peso no caminho que conecta v a v em 7.

A heuristica implementada no algoritmo BC para separar desigualdades de F-
parti¢ao inicia obtendo a arvore de Gomory-Hu Tz do chamado grafo suporte con-
densado complementar € = (Vz, E). Sua tnica diferenca em comparacdo com o
grafo suporte condensado é a de que os pesos das suas arestas sao computados da
seguinte maneira. Dada a solugdo (Z,7) para a relaxacdo linear do subproblema de

um né qualquer da arvore de enumeracao, o peso wz‘; da aresta {7, j} € Ez é dado por
3
(]
qualquer uma das costas do corte resultante da remoc¢ao de e em Tz e construimos
duas parti¢bes de Vz. A primeira delas é II; = {S, {71}, ...,{v,}}, onde p = |Vzz\ 5]
e {U1,...,0,} = Vz\S. Asegunda é I, = {V \ S, {v1},....{vy}}, onde p' = |S]| e

{vi,..., 0y} = S. Sejam Fy, Fy C d¢(S). O conjunto Fy é definido como descrito a

Wi = 3 cesvinsv;) (1 —Tij). Nasequéncia, para cada aresta e de Tz, tomamos S como
i J

seguir. Listamos as arestas em 05 (S) em ordem ndo crescente em relagdo dos valores
das suas respectivas variaveis de decisdo em T e escolhemos as | F}| maiores dentre elas,
com |Fy| impar. O objetivo é encontrar uma desigualdade de F-particao violada usando
IT; e Fy cujo lado direito, i.e., |II;] — [@L assuma o maior valor possivel. O calculo
do melhor valor de |F}| é feito executando uma busca binaria em {1,3...,2¢ + 1},
onde ¢ = min{|0¢(S)|,p}. A busca por uma desigualdade de F-partigao violada usan-
do II; e F5 é conduzida analogamente. Para obter a arvore de Gomory-Hu do grafo
suporte condensado complementar utilizamos o algoritmo O(k*) proposto por Gusfield
[1990]. Por fim, a complexidade assintotica de tempo no pior caso da nossa heuristica
de separagdo das desigualdades de F-particao é de O(k?).

Barahona & Kerivin [2003] demonstraram que o problema da separacdo exata das
desigualdades de partigao de nos pode ser resolvido em O(k°) no pior caso. Utilizamos
na separacao das desigualdades de particao de nés um algoritmo (2 — %)—aproximativo
proposto por Saran & Vazirani [1991] (SV) originalmente para o chamado Problema do
t-Corte Minimo (PtCM). Dado um grafo H = (Vy, Fy) com pesos reais positivos nas
arestas e um numero inteiro t > 2, o PtCM consiste em encontrar um t-corte em H, i.e.,
uma t-particao {Wi, ..., W;} de Vy, cujo custo seja minimo, i.e., tal que a soma dos
pesos das arestas em 6(W7y, ..., W;) seja minima. Para o caso especial de parti¢oes com
tamanho fixo, i.e., quando ¢ é uma constante e nao mais parte da instancia do PtCM,
o problema da separacao das desigualdades de particao de nos pode ser resolvido pelo

algoritmo de Goldschmidt & Hochbaum [1988] em O(n%;), onde ny = |Vy|.
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O algoritmo SV também inicia computando a arvore de Gomory-Hu Ty de H. Em
seguida, sao listadas em ordem nao descrescente as arestas de Ty pelos seus pesos, lem-
brando que cada uma delas induz um corte em H. Suponhamos que (e, €a, ..., €mn, ),
onde my = |Eyl, seja tal ordenacdo e que (0g(51),0m(52),...,05(Sm,)) sejam os
cortes em H associados as arestas de Ty quando ordenadas, i.e., para todo ¢ €
{1,...,my}, 05(S;) é o corte induzido em H por qualquer uma das duas componentes
conexas de Ty resultantes da remocao da aresta e; em Ty. Dado um nimero inteiro
t > 2, o algoritmo SV obtém um t-corte em H de custo, no maximo, o dobro do custo
do t-corte minimo da seguinte maneira. Ele itera sobre a lista (6 (S1),...,0u(Sm,)))
e, até que se forme um ¢-corte, o algoritmo escolhe gulosamente o j-ésimo corte dy(.S;),
para j € {1,...,t}, apenas se dy(S;) ¢ (Uil;ll(SH(Sd)). A complexidade assintotica de
tempo no pior caso do algoritmo SV ¢ O(n};). O procedimento heuristico de sepa-
racao das desigualdades de particao de ndés implementado no nosso algoritmo BC faz
k chamadas ao algoritmo de Saran-Vazirani descrito anteriormente, de forma que, na
i-ésima chamada, usa-se como grafo de entrada o subgrafo de € induzido por Vi \ {i}.
Portanto, a complexidade assintotica de tempo no pior caso da heuristica de separagao
das desigualdades de partigao de nos ¢ O(k). No nosso algoritmo BC, executamos
tal heuristica primeiramente para ¢t = 3 e, somente quando nenhuma desigualdade vi-
olada é encontrada, executamos novamente uma dltima vez para t = 4. Nesse ponto,
é crucial salientar que para o caso particular em que ¢t = 3, é possivel implementar
a heuristica de separagao das desigualdades de partigao de nés em O(k?), pois, nesse
cenario, como demonstrado em [Saran & Vazirani, 1991], ela equivale a trés execugoes
do algoritmo HO, que, como ja afirmamos, tem complexidade assintética de tempo no
pior caso O(k3).

A fim de acelerar a separacao das desigualdades, empregamos uma modificacao
dos testes de reducao de Padberg & Rinaldi [1990] proposta por Chekuri et al. [1997].
Dada uma instancia qualquer para o Problema do Corte de Custo Minimo, os testes de
Padberg-Rinaldi tentam encontrar arcos passiveis de serem contraidos nessa instancia,
i.e., arcos que garantidamente nao farao parte do corte de custo minimo que separa os
vértices fonte e destino da instancia em questao e que, portanto, podem ser contraidos,

diminuindo assim o tamanho da instancia.

4.1.2 Detalhes de Implementacao

Nesta subsegao, comentamos sobre os detalhes de implementacao do nosso al-
goritmo BC. Partimos das estruturas de dados usadas para a representacao de grafos

e digrafos. Devido ao uso dos testes de Padberg-Rinaldi nos procedimentos de sepa-
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racao de desigualdades, foi essencial o emprego de técnicas que viabilizassem de forma
eficiente a operacao de contracao de arestas. Uma desvantagem do ponto de vista al-
goritmico em relacao a tal operacao é que ela pode gerar lagos (self-loops) ou arestas
paralelas no grafo resultante. Para lidar com isso, implementamos duas estratégias, a
saber compressao compacta e compressao set-union.

A estratégia de compressao compacta trata as contracoes de arestas de forma
explicita, i.e., “fisicamente” remove vértices e arestas do grafo subjacente e mantém
em todo instante sua topologia real. Para isso, utilizamos listas de adjacéncia para
codificar grafos como digrafos, substituindo arestas por pares de arcos anti-paralelos.
Seja H = (Vy, Ey) um grafo qualquer e uma aresta {u,v} € Epy, assumindo que
d(v) < d(u), onde d(u) e d(v) sdo, respectivamente, os graus dos vértices u e v em
H antes da operacao de contragao. Para contrairmos {u, v}, substituimos cada aresta
do tipo {v,i} € Ey, para algum i € Vy, por uma aresta {u,i}, removemos o vértice
v de H, eliminamos lacos e fundimos quaisquer arestas paralelas que possam ter sido
criadas. Com o uso cuidadoso de arranjos de bits e de uma funcao hash simples que,
para cada aresta, retorna em tempo constante e sem colisdoes os ponteiros para seus
respectivos arcos anti-paralelos, conseguimos implementar a compressao compacta em
O(d(v)).

A estratégia de compressao set-union trata as contracoes de arestas de forma
implicita. Em vez de literalmente eliminar um dos vértices extremos durante a con-
tracao de uma determinada aresta, ambas as extremidades dessa aresta sao fundidas
em um conjunto de vértices chamado de pseudo-vértice. Para isso, implementamos
uma estrutura de dados do tipo disjoint-set union usando florestas de disjoint-sets
com compressao de caminhos. Cada pseudo-vértice possui um vértice representante
distinto e cada vértice possui um ponteiro que indica a qual pseudo-vértice ele per-
tence. Dado um grafo qualquer com n vértices, a estratégia de compressao set-union
pode ser implementada em O(a(n)), em que a(n) é a inversa da func¢ao de Ackermann.
Por se tratar de estruturas de dados mais complexas e cuja discussao minuciosa pode se
estender por demais, referimos o leitor para os trabalhos [Cormen et al., 1990; Chekuri
et al., 1997].

No tocante ao algoritmo GT utilizado na separacao das desigualdades cutset,
nosso foco principal foi tentar reduzir o nimero de operacoes push e relabel, pois sao
justamente elas que dominam sua complexidade assintética. Para diminuir o ntimero
de pushes, implementamos a politica highest label para a escolha de vértices sobrecar-
regados usando buckets de listas encadeadas para agrupar os vértices de acordo com
seus labels. Para diminuir o nimero de relabelings, implementamos as estratégias de

gap heuristic e global relabeling. A primeira delas detecta vértices que podem ser con-



4.1. ALGORITMO BRANCH-AND-CUT 33

traidos na origem e, portanto, diminui o tamanho do grafo como um todo, acelerando
o algoritmo. A segunda reajusta periodicamente os labels dos vértices possibilitando,
com um numero menor de relabelings, que mais vértices com excesso de fluxo possam
ser descarregados. Para uma discussao mais detalhada dessas estratégias, citamos os
trabalhos [Cherkassky, 1979; Cherkassky & Goldberg, 1994; Derigs & Meier, 1989]. Em
relacao ao algoritmo HO, utilizado na separacao das node cutsets, implementamos a
chamada heuristica ezcess detection proposta por Chekuri et al. [1997| para melhorar
seu desempenho. Tal heuristica detecta vértices no grafo cujo excesso de fluxo ultra-
passa o valor corrente do corte minimo, contrai esses vértices na origem e satura os
arcos que saem deles.

Buscando acelerar ainda mais nosso BC, seguimos duas idéias desenvolvidas por
Koch & Martin [1998], a saber a estratégia de se usar creep-flow e cortes aninhados
nos algoritmos G'T e HO. Discorremos sobre cada uma delas a seguir. Em esséncia,
na estratégia de creep-flow, dada a solucdo (7,7) da relaxacdo linear do subproblema
em qualquer n6 da arvore de enumeracao, antes de chamar os algoritmos GT e HO,
perturbamos por uma pequena constante € as capacidades das arestas e no grafo GG
da instancia do PSBMG para as quais . = 0. Dessa maneira, garantimos que 0s
cortes obtidos sejam arco-minimais, i.e., que sejam cortes de capacidade minima e com
a menor quantidade possivel de arcos. Embora essa estratégia possa provocar um dis-
péndio maior de tempo de execucao por parte dos algoritmos GT e HO, naturalmente
porque mais arcos passam a ser levados em consideragao, confirmamos em nossos ex-
perimentos que o uso de creep-flow foi benéfico, visto que o tempo gasto pelo CPLEX
para reotimizar os programas lineares ao longo da execucao do BC reduziu por um
fator de trés. Essa constatacao é bem razoavel, uma vez que cortes mais esparsos
correspondem a linhas mais esparsas na matriz de restricoes da relaxacao linear dos
subproblemas dos nés da arvore de enumeracao. Fixamos € = 107> nos nossos experi-
mentos. Na estratégia de cortes aninhados, sempre que executamos os algoritmos GT
e HO e obtemos um corte minimo em D¢, retiramos de D¢ os arcos que formam tal
corte minimo e executamos novamente GT e HO. Repetimos esse processo enquanto
desigualdades cutsets e node cutsets violadas forem encontradas.

Discutimos agora a politica de insercao de cortes implementada no algoritmo BC,
considerada fundamental para o controle do tamanho dos programas lineares nos noés
da arvore de enumeracao e para retardar o fenémeno de tailing-off. Na raiz da arvore
de BB, simplesmente inserimos todos os cortes encontrados. Nos demais nds, inserimos
apenas os cortes com violacao minima [ e f-ortogonais ao corte de maior violagao.
Dado um nimero real 0 < 6 < 1, dizemos que um par de cortes normalizados (com

a norma Euclidiana) de uma determinada classe de desigualdades ¢ 6-ortogonal se o
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co-seno do angulo formado entre seus respectivos vetores de incidéncia ¢, no méximo,
0. Apo6s um estudo experimental de ajuste, escolhemos usar # = 0.09 nos nossos testes.
Os valores dos limiares de violagao fixados foram de 0.5 para as cutsets e node cutsets,
0.4 para as desigualdades de F-particao e 1 para as de particao de nés.

Com o objetivo de detectar e mitigar o efeito de tailing-off, nosso algoritmo BC
aborta todos os procedimentos de separacao de desigualdades e faz branching direto
se, em cada no da arvore de enumeracao, nao houver uma melhoria minima de p% no
valor do limite inferior ap6s N iteracoes da fase de planos de corte. Fixamos p = 0.01 e
N = 8, pois apés varios experimentos de ajuste, observamos que a média do nimero de
iteragoes do algoritmo de planos de corte em cada né da arvore de enumeragao durante
toda a execucao do BC era de aproximadamente 4. Surpreendentemente notamos que
poucas vezes tal nimero ultrapassava o valor de 6 iteracoes. Acreditamos que esse
fenomeno se justifica pelo fato de que as restricoes de acoplamento entre as variaveis
de decisao da formulagao P} foram mantidas no modelo de PL.

E importante salientar que as heuristicas e as buscas locais descritas no Capi-
tulo 5 foram usadas nos nossos experimentos antes e durante a execucao do algoritmo
BC. Antes da sua execucao, invocamos a heuristica cover-and-stitch combinada com a
heuristica de refinamento destroy-and-restore e com os procedimentos de busca local
cluster-head exchange e edge swap integrados em um arcabouco do tipo Variable Neigh-
borhood Descent (VND). Descrevemos a seguir em mais detalhes como isso foi feito.
Inicialmente, executamos a heuristica cover-and-stitch e obtemos uma solugao viavel S
para uma instancia G do PSBMG. Em seguida, submetemos S a um arcabouc¢o VND
que une e aplica as buscas locais cluster-head exchange e edge swap, nessa ordem, até
que nenhuma melhora seja feita na solucao corrente e que uma nova solucao aprimorada
S seja retornada. Quando isso acontece, a heuristica de refinamento destroy-and-restore
¢ executada sobre S. Se tal execucao nao for bem sucedida, usamos S como solucao
inteira inicial para o BC. Do contrario, repetimos o processo até que o arcabouco VND
atinja um o6timo local e a heuristica de refinamento destroy-and-restore falhe. Nesse
caso, a solucao resultante é fornecida ao algoritmo BC como solucao viavel de partida.

Também empregamos tais buscas locais e a heuristica de refinamento durante
a execucao do BC com o intuito de regularmente aprimorar a melhor solugao inteira
corrente. Para isso, estabelecemos trés critérios de aplicagdo. Suponhamos que S; e
g; sejam, respectivamente, uma solucao inteira encontrada pelo algoritmo BC em um
instante de tempo ¢ e o gap de dualidade na arvore de enumeragao no momento em
que S; foi encontrada. Se para qualquer outra solugao inteira S; encontrada pelo BC
em um instante de tempo j posterior a i, o gap de dualidade na arvore de enumeracao

no instante j nao tiver diminuido pelo menos 10% em relacdo a g;, entdao aplicamos
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o VND a S;. No segundo critério, se mais de 300 ndés da arvore de enumeracao ja
foram explorados e o gap de dualidade atual ndo descreceu em pelo menos 4% em
reacdo ao seu valor no instante de tempo em que a melhor solucdo inteira corrente S
foi obtida, aplicamos a heuristica de refinamento cover-and-stitch sobre S uma fnica
vez. No terceiro e tltimo critério, se mais de 500 n6s da arvore de enumeracao ja foram
explorados e nao houve nenhum aprimoramento da melhor solucdo inteira corrente S,
aplicamos sobre S a heuristica de refinamento repetidas vezes enquanto ela nao falhar
e, em seguida, quando ela falhar, executamos o VND como descrito anteriormente até
que ele atinja um 6timo local.

Por fim, cabe ressaltar que na ordem de separacao das desigualdades mencionadas
na subsegao anterior, apenas separamos cortes de uma nova classe de desigualdades
quando nenhum corte das classes de desigualdades precedentes foi encontrado. O prin-
cipal motivo porque separamos cutsets e node cutsets antes das demais desigualdades
reside no fato de que, nos nossos experimentos computacionais, pudemos observar que
seus respectivos procedimentos de separacao foram os mais rapidos em comparacao
com os demais e que, além disso, essas desigualdades também foram as que mais con-
tribufram para o limite de PL. Ao longo de toda execucao do nosso algoritmo BC,
priorizamos o branching nas variaveis de decisao da formulagao P associadas aos vér-
tices do grafo da instancia e, em nenhum momento, usamos a estratégia de strong

branching.

4.1.3 Experimentos Computacionais

Nesta subsecao, discorremos primeiramente sobre as instancias utilizadas em to-
dos os experimentos computacionais conduzidos e também sobre as especificidades do
ambiente computacional no qual os testes foram realizados. Em seguida, expomos e

discutimos os resultados obtidos.

4.1.3.1 Instancias de teste

As instancias de teste usadas nos nossos experimentos computacionais foram
obtidas do repositorio TSPLIB [Reinelt, 1991|, muito conhecido pela comunidade
académica de Otimizacao Combinatoéria por reunir centenas de instancias de bench-
mark para o PCV e algumas de suas variacoes. Vale a pena dizer que as instancias
consideradas neste trabalho pertencem as classes de instancias Fuclidianas bidimen-
sionais e de instancias geograficas. Instancias Euclidianas bidimensionais sao definidas
por um conjunto de pontos no plano Euclidiano usualmente representados por pares

de coordenadas cartesianas. Os pesos das arestas dos grafos associados a essas instan-
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cias sao definidos precisamente como a distancia Euclidiana que separa seus vértices
extremos. Similarmente, as instancias geograficas sao definidas também por um con-
junto de pontos, i.e., de localizagoes na superficie da Terra expressas por suas latitudes
e longetudes. O peso de uma aresta dos grafos associados as instancias geograficas é
dado pela distancia geodésica que liga suas extremidades. Para mais detalhes de como
esse calculo é definido, sugerimos ao leitor que consulte a documentacao da TSPLIB
|[Reinelt, 1991|. Para os nossos experimentos computacionais, arredondamos os pesos
de todas as instancias usando a fun¢ao round [BSD Library Functions Manual, 2012]
do arquivo cabecalho math.h da biblioteca padrao da linguagem de programacao C.
Adaptamos as instancias da TSPLIB selecionadas para o PSBMG por meio de uma
rotina de clustering geografico proposta por Fischetti et al. [1997].

Na Tabela 4.1, listamos as 50 instancias utilizadas e seus respectivos niimeros de
vértices n, de arestas m e de clusters k. Das 50 instancias, somente 7 sao geograficas,
a saber europ47, spaind7, brazil58, gr96africa, grl37america, bier127 e gr202europe.
O numero de vértices das instancias varia entre 47 e 442 e o ntmero de clusters entre
9 e 189. Tais instancias ja foram utilizadas em vérios trabalhos da literatura, entre
eles citamos [Hu et al., 2010a, 2008; Feremans et al., 2004; Pop et al., 2006]. Todos
esses trabalhos abordaram versoes generalizadas de outros problemas conhecidos em
Otimizacao Combinatoria, e.g., o Problema da Arvore Geradora Minima Generalizado
[Myung et al., 1995], o PSABMG e o PCVG [Applegate et al., 2006].

4.1.3.2 Ambiente Computacional

Os algoritmos descritos nesta dissertacao foram implementados na linguagem
de programacao C+-+ e os experimentos computacionais foram executados em uma
méquina com processador Intel R CoreTM i7-980 hexa-core, 3,33 GHz, 16 GB de
memoéria RAM e 12 MB de memoéria cache L3 compartilhada. O compilador g+-+,
versao 4.6.1, foi utilizado com a flag de otimizacao -03 ativada. Todas as medigoes
de tempo de execucao foram feitas com chamadas a rotinas da biblioteca LEMON
[LEMON Graph Library, 2012|, versao 1.2.3. Além disso, utilizamos também o software
CPLEX, versao 10.2 [IBM ILOG CPLEX Optimizer, 2012|, via a interface da biblioteca
Concert Technology, versao 2.4 |[ILOG Concert Technology, 2012|, para solucao de

programas lineares e para o gerenciamento da drvore de enumeracao do nosso algoritmo.

4.1.3.3 Discussio dos resultados

Nesta subsecao, avaliamos experimentalmente o algoritmo BC que propomos para

o PSBMG. Ressaltamos que, em todos os testes feitos, foi fixado um limite de tempo de
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execucgao de trés horas. Além disso, utilizamos a heuristica construtiva cover-and-stitch
combinada com os procedimentos de busca local discutidos no Capitulo 5 para fornecer
ao algoritmo BC solugoes iniciais de boa qualidade. Em linhas gerais, dividimos nossos
experimentos em cinco categorias diferentes. Para fins de clareza, discorremos sobre
cada uma delas separadamente.

Com o primeiro conjunto de testes, nosso objetivo foi mensurar o ganho obtido ao
separar pelo menos uma das duas desigualdades validas para o PSBMG introduzidas
na Subsecao 3.1.1. Com esse objetivo, isolamos dois cenarios. No primeiro deles,
chamado a seguir de P. por um abuso de notacao, separamos no algoritmo BC apenas
as classes de desigualdades baseadas em cutsets que compoem a formulacao P. para o

PSBMG. No segundo cenario, denotado daqui em diante, também com um abuso de

+

o, separamos nao s6 as cutsets e node cutsets, como também as duas

notacao, por P
outras classes de desigualdades vélidas, a saber as desigualdades de particao de nos
e de F-partigdo, que compoem a formulagdo P; para o PSBMG. Restringimo-nos a
essas configuracoes, pois houve varios indicios nos testes realizados que os melhores
resultados foram alcancados unanimemente no segundo cenério. Tal constatacao esta
registrada na Figura 4.1, na qual mostramos a evolugao do gap de dualidade ao longo
do tempo de execucao do BC usando a politica de inser¢ao de cortes f-ortogonais e
considerando todas as combinacoes possiveis de separacao de desigualdades.

Antes de iniciar a discussao dos resultados, enfatizamos também que em todos os
testes computacionais, como mencionado na Subsecao 4.1.2, optamos pela politica de
insercao de cortes #-ortogonais. Novamente, para ilustrar o motivo para essa decisao,
apresentamos na Figura 4.2 outro grafico que mostra a evolugao do gap de dualidade
durante a execugao do algoritmo BC no cenario P considerando trés politicas distintas
de insercao de cortes, a saber a que insere absolutamente todos os cortes encontrados,
apenas o corte mais violado de cada classe de desigualdades e os cortes #-ortogonais.

Na Tabela 4.2, para os dois cenarios P, e P, expomos, da esquerda para direita,
seus respectivos limites de PL, o melhor limite inferior, a melhor solucao inteira obtida e
o total de nos na arvore de enumeracao. Complementamos essa tabela com a Tabela 4.3,
na qual podem ser encontrados os gaps de dualidade na raiz e os gaps de dualidade ao
final da execucao do BC para ambos os cenarios aqui considerados. Convém esclarecer
que, em todas as tabelas incluidas neste capitulo, o calculo dos gaps foi realizado como
descrito a seguir. Tomando como ¢&(G) o custo da melhor solugdo obtida, we(P.) e
w(@), respectivamente, o limite de PL avaliado para a formulagdo P, e o melhor limite

inferior para uma instancia G, calculamos o gap na raiz no cenério P. pela féormula

&G — we(P.) o(G) —w(G)
wg(ﬂjc)

e 0 gap apos a execucao do algoritmo como . Os gaps na
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Figura 4.1. FEvolucao dos gaps de dualidade ao longo do tempo de execucao
(em segundos) do algoritmo BC para a insténcia gr96 considerando as quatro
combinacoes possiveis de cenarios de separagao de cortes. Na legenda, “cs”, “ncs”,
“pn” e “fp” significam, respectivamente, as desigualdades cutsets, node cutsets, de
particao de nés e de F-particao.

raiz e apos da execu¢ao do BC no cenério P sao calculados analogamente.

Podemos observar nas Tabelas 4.2 e 4.3 que, no cenario P}, 30 das 50 instancias
de testes (ou 60% delas) foram resolvidas na otimalidade dentro do limite de tempo
de execucao. Isso representa quase o dobro do ntimero de instancias resolvidas na
otimalidade no cenario P, a saber 18 (36% das instancias). No tocante ao niumero de
vértices, a menor instancia resolvida na otimalidade em ambos os cenarios foi europ47
e as maiores foram, respectivamente, grl37america e gr202europe nos cenarios P, e P7.
O gap de dualidade médio das instancias para as quais o algoritmo BC nao conseguiu
provar a otimalidade da melhor solugao inteira encontrada foi de aproximadamente
9% no cenario PF e de 13% no cenério P.. Os valores médios relativamente elevados
dos gaps de dualidade na raiz sugerem que a formulacdo P! pode ser fortalecidas
consideravelmente.

Na Tabela 4.2, o ganho médio no gap de dualidade na raiz devido a separacao
das desigualdades de particio de nos e de F-particdo foi de aproximadamente 6%.
Além disso, observamos que, em relagdo ao cenario P, P proporcionou um acréscimo
percentual médio do melhor limite inferior de cerca de 4%. Mais ainda, tal acréscimo

chegou a 8%, considerando apenas as 12 instancias que foram resolvidas na otimalidade



4.1. ALGORITMO BRANCH-AND-CUT 39

14 T T T T T T T
todos ----e---
mais violado
12 ortogonais —e—

gap de dualidade (%)

0 1 1 1 1 1 1

0 20 40 60 80 100 120 140
tempo computacional (segundos)

Figura 4.2. Evolucao dos gaps de dualidade ao longo do tempo de execugao (em
segundos) do algoritmo BC para a instancia gr96 no cenario Py considerando
as trés combinagoes possiveis de politicas de insercao de cortes, a saber inserir
todos os cortes violados encontrados, inserir apenas o mais violado e inserir cortes
f-ortogonais.

somente no cenario P. O aprimoramento percentual médio no custo da melhor solugao
inteira no cenario P} em comparacao com o P, foi menor do que 1%. Por fim, no que
diz respeito ao nimero de nos explorados na arvore de enumeracao, apontamos que,
no cenario P, nosso algoritmo resolveu, em média, 13% menos nos.

Na segunda categoria de testes, discutimos, nos dois cenarios P. e T, o tempo de
execucao demandado pelo algoritmo BC para avaliar o limite de PL, seu tempo total
de execucao, o tempo de execugao para obter a melhor solugao inteira e o tempo total
de execucao utilizado na separacao das classes de desigualdades envolvidas. Todas as
medidas de tempo relatadas nesta dissertacao foram dadas em segundos. Nas colunas
da Tabela 4.4, listamos, da esquerda para direita, tais medidas nessa mesma ordem.
A sigla LTE significa “Limite de Tempo Excedido”. Ela indica que o algoritmo BC
nao conseguiu resolver uma determinada instancia na otimalidade dentro do limite de
tempo de execucao de trés horas e que, portanto, sua execucao precisou ser abortada.
Na Tabela 4.5, para cada um dos cenarios em analise, mostramos as fracoes percentuais
do tempo utilizado pelo algoritmo BC na avaliacao do limite de PL e na separagao das

desigualdades, tomando como base os tempos totais de execucao mostrados na Tabela
4.4.
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Comecamos ressaltando o fato de que, para as 30 instancias resolvidas na oti-
malidade no cenario PI, houve um ganho médio em tempo de execucgao de 50% em
relacao aos tempos de execucao despendidos pelo BC no cenario P.. Considerando
apenas as 18 instancias resolvidas na otimalidade em ambos os cenarios, notamos que
P+ superou P, no tempo por uma margem de 17% na média. Além disso, em relagao ao
tempo necessario para avaliar o limite de PL, o cenario P foi, na média, menos de 1%
mais lento. E importante registrar que para uma porgao substancial das instancias,
principalmente aquelas com pelo menos 100 vértices e 30 clusters, a melhor solucao
inteira na arvore de enumeracao foi encontrada pelo algoritmo BC depois de passados
mais de trés quartos do limite de tempo de execucao, independentemente do cenario
considerado.

Na Tabela 4.5, notamos que a quantidade de tempo utilizada pelos procedimentos
de separacao das desigualdades do nosso algoritmo e o tempo gasto para avaliar o limite
de PL nao foram proibitivos quando comparados com o tempo total de execucao. Isso
nos leva a concluir que a fonte principal de esfor¢co computacional do algoritmo BC
foi a solucao dos programas lineares associados aos subproblemas dos nés da arvore de
enumeragao. Tal observacdo novamente reflete o fato de que a formulagao PF produz
limites inferiores fracos, o que leva o BC a fazer mais branching e a, consequentemente,
gastar uma fracao consideravel do tempo de execucao resolvendo programas lineares.

Na terceira categoria de testes, conduzimos um estudo experimental comparativo
do desempenho do nosso algoritmo BC quando executado em instancias para o PSBM,
i.e., para a versao nao-generalizada do PSBMG. Com esse objetivo, tomamos como
linha de base de comparagao um algoritmo BC proposto por Kerivin et al. [2004] para
o PSBM. Nossa meta foi avaliar que a formulacao P apresentada para o PSBMG neste
trabalho fornecia resultados equiparaveis aos resultados mostrados em [Kerivin et al.,
2004], pelo menos em termos dos gaps de dualidade obtidos para as instancias de teste
consideradas. Dessa maneira, na Tabela 4.6, explicitamos, da esquerda para direita, os
gaps de dualidade na raiz e os tempos de execucao para avaliar o limite de PL com o
algoritmo BC proposto por Kerivin et al. [2004] para o PSBM e com o0 nosso algoritmo.

W

Esclarecemos que as entradas na coluna dos gaps de dualidade relativos ao nosso
algoritmo simbolizam que nao foi possivel determinar o valor exato do gap devido ao
estouro do limite de tempo de execucao.

Notamos primeiramente que os gaps obtidos pelo nosso algoritmo BC sao ligeira-
mente maiores que os correspondentes gaps de dualidade apresentados em [Kerivin
et al., 2004], embora ambos tenham a mesma ordem de grandeza. Acreditamos que tal
constatacao esta parcialmente relacionada ao fato de que os autores daquele trabalho

utilizaram o algoritmo proposto por Barahona & Kerivin [2003], mencionado na Sub-
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secao 4.1.2, na separagao das desigualdades de particao de nos. Por se tratar de um
algoritmo de separacao exata, espera-se que ele consiga encontrar cortes de qualidade
superior aos cortes detectados pela nossa heuristica de separacao.

Em relagao aos tempos de execucao para avaliar o limite de PL, o algoritmo BC
de Kerivin et al. [2004] dominou o nosso por um fator médio de aproximadamente 2.5.
Ainda que os valores dos tempos de execucao do nosso algoritmo BC, relatados na
Tabela 4.6, estejam menores em magnitude, tivemos que contabilizar a discrepancia
entre os ambientes computacionais dos dois trabalhos. Em [Kerivin et al., 2004, os
autores utilizaram um Pentium 3, 450 MHz com 250 MB de memoria RAM, i.e., um
ambiente computacional cerca de oito vezes inferior em desempenho ao nosso, con-
forme nossas estimativas que relativizam as frequéncias dos relégios dos processadores
e as capacidades das memorias RAM dos dois ambientes computacionais. Mesmo com
tamanha diferenga, o algoritmo BC de Kerivin et al. [2004] foi capaz de suplantar
nosso algoritmo no quesito tempo de execucao devido ao uso de sete testes de reducao
projetados pelos autores e usados na aceleracao dos procedimentos de separacao de
desigualdades do algoritmo por eles proposto.

Na quarta categoria de experimentos, investigamos de que maneira a esparsidade
do conjunto de arestas das instancias influenciou o desempenho do algoritmo BC. Para
isso, geramos instancias esparsas a partir das instancias ja selecionadas, procedendo
da seguinte maneira. Dada uma instancia qualquer G = (V| E) para o PSBMG, fixa-
mos em G as arestas que formam a melhor solugao inteira S = (Vg, Es) encontrada
para essa instancia pelo nosso algoritmo BC nos dois cenarios P. e PF. Em seguida,
construimos uma nova instancia esparsa a partir de G retirando, aleatoriamente e com
distribui¢ao de probabilidade uniforme, (100 — d)% das arestas do conjunto E'\ Ej,
para todo d € {25,50,75,100}. Os resultados da analise do efeito da esparsidade na
execucao do nosso algoritmo BC estao reunidos na Tabela 4.7. Nela mostramos, para
cada nivel de densidade de arestas, os gaps de dualidade apds a execucao do BC e o
seu tempo total de execu¢ao no cenério P7.

Na Tabela 4.7, observamos que, além das 30 instancias resolvidas na otimalidade
no cenario de densidade total, nenhuma instancia de teste a mais foi resolvida na
otimalidade para os niveis de densidade de 75% e 50%. No entanto, para 25% de
densidade de arestas, 8 novas instancias foram resolvidas na otimalidade, a maior
delas, em ntimero de vértices, sendo pr264 e a menor kroc100. Além disso, observamos
que 12 instancias permaneceram com gap de dualidade diferente de zero em todos os
casos. Para tais instancias, em cada diminuicao de 25% no nimero de arestas, o ganho
médio no gap de dualidade foi de aproximadamente 4%. No tocante as instancias que

foram resolvidas na otimalidade em todos os casos, notamos que nosso algoritmo BC



42 CAPITULO 4. UM METODO DE SOLUGAO EXATA PARA O PSBMG

ficou, na média, 21% mais rapido & medida elas foram esparsificadas de 25% em 25%.

Na quinta categoria de testes, procuramos analisar o impacto causado na solucao
do problema pela clusterizag¢ao ou aglomeracao dos vértices das instancias. Com esse
objetivo, projetamos grupos de experimentos para estudar o desempenho do nosso
algoritmo BC quando executado em uma mesma instancia com vértices submetidos a
quatro niveis diferentes de aglomeracao. Na sequéncia, relatamos como foram geradas
as instancias para essa categoria de testes. Sejam G = (V,FE) uma instancia para
o PSBMG e @ uma k-particao de V. Para todo a € {0,25,50,75}, geramos uma

nova instancia G' = (V| E’) a partir de G, com uma k’-particao @)’ de V, onde k' =

{(101%60‘) n-‘, da seguinte maneira. Denotando por g e r, respectivamente, o quociente e
o resto da divisao inteira de n por £/, posicionamos ¢+ 1 vértices de V em cada um dos
primeiros r clusters de Q' e q vértices de V em cada um dos k' — r clusters restantes
de @'. A ordem com que escolhemos tais vértices segue a mesma ordem na qual eles
se encontram listados nos arquivos de texto das instancias da TSPLIB.

Finalmente, na Tabela 4.8, explicitamos os gaps de dualidade apo6s a execucao do
nosso algoritmo BC e seu tempo total de execucao no cenario P para os quatro niveis
de aglomeragao descritos. Em uma primeira analise, para o caso de aglomeracao nula,
i.e., em que cada cluster contém exatamente um vértice ou, em outras palavras, quando
o PSBMG se degenera no PSBM, todas as instancias de teste listadas sao resolvidas na
otimalidade, com excecao das instancias pr299, pr439 e pcb442. Para cada transicao do
nivel de aglomeracao em que o ntimero de vértices por cluster das instancias aumenta
em 25%, 9 novas instancias, na média, deixam de ser resolvidas na otimalidade pelo
BC dentro do limite de tempo de execucao imposto. No entanto, em todos os niveis de
aglomeracao, o algoritmo BC consegue resolver na otimalidade 20 instancias de teste,
a menor delas sendo europ47 e a maior pr107. Para essas instancias, observamos que,
na média, o tempo de execucgao total do BC praticamente dobra sempre que o nivel de

aglomeragao dos vértices cresce em 25%.
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Tabela 4.1. Nomes, numero de vértices (n), de arestas (m) e de clusters (k) das
instancias da TSPLIB utilizadas nos experimentos computacionais.

Instancias
Nomes n m k
europ47 47 1042 27
spain47 47 985 15
att48 48 1010 12
hk48 48 995 10
gra8 48 1017 9
eil51 51 1158 11
brazil58 58 1464 12
st70 70 2248 18
eil76 76 2660 15
pr76 76 2661 17
2196 96 4292 21
gr96africa 96 4463 52
rat99 99 4609 20
kroc100 100 4714 23
kroal00 100 4727 24
krod100 100 4716 70
rd100 100 4703 22
kroel00 100 4702 25
krob100 100 4716 27
eil101 101 4776 21
lin105 105 5130 23
pr107 107 5441 22
gr120 120 6820 31
prl24 124 7315 25
bier127 127 7191 26
prl36 136 8879 28
grl37 137 8892 30
grl37america 137 8251 35
prl44 144 9952 29
kroal50 150 10809 35
krob150 150 10807 44
prlb2 152 11080 31
uls9 159 12031 32
rat195 195 18478 39
d198 198 18841 58
krob200 200 19430 40
kroa200 200 19409 47
gr202 202 19532 41
gr202europe 202 19018 34
ts225 225 24650 105
pr226 226 24626 56
gil262 262 33521 63
pr264 264 34028 93
pr299 299 43786 116
lin318 318 49363 167
rd400 400 78754 110
fla17 417 84841 134
grd31 431 88666 87
pr439 439 94585 98
pch442 442 96360 109
pr439 439 94585 185

pch442 442 96360 189
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Tabela 4.2. Limite de PL, melhor limite inferior, melhor solucao inteira e niimero
de nos na arvore de enumeragao obtidos pelo algoritmo BC nos cenérios P, e P .

Instancias Lim. Prog. Linear Melhor lim. inf. Melhor sol. int. Nam. nés

Nomes Pe P Pe P P P Pe P
europ47? 16559.4 17325.6 18246 18246 18246 18246 254 212
spain47 2810.8 3003.3 3271 3271 3271 3271 592 528
att48 13124.2 13728.3 17669 17669 17669 17669 1262 1080
hk48 4742.2 5057.6 6493 6493 6493 6493 4781 4202
grd8 1387 1479.9 1860 1860 1860 1860 376 315
eil51 121.3 127.2 171 171 171 171 1917 1700
brazil58 12651 13521.7 15430 15430 15430 15430 1069 956
st70 227.2 241.7 304 304 304 304 3711 3249
€il76 173.4 180.6 237 237 237 237 25719 22711
pr76 51703.2 54460 63106 63106 63106 63106 10676 9304
gr96 221.2 230.8 261 261 261 261 5372 4543
gr96africa 329.5 349.6 362 362 362 362 3924 3299
rat99 335.8 351.7 476.1 507 511 507 11285 10011
kroc100 6723.7 7111.5 9328.9 9606.6 9806 9784 11327 10032
kroal00 6663 6946.5 9620.1 9964 9968 9964 12208 10282
krod100 6854.3 7304.1 9628 9628 9628 9628 13980 12306
rd100 2522.3 2679.7 3384 3384 3384 3384 34313 29420
kroel00 7057.4 7393.5 9995 9995 9995 9995 12128 10115
krob100 7126.3 7619 9437 9437 9437 9437 8244 6856
eil101 197.1 209 248.6 261 261 261 93929 78923
lin105 6338.8 6666.8 8123.3 8219 8219 8219 12644 10758
prl07 25191 26619.2 27526.7 27659 27659 27659 12440 10653
gr120 22184 2364 2694.6 2818 2829 2818 54731 49001
prl24 29408.8 31447.1 34138.9 36707 36761 36707 49019 43757
bier127 65993.5 69627.9 72464 72464 72464 72464 22770 20491
prl36 27606.1 29226.7 34660.6 38695.4 41993 41157 24907 20742
grl37 351.8 370.6 395.5 416.2 445 440 26382 23239
grl37america 231.9 241.5 280 280 280 280 7350 6321
prl44 42340.3 44255.6 45049 45321.7 45903 45830 31506 26261
kroal50 8338.6 8864.8 9986.9 11124.8 11697 11520 18277 15680
krob150 8775.2 9309.3 10098.8 11175 11199 11175 20879 18400
prls2 45119.8 47606.2 48524.6 51718 51858 51718 21189 17671
uls9 16444.9 17312.1 19282.6 22403.3 23002 22976 14962 13460
rat195 599.4 631.9 656.2 702.1 851 813 6784 5766
d198 9484.8 10118.8 9858.3 10589 10702 10589 4527 3953
krob200 9362.4 9847.2 10258 11365.7 13344 13045 5374 4769
kroa200 9716.6 10212.3 10805.8 12886.1 13689 13570 5450 4848
gr202 293.9 306.9 301.2 318 324 318 3615 3001
gr202europe 154.9 164.1 169.5 192 193 192 3836 3215
8225 40449.3 42895.9 43378.5 47241.9 68850 68122 2588 2272
pr226 56505.7 59033.2 58753.6 60178.5 64269 64111 3747 3219
gil262 766.3 806 796.5 807 1038 983 1208 1086
pr264 25864.3 27614.6 26418.3 28544.1 30269 30121 1515 1283
pr299 15906.1 16567.1 16605.7 16989 23417 22709 794 662
lin318 17137.3 18213.5 18462.5 19538.5 21589 20795 525 459
rd400 4799.6 5094 5115 6124.6 6801 6765 83279 80172
fl417 7999.1 8444.3 8466.6 9002.3 10147 9987 178209 155126
gr431 789.1 899.2 954.7 1004.8 1291 1273 193651 175028
pr439 48456.9 51639.8 51808.4 53408.1 60815 59970 162987 135086
pch442 14649.7 15512.8 15636.9 18098 .4 22321 19957 175034 155123
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Tabela 4.3.

cenérios P e PF.

Gaps na raiz e gaps ao final da execucao do algoritmo BC nos

Instancias Gaps raiz Gaps final exec.
Nomes P. Pr P. Pr
europ47? 9.2 5 0 0
spaind7 14.1 8.2 0 0
att48 25.7 22.3 0 0
hk48 27 22.1 0 0
gra8 25.4 204 0 0
eil51 29.1 25.6 0 0
brazil58 18 12.4 0 0
st70 25.3 20.5 0 0
eil76 26.8 23.8 0 0
pr76 18.1 13.7 0 0
gro6 19.2 11.6 0 0
gr96africa 9 34 0 0
rat99 33.8 30.6 6.1 0
kroc100 31.3 27.3 4.7 1.8
kroal00 33.1 30.3 3.5 0
krod100 28.8 24.1 0 0
rd100 25.5 20.8 0 0
kroel00 294 26 0 0
krob100 24.5 19.3 0 0
eil101 24.5 19.9 4.8 0
lin105 22.9 18.9 1.2 0
prl07 8.9 3.8 0.5 0
grl120 21.3 16.1 4.4 0
pr124 19.9 14.3 7 0
bier127 8.9 3.9 0 0
prl36 32.9 29 15.8 6
grl37 20 15.8 10.1 5.4
grl37america 17.2 13.8 0 0
prldd 7.6 3.4 1.7 1.1
kroal50 27.6 23 13.3 34
krob150 21.5 16.7 9.6 0
prls2 12.8 8 6.2 0
ulhb9 28.4 24.7 16.1 2.5
rat195 26.3 22.3 19.3 13.6
d198 10.4 44 6.9 0
krob200 28.2 24.5 21.4 12.9
kroa200 28.4 24.7 20.4 5
gr202 7.6 3.5 5.3 0
gr202europe 19.3 14.5 11.7 0
8225 40.6 37 36.3 30.7
pr226 11.9 7.9 8.4 6.1
gil262 22 18 19 17.9
pr264 14.1 8.3 12.3 5.2
pr299 30 27 26.9 25.2
lin318 17.6 124 11.2 6
rd400 29.1 24.7 24.4 9.5
fl417 19.9 15.4 15.2 9.9
grd3l 38 29.4 25 21.1
pr439 19.2 13.9 13.6 10.9
pch442 26.6 22.3 21.6 9.3
Meédias 22.3 17.8 8.1 4.1
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Tabela 4.4. Tempo de execucao (em segundos) para avaliar o limite de PL, tempo

total de execucgdo do algoritmo BC, tempo de execucao para obter a melhor solugao

inteira e tempo de execucao agregado usado na separacao das desigualdades nos

cenarios P e PF.
Instancias Lim. Prog. Linear Tempo total exec. Melhor sol. int. Separ. desig.
Nomes Pe Pr Pe Pr Pe Pr Pe Pr
europ47? 0.2 0.4 5.2 4.4 4.6 3.9 0.5 0.5
spain47 0 0.1 3 2.7 2.6 1.8 0.3 0.4
att48 0.1 0.1 3.3 3 2.8 1.6 0.4 0.5
hk48 0.1 0.1 32.7 26.9 29 23 3 4.3
grd8 0 0 2.2 1.8 1.9 0.9 0.2 0.2
eil51 0.1 0 16.6 13.8 14.2 12 2.1 1.5
brazil58 0.1 0.2 14.7 11.8 12.4 10 1.8 1.6
st70 0.2 0.2 e 64.9 68.2 59 7.7 7.7
€il76 0.2 0.2 218.4 179.9 192 153 25.2 19.6
pr76 0.3 0.3 315.7 273.2 277.9 226 37.8 36.3
gro6 0.5 0.7 190.8 124.3 130.5 108 18.2 18.2
gr96africa 2.5 b) 387.3 354.7 336.2 296 45.3 39.6
rat99 1.1 1.2 2770.1 2295.2 2312.2 1944 258.2 3274
kroc100 0.9 1.1 LTE LTE 8122 6948 1153 1033.9
kroal00 0.7 0.8 LTE 8486.9 8300.6 6975 996.4 998.2
krod100 0.7 0.9 10615.6 10147.2 9386.3 8434 1024.9 1471.2
rd100 1.1 1.2 2663.9 2205.1 2345 1887 341.9 256.3
kroe100 1 0.8 8420.8 7224.6 7384 6340 858.1 966.1
krob100 1 1.1 168.5 145.6 148.4 127 194 22.4
eil101 0.7 0.8 LTE 1312.7 1312.2 1138 161.5 210
lin105 0.7 0.9 LTE 8800.5 8648.4 7451 990.6 1153.1
pr107 1.8 2.4 LTE 6817.5 6572.2 5846 839.1 902.9
grl120 2.1 4 LTE 7506.6 77474 6549 851.3 1010
prl24 2.8 3.9 LTE 4183.7 4191.7 3511 547.8 437
bier127 1.7 2.7 LTE 3924.3 3909.5 3371 427.9 399.4
prl36 3.1 4.3 LTE LTE 10573.6 8423 1326.6 1454.6
gri37 3.3 3.9 LTE LTE 0784.4 4689 722.3 726.2
grl37america 3 4.2 44.5 33.6 374 30 5.3 4.9
prld4 5 6.4 LTE LTE 9303.6 7461 1395.2 943
kroal50 4.3 6.2 LTE LTE 3997.5 3542 579.9 635.8
krob150 4.2 4.5 LTE 2661.8 2738.1 2283 340.3 300.1
prls2 6.6 8.7 LTE 8511.8 8490.1 7153 1096.7 1006.7
ulb9 6.1 7.3 LTE LTE 9972.7 8171 1017.1 1303.2
rat195 15.5 13.4 LTE LTE 4143.3 3322 454.2 565.9
d198 32.9 33 LTE 3122.2 3167.2 2630 361.8 324.8
krob200 22.7 27.7 LTE LTE 2491.7 2123 303.2 374
kroa200 12.8 15.8 LTE LTE 8055 6858 1171.1 1394.2
gr202 23.7 30.3 LTE 2158.4 2134.8 1836 285.5 309.9
gr202europe 19.5 16.4 LTE 9196.2 8844.4 7825 1295 1479.7
ts225 20.6 27.7 LTE LTE 7377.8 6514 1031.8 821.9
pr226 56.4 92.6 LTE LTE 9507.1 8138 1078.4 1185.9
gil262 69 106.1 LTE LTE 2817.6 2393 421.2 457.8
pr264 163.8 203.8 LTE LTE 9705.7 4643 719.4 901.7
pr299 374.9 512 LTE LTE 6316.1 5235 842.9 649.4
lin318 313 516.3 LTE LTE 8992.4 8058 1069.7 1549.9
rd400 636.4 702.1 LTE LTE 9002.1 8993.2 1294.4 1371.3
fla17 703.9 952.5 LTE LTE 9345.1 9112.2 1304.5 1670.3
gr431 972.9 1103.3 LTE LTE 9910.3 9336.5 1502.6 1938.2
pr439 512.2 748.1 LTE LTE 9244.2 8999.2 2034.8 2204.1
pch442 664.7 786.1 LTE LTE 10022.1 9978.3 2147 2560.3
pr4d39 639.7 840.3 LTE LTE 9678.8 9441.2 2203.4 2576.3
pcb442 664.7 786.1 LTE LTE 9546.3 9002.6 2299.1 2890.1
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Tabela 4.5. Fracoes percentuais dos tempos de execucao, em relacao ao tempo
total de execugdo relatado na Tabela 4.4, que o algoritmo BC usa para avaliar o
limite de PL e para separar as desigualdades nos cenérios P, e Pg.

Instancias Lim. Prog. Linear (%) Separ. desig. (%)
Nomes Pe P Pe P
europ47 3.85 9.09 9.62 11.36
spaind? 0 3.7 10 14.81
att48 3.03 3.33 12.12 16.67
hk48 0.31 0.37 9.17 15.99
grd8 0 0 9.09 11.11
eil5l 0.6 0 12.65 10.87
brazil58 0.68 1.69 12.24 13.56
st70 0.26 0.31 9.91 11.86
€il76 0.09 0.11 11.54 10.89
pr76 0.1 0.11 11.97 13.29
gry6 0.34 0.56 12.23 14.64
gr96africa 0.65 1.41 11.7 11.16
rat99 0.04 0.05 9.32 14.26
kroc100 0.01 0.01 10.68 9.57
kroal00 0.01 0.01 9.23 11.76
krod100 0.01 0.01 9.65 14.5
rd100 0.04 0.05 12.83 11.62
kroel00 0.01 0.01 10.19 13.37
krob100 0.59 0.76 11.51 15.38
eil101 0.01 0.06 1.5 16
lin105 0.01 0.01 9.17 13.1
prl07 0.02 0.04 7.77 13.24
grl20 0.02 0.05 7.88 13.45
prl24 0.03 0.09 5.07 10.45
bier127 0.02 0.07 3.96 10.18
prl36 0.03 0.04 12.28 13.47
grl37 0.03 0.04 6.69 6.72
grl37america 6.74 12.5 11.91 14.58
prl44 0.05 0.06 12.92 8.73
kroal50 0.04 0.06 5.37 5.89
krob150 0.04 0.17 3.15 11.27
prls2 0.06 0.1 10.15 11.83
uld9 0.06 0.07 9.42 12.07
rat195 0.14 0.12 4.21 5.24
d198 0.3 1.06 3.35 10.4
krob200 0.21 0.26 2.81 3.46
kroa200 0.12 0.15 10.84 12.91
gr202 0.22 1.4 2.64 14.36
gr202europe 0.18 0.18 11.99 16.09
5225 0.19 0.26 9.55 7.61
pr226 0.52 0.86 9.99 10.98
gil262 0.64 0.98 3.9 4.24
pr264 1.52 1.89 6.66 8.35
pr299 347 4.74 7.8 6.01
lin318 2.9 4.78 9.9 14.35
rd400 5.89 6.5 11.99 12.7
417 6.52 8.82 12.08 15.47
grd431 9.01 10.22 13.91 17.95
pr439 4.74 6.93 18.84 20.41
pcb442 6.15 7.28 19.88 23.71
pr4d39 5.92 7.78 20.4 23.85
pcbh442 6.15 7.28 21.29 26.76

Meédias 14 2.1 10 12.7
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Tabela 4.6. Gaps na raiz e os tempos de execucao (em segundos) do nosso
algoritmo BC para avaliar o limite de PL com a formulagio P e do algoritmo
BC proposto por Kerivin et al. [2004] para o PSBM. Para uma comparagao justa
dos tempos de execucdo, em decorréncia das diferencas dos ambientes computa-
cionais de ambos os trabalhos, cabe ressaltar que os nossos resultados precisam
ser multiplicados por um fator de 8.

Instancias Gaps raiz Tempo exec. lim. Prog. Linear

Nomes [Kerivin et al., 2004] Este trabalho [Kerivin et al., 2004] Este trabalho
eil51 0 0.01 1.89 0.51
A50 0.06 0.11 0.8 0.42
st70 0.22 0.89 1.98 0.56
eil76 0.19 0.51 0.29 0.23
pr7é 0.24 0.33 3.06 1.34
rat99 0.13 0.15 2.1 0.78
kroal00 0.1 0.17 9.47 2.16
krob100 0.21 0.22 20.51 4.89
kroc100 0.19 0.25 7.49 2.03
krod100 0.15 0.17 2.55 0.35
kroel00 0.03 0.09 4.69 1.34
rd100 0 0.01 1.16 0.4
lin105 0 0 0.78 0.12
prl07 0 0 0.55 0.01
prl24 1.18 1.2 24.87 5.98
bier127 0.18 0.43 52.1 12.54
ch130 0.15 0.15 180.75 46.71
prl44 0.17 0.18 20.33 5.3
ch150 0.18 0.18 179.48 45.78
prls2 0.45 0.56 1142.27 229.86
rat195 0.36 0.4 2923.05 584.22
d198 0.26 0.28 3034.25 749.01
A200 0.1 0.11 165.31 45.5
krob200 0.14 0.16 2154 53.1
5225 0 0.3 6.91 2.57
tsp225 0 - 19898.87 LTE
pr264 0.22 0.22 606.38 150.23
pr299 0.004 0.023 518.72 169.86
lin318 0.03 0.1 4204.63 702.46
ub74 0.04 - 199424.78 LTE

Meédias 0.2 0.3
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Tabela 4.7. Gaps ao final da execugdo e tempo total de execugao (em segundos)
do algoritmo BC com a formulagao P, considerando diferentes niveis de densidade
de arestas nas instancias de teste.

Instancias Gaps final exec. Tempo total exec.
Niveis de dens. arestas Niveis de dens. arestas

Nomes 25% 50% 75% 100% 25% 50% 5% 100%
europ47 0 0 0 0 1.3 2.4 3.5 4.4
spain47 0 0 0 0 0.7 1.4 2.1 2.7
att48 0 0 0 0 0.8 1.6 2.4 3
hk48 0 0 0 0 7.3 14.6 20.8 26.9
grd8 0 0 0 0 0.5 1 1.5 1.8
eilb5l 0 0 0 0 4.2 7.4 10.7 13.8
brazil58 0 0 0 0 3.5 6.3 9.5 11.8
st70 0 0 0 0 19.4 34.6 51.3 64.9
€il76 0 0 0 0 54.1 96.6 140.1 179.9
pr76 0 0 0 0 7.7 141.1 221.5 273.2
gro6 0 0 0 0 36 65.6 99.6 124.3
gr96africa 0 0 0 0 106.3 182.7 284.9 354.7
rat99 0 0 0 0 642.2 1247 1776.8 2295.2
kroc100 0 0.8 1.2 1.8 8932.1 LTE LTE LTE
kroal00 0 0 0 0 2300.5 4624.8 6667.7 8486.9
krod100 0 0 0 0 2773.6 5201 8131.5 10147.2
rd100 0 0 0 0 678.5 1189.5 1708.8 2205.1
kroel100 0 0 0 0 2226.8 3893.8 5771.7 7224.6
krob100 0 0 0 0 41.8 78.5 116.6 145.6
eil101 0 0 0 0 395 681 1060.2 1312.7
lin105 0 0 0 0 2660.3 4518.1 7039.8 8800.5
pr107 0 0 0 0 1882.8 3554.8 5546.3 6817.5
gr120 0 0 0 0 2221.1 3843.7 6067.1 7506.6
pri24 0 0 0 0 1285.3 2285.7 3417.5 4183.7
bier127 0 0 0 0 1206.4 2127.2 3036.2 3924.3
prl36 0 2.6 4.4 6 9456.7 LTE LTE LTE
grl37 0 2.3 3.8 5.4 10003.1 LTE LTE LTE
grl37america 0 0 0 0 10.1 18.4 26.4 33.6
prld4 0 0.4 0.8 1.1 9789.3 LTE LTE LTE
kroal50 0 1.6 2.4 3.4 9435.7 LTE LTE LTE
krob150 0 0 0 0 758.6 1437.1 2154.3 2661.8
prls2 0 0 0 0 2568.5 4433.6 6967.7 8511.8
ul59 0 1 1.8 2.5 9856.7 LTE LTE LTE
rat195 2.9 5.6 9.5 13.6 LTE LTE LTE LTE
d198 0 0 0 0 941.2 1700.1 2497.7 3122.2
krob200 2.6 5.3 9.2 12.9 LTE LTE LTE LTE
kroa200 0 2.2 3.6 5 9932.1 LTE LTE LTE
gr202 0 0 0 0 594.5 1165.2 1727.9 2158.4
gr202europe 0 0 0 0 2756.5 4867.3 7450.2 9196.2
15225 5 13.1 22.1 30.7 LTE LTE LTE LTE
pr226 1.1 2.8 4.3 6.1 LTE LTE LTE LTE
gil262 3.5 8.2 12.9 17.9 LTE LTE LTE LTE
pr264 0 2.1 3.6 5.2 9380.2 LTE LTE LTE
pr299 4.3 11.2 18.4 25.2 LTE LTE LTE LTE
1in318 1.8 3.3 5.3 6 LTE LTE LTE LTE
rd400 2.2 4 6.7 9.5 LTE LTE LTE LTE
fl417 2.5 4.5 7.2 9.9 LTE LTE LTE LTE
gra31 4.4 9.4 15.3 21.1 LTE LTE LTE LTE
pr439 2.5 4.7 7.9 10.9 LTE LTE LTE LTE
pch442 1.7 4 6.7 9.3 LTE LTE LTE LTE

Meédias 1.7 1.8 2.9 4.1
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Tabela 4.8. Gaps ao final da execucao e tempo total de execucdo (em segun-

dos) do algoritmo BC com a formulagdo PS considerando diferentes niveis de

aglomeracao dos vértices nas instancias de teste.
Instancias Gaps na arv. BB Tempo total exec.

Niveis de aglomeragao Niveis de aglomeracao

Nomes 5% 50% 25% 0% 5% 50% 25% 0%
europ47? 0 0 0 0 31.2 12.8 8.9 1.2
spain47 0 0 0 0 44.3 20.7 17.7 1.1
att48 0 0 0 0 60 26.9 21.7 14
hk48 0 0 0 0 55.8 23.7 20 1.7
gr48 0 0 0 0 50 24.9 194 0.9
eil51 0 0 0 0 57.6 28.9 18.4 1.5
brazil58 0 0 0 0 68.4 31.7 25 1.7
st70 0 0 0 0 73.2 36.2 28.8 1.2
€il76 0 0 0 0 30.3 14.6 12.8 2.2
pr76 0 0 0 0 175.3 81.1 46.7 2.1
gr96 0 0 0 0 98.5 47.6 43.9 3.2
gr96africa 0 0 0 0 79.4 36.7 28.7 3.7
rat99 0 0 0 0 76.2 35.6 30.5 3.7
kroc100 0 0 0 0 311.7 136.7 132.5 5.6
kroal00 0 0 0 0 560.6 272.8 222.3 5.7
krod100 0 0 0 0 228.6 103.9 102 5.2
rd100 0 0 0 0 70 36.3 25 5.9
kroe100 0 0 0 0 138.4 62.6 40.1 6.1
krob100 0 0 0 0 324 16.7 9.8 7.7
eil101 30.8 16.3 13.8 0 LTE LTE LTE 8.0
lin105 0 0 0 0 21.1 114 8.2 4.3
prl107 0 0 0 0 17.8 8.6 5.7 6.2
grl120 31.3 27.5 124 0 LTE LTE LTE 9.5
prl24 0 0 0 0 1495.7 737.6 578.3 7.8
bier127 41.2 0 0 0 LTE 671.2 414.8 24.3
prl36 32.9 19.9 0 0 LTE LTE 473.3 32.7
gr137 30.3 19.7 0 0 LTE LTE 366.3 42.9
grl37america 7.5 0 0 0 LTE 1192.5 205.5 58.1
prl44 37.9 23.9 0 0 LTE LTE 10480.2 65.1
kroal50 174 9.8 0 0 LTE LTE 9072.3 450.7
krob150 24.2 14 0 0 LTE LTE 10437.3 293
prls2 16.5 10.6 7.1 0 LTE LTE LTE 332.3
ulb9 12 6.8 5.9 0 LTE LTE LTE 426.1
rat195 7.8 4.1 3 0 LTE LTE LTE 842.7
d198 224 13.8 0 0 LTE LTE 2819.7 910.9
krob200 15.3 9.3 6.3 0 LTE LTE LTE 150.2
kroa200 11.9 0 0 0 LTE 9505.7 8247 821.7
gr202 12.2 7.6 0 0 LTE LTE 109.5 501.2
gr202europe 42.9 25.5 16.9 0 LTE LTE LTE 70.2
15225 45.8 28.8 19.6 0 LTE LTE LTE 948.5
pr226 10.5 6.1 4.1 0 LTE LTE LTE 741.2
gil262 0.9 0.7 0.5 0 LTE LTE LTE 600.2
pr264 4.7 2.9 2 0 LTE LTE LTE 223
pr299 17.9 8.7 6.4 - LTE LTE LTE LTE
lin318 27.8 10.3 5.6 0 LTE LTE LTE 1011.2
rd400 43.1 24.7 20.7 0 LTE LTE LTE 2075.1
fla17 35.2 19.7 14.3 0 LTE LTE LTE 2218.0
gr431 36.5 224 18.5 0 LTE LTE LTE 2091.5
pr4d39 37.8 21.3 19.3 - LTE LTE LTE LTE
pcb442 40.2 26.7 20.3 - LTE LTE LTE LTE
Meédias 14.2 7.9 4.2
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Tabela 4.9. Nuamero de cortes encontrados das classes de desigualdades sepa-
radas pelo algoritmo BC considerando dois cenérios de execugdo distintos P, e

Pt
Instancias P P
Nomes cutsets node cutsets cutsets node cutsets particao de noés F-particao
europ47? 27 27 23 21 24 20
spaind? 15 15 12 11 7 7
att48 10 10 8 7 25 7
hk48 10 10 8 7 17 2
grd8 10 10 8 7 13 6
eil51 11 11 9 8 1 4
brazil58 12 12 10 9 29 8
st70 14 14 12 10 46 9
€il76 16 16 14 12 22 18
pr76 16 16 13 12 51 10
gr96 20 20 17 14 63 10
gr96africa 50 50 42 39 206 50
rat99 20 20 17 15 180 13
kroc100 20 20 17 15 374 7
kroal00 20 20 17 14 112 11
krod100 20 20 17 14 130 23
rd100 20 20 17 15 123 10
kroel00 20 20 17 14 105 11
krob100 20 20 17 15 52 9
eil101 21 21 17 16 438 32
lin105 21 21 17 15 97 12
prl07 22 22 18 17 176 10
grl20 24 24 20 18 542 16
prl24 25 25 21 18 282 9
bier127 26 26 21 20 320 23
prl36 28 28 22 21 583 15
grl37 28 28 22 21 100 39
grl37america 35 35 31 26 361 40
prl44 29 29 23 22 290 11
kroal50 30 30 26 23 319 29
krob150 30 30 26 23 548 13
prls2 31 31 27 24 585 16
uls9 32 32 28 24 671 18
rat195 39 39 33 29 115 7
d198 40 40 34 29 661 26
krob200 40 40 34 29 415 30
kroa200 40 40 35 30 381 29
gr202 41 41 36 30 824 64
gr202europe 34 34 30 26 464 52
15225 45 45 37 34 534 58
pr226 46 46 40 35 17 20
gil262 53 53 47 41 472 67
pr264 53 53 43 39 977 25
pr299 60 60 50 45 526 50
lin318 64 64 55 48 534 44
rd400 317 759 282 623 339 32
fl417 648 1303 552 1054 773 45
grd3l 428 693 401 620 882 30
pr439 355 1043 320 862 855 26

pcb442 560 711 499 o84 245 22







Capitulo 5

Métodos de Solucao Heuristica
para o PSBMG

Métodos heuristicos, em geral, sao projetados com o objetivo de obter rapi-
damente solugoes viaveis de boa qualidade para problemas computacionalmente in-
trataveis e, por isso, desempenham um papel importante em Otimizacao Combinatoria.
Em particular, no contexto de familias de algoritmos exatos que usam mecanismos de
enumeracao implicita, e.g., algoritmos Branch-and-cut, solucoes heuristicas vém a ser
Gteis na poda de ramos sub-6timos da chamada arvore de enumeragao de solugoes.
Neste capitulo, discutimos trés heuristicas e dois procedimentos de busca local para
o PSBMG. Duas das trés heuristicas abordadas, 2-tree e cover-and-stitch, sao ditas
construtivas e a terceira delas, denominada destroy-and-restore, é o que chamamos de
uma de heuristica de refinamento. Apresentamos também duas buscas locais para o
PSBMG, a saber cluster-head exzchange e edge swap. Para todos os métodos de solucao
heuristica propostos a seguir, tratamos brevemente dos seus respectivos detalhes de im-
plementacao. Por fim, encerramos o capitulo apresentando e analisando os resultados

obtidos nos experimentos computacionais realizados.

5.1 Heuristicas Construtivas

Dado um problema de Otimizacao Combinatoria, uma heuristica construtiva
é, via de regra, um algoritmo eficiente capaz de encontrar uma solugao vidvel, nao
necessariamente 6tima, partindo unicamente de uma instancia para esse problema.
A seguir, introduzimos nas Subsecoes 5.1.1 e 5.1.2 duas heuristicas para o PSBMG,

chamadas de 2-tree e cover-and-stitch.

23
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5.1.1 Heuristica 2-tree

A heuristica 2-tree (2T) que apresentamos ¢ uma adaptacdo de uma heuristica
proposta para o PSBM por Monma & Shallcross [1989]. Dada uma instancia I para
o PSBMG, definimos uma drvore geradora generalizada (AGG) de I como um
subgrafo conexo aciclico contendo exatamente um vértice de cada cluster de I. Intuiti-
vamente, a 2T obtém uma solugao viavel para o PSBMG em I combinando uma AGG
T de I com uma arvore geradora minima do subgrafo de I induzido pelas folhas de
T. Implementamos a heuristica 2T usando uma modificacao do conhecido algoritmo
de Prim [1957]. Abaixo mostramos seu pseudo-codigo. A heuristica 2T recebe como
entrada uma instancia para o PSBMG, i.e., um grafo G = (V, E), com n = |V|, uma
k-particao Q@ = {V1,...,Vi} de V,onde k = |Q| > 2, e uma fungdo v : V — {1,..., k},
tal que para todo vértice v € V', v(v) indica o indice do cluster em G ao qual o vértice

v pertence. A heuristica retorna uma solucdo (nao necessariamente viavel) S para o

PSBMG em G.

2-TREE(G = (V, E),Q,~)

1 ng = Q)

2 Escolha a aresta {u,v} de menor peso em F

3 Es = {{uv}}

4 Vg = {u,v}

5 i =7(u)

6 j=1()

7 X = Vi\{u}) U(V;\ {v}) /# Todas as arestas em dg(X) serdo excluidas
8 for h =2 tong—1/ Lago no qual é contruida uma AGG de G
9 Escolha a aresta {p, ¢} de menor peso em dg(Vs) \ 0g(X)
10 Tome z tal que z € {p,q} \ Vs
11 w = v(2)
12 X =XUVu\{z})
13 Ve = Vs U {2}
14 Eg = EsU{{p,qa}}

15 Construa o conjunto de vértices folhas Vp da AGG (Vg, Eg) de G

16 Contrua Ef, i.e., o conjunto de arestas de E' com ambas as extremidades em Vg
17 T = PrRiM((Vr, EF)) #/ T é a arvore geradora minima do subgrafo (Vr, Er) de G
18 Eg = EsUE(T) / S é complementado pelas arestas que formam T

19 S = (Vs,Es)

20 return S

Figura 5.1. Pseudo-cddigo da heuristica construtiva 2-tree para o PSBMG

Explicamos agora brevemente o pseudo-codigo da heuristica 2T apresentado

acima. Nas linhas 1-7 inicializamos o ntimero de vértices ng da solu¢ao em construcao



5.1. HEURIsTICAS CONSTRUTIVAS 55

S, seu conjunto de arestas Fg, de vértices Vg e o conjunto X de vértices excluidos.
Os conjuntos Eg e Vg recebem, respectivamente, a aresta {u,v} de menor custo em GG
(empates sao resolvidos arbitrariamente) e seus vértices extremos u e v. O conjunto X
¢é usado para evitar que a heuristica 2T encontre solugoes contendo mais de um vértice
por cluster. No laco das linhas 8-14, construimos uma AGG de G via uma modifi-
cacao imediata do algoritmo de Prim. A cada iteracdo desse laco, uma nova aresta
é adicionada de forma gulosa & AGG em questdo. Nas linhas 15 e 16, construimos o
subgrafo (Vg, Er) induzido pelas folhas da AGG obtida no lago das linhas 8-14. Por
fim, usamos o algoritmo de Prim tradicional na linha 16 para encontrar uma arvore
geradora minima T de (Vg, Er) e complementamos a solu¢ao em construgao S com
o conjunto de arestas F(7T) de T. A complexidade assintotica de tempo no pior caso
da nossa implementacao da heuristica 2-tree ¢ O(n?). Para isso, simplesmente usamos
listas de adjacéncia para representacao de grafos e fizemos buscas lineares nos passos
2 e 9. O mesmo se aplica ao algoritmo de Prim chamado na linha 17, que executa em
O(k?) no pior caso.

A seguir, provamos que a heuristica 2T sempre encontra uma solucao viavel para
o PSBMG quando o grafo de entrada G é completo, a menos de arestas intra-clusters,
i.e., arestas cujas extremidades sejam vértices pertencentes a um mesmo cluster. Para
isso, claramente, é suficiente provar que a solucao S encontrada pela heuristica 2T é

um subgrafo biconexo contendo exatamente um vértice de cada cluster de G.

Proposicarafo 4. Dada uma instincia para o PSBMG em que o grafo de entrada G

€ completo, a solucao S encontrada pela heuristica 2-tree € vidvel para G.

Prova. A principio, certamente podemos afirmar que para todo cluster C' de G,
|C'NVs| =1, i.e., S nao contém mais de um vértice por cluster. O que nos garante isso
é precisamente o conjunto de vértices excluidos X que ¢ atualizado em cada iteracao do
laco 8-14. Resta provar, portanto, que S é biconexo. Para isso, recorremos a definicao
de grafo biconexo e mostramos que para quaisquer vértices distintos u,v € Vg, existem
dois caminhos vértice-disjuntos ligando u a v em S. Vamos denotar por Tg a AGG de
G construida no laco das linhas 8-14 enraizada em um vértice arbitrario » de S com
dg4(r) > 1. Observamos que 7 precisa existir, pois toda arvore com k > 2 vértices tem,

no minimo, um vértice que nao é folha. Dividimos a prova em dois casos.

Caso 1. Suponhamos que dados quaisquer vértices distintos u e v em Tg, as sub-
arvores de Jg enraizadas em u e em v sejam vértice-disjuntas. Seja b o primeiro
ancestral comum de u e v em Tg, i.e., o ancestral comum de u e v mais distante

de r. Sendo assim, certamente, existe um caminho entre u e v em Tg, portanto em
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S, passando por b. Mostramos agora que existe um segundo caminho em S, vértice-
disjunto com o anterior, que liga v a v. Tal caminho é formado por trés sub-caminhos,
a saber o caminho que liga u a qualquer vértice folha f da sub-arvore de Jg enraizada
em u, o caminho que liga v a qualquer vértice folha [ da sub-arvore de T enraizada
em v e, por fim, o caminho que liga f a [ em T, portanto em S, onde T" é a arvore
geradora minima encontrada pelo algoritmo de Prim na linha 17 do pseudo-codigo da

heuristica 27T.

Caso 2. Suponhamos que dados quaisquer vértices distintos u e v em Tg, as sub-
arvores de Jg enraizadas em u e em v nao sejam vértice-disjuntas. Sendo assim,
certamente, existe um caminho entre u e v em Tg, portanto em S. Mostramos que e-
xiste um segundo caminho em S, vértice-disjunto ao anterior, que liga u a v da seguinte
maneira. Se as sub-arvores de Tg enraizadas por u e v nao sao vértice-disjuntas, entao
ou u é descendente de v em Jg ou o contrario. Sem perda de generalidade, suponhamos
que u seja descendente de v em Tg. Formamos o segundo caminho entre u e v em §
pela uniao de quatro sub-caminhos, a saber o caminho que liga u a qualquer vértice
folha f da sub-arvore de Jg enraizada em u, o caminho que liga v a r em Jg, o caminho
que liga r a qualquer vértice folha [ que nao esteja na sub-arvore de Tg enraizada em
v (que necessariamente existe dada a hipotese do caso 2 e o fato de que dy, (1) > 1)
e o caminho que liga f a [ em T, portanto em S, onde T é a arvore geradora minima

encontrada pelo algoritmo de Prim na linha 17 do pseudo-c6digo da heuristica 2T.

]

Um ultimo esclarecimento a ser feito em relacdo a heuristica 2T é sobre como

ela procede quando o grafo de entrada G da instancia para o PSBMG nao é completo.
Nesse caso, nao h4 a garantia de que a solugao S encontrada seja viavel. Sendo assim,

quando G nao é completo, para todo par de vértices distintos u,v € V, se {u,v} ¢ E,
G

we = 00. Se ao final da sua

adicionamos a G uma aresta artificial {u,v} com peso w
execucao, a solugao S possuir alguma aresta artificial, a heuristica 2T retorna o grafo

nulo (0, (), sinalizando que foi incapaz de encontrar uma solugao viavel para G.

5.1.2 Heuristica cover-and-stitch

Nesta subsecao, discutimos uma segunda heuristica construtiva para o PSBMG,
chamada de cover-and-stitch (CS). Tal heuristica obtém uma solugdo viavel para uma
dada instancia G do PSBMG em trés fases. Julgamos mais apropriado nao incluir um
pseudo-codigo para a heuristica CS. Em vez disso, explicamos suas fases a principio

resumidamente e, em seguida, discutimos separadamente as particularidades de cada
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uma delas. Para uma melhor compreensao, recomendamos ao leitor que, se preciso,
consulte as defini¢oes dos termos base e moldura dadas na Secao 2.4.

Na sua primeira fase, chamada de emolduramento, a heuristica CS procura obter
uma moldura biconexa de custo minimo M de G, i.e., fixamos uma base B em G,
de tal forma que o subgrafo de G induzido por B seja biconexo e tenha o menor
custo possivel. Na segunda fase, chamada de cobertura, resolvemos em M o chamado
Problema do 2-Emparelhamento Perfeito Minimo ou Problema da Cobertura por Ciclos
Minima (PCCM), i.e., buscamos encontrar um subgrafo de custo minimo M de M, tal
que, para todo vértice u de M, exatamente duas arestas incidam sobre u. Se M for um
ciclo Hamiltoniano, entao a heuristica CS finaliza sua execucao, dado que M j& & uma
solucao viavel para G. Caso contrario, suponhamos que M seja uma p-cobertura por
ciclos de M, i.e., que M seja formado por p ciclos vértice-disjuntos, para algum inteiro
p > 1. Construimos o chamado multigrafo de ciclos C = (V;, E¢) de M da seguinte
maneira. Cria-se um vértice em € para cada ciclo de M e a toda aresta {u,t} de M,
sendo u e t vértices pertences a ciclos diferentes C, e C; de M, é associada uma aresta
{ve,, v, } em €, onde ve, e v, sdo, respectivamente, os vértices de € relativos a C,, e
C;. Mais ainda, para qualquer aresta de C, seu peso em € é igual ao seu peso em G.
Por fim, a heuristica CS comeca sua terceira e ultima fase, denominada de costura, na
qual os ciclos de M sio unidos (ou “costurados”) pelas as arestas que formam um ciclo
Hamiltoniano passando pelos vértices de C.

Para escolher uma moldura biconexa de custo minimo M de G, a heuristica CS
inicia resolvendo um problema de PI definido da seguinte maneira. Sejam xz € B" e
y € B™ variaveis de decisao associadas as arestas e aos vértices de ¢, conforme definidas

na Secao 3.1. Consideremos P C R™™™ o poliedro definido pelas desigualdades

y(Vi) =1 para todoic {1,... k}, (5.1)

2(6({u})) = yud(u) para todo u €V, (5.2)

z(6(W)) >2 para todo W C Q,W # 0, (5.3)

z(B(W)Y\ (Vi) > 1 paratodoie {1,....,k}, W C Q\{Vi}, W # 0, (5.4)
0<y,<1 paratodoucV, (5.5)

0<zy; <1 paratodo {i,j} € E. (5.6)

O problema de PI da fase de emolduramento resolvido pela heuristica CS pode ser
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€Xpresso por

min Z ngij c(x,y) € Pomat N (B™ x B™) 3. (5.7)
{i,j}eE

Para instancias completas do PSBMG, usamos apenas as restri¢oes (5.1), (5.2), (5.5)
e (5.6) para a definicdo de Py . Na nossa implementagao da heuristica CS, o solver

CPLEX foi empregado para resolver o problema de emolduramento.
Sejam (z*,y*) a solugdo 6tima para (5.7) e M = (Viy, Eyr) a moldura biconexa
de custo minimo induzida por (z*,y*), i.e., M é tal que Viy ={v eV :y: =1} e
Ey ={{i,j} € E:xj; =1}. Na fase de cobertura, a heuristica CS resolve o PCCM
em M, i.e., procuramos encontrar uma cobertura por ciclos de custo minimo de M.
Sejam z € BIPM| variaveis de decisdo associadas as arestas de M. Se S é uma solucio

viavel para o PCCM em M, para toda aresta {i,j} € E), definimos

1 sed{t,j} el

0 caso contrério.
Seja P, C RIFMl o poliedro definido pelas desigualdades
2(6({u})) =2 para todo u € Vy, (5.9)

2(6(W)\ F) — z(F) > 1—|F| paratodo W C Vy, FF C §(W),|F| é impar, (5.10)
0<z; <1 paratodo {i,j} € E. (5.11)

O PCCM em M ¢ dado por

min Z wgzij 2 € Py NBIPMI Y (5.12)

{i,j}€Em

A envoltéria convexa dos pontos pertencentes ao conjunto Ps,p, N BIFM| denotada por
conv(P.o, N BIEM) ¢ chamada de Politopo dos 2-Emparelhamentos Perfeitos de M.
As restrigoes (5.10) sdo as conhecidas desigualdades Blossom. Edmonds [1965a] e
Pulleyblank [1973| demonstraram que os vértices do poliedro P, possuem somente
coordenadas 0 ou 1, i.e., que as restricoes que definem FP,.,, sao suficientes para induzir
conv(P.o, NBIPMD). Sendo assim, para resolver (5.12), i.e., para solucionar a fase de
cobertura da heuristica CS, implementamos um algoritmo de planos de corte que sepa-
ra de forma exata as desigualdades (5.10) em tempo polinomial usando o algoritmo de
Letchford et al. [2004] (LRT). Embora Edmonds [1965a] tenha descrito um algoritmo
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exato puramente combinatério para o PCCM, i.e., um algoritmo que nao faz chamadas
a nenhum tipo de método numérico para solucao de programas lineares e que explora
somente a natureza combinatoéria do problema, é um consenso na literatura, conforme
apontado por Grotschel & Holland [1987], que uma implementagio eficiente de tal
algoritmo nao é trivial. Por essa razao, escolhemos implementar um algoritmo de
planos de corte que usa o LRT para separar desigualdades Blossom.

Seja P C Py 0 poliedro definido apenas pelas desigualdades (5.9) e (5.11). O
algoritmo de planos de corte que soluciona o problema de cobertura da heuristica CS

inicia calculando a solucao 6tima do seguinte problema de PL

min Z Zigws 2 € Py (5.13)

{i.7}eEMm

Em seguida, iterativamente separamos desigualdades Blossom (5.10) até que nenhuma
delas esteja violada. Para isso, como dito anteriormente, usamos o algoritmo LRT. Em
suma, dada a solugao z obtida em uma determinada iteracao do algoritmo de planos de
corte para resolver (5.13), LRT computa uma arvore de Gomory-Hu 7" do grafo suporte
associado a Z e verifica se é possivel encontrar, para todos os cortes em M induzidos
pelas arestas de T, conjuntos W C Vy; e FF C (W), com |F| impar, que definam uma
Blossom violada em M, onde W é um subconjunto de qualquer uma das costas de um
corte em 7. Ressaltamos que todos os cortes encontrados ao longo da execucao do
algoritmo sao inseridos no modelo. A complexidade assintotica de tempo no pior caso
da nossa implementagao do algoritmo LRT é O(k?), que é, por sua vez, essencialmente
dominada pelo algoritmo de GU usado internamente para calcular 7.

Uma vez terminada a fase de cobertura, obtemos uma cobertura por ciclos mi-
nima M = (Var, E57) de M. Se M for um ciclo Hamiltoniano nos vértices de M,
entao chegamos ao final da execugdo da heuristica CS, visto que Mjé ¢ considerada
viavel para o PSBMG. No entanto, se M for uma p-cobertura por ciclos de M, para
algum inteiro p > 1, entramos na ultima fase da heuristica CS, a saber a fase de
costura. Nela, computamos primeiramente o multigrafo de ciclos C associado a M ,
como definido anteriormente. Uma ressalva importante a ser feita neste momento é
que durante a construgao de €, criamos um mapeamento ¢ : Fe — FE7; para facilitar,
dada uma aresta {q, w} € Eg, a “recuperacao” a aresta {7, j} € Ej que originou {q, w}
em C, i.e., do par de vértices 7,7 € V), chamados a seguir de vértices de contato.

Na fase de costura da heuristica CS, utilizamos o algoritmo %—aproximativo de
Christofides [1976] (CF) para encontrar um ciclo Hamiltoniano em €. Na nossa im-

plementacao desse algoritmo, usamos uma implementagao O(k?) do algoritmo de Prim
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com o objetivo de obter uma arvore geradora minima 7" de C e, em seguida, executamos
o algoritmo de Micali & Vazirani [1980] em O(k?), no pior caso, para computar um
emparelhamento perfeito de custo minimo do subgrafo de € induzido pelos vértices de
grau impar em 7. Dessa forma, a complexidade assintotica de tempo no pior caso da
nossa implementagao do algoritmo CF ¢ O(k?).

Seja (Ve, E*) a solucgao obtida na fase de costura da heuristica CS via o algoritmo
CF. Para unirmos (ou “costurarmos”) os ciclos que compoem M , simplesmente unimos
as arestas no conjunto Ey = {¢(e) € Ey : e € E*} aquelas pertencentes a Er;. Na
sequéncia, provamos que a solucdo S = (Vjs, Es) encontrada pela heuristica CS é
viavel para (G, se GG for uma instancia completa e se S nao possuir vértices criticos,
i.e., vértices ¢ € Vi, com [6g({i}) N Ey| = 2. (O motivo dessa restricdo consiste na

observacao de que todo vértice critico é também um ponto de articulacao.)

Proposicarafo 5. Dada uma instancia G completa para o PSBMG, a solucdo S en-

contrada pela heuristica CS é vidvel para G se S nao possuir vértices criticos.

Prova. Suponhamos que G seja uma instancia completa e que S nao tenha vértices
criticos. Mostramos que S é uma solucao viavel para o PSBMG em G provando que S
¢ um subgrafo biconexo de G contendo exatamente um vértice de cada cluster. Certa-
mente, podemos afirmar que S contém somente um vértice de cada cluster de G, pois
S é um subgrafo de uma moldura de G obtida na fase de emolduramento da heuris-
tica CS. Resta provar, portanto, que S é biconexo. Para isso, novamente recorremos
a definicao de grafo biconexo e mostramos que, para quaisquer dois vértices distintos
u,t € Vg, é possivel encontrar dois caminhos vértice-disjuntos em S conectando u a t.
Sejam M a solucao obtida na fase de cobertura da heuristica CS e C, e C}, respecti-
vamente, os ciclos de M que contém u e v. Além disso, sejam também ve, € v, 0S
vértices no multigrafo de ciclos € relativos aos ciclos C), e C;. Dividimos a prova em

dois casos.

Caso 1. Suponhamos que C, e C; coincidam, i.e., que os vértices u e t estejam em um
mesmo ciclo de M. Dessa forma, certamente existem dois caminhos vértice-disjuntos

entre u e t, uma vez que todo ciclo é um grafo biconexo.

Caso 2. Suponhamos que C), e C; nao coincidam, i.e., que os vértices u e t estejam
em ciclos vértice-disjuntos de M. Vimos que, na fase de cobertura, obtemos um ciclo
Hamiltoniano passando pelos vértices de C. Novamente, como todo ciclo é um grafo
biconexo, é imediato constatar que necessariamente precisam existir pelo menos dois

caminhos vértice-disjuntos ligando os vértices ve, e v, em C. Logo, como por hipotese
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S nao possui vértices criticos, também deve ser possivel partir de u e chegar a t por

dois caminhos vértice-disjuntos em §S.

O

Uma observacgao final a ser dada em relagao a heuristica CS diz respeito a maneira
como ela trata vértices criticos que podem aparecer nas solucoes por ela encontradas.
Se existir algum vértice critico em S, a heuristica CS simplesmente retira de C as arestas
usadas na fase de costura que levaram a construcao de S e, em seguida, executa a fase
de costura novamente. Portanto, novas arestas sao usadas para costurar os ciclos de
M. Enquanto existirem vértices criticos, repetimos esse procedimento. O ntmero de
repeticoes é de, no maximo, trés. Se apés trés tentativas fracassadas, a heuristica CS
nao conseguir obter uma solugdo sem vértices criticos, ela retorna o grafo nulo (0, 0).
Por fim, se a instancia G para o PSBMG nao for completa, procedemos da seguinte
maneira. Resolvemos a fase de emolduramento normalmente e inserimos arestas ar-
tificiais de custo infinito na moldura biconexa minima M encontrada, analogamente
como descrito na Subsecao 4.1.1 para a heuristica 2-tree. Se existirem tais arestas arti-
ficiais na solucao encontrada ao final da fase de cobertura, a heuristica CS aborta sua

execugao e retorna o grafo nulo (0, ).

5.2 Heuristica de Refinamento destroy-and-restore

Uma heuristica de refinamento para um dado problema de Otimizagao Com-
binatoria é um algoritmo eficiente que recebe como entrada uma solucao viavel para
uma instancia desse problema e busca aprimora-la. Nesta subsecao, propomos uma
heuristica de refinamento para o PSBMG, chamada de destroy-and-restore (DR). Dis-
cutimos a seguir como tal heuristica tenta melhorar uma determinada solucao viavel
do problema e comentamos também sobre seus detalhes de implementacao. Similar
ao que fizemos na subsecao anterior, para fins de clareza, preferimos nao incluir o
pseudo-codigo da heuristica DR nesta subsecao, mas apenas explicd-la em linguagem
corrente.

A heuristica DR, em alto nivel, decompoe o refinamento de uma dada solucao
viavel para o PSBMG em dois sub-problemas ou fases, a saber um sub-problema de
destruicao e outro de restauragdo. Seja S = (Vs, Es) uma solu¢ao viavel para uma
instancia G do PSBMG e M = (Vs, Ey) a moldura em G que contém S, i.e., o
subgrafo de GG induzido por Vs. Na fase de destrui¢dao, como o nome ja sugere, nosso
objetivo é remover arestas do conjunto Fg e, assim, tornar S invidavel. Em seguida,

na fase de restauragao, tentamos recuperar a viabilidade de S com o minimo esforgo
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possivel, i.e., remontando seus “pedacos”, criados na fase anterior, com um conjunto
de novas arestas presentes em M de baixo custo agregado. Na sequéncia, tratamos
individualmente de cada uma das duas fases que compoem a heuristica DR.

Na fase de destruicao, procuramos encontrar um subconjunto W C Vg, tal que o
corte dg(WW') seja suficiente para desconectar S. Mais do que isso, o desejavel seria que
conseguissimos determinar W de maneira que dg(W) tivesse o maximo custo possivel,
i.e., que a soma dos pesos das arestas em Jdg(WW) fosse maxima. A motivagao para
procedermos assim decorre do fato de que se dg(WW) realmente fosse um corte maximo
separando S em duas ou mais componentes conexas, entao dificilmente conseguiriamos
deteriorar a qualidade de S na fase de restauracao, uma vez que qualquer que seja o
conjunto F, de arestas escolhido para viabilizar .S, o custo total de E,¢ estaria limitado
superiormente pelo custo de d5(W). Sendo assim, na fase de destruicdo da heuristica
DR, buscamos resolver em S o conhecido Problema do Corte Mdzimo (PCM). Por
se tratar de um problema que é NP-dificil na sua versdo de otimizacao [Karp, 1972],
recorremos a uma estratégia de solucao aproximada. Para isso, empregamos o algoritmo
0, 878-aproximativo probabilistico de Goemans & Williamson [1995b] (GW).

Em esséncia, o algoritmo GW obtém uma solucao aproximada para uma instan-
cia qualquer do PCM explorando a solucao de uma relaxagao de Programacao Nao-
Linear (mais especificamente, de Programacgao Semi-definida) do PCM. Consideremos
a seguinte formulagao de PI Quadratica para o PCM. Seja H = (Viy, Ey), onde ng =
|V |, um grafo com pesos reais ndo-negativos nas arestas. Definimos varidveis de decisao
y € {1, —1}"# associadas aos vértices de H. Tomemos H como uma instancia para o
PCM e W C Vy uma solugao viavel para o PCM em H, i.e., o corte dg(WW) que W

induz em H. Para todo vértice i € Vg, definimos

1 se1 e W,
Yi = (5.14)

—1  caso contrario.

Dessa forma, o PCM pode ser expresso por

1
max { — Z wg(l —yy;) cy € {=1,1}"# 5. (5.15)
{Z'vj}EEH
Na sequéncia, definimos a seguinte relaxagao para (5.15). Para todo i € {1,...,ng},

associamos um vetor v; € [—1,1]"# & variavel de decisdo y;, i.e, associamos a y; um

ponto na esfera ny-dimensional de raio unitario centrada na origem, denotada a seguir
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por §,,,. Uma relaxagao de Programacao Semi-definida para o PCM é dada por

1
max < — Z wil (1 —v;-v;) :v; €8y, paratodoi € {1,...,ng} p, (5.16)
onde v; - v;, para quaisquer i, j € {1,...,ny} distintos, denota o produto interno entre

os vetores v; € vj.

*

Sejam vy, ..., vy vetores 6timos para (5.16), r um ponto em 8,,,, escolhido aleato-

riamente segundo uma distribuicao de probabilidade continua uniforme definida sobre
Sny e Wr={i € Vg :vf-r>0}. Goemans & Williamson [1995b] demonstraram que

a g arccos(v;, v;)
EW* = > wlfj—— =, (5.17)
{iaj}eEH
onde arccos(v;, v;), para quaisquer i,j € {1,...,ny} distintos, denota o arco do co-

seno do angulo formado entre os vetores v; e v; e E[IV*] denota o custo esperado do

corte o (W*) induzido por W* em H. Mais do que isso, os autores provaram que

1
EW*>a|= Z wg(l —v; - v5) |, (5.18)
{i.j}eEn
onde o = min{ﬂ( 25

1—cos f3)
proximagao probabilistico para o PCM em H com garantia de desempenho 0, 878.

0< < w} ~ 0,878, o que implica um algoritmo de a-

Intuitivamente, de posse da solu¢do 6tima vj,...,v; para (5.16) eder € 8

ritmo GW escolhe o corte em H induzido pelos vértices cujos vetores 6timos associados

ny, O algo-
estejam situados “acima” do hiperplano aleatério com normal r que passa pela origem
do espaco real ng-dimensional.

Na nossa implementagao do algoritmo GW, utilizamos o solver de Programacao
Semi-definida SDPA [2012] para resolver (5.16). Para gerar r € §

sorteamos independentemente ny nimeros aleatorios usando a distribuicao de proba-

nys Simplesmente
bilidade continua normal padrao e, em seguida, normalizamos o vetor assim obtido.
Para isso, usamos o gerador de nimeros pseudo-aleatorios da GNU Scientific Library
| Galassi, 2009].

Apos finalizada a fase de destruigdo, obtemos com o algoritmo GW um corte
ds(W*) em S induzido pelo subconjunto W* C Vg. Seja W = Vg \ W*. Para via-
bilizar S novamente, iniciamos a fase de restauracao da heuristica DR procedendo da

seguinte maneira. Com o algoritmo de Prim, calculamos as arvores geradoras minimas
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Tw+ = (Viy=, BEw~) e Ty = (Vip, Ey=) dos subgrafos de M induzidos, respectiva-
mente, por W* e W . Unimos Ty~ a Ty~ tomando a aresta € de menor peso em
S (W*) e, assim, construimos a arvore Z = (Vg, Ez), onde E; = Ey- U Ey+ U {e}.
Na sequéncia, utilizamos o algoritmo %—aproximativo de Khuller & Thurimella [1992]
(KT) para resolvermos em M o chamado Problema da Biconexao Minima (PBM), que
consiste em encontrar o subconjunto de arestas E' C Fy; \ Ez de minimo custo total,
tal que o grafo (Vs, Ez U E') seja biconexo.

Por brevidade, julgamos melhor nao comentar em detalhes o algoritmo KT nesta
subsecao. Para discutirmos em resumo como ele resolve de forma aproximada o PBM,
necessitamos de alguns conceitos. Dado um digrafo D = (Vp, Ap) com pesos reais nao-
negativos associados aos arcos e um vértice b € Vp, chamamos de arborescéncia de
D enraizada em b qualquer subdigrafo de D no qual exista precisamente um caminho
direcionado conectando b a qualquer vértice u € Vp \ {b}. Uma arborescéncia de
busca em profundidade (ABP) de D enraizada em b é qualquer arborescéncia criada
pela execucao de uma busca em profundidade (depth-first search) em D partindo de b.
Uma ramificagao dtima (optimum branching) em D é uma arborescéncia de custo
minimo de D, i.e., uma arborescéncia de D cuja soma dos pesos dos seus arcos é
minima.

Em suma, o algoritmo KT transforma a &rvore Z, criada no comeco da fase de
restauracao, em um grafo biconexo encontrando uma ramificacao 6tima R de uma ABP
apropriadamente criada a partir de Z e M. Por fim, usam-se os arcos de R para induzir
um subconjunto de arestas £’ C FE); \ Ez de baixo custo agregado, tal que o grafo
(Vs, Ez U E') seja biconexo. Para computar R, usamos uma implementagao O(k?) de

Tarjan [1977] do algoritmo proposto por Edmonds [1967].

5.3 Procedimentos de Busca Local

Buscas locais (BL) [Hoos & Stutzle, 2005; Aarts & Lenstra, 2003] integram uma
colecao de técnicas heuristicas empregadas na resolucao de problemas computacionais
desafiadores, muitos deles enquadrados no campo da Otimizacao Combinatoria. Sejam
uma instancia I de um desses problemas e S uma solucao viavel para I. Dizemos que
uma estrutura de vizinhanca para tal problema, definida em relacao a S, ¢ um ma-
peamento que associa a S um subconjunto do espaco de viabilidade de I formado por
solucoes que diferem de S por algum determinado critério. Sendo assim, uma busca
local & uma estratégia que prescreve como movimentar dentro de uma dada estru-

tura de vizinhanca centrada em S visando a otimizar localmente uma fungao objetivo.
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Nesta se¢ao, introduzimos procedimentos de busca local baseados em duas estruturas
de vizinhanca para o PSBMG, a saber cluster-head exchange e edge swap. Fazemos
uma breve discussao também dos seus detalhes de implementagao. Nos experimentos
computacionais realizados, combinamos essas buscas locais com o objetivo de apri-
morar as solucoes geradas pelas heuristicas construtivas abordadas nas Subsecoes 5.1.1
e 5.1.2.

5.3.1 Vizinhanca cluster-head exchange

Para uma melhor compreensao desta subsecao, recomendamos ao leitor, se pre-
ciso, que recorde o conceito de backbone descrito na Secao 3.3.

Dada uma instancia G do PSBMG e uma solucao viavel S = (Vs, Eg) para
G, a vizinhanca cluster-head exchange (CHE) de S é o subconjunto do espaco de
viabilidade de G formado pelas solucoes que possuem o mesmo backbone de S, mas
que diferem de S em exatamente um cluster-head. O principal objetivo da vizinhanca
CHE para o PSBMG é, uma vez fixo o backbone de S, procurar otimizar a escolha dos
vértices eleitos de cada cluster de G.

Formalmente, sendo V(G) a espago de viabilidade do PSBMG para G, i.e., o
conjunto de todas as solucoes viadveis para a instancia (G, a vizinhanca cluster-head
exchange de S, denotada por CHEg/(SS), ¢ definida como CHEg(S) = {S = (Vs, E3) €
V(G) : Ba(S) = Ba(S), Vg \ Vs| = 1}. Para a vizinhanca CHE, implementamos a
chamada busca local melhor aprimorante, na qual, dada a solucao viavel de partida
S e a vizinhanga CHE de S, movemo-nos para a solugdo aprimorante S* € V(G) de
menor custo dentre todas as solugdes em CHEq(S), i.e., movemos de S para S*, tal
que ¢(S*) = min{c(S) : S € CHEg(S)} e ¢(S*) < ¢(S). Se ndo existir tal solucio
aprimorante, dizemos que chegamos a um é&timo local da vizinhanca CHE para a
solucao de partida S.

O tamanho da vizinhanca CHE de S ¢ ©(n—k). Usando uma tabela hash simples
e sem colisoes, conseguimos avaliar em tempo constante o custo de uma solugao na
vizinhanga CHE de S. Logo, a complexidade assintotica de tempo de um movimento

da busca local melhor aprimorante na vizinhanca CHE de S ¢ O(n — k) no pior caso.

5.3.2 Vizinhanca edge swap

Dadas uma instancia G para o PSBMG, uma solucao viavel S = (Vg, Eg) para
G e a moldura M = (Vs, Ejy) que contém S, a vizinhanga edge-swap (ES) de S,
denotada por ESg(S), é o subconjunto do espago de viabilidade de G formado pelas
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solugbes que podem ser obtidas adicionando a S duas arestas p,q € Fy,\ Es e retirando
de S, em ordem nao crescente de peso, a quantidade méaxima possivel das arestas em Eg
que se tornaram redundantes devido a insercao de p e ¢. Em suma, a vizinhanca edge
swap para o PSBMG procura complementar a CHE. Ao passo que na vizinhanca CHE
mantemos o backbone de S e variamos os cluster-heads, na vizinhanca ES mantemos
os cluster-heads e variamos o backbone, i.e., buscamos otimizar a maneira com que 0s
cluster-heads estao interligados. Na nossa implementacao da vizinhanca ES, utilizamos
a chamada busca local primeira aprimorante. Dada a solugao vidvel de partida .S,
movemo-nos para a primeira solu¢ao aprimorante S* € V(S) na vizinhanca ES de S.
Na sequéncia, formalizamos o significado de “primeira”.

Antes de avaliar qualquer solu¢do em ESg(S), armazenamos em um min-heap
de Fibonacct H [Cormen et al., 1990], com um custo de O(k?) no pior caso, todos os
pares nao ordenados de arestas em Ej; \ Eg. Utilizamos o soma dos pesos dos pares
das arestas como critério de ordenacao dos noés de H. Em seguida, procedemos da
seguinte maneira. Retiramos em O(1) o par de arestas {p, q} correspondente & raiz de
H. Inserimos tais arestas em S e, com um algoritmo O(k?) proposto por Hopcroft &
Tarjan [1973], removemos de Es\{p, ¢}, em ordem nao crescente de peso, o subconjunto
de arestas R € Eg \ {p,q} que se tornaram redundantes devido & adi¢do de p e ¢ a
S. Claramente, tal movimento serd aprimorante somente se wy, + wy < Y _pW,. Se
essa condicao for satisfeita, executamos tal movimento, i.e., inserimos em H, com um
custo O(k?) no pior caso, todos os pares nao ordenados de arestas pertencentes a R e
repetimos o processo até atingir um 6timo local de ES.

O tamanho da vizinhanga ES de S é O(k?). O custo para avaliar cada solugio
pertencente a ES¢(S) é O(k?) no pior caso. Logo, a complexidade assintotica de tempo,

no pior caso, de um movimento da busca local primeira aprimorante na vizinhanca ES

de S & O(kY).

5.4 Experimentos Computacionais

Nesta secao, discutimos os resultados alcancados pelas heuristicas e buscas locais
apresentadas neste trabalho. Observamos que os métodos heuristicos s6 foram usados
em conjuncao com o algoritmo BC para instancias com pelo menos 76 vértices e 15
clusters, pois o efeito da aplicacao dos mesmos nao foi discernivel em instancias com
um nimero inferior de vértices ou de clusters. Similarmente ao que fizemos no Capitulo
4, para uma discussao mais clara dos resultados, dividimos nossos testes em categorias.

Na sequéncia, comentamos sobre cada uma delas separadamente.
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Para a primeira categoria de testes, realizamos um estudo empirico comparativo
dos desempenhos isolados das heuristicas construtivas 2T e CS. Em seguida, procu-
ramos mensurar as melhorias proporcionadas pela heuristica de refinamento e pelas
buscas locais nos custos das solucoes obtidas pelas heuristicas 2T e CS. Finalmente,
estabelecemos uma comparagao entre as solucoes heuristicas fornecidas ao algoritmo
BC e a primeira solucao inteira encontrada na arvore de enumeracao do BC com a for-
mulagao P! e quando executado sem nenhuma solucao inicial. Neste tltimo cenario,
é relevante registrar que o nosso algoritmo BC, em todo instante, empregou uma es-
tratégia de caminhamento em largura pela arvore de enumeracao, que, normalmente,
costuma resultar em primeiras solugoes inteiras de melhor qualidade. Na Tabela 5.1,
explicitamos os custos das solucoes encontradas pelos métodos heuristicos nos trés
cenarios mencionados anteriormente e também o custo da primeira solucao inteira do
BC. Na Tabela 5.2, encontram-se os respectivos tempos de execucao despendidos pelos
métodos heuristicos e pelo BC para obter tais solucoes.

No tocante as heuristicas construtivas, notamos que os custos das solucoes en-
contradas pela CS foram, na média, 15% melhores que os das soluc¢oes obtidas pela 2T,
embora a CS tenha executado em um tempo quase 9 vezes maior que o da heuristica
2T. Salientamos que, para todas as instancias de teste consideradas, a CS dominou a
2T em relacdo a qualidade das solucoes obtidas. Além disso, notamos que a heuris-
tica de refinamento DR aprimorou em aproximadamente 15%, na média, as solugoes
fornecidas pela 2T e menos de 1% no caso da CS. Em relagao as buscas locais com-
binadas no arcabouco VND, observamos que elas possibilitaram um ganho médio de
16% e 8%, respectivamente, nos custos das solugoes fornecidas pela 2T e CS. Por fim,
a heuristica CS aliada ao VND obteve, com um quarto do tempo do BC, solugoes com
custos, na média, 8% menores em relacdo ao custo da primeira solucio inteira obtida
pelo BC.

Na Tabela 5.3, explicitamos, para cada instancia, o tempo total de execucao do
BC, o tempo de execucao demandado pelas intervencoes das buscas locais durante a
execucao do BC e a fracao percentual de tais intervencoes em relacao ao tempo total
de execucao do BC. Em resumo, podemos notar que a atuacao das buscas locais ao
longo da execucao do BC é moderada para a maioria das instancias, com excegao de
8 delas para quais tal valor ultrapassa a margem dos 10%. Na Tabela 5.4, para todas
as instancias resolvidas na otimalidade pelo nosso algoritmo BC, listamos os gaps das
solucoes encontradas pela heuristica CS acoplada as buscas locais. Observamos que
todos os valores de gaps mostrados na tabela estdo abaixo de 5% e que, inclusive, para
uma das instancias, a saber grl37america, nosso método heuristico conseguiu obter a

solucao 6tima.
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Na segunda categoria de testes, conduzimos uma anéalise entre a qualidade dos
resultados obtidos com a heuristica CS aliada ao VND e os resultados alcancados pelo
algoritmo memético de Hu & Raidl [2009]. Na Tabela 5.5, mostramos os tempos
de execugao demandandos por cada abordagem de solugao e os respectivos custos
das solugoes por elas obtidas. Mencionamos que em [Hu & Raidl, 2009], os autores
impuseram dois critérios de parada para os seus experimentos computacionais, um
deles, no qual obtiveram os melhores resultados, baseou-se em um limite de tempo de
execucdo grande o suficiente para garantir a convergéncia do algoritmo memético. E
precisamente os resultados relativos a esse critério de parada que relatamos na Tabela
5.5. Observamos também que o ambiente computacional utilizado por Hu & Raidl
[2009] foi um Intel Core 2 Quad, 2.4 GHz com 4 GB de memoria RAM, i.e., um
ambiente computacional cerca de trés vezes inferior em desempenho ao nosso. Ainda
levando esse fator em consideragao, podemos notar que a heuristica CS integrada com o
VND conseguiu encontrar, com 40% a menos de tempo de execugao, melhores solugoes
que o algoritmo memético de Hu & Raidl [2009], com excecao de quatro instancias, a
saber gr137, kroal50, gr202 e rd400, sendo que, para esta tltima, ambas as abordagens
de solucao encontraram solugoes de custo idéntico.

Na terceira e tltima categoria de testes, procuramos aferir quantas vezes as buscas
locais chamadas ao longo da execugao do BC efetivamente tiveram algum efeito. Além
disso, quisemos determinar a autoria da melhor solucao obtida apds a execucao do BC
para as instancias de teste consideradas, i.e., qual foi o método, o BC ou as buscas
locais, que encontrou tal solucao. Sendo assim, relatamos na Tabela 5.6 o ntmero
total de execucoes das buscas locais, o nimero de execucgoes positivas, i.e., execugoes
que aprimoraram a melhor solucao inteira corrente, a fracao percentual das execucgoes
positivas em relacao ao nimero total de execugoes e a autoria da solugao. Observamos
na Tabela 5.6 que, na média, a aplicacao das buscas locais foi positiva aproximadamente
metade do nimero total de vezes em que elas foram chamadas. Para 23 instancias
(ou 54% delas), a autoria da melhor solu¢ao encontrada foi das buscas locais; para 6
instancias (o que representa 14%), a autoria foi devida ao nosso algoritmo BC e, por
fim, para as 13 instancias restantes (32% do total) houve empate entre o BC e as buscas

locais.
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Tabela 5.1. Custos das solucoes encontradas pelas heuristicas construtivas 2-tree
(2T) e cover-and-stitch (CS) quando usadas isoladamente, quando combinadas
com a heuristica de refinamento destroy-and-restore (DR) e com as buscas locais
(VND). Comparamos também os resultados com o custo da primeira solucao
inteira encontrada pelo algoritmo BC com a formulagdo P} ao longo da drvore de
enumeracao quando nao é fornecida a ele nenhuma solucao inicial.

Instancias Heur. const. Heur. refinamento Buscas locais Prim. sol.
Nomes 2T CS 2T+DR CS+DR 2T+VND CS+VND int. BC
€il76 278 247 247 245 246 244 248
pr76 73835 65401 65451 65050 65277 64806 65576
gro6 312 269 269 268 268 266 270
gr96africa 445 390 390 385 388 379 392
rat99 631 547 548 542 544 533 550
kroc100 11979 10402 10411 10314 10372 10168 10456
kroal00 12361 10593 10593 10514 10549 10366 10635
krod100 11595 10117 10118 10058 10077 9940 10148
rd100 4040 3570 3572 3549 3556 3510 3584
kroe100 12241 10457 10464 10377 10433 10310 10485
krob100 11421 10082 10082 9992 10039 9841 10129
eil101 321 281 281 278 280 274 283
lin105 9952 8749 8746 8677 8721 8589 8780
pr107 32135 27763 27765 27749 27755 27736 27770
gr120 3376 2930 2931 2917 2923 2891 2938
pri24 43560 37897 37936 37723 37823 37540 37994
bier127 85918 75605 75674 75254 75415 74521 75836
prl36 50612 43959 43950 43531 43736 43155 44143
grl37 503 446 446 445 446 441 447
grl37america 315 280 280 280 280 280 280
prld4 51850 46250 46264 46189 46228 46100 46279
kroals0 13511 11955 11971 11906 11929 11619 11986
krob150 13143 11465 11474 11432 11456 11380 11490
prls2 59937 53241 53290 53034 53121 52852 53349
ul59 27213 24078 24103 23942 24007 23652 24146
rat195 1113 953 954 935 940 913 961
d198 12363 10767 10770 10739 10757 10702 10779
krob200 15850 13625 13647 13538 13590 13250 13667
kroa200 15760 13821 13828 13789 13800 13741 13838
gr202 377 322 322 321 322 321 323
gr202europe 238 206 207 205 206 202 208
15225 81301 69830 69810 69580 69731 69207 69932
pr226 75500 64688 64701 64611 64653 64509 64738
gil262 1220 1069 1067 1056 1063 1042 1074
pr264 35415 31111 31126 30995 31043 30828 31194
pr299 28535 24516 24583 24311 24460 22752 24668
lin318 24592 21153 21161 21108 21136 21024 21181
rd400 10723 9104 9149 8743 8966 6765 9259
1417 13070 11305 11336 11092 11208 10034 11392
gr431 5232 4302 4439 3971 4118 1290 4539
pr439 73426 63355 63388 62840 63093 60240 63590

pcb442 27864 24153 24341 23559 24007 22170 24503
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Tabela 5.2. Tempos de execucao (em segundos) das heuristicas construtivas 2-
tree (2T) e cover-and-stitch (CS) para a encontrar a solucado inicial quando usadas
isoladamente, quando combinadas com a heuristica de refinamento destroy-and-
restore (DR) e com as buscas locais (VND). Comparamos também os resultados
com o tempo de execugao gasto pelo algoritmo BC com a formulagao PF para en-
contrar a primeira soluc¢ao inteira ao longo da arvore de enumeragdo, usando uma
estratégia de caminhamento em largura, quando nao é fornecida a ele nenhuma
solucao inicial.

Instancias Heur. const. Heur. refinamento Buscas locais Prim. sol.
Nomes 2T CS 2T+DR CS+DR 2T+VND CS+VND int. BC
€il76 0.03 0.27 0.28 0.59 0.88 1.01 4
pr76 0.02 0.2 0.2 0.42 0.57 0.72 3.1
gro6 0.02 0.28 0.32 0.61 0.82 0.92 4.2
gr96africa 0.27 1.96 3.79 6.1 8.6 9.6 39.3
rat99 0.07 0.47 0.83 1.38 2 2.35 9.6
kroc100 0.05 0.55 0.7 1.13 1.77 2.07 8.2
kroal00 0.06 0.36 0.54 1.51 1.86 1.87 8.7
krod100 0.06 0.57 0.8 1.44 1.79 2.16 10
rd100 0.06 0.51 0.76 1.47 1.76 1.92 8.7
kroel00 0.03 0.27 0.61 0.98 1.41 1.76 6.8
krob100 0.05 0.54 0.65 1.28 1.57 1.72 8.2
eil101 0.08 0.84 0.82 2.21 2.61 3.14 13.5
lin105 0.05 0.54 0.54 1.43 1.53 2.31 8.9
prl07 0.05 0.45 0.76 1.55 1.78 2.16 8.8
gr120 0.09 0.76 1.1 2.71 3.2 4.5 16.9
pri24 0.13 1.15 1.66 3.44 3.67 4.68 19.2
bierl127 0.17 1.76 2.39 3.85 4.88 6.35 26.6
prl36 0.26 3.31 4.49 7.97 11.25 12.43 51.8
gr137 0.24 2.78 3.73 5.94 8.4 9.96 40.9
grl37america 0.26 2.31 2.33 6.63 7.06 8.75 37.5
prld4 0.14 1.28 2.5 3.79 5.82 6.72 26.8
kroal50 0.38 2.95 3.7 8.57 10.06 14.72 58.5
krob150 0.3 2.52 3.23 7.87 9.99 11.7 47.1
prls2 0.32 2.62 4.23 9.47 11.15 15.74 62.5
ul59 0.61 6.05 11.57 17.23 22.65 25.06 118.8
rat195 1.84 21.14 22.61 42.56 64.91 77.2 308.6
d198 2.68 24.74 26.03 60.4 75.73 97.14 405.7
krob200 0.78 6.41 7.61 16.6 21.92 29.85 114.9
kroa200 1.55 14.08 18.88 34.59 54.91 58.78 264.7
gr202 2.93 26.51 36.64 91.69 110.77 112.98 530.6
gr202europe 2.71 20.36 27.5 66.58 79.42 104.69 422.1
ts225 1.81 15.07 27.1 54.23 61.61 75 337.9
pr226 1.78 18.36 34.74 62.81 73.9 84.18 354.9
gil262 1.8 18.83 29.9 48.21 56.62 67.9 308.3
pr264 10.45 90.68 111.35 265.57 291.42 328.73 1504.2
pr299 2.22 21.79 34.4 72.01 83.03 95.68 400.6
lin318 1.53 14 21.76 44.39 66.49 79.94 303.4
rd400 2.55 33.2 34.86 76.8 96.96 137 508.2
fl417 4.32 42.96 55.76 101.76 123.37 155.77 702.4
gr431 6.06 58.82 92.4 158.39 172.46 213.97 1002.3
pr4d39 6.94 64.31 122.37 223.02 236.13 322.44 1245.2
pch442 7.93 69.64 86.69 206.61 244.34 346.47 1353.6




5.4. EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS

Tabela 5.3. Tempo total de execugdo (em segundos) do algoritmo BC com a
formulagao P, tempo total de execugdo do procedimentos de busca local (VND)
durante a execuc¢ao do algoritmo BC e sua fracao percentual em relagdo ao tempo
total de execucao do BC.

Instancias Tempo total Tempo Tempo
Nomes exec. BC VND VND (%)
€il76 179.9 8.44 4.7
pr76 273.2 15.04 5.5
grI6 124.3 8.36 6.7
gr96africa 354.7 43.45 12.2
rat99 2295.2 24.8 1.1
kroc100 LTE 17.52 0.2
kroal00 8486.9 21.73 0.3
krod100 10147.2 34.53 0.3
rd100 2205.1 15.94 0.7
kroe100 7224.6 32.39 0.4
krob100 145.6 5.88 4
eil101 1312.7 78.51 6
lin105 8800.5 42.26 0.5
prl07 6817.5 32.95 0.5
grl20 7506.6 96.85 1.3
prl24 4183.7 46.01 1.1
bier127 3924.3 170.84 44
prl36 LTE 202.32 1.9
grl37 LTE 281.81 2.6
grl37america 33.6 9.6 28.6
prl44 LTE 87.3 0.8
kroal50 LTE 280.74 2.6
krob150 2661.8 52.74 2
prls2 8511.8 92.01 1.1
ulb9 LTE 222.21 2.1
rat195 LTE 890.5 8.2
d198 3122.2 964.14 30.9
krob200 LTE 338.34 3.1
kroa200 LTE 400.6 3.7
gr202 2158.4 388.65 18
gr202europe 9196.2 415.31 4.5
8225 LTE 74.67 0.7
pr226 LTE 95.54 0.9
gil262 LTE 90.57 0.8
pr264 LTE 452.5 4.2
pr299 LTE 46.54 04
lin318 LTE 22.78 0.2
rd400 LTE 1732.5 16
fl417 LTE 1543.2 14.3
grd3l LTE 1674.3 15.5
pr4d39 LTE 1286.3 11.9
pcb442 LTE 1342.6 124

Média 5.7
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Tabela 5.4. Custos das melhores solugoes inteiras obtidas pelo algoritmo BC com
a formulacao PT e custos das melhores solugdes que foram obtidas pela heuristica
cover-and-stitch (CS) integrada com as buscas locais (VND). Mostramos também
0s gaps dessas solugoes heuristicas calculados em relacao aos custos das solucoes
otimas obtidas pelo o algoritmo BC.

Instancias Custo Melhor solugao Gap melhor
Nomes sol. 6tima (BC) heur. (CS+VND) sol. heur. (CS+VND)
€il76 237 244 2.87
pr76 63106 64806 2.62
gry6 261 266 1.88
gr96africa 362 379 4.49
rat99 507 533 4.88
kroal00 9964 10366 3.88
krod100 9628 9940 3.14
rd100 3384 3510 3.59
kroel00 9995 10310 3.06
krob100 9437 9841 4.11
€il101 261 274 4.74
lin105 8219 8589 4.31
prl07 27659 27736 0.28
gr120 2818 2891 2.53
prl24 36707 37540 2.22
bier127 72464 74521 2.76
grl37america 280 280 0
krob150 11175 11380 1.8
prls2 51718 52852 2.15
d198 10589 10702 1.06
gr202 318 321 0.93
gr202europe 192 202 4.95

Média 2.8




5.4.

EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS

Tabela 5.5. Tempos de execucdo (em segundos) e custos das solugdes encon-
tradas pela combinagdo da heuristica construtiva cover-and-stitch (CS) com as
buscas locais (VND) e das solucoes encontradas pelo algoritmo memético pro-
posto por Hu & Raidl [2009]. Para uma comparagao justa dos resultados

Instancias Custo sol. heur. Tempo exec.

Nomes [Hu & Raidl, 2009] CS+VND [Hu & Raidl, 2009] CS+VND
grl37 440 441 150 9.96
kroal50 11532 11619 150 14.72
d198 10781 10702 300 97.14
krob200 13336 13250 300 29.85
gr202 318 321 300 112.98
ts225 69932 69207 300 75
pr226 67048 64509 300 84.18
gil262 1083 1042 300 67.9
pr264 31220 30828 300 328.73
pr299 22793 22752 450 95.68
lin318 21181 21024 450 79.94
rd400 6765 6765 600 137
fl417 10147 10034 600 155.77
gr431 1291 1290 600 213.97
pr439 60815 60240 600 322.44

pcb442 22321 22170 600 346.47
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Tabela 5.6. Total de execugoes das buscas locais durante a execugao do algo-
ritmo BC com a formulagao P,
que efetivamente aprimoraram a melhor solucdo inteira corrente, as fragoes per-
centuais das execucoes positivas em relacao ao total de execucoes e a autoria da
melhor solucdo inteira relatada na Tabela 4.2, i.e., o método que obteve a melhor

solucao inteira conhecida.

nimero de execucoes positivas, i.e., execucoes

Instancias Total Execucoes Execucoes Autoria
Nomes execugoes positivas positivas (%) solucao
€il76 91 52 57.1 VND
pr76 168 85 50.6 VND
gri6 81 45 55.6 VND
gr96africa 38 20 52.6 BC
rat99 85 41 48.2 BC
kroc100 75 41 54.7 VND
kroal00 174 100 57.5 Empate
krod100 170 88 51.8 VND
rd100 124 70 56.5 BC
kroel00 128 77 60.2 BC
krob100 38 21 55.3 BC
eil101 311 150 48.2 VND
lin105 136 82 60.3 Empate
prl07 160 82 51.3 VND
gr120 166 97 o8.4 Empate
prl24 125 68 4.4 Empate
bier127 227 127 55.9 VND
prl36 150 85 56.7 VND
grl37 209 102 48.8 VND
grl37america 49 30 61.2 VND
prld4 83 47 56.6 VND
kroal50 129 76 58.9 Empate
krob150 65 34 52.3 Empate
prls2 63 37 58.7 VND
uls9 81 39 48.1 Empate
rat195 89 45 50.6 VND
d198 80 47 58.8 Empate
krob200 7 44 57.1 VND
kroa200 63 31 49.2 Empate
gr202 o1 31 60.8 Empate
gr202europe 47 26 55.3 VND
ts225 11 5 45.5 VND
pr226 21 10 47.6 VND
gil262 19 9 474 VND
pr264 24 13 54.2 BC
pr299 9 4 44.4 VND
lin318 2 1 50 VND
rd400 336 172 51.2 Empate
417 229 131 57.2 VND
gr431 475 241 50.7 Empate
pr439 426 232 54.5 VND
pcb442 635 384 60.5 Empate

Média 53.9




Capitulo 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Nesta dissertacao, abordamos o Problema do Subgrafo Biconexo Minimo Genera-
lizado (PSBMG). Propomos trés formulagoes de Programacao Inteira para o PSBMG.
Duas delas, uma direcionada e a outra nao-direcionada, se baseiam em um ntimero
exponencial de restricoes cutsets e em resultados de Teoria de Grafos que garantem
sua validade. A terceira formulacdo usa um numero polinomial de restricoes de fluxos
multi-produto para assegurar a biconexidade das solucoes viaveis. Apresentamos tam-
bém duas classes de desigualdades validas para o politopo das solugoes inteiras do
PSBMG, a saber as desigualdades de particao de nos e de F-particao, adaptadas de
outras desigualdades validas para o PSBM, i.e., para a versao nao-generalizada do PS-
BMG. Introduzimos uma heuristica de separacao para as desigualdades de particao de
nos baseada em um algoritmo de aproximagao proposto por Saran & Vazirani [1991]
originalmente para o Problema do t-Corte Minimo.

Discutimos neste trabalho duas abordagens de solucao para o PSBMG. A primeira
delas trata-se de um algoritmo exato Branch-and-cut que utiliza uma das trés formu-
lacoes de Programacao Inteira propostas. Realizamos diversos experimentos computa-
cionais com 50 instancias obtidas do repositorio TSPLIB [Reinelt, 1991] com o intuito
de avaliar o impacto da separacao das desigualdades de particao de noés e de F-particao
no desempenho desse algoritmo. Em linhas gerais, a separacao de tais desigualdades
possibilitou ganhos médios de, respectivamente, 6% e 4% do gap de dualidade na raiz
e do melhor limite inferior obtidos. No que diz respeito ao nimero de nos explorados
na arvore de enumeracao, apontamos que nosso algoritmo Branch-and-cut, novamente
devido a separacao dessas desigualdades, resolveu, em média, 13% menos nos. Das
50 instancias utilizadas, fornecemos 30 novos certificados de otimalidade. Além disso,
provamos melhores limites inferiores e superiores para todas as instancias de teste con-

sideradas em outros trabalhos na literatura que abordaram o PSBMG. Observamos
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uma dificuldade por parte do nosso algoritmo Branch-and-cut em resolver na otimali-
dade, dentre as instancias de teste selecionadas, aquelas com mais de 210 vértices e 60
clusters. De uma forma mais geral, o algoritmo obteve gaps de dualidade na margem
de 15% para instancias com pelo menos 100 vértices e com um nivel de aglomeragao
de vértices superior a 50%.

A segunda abordagem de solucao para o PSBMG discutida nesta dissertacao
baseou-se em heuristicas. Propomos duas heuristicas construtivas, uma heuristica de
refinamento e duas rotinas de busca local integradas em um arcabouco do tipo Variable
Neighborhood Descent. Com a combinagao desses métodos, considerando as 30 instan-
cias resolvidas na otimalidade pelo algoritmo Branch-and-cut, encontramos solugoes
vidveis para o PSBMG com 3% de gap médio. Mais do que isso, concluimos que nos-
sas heuristicas superaram, em qualidade e em tempo de execucao, a primeira solucao
inteira encontrada pelo Branch-and-cut ao longo da arvore de enumeragao quando este
é executado desprovido de uma solucao inicial. Comparamos nossos resultados com
os resultados mostrados em [Hu & Raidl, 2009]. Para as 16 instancias da TSPLIB
consideradas por Hu & Raidl [2009], as heuristicas aqui propostas obtiveram melhores
resultados para 12 instancias, usando, na média, 60% do tempo total de execucao do
algoritmo memético introduzido por esses autores. Por fim, concluimos que, quando
utilizadas conjuntamente com o Branch-and-cut durante sua execucao, nossas buscas
locais aprimoraram a melhor solucao inteira corrente aproximadamente metade das
vezes em que elas foram chamadas e que, para 54% das instancias analisadas, a autoria
da melhor solucao inteira relatada neste trabalho foi das buscas locais.

Como direcoes para trabalhos futuros, em primeiro lugar, julgamos importante
que seja feito um estudo poliédrico para o PSBMG. Embora estudos assim ja ten-
ham sido conduzidos para o PSBM, encontramos dificuldades técnicas em adapté-los
ou em transpo-los para o PSBMG. Acreditamos que isso se deve precisamente & na-
tureza generalizada do problema, que torna sua estrutura facial substancialmente mais
complexa. Uma possivel saida que vislumbramos para esse desafio é consultar a (in-
felizmente escarca) literatura de versdes generalizadas de problemas de Otimizagao
Combinatoéria em busca de argumentos de prova que possam se adequar ao nosso caso.
Além disso, consideramos interessante também um futuro estudo de reformulacoes para
o PSBMG baseadas na técnica de geracao de colunas, bem como a implementacao e a
experimentagao com heuristicas (ou métodos exatos) fundamentadas em Programagao
Matematica, e.g., Local Branching |Fischetti & Lodi, 2003| e Feasibility Pump |Fischetti
et al., 2005].

Uma deficiéncia a suprir deste trabalho foi a auséncia de um estudo comparativo

teorico e experimental das formulagoes de Programacgao Inteira aqui discutidas. No
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lado experimental, escolhemos dar prioridade a formulagao nao-direcionada com expo-
nencialmente muitas restricoes baseadas em cutsets pelo motivo de que vérios testes
preliminares a favoreceram em termos de qualidade dos resultados. Observamos em-
piricamente que todas as trés formulacdes forneceram valores comparaveis de limites
de Programacao Linear. Admitimos desconhecer ainda a razao pela qual a formulagao
direcionada baseada em directed cutsets nao dominou as demais, considerando que tal
formulacao é a mais forte do estado da arte do PSBM.

No tocante ao algoritmo Branch-and-cut proposto nesta dissertacao, acreditamos
que também héa oportunidades de melhorias. A principio, contemplamos as idéias de
projetar uma nova e melhor heuristica de separacao das desigualdades de F'-particao
e de implementar o algoritmo de Barahona & Kerivin [2003] para realizar a separagio
exata das desigualdades de particao de nos. Mais do que isso, acreditamos que nosso
algoritmo careca e que possa se beneficiar de mecanismos mais sofisticados para geren-
ciar o pool interno de cortes encontrados ao longo da sua execucao. Em relacao aos
experimentos computacionais, julgamos como uma iniciativa positiva o planejamento
de testes que utilizem instancias adaptadas retiradas da TSNDPLib [TSNDPLib, 2008|.
Esclarecemos que isso nao foi possivel nesta dissertacao, visto que a documentagao da
TSNDPLib nao fornece instrugoes claras a respeito do formato dos arquivos de dados
das suas instancias. Contactamos os mantenedores do repositério a fim de resolver tal
impasse, no entanto nao obtivemos uma resposta em tempo hébil o suficiente para que

conseguissemos executar um ntmero maior de experimentos computacionais.
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