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RESUMO

O trabalho apresenta uma técnica de determinagao de fatores de 1n-
tenzsidade de tenséo mediante o calculo numérico da integral J. Inicial-
mente foi feita a deducfo da formulacio da integral J para problemas pla
nos da Mecanica da Fratura Elastica Linear, incluindo uma formulacao al-
ternativa para carregamento no dominio. Em seguida, utilizando o Método
dos Elementos Finitos em conjunto com um processo adaptativo de minimiza
cdo de erro baseado na relocacao nodal, determinou-se os fateres de 1n-
tensidade de tensido para varios exemplos, cada um explicitando um aspec-—
to particular do método apresentado. 0s resultados obtidos se aproxima-
ram daqueles observados na literatura disponivel, situando-se dentro de

uma. faixa de erro aceitavel para problemas de Engenharia.



ABSTRACT

This report presents a technique for the calculation of
stress intensity factors using the J integral numerical evaluation. The
formulation of the J integral was deduced for plane problems in Linear
Elastic Fracture Mechanics, 1including an alternative formulation for
domain loading. Using the Finite Element Method in conjunction with an
adaptive remeshing process, stress intensity factors were determined for
several examples, each one pointing out a particular aspect of the
presented method. The results are similar to those obtained 1n the

literature and were within Engineering acceptable margin of errors.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A falha catastrdéfica por propagacaoc de fissura &€ um feno-
meno problematico no projeto e analise de materiais estruturais em muil-

tos campos da engenharia. Esse tipo de falha & de fundamental importan-
cia na indistria aerocegpacial, onde se exige um alto nivel de segurancga
associado a estruturas extremamente leves. A geracédo de energia elétrica
envolvendo processos nucleares é outra area onde as consequéncias de uma
falha desse tipo devem ser rigorosamente analisadas. Tals falhas apre-
sentam, também, destacada importéncia nas estruturas metalicas mariti-
mas, particularmente naquelas utilizadas para a explotacdo de petroédleo.
A necessidade da obtencioc de metodos que determinem de gque maneira a
presenca de fissuras influi no comportamento do material levou ao desen-

volvimento da mecanica da fratura.

Todas as estruturas convivem com fissuras em uma deter-
minada proporcido. Estas podem estar presentes sob a forma de defellos
basicos nos materiais constituintes, podem ser induzidas durante o pro-
cesso de fabricacio ou podem surglr durante a vida util do componente.
Um dos objetivos da mecf@nica da fratura, entdo, & o de estabelecer cri-
térios que permitam determinar se um nivel de carregamento ¢ suportado
com seguranca por um elemento estrutural fissurado. Sob esse aspecto, o
avanco mais significative fol a introdugdo do fator de Intensidade de

tensfo como um parametro simples para definir a estabilidade na propaga-

cdo da filssura.

0 caminho frequentemente empregado nesta anallise consiste
em estudar o estado de tensdes e deformacdes prdéximo ao extremo da fis-

sura, avaliar os fatores de intensidade de tens&o correspondentes e com-



para-l1os com o0s valores admissivels do material empregadc. LEsse proce-
dimentc implica em trabalhar em regides préximas a singularidade com a
consequente dificuldade de quantificar campos de tensdes e deformacdes
que apresentam gradientes elevades. Infelizmente, solucdes analltilcas s
exlstem para casos relativamente simples, o que leva a uma necessidade
de se determinar tails campos atraves de técnicas numéricas, das quails

pode—-se destacar ¢ método dos elementos finitos.

Durante as duas Ultimas décadas, a técnica dos elementos
finitos estabeleceu-se firmemente como uma ferramenta versatil para a so
lucfo numérica de problemas de engenharia e pareceria, a principio, ser
o método ideal para o estudo do comportamento de fissuras em materiais.
Entretanto, a menos que se utilizem malhas extremamente refinadas, sur-
gem problemas na determinacao dos campos de tensoes e deformagoes singu-
lares na vizinhanca da ponta da fissura. Portanto, algumas adaptagbes ou
desenvolvimentos devem ser feitos de maneira a habllitar a aplicagao do
método dos elementos finitos na scolucado eficiente de problemas de fratu-

I"a.

Com a intreoducédo da integral J independente do caminho, a
mecinica da fratura experimentou grande avange € uma série de novos pro-—
cedimentos tanto tedricos como experimentais foram desenvolvidos basea-

dos nas propriedades da menclonada integral.

Neste trabalho inicialmente é apresentada, no Capitulo 2,
uma breve revisio bibliogréafica sobre a mecanica da fratura elastica li-
near, observando primeiramente os aspectos histéricos (incluindo a teo-
ria de Griffith}. Em seguida sao definidos conceltos basicos tals como
fatores de intensidade de tensio e a integral J independente do caminho

e & delimitada a validade da teoria.

O Capitulo 3 é dedicado & dedugfo de leis de conservagao
na elastostatica bidimensional através de formulagio variacional consi-
derando inicialmente carregamentc no contorno e, em seguida, inclulindo

carregamento no dominioc.

No Capitulo 4 é deduzido o decréscimo da energia potenci-



al a partir das leis de conservacao obtidas no Capituloe anterior, consi-
derando os dois casos citados. A integral J é, entdo, relacionada a este

decrescimo.

Una breve revisfo bibliografica é feita no Capltulo 5 com
respeito a processos adaptativos dentro do método dos elementos finitos,
ressaltando a descricéo do estimador de erro utilizado, e o Capitulo 6 &

dedicado a esclarecer como foi implementado o procedimento proposto.

Finalmente, no Capitulo 7, sfo analisadas aplicagdes pra-
ticas através de quatro exemplos, cada um ressaltando um aspecto do me-

todo, e no Capitulo 8 sfo relatadas as conclusdes obtidas com este traba

lho e sugestdes para extensoes do mesmo.



CAPITULO 2

MECANICA DA FRATURA ELASTICA LINEAR

Z2.1. As origens da mecanica da fratura

2.1.1. A evolucdo do projeto estrutural

Como ilustrado na Fig. 2.1, a evclugao do projeto estru-
tural passou por uma série de estagios até chegar a mecénica da fratura
conforme € conhecida nos dias de hoje. Os primeiros trabalhos, tals como
as piramides ou as catedrais da Europa, se basearam em tentativas de pro
jetos anteriores, bem ou mal sucedidos, num processo essencialmente de
tentativa e erro. Somente com o desenvolvimento dos conceitos de tensao
e deformacio durante o século XIX gue procedimentos quantitativos de pro
jeto e calculo puderam se tornar possiveis (Timoshenko, 1853). Entretan-
to, a extensfio l6gica de tais conceitos no tratamento da concentragao de
tensdes levava a um dilema - a existéncla de comportamento singular e,
consequentemente, de tensdes infinitas, que somente foi resolvido atra-

vés da introducdo dos fundamentos da mecénica da fratura.

Inglis {(1913), no inicio deste século, cbteve uma relagao
para a concentracdo de tensbes nas extremidades de um furo eliptico em
uma lamina uniformemente fracionada conforme mostrade na Fig. 2.2. Lkste
resultado, representado como ¢ terceiro estéagio da Fig. 2.1, relaciona a
tensfo maxima o, atuando na extremidade do furo, a tens@o nominal remota
o . Constata-se que esta relacfo depende da razao L/R, onde L & o

nom

semi-comprimento do furo e R o raio de curvatura no ponto de interesse.
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Figura Z.1 - A evolucao do projeto estrutural

Observa-se, alnda, que o = BWHGm para um furo circular desconsiderando
efeltos de bordo, onde [.=R. Porém, considerandoc que a exiremidade de uma
f'issura real é extremamente afilada, onde R tende para zero, esperaria-
se uma tensado infinita neste ponto. Isto sugere que um corpo contendo

uma fissura nao seria capaz de suportar um carregamento aplicado.
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Figura 2.2 - Fissura eliptica em um campo de tracéo

0 paradoxo resultante da aplicacdo do resultado de Inglis
fol rescolvido por Griffith (1920 e 1924), cujos primeiros trabalhos uti-
lizando o vidro apareceram por volta de 1920, e sera apresentado com
mals detalhes no item seguinte. Entretanto, salvo algumas poucas contri-
buigdes - como, por exemplo, o trabalho de Westergaard (1939) - a meca-
nica da fratura permaneceu por algum tempo como uma curiosidade cienti-
fica, ndo sendo considerada relevante no projeto estrutural. Uma das
razoes para tal fato pode ter sido a aparente nfdo apiicacfo da teoria de
Griffith a materiais utilizados na engenharia cujos valores de resistén-
cia a fratura sfo de ordem de magnitude superior a do vidro. Esta situ-
acao permaneceu até algum tempo apds a Segunda Grande Guerra quando, nos
Lstados Unidos, acidentes envolvendo severos graus de fratura nos navios
Liberty, em fuselagens de misseis e em outras estruturas incentivaram
estudos mals intensivos nesta area e, na Europa, os desastres com os
aeroplanos Comet levaram ao desenvolvimento de trabalhos adicionais.
Tfudo isto resultou numa nova grande contribuicio ao assunto dada por
Irwin (1948) quando generalizou as idéias de Griffith para aplicactes a
metals e a outros materiais utilizados na engenharia - uma idéia que foi

independentemente sugerida por Orowan (1948 e 1955).



0 passo-chave subsequente, que ol a conexfio do fator de
intensidade de tensfio ao balango de energia de Griffith, também foi da-
do por Irwin (1857). Sob a utilizacfo das terminologias Griffith-Irwin
ou Mecénica da fFratura Elastica Linear, esta teoria ceoincide com o quar-
to estagio da evolugido indicada na Fig. 2.1 e representa a tecnologia

atualmente aplicada a maioria dos problemas de fratura.

0O quinto estéagio apresentado na Fig. Z.1 representa o ti-
po de atlividade que fol iniciado na Ultima década. Ele é o reconhecimen-
to explicito de que as fissuras existem em toda estrutura de engenharia,
quer sejam originarias de defeitos iniciais no material, de defeitos de
fabricagao, ou das condicgtes de utilizacdo da estrutura. Com o incremen-
to na aplicacdo de ensalos ndo destrutivos mais intensivos e refinados,
a 1ntegridade da estrutura pode ser avaliada levando em consideragdo as
fissuras existentes, Isto é feito através de uma combinacio de ensaios

nao destrutivos com analises de mecinica da fratura que
1) assumem um tamanho inicial para a fissura ;
2) estimam a razio de crescimento subcritico da fissura ;

3) determinam o tamanho critico da fissura para uma instabilidade da

mesma (falha por fratura).

Por esta aproximacao, admite-se que exista uma flssura na estrutura cu-
Jo maximo tamanho seja o minimo comprimento detectavel pelos ensalos nao
destrutivos. 0 crescimento desta fissura, entfio, permite um intervalo
entre as 1nspeces que levaria a uma identificacio da mesma antes que
ela pudesse atingir seu tamanho critico. Este procedimento é generica-

mente conhecido por "toleréncia a danos” (damage tolerance).

Atualmente o concelto de toleréncia a danos & largamente
utilizado na industria aercespacial. Entretanto parece que sua utiliza-
cao sera provavelmente extendida no futuro. Esforces tém sido feitos
para a implementacio da prevencdao de fissuras em trilhos de linhas fér-
reas e em plataformas “of fshore", por exemplo. Peorém esta claro que tais

procedimentios podem ser aplicados a qualquer tipo de estrutura de enge-



nharla onde, em primeiro lugar, o crescimento de pequenos defeitos ini-
clals a um tamanho critico & motivo de preocupacdes, e, em segundo lu-
gar, ensalos nao destrutivos possam detectar fissuras subcriticas com

seguranca.

2.1.2. A teoria de Griffith

A 1déia basica da teoria de fratura de Griffith (1820 e
1924) adnmite que exista uma forga para o crescimento da fissura (resul-
tante do decréscimo da energia potencial armazenada no corpo) contraba-
lancada por uma resisténclia ac crescimento da mesma, 1nerente aoc corpo.
A resisténcla ao crescimento da fissura, pelo menos no vidro, esta asso-
clada com & necesslidade de se suprir a energia de superficle para as
recém—formadas superficies da fissura. Aplicando o desenvolvimento mate-
matico de Inglis (1813}, entdo existente, Jjuntamente com os principios
de conservacio da energia ao caso de uma lamina de vidro tracionada com
uma fissura central conforme apresentado na Fig. 2.3, Griffith postulou
que uma fissura se tornaria instavel somente guando o decréscimo da
energia de deformacao elastica devido a um incremento no comprimento da
fissura excedesse a razéo de incremento da energia de superficie associ-

ada as recém—-formadas superficies da fissura.

Figura 2.3 - Lamina tracionada com fissura central



A energia de defermacgao liberada na formacdo de uma fis-

sura de comprimente 2a em um corpoe inicialmente homogéneo é dada por

2
;E moa’ para estado plano de tensao
e (2.1)
ﬂ"z o) 2
of (1-v7) para estado plano de deformacgéao

onde E e v sdo, respectivemente, o médulo de elasticidade e o coeficien-

te de Poisson, e o aumento correspondente na energia de superficle & da-
do por

W=2ay (2.2)
onde ¥ é a densidade de energia de superficie cu tens@o de superficie.

Estes termos em energia s&o representados em fungéo do comprimento da

fissura na Fig. 2Z2.4.

energia

comprimento da fissura, a

W+ U

Figura 2.4 - Variacfo das energias de superficle e de deformagao com ©

comprimento da flssura
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E facilmente observavel, a partir da Fig. 2.4, que a fis-

sura se torna instéavel a partir de um comprimento critico A quando
4]
— (W + U} = 0 (2.3)
da

Ou, definindo a taxa de decréscimo da energia potencial

por

518
da

e a forca de resisténcia ao crescimento da fissura por :

W

o (2.5)

entido, da Eqg.(2.3), resulta, para crescimento instavel da fissura, que

G = R (2.6)
Para 0O = a = a. ., o aumento na fissura requer introducgao
de energia no sistema, enquanto que para a > a_ , a prepagacao ocorre

C
de maneira instavel.

Deve ser observado que a formulacio de Griffith ndo envol-
ve a distribuicdo de tenstes ao redor da extremidade da fissura. Dessa
forma, a formulacido de energia é estritamente aplicdvel a apenas materi-
als frageis. Porém tanto Irwin (1948) como Orowan (1948 e 1955} sugeri-
ram extensdes as expressdes de Griffith que consideram def'ormagoes plas-
ticas limitadas na vizinhanca do extremo da fissura, o gque permitiu que
esta formulacfio fosse extendida aos materiais utilizados na engenharia,

ecstabelecendo os conceitos basicos da mecldnica da fratura, conforme se

vera a seguir.

2.2. Conceitos basicos de mecanica da fratura

2.2.1. Modeos de fratura
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Uma fissura presente em um corpo sujeito a carregamentos
externos pode se deformar segundo trés modos diferentes. Irwin observou
que exisiem Lrés movimentos relatlivos independentes entre as superficies

supericr e inferior da fissura, conforme mostrado na Fig. 2.5, defini-

dos por

Modo 1 (modo de abertura); no qual as duas superficies da fissura se
separam simetricamente com respeito aos planos X X, & X X

Modo 11 (modo de deslizamento); no qual as duas superficies da fissura
desiizam uma em relacido a outra simetricamente com respeito ao
plano X X, € anti-simetricamente com respeito ao plano X X,

Modo TII (modo de rasgamento); no qual as duas superficies da fissura

também deslizam uma em relacao a outra, porém anti-simetrica-
mente com respeito aos planos X X, € X X,

Dessa forma, observa-se que qualquer deformacfio da fissura
pode ser representada por uma superposicao apropriada destes trés casos.
Segue—-se também que, para cada um dos trés movimentos independentes re-
presentados na Fig. 2.5, existe associado um campo de tensdes na eXtre-

midade da fissura.

Figura 2.5 - Modos fundamentals de fratura
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2.2.2. Fatores de intensidade de tensdo

Irwin (1857), usando as soluglBes de Westergaard (1839),
mostrou que as componentes de tensfo na regifo da extremidade da fissu-

ra, correspondentes aos trés modos de deformagfo, podem ser expressas

sob a fforma:

KI
o = = fl(e) (2.7)
X (Z2nr)
KII
Uy 1/2 fz{m W B
i (2nr)
I{111
5% 5 o () (2.9)
ye (2nr)

onde r ¢é a distancia radial a partir da extremidade da fissura e os
termos fi(e) sdo funcbes apenas do angulo polar 6 (Fig. 2.6). Pode-
se notar que o campo de tensdes possui uma singularidade na extremidade
da fissura, onde r tende para zero. 0Os parametros KI, KII e KIII (de
Kies, um dos colaboradores de Irwin) s&o conhecidog por fatores de inten

sidade de tensao correspondentes aos irés modos de fratura e caracteri-

zam o campo de tensdes na extremidade da mesna.

De posse destes parametros, a propagacéo da fissura pode,
entao ser monitorada através da comparacio dos mesmos com os valores
criticos KC para estado planc de tensao e ch para estado plano de defor
macdo. As quantidades Kc e KIC , denominadas tenacidade a fratura, séo
determinadas experimentalmente e consideradas propriedades do material.
Valores tipicos de tais grandezas para diversos tipos de materiais podem

ser encontradas em May (1968).

Os fatores de intensidade de tensdo variam com o compri-

mento da fissura, com a geometria do corpo e com a distribuicio e inten-



sldade do carregamento.

Um consideravel volume
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de trabalho relacionado a

determinagfo experimental de fatores K para problema especificos tem si-

do constantemente publicado,

como, por exemplo,

0s trabalhos de Sih

(1973), Rooke e Cartwright (1976) e Murakami (1987).

iy ___‘__,...--"""__

g
Lo
Y i

r ax
7,
| ——
/ X

Figura 2.6 - Eixos de coordenadas para uma fissura plana

Baseado nas

informacdes dadas

pelas Ekgs.

(2.7) a (2.9},

pode~se deduzir que os fatores de intensidade de tensio estdo relaciona-

dos com a taxa de decréscimo da energia potencial através das equacdes :

K + 1 o

. 3 K (2.10)
o o= KT 1 g (2.11)
I1 Su II '
1 2
“rrr T _ﬁﬁf'KEII (2.12)
com :
i 3 - v ”
para estado plano de tensdo
1 + v
@ (2.13)
I 3 — 4v para estado plano de deformacao
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onde M € o modulo de elasticidade transversal, dado por :

E
i 5TT30) (2.14)
Isto leva as Egs. (2.10) a (2.12) a se reduzirem a :
K’ 2
GI = F KI (2.15)
K> 2
G = K (2.16)
1 + v 2
G = K (2. 17)
IT1 E IIT
com :
1 para estado plano de tensio
& (2.18)
1 - p° para estado plano de deformacéo

2.2.3. Integral J independente do caminho

Em 1868, Rice (1968) introduziu uma integral de linha in-
dependente do caminho, a integral J, gue ficou conhecida por seu nome,
apesar de concepgdes similares terem sido independentemente apresentadas
por Sanders (1860), Eshelby (19638) e Cherepanov (19638). Tal integral
permitiu uma andlise aproximada do campo de concentracio de tensdes e
deformagées proéximo a extremidade da fissura, em problemas bidimensio-
nals, na presenga de deformac8o pléastica. A forma da integral J é dada

por

J=| [ Wdy - t.ouds] (2.19)
I adx
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onde: X,y - coordenadas retangulares normails a frente de propagacic da

fisssura {Fig. 2.7) ;

[T — curva contornando a extremidade da fissura ;
ds - incremento ao longo do contorno T ;
t - vetor de tensdes deflnido de acordo com a normal externa

ao longo de ' ;

- vetor de deslocamentos ;

W — densidade de energia de deformacao dada pela relacéo
W= Wix,y) = Wle) = ji o de (2.20)

Para o caso de um contorno fechado, Rice demonstrou que
esta integral de linha €& idéntica a zero e, para o caso de qualquer con-

torno iniciando e terminando nas faces superior e inferior da fissura,

tal integral ¢ constante, dal a terminologia "independente do caminho”.

Figura 2.7 - Caminho para avaliacao da integral J

Fsta integral ¢é valida também para materiais elasticos
ndo lineares e ¢ de grande importancia para analise elasto-plastica,

quando os fatores de intensidade de tensao perdem seu significado.

Para problemas de fratura elastica linear ¢ possivel de-
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monstrar que, para cada modo de fratura particular

G = J (2.21)

donde, usando a Eg. (2.4), conclui-se que a integral J nada mais & do
que a taxa de decréscimo da energia potencial armazenada no corpo, a par
tir de agora designada por II, ou seja :

ol

J = - £ (2.22)

Dessa maneira, a Iintegral J pode ser relacionada aos fa-
tores de intensidade de tensido através das Eqs. {(2.15) a (2.17) para os
trés modos de fratura. Este fato, associado a propriedade de independén-
cia do caminho da menciconada integral, permiie a determinacéo de fatores
de intensidade de tensdo para um determinado problema de fratura medi-
ante apenas uma analise do equilibrio para o problema em questao segulda
pela avallagdo de tal integral em um contorno suficientemente afastado
da regiao da extremidade da fissura, onde se produzem singularidades. Al
reside a grande vantagem na utilizacéo da integral J na analise de pro-

blemas de fratura.

A derivacfo da integral J a partir de uma formulacgao va-
riacional incluindo carregamento no dominio, bem como a demostragiac das

propriedades da mesma, sfo objeto do Capitulo 4.

2.3. Validade da teoria

Conf'orme apresentado nos itens anteriores, para um s6lido
elastico linear fissurado submetido a um sistema de forcas, o campo sin-
gular na extremidade da fissura ¢é representado pelos fatores de intensi-
dade de tensdo. Devido a elevada ordem de grandeza das tenstes nesta vi-
zinhanca, ocorre deformacio plastica do material e o campo na extremida-
de da fissura deixa de ser linear impossibilitando a utilizacao desta
solucdo. Portanto, o uso da mecanica da fratura elastica linear somente
¢ valido quando a plastificacido que ocorre préoxima a extremidade da fis-

sura for limitada a uma pequena regifio, o que caracteriza seu emprego a
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materiais frageis. Para o caso de ocorrer uma plastificacdo moderada
nesta regido, conhecida por plastificacfo em pequena escala (small-scale
ylelding), resultados aceitaveis podem ser obtidos através da mecanica
da fratura eléastica linear, porém introduzindo correcgdes no comprimento

da fissura {(Larsson, 1985).
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CAPITULO 3

FORMULACAO VARIACIONAL E LEIS DE CONSERVACAQO NA ELASTOSTATICA
BIDIMENSIONAL

3.1. Formulacao variacional do equilibrio

Seja uma lamina plana de espessura constante e material
elastico, representada pela regifo bidimensional 0 conforme indicado na
Fig. 3.1, submetida a um sistema de cargas autoequilibradas a no dominio

(2 e b em seu contorno 49, de normal n.

Figura 3.1 - Dominio submetido a carregamento genérico

Quanto ao comportamento do material, admite-se que exista
uma fungao potencial ¢ a partir da qual pode-se obter a relacfo consti-

tutiva entre as tenstes T e deformacdes E.

O problema consiste em obter o campo de deslocamentos u

que satisfaca as relacdes
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a) cinemitica E = {?u]S = m%— (Vu + ?uT] (3:1)

S .
(Vu)™ parte simétrica do tensor gradiente do deslocamento.

D) constitutivas : T = Y o b (3.2)

(E.1)"° (3.3)

%
o
I

dk
1 A
= o Beske H¢ =55

t, A constantes de Lamé, E.I, produtc escalar dos tensores deformacéo e

ldentidade no plano.

G em §) (3.4)

c) equilibrio : div T + a

Tn=D> em Af) (3.5)

Designando por v o espago vetorial associado ao plano que

contém {1 e por Sim. o espaco de tensores simétricos do plano, tem-se :

u: xef—wv (3.6)
¢ : E € Sim. —> R (3.7)
T € Sim. (3.8)

Para resolver o problema proposto variacionalmente intro-
duz-se os funcionalis energia de deformacaco U e trabalho das cargas ex-

ternas V, funcdes do campo de deslocamentos u :

Uly) = j é dQ (3.9)
Q

Viu) = J b.u doQ +.f — (3.10)
30 Q

Considerando que a energia potencial II armazenada no domi-

nio {2 ¢ dada pela relacéo :
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T(u) = Ulu) - V(u) (3.11)

0 funcional da energia potencial pode ser expresso por :

M{u) =j ¢ df —‘[ b.u doQ _‘[ a.u dQ u € Kin.u (3.12)
{1 @1y (2

onde Kin.u & o espaco das funcdes admissiveis do funcional TI.

A solucido do problema é dada pela condicido de nulidade da
primeira varia¢ado do funcicnal da energia potencial que estabelece o

equilibrio de T com o sistema de cargas a, b (Gelfand e Fomin, 1963), ou

seja

an=J-5¢; dﬂ—f b. Su dan-J a.5udl =0 V due Var.u  (3.13)
0 59 Q

onde Var.u representa o espacgo das variacdes admissiveis de u suficien-
temente regulares e que satisfacam as condicdes de contorno, neste caso
coincidente com Kin.u. A relacéo &Il = 0 ¢é denominada condicido de equi-

librio, uma vez que a partir dela e admitindo a continuidade necessaria
para que as derlvadas tenham sentido, & possivel se chegar nas expres-

sOes de equilibrio local, conforme é feito a seguir.
Partindo da Eq.{(3.13) e levando em conta a relacéo :

S¢ = % SE (3. 14)

chega~se na seguinte expresséo :

ST = %SE dQ—J- b.Su ddQ —‘[ g8 db =0 (3.15)
0 30 Q

Considerando que a relagdo cinematica dada pela Eqg. (3.1)

permite que se escreva, intercambiando as operacgdes variacfo e gradien-
te :

SE = (Vsu)® = #%- (Usu + vaul) (3.16)
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e utilizando a relacfo constitutiva dada pela Eq.{(3.2), a Eq.(3.15) po-

de ser reescrita como

olf = f T.[—%—-(WSU + ?SHT)] df? —‘[ b.du daf —*[ a.éu dft = 0 (3.17)
(2 %39, 9. -

Uma vez garantido que o tensor de tensdtes T €& simétrico,

Eq. (3.8}, é possivel estabelecer a relacdo tensorial

T.[—%— (Vou + su')] = T.(Vouw)® = T. (Vou) (3.18)
e a Eq.(3.17) passa a :

ST = J T. (Vsu) dQ - j b.Su dan —I 4. 5w dd = B (3.19)
Q 80 Q

Porém, a partir do calculo tensorial, pode-se escrever

que :
T.(V3u) = div(Téu) - divT.du (3.20)
Levando a Eq. (3.20) na Eq.{3.18) obtém-se

oll = f div(T du) dQ —j divT.ou dQ
£ {2

- J b.ou dafQl —‘[ a.du dQ= 0O (3.21)
an Q

Utilizando o tecorema da divergéncia resulta :

oll = - J (divT + a).du dQ +‘[ (Tn - b).du dé = 0O (3.22)
(2 a2

Como a Eq.(3.22) deve ser satisfeita para qualquer dJu,

tem—se que:
div T+ a=0 em (3.23)

Tn em 80 (3.24)

Il
o
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Desta forma chegou-se as relacgdes de equilibrio local da-

das pelas Egs. (3.4) e (3.5), a partir de uma formulacéo variacional.

3.2. Lels de conservacéio

3.2.1. Censiderando apenas o carregamento ne contorno

Ao efetuar a variacédo do funcional de energia para estudar
© equllibrio da lamina, admitiu-se que o dominio 1 estava fixo, o que
permitiu introduzir a operacéce variacao dentro do simbolo integral
variande diretamente os correspondentes integrandos, Eg.(3.13). A seguilr

& feita a analise da variacao da energia potenclal armazenada na lamina

num contexto mals geral, admitindo que o dominio { varie.

Através de uma translacido conhecida ox, cada ponto x de {2

*
passa a uma nova posicio x e o dominio Q de contorno 92 , a um nove do-

* *
minio Q de contornc 80 , conforme mostrado na Fig. 3.2.
»
X —> X = X + 3% (3.25)
»*
R — 0 = + 80 (3.26)
b h

0 x

Figura 3.2 - Translacdo do dominilo
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Admite-se, dessa forma, também conhecida a maneira como se

*
tranforma o sistema de cargas b quando se passa de Q a Q

i

b = b + &b (3.27)

Considerando nulo o carregamento no dominio, o funcional

de energia potencial pode ser reescrito como

Mu,, Q) = ¢lu ,0) dQ - b. daq (3.28)
Q J-Q ‘o J-an Eo

enfatizando, nesse caso, que TI € funcdo implicita e expllicita do dominio
(! e que, fixando ), ter-se-&a o correspondente funcional II para esse mes-—

mo dominio, conforme Eqg.{3.12).

De maneira similar pode-se escrever o funcional de energia

¥
potencial para o dominio transformado Q , considerando que a funcfo ve-

* w ¥
torial deslocamento u{x) em  passa a ser uma nova funcido u (x ) em 2 ,

COoOmo

* ¥ * * ¥*
s do - J b .u  ddn (3.29)
¥ an‘ﬂ'

*
mo= |

*
e a variacio total de II, TI -~ I, como

¥ * ¥* »* * ¥
H—H=f¢cm —-J@‘:dﬂ—U b u d80 —J'
¥ *
Q Q 5

(1

b.u d@ﬂ] (3.30)
19,

Suponde ¢ vetor 8x constante, ou seja, que a transformacgéo
*
do dominio 2 em € seja um movimento de corpo rigide, conforme mestrado

na Fig. 3.2

constante (3.31)

Hi

OX

e admitindo que :

b = 0 (3.32)

resulta em
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Assim reescreve-~se a Eg. (3.30) na seguinte forma :

T - T = J ¢ dn - JQ¢ dQ - jan b. (u - u) daQ (3.34)

*
Considerandoc que a diferenca (u - u) é designada pela va-

riacdo total (Haug et al, 1987), ilustrada na Fig. 3.3 :

(u - u) = (Vu)sx + du (3.35)

*

X X

Figura 3.3 - Variacéc total de u

e que © mesmo ocorre para o funcional da energia de deformacao (Haug et

al, 1987), conforme Figs. 3.4 e 3.5:

f ¢ dq" j 4 do = ‘fﬁa¢ d +~[an¢ 5x.n dagQ (3.36)

segue-se que a Eq.(3.34) passa a ter a seguinte forma :

T -1 = f 56 dQ + | ¢ ox.n dag —-[ b.{(Vu)dx + dul daQ (3.37)

all gl

-1 = j 56 d0 +.[ 6 dx.n daQ - | b.[(Vu)sx] daq
40
~ J b.Su d3Q {3.38)
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Figura 3.4 - Parcela da integral de 8¢ d{l noc dominio Q

Ox.ndoQ

o0Q 0

Figura 3.5 - Parcela da integral de ¢ dx.n ddfl no contorno odfl
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Porém, da Eqg.(3.13), considerando nulo o carregamentc no

domlinio

f 56 dQ - | b.ou dsqQ = am (3.39)
Q 502

e a Eq.(3.38) passa, entéo, a :

-1 = &I + J {¢ 6x.n - b.[(Vu)ox]} daQ (3.40)
30

Introduzindo as condictes de equilibrio (8l = 0 e, no con

*
torno 8%, T n = b) a variacdo total MM - T se reduz a :

*

R I {¢ 8x.n - (T n).[(Vu) &x]} daq (3.41)
0

*
Como 8x ndo depende de x, Eq.(3.31), T - I pode ser rees-

crito como;

T -1 = ax.f (6 T - (Vu) Tin dae (3.42)
a0
Finalmente :
- 1 = Ex.j S n dag (3.43)
dfl
onde ¢© tensor :
S = ¢l - (Vu) T (3.44)

é¢ conhecido na literatura como tensor momento-energia (Eshelby, 1975).

Como 8x € constante, o que significa uma translacac rigida
* *
de §l para Q , e as cargas b acompanham a tanslacdo (b = b), se espera

que a energia potencial se conserve, ou seja !

(3.45)

Il
=

m-1 0 & 1
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Portanto reescreve-se a Eq. (3.43) como

¥

I -1 = ox. 2 n dgfl = 0 (3.46)
a2

Utilizando o teorema da divergéncila :

f S n dgq = IdiVZdQ = 10 (3.47)
50 Q

donde vem que

(3.48)

1
-

div 2

As relacdes expressas pelas Egs. (3.47) e (3.48) somente
sfio validas no caso de nido haver singularidades no dominio Q. Concluli-se
entfo que a invariancia da energia potencial armazenada no dominio Q 1i-
vre de carregamento no dominio e onde nac se verificam singularidades,
relacionada a uma translacdo constante e arbitraria 8x, implica na nuli-

dade do fluxo do tensor momento-energia no seu contornc fechado 5.

No Apéndice A, item 1, demonstra-se que o equilibrio é sa-

tisfeito localmente a partir da Eq. (3.48).

As Egs. (3.47) e (3.48) permitem ainda que se fagam algu-
mas consideractes a respeito do tensor momento-energia XZ. Na verdade o
campo tensorial representado por este tensor €& um campo solenoidal donde
se deduz que seu fluxo ao longo de qualquer contorno fechado resulta nu-
io. Mais ainda, caso tal contorno envolva alguma descontinuidade ou de-
feito no continuo, o fluxo de 2 ao longo de tal contornc resultara numa
forca associada a esse defeito (Irwin, 1957; Eshelby, 1375; Knowles e

Sternberg, 1972).

3.2.2. Considerando carregamento no contornc e no dominio

Reformulando o preblema anterior na presenga de carrega-
mento no dominio implica neo estabelecimento de novas relagoes para os

funcionais de energia potencial
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M(u) = J é dQ - f b.u daQ —f 5. u dO (3.49)
(2 afl {
* #* * * ¥* * * » * *
M {ua ) = J , ¢ da —‘[ ,p -u déQ —-J , a .u d (3.50)
Q afl {2

onde a é o vetor que representa o carregamento no dominio {1, funcao con-

tinua e derivavel do vetor posicao X.

*
Para se determinar a variacio total de I, I - II, falta es-

tudar o termo :

* % * "
- [‘[ , a-u df? - ‘[ a.u dn]

9. {2

Analogamente a Eq. (3.36) pode-se escrever .

: 3 * ¥
J ,a .u a - I a.u dfl =
Q2 0

I [(aﬁ— al.u + a.(u*— u) + (a.u) div 8x] dQ (3.51)
0

Porém admitindo que o carregamento a no domlnio seja con-

tinuo e derivavel e sabendo que, a exemplo da Eq.(3.27), ele se modifica

segundo a relacao

a + da (3.52)

A

e recordando a Eq. (3.35) se segue que :

* * *
J ,a -u d} —‘[ a.u dfl =
Q (2

I (Sa.u + a.(Vu)dx + a.8u + (a.u) div éx] dQ (3.53)
Q

Somando-se e subtraindo-se o termo u.{Va)dx no integran-

do e levando em consideracéo a relacfio tensorial
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a. {Vu)dx + u.{(Va)éx + (a.u) div 8x =
(Vu) Ta.8x + (Va) u.8x + (a.u) div 8x =
Via.u).8x + {(a.u) div 8x = div [{a.u)dx] (3.54)

a Eq. (3.53) se reduz, apds aplicar o teorema da divergéncia, a :

E * E 3
I ,a .u ds? —.[ a.u diz =
£ 9,

I {Sa.u + a.d8u - u. (Val)édx + div [(a.u)déx]} dQ =

J [Sa.u + a.du - [Wa]Tu.Sx] ds? +‘[ (a.u)dx.n déf) (3.55}
(1 dQl

A variacao total da energia potencial é entéo dada peia

subtracio da Eq. (3.55) da Eq.(3.38), donde se escreve

- T = I 56 d2 + | ¢ 6x.n dag
Q a

_ I b. [ (Vu)sx] daQ - J b.Su don
a0 a0

- j Sa.u dQ - I

a.du do +‘[ (Va) u.8x dQ
0 9. 0

— J (a.u)déx.n daQ (3.E6}
afl

Porém, tem-se que :

J‘ 5¢ df2 -I b.ou dofl _J a.ou df) = oIl (3'5?)
{2 aq 0

Usando a Eq.(3.57), a Eq.(3.56) se reduz a :
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H*— I = &1 - I oa.u di +‘I {?a)Tu.Sx dfl
9,

(2

" J {I¢ - (a.u)1dz.n - b.[(Vu)dx] daQ (3.58)
50

Se ha uma translacido rigida do dominio e das cargas apli-

cadas as Eqgs. (3.31) e (3.32) se verificam. Admitindo, ainda, que

Ja = O (3.59)
e, introduzindo as condigdes de equilibrio (811 = G e, no contornc 3d4,
T n="b), &€ de se esperar que a energia potencial armazenada II se con-

serve, ou seja :

IF = I = U (va)Tu do +J'
Q

LLembrando que &8x foi considerado constante de diregao ar-

([o-(a.WII - (VT T} n dan] sx =0  (3.60)
atl

bitraria, vem :

I (va)Tu do +_f {[o-(a.w1T - (Vu)’T} ndap = O (3.61)
Q afl

relacéo que expressa a lel de conservacio na presenca de carregamento b

no contorno e a no dominio. A Eqg.(3.61) pode ser reescrita como

—_—

j (?a}Tu d2 + J 2 ndog = 0 (3.62)
9; ag

onde, utilizando o mesmo conceito do item 3.2.1., fol designado por =z o0
tensor momento-energia equivalente ao caso onde também se verifica car-

regamento no dominio :

T = [¢-(a.u})]T - (Vu) T (3.63)

Se a = constante tem—se que (Va) = 0 e a Eq.(3.62) se re

I

duz a :
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[
-

f T n dan (3.64)

o082

Aplicando o teorema da divergéncia chega-se a lel de con-

servagao para o caso onde se verifica carregamento constante no dominio:

f > n daQ = .[ div T dQ = 0 (3.B65)
a0 0

div £ =0 (3.66)

No Apéndice A, item 2.1, demonstra-se que o equilibrio &

satisfelito localmente a partir da Eq.(3.66).

A relaclo representada pela Eq.{3.61) pode ser considera-

da como uma formulacio alternativa aquela apresentada por Bakker {(13885):

- J (?u)Ta df2 +.f (¢ T - (?ufrT] n déQQ = 0O (3.67)
(2 a0l

De fate, mediante uma simples integracfo por partes € pos-
sivel se obter esta equivaléncila, conforme demonstrado ne Apéndice B.
Mas o mails importante é ressaltar agquilc que estd por tras destas duas
formulacdes. A expectativa é a de que a equagdo aqul apresentada
(Eq. (3.61)) seja mais adequada ao tratamento numérico que sera dado ao
problema do que a de Bakker (Eq.(3.87)), pois nesta ultima aparece o
termo singular Vu na integral de dominio, ausente na primeira, o que
sugere uma malior imprecisao numérica nos resultados. bm compensacao a
expressao de Bakker leva a uma 1mpressio de malor facilidade na implemen
tacao computacicnal, uma vez gque nela um numero menor de termos estao
envolvidos. Estas questdes pretendem ser adequadamente tratadas ao longo

do desenvelvimento desie trabalho.
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CAPITULO 4

DECRESCIMO DE ENERGIA POTENCIAL

4.1. Considerando apenas o carregamento de contorno

A seguir é analisada uma lamina plana contendo uma fissura

passante suposia reta e livre de tensoes, conforme indicado na Fig. 4.1.

Figura 4.1 - Modelo de léamina contendo uma fissura

Designa-se por Q. o subdominic de contorno EK%, que foi

I

decomposto na unido de subcontornos TFuv ' vl vl |, onde I' € uma curva
+ —

v

envolvendo o extremo da fissura, I' e I' representam, respectivamente, a
+ -

parte superior e inferior da fissura e I’ representa o vertice da mesma,
W

conforme mostrado na Fig. 4.2.
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Figura 4.2 - Translacido do dominio

I

Admite—-se que as Unicas cargas exteriores sio aplicadas no
contorno I’ Determinadeo o estado de tenstes da lamina, substitui-se a

parte exterior a Q_ pelo esforgo L que é€ transmitido ao longo de T.

I

Considerando que a variacido total da energia potencial

armazenada no dominio QI" quando, mediante uma translacao conhecida &x,

#*

se¢ passa a uma nova posicido Q. (Fig. 4.2) é da mesma forma que a da

I
Eq. (3.46), deduzida no capitulo anterior, pode-se escrever que

=0 = Sx.j 5 n don (4.1)

ﬁﬂr

Decompondo-se a integral do segundo membro da Eg. (4.1) no

somatorio de integrais

¥
T-1 = Sx.f S ndl + Sx:[ S n dl + Sx:[ S ndl (4.2)

v T

v + -

I’ I

Porém, de acordo com a Fig. 4.2, a translacao x assume os

seguintes valores no contorno



3x = -8a e x €T (4.3)
dx =0 x €T (4.4)
W
~-33a, el <= 8x =< O X € F+u F_ (.5

e a Eq.(4.2) passa a :

H*— i —Sa[[ 2 n df].el (4.8)
I

Observa-se que a projecio do fluxo do tensor 2 na direcao

e resulta nula nos contornos I' e I' que coincldem com a parte superior
+ —

e inferior da fissura ;:

[

% n dﬁ].e = {I [ - (?ufrT] n dF}.31 = 0 (4.7)
VAo 1 [ Ul

uma vez que a primeira parcela qun.e1 se anula devido a ortogonalidade

de n e e enquanto que na segunda parcela Tn.(?u)e1 , admitiu-se qgue a
fissura estava livre de tensdes e que, portante, T = 0 nos contornos T

H
e [

A divisdo de ambos os membros da Eqg.(4.6) por -8a resulta

em

M- T

e . [[ S n df].e = J (4.8)
oa 1
I
A expressiéo anterior permite conclulr que o decréscimo da

*

energia potencial 1T - I correspondente ao incremento oa da fissura &

dado pela projecido do fluxo do tensor momento—energia ao longe do con-

torno I' na direcéo e, de propagacac da fissura.

Tal projecio de fluxo nada mais & do gque a integral J

independente do caminho introduzida por Rice {1968) e representa a forca
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concentrada no extremo da fissura correspondente ao incremento virtual

aa da mesma.

No Apéndice C é mostrado gque, partindo-se desta formula-

clo, ¢é possivel obter—-se a formulagfio para a integral J tal qual fol

proposta por Rice. No Apéndice D, item 1, demonstra-se a independéncla

do caminho da referida integral.

4.2. Considerando carregamento no contorno e no dominio

Considera~se, agora, gque a lamina fissurada anallsada no
item anterior esteja também submetida a um carregamento generico a no

dominio, o que leva a expressfo para a variacgdo da energia potencial a

ter a forma, de acordo com a Eq.(3.60)

H*— I = Sx.{J S n d@ﬁr + I (?a)Tu dﬂr} (4.9)
a2 {2
T I

Levando em conta as Egs.(4.3), (4.4} e (4.5) e as mesmas

justificativas apresentadas no item anterior, e sabendo-se que (Fig.

4.2)

-da. € x € {2 (4.10)

OX

pode-se reecrever a Eq.(4.8) como

H*— 0 = -3a { S n dIll + (?a)Tu d }.e LT 1)
J. Jfraa s,

A divisfo de ambos os membros da Eq.(4.11) por -da leva a:

= _ . o T
J = = [[FE n dl’ +‘[Q;?a) u d%i € (4.12)

onde representa-se por J a grandeza equivalente a integral J para o ca-

so onde se considera a inclusé@o de carregamento no domlnio. Verifica-se
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que J difere de J, nesta formulacdo, de uma integral no dominio Qr inte-

rior ao caminhe I', além do tensor momento-energia 2 diferir de = do ter-
mo -(a.u), conforme Egs.(3.44}) e (3.63}). Uma representacdo das contri-

buicdes das integrais de contorno e de dominio no valor de J em fungao

da distédncia R a ponta da fissura é ilustrada pela Fig. 4.3.

Figura 4.3 - Contribuicdes das integrais de contorno e de dominio no

valor de J em funcao da distancia R

Observa—-se ainda que para carregamente constante no domi-
nio tem-se que Va = 0 o que leva a integral no dominio QT a se anular e,
conseqilentemente, a independéncia do caminho para J é verificada de for-
ma trivial (Apéndice C, item 1)}, uma vez que a lei de conservagao esta-
belecida pela Eq. (3.66) deve ser respeitada qualquer caminho fechado nao

envolvendo singularidades.

Para ¢ caso de Va ser diferente de zero, a lel de conserva
cio estabelece que o resultado da integral em um contorno fechado deve

se igualar ao valor da integral no dominio com sinal trocado. No Apéndl-

ce C, item 2, é demonstrada a independéncia do caminho para J guando o©

carregamento a no dominic & variavel.

Conforme comentado ao final do Capitulo 3, esta formulacao
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é alternativa aquela apresentada por Bakker (1885), cuja expresséo para

J pode ser escrita como

*
J o= A0 Uanr-J-[?u)TadQ].e (4.13)
A8 I 1
I' QF

onde £ & o tensor momento-energia tal qual propostc por Eshelby (1975) e

dado pela Eq.(3.44). Isto leva a equivaléncia :

U T n dlr + jQ(Va)Tu d%] e =

K I
[[HZ n dl +‘[n(?ufra dgl..ﬁ (4.14)
-1 !'::11_., -

ou ailnda ;

{I | {¢-a.u)l - VUTWI n dI + J (?a)Tu dﬂr}.el =
r Qr

{j (¢ T - ?uTﬁ] n dl" - J {?u]Ta dﬂr}.el (4.15)

I Qr

Espera-se que a formulagfo aqul apresentada (Eqgq.(4.12))
leve a melhores resultados numéricos devido a auséncia do termo singular

Vu na integral de dominio presente na formulagao de Bakker.
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CAPITULD 5

PROCESS0OS ADAPTATIVOS PARA O METODO DQS ELEMENTOS FINITOS

. 1. Introducéao

Boa parte da grande utilizacao do método dos elementos fi1-
nitos se deve ac tratamento sistematico gque ele proporciona a um grande
numero de problemas fisicos além da flexibilidade que ele permite na
construcfo dec modelo discreto. Porém tal flexibilidade deve ser usada
tendo em mente que a qualidade dos resultados obtidos estad intimamente
ligada a discretizacido do modelo. Mesmo para analistas experientes, a
definicdo de uma malha eficiente para um dado problema pode se trans-
formar numa tarefa demorada, envolvendo aproximagoes de tentativa e erro
e quase sempre resultando numa malha contendo uma quantidade de pontos
nodais superior aquela necessaria para atingir a precisaoc desejada ou
mesmo numa discretizacfo incapaz de representar adequadamente o proble-
ma. Outra dificuldade é a grande quantidade de dados a ser manipulada
pelo usuario, o que constitui uma importante fonte de erros na definigao

do modeio.

5.2. 0 conceito de adaptatividade

Adaptatividade (ou adaptagfo} é um conceito utilizado em
diferentes disciplinas com diferentes significados, normalmente relacio-
nados a idéia de "aprendizado". A Biologia, a Filosofia, as Ciéncias b>o-
ciais, a Teoria de Controle, a Analise Numérica, a Robdbética e a Intelili-
géncia Artificial, entre outras areas do conhecimento humano, desenvol-
veram conceitos particulares para fendémenos que, apesar de distintos,

apresentam caracteristicas comuns.
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0 processo de obtencdo de dados de projeto (normalmente
tensdes e deformacées) na andlise estrutural usando um programa de ele-
mentos finitos € de natureza adaptativa e a compreensao deste fato abriu
a possibilidade de se criar mecanismos para auxillar o analista a melho-

rar sua performance através do controle de alguns parametros na analise.

Un primeiro calculo usando o MEF indicard ao engenheiro experiente as
modificacdes a serem implementadas num modelo deficiente: regides onde a
malha é obviamente muito grosseira {ou muito refinada), problemas rela-
cionados a orientacdo dos elementos na malha, regides onde uma rapida
mudanca no tamanho dos elementos pode afetar significantemente os resul-
tados (problemas de suavizacio da transicdo dos tamanhos dos elementos
na malha), uma provavel mad representacio de materiails e carregamentos, o
uso inadequado dos varios tipos de elementos, etc. Apds detectar as
caracteristicas indesejaveis do modelo inicial a partir dos resultados
da primeira execucéo do programa e melhora-lo, o analista usa a discre-
tizacfo modificada para obter uma andlise mais real do problema e repete
o0 ciclo até estar satisfeito com os resultados obtidos. O critério para
se considerar o processo completo pode ser uma analise simplificada para
se verificar pontos-chave tais como o equilibrio, uma observacio dos re-
sultados obtidos usando recursos gréaficos, uma comparacao com resulta-

dos experimentais cu qualquer checagem que o anallista considerar apro-

priada para o problema em questao.

0 uso dos resultados para gerar uma entrada de dados mails
apropriada coincide com =z definicdo de adaptatividade. Cada vez que o
analista usa informacbes coletadas a partir da ultima execugao do pro-
grama {um sistema de "feedback") a fim de melhorar a discretizacgao, ele

estad gerando um problema matematico completamente novo a ser resolvido

pelo MEF, num processo tipicamente adaptativo. A informacao baslica a par
tir da qual se melhora a malha, chamada genericamente de erro, é desco-
nhecida "a priori", a ndc ser em casos muilto especials, e os critérios
usados pelo analista para decidir guando os resultados s&o confiaveis o
bastante sio medidas da performance do processo. A constante interfe-
réncia do engenheiro caracteriza uma adaptacfdo "ativa" e o fato da so-
lucdo exata ser desconhecida torna impossivel se medir o erro, deixando

como Unico caminho para se melhorar a scolucfdo, um controle scbre os va-

rios parametros envelvidos na discretizagéao.



De forma a viabilizar a convergéncia deste processo, se
assume que o erro total pode ser aproximado pelo erro de discretizacao,
sendo as outras componentes despreziveils, a partir de onde um algoritmo
para redefinicdoc adaptativa da malha é proposto. bksta &€ a idéla basica

gque esta por tras dos métodos adaptativos de melhoria de malha.

5.3. Melhoria adaptativa de malhas

Una primeira idéia para melhoria da malha, que ocorre qua-
se que naturalmente, € a subdivisao das areas ou elementos que possuem
um erro consideravel, de maneira a se obter uma melhor discretizacgao do
dominio. Esta aproximacio ¢ conhecida por "método h"” e se espera uma
convergéncia dos resultados para a solugao exata do problema matema-
tico, desconsiderando arredondamentos. Para se implementar o método h,
um algoritmo eficiente deve ser desenvolvido para realizar o refinamento
pela subdivisio dos elementos selecionados até que a precisao desejada
seja atingida. Este algoritmo deve conter restrigoes especlals de forma
a evitar elementos muito distorcidos, assegurar a imposicao de condigdes
de contorno corretas nos nés recém gerados, Justapor elementos recém
criados em contornos irregulares, etc. Babuska e Rheinboldt (1978) ilus-
traram a aplicacdoc de um algoritmo de refinamento usando o método h para

um dominio em forma de "LV,

Uma. aproximacio diferente da anterior para o refinamento
de mathas é o "método p", onde a ordem do polindémio de interpolagaoc &
aumentada nos elementos onde o errc estimado indica a necessidade de
melhoria na solucéo de forma a atingir a precisfo desejada. Peano et al
(1978} e Kelly et al (1983) usaram o método p Juntamente com fungdes hi-
erarquicas de interpolacéc, de maneira que a matriz de rigidez do ele-
mento primario (de menor ordem) estda contida na matriz de rigidez do
elemento refinado {de maior ordem). Peano descreveu procedimentos itera-
tivos projetados para modificar a solucao obtida com a malha menos refi-
nada considerando o efeito do aumento da ordem da funcac de interpolacao

resultando num algoritmo eficiente que tira vantagem das caracteristi-

cas das hierarquisas.



41

Uma outra alternativa, conhecida per "método r', consiste
em melhorar uma dada malha atravées de mudanc¢as na distribulicao espacial
dos elementos, mantendo o mesmo (ou aproximadamente o mesmo) numero de
pontos nodals e o mesmo tipo de elemento. Esta aproximacgao evita as com-
plicacdes resultantes da divisdo de elementos e de se lidar com elemen-
tos que possuam fungdes de interpolaciao de diferentes ordens dentro da
mesma malha. Outra vantagem deste método é que ele evita a super-preci-
sfdo localizada que pode ser imposta ao modelo através de uma malha ini-
cial muito refinada em determinadas regides do dominio. Como desvanta-
gem, esse método nido leva a uma solucdo geral préoxima da solucido otima,
mas a uma solucdfio préxima da solugdo 6tima para uma dado numerc de pon-
tos nodais, desde que possui, como restrigéo, um erro maximo def'inido
pelo usuario para um numero fixo de pontos nodais. 0O que tal método pro-
porciona, em resumo, ¢ uma equidistribuicido do erro dentro do dominio.

Diaz et al (1983) derivaram um critério para a relocacio dos ndés baseado

em estimativas do erro de interpolacao do MEF, e mostraram algumas apll-

cacoes Iinteressantes para o mesmo.

Neste trabalho optou-se, por razoes de coeréncla com a

simplicidade, pela utilizagdo de um algoritmo baseado no método r, des-

crito em detalhes no item 5. 4.

Una visf8o geral sobre refinamentos adaptativos pode ser

encontrada no trabalho de Noor e Babuska {1987).

5.4. Algoritmo baseado no método r

0 modelo discreto definido sera responsavel pela iIntro-
ducido de um erro (de discretizacBo) nos resultados obtidos. Uma forma de
se obter uma melhora nesses resultados, em termos de precisac, mantendo
o numero de pontos nodais da malha inicial & recorrer a um processo
adaptativo baseado no método r ("remeshing") de redefinicéo da locali-

zacdo dos graus de liberdade no dominio.

Para um dado nimero de graus de liberdade, a malha 6tima

& aquela em que o erro de discretizacgao € igual em todos os elementos.
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Para que esse principio fosse atingido, fol desenvolvido um ajigeritmo,
posteriormente convertido em programa, que busca a equldistribuigac do

erro no dominio. Tal algoritmo consiste, basicamente, nos passos

1} criar uma malha inicial e determinar as tensdes via MEF;

2) baseado nas tensdes obtidas, perfazer uma estimativa do erro de dis-

cretizacdo em cada elemento, utilizando um estimador de erro;

3) se a distribuicio dos erros estimados no passo 2 é uniforme em todo o

dominio, ou se um limite pré-determinado de ciclos é alcancadc, parar

0 processo; caso contrarioc continuar;

4) utilizar os erros estimados para aumentar o diametro dos elementos

com errc baixe e diminui-lo para erro elevado;

D)} proceder uma nova analise pelo MEF e retornar ao passo 2.

O estimador de erro usado € o proposto por Zlenkiewicz e
zhu (1987}, descrito mais detalhadamente no item 5.5, e o elemente para
o qual o programa foil desenvolvido é o elemento triangular de 3 nés para
problemas planos, dentro do conceito de simplicidade assumlido. O passo 4
¢ realizado com cada ponto nodal tendo sua posicéo redefinida conside-
rando o erro em todos os elementos que o contém. A nova disténcia do nd
em relacao ao centro de gravidade dos elementos é calculada levando em
consideracédoe o erro estimado, cujo inverso funciona como um pesc. ASSIn
sendo, elementos com erro maior que a meédia terao seus diametros dimili-

nuidos e vice-versa.

Para se assegurar a integridade do dominio durante © pro-
cesso de relocacio dos pontos nodals, pode-se restringir as novas coar-
denadas de um dado né a uma curva (por exemplo, pode-se forgar o né a se
posicionar sempre sobre um arco de circulo definido por ele préprio e
dois ndés vizinhos e que delimite parte do contorno). Uma outra cpgio de
restricio é se eliminar pontos nodais selecionados do processo de relo-—

cacido (como, por exemplo, nés localizados nos cantos do dominio}.
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A avaliacaoc feita no passo 3, gquanto a qualidade dos re-
sultados, & baseada em uma medida da dispersido dos erros locals. Ela es-
ta4 representada, no programa desenvelvido, pelo calculc de um indice de

performance, 1P, que é dado pela relacao

max e

IP = ; i

. 1,2,...,N (5.1)
min e

onde e €& o erro estimado no passo 2 para os N elementos do modelo dis-
1

creto. O fato de IP tender para a unidade indica a convergéncia do pro-

cesso. Os critériocs de parada dados pelo usuario sao ou um limite impos-

to a IP ou um numero maximo de ciclos {passo 3).

9.5, Estimativa de erro

0O uso do métocdo dos elementos finitos na resolugac do pro-
blema fisico acarreta a introducio de trés tipos de erro. O primeiro de-
les é o0 erro introduzido pelas simplificag¢des ocorridas na construgao do
modelo matematico do problema, o segundo estd relacionado aos erros de
truncamento introduzidos pelos calculos computaciocnais € o terceiro re-
sulta da discretizacdo do problema, originalmente continuo, e que se

traduz no nédo cumprimento das equacdes diferencials.

Particularmente neste trabalho optou—-se pela adogéc da
estimativa de erro sugerida por Zienkiewicz e Zhu (1987), que se inclui
no terceiro tipo de erro mencionade no paragrafo anterior. Tal tipo de
estimativa, também conhecida por estimativa "a posterlori”, tem se
tornado popular nas implementac¢des computacionals de procedimentos

adaptativoes.

Considere—-se um problema da elasticidade linear plana, re-

presentado pelo dominio bidimensional 2, de contorno I = FU v I' , cuja
u

equacido de equilibrio é dada por



em (5.2)

Il
-

Lo+ 1

onde L é o operador diferencial linear, o, o campo de tensoes, e f, o

vetor das forcgas externas por unidade de area.

A relacfio entre os campos de deformagoes £ e tensdOes o €

dada pela eXpressiao

onde D é&é a matriz constitutiva do material.

Pode-se escrever o campo de deformacdc € em funcio do ve-

tor dos deslocamentos u, solugfo procurada para o problema proposto,

através da relacao

£ = Lu (5.4)

Portanto, das Egs.(5.3) e (5.4), a relagio entre o campo

de tensdes o e o vetor dos deslocamentos u resulta em :

DLu (5.5)

g’

Dessa forma, a Eq.(5.2) pode ser reescrita, utilizando a

Eq. (5.5), como

L'bLu + £ = 0 (5.8)

Esta equacio, Jjuntamente com as condigoes de contorno

Tn - t =0 em I (5.7)

em I (5.8)

o
il
—

definem o conjunto de equacdes que regem o problema de elasticidade pla-

na proposto. Nas Egs.(5.7) e (5.8), T é o tensor de tensbes, n é o vetor
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normal ao contorno, t é o vetor das forcas prescritas no subcontorno

[ , eu é o vetor dos deslocamentos prescritos no subcontorno I' .

a- P U
Sabe-se que o método dos elementos finitos utiliza—-se para
representar a solucao exata do vetor dos deslocamentos u, uma scolugao a-

oy

proximada u do tipo
u ~ u = Nu (5.3)

onde N é a matriz das funcées de interpclaciéo e u, vetor dos deslocamen-

tos nodais aproximados.

Ap6és o tratamento variacional das Egs.(5.8), (5.7) e (5.8)
e utilizando-se a aproximacido descrita pela Eq.(5.9), obtém-se o sistema

de equacoes algébricas a ser solucionado
Ku = F (5.10)

onde K &€ a matriz de rigidez do problema e F, 0 vetor das forcas nodais

equivalentes.

As deformacdes e tensdes aproximadas sfo, entioeo, dadas pe-

las relacoes

o
&2
Mo
[l
3
[l

LNu (5.11)

DLNu (5.12)

o = o = DLu

[

A solucio aproximada em deslocamentos u pode ser extendida

F ot

a tensdes o. Define-se, entao, o erro como sendo a funcfo e, resultante

da diferenca entre as solugtes exatas ¢ aproximadas, para deslocamenios:
e = u - u (5.:13)
e para tensoes

e =0 - 0 (5.14)
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Tais expressdes, porém, sdo geralmente diflceis de se
quantificar, visto que a solucio exata é desconhecida na maloria dos
problemas, sendo mais conveniente lancar mio das varias medlidas 1nte-

grals disponiveis. Uma das mals comuns €& a norma de energia, que no caso

especifico da elasticidade plana, € dada pela expressao
. 1/2
e = U (Le) D(Le) dﬂ] (5. 15)
Y,

Substituindo a Eq.(5.13) na Eq. (5.15) vem :

ﬁ R 1/2
[ (¢ - o)) D (¢ - o) dél (5. 16}
0

Esta norma sera utilizada ao longo deste trabaliho. Confor-
me visto anteriormente, o erro de discretizacao pode ser escrito em fun-
cido da diferenca entre os campos de tensoes exatas e aproximadas. A es-
timativa proposta por Zienkiewicz e Zhu consiste em aproximar o campo de

: 2
tensdes exatas o por um campe de tensfes continuas {(suavizadas) o |,

obtido a partir de uma interpolacgfo similar a dos deslocamentos

oc = No (5. 17}
“* L2 - F i L] - o =
onde o € a matriz das tenstes nodais, e N & a mesma matriz das fungces

de interpolacfo utilizada na Eqg.(5.9).

Considerando, entdo, continuo o campo de ifenstes, pode—se

obter uma estimativa da norma de energia do erro

P y 1/2
e = U (o - o). D (o - o) dﬂ] (5.18)
(2

— #

com as tensdes nodais o sendo obtidas ponderando-se a diferenca entre
't' Fa

os campos de tensdes o e ¢, em relacio as fungdes de interpolacgac :
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T, * ~
J N (oo — o ) di =0 (5.19)
0

Introduzindo-se a Eqg.(5.17) na Eqg.{(5.19), obtém-se
I HT(N }?— o} dQ} = ‘[ (RIN.}*— ﬁr o) d@? = O (5.20)
{2 (2

— %

- = A'lj N' o dO (5.21)
0

sendo A a matriz quadrada e simétrica :

A = J N'N 49 (5.22)
0

A Fig. 5.1 ilustra o significado fisico desta estimativa
de erro, relacionando—-a com a diferenca entre o campo de tensdes suavl-
zadas e o campo de itensdes resultante da analise via método dos elemen-

tos finitos.

0= o |

dx

Figura 5.1 - Natureza da estimativa do erro para tensoes (ew) para um

problema unidimensional e funcgdes de interpolacgéoc llineares.
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CAPITULD 6

IMPLEMENTAGAC COMPUTACIONAL

65.1. Introducgao

A implementacdo das rotinas computaclionals fol reallzada
utilizando o sistema SDP (Sistema para Desenvolvimento de Programas ba-
seados no método dos elementos finitos) como ambiente computacional,
aproveitando suas facilidades e sem perder as caracteristicas de porta-
bilidade dese javeis nos poés-processadores. Tal utilizacgdo evitou uma du-
plicacdo de esforcos, uma vez que se aplicaram rotinas auxiliares ja
existentes no SDP como, por exemplo, as rotinas para algebra linear,
rotinas de integracdo numérica, rotinas—-padrao de gerenciamento de

arquivos, leitura, impressio, etc., no desenvolvimento dos programas

pbés—-processadores.

Mantendo o compromisso com a simplicidade, o elemento tri-
angular de deformacdo constante para estado plano de tensao fol escolhi-
do como elemento-padréo nos calcules e desenvolvimentos computacionails
implementados. Tal fato ceontribuiu para uma avalliacfio da precisao do mé-

todo numérico e sera comentado no Capltuio 8 deste trabalho.

Toda a implementacac computaciconal fol efetuada em ambien-
te operacional DOS utilizando um micro-computader do tipo IBM/PC-AT e,

como linguagem de programacao, o FORTRAN /7.

B.72. 0O sistema SDP

Desenvolvido como obJeto da tese de doutoramento de
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Couvéa (1988), sob a orientacfo de Fei joo, o sistema SDP (Fei joo e Gou-
véa, 1985) proporciona uma diversificada gama de ferramentas computacilo-

nais para o desenvolvimento de programas que utilizam o método dos ele-
mentos finitos na analise de problemas de engenharia. 0 5DP utlliza a
idéia de rede integrada de programas, onde uma analise pode ser efetua-
da através de diversos programas individuais conectados entre si por um
banco de dados, de tal maneira gque o usuario possa escolher os procedil-
mentos e algoritmos mais adequados a solucédo de seu problema especifico.
Neste tipo de concepcfo, um sistema de gerenciamento de dados que permi-
ta uma comunicacfo rapida e segura entre os diversos médulos & de funda-
mental importéncia. 0 SDP, entfo, €& compostoc por um conjunto de procedl-
mentos para gerenciamento de meméria, rotinas utilitarias, bibliotecas
de procedimentos de calculo e, mais recentemente, geradores de malha e
pré e pods-processadores graficos. Existem, ainda, normas de programagao
e de documentacfo que permitem uma féacil identifiica¢do e leitura das ro-

tinas, além de assegurar a portabilidade do sistema e sua utilizagao si-

multanea em variogs centros de pesquilsa.

Na verdade, tanto a rotina que efetua a reliocacido dos nos
baseada no método adaptativo r quanto a que calcula a integral J podem
ser consideradas como programas pos—-processadores dque somente serac exe-
cutados apos efetuada a anadlise de equilibrio do problema. Sob esta oti-
ca, Toram utilizados, sem modificactes, os trés modulos basicos do SDP,

ilustrados na Fig. 6.1, que executam a analise do equilibrio

PREISO - procedimento gque efetua a leltura e gravacéo das caracte-

risticas geométricas e de material do modelc discreto ;

PROISO - procedimento que efetua o calcule e gravagio das matrizes

de rigidez e dos vetores de esforgos elementares ;

SCL - procedimento que efetua a montagem da matriz de rilgldez ¢
do vetor de carregamento globais e calcula o vetor dos des

locamentos nodals.

De posse do vetor de deslocamentes nodais, solugao do

problema, efetua-se um pés-processamento que irada determinar as grande-
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zas utilizadas numa andlise de engenharia, tais como tensbes, deforma-

cdes, gradientes de deslocamento, etc., em todo o dominio. Tals grande-

zas s80 necessarias, como dados de entrada, tanto para o calculo da es-

timativa do erro de discretizacfio no programa adaptativo como para a de-

terminaciic da integral J, conforme descrito nos itens 6.3 e 6.4 deste

Capitulo.

PREISO

:

PROIS0

L

SOL

Figura 6.1 - Procedimentos basicos do SDP para analise de equilibrio

Os procedimentos graficos foram também intensivamente
utilizados na verificacfio da qualidade dos resultados obtidos e na avall
acdo do modelo discreto idealizado. Tais procedimentos consistem em uma
rotina de preparacio de massa de dados a partir da salida do programa SDP
(SDPGRAFC), uma rotina principal pré-processadora grafica (PREGRAFZ2)
(Ballesté, Guimarides e Feijéo, 1991) e rotinas graficas para visualliza-

cdo de campos escalares (CAMPOESC), vetoriails (CAMPOVET) e tensoriais
(CAMPOTEN ).

6.3. 0 pds-processador baseado no processo adaptativo r

Utilizando os conceitos descritos no Capitule b, mals es-
pecificamente em seu item 5.4, fol desenvolvido um procedimento adap-
tativo baseado no método r de relocacio nodal, conferme ilustradoe na
Fig. 6.2, ja disponivel na época em que este trabalho foi iniciado (Las

Casas, 1990).

Este procedimento incorpora os médulos PREAD, PO5I50 e
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ADA =20 procedimento bédsico para a analise de equilibrio, descrito nz
Fig. 6.1., e & iterativo, uma vez que para cada ncva estlimatlva dos er-
ros de discretizacfo, uma andlise prévia de equilibrio deve ser realiza-
da de maneira a se obter as tensdes elementares (e ndo apenas os desio-
camentos nodais) em todo o dominio. Apds cada ciclo é feita uma veriii-
cacdo para saber se os critérios de parada (nimero maximo de ciclos ou
valor limite para o indice de performance IP) foram satisfeitos. Caso

contrario, repete-se uma nova analise de equilibrio, utilizando os dados

da malha recém—def'inida.

PREAD
PROIS0

i)

SOL

L

POS150

S

FIM

Figura 6.2 — Procedimento adaptativo baseado no método r

Os moédulos introduzidos sao descritos a segulr

PREAD - procedimento idéntico ao procedimento PREISO descrite no
item 6.2, porém incorporando a leitura dos parametros que
qualificardo a redefinicfo nodal adaptativa tais como nés

gque devem ser exclulidos do processo, nés que tém sua relo-

cacido restrita por uma lei linear ou quadratica, numerc
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maximo de ciclos e limite para o indice de pertformance I[P,

estes dois Gltimos caracterizando o critério de parada ;

POSISO - procedimento basicoe do SDP que efetua o calculo das ten-

sdes e deformactes elementares em tecdo o dominio ;

ADA - procedimento que efetua a estimativa do erro elementar de

discretizacdo e a relocagdo dos nés, baseada nesta estima-

tiva, conforme os passos 2, 3 e 4 do algoritmo descrito no

item 5.4 do Capltulo 5.

Nesse ponto é importante uma descricao mais detalhada do
passo 4 do algoritmo contido no item 5.4 do Capitulo 5. E nele que ocor-
re efetivamente o processo de relocagfo dos pontos nodais através de uma
varredura de todos os nés do deoeminio (excetuando-se os nos com restri-
coes definidos pelo usuario), para os quals sdo ldentlf'licados, individu-
almente, todos os elementos adjacentes. De posse desta informacao e do
erro estimade para cada elemento no passo 2 deste mesme algoritmo, €
realizado o processo de relocagido nodal, que consiste na determinacgéo do
i

i - . . A
deslocamento nodal ﬂxk em relacio as coordenadas nodals anteriores X

do ponto genérico i . Tal deslocamento &€ dado pela relacio (Fig. 6.3)

) i k C[}k ]
g —
AxS = ] (6.1)
k N
L€,
j=1 7
onde
i - indice do ponto nodal genérico {varia de 1 até o numero de
nos do modelo) ;
j - indice do elemento genérico (varia de 1 até N} ;
K - indice do numero do grau de liberdade (varia de 1 a 2, no
plano) ;
N ~- numero de elementos que contém o ponto nodal genérico i ;
i o 5 g
X — coordenada kx inicial do ponto nodal genérico i ;
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Ax - deslocamento k¥ do ponto nodal genérico i ;

X - coordenada k do Centro de Gravidade do elemento genérico ;
contendo o ponto nodal genérico i ;
e ~ erro de discretizacao do elemento genérico j contendo o pon-

to nodal genérico i

ELEMENTO j

Figura 6.3 - Elemento genérico j

As novas coordenadas nodais sao obtidas através da scoma

dos deslocamentos nodais as suas resgpectivas coordenadas lniciails

[xi] I (6.2)
k k %
novea

Na realidade, pode-se dizer que ocorre uma "atrac8o’ em
cada ponto nodal do dominio para os centros de gravidade dos elementos
gque o contém. Para um determinado ponto nodal, cada elemento adjacente
exerce uma forga de atracao”" proporcional ao seu erro de discretizagao,
0 que leva a um deslocamento deste ndé na diregado do centro de gravidade
dos elementos que possuem malor erro. Consequentemente o efeito giobal
deste processo se traduz com uma maior concentracédo nodal nas regiodes

onde existam erros de discretizagido elevados. No caso de problemas de
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fratura esta regifio coincide com a regido de singularidade da extremida-
de da fissura, para onde tenderfo a converglr os nos apds cada cliclo do

processo de relocagao.

E importante salientar que o algoritmo implementadc con-
sidera as restricdes a relocacfo nodal impostas pelo usuario. Tals res-

tricoes se resumem a

1) exclusdo de ponto nodal do processo de relocagéo ;

2) restricfio linear que forca o ponto nodal a ser relocado numa reta de-

finida por ele préprio mais dois pontos ncdalis imediatamente vizi-

nhos ;

3) restricido quadratica que forca o ponto nodal a ser relocado numa

circunferéncia ou curva de segundo grau definida por ele proério mails

dois pontos nodais imediatamente vizinhos.

6.4. O pdés-processador para a determinagfo da integral J

Ap6s realizar a analise de equilibrio utilizando os modu-
los basicos do SDP e de posse dos deslocamentos nodals, fol primelramen-—
te desenvolvido um médulo pds-processador, dencminado POSISOJ, para ef'e-
tuar o calculo dos tensores de tensdes, deformacoes e gradiente do des-
locamento, e gravad-los no banco de dados. Este médulo usa a estrutura do
médulo basico POSIS0O, que calcula e armazena o tensores de tensoOes e de-
formacoes, sendo modificado para também calcular e armazenar o tensor
gradiente do deslocamento. O calculo e gravagio de tais tensores comple-
ta a determinacio das grandezas derivadas dos deslocamentos necessarias

para se determinar a integral J.

Fm seguida desenvolveu-se um outro médulo, POSINTJ, para o
calculo efetivo da integral J. Para o caso de problemas com carregamento
apenas no contorno, tal médulo requer, aléem dos parametros gravados nos
modulos anteriores, uma entrada de dados onde o usuario insere o caminho

para a avaliacfo numérica de J, definido através de uma segiéncia nodal,
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acordo com a Fig. 8.4. A integral J pode entfo ser transformada num

somatsério das contribuicdes dos N segmentos formados pela seqiiéncla de

nos

da
de
de

J = Ye .l Zndl = Y} J (6.3)

Figura 6.4 - Caminho para céalculo da 1ntegral J

Considerando a Eq.(6.3), as contribuicgdes J dadas por ca-

1
segmento sfo calculadas empregando o algeritmo descrito a seguir, on-
sdo detalhadas as aproximacdes numéricas consideradas. O valor finail

J é obtido totalizando-se as N contribuicgoes Ji

Algoritmo para calculo da contribuicdo Ji do segmento genérico i

1)

Recuperacio das coordenadas nodals dos dois extremos do segmento e de

todos os elementos adjacentes a esses dols extremos ;

Recuperacio das grandezas vetor de deslocamentos, relativo acs dols
extremos do segmento, e tensores de tensdes, deformagdes e gradiente
do deslocamento, relativos aos elementos adjacentes a estes dols ex-

tremos e Jja calculadas anteriormente ;

Calculo dos valores médios dos tensores mencionados no passo d para

cada extremo do segmento, considerando média aritmética simples entre



als!

0s valores relativos a todos os elementos adjacentes a cada extremo ;

4) Calculo do escalar energia potencial para os dois extremos do segmen-—
to considerando os valores médilios dos tensores de tensoes e detorma-

coes, menclonados anteriormente ;

5) Calculo do tensor momento-energia para os dois extremos do segmento
considerando o escalar energia potencial e os tensores de tensodes e

transposto do gradiente do deslocamento, mencionados anteriormente ;

6) Calculo do vetor normal externo e do comprimento do segmento ;

7) Integracéo do tensor momento-energia contraido com o vetor normal ex-

terno ao longo de todo ¢ comprimento do segmento.

Com relacfo ac passo 2 do algoritmo, é importante sallien-
tar que para elementos triangulares de deformacao constante aqui utili-
zados, as grandezas referidas sao constantes, dal a opcao da médla arit-

mética para a representacido destas grandezas no ponto.

A integracio mencionada no passo 7 leva em consideracgéo

uma variacgdo linear para o tensor momento—-energia ao longo do segmento.

Para o caso onde também se considera carregamento no domi-
nio, deve-se efetuar uma integral a malis nc domlnio interno ao caminno
escolhido e, para isso, sao requeridos parametros extras na entrada de
dados do médulo POSINTJ. Tals parametros se resumem a um codigo 1ndican-—
do qual o tipo de formulacdo a ser utilizada (a de Bakker ou aquela a-
presentada neste trabalho) além da relagio de todos os elementos inter-
nos ao caminho escolhido, dominio onde sera calculada a integral comple-
mentar. Esta integracioc é efetuada utilizando-se ¢ método numérico da

quadratura de Gauss a partir de rotinas utilitarias disponivels no SDP.

Foi implementado nos mdédulos basicos do SDP (PREISO,
PROISO e SOL), descritos no item 6.2 do Capitulo B, apenas um tipo de
carregamento ne dominio - cargas centrifugas - para ser utilizado na

analise de um disco fissurado de espessura constanie em rotacao, proble-
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ma especifico de interesse imediato. Tal tipo de carregamento varia li-

nearmente com o raioc segundo a expressio (Ugural e Fenster, 1981)

a = pwr (6.4)

representada na Fig. 6.5, onde p é€ a massa especlfica do materlal e w &

a velocidade angular constante.

As integrais no dominio a serem calculadas, tanto para a
formulacdo de Bakker quanto para aquela aqul apresentada, foram facll-
mente implementadas uma vez que ficaram faltando determlnar apenas as
grandezas a e Va para se efetuar o calculo. Representando-se por r o mé-
duleo do vetor r, o vetor a pode ser decomposto em suas componentes car-
teslianas, de acordo com a Filig. 6.5

5, = (pmzr coso, pmzr send ) (6.5)

Porém, da mesma Flg. 6.3

X, = r cos® (6.6)
X, = r senf (6.7)

o que reduz a Eq.(8.5) a :
a = (pwle, pwzxg] (6.8)

onde pode-se determinar o valor de a para qualquer ponto (xl,xz) do do-
minio de modo simples. Além disso, o gradiente de a fica reduzido 2o

tensor

Va = puw’l (6.6)

1
A®

onde I € o tensor identidade no plano.
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Figura 6.5 - Carregamento centrifugo
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CAPITULO 7

RESULTADOS NUMERICOS

7.1. Introducao

Neste capitulo sao apresentados quatro exemplos de aplica-~
cdo numérica do método descrito, cada um ressaltando uma caracteristica
particular do mesmo. Em todos os exemplos foram utilizados valores para
o fator de intensidade de tensioc obtidos na literatura, com a finalidade

de balizar e validar o método apresentado.

Inicialmente é estudado um problema classico de fratura -
uma lamina retangular plana fissurada submetida a tracaoc. Neste mesmo
exemplo sfo apresentados resultados para o caso de tensdOes blaxials e,
em seguida, demonstra-se como a aplicagdo de um método adaptativo do

tipo r pode melhorar a qualidade dos resultados.

0 segundo exemplo repete a confilguracac do primeiro,
acrescentande-se, porém, um furo ceniral a lamina com a flnalidade de se
estudar a influéncia do mesmo no fator de intensidade de tensdo, na pre-

senca de tensdes biaxlails.

O terceiro exemplo apresenta uma lamina retangular tracilo-
nada com uma fissura inclinada em uma de suas bordas, com o objetivo de
mostrar a potencialidade do método descrito no estudo de problemas que

apresentam modos de fratura 1 e 11 comblnados.

0 guarto e ultimo exemple apresenta resultados para um
disco de espessura constante girando a velocidade angular constante, com

um furo central de onde se propagam duas fissuras siméiricas radiails. O
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objetivo deste exemplo, além estudar a influéncia do carregamento de do-
minioc na determinacéc de fatores de intensidade de tensao, €& o

balizamento das duas formulacdes implementadas e uma comparacao entre as

mesmnas.

Os elementos utilizados na idealizacdo dos modelos discre-
tos sao, conforme mencionado anteriormente, elementos triangulares de

deformacdao constante. Foram adotados em todos os exemplos os valores

E

210000 N/mm2 para o moédule de elasticidade e v = 0,3 para o coe-

ficiente de Poisscn, caracterizadores do material empregado.

Todos os exemplos apresentam laminas ou discos de espessu-
ra constante t = 1 mm , sendo por 1sso considerados casos de estado
plano de tensoes, onde a expressao que relaciona a integral J e o fator
de intensidade de tensido K para os modos de fratura I e 1]l pode ser de-

rivada a partir da substituic@o das Egs.(2.15) e (2.168) na Eq.(2.21), o

que leva a :

KE
1
Ji = = ;o 1o= 1,11 (7.1)
ou alnda :
K = v JE > 1 = I,1I1 (7.2)
1 1
As unidades adotadas para J e K s8o [N/mm] e [N.mm_afz},
respectivamente.
7.2. Exemplo 1 - Lamina retangular com fissura central

Considercu-se, iniclaimente, uma lamina retangular de com-
primento ZL = 4830 mm e largura 2ZW = 240 mm, contendo uma fissura cen-
tral de comprimento 2Za = 20 mm e submetida a tensdtes o e o0 em suas

X Y
bordas perpendiculares e paralelas a fissura, respectivamente, conforme

ilustrado na Fig. 7.1.
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A simetria do problema permite modelar apenas a quarta

parte do dominio para se efetuar a analise via MbEF, o que fol feito uti-

lizando a malha apresentada na Fig. 7.2 contendo 247 graus de liberdade.

(TTTT1

| |

) —

2a

LLELEITEIT]

[

g,

(TT11],

"

2W

Figura 7.1 - Lamina retangular com fissura central

Figura 7.2 - Malha inicial utilizada para o ExXemplio 1
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A laéamina fol analisada para trés tipos de carregamento:

al oo = 0 N/mm~ e o = 100 N/mm2 :
X Y
2 2
b) ¢ = 100 N/mm e o = 100 N/mm  ;
5 y
2 2
c) o = —-100 N/mm e ¢ = 100 N/mm ;
X y

utilizando-se os caminhos apresentados na Fig. 7.3, enire o0s quals um

caminho fechadoe ndo envolvendo singularidade onde o valor para a inte-

gral J deve se anular.

A Tab. 7.1 apresenta os valores de KI calculados a partir
da determinacédc numérica da integral J para os caminhos e tipos de car-
regamento considerados. Para o tipo de carregamento a) fol feita, alnda,
uma comparacao entre os valores de KI calculados com o valor KI = 52,4
obtido conforme Hellan {(1985), observandcoc-se ai uma boa concordancia en-
tre os mesmos {erros entre 4% e 5% ). 0Os resultados obtidos para os car-
regamentos b) e c)} também se mostraram préximos aos valores calculados
para o carregamento a), ¢ que sugere que, para este tipo de configura-
cAo, tensdes na direcio de propagacaoco da fissura nado tém influéncia no

fator de intensidade de tensfo para o modc I de fratura, KI. Os caminhos

techados apresentaram valores para J préximos de zerco, conforme se espe-—

rava.

Figura 7.3 - Caminhos utilizados na avallacgido de J para o Exemplo 1
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CARREGAMENTO
CAMINHO a b
J KI Erro % J KI J KI
1 1,371 536, 6 -4, 59 1,373 537,0 1, 369 536, 1
2 1,367 535, 8 -4.,73 1. 323 Sy, U 1,412 544,5
3 1, 360 b34, 3 -4, 98 1,288 520, 0 1,432 D4g, 3
q 0, 000 = = -0,001 = 0,001 =
Helian — 562, 4 - - - - =

Tabela 7.1 - Resultados para o Exemplo 1

Figura 7.4 - Malha utilizada para o Exemplo 1 considerando 5 ciclos do

processo adaptativo r

Em seguida, a malha apresentada na Fig. 7.2 fol submetlida

a cinco ciclos do processo adaptativo r, conservando o mesmo numero de

liberdade, procedimento que resultou na malha mostrada na

graus de

Fig. 7.4. Utllizande esta nova malha fol refeita a analise anterior,

apenas para o carregamento a), nos mesmos caminhos (Fig. 7.3). Os resul-

tados obtidos estao condensados na Tab., 7.2 onde sac novamente compara-



64

dos ao valor calculado segundo Hellan. Observou-se al uma sensivel redu-
cdo dos erros percentuails, restritos ao intervalo de 2% a 4%, refletindo
a2 utilizacéo de um processo adaptativo do tipo r para a melhoria da qua-

lidade de resultados obtidos.

CARREGAMENTO a
CAMINHO
4] KI FErro %
1 0,7187 549.4 -2.,31
2 0, 7065 544 7 -3, 14
3 0,B978 541.,4 -3,74
4 -0, 0010 - -
Hellan - 562, 4 —

Tabela 7.2 - Resultados para o Exemplo 1 considerando 5 ciclos do

processo adaptativo r

7.3. Exemplo 2 - Lamina retangular com furo central fissurado

Em seguida fol estudado o problema de uma [amlina retangu-
lar de comprimento 2L = 720 mm e largura 2ZW = 380 mm , com um furo
circular central de raio R = 45 mm de onde se propagam duas fissuras
de comprimento ¢ = 9 mm , radiails e simetricamente opostas. A lamina
esta submetida, a exemplo do problema anterior, a tensoes perpendicula-

res ¢ e ¢ em suas bordas, conforme mostrado na Fig. 7.0.
X Yy

Para se efetuar a andlise do equilibrio via MEF, utlilizou-
se a malha com 437 graus de liberdade apresentada na Fig. 7.6, onde as
caracteristicas de simetria do problema sioc aproveltadas. O calculo da

integral J fol efetuado nos caminhos representados na Flg. 7.7.
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Figura 7.5 - Lamina retangular com furo central filssurado

Figura 7.6 — Malha utilizada para o Exemplo 2

Visando novamente estudar a influéncia de carregamentic na
direcio de propagacdo da fissura, a exemplo do problema anterior, foram

considerados os mesmos trés tipos de carregamento :
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a) o = 0 N/mm“° e o = 100 N/mm° :
¥
2 2
b} ¢ = 100 N/mm e o = 100 N/mm
.3 b
p) 2
c) ¢ = —-100 N/mm e ¢ = 100 N/mm
b4 b4

Figura 7.7 - Caminhos utilizados na avaliacfo de J para o Exemplo 2

A Tab. 7.3 apresenta os resultados para este problema,
considerando, para os trés caminhos escolhidos, os trés tipocs de carre-
gamento. Para o carregamento a) fol feita uma comparacéc entre os fato-
res de intensidade de tensao calculados e o valor KI = 1403 obtido por
Newman (Murakami, 1987), onde se observaram erros percentuais inferiores
a 2% . Para o caso de carregamento b), onde se verifica tensdo de tragéo
na diregédo de propagacédo da fissura, pode-se observar que os fatores de
intensidade de tensido calculados diminuiram seu valor, contrariamente ao
caso de carregamento c) (tensfo de compressdo na direcéo de propagacao
da fissura) onde tais fatores aumentaram. Estes fatos mostram que, para
esta configuracido, tracio na direcido de propagacio da fissura tende a

estabilizad-la, enquanto que conpressao nesta direcao tende a torna-la

mais critica.
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CARREGAMENTO
CAMINHO a b
J K Frro % J K J K
I 1 I
1 9,519 1414 0,74 5, 860 1109 18, 60 1976
2 9,274 1396 -0, 57 5, 467 1072 18, 06 1948
3 9. 027 1377 -1, 80 5, 286 1055 17,56 1920
Newman = 1404 - —~ — - —

Tabela 7.3 - Resultados para o bxemplo Z

7.4. Exemplo 3 - Lamina retangular com fissura inclinada na borda

o de uma

50 mm |,

0 terceiro problema de aplicacdo do método foi

lamina retangular de comprimente 2L = 100 mm e largura ZW =

Q

contendo uma fissura de comprimento a = 10 mm inclinada de 6 = 45

propagando da borda para o interior. A lamina descrita esta submetlda a

100 N/mm” ] na Fig. 7.8,

uma. tensfo de tracfc o = confoerme indicado

LI T T T]o
————

2W

Figura 7.8 - Lamina retangular com fissura inclinada na borda
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A Fig. 7.9 representa o modelo discreto utilizado na ana-
lise via MEF contendo 361 graus de liberdade e os camlnhos onde se ava-

liou a Integral J sdo mostrados na rFig. 7.10.

(A) (B)

Figura 7.9 - Malha utilizada para o kExemplo 3

Figura 7.10 - Caminhos utilizados na avaliacao de J para o kExemplo 3

A Tab., 7.4 compara os fatores de intensidade de tensao

calculados com o valor K = 448,4 obtido por Freese e apresentado por
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ainda nesta tabela,

Yuuki e Matsumoto (19886).

valores calculados para a integral J e seus respectivos fatores de inten

Chserva—-se, que oS

Kisu,

sidade de tensdo correspondem a combinacdo dos modos de fratura [ e 11,

segundo a relacéo (Owen e Fawkes, 1983)

K = Vf K? + K° (7.3)

I1

CAMINHO J KI KII K Erro %
1 1,111 = = 483, 0 -4, 15
Z 1,121 = = 485, 3 -3, 88
3 1,130 - - 487, 1 ~3 4323

Freese - 448, 4 223, 8 503, 9 =

Tabela 7.4 - Resultados para o kExemplo 3

7.5. Exemplo 4 - Disco em rotacéo com furo central fissurado

um disco de material

Considerou-se, como ultimo exemplo,

de massa especilfica p = 7,3 X lO_BN/mm3 , de railo externo ro= 30 mm
e com um furo central de raio r.= 45 mm de onde se propagam simetri-
camente duas fissuras radialmente opostas de comprimento ¢ = 8 mm ca-
da. O disco, representado na Fig. 7.11, gira a uma velocldade angular
constante de w = 3141,6 rd/s, que corresponde a 30000 rpm, aproximada-
mente,

Aproveitando a simetria do problema fol ideallizada, 1ini-
cialmente, uma malha sem considerar as fissuras com 336 graus de liber-

dade (Fig. 7.12) com o objetivo de balizar a implementagéo do carrega-

mento do tipo centrifugo no SDP. A Fig. 7.13 apresenta os resultados da

analise do equilibrio via MEF, plotados em termos de tlensOes radiais

(o ) e tangenciais (Wé] juntamente com resultados analiticos (Ugural e
r

Fenster, 1881) com os quais se observou uma boa concordancia.
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Figura 7.11 - Disco em rotacfo com furo central fissurado

Figura 7.12 - Malha utilizada para o Exemplo 4 sem considerar filssuras

no dominio

Apds ter-se comprovado uma implementacgdo correta do carre-
gamento centrifugo no SDP, foi idealizada uma segunda malha com 387
graus de liberdade (Fig. 7.14}), agora considerando a presenga de [{lssu-
ras no dominio. A integral J foi entfio avaliada nos caminhos apresenta-
dos na Fig. 7.15, utilizando-se as formulacdes de Bakker e aquela apre-

gentada neste trabalho.
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U(N/mmg)
800

| .
| | e
| | 5

0 - .
O 20 40 60 80 100

F {mm)
—— = O, (analitico) —— - Ug {analitico)

* - O, (numérico} 0 - Oy(numérico)

Figura 7.13 - Resultados para o Exemplo 4 sem considerar fissuras no

dominio

Figura 7.14 - Malha utilizada para o Exemplo 4 considerando fissuras

no dominio
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A Tab. 7.5 e Fig. 7.16 apresentam os resultados obtildos
utilizando a formulacio de Bakker, enquanto que na Tab. 7.b e Fig. 7.17
sfo apresentados resultados de acordo com a formulagac introduzida neste
trabalho. 0Os fatores de intensidade de tensao calculados sao comparados,

em ambas as formulacgdes, com o valor KI = 3013 , obtido por Murakami e

Nisitani (Murakami, 1987}.

o / P
| &H e f / 4 5

.\ e e

a - e O
! 14 EB fﬁf \“\ f,f' :3()
: < e

| ' :ﬁ/rzz & iy

Figura 7.15 - Caminhos utilizados na avalilacao de J para o kxemplo 4

Observa-se que as duas formulagoes levam a valores de
fatores de intensidade de tensfo préximos entre si e ao apresentado por
Murakami, com erros percentuais inferiores a o 4 , conirariando a ex-—
pectativa de se obter uma melhor qualidade no calculo numerico da Iin-
tegral J através da formulacdo introduzida neste trabalho, devido a au-
séncia do termo singular Vu na integral de dominic. Uma possivel justi-
ficativa seria a de que a parcela de contribuicio da integral de domlnio
na formulacio de Bakker é inferior em proporg¢éoc a formulagao aqul apre-

sentada, o que compensaria o errc introduzido pelo termo singular Vu

(Figs. 7.18 e 7.17).
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Int. nollInt. no

CAMINHO Cont . |Dominio J KI Erro %
1 33,88 6,738 40, bt 2922 -3, 01
2 30, 62 14 22 41,84 2964 -1,b61
3 27, 88 14,83 42,81 2998 -0, 49
4 27,48 17,67 45, 15 3079 2,20

Murakami = > = 3013 =

Tabela 7.5 - Resultados para o bExemplo 4 - formulacgao de Bakker

J (N/mm}
50 ]

| (Murakami)/ PR
40 i ‘

;
|
B b l ......................................................... .
| F n
] a o *
1 | J
1u_ ........................... .i. ............................................................................................... r ..................
i | : |
0 : |
0 20 40 60 80 100
0(°)

Figura 7.16 - Resultados graficos para o Exemple 4 - formulacgao de

Bakker
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caMINgo |IRt- nofint. no J K Erro %
Cont. Dominio I
1 55.01 | 16,05 | 41,08 5936 | -2.54
5 18,39 | 24,17 | 42,56 2990 | -0, 78
7 13.00 | 30,86 | 43,86 3035 0,73
4 10,15 | 36,78 | 46,93 3139 4,19
Murakami - — - 3013 —

Tabelzs 7.8 - Resultados para o Exemplo 4 - formulacdo deste trabalho

J (N/mm}

501 ' I l

: | l .
{Murakami) //+/+ |
. B

Figura 7.17 - Resultados graficos para o Exemplo 4 - formulacao deste

trabalho
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CAPITULO 8

CONCLUSOES E SUGESTOES DE EXTENSAOD

O grande atrativo no usco da integral J na determinacac de
tatores de intensidade de tensao em problemas de fratura reside no fato
de que €& possivel se oblter a taxa de decréscimo da energla potencial as-
soclada a propagacido da fissura com apenas uma anallise do equilibrio se-
guida por uma integracdo. Além disso sua propriledade de 1ndependéncia do
caminho permite uma integracao sobre contornos sut'lcientemente atfastados
do vértice da fissura, reglido de singularidade nos campos de tensao e

def ormacgao.

A formulacio variacional do problema permite obter expres-
sO0es genéricas para o decréscimo da energla poiencial correspondente a
um incremente na fissura, fator que viablliza sua extensao de manelra
simples a casos mais gerais de grande interesse e caracteriza a potenci-
allidade do método. Isto fica evidenclado neste trabalho quando introduz-
se a consideracio de carregamento no doeminieo. Além disso, pode-se asso-
ciar tai formulacido aquela utilizada em problemas de analise de sensibl-
lidade, estreitamente ligada a otimizacido estrutural, considerando que
a propagacido de uma fissura nada mais &€ do gque uma variaczZao na forma do
dominio (Cimini Jr., Taroco e Las Casas, 1991a). Desta forma &, a prin-
cipio, possivel utilizar ferramentas tlipicas da area de otimlzagao em

problemas de mec@nica da fratura.

A formulacio para o calculo do decréscimo da energia po-
tencial em problemas onde se inclul carregamento no dominioc, alternativa
aquela apresentada por Bakker (1985), demonstrou ser de facil implemen-
tacdo para o carregamento considerado (cargas centrifugas), ao contrario

do que inicialmente se esperava. Também contrariamente as expectativas
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iniciails, a qualidade dos resultados numéricos obtidos com esta formula-
cao nao fol superior, para o problema analisade, & obtida mediante a
formulaciao de Bakker, fato gque pode ser explicado pela proporcéo das
contribuictes das integrais de contorno e de dominio em ambas as formu-
lagdes (na formulacdo de Bakker a integral de dominio, fonte esperada de
erro no calculo numérico devido a presenca do termo singular Vu, contri-
bul menos, proporcionalmente, do que a integral de domlinio na formulagao
aqui apresentada). Entretanto, ambas as formulacgdes apresentaram resul-

tados com boa concordancia entre si e com a ilteratura.

A utilizacdo do métcdo dos elementos finites para a solu-
cdo numérica do problema do equilibrio se mostrou apropriada quando as-
sociado ao processo adaptativo r ou para malhas adequadamente discreti-
zadas onde se privilegla a regiao de singuiaridade em termes de refina-
mento, uma vez que os resultados se mostraram bastante sensiveils ao mo-
delo discreto empregado (Cimini Jr., Las Casas e Taroco, 1991b) e ao ca-
minho utilizado {(Cimini Jr., Taroco e Las Casas, 1981c). E importante
salientar que um modelagem adequada do problema fislico real corresponde
a grande parte do sucesso de uma analise numérica, uma vez que simpllifi-
cacles sdo introduzidas no processo de modelagem matematica e, em segul-

da, na implementacio do algoritmo numérico.

0O uso do elemento triangular de deformacao constante, es-
tabelecido como parametro de simplicidade e precisao, nado compreometeu a
qualidade dos resultados, sempre situados numa faixa de erro acelitavel
sob o ponto de vista de aplicacdes na Engenharia. A simplicidade almeja-
da com o uso deste tipo de elemento fol verificada pela facllidade na
impiementagdo das rotinas de calculo da integral J no 5DP, onde a média
aritmética representativa das grandezas relevantes no ponto se mostrou

adequada ao elemento utilizado. A precisdo atingida permite reforcar a
potencialidade do método, antevendo resultados ainda melhores com o em-

prego de elementos de ordem superior.

Os exemplos numéricos evidenciaram a versatilidade do mé-
todo, apresentande resultados para associag¢do de processos adaptatlvos,
influéncia de carregamento na direcao da fissura, combina¢ao de modos de

fratura I e Il e presenga de carregamento no dominio, todos compativeils
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com aqueles apresentados na literatura.

Varias extensdes podem ser sugeridas como complemento ao
trabalho apresentado. Sob o ponto de vista teédrico, a formulacfo varia-
cional apresentada permite que se trate de outros problemas de interes-
se, tals como:

- variacao de espessura do dominio;

- separacao de modos de fratura combinados;

~ mecanica da fratura em problemas de impacto;

~ emprego de materiais anisotrépicos (materiais compos-

tos):
- plasticidade.

Uma outra linha que se pode seguir ¢ a da melhoria da qualidade dos re-

suitados numéricos via MEF, ¢ que pode ser obtido mediante:

- uso intensivo de outras técnicas adaptativas, combinadas

Oou Nnao:

- obtencao de norma para o erro de discretizacido que consi-

dere parametros especificos da mecanica da fratura;

- utilizagao de elementos de ordem superior ocu de elemen-

tos que incluam a singularidade.
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APENDICE A

DEMONSTRACAO LOCAL DO EQUILIBRIO A PARTIR DA LEI DE CONSERVAGAOQ

1) Tomar-se-a, primeiramente, o© tensor momento-energia para o caso onde

foi considerado apenas carregamento no contorno (item 3.2.1}.

forma :

div 2

= div [¢I - (Vu)'T] = V¢ - [(V'u)'T + (Vu) div T]

Do equilibrio local, item-se que :
div T = 0
Entao
divs = V6 - (Vu)'T

Porém, das relacoes constlitutivas e cinematicas

V¢ = TVE = T {—%— [(VPu) + (Vou) 1}
Portanto :
divE = T {5 [(7P0) + (FP0)"]} - (VPw'T
B § = _%_ T (70 + T (2w T (v%u)

2 . C
Sabendo que os tensores T e (V u) s8o simétricos

B B = —%_ T (Vou) + —%— T (Vu) - T (V°u)

Dessa
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divy = T (V2u) - T (V°u) = O

conforme se queria demonstrar.

2) Considerando, agora, o tensor momento-energia para o© caso onde fol

também utilizado carregamento no dominio (item 3.2.2), pode-se escre-

ver
div T = div {[¢ - (a.w)]I - (Vu)'T} =
Vig - (a.w)] - [(Vw)'T + (vu) 'div T]
Do equilibrio local, tem-se que :
div T+ a=0
div T = -a
Entdo :
div:Z = Vi¢g - (a.u}] - [(V°u)'T + (Vu) a] =
Vo - Via.u) - (VW) 'T + (Vu) 'a =
Vo ~ [(Va) u + (Vu)'al - (V°w)'T + (Vu) 'a
Porém, das relacdes constitutivas e cinematicas
V¢ = T VE = T {,%_ [(VPu) + (Vou) ']}
Portanto
div X =
T {— [(VP@) + (V2w "]} - (Va)Tu - (Vu)'a - (VPu)'T + (Va)'a =
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—%* T (Vou) + T (Veu)' - (va) u - (Vu) 'a - T (Vu) + {?u)Ta
Sabendo que os tensores T e (V7u) sdo simétricos
div ¥ = — T (va) + -~ T (7w - (va)Tu - (va)Ta - T (v%w) + (v
div £ = - (Va) ' u
2.1) a=cte. = Va=0 = div =0

—(?a)Tu

M
1

2.2) a = a(x) = Va = 0 = div

conforme se queria demonstrar.
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APENDICE B

OBTENGCAO DA FORMULACAO DE BAKKER A PARTIR DA FORMULACAO APRESENTADA
NESTE TRABALHO

A expressfic dada pela Eqg.(3.62) é tomada como ponto de
partida para a obtencfo da expressac de Bakker para o caso em que se

considera carregamento no dominio

J (Va)'u dQ + J %~ ndidQ = G
(2 A2
onde
— T
> = [¢-(a.u}}] I — (Vu) T
Substituindo, a expressfo anterior na primeira equagaoc :
I (Va) u dq + I {[¢p-(a.u}] I - (Vu) T} n dag = O
(2 a0
Separando o termo (a.u)
J (Va) u d@ + J (¢ T - (Vu) ' T] n d8Q - ‘[ [(a.u) I] ndd? = QO
9] o2 oY,

e aplicando o teorema da divergéncia neste termo :

(6 T —(VW)"T] n d3Q - ‘[ div [(a.u) I1 dQ = O
0

fﬂ(?ﬁ)Tu dg  + I@g

Porém tem-se do calculo tensorial que :
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div {(a.u} I] = V(a.u) I + (a.u) divi = V(a.u) I = V(a.u)

e ainda que :

Via.u) = (Va]Tu + {Vu)Ta

O que permlte reescrever a expressio original como

f (Va) u dO + f (¢ T ~(Vu) T] n déQ - ‘f ((Va) u + (vu)' al do = O
Q 9.

239,

Desdobrando ao terceiro termo do primeiro membro vem :

J (Va) u do +I
0

onde uma simplificacido leva a ;

J

que pode ser reescrita como

¢ 1 H(QUTTT] n daf ~‘[ (Va) u do —‘[ (?ufTa d = 0
aQ 0 9;

[¢6 T - (Yu)'T] n daq —‘f (vu)'a do = O
30 Q

-—f (va)Ta do +f ¢ I - (Vu)"T] n daQ = O
) dfl

que ccincide com a expressio proposta por Bakker (Eq. (3.87)).
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APENDICE C

OBTENGAO DA EXPRESSAO DA INTEGRAL J PROPOSTA POR RICE

A expressao dada pela Eq.{(4.8) é tomada como ponto de
partida para a obtencfo da expressfo para a integral J tal qual foi pro-

posta por Rice (1968)

e = T — —
4 = {Ir[¢n (Vu) Tn] d#}.el JF[¢n.el Tn.[?u)el] dI

Porem, do equilibrio, tem—-se gue

Tn = t em I
Entéao
J = J pn.e - t.(Vule ]| dI' = j ¢n.e dI —‘[ t.{(Vule dI
r 1 1 . 1 I 1

De acordo com a Fig., C.1

dx

n.e = nl = CcOos B = n.eldr = dx

e sabendo que

Ju
dx

(Vule =
1



g4

tem—se

Figura C.1 - Elemento do caminho I’

Usando~se a notacao eguivalente :

¢ = W ; X = ¥ %.= ¥ e dl’ ds

chega-se a Eq.(1.19), conforme proposta por Rice (1968)

J = J I W dy - t.gﬁ-ds ]
r %
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APENDICE D

INDEPENDENCIA DO CAMINHO DA INTEGRAL J

1) Considerando apenas o carregamento de contorno

Para o caso de um contorno fechado, a integral J é idénti-
ca a zero de maneira a satisfazer a lel de conservacio estabelecida. De
tfato, considerando-se a integral J no caminho T = Fiu qu FBU F4 , de
acordo com a Fig. D.1, fechado e sem conter singularidades, e supondo a

t'issura reta e livre de tensoes, seu resultado deve ser nulo, ou seja

(Eq. (4.8))

1 e [[ S n dfl.gl e
r

onde £ & o tensor momento-energia dado pela expressio (Eqg.(3.44)):

6T - Vu T

[~
[

Figura D.1 - Caminho fechado para determinacdo da integral J
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Dividindo-se esta integral na soma das integrals nos sub-

caminhos Fl , F2 , FS e F4 resulta na expressao:

U S ndl"].el +UFEndF].el ; Urzn.citr].ﬁ1 +[Irz n dr].e1= 0

I
1 2 3 4

'

Tem-se, porém, que as integrais nos camlnhos T2 e F4 S0

idénticas a zero, uma vez gque o tensor momento-energia se anula nestes
contornos (a parcela qun.e1 se anula devido a ortogonalidade entre n e

e €2 parcela Tn.(‘i?u)e1 se anula devido ao tensor de tensdes ser nulo,

pois a fissura foi considerada livre de tensdes). Entao

Uzndr].e +[IanF].e=J hod =B
1 1 I 1B
rl rS

donde se observa que

Como o sentido de integracdo ¢é oposto ac longo dos

contornos Fl e FS , pode-se escrever :

onde I 5 corresponde a FB tomade no sentido inverso ao longc do con-

torno.

Desta forma, diminuindo I’ . até um contorno arbitrario

Fv (Fig. D.1), coincidente com a extremidade da fissura, leva a integral

J no caminho Fl a2 caracterizar a energia ali armazenada. Como a escolha

do caminho Fl & arbitraria, conclui-se que J é independente do caminho

escolhido.
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2) Considerando carregamentoc no contorno e no dominio

Para este caso a integral J incorpora uma integral no do-

minio (Eq.(4.12)). Porém, considerandoc ainda a Fig. D.1, a integral J se

anula nos caminhos FE e F4 peios mesmos motivos explicados no item an-

terior mais o fatc deles nao envolverem dominio. Dessa maneira, pode-se

escrever :
[[-E n dr +‘[ [Wafru dﬂ}.e]‘+ |]‘ > n dIl" + J‘ (?a)Tu dﬂ].31 = 0
r {J [ 9,
T 1 3 3

onde ¥ é o tensor momento-energia para o caso de carregamento no dominio

dado pela expresséo (Eq. (3.83)):
- T
> = (¢-a.u)l - Yu'T

Portanto

[Fa)Tu dﬂ}.el

[['i n dr +.[

. (va)' u dﬂ].el=— Urfn dff + J‘

{2 9;
1 1 3 3

Como o sentido de integracfo é oposto para os camlinhos Fl

e F3 , conclui-se que

(‘Ja)Tu dQ:I.el= [ ;

JfﬁdF+J
Q o 0
1 1 -3 3

(?a}Tu dﬂ].e

[['E n dr +‘[

r

onde T 4 corresponde a FS quando se toma o sentido inverso ao longo do

contornoe. Pode-se, entao escrever :

—_—
=1
wl
—
{3,
T
H{'D
Il

U; S n dl + J' (va) G dﬂ].el
(Ql— Qa)

-3 1

Observa-se nesta expressio que. a integral no contornc T

se ilguala a integral no contorno Fl mais a integral no dominio (Q1 = Qa)



88

hachurado na Fig. D.1. Novamente considerando o conceito da diminuigao
do contorno F_a até um contorno arbitrario Fv ., colncidente com a ex-
tremidade da fissura e nio envoilvende dominio, obtém—-se a i1gualdade en-
tre os dominios (Ql N QB) e Ql , uma vez gue o dominio Qa tende a zero

durante este procedimento. Entao

U Z n dl"] € = Urfn dlC + IQ (va) 'u dﬂ}_el = JT

v 1 1

1

A integral J caracteriza, entédo, o estado de energia na

[1

extremidade da fissura e, como a escolha do caminho Iil ¢ arbitraria,

conclui-se que J é independente do caminho.
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