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Resumo

Uma das principais caracteristicas da Regularizagao Implicita (RI) é que
o contetdo divergente ultravioleta de uma amplitude fica expresso em termos
de integrais nos momentos internos, o que tem sido mostrado essencial para
que esse procedimento respeite as simetrias vitais do modelo em questao. O
presente trabalho faz uma generalizacao da RI a ordens superiores nos lacos.
Apés a subtracao das eventuais subdivergéncias aninhadas e sobrepostas de
um diagrama de Feynman, o contetido divergente ultravioleta da amplitude é
ainda expresso em termos de integrais divergentes bésicas (IDB). Utilizamos
a teoria escalar ¢} para ilustrar o procedimento e calculamos as fungoes do
grupo de renormalizacao até dois lacos. Verificamos que apenas os coefi-
cientes numéricos das IDB e suas derivadas, que sao constantes ou IDB, sao
suficientes para o calculo das fungoes do grupo de renormalizacao.

Na segunda parte deste trabalho comparamos a RI com um outro pro-
cedimento de renormalizacao que opera na dimensao fisica da teoria, porém
atua no espago das configuracoes, chamada renormalizagao diferencial. Esta
possui regras que automaticamente preservam simetria de calibre a um lago.
Concluimos que a um laco os dois métodos sao equivalentes.



Abstract

One of the main features of Implicit Regularization (IR) is to display the
ultraviolet divergent content of a Feynman amplitude as integrals in the loop
momenta. This has been shown to be crucial to preserve vital symmetries of
the underlying model.

One of the purposes of this work is to generalize IR to arbitrary loop
order. After a judicious subtraction of nested and overlapping divergences in
a Feynman diagram the remaining overall divergence may still be expressed
as a basic divergent integral (BDI) in a loop momentum. We take ¢3 theory
as a testing ground and calculate the renormalization group functions to two
loop order. We show that only numerical coefficients of BDI as well as their
derivatives with respect to a renormalization group scale (which is a constant
or another BDI) is sufficient to this purpose.

Finally we compare IR with another renomalization procedure which op-
erates in the physical dimension of the theory, namely differential renormal-
ization. The latter uses a set of rules which, to one loop order, automatically
deliver gauge invariant amplitudes. We demonstrate its equivalence to IR to
one loop order.



CapiTULO 1

Introducao

O estudo de técnicas de regularizacao que trabalhem na dimensao da
propria teoria tem importancia tedrica atual. Os chamados “Electroweak
Precision Observables”, como a massa do béson W, o angulo de mistura
leptonico fraco efetivo sin? 0c¢, 0 momento magnético anomalo do muon e
a massa mais leve do boson de Higgs par em CP tém sido medidos com
precisao experimental suficiente para indicar fisica além do modelo padrao.

_ (9-2),

Por exemplo, em Brookhaven em 2006 [10] mediu-se a,, = “*5~* para o mion

af™ = (11.659.208 + 5,8) x 107",

O desvio deste valor com relacao ao valor tedrico no qual se levam em conside-
ragao contribuigoes eletromagnéticas, fracas e fortes do modelo padrao(MP)
é

A(a®™ — ™) =23,9(9,9) x 10719,

u I3

Argumenta-se que correcoes supersimétricas ao modelo padrao expliquem
essa diferenca [1]. Assim, calculos tedricos a pelo menos dois lagos, livres de
ambiguidades, e feitos dentro de um esquema de regularizagao invariante sao
importantes.

Para teorias que possuem matriz 7°, incluindo as teorias supersimétri-
cas, existem problemas quando nao trabalhamos na dimensao da teoria. A
simetria entre os parceiros supersimétricos é quebrada quando procedemos
com uma continuagao analitica na dimensao do espacgo tempo, regularizando-
se dimensionalmente. Para teorias quirais, a algebra de Clifférd nao admite
uma extensao nao ambigua para dimensoes que nao sejam inteiras.



Em supersimetria os calculos sao feitos utilizando a reducao dimensional,
na qual os momentos sao tratados na dimensao nao inteira D, mas as matrizes
~v e os campos de gauge permanecem na dimensao inteira da teoria. Estes
calculos apresentam problemas de inconsisténcia matematica em ordens su-
periores a um lago [2]. Neste contexto, duas regularizagoes que trabalham na
prépria dimensao da teoria e que tem sido mostradas fortes candidatas a re-
gularizagbes invariantes sao regularizagao diferencial (RD) e a Regularizagao
Implicita (RI).

A Renormalizacao Diferencial consiste basicamente na substituicao de
expressoes muito singulares para que tenham transformada de Fourier por
derivadas de expressoes menos singulares que tém transformada de Fourier
bem como uma prescri¢ao de integracao por partes. Neste processo para cada
expressao divergente, uma escala de massa € introduzida, sendo determinada
uma relagao entre as escalas posteriormente pelas simetrias da teoria. Como
veremos no capitulo 4, a um laco existe um conjunto de regras para a RD
que a tornam automaticamente invariante de gauge. A mais lacos ainda nao
foi feita uma extensao consistente para este programa,[3].

A RI funciona na prépria dimensao da teoria, no espaco dos momen-
tos. Ela constitui-se na aplicagao de uma identidade basica ao integrando,
supondo que uma regularizacao foi empregada implicitamente, para que pos-
samos manipula-lo. Separa-se a parte divergente e a parte finita de modo que
a parte divergente nao dependa dos momentos externos, a qual fica represen-
tada como uma integral divergente basica. Como veremos no capitulo 3, esse
procedimento é consistente em ordem superiores. A subtracao consistente
de subdivergeéncia estabelecida pela formula das florestas garante-nos que os
contratermos sejam locais, e que a divergéncia de ordem n lagos possa sempre
ser escrita em fungao de integrais (logaritmicamente divergentes) basicas, que
chamaremos [ ,‘j;(V), , = 1...n. Uma escala de renormalizacdo ()), é intro-
duzida através de uma identidade independente de regularizacao. No caso
de uma teoria sem massa esse procedimento, de introducao de uma escala
¢ essencial pois o procedimento de Regularizacao Implicita(RI), neste caso,
resulta em uma divergéncia infravermelha que nao existia antes da aplica-
cao da RI. A relacao de escala vai permitir o cancelamento da divergéncia
infravermelha.

Um esquema de subtracao minimo e independente da massa dentro da RI,



implica em subtrair apenas as integrais divergentes basicas. Nao é necessério
calcular as integrais divergentes, somente suas derivadas serao necessarias
para o célculo das fungoes do grupo de renormalizagao. Outra caracteristica
da RI é que os termos violadores de simetrias sao originarios de diferenca
de integrais com o mesmo grau de divergéncia que podem ser escritas como
termos de superficie, isto é, integrais de derivadas totais no espaco dos mo-
mentos. Estes termos estao relacionados a invariancia por rotulacao nos lagos
dos diagramas de Feynman. Em teorias de calibre eles devem ser zero para
que a invariancia de calibre seja preservada [11].

Um estudo sobre a conexao entre invariancia de calibre e termos de su-
perficie em RI é feito em [4, 5, 6]. O tratamento de anomalias quirais e
gravitacionais, bem como um estudo sobre violagao de simetria CPT numa
versao estendida da eletrodinamica quantica por meio da RI mostra que
parametros arbitrarios inerentes a teoria sao preservados durante os calculos
para serem fixos somente sobre bases fisicas [6, 7]. Em supersimetria, até
trés lagos, foi mostrado que a RI é invariante no calculo da fungao beta no
modelo de Wess-Zumino supersimétrico [12]. Para teorias de calibre super-
simétricas calculou-se as contribuicoes de um laco para o momento magnético
anomalo do lépton em supergravidade usando-se RI [15]. Nos casos em que
a RI foi aplicada em célculos supersimétricos, a preservagao das simetrias de
calibre e super simetria credenciou a técnica como uma forte candidata a um
procedimento invariante. O papel dos termos de superficie como parametros
indeterminados a serem ajustados em modelos fenomenolégicos efetivos para
a cromodinamica quantica a baixas energias foi estudado em [8, 9].

Na primeira parte deste trabalho, nés generalizamos a RI para ordens
superiores nos lagos e mostramos que ela é consistente com a férmula das flo-
restas, importante quando lidamos com diagramas sobrepostos. Para exem-
plificar esse mecanismo, usamos a teoria escalar ¢® em seis dimensoes, dimen-
sao na qual ela é renormalizavel, e restringimo-nos ao caso de massa nula,
para o qual os contratermos assumem uma expressao particularmente simples
em RI.

Para testar a generalizacao da RI para ordens superiores calculamos as
funcoes v e 3 do grupo de renormalizacao para teoria ¢* até a ordem de
dois lacos, e mostramos explicitamente que somente os coeficientes numéricos
das integrais divergentes basicas e as derivadas das mesmas com relacao ao



parametro arbitrario A sdo necessérios [16].

Na segunda parte deste trabalho nos dedicamos a fazer uma comparacao
entre a RI e a RD a um lago. Embora ambas as técnicas sejam candidatas
a regularizacoes invariantes e operem na dimensao fisica da teoria, elas tém
natureza bastante diversa. Uma opera no espaco das posicoes e a outra no
dos momentos. Na RI as integrais divergentes basicas sao absorvidas ordem a
ordem nos contratermos enquanto na RD nao se faz mencao a contratermos,
ja que uma identidade mapeia produtos de distribuicoes em distribuicoes
de maneira minima. E relevante estudar se as regras que tornam a RD
invariante de calibre a um laco podem ser mapeadas no procedimento da RI.
Verificamos que cada uma das regras da RD tem sua contrapartida no espaco
dos momentos materializada em uma das regras da RI.



CAPITULO 2

A Regularizacao Implicita com
massa

Neste capitulo, fazemos revisao das regras da Regularizacao Implicita.
Para maior clareza, apresentamos como exemplo um calculo em ordem de
uma lago. Abaixo as regras:

1. Célculos com a RI nao modificam a dimensao da teoria original. O
tratamento de integrais divergentes via RI supoe que algum esquema
de regularizacao é introduzido com o tinico intuito de justificar manipu-
lal({’ées algébricas no integrando. Usaremos para isso a seguinte notacao:
o

2. O préximo passo consiste em separar o conteido divergente (e portanto
dependente da regularizagao) da parte finita da amplitude. Isto é feito
mediante o uso recursivo da identidade algébrica,

1 . 1 B -2k
p—k2Z—m2 (k2—m2) (—m?)|[p—k)?—m? (2.1)

até que a integral divergente contenha somente momento interno no
laco. Nessa relacao consideramos p como momento externo e k o mo-
mento de integracao. Para que a integral divergente nao contenha
momentos externos no denominador devemos aplicar este identidade
um determinado nuimero de vezes. Por exemplo, para o caso de inte-
grais logaritmicamente divergente, aplicamos uma vez a identidade, e
no caso de divergencia linear aplicamos duas vezes. Para a divergéncia
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quadratica, aplicamos a identidade trés vezes, e assim sucessivamente.
Desta forma a parte divergente dara origem a contratermos locais para
a renormalizagao.

. As integrais divergentes podem ser escritas na forma de integrais diver-
gentes basicas. As integrais basicas nao serao calculadas, no processo de
renormalizacao, elas serao subtraida por um contratermo apropriado.

Considerando uma dimensao inteira 2w, as integrais divergentes bésicas
em ordem de um lago sao as seguintes:

Integral logaritmicamente divergente:

Tiog(m?) = / é;)kz i _1m2>w, (2.2)

Integral quadraticamente divergente:

Tailin®) = [ G s 23)

Para teorias nao massivas, em ordem de n lacos, teremos:

Integral logaritmicamente divergente:
d*k 1 (k? —m?)
I (m?2,\2) = / In" !t ————2 24
log (m ) ) (27r)2 (k:2 _m2)w n A2 ’ ( )
Integral quadraticamente divergente:

>k 1 ~ (k* —m?)
(n) _ n—1
Ii]uad(m27)‘2) - / (27T)2 (k‘2 _ m2)w71 In (_ 22 ) (2'5)

Os possiveis termos violadores de simetria, os chamados termos de

superficie, sao identificados em divergéncias basicas com indices de
Lorentz. Um exemplo em 4 dimensoes:

/ Ak kb, g [ Ak 1
Cmr (2 —m2p 4 ) @n)f (k2 —m2)?

1 4
__/ d*k 0 k, (2.6)
1] @r)i ok (k2 — m2)?
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4. Um esquema de subtracao minima ¢ definido pela substituicao da massa
m? por uma massa arbitraria A%, usando uma relacao de escala inde-
pendente de regularizagao:

n 2

n)d d i

Lo m?) = 1Y% + > afIn (52)- (2.7)
i=0

A relacao acima pode ser obtida, por exemplo, através do uso de um

cutoff nas divergéncias basicas. Aqui d é a dimensao, n o nimero de

lagos e 2w = d. A um laco a relacao se reduz a

2

Liog(m?) = Liog(A2) — (—1)by, In("

F)’ (2.8)

) 1
com bgw = WW

O objeto a ser subtraido nesse caso é o I},,(\?), € ndo envolve a massa
fisica da teoria. O parametro A tem o papel da escala do grupo de
renormalizacao e por isso essa relagao ¢ crucial em nosso método. Isto
¢ ainda mais evidente em teorias nao massivas, dado que em teorias
massivas a prépria massa fisica pode ser usada como escala do grupo
de renormalizacao.

5. As integrais divergentes sao subtraidas por contratermos apropriados e
as integrais finitas sao calculadas usando a parametrizagao de Feynman
e extensa literatura no espago dos momentos.

Vamos exemplificar agora com o uso da RI na teoria ¢ massiva, em 6D.

2.1 Calculo com massa na ordem de um laco

Figura 2.1: Gréfico de dois pontos

No espago dos momentos em 6D, este grafico que representa a auto-
energia nesta ordem resulta na expressao:
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2 A g6
. o g d°k 1
— == . 2.9
=5 [ w29
A aplicacao da regularizagao implicita conduz ao seguinte procedimento:

1. Assumimos que uma regularizacao foi aplicada e utilizamos a identidade
(2.1) para separarmos as divergéncias UV, obtendo assim:

_; 2y _ 9_2 A @bk 1 B p? A(p- k)2
Z(p ) 2 / (277')6 |:(k2 _ m?)? (kZ _ m2)3 + (k.Q _ m2)4

o (p* — 2p - k)°
(k2—m2)t  (R2—m2)Y(p—k)?2—m?]| (2.10)

As trés primeiras integrais, que nao contém momento externo nos de-
nominadores, sao denominadas integrais béasicas. Estas integrais nao
sao calculadas e serao subtraidas por contra-termos locais no processo
de renormalizacao. Escrevemos:

Liog(m?) =/ (;ZW]; G _1m2)3, (2.11)
o [N d% 1
[quad(m ) - / (27T>6 (k’2 _ mg)g' (212>

A primeira integral é logaritmicamente divergente. A segunda é quadrati-
camente divergente. Estas integrais terao suas “correspondentes’em
ordens superiores nos lagos.

2. A divergéncia quadratica basica merece um comentério em especial, ja
que ocorre uma particularidade importante no caso nao massivo. E
possivel parametriza-la de uma maneira geral, tal que:

2

Lpuaa(m?) = cA” — (4;)37712 [m(%) + a] | (2.13)

com ¢ e « constante arbitrarias e A um cutoff. A constante ¢ pode ser
fixada nula e, assim, teremos essa divergéncia proporcional a m?. No
€aso nao massivo, portanto, ela nao contribui.
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Voltando a amplitude, temos:

2 (27’(’)6 (kZ _ m2)2 <k2 _ m2)3 (kQ _ m2)4

p4 B <p2 _ 2]? . k)3
k2 —m2* (R2—m2)Y(p—k)Z—m?]| (2.14)

A segunda e terceira integrais tém divergéncias logaritmicas. Estas
integrais divergentes podem ser manipuladas para obtermos:

A dk [g? 1
i) () g / (27)6 {2 (k2 — mz)fL
o 10 k, 1
2pﬂp [_6 8/#‘((k2 _ m2)3) o Egﬂl’[l%](mz)]

1 p’ B 1 (p> —2p - k)3
2(k2—m2)*  2(k2—m?)[(p— k)2 — m2]}2.15)

3. Parametrizamos o termo de superficie, de forma que

/A (62176:;6 82# ((1@ f:,,m2>3) = a9 (2.16)

Obtemos, por fim:

2

9 v g
—1 Z(p2) = quuad(m2) - g2EIlog(m2> - 3(1}?2 + F, (2.17)

sendo F' a parte finita. Nao ha necessidade aqui de se utilizar as relacoes
de escala, ja que a prépria massa pode servir como escala nas equagoes
do grupo de renormalizacao.

Estes mesmos passos adotados acima vao ser sempre empregados para
os calculos de integrais divergentes a um lago usando a Regularizagao
Implicita. Algumas caracteristicas da RI devem ser enfatizadas: a) A
aplicacao da identidade para separar a parte divergente da finita nao
muda a dimensao do espaco tempo. FKEsta propriedade é importante
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em teorias que tém problemas quando se trabalha em dimensoes nao
inteiras. b) As divergéncias sempre podem ser escritas na forma de
integrais divergentes béasicas, o que é importante para a generalizagao
do calculo das funcgoes do grupo de renormalizacao via RI, como sera
visto no préximo capitulo.



CAPiTULO 3

A Regularizacao Implicita
para a Teoria ¢> em 6D, sem
massa.

Neste capitulo, nds sistematizamos o procedimento de Regularizagao
Implicita para teorias nio massivas. Usamos a teoria ¢ em 6D como
exemplo. Os passos empregados sao os mesmos do capitulo anterior,
mas aqui o uso das relacoes de escala torna-se essencial para que o
processo de separacao das divergéncias no ultravioleta faca sentido.

No final do capitulo, fazemos os célculos das func¢oes gama e beta do
grupo de renormalizagao até dois lagos, por meio da sistematizagao
desenvolvida em [16].

3.1 A aplicacao da Regularizacao Implicita
a ordem de um lago a ¢* sem massa.

3.1.1 Funcao de dois pontos

Iniciamos os calculos com a massa m mas tomamos o limite m — 0
no final, para obtermos a teoria sem massa. Dizemos que m é a uma
massa ficticia. Este procedimento pode ser seguido em teorias livres de
divergéncias infravermelhas.

Voltamos novamente a nossa atencao para a funcao de dois pontos.
Desta figura obtemos a expressao matematica:

, o 90 [t A% 1
“20=% [ e O
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Aplicamos agora a regularizacao implicita, com os mesmos passos do
capitulo 1. Apés o célculo da parte finita com m? pequeno, obtemos:

2
. p
SIS0 = g Lug(m?) +
2(=b) 5 __]72 ﬁ
9P 1n(m2)+g 9p, (3.2)

em que o termo de superficie foi desprezado. A divergéncia quadratica
nao ira contribuir, conforme argumentamos no capitulo anterior. De-
vemos observar que quando tomamos o limite m — 0 o termo ln(—f;—i)
apresenta uma divergeéncia infravermelha. Esta divergéncia serd cance-
lada quando fizermos uso da relacao de escala:

2

Tiog (%) = Lpg(X?) + bIn("5

2 ). (3.3)

Este resultado é importante, pois mostra como o procedimento de se-
paracao da divergéncia ultravioleta pode ser aplicado de maneira con-
sistente em teorias sem massa. A relacdo de escala permite um co-
municacao entre as partes ultravioleta finita e divergente, de modo a
possibilitar o desaparecimento das divergéncias infravermelhas esptrias:

Y00 = 0 L) +
bln ( i?) —%b]. (3.4)

Devemos notar que nao foram calculadas as integrais divergentes bési-
cas.

3.1.2 Funcao de trés pontos

Fazemos agora o calculo da fungao de trés pontos sem massa a um lago.
Ele é importante para que calculemos as funcoes beta e gama do grupo
de renormalizacao a dois lacos, usando a RI.

A expressao matematica para este grafico é:

. 3 d6k 1
(—ig) / (2m)6 (k2 — m2)2[(p — k)2 — m2)2[(k — q)2 — m?]?" (3.5)
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AN

Figura 3.1: Fungao de trés pontos

Novamente tomaremos o limite m — 0 no final, para obtermos a teoria
sem massa. Como o grau de divergéncia desta integral é logaritmica,
precisamos aplicar a 2.1 uma vez para retirar a dependéncia da parte
divergente em p e outra vez para retirar sua dependéncia em ¢ (uma
vez para cada momento externo). Obtemos

(i) dSk 1 o) dSk (p> —2p- k)
- 0 [ Gy | G

—(—ig)3 dk (¢ —2q-k)
(=i9) / (2m)¢ (k2 —m?)%[(p — k)? — m?|[(q — k)? — m?]

A primeira integral tem divergéncia logaritmica e as restantes sao finitas
ultravioleta(UV). Usamos a parametrizagao de Feynman para o célculo
da parte finita, e ficamos com o resultado:

2

:4—mﬁhwu%+bm<—%)+F@ﬂﬂ. (3.7)

O termo F(p,q) é finito UV. Os termos contendo divergéncia IV cancelam-
se apos o uso da relacao de escala. Este cancelamento ocorre entre os
termos provenientes das duas primeiras integrais.

3.1.3 Funcoes de n-pontos a um lago

Mostramos aqui que para funcoes de n pontos o procedimento permace
consistente. Para que tenhamos divergéncia ultravioleta consideramos
uma dimensao d suficientemente alta. Para o caso geral da amplitude
a um lago sem massa, em d dimensoes, onde d é par, tem-se com fre-
giiéncia integrais com divergéncias ultravioleta do tipo:

A 1 .
[—/‘@ﬂ“@”ﬂﬁmk+mP—mﬂ”Kk+mP—mr (3:8)
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Aquin=w—-1= % — 1, de forma que a integral é logaritmicamente di-

vergente. Na integral acima, fazemos uso da identidade (2.1), aplicada
1

Tz )» obtendo assim:

aos termos com momentos externos(

A dzw/{j 1 n—1
= / (2m)% (k2 — m?)@[(k 4 pn)? — m?] N ; L. (3.9)

Nesta expressao, o primeiro termo é logaritmicamente divergente UV,
mas o segundo ¢ finito UV. Os termos finitos tém a seguinte forma:

e [t 1

@m) =) [k~ p)? =] Ok + pu)? — ]
(3.10)
Aquiovalordoivaidei=1atéi=mn—1.

Devemos mostrar que a integral inicial (3.8) ndo apresenta problemas
de divergéncias no infravermelho(IV), quando o limite de m? — 0 é
tomado. Fazemos isto em duas partes. Na primeira mostramos que a
integral finita(/;) UV, ndo apresenta problemas quando o limite m? — 0
é tomado. Posteriormente trataremos da parte que é divergente.

Comegemos pela integral finita (I;). Aplicamos primeiro a parametriza-
¢ao de Feynman:

1 (l+a_2>!/dx[( (1= — - —z_q)2?

ap---a  (a—1)! a; — a)xy + (ag — ay)wy + - - - i1’
(3.11)
sendo [dx = fol dxy fol_xl dry - - - Ol_zl_"'_g” dx;_i. Apds algumas ma-
nipulagoes algébricas obtemos:
i (=1 !
I = de(l—a— - —xy_
e T / (1 - To-t)
1
X (] = 2P}t — 2(p1 * Pret)Tw—io1 -+ — 2(py 'pn)il?z)@(?)-l?)

com Q% dado por:

Q2 = p?ﬂl(l — @)+ +p?xnfi+l(1 — Tpit1) —

2 Z(pl : pt>$n—l+1xn—t+l - mQ- (313)
1#£t
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Portanto, o limite m? — 0 é bem definido para I;.

Agora analisamos a parte divergente, que ainda depende do momento
externo py:

A A g 1
I" = / (2m)2 (k2 — m2)n[(k 4 p,)? — m2]’ (3.14)

Esta integral pode ainda ser separada em uma parte divergente e uma
finita, assim podemos estudar o comportamento dela quando fazemos
o limite m? — 0. Vejamos:

d*k P2 —2p, - k
IA — ]d 2 _/ n n
oal™) ™ | oy =)ok + o — ]

d
onde Ij;,

(3.15)

(m?) é a integral divergente bdsica logaritmica (n = w — 1).
De forma semelhante aos cdlculos anteriores, utilizamos a relacao de

escala para nos livrarmos da dependéncia na massa ficticia m?:

)\2
Ty (m?) = Ty (W) + ba(=1)7 In (=), (3.16)
com by = ﬁF (1%). Como mencionamos anteriormente, a relacao de

escala acima ¢ independente da regularizacao aplicada e pode ser obtida
por meio de um cutoff nas integrais divergentes. De maneira alterna-
tiva, podemos utilizar a identidade abaixo para obté-la sem a necessi-
dade de se especificar uma regularizagao:

1 1 . 1
(k2 — m2)« - (k2 — \2)» — (A =m )Z (k2 — m2)i(k2 — \2)w—itl"
(3.17)

Para o termo finito, temos:

/ d*k P2 —2p, - k _
(2m)2 (k2 — m?)*[(k + pn)? —m?]

<C§l - 1) bd/olda:(l e (pixa — ) _m2>.

[SIIeY
[NIfo8

(=1)

m2

(3.18)
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d 2 . ~

Com o termo by(—1)2 In (25), proveniente da relagdo de escala, ocorre
o cancelamento da dependéncia em m? quando o limite m? — 0 ¢é
tomado.

Assim, a soma das duas partes nos fornece:

(g - 1) bd/o1 dr(1— )32 1n (p—ixil)\z— x))

Portanto, a amplitude completa,

V]I

IA = ];ig(/\Z) - (_1>

n—1
I=1"-Y"1, (3.19)
=1

fica livre da massa ficticia e a divergéncia ultravioleta é expressa em
termos da divergéncia basica dependente apenas da escala de massa
arbitraria, como desejavamos.

3.2 Calculo para ordens mais altas

Uma vez estabelecidas as regras da Regularizacao Implicita a um laco,
estamos em condigcoes de avancar e estabelecer a RI para ordens supe-
riores nos lacos. O objetivo desta secao é ampliar as regras a um lago
citadas acima para n lacos, seja para o caso de graficos sobrepostos ou
nao.

A implementacao da RI é feita basicamente em quatro passos:

1)Iniciamos na ordem de um laco, assumindo que o grafico é o irre-
dutivel de uma particula (1/P). Através do uso da identidade (2.1)
obteremos as integrais divergentes basicas, funcoes da massa ficticia.
Posteriormente, aplicamos a relacao de escala a estas integrais basicas,
fazendo com que elas fiquem como funcao somente do paramento .

2) A férmula das florestas é descrita de uma forma equivalente a somar
os contratermos [14]. Dado um diagrama de Feynman G, o operador de
subtragao tem o efeito de tornar a parte de renormalizacao H de G em
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um ponto, o qual é multiplicado pela integral da ordem. Este processo
é feito de forma recursiva, até que todas as florestas sejam levadas em
conta. Somente partes disjuntas sao necessarias.

3) Os contratermos sao definidos ordem a ordem pelo processo de sub-
tracao minima na RI, ou seja através da subtracao das divergéencias
como integrais basicas. Para o caso logaritmico a n lacos temos a
forma:

A 2w (k2 —m2
ot = [ Grm g ) 6)

4)Da mesma forma que ocorre na ordem de um lago, as divergéncias
bésicas com indices de Lorentz sao escritas em funcao de integrais sem
indices de Lorentz e de termos de superficie. Os termos de superficie
serao negligenciados sempre que as anomalias estiverem ausentes.

Para cada ordem, novas relacoes de escala sao utilizadas de forma que
as divergéncias bdsicas dependam apenas da escala \2. Esta escala
fara o papel de parametro do grupo de renormalizacao. As integrais
parametrizadas sao entao subtraidas através da definicao da constante
de renormalizacao. Como ilustracao, calculamos aqui uma contribuigao
para a autoenergia do campo em ordem de dois lagos. Consideremos o
grafico da figura (3.2), com subdivergéncia aninhada.

Figura 3.2: Contribuicao de dois lagos com subdivergéncia aninhada para a auto
energia da teoria ¢3

O gréfico da figura (3.2) pode ser calculado pela simples substituigao
do subdiagrama por sua parte finita. A integral que permanece em
apenas um momento interno inclui apenas as divergéncias da ordem e
a parte finita. A amplitude para este diagrama pode ser escrita:
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—ixP(p?) = ig—4/ L / ! (3.21)
2 k k'4(k —p)2 l l2(l — k)27

sendo que de agora em diante usaremos a seguinte notacao: [, =
J %. A integral interna foi calculada no capitulo 2 e é dada por:

k2 ) K\ 8
I = —E {Ilog<)\ ) +bln (—ﬁ> - gb} . (322>

Tomando apenas a parte finita:

4
90 (1) 8
= —=— | I¥Y — =T 3.23
o (1 51). (3.23)
em que
1 k2
1(2):/71 ——— . 3.24
CRE—p? (3.24)
Note que
—isP ) = (1 - (== (), (3.25)

em que —t corresponde ao operador subtragao que produz o efeito de
colapsar o subgrafico aninhado e multiplicar o contratermo, que foi
calculado na ordem anterior, pela integral de Feynman resultante.

Agora nés calculamos I®. Introduzimos a massa ficticia m?, como
fizemos anteriormente e a rescrevemos como:

- [ (o). e

que é ultravioleta quadraticamente divergente. A identidade eq. (2.1)
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¢é aplicada trés vezes para obtermos

A
7@ _ / n k2 —m? 1
. 2 (k2 — m2)?2

P’ Ap - k)? p!
(kZ _ m2)3 (kQ _ m2)4 (k? _ m2)4

(p* —2p-k)°
B (k2 —m2)4[(p — k)2 — m?] } (3.27)

Nés definimos as divergéncias basicas de dois lagos em 6 dimensoes,

11(029)<m2) = /lA (lg_—ImQ)S In (—@) (3.28)

A 2 2

2) B 1 (l —m )
Iquad(m2) = /l mln <—T . (329)
[(2)

2\ e
, quad(m ) ndo contribuird no caso

Como discutido no caso de um lago
nao massivo. Ao passo que a divergéncia basica logaritmica com indices
de Lorentz pode ser escrita em funcao de um termo de superficie:

1 1
= 2 Gop | 12)(m2) + 5 L1og(m?)
6 3
k

- [ (s (-55))

O termo de superficie sera desprezado como forma de preservar a in-

(3.30)

variancia por roteamento nos lagos. Entao, temos:

72 —

2
2 -
_%Iz(o?(mz) + §p2]log(m2) +1?), (3.31)
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I® sendo a parte finita dada por

4 2 2

10 [t () -

L (k2 —m2) 2
2 _ 9. )3 k2 _ m2
/ " —2p-F) In ) (332
O =) G — b2 — ] TR

As integrais finitas podem ser facilmente calculadas usamdo-se a iden-
tidade,

1
Inag=1lim-(a—1). (3.33)

e—0 €

Depois da parametrizacao de Feynman, obteremos para a parte finita

~ b m2 p2
() - B
1 18p {ln <)\2> {6111( m2) 16}
2 2
+ 31n? (—%) —11ln (—%) +11}. (3.34)

Vemos que hd uma divergéncia infravermelha parametrizada por m? na

parte divergente e na parte finita. Para dar cabo dela, usamos a relagao
de escala em ordem de um lago e outra de dois lagos, dada por

1 2
1) = 150 + o 5 ()

2 (”;_) } , (3.35)

b. , p? 11 p? 11

Finalmente juntando os resultados anteriores obtemos

- 472
- 19°bp 5 10
=) = T L1008 - )

b. o[ p° 27 p? 95
+21n (—)\2) 5 bln( 32 + TR (3.37)
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Na proxima secao utilizaremos a RI no cédlculo de fungdes do grupo
de renormalizacdo em ordem de dois lagos. As outras amplitudes
necessarias a este calculo sao tratadas no apéndice A.

3.3 Calculo das funcoes ( e v

Voltamos nossa atencao agora para as funcoes do grupo de renorma-
lizacao. As funcoes ( e v serao calculadas nesta secao utilizando a
RI.

Utilizamos o procedimento desenvolvido em [16].

Para a teoria ¢*, a lagrangeana é dada por:
_ 1 2 1 2 go¢g
L= §<8ﬂ¢0) — §mo¢o —+ T, (338)

em que as grandezas na equagao acima sao as chamadas grandezas nuas.
Introduzimos as constantes de renormalizagao por meio das relacoes

abaixo:
1
o =250
m?2 = Z,m?
Jo = 4g4g.

Com isso, a lagrangeana (3.38) fica, no caso sem massa:

3 727, —1)6°
= (uqﬁ) +@+%(z¢—1)(aﬂ¢)2+g< 5 7 (330)
Escrevemos
3 C 3
= @07+ Lo+ 2a0er + S5 @ao)

3
de forma que Z, =1+ Ae Z;Z;=1+C

O valor do Z; é obtido dos graficos de dois pontos e o C de gréficos
de trés pontos, e o Z, pode portanto ter uma contribuicao dos dois graficos.
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Para calcularmos as funcgoe (3 e 7, estas constantes serao necessarias. Veremos
como estes termos entram no célculo das fungoes do grupo de renormalizagao.

Sempre que se faz uma renormalizacao pertubativa sao obtidas ampli-
tudes divergentes que devem ser regularizadas através de algum procedi-
mento. Esse processo naturalmente introduz uma escala arbitraria. Esta
escala é usada no processo de calculo das fungoes do grupo de renormaliza-
cao, e aparece neste cdlculo através das constantes Z4 e Z, referidas acima.
A funcao de Green de n pontos depende da escala introduzida pela renorma-
lizagao, mas a funcao de Green nua nao depende, portanto temos a relagao:

Z(_Tn)]-—vr}l%(p% g, m, )‘) = F;L(pl, Yo, mo)'

Quando derivamos os dois lados da equacao em relacao a A teremos, uma vez
que o lado direito nao depende de A,

& z7T] =0

Desta forma, tem-se

07(~3) nf( 0 0g 0 Om 0
r.+72 22 —+—-——+——1|I,| =0, 3.41
o | 2(8>\+8>\(‘3g+8)\8m) (3:41)
que pode ser reescrita como
0 0 0
< m+ﬁag Vil m) (3.42)
sendo as funcoes do grupo de renormalizacgao:
dg
0= /\5 , (3.43)
g,m
A Om
m=——— 44
g mox| . (3.44)
A 07
8 (3.45)

220X, ,,
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Para teorias nao massivas (m = 0), o termo ~,, naturalmente é nulo.

Vamos calcular a funcao ~. Ela pode ser expressa como:

LA 02, 1,0,

- - . 3.46
27, ON 27, ON2 (3.46)

Com os resultados do apéndice A | (3.23) e Z4 = 1 + A obtemos o valor de
Z4. Héa um erro no coeficiente do I;,, do grafico da fungao de dois pontos
sobreposta no artigo [13], o valor correto para ordem de dois lagos para as
fungdes de dois pontos é apresentado do apéndice A. Para o calculo da fungao
7 usamos a expressao (3.46) e obtemos até a ordem de dois lagos:

1 , 131

V= 712(4@39 +ﬁ74(47r)6g + .. (3.47)

Calcularemos agora a fungao beta até a ordem de dois lagos. A fungao

B ¢ calculada a partir da expressao: Zy =1+ A e ZE Zyg=1+C. Com a

primeira expressao calculamos a partir das funcoes de dois pontos o Z, e

a partir dele e dos calculos das funcoes de trés pontos do apéndice A o Z,,.

Com o Z, obtemos a funcao beta. Usamos as expansoes para Z, e Zy, elas
sao:

Zg=14a19” + azg* + ..., (3.48)

e também
Zy=1+p1g> + pag* + ... (3.49)

Para o calculo da fungao 3, ndés colocamos (3.43) na forma a seguir:

dg 2)20Z7
— 227 = — - 779
B =2 N =9 o (3:50)

e usamos os resultados e expansoes citadas. A funcao beta terd a forma:
B=019"+ 029’ + ... (3.51)

Obtemos os valores para a funcao 8 a um e dois lagos:

Em um lago temos:
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3
= 52
8=~ 1y (3.52)
A beta a dois lagos:
125 1
Po = (3.53)

144 (4



CaApiTULO 4

A Regularizacao Diferencial
Vinculada e sua relacao com a
Regularizacao Implicita

4.1 Introducao

A Regularizacao Diferencial é uma técnica aplicada no espago das posicoes.
Ela basea-se na aplicacao das propriedades de expressoes regulares a ex-
pressoes regularizadas e tem se mostrado aplicavel em vérias situagoes [19, 20,
21, 22]. Ela é feita pela substituigdo das expressoes singulares por derivadas
de outras expressoes menos singulares. Neste processo escalas arbitrarias
com dimensao de massa sao acrescentadas. Estas escalas carregam a am-
biguidade da manipulacao das expressoes divergentes. Nas teorias simétricas
elas sao fixadas pelas simetrias da teoria, mas a cada laco precisa-se ajustar
estas escalas. Seria desejavel um procedimento que entregasse funcoes de
Green simétricas sem que fosse necessario fazer ajustes em cada calculo. Tal
qualidade é alcangada pela Regularizagao Diferencial Vinculada(RDV), uma
versao da RD [23] a um lago. Impoem-se um minimo de regras para a ma-
nipulagao das expressoes divergentes de forma a obter uma expressao renor-
malizada que obedeca as simetrias originais das teorias, e as arbitrariedades
e ambiguidades sejam fixadas. Isto foi mostrado para o caso de teorias de
calibre-abeliana e para as teorias de calibre nao abelianas. Em supersimetria
os calculos também foram bem sucedidos como no célculo da correcao em
supergravidade para o momento magnético do lépton [24]. O problema que
permanece ¢é estender este método para ordens superiores a um laco, ainda
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nao solucionado.

A Regularizagao Implicita, por outro lado, satisfaz as exigéncias de sime-
tria e tem sido aplicada também com sucesso para teorias de calibre abelianas

e nao abelianas a um lago como demonstrado em [25] e em supersimetria
[15, 12]

Nesta parte do trabalho é feita a comparacao entre a RI e a RDV na
ordem um lago. E demonstrado que as regras da RDV no espaco das posigoes
podem ser mapeadas em procedimentos da RI no espaco dos momentos.

4.1.1 As regras basicas da Regularizagao Diferencial Vinculada

As regras da Regularizacao Diferencial Vinculada sao extensoes de pro-
priedades de distribui¢oes bem definidas a distribuicoes singulares, de maneira
a satisfazer as simetrias sem que precisemos fazer ajustes no final dos calcu-
los. Uma amplitude no espago das posicoes é representada através de uma
combinacao linear de derivadas de funcoes bésicas. As funcoes bésicas sao
produtos de propagadores de Feynman em que um operador diferencial atua
no ultimo propagador. Vejamos um exemplo:

Biymy [O] = Ay (2) O A, (), (4.1)

onde A,,(z) é propagador de Feynman e O um operador diferencial. As
regras de Leibniz para as derivadas sao fundamentais ao se escrever as am-
plitudes. Como veremos, ela tem um papel importante quando a relacao com
a Regularizagao Implicita é feita. As fungoes bésicas sao escritas de acordo
as regras abaixo para que, quando substituidas na amplitude, as simetrias da
teoria sejam preservadas.

Enumeraremos abaixo as regras basicas:

1. Redugao diferencial: Expressoes singulares sao substituidas por derivadas
de expressoes regulares. Para isto dois passos sao necessarios

e Primeiramente func¢oes com singularidades piores do que logaritmi-
cas sao reduzidas a derivadas de fungoes logarimicamente singulares
sem a introducao de qualquer constante dimensional.

e Para expressoes logaritmicamente singulares (em um loop) utilizamos
a identidade seguinte:
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1 1 Inz?M? 1
1 _Ighe M 1y

x4 4 2

Aqui a tnica escala de massa do processo é introduzida. Ela faz o

— (4.2)

papel da escala do grupo de renormalizacao. O indice R indica que
estamos tratando com uma funcao béasica renormalizada.

2. Integracao formal por partes: As derivadas agem formalmente por partes
em funcoes teste. Para uma funcao basica geral

FlO|(x1, 2, ooy ) = Ay (1) D, () Oy Ay (21 + Tonn + 24),
(4.3)

sendo O(,,) ¢ um operador diferencial com relacao a x;. Nés teremos

[OF)® = o[FH. (4.4)

Esta regra estabelece que quando fazemos a transformada de Fourier de
funcoes basicas, e a integracao por partes é efetuada, o termo de super-
ficie é descartado. Isto da sentido ao termo R na primeira regra, pois a
expressao que era muito singular para ter transformada de Fourier, foi
substituida pela derivada de uma expressao que tem a transformada de
Fourier.

3. Regra para Renormalizacao da funcao delta: Para a funcao basica
eq.(4.3) da segunda regra, assumiremos que:

[F[O](xvxla Loy« 7In)5(x - y)]R = [F[O](I, L1, T2, 71,”)}}25(1, - y)
(4.5)

4. A quarta regra é a validade da equacao para o propagador:

[F(a, 21, 2) (07 = m?)Ap ()] = [Fla, 21,0 aa) (=0(2))]".
(4.6)
Com estas 4 regras é possivel encontrar a relacao entre as funcgoes bési-
cas, e uma tabela com as fungoes bésicas renormalizadas para qualquer
amplitude de um lago pode ser montada.
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4.1.2 A Regularizacao Implicita

As regras da Regularizagao Implicita foram estabelecida no capitulo 1.
Aqui, ja de inicio, fazemos o termo de superficie igual a zero, e passamos a
definir a RI como RIV(Regularizacao implicita vinculada). A idéia é escrever
a amplitude no espaco dos momentos como uma combinagpao linerar de
integrais basicas multiplicadas por polinomios dos momentos externos. Como
exemplo, temos

d*k 1.k, k. k
1.1,1, = A b . 4.7
o= [ ) (1 = m2)[(p— F)? — 7] .7

Os exemplos de integrais basicas acima sao transformadas de Fourier das
fungdes bésicas no espago das posi¢oes: Bpm[1],
Bim|0,]€ Bim[0,0,]. Um conjunto de regras pode ser estabelecido para tratar
integrais divergentes em RI, em RDV ¢é estabelecida um conjunto de regras
para tratar as funcoes basicas. Resta comentar os casos envolvendo anoma-
lias. Nestes casos os termos de superficie nao podem ser feitos iguais a zero,
e o seu valor serd determinado pelas condigoes fisicas. Na regularizagao
implicita existe uma democracia entre o setor axial e o setor vetorial da iden-
tidade de Ward, nao sendo possivel satisfazer os dois ao mesmo tempo. Este
resultado esta estabelecido em [24, 25].

4.1.3 Mapeamento da Regularizacao Diferencial Vinculada na Regu-
larizagao Implicita Vinculada

Aqui mostramos o mapeamento das regras da Regularizacao Implicita
Vinculada (RIV) na Regularizacao Diferencial Vinculada (RDV). Assim, fi-
card evidente a relagao de equivaléncia entre as duas regularizagoes.

4.1.83.1 As relacoes entre as regras 1 e 2 da RDV e a RIV

Vejamos a fungao béasica de dois pontos sem massa B[1]. Na RDV a regu-
larizacao desta expressao é muito importante pois outras expressoes sempre
podem ser colocadas em fungao desta fungao basica. A expressao para B[1];

B[1] = A(z)1A(z) = (L)Q (4.8)

A2y
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aplicamos a regra 1 da RDV, de tal forma que

1/ 1\ _Inz>M?
BREl]l=—-— ) O———. 4.9
n=--1 (=) o5 (19)
Esta expressao renormalizada sera comparada a que obteremos para a mesma
funcao de dois pontos, no espaco dos momentos, utilizando a RIV. Para
fazermos esta comparacao, temos que fazer a transformada de Fourier da
expressao (4.9), o que resulta:

Bf[1) = —@ In (ﬁ—i) (4.10)

com M? = 4M?/~4% ~. Aqui aplicamos a regra 2 da RDV, para obtermos
este resultado, ou seja, ignoramos os termos de superficie na transformada de
Fourier. A expressao para a fungao basica de dois pontos no espaco euclidiano
dos momentos é da forma:

. d*k 1
Bl = / (2m) k2(p — k)2 = I, (4.11)
que apds regularizada pela RIV fica:
. 1 p?

redefinindo o parametro de massa e?A\? = M?, notamos que é o mesmo resul-
tado de (4.10) obtido pela RDV. O termo I;,,(\?) foi descartado.

Acrescentamos agora uma demonstracao de que as regras 1 e 2 juntas
sao equivalentes a subtragao do termo Ij,,(A\?) na Regularizagao Implicita
Vinculada. Esta demonstracao ¢é feita em [27]. Consideremos a exclusao de
uma pequena bola B,, de raio e:

X 1 \? 1/ 1\ In 22 M2
B - [ de s () - (5m) [, o seons

1 1 \2 ln 22 M2 4 ln 22 M?
SR P SR
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O Resultado completo, apds usar f(z) = e* ¢é;

Bt = g (1-meart - () = 3 (v (55) + 10 (35))
(4.15)

sendo o cut-off no momento definido como A? = 4/(72%¢?). Voltamos nossa
atencao para a solucao no caso da Regularizacao Implicita para com m? = 0:

B[1] = —i {J,Og(xz) —bln (ef—;> } . (4.16)

Usando um cut-off no momento, A?, calculamos I;,,(\?) e, assim, temos:

B[1] = 4—; (m (eZA—;) +1—In (ef—;)) , (4.17)

que depois de definirmos e?A\? = M?, apresenta justamente, o mesmo resul-
tado da Regularizacao Diferencial. Vé-se que o termo subtraido pela regra 2
da Regularizagao Diferencial Vinculada é o mesmo termo I;,,(A?) da Regu-
larizacao Implicita.

4.1.3.2  As relacoes entre as regras 3 e 4 da RDV e a RIV

Voltamos nossa atencao para as regras 3 e 4 da Regularizacao Diferencial
Vinculada e sua relacao com a Regularizagao Implicita Vinculada. As regras
3 e 4 da RDV relacionam fungoes bésicas de n propagadores a fungoes bésicas
de n—1 propagadores. Assim, se a funcao basica de n—1 propagadores ja esta
regularizada, a funcao de n propagadores nao necessitara um outro parametro
de massa para sua regularizacao. Ha um procedimento equivalente a estas
regras na Regularizacao Implicita, o qual equivale a fazer shift e cancelar
termos do numerador com termos do denominador no integrando, lembrando
que o shift para integrais com divergéncias piores do que logaritmicas resulta
em termos de superficie. Como ja mencionado, termos de superficie estragam
simetrias, portanto devem ser eliminados.

Vejamos como funcionam estas regras e sua relacao com a RIV. Seja a
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funcao basica:

Fn[D - mer—i-l] = Ay (1) - A, (1) (O — m721+1)Amn+1(x1 + o4+ Tp)

(4.18)
com F[O] = F[O)(x1+xo+- - -+x,). Asvaridveis z1, xq, - - - , x, sdo diferengas
entre pontos dos vértices nos loops. A regra 4 nos permite escrever

FAO —mp ] = —(Foa [1Jo(zy + 20 + - +2)) 7, (4.19)
que, com aplicagao da regra 3, fica
FRO-m2, )= —-F% 1)6(x1 + 29 + -+ + 3,). (4.20)

Para fazermos a comparacao precisamos das expressoes basicas no es-
paco dos momentos. A forma geral para as expressoes basicas no espaco dos
momentos € a seguinte:

Oy,
o) = /k (B +m2)[(k —p1)* + mi] - [(k = pp-1)® + mp 4]
(4.21)
A forma particular para a eq(4.18) regularizada no espa¢o dos momentos é:

E Ol (pr, -

(k:2 +m$z+1) R
</k: (B2 4+ m2, )[(k—p)?2+m2] - [(k—pn)? + m%]) (4.22)

(/k (k2 +m)[(k + pn — p1)* + m%l] o (k4 pn = pr1)? + m3_1]>R

Devemos notar que fizemos um shift (k — k + p,), e cancelamos ter-
mos idénticos no numerador e no denominador. Na verdade, obtivemos a
transformada de Fourier da eq(4.19). Convém lembrar que na Regularizagao
Implicita Restringida fazemos shift e cancelamos termos no numerador com
termos no denominador para que obtenhamos todas as integrais basicas em
fungao de fiog € I4uaa, € 0s possiveis termos de superficie sao descartados.

Vejamos como as regras 3 e 4 sao equivalentes a fazer shift no espaco
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dos momentos. A eq.(4.19), pode ser escrita em termos da transformada de
Fourier inversa:

o=l == ([ Aol e
P11y Pn—1
. . R
X eP1TL . ., olPn—1-Tn—1 5(2 371)) (4_23)

(/ph- P 1/ k2 +m32)] k p1)? +m1]

x P g1 5§ g 4.24
CETm > 0 (4.24)

Calculamos a transformada de Fourier e aplicamos a regra 3 para obter

R 1
FRI_ (K2 2 = _/ / /
n [ (k° + mn+1)] TR N S (k2 + mz (k—p1)? + m%]

1 i(p1—p1).x "— n Tyn_1,.—1Pn-Tn
[y i LA ) 52 =) 425

Apoés a integracao em x:

FR—(k? + / /
n[ ( mn+1 ( S k2+m2 k pl) +m1]

R

ka—n%ﬁ~+miJ

ou seja o mesmo resultado da eq(4.23). Fica claro das expressoes acima que
a aplicagao das regras 3 e 4 sdo equivalentes a cancelar o termo k% +m? ,; no
numerador com o idéntico no denominador e depois fazer o shift (kK — k+p,)
no integrando.
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4.1.3.83 A regra de Leibniz no espaco das posicoes, ambiguidades na trans-
formada de Fourier e shifts no espaco dos momentos

A validade da regra de Leibniz é uma ferramenta essencial quando re-
lacoes sao estabelecidas entre funcoes basicas com e sem indices de Lorentz.
Esta validade dé origem a uma ambiguidade quando a transformada de
Fourier é calculada.

Vejamos o exemplo abaixo:

Fn[aqula T, ,l'n) = Aml (l'1> T Amn (In)ailAmn+1 (.171 +zo -+ wn)a
(4.27)
que sob a transformada de Fourier, nos da

N Z’kn—i—l
Flk (s, pa) = / 1
Hi bty (B M) (K3 +m3) - (K2, +m2,,)

X(S(kl -+ ]{Zn+1 — p1> s (S(kn + ]{Zn+1 — pn) (428)

Nota-se aqui que dependendo do momento escolhido para permanecer como
variavel de integracao, teremos integrais com rotulacgoes diferentes, ou seja
integrais que serao diferentes por shifts. Para vermos mais claramente, es-
colhemos primeiramente k, y; como o momento do loop. Assim:

ik,
7pn) = /]c (k2 + m%-‘,—l)[(k — p1)2 + ml] < [(k - pn)2 + mn]

—iky,
= /k K2+ m2, )k +p1)2+m2 - [(k+pn)? +m2] (4.29)

Flky](p1, -+

Por outro lado se escolhemos k; como momento do loop, teremos:

A . i(p1 _k)u
FlkJ(pr, - pn) _/k(k2+m%)[(k‘—p1)2+mi+1]'“[(lH'pn_p1)2+mi]'

(4.30)
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A eq.(4.30) pode ser obtida fazendo-se o "shift(k — k 4 p;1)’no inte-
grando eq.(4.29). Se a integral é no maximo logaritmicamente divergente
nao ha problemas em fazer shifts, mas nem sempre temos integrais com este
comportamento. Em uma integral linearmente divergente por exemplo, um
termo de superficie deveria ser acrescentado para compensar o shift. Podemos
evitar este problema definindo que um determinado momento, por exemplo
o do ultimo propagador, seja o0 momento da rotulacao. Contudo, se a regra
de Leibniz ¢ usada em algumas situagoes, esta ambiguidade nao pode ser
removida. O préximo para remover este termo de superficie. O proximo
exemplo mostra o acima citado. Seja a fungao bésica sem massa:

B[9,] = A(2)9,A(). (4.31)

Aplicando a regra de Leibniz, fica:
1
B[0,] = §8MB[1}. (4.32)

Regularizando:
1
B[9,)" = 5@3[1}3 (4.33)

O equivalente no espaco dos momentos é

o) b (o) o

ou em uma notagao mais condensada, [, = %puf . Podemos agora comparar
com a expressao obtida diretamente no espago dos momentos, fazendo uso
de duas maneiras diferentes de calculos. Na primeira, consideramos uma
extensao das propriedades das integrais regulares para as regularizadas e
fazemos o shift (k — k + p) na integral ,. Obtemos:

(k+p)u / ky,
! /ka(erk)Q Rk P D (4:35)

Observamos que foi usado no dltimo passo que /,, ¢ impar em p. O resultado
¢ portanto o mesmo resultado obtido pela RDV (I, = %pul ). No procedi-
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mento que fizémos acima, realizamos um shift em uma integral linearmente
divergente, o que resulta em um termo de superficie. Temos que acrescen-
tar um contratermo para cancelar o termo de superficie. Este procedimento
estd de acordo com as regras da RIV: Eliminar termos de superficie através
de contratermos restauradores de simetria. Tratemos novamente a integral
I, com um calculo explicito através da Regularizacao Implicita, o que nos
permitira identificar o termo de superficie. Como a integral I,, ¢ linearmente
divergente, aplicamos a identidade (2.1) duas vezes ao integrando obtendo:

A 2 2 2
k 1 —2p-k —2p-k
I, :/ z A e v —2p k) 4.36)
o 0= o) \ G =)~ (=t (= w2l = R — o)
Na integral acima, tomaremos o limite m? — 0 no final dos célculos. O
resultado apds manipulacoes:

2 o o
b p p p p
Iy = 3“ <]log(>\2) - bln(‘@)) - 78,“ = 5“1 - ?SW, (4.37)

com

Spa = /kA aiv ((k2 f“m2)2> : (4.38)

O termo de superficie que deve ser colocado igual a zero. Usamos aqui a
relagao de escala eq.(3.3). Nesta andlise que fizemos vimos que a validade da
regra de Leibniz no calculo de B[d,] resulta na validade em se fazer "shift”em
uma integral linearmente divergente, ou seja uma subtracao do termo de
superficie. Embora tenhamos demonstrado para um caso particular, esta
relacao também é valida para todas as fungoes basicas com indices de Lorentz
superior.
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Conclusoes

Apéds quase 40 anos da demonstracao que a regularizacao dimensional é
invariante de gauge, coroando o modelo padrao das particulas elementares
como uma teoria renormalizavel, um tratamento perturbativo adequado para
teorias de gauge supersimétricas, quirais e topologicas, consistente em todas
as ordens, é um problema aberto.

Espera-se de um programa de regularizacao invariante que ele respeite
as simetrias vitais da teoria (calibre e supersimetria, por exemplo) em to-
das as ordens de teoria de perturbacao. Deve portanto atuar na dimensao
fisica do modelo para evitar problemas da continuacao analitica da algebra
dos tensores de Levi-Civitta e respeitar a igualdade dos graus de liberdade
bosonicos e fermionicos para supersimetria. Deve ser pratico do ponto de
vista operacional e preferencialmente atuar no espago dos momentos onde
os elementos da matriz S sao construidos. A regularizacao implicita tem-se
mostrado uma boa candidata nesse sentido. As divergéncias ultravioletas
ficam dispostas como integrais divergentes basicas nos momentos internos,
processo esse que naturalmente origina termos de superficie. Tais termos de
superficie estao associados a possibilidade de “shifts"nos momentos internos
das integrais de Feynman e se impusermos que eles sejam zero (regularizagao
implicita vinculada) a invariancia de calibre é preservada a um laco. Este
argumento encontra respaudo na prova diagramatica geral de invariancia de
calibre abeliano [28].

A pergunta natural que respondemos positivamente nesse trabalho foi
se a generalizacao para ordens superiores nos lacos é possivel dentro dos
moldes da regularizacao implicita, sobretudo quando delicadas subtragoes en-
volvendo subdivergéncias sao necessarias. De fato mostrou-se posteriormente
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para teorias de calibre abelianas que a regularizacao implicita é invariante em
ordem arbitraria [11]. Esperamos que uma prova similar possa ser feita para
o caso nao-abeliano uma vez que verificou-se que é analogo ao caso abeliano
a um laco.

Para supersimetria, os mesmos termos de superficie colocados iguais a
zero parecem render o procedimento de regularizacao implicita invariante.
Seria interessante e necessario estudar uma demonstragao geral associando
os termos de superficie as quebras de simetria em integrais de Feynman.
O principio da agao quantica que associa transformagoes gerais nas fungoes
de Green as transformacoes no Lagrangiano vistas como insergoes nestas
funcoes de Green é um método tutil neste sentido. Tal principio foi usado
na demonstracao geral que o procedimento de regularizacao dimensional é
invariante de gauge bem como na extensao da reducao dimensional até dois
lacos em teorias supersimétricas.

Vale a pena mencionar que a imposi¢ao de invariancia translacional das
fungoes de Green livres [4] e interagentes implica que termos de superficie
idénticos aqueles que surgem durante a aplicagao da regularizacao implicita
sejam nulos.

Finalmente a renormalizacao diferencial tem-se mostrado uma impor-
tante e eficaz ferramenta para calculos perturbativos de maneira invariante.
A um lago tal procedimento foi demonstrado invariante para simetrias de
calibre se formalizado de acordo com regras basicas simples envolvendo pres-
cricoes minimas que mapeiam produtos de distribuicoes em distribuicoes e
escolha de escalas. Mostramos que tais regras apresentam uma contrapartida
um a um no procedimento da regularizacao implicita, o que demonstra a
equivaléncia entre os dois métodos, pelo menos a um laco. Isto é curioso
uma vez que a renormalizacao diferencial sequer faz mengao a contratermos.
O procedimento atua de modo a produzir automaticamente fungoes de Green
renormalizadas.

Finalmente esperamos que o calculo preciso e nao-ambiguo de observaveis
dentro de extensoes supersimétricas do modelo padrao, como por exemplo os
“electroweak precision observables”possam ser realizados com regularizacao
implicita, calculos estes que sao importantes nessa geracao de aceleradores e
laboratérios de Fisica de altas energias e nas geracoes por vir.
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Apeéndice A: O calculo a 2 lacos
com Regularizacao Implicita

Para o célculo da fung¢odes do grupo de renormalizacao v e § a parte
divergente dos graficos de dois e trés lacos sao necessarias. Os resultados
sao:

T | T

Figura 6.1: Funcao de dois pontos sobrepostas

Este grafico com divergéncias sobrepostas e o grafico (3.2) com divergeén-
cias aninhadas sao importantes para o calculo das fungoes gama e beta do
grupo de renormalizacao. A forma de fazer a separacao da parte divergente
deve ser observada com cuidado pois pode produzir resulatdos diferentes. O
resultado para as divergéncias das fungoes de dois pontos na ordem de dois
lacos sao:

1 2
- Il%)g()\2> - gb[(Q)()‘Q) - §b[log(>\2) (61)

log

| =
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il
e ™~

Figura 6.2: Funcgao de trés pontos na ordem dois lagos

5 dﬁk d6l 1
e / (2)° / (2 )® 120 — 220k = D2 (pr — R22(p — D2 — 02 2

Para a parte divergente com p = p/ = 0 teremos

Ak 1 dsl 1
oo 5 .
s =06 [ G | Gepma e (63)

A parte divergente de interesse fica

N &k 1 e

O resultado divergente é:

= —3’ibg5 |:](2)<)\2) - 21109()‘2):| : (65>

log

O grafico seguinte é o Grafico de trés pontos a dois lagos com subdi-

J
el

vergéncia tipo bolha.

Figura 6.3: Funcao de trés pontos a dois lagos com subdivergéncia tipo bolha
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N [k 1 &E1
Ay o b [ (200 ki (p — )k T CE R

Fazemo p = p/ = 0, e chegamos ao resultado divergente:

b 8
- 507|190 - S ©7)

Figura 6.4: Funcgao de trés pontos com pernas cruzadas

o] 5 de i 1 d6k2 1
ey o T o e o rEw e

Fazemos p = pr = 0:

[P
Ay =F’ | <27r>6k4/ @m)s (&~ DA (6.9)

O resultado para a parte divergente:

AT = ibg L1y () (6.10)
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