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Abstract

This work investigates Quantum Models used for describing two interacting
subsystems, with real constant coupling. Specifically, the Symmetric Pairing
Model and Dicke’s Model for Superradiance are studied. The concept of
Quantum Phase Transition is understood as qualitative changes present by
these models as a function of the coupling constant.

Associated Classical Dynamics are obtained by projection of the Quantum
Hamiltonians on generalized Coeherent States. By this way, its possible to
observe the Qauntum Phase Transition in a Classic Mechanics context.



Resumo

Este trabalho estuda Modelos Quéanticos usados na descricao de dois sub-
sistemas interagentes, sendo esta interacao descrita por constante de acopla-
mento real. Em especifico, sao estudados o Modelo de Emparelhamento e o
Modelo de Dicke para Superradiancia. O conceito de transicao de fase quan-
tica é entendido como mudancas qualitativas apresentadas por estes modelos
como funcao do parametro de acoplamento.

As Dinamicas Classicas sao associadas aos modelos por projecao das Ha-
miltonianas Quanticas em Estados Coerentes generalizados. Procedendo de
tal forma, é possivel observar o andlogo da transicao de fase quantica no
contexto classico.
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Capitulo 1

Introducao

Quando a Mecanica Quantica comecou a surgir no inicio do século XX, a
Mecanica Classica estava muito bem estabelecida. Portanto foi natural ten-
tar descrever quantidades quanticas, como por exemplo valores esperados
de operadores e espectros de energia, em termos de quantidades Classicas.
Surgiu entao o que é hoje conhecido como a “Velha Mecanica Quantica”
cujos erros e acertos nos conduziram a Teoria Quéantica de E. Schrodinger
e W. Heisenberg. As formulas de quantizacao baseadas na Mecanica Clas-
sica mostraram-se como aproximacoes da Teoria Quantica, validas quando as
acoes dos sistemas estudados eram bem maiores que a escala quantica tipica
h. Esta maneira de obter o limite classico ficou conhecido como o “Principio
de Correspondéncia”.

Um trabalho pioneiro no assunto é o método semicléssico proposto por
Brilloin-Einstein e Keller que nos leva a regras de quantizacao para sistemas
integraveis. Outra contribuicao fundamental foi a fun¢ao de Wigner [1]| que
nos fornece uma representacao no espaco de fase de uma funcao de onda.
Com o aumento do interesse da comunidade cientifica na area de sistemas di-
namicos, os estudos sobre relagoes entre descrigoes classicas e quanticas foram
intensificadas. Para sitemas nao-integraveis uma contribuicao importante é
a aproximacao baseada na construcdo de Feynman [2] da Mecanica Quantica
utilizada por Gutzwiller [3] para deduzir a formula do traco. Esta formula
relaciona propagadores quanticos com orbitas classicas periddicas. Muitos
outros métodos e resultados relacionados ao assunto podem ser encontrados
na referéncia [4].

A grande dificuldade com o limite classico-quantico é de natureza es-
sencialmente cinematica. Enquanto um estado cléssico, digamos de uma
particula, é caracterizado por um ponto no espaco de fase, o correspondente
estado quantico é um vetor do espaco de Hilbert e em geral tem carater nao
local.



No presente trabalho vamos mostrar que para uma classe de modelos
chamados “modelos do tipo campo médio” ou modelo do tipo “Curie-Weiss”
existem analogias bastante robustas no sentido de serem comuns a todos
os modelos investigados [5, 6]. Dois dos modelos pertencentes a essa classe
sao de grande utilidade na Fisica Nuclear: o modelo de Lipkin [7] e 0 mo-
delo de Emparelhamento [8, 9]. Esses modelos sdo exatamente soluveis para
A particulas, embora nao sejam realisticos devido a possuirem apenas dois
niveis altamente degenerados. Devido & impossibilidade de encontrar uma
solucao exata para um potencial forte de curto alcance, que age entre dois
corpos, desenvolveram-se varios métodos de aproximacao que sao testados
principalmente nos modelos citados.

Na primeira parte do presente trabalho, vamos nos concentrar no modelo
de Emparelhamento. Sabemos que esse modelo apresenta uma transicao de
comportamento: passa de um regime onde os niicleos sao esféricos para um
regime no qual sao deformados como func¢ao do parametro de interacao. A
esta mudanca qualitativa de comportamento chamaremos de transicao de
fase. Vamos mostrar em detalhe que existe uma estreita analogia entre a
transicao de fase quantica e seu andlogo classico. Em particular mostramos
o importante papel desempenhado pela 6rbita classica homoclinica carac-
teristica do ponto de transicao. Tanto este estudo como o seguinte sao feitos
a temperatura nula, o que poe em destaque alteragoes no espectro, em par-
ticular no Estado Fundamental.

A segunda parte do trabalho trata do modelo de Dicke [11, 12]. Embora
a transicao desse modelo tenha sido largamente estudada e recentemente no
regime cadtico [13|, um estudo das semelhancas e diferengas que ocorrem na
transicao de fase para a versao integravel e nao-integravel do modelo nunca
foi feita e as diferencas sao notaveis. As analogias classico-quanticas também
se mantém, nas duas situacoes.

Uma ferramenta que tem sido bastante utilizada para caracterizar a tran-
sicao de fase quantica para sistemas hamiltonianos com dois graus de liber-
dade ¢ a entropia linear [14]-[18], definida como S = 1 — Tr{p?} onde p;
denota o subsistema em questao i.e., denota a matriz densidade reduzida
de um deles. Essa quantidade, sem anélogo classico bem definido, é uma
medida de correlagoes. No ponto de transicao de fase sabemos que as cor-
relacoes passam a ter um papel muito importante. Com isso a variacao da
entropia linear com o parametro de acoplamento do modelo, como mostra-
remos, sinaliza claramente a transicao de fase. Novamente, as transicoes de
fase nas versoes integravel e nao-integravel do modelo sao marcantes - no caso
integravel a transicao de fase é de 1* ordem, enquanto que no nao-integravel
é de 2* ordem. Interessante também é que o andlogo classico do modelo
acompanha esses comportamentos.



Capitulo 2

Ferramentas

2.1 Estados Coerentes

O Hamiltoniano de um sistema, classico ou quantico, é o gerador de evolugao
temporal do mesmo. A Mecéanica Classica porém da valores definidos para a
posicao e o momento da particula, ao passo que em mecanica quantica essas
mesmas variaveis sao descritas em termos de distribuicoes de probabilidade.
O teorema de Ehrenfest [19] diz que a evolugao temporal de valores médios de
observaveis segue as trajetorias cléssicas do sistema classico correspondente
no caso em que a dispersao nas distribuicoes sao despreziveis, o que em geral
ocorre para o caso de grandes ntimero quanticos. As descri¢oes cléssica e
quantica devem concordar quando esse limite & atingido. E de se esperar
portanto que um estado quantico que apresente essa dispersao minima tenha
um comportamento bem proximo do classico. Nesta secao serao introduzidos
estados quanticos que, nesse sentido, podem ser considerados quasi-classicos:
os estados coerentes.

2.1.1 Estados Coerentes do Oscilador Harmonico

No caso do oscilador harmonico existe um estado quantico com as seguintes
caracteristicas:

1. Evolugao temporal dos valores médios (z) e (p) iguais aos do oscilador
harmonico classico.

2. Produto de incertezas minimo (AzAp = h/2);

Um estado quantico com estas caracteristicas foi introduzido por Glauber
em 1963 [20]. Passou entdo a ser conhecido como Estado Coerente e pode
ser obtido a partir de uma das seguintes defini¢oes:



1. Os estados coerentes |« ) sdo autovetores do operador nao-hermitiano
de aniquilacao do oscilador harmonico:

ala) =ala) (2.1)

2. Os estados coerentes |a) podem ser obtidos aplicando-se o operador
unitario deslocamento: D(a) = exp{aa’ —a*a} ao estado fundamental
do oscilador harménico:

|a) = D(a)[0) (2.2)

3. Estados Coerentes apresentam produto de incertezas minimo igual-

mente distribuido:
AzAp =h/2

Essas trés definicoes sao equivalentes, isto é, qualquer estado obtido por
uma delas, satisfara as outras duas. No entanto, do ponto de vista prético,
a definicao dada pelo operador deslocamento é mais ttil'. Pode-se utiliza-lo
para obter a expansao em estados de Fock (autoestados de n = a'a) para um
estado coerente | ). Através da relagao [21]

€A+B — e*%[A,B]eA eB (23)
valida se [fl, [fl, é]] = 0, & possivel escrever o operador deslocamento como
sendo:

2 *
D() = e lel?/2 gaa® g=o%a, (2.4)

. . N . — ¥

Ao ser aplicado no estado fundamental do oscilador harmonico, o termo e™® ¢
o deixa intacto, ja que apenas o primeiro termo da expansao exponencial, 1,
da resultado diferente de zero. Com isso, os estados coerentes podem ser

obtidos da seguinte forma:
| a) = e_la‘2/2 eo‘aT| 0>

) 00 \n
_ oy L0a)

|
n—=0 n.

10).

Para referéncia futura, o fator e~1o*/2 gera definido como raiz quadrada da
normalizagao N(a, a*), isto é, N(a,a*) = elol” para os estados coerentes do
oscilador harmonico.

Levando em conta a relacao:

alln) = /(n+ Dln+1)= (a)"|0) = Val|n),

LA generalizacio dos estados coerentes para dlgebra de Spin sera feita através dele.




os estados coerentes podem entao ser escritos na base de Fock como sendo:

o0 an

la) = e o2 3 N In). (2.5)

n=0

Através desta expansao, é possivel verificar que os estados coerentes da-
dos pelo operador deslocamento sao autoestados do operador de aniquilacao.
Como: a|n) =+/n|n—1),

— vn!
SALGD D PR
= ae —|n—
n=1 (TL—]_)'

ala) = e_‘o‘|2/22 a Vnln—1)
n=0

= ao|a).

Essa equacao de autovalores estabelece uma relacao direta entre os estados
coerentes e os niimeros complexos. No caso particular em que a Hamiltoniana
é linear nos operadores a, a’, n, a Hamiltoniana Classica

H(a,a") = (a|H|a) (2.6)

gera equagoes de movimento para a, o*

da  OH
10— =
g dt  Oa*
do*  OH
g - 2.7
Zg dt aa ? ( )
onde P lu N
n
= — 2.8
9= a0 (28)
idénticas as equacoes de movimento de Heisenberg para os operadores a, a'
[5].

Para verificar a relacao de incerteza, os operadores e p sao escritos em
funcao dos operadores de criagao e aniquilacao como sendo:

QTZW (a+ah (2.9)

P = —z’,/m;‘}h (a—a'). (2.10)

=
I




Como os estados coerentes sao autoestados do operador aniquilacao,

(x) = % (a+a¥) (2.11)
(p) = —i mTwh (a—a) (2.12)
(%) = % [1+ (a+ a*)?] (2.13)
W) = (0o (2.14)

Fazendo agora (Az)? = (2?) — (2)?, (Ap)? = (p?) — (p)? obtém-se Ax =
Ap = \/g, ou seja, os estados coerentes apresentam produto de incertezas
minimo e igualmente distribuido.

Os estados coerentes nao sao ortogonais. Fazendo ([ |a) a partir da
equagao (2.5), obtém-se:

(5] a) = exp{ 'a— 1 18] +]al?]} #0. (215)

Qualquer estado do espaco vetorial gerado pelos autovetores de n = afa
pode ser escrito em termos dos estados coerentes. Isso pode ser verificado
calculando-se [ [ d*a|a)(a], onde d*a = d (Ra)d(Sa) = rdrdf. Reescre-
vendo a equacdo (2.5) com a mudanca de variaveis a = re'?,

n+n ez(n —n)6
//dada la)(a| = / / rdrdf e Z |n'Y{(n].
wn - Vaoln!

Utilizando agora os resultados:
2 ,
/ G0 gy = 214,
0

o0 1
/ rPrle ™ dr = ZT(n+1)
0 2

%//dza\aﬂ&\:l. (2.16)

No caso do oscilador harmonico, a evolucao temporal do operador a esta
em correspondéncia direta com a evolucao temporal dada pela Hamiltoniana
Classica para a variavel o. E possivel neste caso verificar mudancas qua-
litativas na Hamiltoniana Quéntica (quando esta é dada em termos de um

obtém-se a relacao:
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parametro) analisando-se a dinamica obtida pela proje¢ao desta Hamiltonina
em estados coerentes. Pode-se aplicar este método nao apenas ao oscilador
harmoénico, mas também a Hamiltonianas envolvendo operadores de spin
J., Jy, J_ com relagoes de comutagao [J,, Ji| = *+Jy, [Jy, J] = 2J..
Para este fim, devem ser definidos estados coerentes de spin, o que sera feito
através de uma generalizacao do operador deslocamento.

2.1.2 Estados Coerentes de Spin

Os estados coerentes de Spin sao obtidos pela atuacao de um operador de
deslocamento [5], andlogo aquele dado pela defini¢ao 2,

QC) = exp{C Jy — ¢} (2.17)

atuando no estado | j, —7)

1) =5, =), (2.18)

sendo o estado | j, m ) autoestado dos operadores J, JP=J.J + L?—L.:

Os estados coerentes do oscilador harmoénico, | a), sdo autoestados do opera-
dor de aniquilacao a com autovalor a. Essa relacao faz uma correspondéncia
1 a 1 entre o operador a e o plano complexo. O operador de spin J_ tam-
bém possui correspondéncia direta com o parametro (; esse é o propoésito do
estado coerente. E possivel obter equaces de movimento para ¢, ¢* a partir
da Hamiltoniana Classica analoga, H = ((| H | (), idénticas as equagoes de
movimento para os operadores J_, J,.

Deve se notar no entanto que o espaco de Hilbert para estados de Spin
¢ finito. Esse fato traz duas conseqiiéncias. A primeira delas é que o opera-
dor J_ nao terda autovetores nesse espaco. No entanto é possivel identificar
¢, ¢* com os valores médios de J_, J, no estado |(). A segunda é que o
parametro ¢ nao estard em um plano complexo ilimitado, como acontece com
o parametro «, e sim na superficie de uma esfera de raio unitario. Para o
espaco de spin %, isso pode ser mostrado através da representacao matricial
do operador deslocamento €2. Os operadores J., .J, podem ser representados
em termos das matrizes:

0 ) (2.20)

0 1 0 0
(o) (5 )

O NI
|

N[



ja que as mesmas relacoes de comutacao serao obedecidas. Nessa represen-
tacao, pode-se obter a forma do operador deslocamento 2:

k
0 ¢} 1 0 ¢
Elevar a matriz a k-ésima poténcia resulta nas séries:

10 [
(30 u-Krakr

|TC|*S€H|C‘ cos |C|

( cos [¢| ﬁsen\él) (229

Em outras palavras, o operador deslocamento apresenta uma periodicidade
em (. Apesar de ter sido mostrado somente para spin 1/2, essa periodici-
dade ocorre para todo j. A equagdo (2.22) sugere que o parametro ( esta
relacionado aos angulos polar 6 e azimutal ¢ pela equacao:

(= geid’, (2.23)

com(0< 0 < 7,0< ¢ < 27, jaque

(0,0)) = QO+, 9));
0,¢)) = QC(0, ¢+ 27)).

Os operadores .J. nio satisfazem a condicdo [ A, [A, B]] = 0 necessaria
para que () tenha uma forma operacional semelhante & apresentada para o
operador deslocamento do oscilador harmoénico. No entanto, uma férmula
BCH |22, 23| permite a obtencao da expressao desejada:

Q

(¢
Q(<(

exp{¢Js — ("J_} = exp{rJy}exp{ln(l +|7[?) L.} exp{rJ_}, (2.24)

T = % tan [¢| = € tan £. (2.25)

Procedendo de forma analoga ao que foi feito para o estado coerente do

oscilador harmonico, o operador exp{7J_} deixa o estado |j, —j) intacto.
Portanto,

¢) = esp{r i i) (2.26)

1
(14|72

10



Além disso, J1|j, j) = 0= exp{rJ}|j, j) =17 j), ou seja,

1 < (TJ+)
€)= > 1 j, =) (2.27)
A+ =
Com a relagao: Jo|j, m) = \/(j—i—m—f—l YG—m)|j, m+1),

D=ty (2 )1 e (228)

A equacao (2.25) é uma transformagao do tipo projecao estereografica, onde
cada ponto na esfera de Bloch é mapeado no plano complexo infinito da
variavel 7. A equagao (2.24) é a forma mais pratica de se obter os estados
coerentes de spin. Normalmente na literatura os estados coerentes de spin
sao definidos diretamente em func¢do do parametro 7, i.e., como |7) = (1 +
|7|2)77 exp{T J; }|j, —j). Para estabelecer um elo entre os valores esperados
de Ji e os parametros 6, ¢ que aparecem na definicao de (, pode-se usar a
equacao (2.26) da seguinte forma:

| T) =0+ 7)) T e G =)
0
J.=(1 I et G —4 2.29
o= (L ) e G =) (2.29)

Usando a ortogonalidade da base {| jm )} e a expansao binomial
N
N
N _ n
(1+x)" = nz::O ( n ) x
O valor esperado de J, pode ser escrito como
271"

1+ |72

(J4) = (2.30)

Retomando a equagao (2.24) e usando relages trigonométricas elementares,
(J,) = jsenfe™. (2.31)

Portanto, os valores esperados de J, e J, num estado coerente serao dados por
jcos @, jseng respectivamente. Pela equagao (2.26) a normalizacido N (7, 7")
serd dada por

N(r,7™) =1+ |7]»)¥ (2.32)

para os estados coerentes de spin.
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As equacoes de movimento para o parametro 7 serao dadas por:

dr o
Tat = or
dr*  OH
— = —. 2.33
T or )
H=(T|H|T). (2.34)
O fator g sera dado por?
2N * 94
9= INT) / (2.35)

oT*0T (1+|7|?)?

Assim como no caso do oscilador harmonico, os estados coerentes de spin sao
em geral nao ortogonais,

T|o) = ! ! 3 2 ok =
(rlo) <1+|T|2>j<1+|a|2>j,;0< k)
1 1
A5 7P L+ o)

(1 +wo)*, (2.36)

e tém uma relacao de “super-completeza”, como no caso do oscilador harmo-
nico. E possivel obté-la, usando a equagao (2.28) e escrevendo 7 como fungao
de 0 e ¢ de acordo com a equagao (2.25):

1 2 ,
1THT| = 5% TH(r)F %
EREEER

x J(%j)(?j)u RN K]

Com |7 =tan?60/2, (1 + |7|*)! = cos? 0/2, teremos:

(2.37)

|77 = zj: (senf /2)FHH (cos §/2)7FF

k, k=0
i o 2 2 . . - .
xe“”“w( ;)(;)IJ, —j k) =+ K| (2.38)

2Para estados coerentes do Oscilador Harmoénico, g = 1, o que ndo ocorre para estados
coerentes de spin.
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Integrando em todo o espaco, i.e., fazendo:

/02”/0” senf d0do| 7 ) (|

e usando os resultados

2r ,
/ gm0 g = 27 Oy

) Ck+1)0(G —k+1)
I'(j+2)

/ﬂ(sen9/2)2k+1(cos 0/2)% %+ dg =
0

chega-se a relacao:
27+ 1
2+2 /d27'|7')(7'|:1 (2.39)
A

Para finalizar, um pequeno comentario sobre o principio da incerteza. Ao
contrario dos estados coerentes do oscilador harmonico, os estados coerentes
de spin nao sao estados de incerteza minima. Generalizando o conceito para
um sistema de spin, o principio de incerteza deve ser escrito como AJ,AJ, >
%AJZ. No entanto, mesmo para o estado | j, —j ) aigualdade nao é observada.

2.2 Distribuicoes de Quasi-Probabilidade

A Mecanica Classica descreve completamente um sistema dinamico através
dos valores de variaveis canonicas, como por exemplo momento e coordenada.
Portanto é possivel responder as perguntas “ onde estd? 7 e “ com qual ve-
locidade? ” e obter todas as informagoes possiveis a respeito de um sistema
fisico. Estendendo esta idéia para a Mecanica Estatistica, estas perguntas se
tornam “ qual a probabilidade de estar aqui com essa velocidade ?”. Asso-
ciar uma probabilidade para cada lugar possivel define uma distribuicao de
probabilidade. Em Mecanica Estatisitica as distribuicoes de probabilidade
sao usadas para descrever um sistema fisico e resumem toda a informacao
que se pode obter dele. J4 em Mecanica Quéantica, o cenario é bem distinto.
Basicamente, a descricao de um sistema quantico se baseia no conceito abs-
trato de estado quantico. O principio da incerteza limita as possibilidades
de descricao do sistema através de variaveis canonicas, ja que nao é possivel
conhecer simultaneamente e com precisao arbitraria o valor de duas variaveis
que nao comutam.

Ainda assim é possivel em Mecanica Quéantica definir distribuicoes de
quasi-probabilidade [1] que servem como representagoes de um sistema, em
analogia com o que é feito em Mecéanica Estatistica. E natural que essas
distribuicoes quanticas apresentem diferencas fundamentais em relacao as

13



distribuicoes classicas. Em termos de posicao e momento por exemplo, a
distribuicao de probabilidade de uma esta relacionada com a outra por uma
transformada de Fourier, o que nao ocorre nas distribuicoes classicas.

Uma propriedade desejavel em funcgoes de distribuicao é a de se obter a
distribuicao marginal de uma das variaveis somando-se sobre todos os valores
das outras, isto é, se R(z,y) é uma distribuicao de probabilidade, deseja-se
obter uma distribui¢ao para x fazendo-se P(z) = [0 R(x,y)dy, por exem-
plo. No caso da mecanica quantica, se a distribuicao de quasi-probabilidade
W (q,p) para um dado estado p atende a essa propriedade das distribui¢oes
marginais, é possivel relaciona-la com a descricao quantica usual pelas equa-
¢oes:

(alpla) = /O:O W,(q,p)dp ; (2.40)

(plplp) = /O:o W,(q,p)dq . (2.41)

Na verdade, ¢ possivel obter uma generalizacao das distribui¢oes margi-
nais para uma determinada diregao 0. Isso pode ser feito através de um ope-
rador unitario U(¢), definido em fungao dos operadores a = %(q“ +ip), a' =
%(q —ip) como sendo U(#) = exp{—ia’ad}. O operador U(6) transforma os
operadores § e p da seguinte forma?:

UN0) GU(0) = G cos 0 + psend;

UN0) pU(0) = —Gsend + p cos . (2.42)

Como U(6) é unitario, U'|¢) é autovetor do operador ¢ = UT(9) ¢U(6). A
generalizagao das equagoes (2.40) e (2.41) pode ser feita escrevendo-se

/ W (q cos® — psend, gsenf +p cosf)dp = (q|U(0) pUT(0)|q) (2.43)
Nos casos § = 0, § = m/2 obtém-se as distribui¢oes de probabilidade (¢ |p|q),
{p|p|p) respectivamente. E possivel mostrar? que a funcdo distribuicio de-
finida pela equagao (2.43) deve ser obtida como transformada de Fourier da
funcao caracteristica

W (u,v) = Tr{pexp{—iug — ivp}} (2.44)

3Pode ser verificado pela relagio e*ABe™® = B + [A, Blz + [A,[A, B]jz?/2! +
[4,[A, [A, B]]]z3/3!- -
10 leitor interessado pode consultar [24]
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A fungao de distribuigdo W(q, p) assim definida é chamada fun¢ao de Wigner
e possui a forma (h = 1):

Xz

5 )de (2.45)

1 oo T
Ws(q, p) = — / explipri(q — = |plqg+
pa,p) =5 | exp{ipei(q—51plq
A funcao de Wigner possui uma série de propriedades. A seguir sao citadas
as mais importantes:

1. Verifica-se sem maiores problemas que a funcao de Wigner é real e
normalizada:

Wi(q, p) = W;(q, p), (2.46)
/O:O /O:o W(q, p)dqdp = 1; (2.47)

2. O traco do produto de dois operadores pode ser calculado através da
funcao de Wigner:

T{AB} =2r [ [ Wila, pWi(a. p) dadp: (2.48)

3. Diferentemente das distribui¢coes de probabilidade classicas, a funcao
de Wigner pode apresentar valores negativos;

4. O valor que a funcao de Wigner pode assumir é limitado, conseqiiéncia
da desigualdade de Schwarz:

(Walg, p)| < % (2.49)

Além de dar a formula para o calculo de valores médios, a propriedade 2
mostra que a funcao de Wigner é de fato uma representacao em Mecanica
Quantica. O elemento de matriz (u|p|v) de um operador pode ser obtido
como

Cul plo) = Te{l o) (ulk = [~ [~ Wila. p) Wanla. p) dadp

onde W, é a representacao de Wigner do projetor |v)(u]|.

A seguir sao mostrados os graficos das fungoes de Wigner para alguns
casos tipicos. Para fazer a funcao de Wigner de um autoestado do oscilador
harmonico por exemplo, basta obter esses autoestados na representacao de
posi¢ao e tomar a transformada de Fourier da funcao ¥} (¢—z/2)V,,(¢+z/2)
em z, ou seja, (2m)~ 1 [°0 P (q — x/2)V, (¢ + 1/2).

o0
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Figura 2.1: Funcao de Wigner para o autoestado n = 1 do oscilador harmo-
nico. A direita, vista inferior com detalhe para a parte negativa.

2>
22
2z
L
LT
L
e

Figura 2.2: Funcao de Wigner para o estado fundamental do oscilador har-
monico.

Ja para o primeiro estado excitado do oscilador harmonico, existe uma
regiao negativa na funcao de Wigner, conforme figura 2.1.

Na verdade, exceto pelo estado fundamental, todos os estados de Fock sao
estados nao-classicos. No entanto, a fungao de Wigner do estado fundamental
¢ uma Gaussiana (figura 2.2) em ¢ e p centrada na origem,

2

I 2
Wioyoi(g.p) = — e (2.50)

Com a fungao de Wigner é possivel ilustrar melhor o processo de obtencao
de estados coerentes. Reescrevendo o operador deslocamento em temos dos
operadores ¢ e p e definindo o = u + v,

D(«a) = exp{i (v§—up)} = e iU givigTiup (2.51)
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Segundo o tratamento usado por Ballentine [19], o operador p é um gerador
hermitiano de translacdo no grupo de Galileu. Portanto, T(\) = e~ ' é
um operador unitario de translacao que, atuando nos autovetores de § faz
e | q) =]q+ ). A fungao de Wigner de um estado coerente serd obtida
como:

)= / g~ a/2] )0l +2/2) dr =

e
=2i/ (g —2/2| D()]0)(0| D'() | q +2/2) dx =

1 oo )
= 2—/ ePrettae/A (g — /2| T(N)|0) x

T J—0

X(O]THN) g+ a/2)e™ P do =

1 o i (p—v)z
=5 [ e a—w —x/210)(0] g—w) +2/2)dr (252)
A equagao (2.52) representa uma Gaussiana deslocada nas diregoes ¢, p pelas
partes real e imaginaria de a.

Outra assinatura quantica notavel surge na funcao de Wigner para a
superposicao de dois estados coerentes. Escolhendo o parametro o de um
estado coerente como sendo a = ¢y, um ntmero real, o estado de superposicao

|) =27Y2(]a) + | —a)) terd como operador densidade o projetor:
oY ] = (|a><a|+|—a><—04|+|04><—04|+|—04><04|)'
A fungao de Wigner para |a)( |+ | — a)(—a| é apenas a soma de duas
Gaussianas, uma em centrada em (go, 0) e a outra em (—qg, 0). A parte de
interesse esta no termo de interferéncia |a){(—a|+| — a)(a|:
1 o 1 px
Wiasoal = 5= [ 7 exp{~(a" + oz +0))} dr =
ie’q2 /OO et P(u=240) eXp{—u—Q} du, u=x+ 2q (2.53)
2 —00 4 ’

usando [*°_ exp{—ipz —x2/4} = 771/2 277" e reescrevendo o resultado para
o outro termo de interferéncia obtido trocando ¢y — —qo, a funcao de Wigner
para o estado de superposicao serd dada por:

Wivywi(a, p) =
(2m)! (eprf(qfqo)2 + e P’ ~(@tw)® 4 9, fre P 7 cos(2p QO)) (2.54)

O dltimo termo da equacao acima representa uma oscilacao na direcao p
envolvida por uma Gaussiana na origem. Quanto maior a separacao qo,
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Figura 2.3: Funcao de Wigner para um estado de superposicao de dois estados
coerentes.
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maior o nimero de oscilagoes observado. A figura 2.3 mostra o grafico do
efeito de interferéncia.

De fato a negatividade da funcao de Wigner em alguns pontos do espaco
traz informacoes relevantes sobre um estado quantico. Seria interessante
no entanto obter uma funcao de distribuicao positiva em todos os pontos
do plano gp. A propriedade 2 fornece uma possibilidade de se obter tal
distribuicao, bastando para isso considerar a projecao do estado p em estados
coerentes, (o |p|a). E claro que o quadrado do modulo de tal projecdo, é
um valor real positivo:

(alpla) =Tr{pla){al} = 0. (2.55)

Escrevendo o = 27!(q + ip) e usando a formula do trago (2.48), obtém-se
uma funcgao de distribuicao positiva:

I 1N —(g—gV2—(p—p')2 7.1 7.1 1
Qu(g,p) = = / / W,(q,p)e =0 dgdp’ = —(a|p|a)
T J—ooJ—co 2
(2.56)
Para um dado estado, a fun¢ao ), também chamada de fun¢ao de Husimi [27],
em um ponto é a média ponderada por uma gaussiana em torno do ponto, da
funcao de Wigner correspondente. O fato de ela ser positiva sempre, d4 um
limite para a area que uma regiao negativa da funcao de Wigner pode ocupar.
E claro que isso tudo ndo vem de graca. O preco que se paga pela positividade
da funcao de Husimi é o fato de ela nao recuperar as distribui¢oes marginais.
A figura 2.4 mostra as fun¢des de Husimi para o primeiro estado excitado
do Oscilador Harmoénico e para o estado de superposicao de dois estados
coerentes | 1)) = 27/2(|a) 4+ | —a')). Devem ser comparadas com as figuras
2.1 e 2.3. A funcao de Wigner para um estado coerente ¢ uma Gaussiana
de variancia 1/2, a fun¢do de Husimi para um estado coerente é também
Gaussiana, mas de variancia 1. Para o estado de superposicao, o termo de
interferéncia tem uma representacao dada por

(2m) "2 exp{—(¢* + p* + ¢2)} cos(qop) ,

que o torna graficamente imperceptivel.

As funcoes de Wigner e Husimi foram obtidas para as representacoes de
posicao e momento. E possivel no entanto estender os conceitos até agora
utilizados para defini-las em uma representacao de momento angular, o que
foi feito por Agarwal [25] [26]. A generalizacdo da fungdo de Husimi pode
ser feita diretamente através da projecdo em estados coerentes de spin | 7):

27+1
Qi) = 2

(tlplT) (2.57)
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Figura 2.4: A esquerda, Funcio de Husimi para o autoestado n = 1 do
oscilador harmonico. A direita, funcio de Husimi para [¢) = 27Y2(|a) +

| —a)).

Para a funcao de Wigner, Agarwal objetivou preservar a propriedade 2, isto

2

e,

R 27 ™
Tr{AB} = / / W W5 send df deb (2.58)
0 0

Nesta dissertacao nao serao apresentados os procedimentos utilizados por
ele para obter a generalizacao. Resumidamente pode-se dizer que, para a
algebra de momento angular, o operador deslocamento que aparece na funcao
caracteristica

eXp{_Zqu - ivﬁ}a

é trocado pelo tensor esférico

/ i K

Tio= Y (F1YV ™2K+1( Q m_q )lhmiim=-Ql
m=—J
(2.59)
O simbolo
Jj K J
-m Q m-—Q

¢ conhecido como simbolo 3—j de Wigner [19] e esté relacionado aos co-
eficientes de Clebsch-Gordan. A matriz caracteristica, correspondente da
funcao caracteristica, é definida como:

oxq = Tr{pTkqo} (2.60)

Os elementos gk da matriz caracteristica nada mais sao que os coeficientes
da expansao do operador densidade na base de tensores esféricos. A funcao
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Figura 2.5: Funcdo de Wigner para o estado de Dicke |5, —5). A direita,
vista projetiva no plano complexo dada pela equagao 7 = € tan 6/2.

de Wigner para momento angular pode ser entao escrita de forma tinica em
termos de Harmonicos esféricos Yiq(6, ¢):

- 2 K
Wy(6,6) = 2222 S S oxaYial6,6). (2.61)
AT 00k

Para visualizar as func¢oes de Wigner esféricas, pode-se usar um esquema de
relevo em uma esfera de raio (/j(j + 1). A represent¢ao grafica se faz entao
simplesmente parametrizando a esfera com variacoes no raio de acordo com
os valores da fungdo de Wigner. As figuras 2.5 2.6 mostram as fungoes de
Wigner para estados de Dicke |5, —5) e | 5, —3). Para visualizar estados na
regiao do polo sul, ¢ interessante usar uma representacao projetiva, com uma
transformacdo de varidveis: 7 = ' tan 6/2.

2.3 Sistemas Compostos e Emaranhamento

A descricao de um sistema fisico através da Mecanica Quéantica é feita atra-
vés do conceito de estado. O estado quantico de um sistema, representado
através de um operador de estado ou operador densidade atuando em um
espago vetorial (espago de Hilbert), pode ser definido a partir da seqiiéncia
de procedimentos experimentais e preparagoes pelos quais esse sistema fisico
passou [19, 28]. Com isso, ficam determinadas as probabilidades de se obter
um determinado resultado ao se medir uma grandeza fisica qualquer. Por
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117

Figura 2.6: Fungao de Wigner para o estado de Dicke |5, —3).

Figura 2.7: Fun¢ao de Wigner para o estado de Dicke |5, —3). Vista proje-
tiva no plano complexo dada pela equagio 7 = ¢ tan /2. A direita, detalhe
da parte negativa.
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esse ponto de vista, é possivel pensar num estado quantico como o conjunto
de informacgoes que se pode obter de um sistema fisico através de processos
de medicao. Se o sistema fisico em questao for uma particula, por exemplo,
pode-se perguntar a respeito de diversas propriedades fisicas da particula,
como sua posicao, sua velocidade, seu momento angular, sua polarizacao,
etc. As propriedades fisicas de um sistema podem ser agrupadas de acordo
com os graus de liberdade do mesmo. Assim, a posicao de uma particula e
seu spin sao dois graus de liberdade distintos da particula ou, no caso de duas
particulas, as posicoes de cada uma delas sao graus de liberdade distintos do
sistema composto. Associa-se entao um espago vetorial para cada grau de
liberdade do sistema que estd sendo descrito e pode-se falar do estado do
sistema em relacao a um desses graus de liberdade. Por exemplo, pode-se
falar do estado de spin ou do estado espacial da particula, etc.

O estado quantico da particula deve fornecer distribuicoes de probabili-
dade para possiveis medicoes de grandezas fisicas associadas a estes graus de
liberdade. Quando, para um dado estado quantico, existe um teste cujo resul-
tado é predizivel com probabilidade 1, diz-se que este estado é puro e pode-se
atribuir a ele um vetor de estado | ¥ ) no espago de Hilbert associado aquele
teste. O operador de estado torna-se neste caso um projetor | U )( ¥ | e pos-
sui a propriedade Tr{p?} = 1, ja que neste caso | U ){( U || U )(U|=| T )(T].
Esse tipo de estado representa a descricao quantica mais completa possivel
de um sistema.

Fato notavel em mecanica quantica: o conhecimento separado das partes,
isto é, do estado do sistema em cada grau de liberdade separado, nem sempre
determina o estado do todo. Para o caso de um estado puro, por exemplo,
o estado do sistema estd em um espaco vetorial que é produto tensorial dos
espagos associados aos varios graus de liberdade do sistema, isto é,

IV)eH=H1®Hz---Q@H,. (2.62)

Para os propositos deste trabalho, sera suficiente considerar apenas siste-
mas com dois graus de liberdade:

W) eH=H,&H, . (2.63)

Uma base ortonormal em H é obtida a partir de bases ortonormais {| u; )}
e {|va)} em Hy e Hy de dimensdes Ny e Ny como sendo {|u;) @ |vs)}. O
vetor de estado | ') pode entdo ser escrito em termos desta base:

W) =3 cial i) ® [ va). (2.64)

Em geral, os N1 N, ntimeros dessa decomposi¢ao nao podem ser escritos como
produtos a;b, de N; nimeros a; e Ny niimeros b,. Isso significa que nao é
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possivel associar todo estado | W) a estados puros nos subespacos H; e Ho
separadamente; trata-se de um estado cujas partes estao emaranhadas.

A matriz que representa um operador de estado em H possui NZNZ nii-
meros complexos, ao passo que as matrizes que representam operadores nos
espacos Hi e Hy possuem no total N2 + N2 nameros. Ou seja, ha casos em
que’® existe informacao presente nas correlacoes entre as partes. Isso signi-
fica que em muitos casos as grandezas fisicas de um grau de liberdade estao
em correspondéncia com grandezas fisicas de outro. Medir grandezas fisi-
cas relacionadas a um grau de liberdade apenas, significa obter a grandeza
especificada independente dos outros graus de liberdade. Portanto, se um
operador A atua em ‘H1, sua extensao em H = H; ® H, serd dada por:

Al=A®1, (2.65)

com forma andaloga para operadores que atuam em H,. Com esta defini¢ao,
¢ facil perceber que nem sempre o produto (4,)(B,) ¢ igual ao valor médio
do produto A, B, i.e., ha casos em que (A;)(By) # (A1 B,).
O valor médio do operador Ay em um estado representado por p é obtido
pelo traco: ) )
(A1) = Tr{pAi}. (2.66)

Pode-se obter uma formula para este trago escrevendo-se a matriz do opera-
dor A; em termos de uma base ortonormal, i.e., se:

1]

a extensdo de A em H sera dada por:
Ar =) ai00p i) ® | va ) (u; | ® (vg| (2.68)
ijaf
Se um estado é representado pela matriz do operador de estado,
p =D Nijapl i) ®|va )(u;| @ (v, (2.69)
ijaf
o valor médio de A pode ser escrito como:

Tr{pfh} = Z ;008 Njifa =

ijaf

=Y @ijAjiaa = Tr{p A}, (2.70)

ijo

E claro que em alguns casos pode-se reduzir essa diferenca.
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onde p; é chamado operador de estado reduzido e é dado pelo trago parcial:
pr=Tra{p} =D Nijaal ui ) (u; . (2.71)

Ao se fazer o traco parcial dado pela equagdo (2.71), héa perda de informacao.
O resultado disso é que o operador densidade reduzido dado por (2.71) nem
sempre é puro e portanto Tr{p?} < 1. No entanto quando p possui a forma
p = p1 ® pa, i.e., quando é possivel estabelecer estados definidos em cada
subsistema, os operadores densidade reduzidos sao puros e Tr{p?} = 1. Neste
caso, diz-se que o estado é fatoravel.

Uma medida das correlacoes entre dois sistemas pode portanto ser obtida
através da Entropia Linear definida como:

S=1-Tr{pl}. (2.72)

E importante notar que no caso de existirem dois subsistemas apenas,
nao importa qual dos operadores densidade reduzidos é utilizado para definir
a entropia linear. Para mostrar isso utiliza-se da decomposicao de Schmidt
[28]. Essa decomposi¢ao pode ser vista como uma forma simplificada de se
escrever (2.64). Dado um vetor de estado |V) € H = H; ® Hy, é sempre
possivel encontrar bases ortogonais {| u, )} de H; e {| v, )} de Hs de forma

que:
N1

@):Xk:ak\ua)@)lfua) (2.73)

com o, > 0, Y3 a? = 1, sendo N, a dimensdo do menor dos subsistemas.
Segundo esta decomposicao, o operador de estado p podera ser escrito como:

p=>2_aiaj|ui) @ |v;)(u;| @ (v;] (2.74)

tj
e os operadores de estado reduzidos serao dados por:

Zaz |Uz z|a Zaz |Uz z|a (2'75)

possuindo portanto o mesmo espectro.

25



Capitulo 3

O Modelo de Emparelhamento

Neste capitulo, sera estudada a Hamiltoniana do modelo de Emparelhamento,
um modelo da Fisica nuclear que apresenta uma transicao de fase quantica
como funcao de um parametro de acoplamento y. A abordagem a ser feita
tem como objetivo mostrar que existe um analogo cléssico para essa transicao.
O modelo de emparelhamento é do tipo “campo médio”, e a projecao de sua
Hamiltoniana em estados coerentes determina uma dinamica classica para
uma variavel complexa, conforme descrito anteriormente. Deve-se ressaltar
que o objetivo deste capitulo é o de introduzir os métodos de caracteriza-
¢ao de uma transicao de fase quantica e seu analogo cléssico no contexto
deste particular modelo. Os resultados porém sao gerais para modelos de
tipo campo médio tais como o modelo de Lipkin e Jaynes-Cummings entre
outros. O leitor interessado em estudar o modelo com maiores detalhes pode
consultar [8].

3.1 O modelo

O modelo de Emparelhamento foi estudado sob o ponto de vista de sistemas
dindmicos em [9] e é descrito por uma Hamiltoniana dada por operadores de
criacao e aniquilacao de pares de férmions em um sistema de dois niveis com
energias —% €e —|—% € de mesma degenerescéncia. Esta degenerescéncia limita
o nimero méaximo de particulas, N, que cada nivel comporta.
Devido a relagao de comutacao entre os operadores fermionicos que compoem

a Hamiltoniana do modelo, pode-se escrevé-la em termos de operadores de
spin L,, S,, Ly, Si que satisfazem as relagoes de comutacao [J,, Ji| =
+Jg, [Jy, J-] = 2J, (h=1). Umestado |¢) = | k) ® | m) onde o sistema
tem k (m) particulas no nivel inferior (superior) é autoestado do operador
L. (S.) com autovalor (k — N/2) (5(m — N/2)). Como as particulas sio
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criadas e aniquiladas aos pares, i.e., k = 0,2,4---, N, os autovalores de L,
e S, vaio de —N/4 a N/4 em intervalos inteiros e podemos definir j = N/4
como sendo o spin total. Feita essa correspondéncia, obtém-se:

H=¢L,—95,)—GLy+51)(L_+5), (3.1)

onde G é um parametro que descreve a interacao entre particulas, Ly e Si
criam e aniquilam pares de particulas nos respectivos niveis. A Hamiltoniana,
(3.1) comuta com os operadores L?, S? e L.+ S,. Considerando os pares
de particulas criadas a partir do vacuo, L, = —S.. Usando esta relacao e
L? = L,L_+ L? — L, pode-se escrever a Hamiltoniana do modelo como

sendo:
H =2¢eL, —2G[j(j +1) - L?] - G[LyS_ + L_S.], (3.2)

lembrando apenas que j é um ntimero (spin total). Para manter proporcio-
nalidade na dependéncia em N dos termos da Hamiltoniana, define-se um
novo parametro de acoplamento como sendo x = NG/e = 4jG/e. Pode-se
entao reescrever a Hamiltoniana (3.2) em unidades de ¢ como sendo:

H L? X

T =250+ ) = ] = LS. + LS, (3.3)

=

Para obtencao do espectro monta-se a matriz Hamiltoniana na base:
[jm)=1jL:)®[j — L)

Nessa base, a matriz Hamiltoniana sera entao escrita:

H 2
2o
€ 2 7 ’

X (. m
‘1( “‘7“”*”) 1~

_g ( +1— %(m - 1)) Ot (3.4)

3.2 Espectro e Transicao de Fase Quantica

O espectro dos autovalores de (3.4) para diferentes valores de j tende a uma
curva universal no limite j — oo, como é sugerido pela figura 3.1. A transi¢ao
de fase quantica é observada mediante variacao do parametro de acoplamento
x- Na figura 3.2 observa-se a mudanca na distribui¢ao dos niveis de energia
do espectro a medida que variamos o parametro Y.
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Figura 3.1: E,/Nmax X 1/Numae para diferentes valores de j
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Figura 3.2: E,/Npmae X N/Nmae para (a) x =0,5 (b) x =1,0 (¢) x =2,0e
(d) x = 2,5 j = 100
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Verifica-se na figura, na indicacao da seta, uma regiao de inflexdo no
espectro. Trata-se de uma acumulacao de niveis que existe apenas quando
X € maior que 1 (no grafico referente a y = 1 ela comeca a surgir nos niveis
bem proximos do fundamental 1/n,,., ~ 0). Esta mudanca qualitativa no
espectro esta relacionada com a dindmica da variavel complexa associada
aos estados coerentes de spin, dada pelo limite classico da Hamiltoniana
Quantica através de uma projecdo em estados coerentes [10]. Nos modelos
do tipo campo médio pode-se mostrar que este limite classico é tnico no
sentido em que as equacoes de Heisenberg para operadores tendem a uma
equagao para nimeros, i.e., as relacoes de comutagao e portanto as correcoes
quanticas vao a zero no limite N — oo.

3.3 Dinamica Classica

Conforme dito anteriormante, para obter uma dinamica para a variavel com-
plexa, deve ser feita a projecao da Hamiltonina Quéantica em estados coe-
rentes de spin, isto é, a Hamiltoniana Cléssica:

H(O) = (CIHIC) (3-5)

gera uma evolucao temporal para a variavel complexa ( de tal forma que é
possivel identificar o anélogo classico da transigao de fase quantica. Conforme
explicado no capitulo 2, a maneira usual de se obter o estado coerente de spin
é escrevé-lo diretamente em funcao de um parametro complexo w como sendo:
lw) = (1 + |w|*)7e*|j, —j). Com isso, obtém-se uma Hamiltoniana
Classica H(w). No caso do modelo de emparelhamento, faz-se

jw) = Jwi) ®|ws),

1 o . .
\wi>:m€ g =g (3.6)

Para obter H, basta calcular os valores esperados de L., L? e L,, S_. Para
o calculo do valor esperado de L,:

1 2 2 .
<w1|Lz|w1)—W§|w1| <k: (—=j + k)
2j ‘ 2j .
27 0 29
Eoloos 125 — w2 w 2k< ):
X R P

(L4 |wn)? = 2jfwr (1 + w71,

2
| | Dn?
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Figura 3.3: Projegao estereografica dada pela equacao (3.11)

—J (L4 Jwr[*)? + 25w (1 + |wr [)¥

wil|L,lw) = .
(wi| Ly |wr) (1 + w122
(L — Jwn]?)
= —j—0". 3.7
Ty G0
Célculos analogos levam aos seguintes resultados:
w|L?|w 1 — |w;]?)? wi|?
< | Z| > — ]2( | 1|2)2+2j | 1| = (38)
(wlw) (1+ fwr]?) 1+ fw]
L,S_ !
<w‘ + |CL)> — 4j2 a;l w2 —. (39)
(wlw) (1 + Jwr[?) (L + |w2]?)
A Hamiltoniana Cléssica pode entao ser escrita como:
(1 — fwn]?)
H = —2¢——5=
T+ )
» S (1 —fwn?)? e
—2G |j(j +1) — 4 —2
JjG+1) = At PE 1o P
8Gj? Re{w;
__8GJ Refwiw) (3.10)

(14 Jwr ) (1 + wal?)

A expressao (3.10) é simplificada ao se fazer a projegao estereografica ilus-
trada pela figura 3.3. Cada ponto do plano complexo é projetado na esfera

de raio 1. Esta transformagao é dada por:
1 _ 2
]- 772 €i92

\/ 1- 7)% 62‘91
L—mn

W =
! L—m

; W2 =

(3.11)
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Para encontrar as equagoes de movimento para as variaveis 7, f deve-se fazer
o célculo:

oH . [Ow*Ow Owow*] -
OH o[ Ow* 0w Ow Ow* | .
W__Zg{aea_n_%an}" (3.13)

Ao se fazer este célculo, o fator g acaba simplificando a expressao entre {}.
O par (n,0) pode ser considerado canonicamente conjugado a menos de um
fator de escala j:

: OH
n= —Jwa (3.14)
. OH

Reescrevendo a Hamiltoniana em fungao das novas variaveis, ny, 1q, 61, 6s:

2Gy
H = —2ejm — 2Gj(j + 1) + 2G5 + Tj(l )
—2G5%\/(1 = 112) (1 — 13) cos(0 — B). (3.16)

Deve-se usar a constante de movimento L.+ S, = 0 para simplificar a equagao
acima. Quando projetada em estados coerentes, essa relacao pode ser escrita
como sendo 1, + 172 = 0. Re-escrevendo a Hamiltoniana em termos de n =

—m =12

1
H = 2ejn — 2G5 — 2G5%(1 — n?) l—4—j +1+cos(fy —6y)] . (3.17)

Finalmente, a equagao desejada é obtida escalando (3.17) com 2¢j e tomando
o limite classico 1/N — 0. Fazendo isso e desprezando termos constantes que
nao interferem nas equacoes candnicas, a equacao se torna entao:

E=n- %(1 —n?) cos® (3.18)
sendo x = NG/e e a« = (6 — 01)/2. A evolugao temporal das variaveis 7, «

sera dada por:

oF
0= 5 = —g( — n?)sen 2a; (3.19)
OF
o = 3—77 =1+ XN cos2 Q. (3-20)

31



i

N| S
N| S

\\“{‘3
R
SN
\3 \

A

-1

N
N

Figura 3.4: Graficos E(n, a) e curvas de energia constante. Acima x = 0,5 ;
Abaixo xy = 1,0.
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Figura 3.5: Graficos E(n, «) e curvas de energia constante Acima x = 1,5 ;
Abaixo xy = 2,5.
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A regiao de inflexao no espectro quantico possui uma contrapartida na dina-

mica classica. As figuras 3.4 e 3.5 mostram os graficos de energia em funcgao
de 1, a para diversos valores de xy. Ao lado de cada grafico de energia é
mostrado o retrato de fases correspondente.

Observa-se que em Yy > 1 h4 uma mudanca qualitativa no aspecto das
solucoes: o potencial passa a exibir uma regiao “ confinante ”. A dinamica
passa a se parecer com a de um péndulo. Devido a esse confinamento, as
orbitas de energia confinada formam curvas fechadas. Como no péndulo, isso
corresponde a um movimento vibracional. Para os outros valores de energia
o movimento é rotacional, periédico em 7.

Existe uma Orbita que separa os dois tipos de movimento. Ela é chamada
de drbita homoclinica tem periodo infinito e associada a ela temos dois pontos
de equilibrio instavel. No péndulo estes pontos correspondem a 6 = £7/2.
Ja para o presente sistema esses pontos dependem do parametro x, e podem
ser determinados juntamente com os outros pontos de equilibrio da maneira
usual, fazendo-se n = & = 0, o que mostra a existéncia de dois pontos
instaveis:

+1
P.=(n, a)=|—1, arccos — 3.21
(n, @) A (3.21)
e um estavel:
1
Ph=|——0]. (3.22)
X

Terminam aqui as semelhancas entre essa dinamica e a do péndulo. Ha4 um
salto na periodicidade das solugoes, o que nao ocorre no péndulo: a orbita
homoclinica é peri6dica em arccos LX, e as solugoes do regime rotacional sao
periodicas em 7.

Para compreensao desse salto na periodicidade, é necessario retomar a
projecao estereografica. Essa projecao colocou a dinaAmica numa esfera!. Em
1n = +1 existem dois pontos que correspondem aos polos norte e sul da esfera.
Isso significa que tanto os pontos dados por P, como todos os pontos na reta
n = —1 das figuras 3.4 e 3.5 sao o mesmo ponto.  As figuras 3.6 e 3.7
mostram o espaco de fases na esfera. Através delas é facil entender o que
ocorre realmente. Os angulos 4 arccos % na verdade sao as inclinacoes das
retas tangentes a orbita homoclinica no ponto critico do polo sul (n = —1).

Os retratos de fase da dinamica cléssica obtidos devem ser comparados
com a funcao de Husimi para os diversos autoestados da Hamiltoniana do
modelo. A funcao de Husimi é definida em funcao dos estados coerentes

10 péndulo deve ser mapeado no cilindro infinito.

34



Figura 3.6: Projecao do espago de fases na esfera: Esquerda y = 0,5 ; Direita
x = 1,0.

Figura 3.7: Projecao do espaco de fases na esfera: Esquerda y = 1,5 ; Direita
X = 2,5.
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at()micos como sendo: 2 . + 1
hy = == |(w] ¥)P (3.23)

A expansao dos estados coerentes atomicos em estados de Dicke |5 S, ) ®
|7 L.)=]m1 my) édada por

Y 1 1 2! (2))!
W)= ; (1+ Jw)]?)7 (1+ |wz)|2)j$ (27 = k)1 (25 = )!

(w1)*(w2)’ : :
XW|—j+k —J+1). (3.24)

Simplificando a expressao através do vinculo L, = —S, e aplicando a projecao
estereografica, chega-se & expressao para a funcao de Husimi:

h‘ll(na O‘) =
, : o a2 , 2
A s em(T=n)? (1 + )t 7(#”5)!@.7@! exp{—QZm(x}‘ (3.25)

onde ¢, é obtido da expansdo |V ) =Y ¢,|m —m).

A figura 3.8 mostra a funcao de Husimi para um autoestado da Hamil-
toniana obtido com j = 100, correspondente a energia £ = —1.00223. Esse
valor estd bem proximo do valor de £ = —1 para a energia da 6rbita ho-
moclinica classica, e a funcao de Husimi se distribui em torno desta, a linha
vermelha na figura 3.7, direita. Ja no poélo sul da esfera, ha uma regiao com
alta probabilidade de encontrar a particula. Essa regiao corresponde ao ponto
de equilibrio instavel associado & 6rbita homoclinica, em estreita relagao com
o fato de esta érbita ter periodo infinito 2, conforme mostra figura 3.13.

A figura 3.9 mostra duas fung¢oes de Husimi para o estado fundamental
do modelo com acoplamento y = 0,5. A primeira, é obtida da Hamiltoniana
com j = 10 e a outra com j = 100. O aumento de j resulta em uma
diminuicao na area média da distribuicao. Isso da uma certa compreensao
em relacao ao limite cléssico j — oo: a area média da distribuicao se torna
um ponto quando j atinge este limite. Por tltimo, a figura 3.10 mostra a
funcao de Husimi para o estado fundamental depois da transi¢ao. Observa-
se uma diminuicao dréstica na intensidade da distribuicao. Na verdade essa
distribuicao esta dividida em duas, a outra parte se encontra na face oculta
da esfera.

2Para o calculo do periodo das érbitas, vide Apéndice
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0

5.30188

Figura 3.8: Funcao de Husimi para y = 2,5, £ = —1.00223, 5 = 100

1.62443 15. 5268

Figura 3.9: Funcao de Husimi para y = 0,5, estado fundamental. Esquerda:
j = 10. Direita: j = 100

37



Figura 3.10: Funcao de Husimi do estado fundamental, j = 100. Esquerda:
x = 1,0, Direita: y = 1,5.

3.4 'Transicao de Regime

E possivel estabelecer uma relacao entre a transicio de fase quantica e a
transicao de fase na dindmica cléassica correspondente dada pela bifurcacao
de um ponto de equilibrio em dois e pelo surgimento de uma regiao de 6rbitas
periodicas fechadas, com uma separatriz associada a um ponto de equilibrio
hiberbolico®. A acumulacao de niveis no espectro quantico esta associada
ao surgimento de uma orbita homoclinica, de periodo infinito, na dinamica
classica, no sentido em que as duas coisas ocorrem em um mesmo valor de
energia. A figura 3.11 mostra o espectro quantico em funcao do parametro
X- O espectro forma um “ joelho ” na regiao proxima a y = 1. Este compor-
tamento também foi observado no modelo de Lipkin por Heiss e Miiller [6]
e consiste numa diminuicao da diferenca de energia entre niveis adjacentes.
Classicamente, essa acumulacao de niveis esta intimamente ligada ao periodo
das orbitas, conforme mostra a figura 3.13.

3Do ponto de vista da fisica nuclear, isso corresponde a uma deformacdo do nticleo
descrito pelo modelo.
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Figura 3.11: Espectro da energia (unidades arbitrarias) em fungao do para-
metro .
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Figura 3.12: Periodo das orbitas em funcao da energia para y = 2,5. Para
valores de £ < —1, regime vibracional; para ¥ > —1, regime rotacional.
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Figura 3.13: Diferenca de energia entre niveis no espectro quantico em fungao
do periodo das oOrbitas classicas correspondentes, y = 2,5. Em (a), regime
vibracional, em (b) regime rotacional.
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Capitulo 4

O Modelo de Dicke para
Super-radiancia

A Super-radiancia é um fenémeno coletivo de interacao da radiacao com a
matéria. Normalmente, desprezando se interagoes entre particulas, pode-se
propor inicialmente que a taxa de emissao de um agregado de moléculas ou
atomos seja proporcional a taxa com a qual elas decaem. Usando o mo-
delo usual de decaimento dN/dt = —y N, espera-se portanto que a taxa de
emissao espontanea seja igualmente proporcional ao nimero de moléculas no
agregado. No entanto, a simplicidade deste modelo impede que importantes
fenomenos como ecos de fotons [30, 31| e transparéncia auto-induzida [32]
possam ser descritos adequadamente pela teoria. R. H. Dicke [11] propos em
1953 um modelo que levava em conta a interacao das particulas com o campo
e através dele. Com isso, foi possivel descrever um processo de emissao es-
pontanea onde a taxa de emissao varia com N? ao invés de N, indicando
uma coeréncia entre as moléculas responsaveis pela emissao.

O modelo de Dicke também apresenta uma Transicao de Fase Quéantica
em funcao do parametro de acoplamento entre matéria e radiacao e, assim
como o modelo de emparelhamento, possui uma Hamiltoniana Cléassica ané-
loga onde ha uma contrapartida para essa transicao.

4.1 O modelo

A Hamiltoniana do modelo de Dicke pode ser escrita H = H, + Hj, onde
H, representa a parte separavel da Hamiltoniana e H; representa a interacao
atomo-campo. Neste tratamento, cada dtomo é considerado um sistema de
dois niveis, representando |e) o estado excitado e | g) o estado desexcitado.
Pode-se entao obter a Hamiltoniana de interacao somando os termos de in-
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teragao de dipolo (U = —p - E) de cada dtomo com o campo:
N A
le—Zf)ZwE (4.1)

onde p; = ¢q(z,e, + y;e,) é o operador momento de dipolo do i-ésimo atomo,
aqui escrito em termos da carga do elétron ¢ e dos operadores posicao z e .
O operador campo elétrico E sera dado por! [19]

B = 3 522 + ) Jun (3 (42)

sendo a,,, al, operadores de criacao e aniquilacio de fotons de freqiiéncia w,,,
com relacio de comutacao [ay,, a',] = O (B =1); € a constante dielétrica
do vacuo; V' o volume no qual o campo elétrico esta quantizado e u,,(x) uma
fung¢ao modal que carrega a parte espacial do campo e satisfaz:

Vi, (x) = —w?/c u,(x),

V-u,(x) = 0

Como o operador momento de dipolo tem paridade impar, sua represen-
tacao na base de autoestados da Hamiltoniana do 4tomo s6 contém termos
fora da diagonal, i.e., (e|ple) = (g|p|g) = 0. Usando a resolugdo da
identidade |e){e|+|g)(g| =1 aplicada a esquerda e a direita do operador
P mostra-se que este pode ser escrito em termos das matrizes de Pauli o
e dos valores esperados p,; = (e|qZ|g), pyi = (e|qy|g) dos momentos de
dipolo entre os os estados |e), |g),

pi = (01 + o) (puies +pyey) (4.3)
or=le)(gl; o =]g)(el.

Em termos destas matrizes, a Hamiltoniana de interacao passa a ser es-
crita como:

AN O
ZZ H(UJ’, +o_ )(ain—i—am) X

X (%) - (€] pril g)ex + (e|pyilg)ey) (4.4)

Versdo simplificada para uma polarizacdo linear. Atendera aos propésitos do modelo.
Uma descrigao detalhada é encontrada em [33]
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e a parte separavel H, possui a forma?
Hy, = Z Win @ G+ 3 Z woag) (4.6)

onde wy é a frequéncia de transicao entre niveis.
Pode-se definir operadores de spin a partir das matrizes de Pauli,

1y .
J.=5 S ol (4.7)
=1
Lo~ )
Je=52 of (4.8)
=1

Se os autoestados da Hamiltoniana atomica forem escritos como um produto
direto dos estados de cada atomo, um autoestado tipico tera a forma:

[U) =] TTLITL - 11D, (4.9)

com N, estados excitados e N_ estados desexcitados, N, + N_ = N. Ha
portanto dois niimeros quanticos j, m que rotulam estes estados de tal forma
que sejam satisfeitas as relacoes:

Pljm)=j(G+1)]im), J.|jm)=m|jm) (4.10)

sendo J? = J,J_+ J?> — J,. O nimero quantico m pode ser interpretado
através da igualdade

1
m = §(N+ — N_), (4.11)
variando entre —j e j, j = N/2. Um autoestado da Hamiltoniana nao

perturbada tera portanto a forma:
[n, m)=|n)®|[jm), (4.12)

que corresponde a n fétons no campo e m + j atomos excitados.
Se apenas um modo do campo for considerado e as dimensoes ocupa-
das pelos atomos forem pequenas comparadas com o comprimento de onda

2Para obter a energia total contida no campo, procede-se com o calculo [33]

H=3 / [c0E® + g " B?] dr. (4.5)
14

Issolevaa H =" (al,am +1/2). O fator 1/2 foi retirado por néo afetar as equagdes de
movimento.
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do modo em questao, todos os atomos do sistema percebem efetivamente o
mesmo campo, e portanto u,,(X;) — u,,(x), permitindo que a hamiltoniana
de Dicke seja escrita como:

G
H=da+el,+ —=(a+a)(J + J_), 4.13
onde
G =2,/ wn(x) ((e|poil 9)es + (e|pyilg)e,).
Wm€o
p=N/V.

A equagdo (4.13) apresenta um termo (aJJ_+a'Jy). A interpretacio fisica
para este termo é a criacao de um foéton no campo com correspondente ex-
citagdo atomica. Usando teoria de perturbagio, pode-se mostrar [34] que no
calculo de taxas de transigao, sua contribuigao contém um fator (wo—+wy,) ™t
Perto da ressonancia, wy ~ w,,, este termo se torna desprezivel comparado
com o termo conservativo (aJy +afJ_). Se este termo for descartado, faz-se
a chamada aproximacao de onda girante, e a Hamiltoniana do modelo passa
a ser escrita como:

— 4 ﬁ T
Hrwa=ad'a+el, + \/Q_j(aJ+—|—a Jo). (4.14)
Para este caso, h4 uma conservacao no nimero de fétons e &tomos excitados,
[aTa + J., H] = 0. O fenémeno da super-radiancia pode ser mostrado pelo
calculo da taxa de transicao atomica:

I=1L[(jmlJ |jm+1)*= L0 +m)(j —m+1). (4.15)

No caso N =1, o estado |j m) = |1 3) terd taxa de transi¢ao dada por

I = 1,, ou seja, I, representa a taxa de transicao de uma particula isolada.
Um estado com m = 0 terd uma taxa de emissao maxima, sendo proporcional
a N?. Este estado é chamado Super-radiante.

Fora da aproximacao de onda girante, a Hamiltoniana ser& escrita como

G /
H=da+el, + —=(a'J, +aJ ) + (aJy +alJ). (4.16)

V2j V2j
Os valores de G e G’ na Hamiltoniana (4.13) sdo os mesmos. A Hamiltoniana
(4.16) os distinguiu para verificar como os efeitos da aproximagao de onda
girante afetam o comportamento do sistema.

A transicao de fase no sentido termodinamico para o modelo de Dicke foi
mostrada rigorosamente por Hepp e Lieb [35], tendo sido mostrada de forma
diferente por Wang e Hioe [36] que calcularam a fun¢do parti¢do usando os
estados coerentes de campo no limite N — oo. Os resultados obtidos por
estes podem ser resumidos da seguinte forma:
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1. Para G? < ¢, nao ha transicao de fase em nenhuma temperatura.

2. Para G? > ¢, ha uma temperatura critica dada por

1
kT

€

1
ﬁ = tanh(§ﬁce) ,Bc

(4.17)

Quando o sistema estd abaixo da temperatura critica, ele se encon-
tra em uma fase denominada super-radiante, onde densidade média de
fotons é diferente de zero, i.e.,

()

A medida que se aumenta a temperatura, essa quantia muda desconti-
nuamente quando 7" = T,, passando a ser nula.

Observando o estado fundamental do sistema (temperatura zero), é possivel
identificar o valor do parametro G para o qual passa a existir uma transicao
de fase (no sentido termodinamico). Em particular, pode-se identificar essa
Transigao de Fase Quantica [38] através da entropia linear § = 1 —Tr{p?} do
estado fundamental do sistema. Neste caso p,, matriz densidade reduzida, é
obtida tracando-se o campo na matriz densidade do estado fundamental.

A figura 4.1 mostra o grafico da entropia linear do estado fundamental
como funcao dos parametros de acoplamento. Nota-se que no caso integravel
ha um aumento abrupto da entropia liner quando G, /e = 1, isto é, nesse
ponto a derivada de d em relacdo a GG, apresenta uma descontinuidade, ca-
racterizando a transicao de fase quantica.

E possivel entender melhor essa transicao caracterizada por § observando-
se o grafico do espectro quantico como funcao do parametro G, figura 4.2.
Até o ponto G = 1, no estado fundamental nao ha fétons no campo ou
excitagoes atOémicas, ou seja, como no caso integravel ha conservagao do
niamero n =(Numero de fotons + atomos excitados), o estado fundamental

¢ um estado com n = 0 e energia ¥ = —je. No entanto, o estado de
superposicao
1
AN)=—(1,-7)—10, —j+1 4.18
\)\/§(|J>|J>) (4.18)

é autoestado da Hamiltoniana de interacao com autovalor —G, e pertence ao
subespaco de estados com n = 1. Quando G > ¢, a energia deste estado?
passa a ser menor que a do autoestado |0, —j). Para valores de G ainda

®No caso ressonante ¢ = 1, |A) é autoestado da Hamiltoniana total Hy + H; com
energia £ = —j+1—G.
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Figura 4.1: Entropia Linear do estado fundamental para j = 9/2, h = 1,
em funcdo de G,/e, Gy = G + G’ para os casos: (i) Integravel, G' = 0,
linha continua; (ii) Nao-integravel com G’ = 0.5, linha pontilhada; (iii) Nao-
integravel com G’ = G, linha tracejada.
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Figura 4.2: Espectro do modelo no caso integravel G' =0, j =9/2, h =1,
em fungao de G'/e. Na legenda, n é o autovalor do operador afa + J, +j. A
linha continua mostra o grafico da entropia linear do estado fundamental em
funcao do parametro G. As mudancas abruptas desta quantia ocorrem nos
pontos onde ha cruzamento de niveis no espectro.
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maiores, ocorrem sucessivos cruzamentos de nivel, o que é representado pela
seqiiéncia de degraus no grafico de entropia linear.

A diferenca entre os casos integravel e nao-integravel é o crescimento suave
na entropia do estado fundamental (figura 4.1). Isso porque a Hamiltoniana
nao-integravel possui elementos de matriz entre os subespacos de diferentes
valores de n. O autoestado de energia minima é entao uma superposicao de
estados com diferentes valores de n.

4.2 Analogo Classico

A transigao de fase quantica observada para a Hamiltoniana (4.13) possui
correspondéncia na Hamiltoniana Cléassica analoga obtida por projecao nos
estados coerentes |aw) = |a) ® |w). Essa Hamiltoniana Classica é dada
por:

Hus = (aw|H|aw) =

= |a? — je (BEL) + 22 [G(w o + wa™) + G'(w a” +wa)]. (4.19)

Para simplificar a equagao (4.19), faz-se uma projecgao estereografica na va-
riavel w (assim como foi feito para o modelo de emparelhamento)

LAY
W= <jt[1> e (4.20)

e escreve-se a variavel o na forma polar

o = /e (4.21)

Como tultima simplificacao, tomam-se a parte real e imaginaria de cada va-
ridvel em um par candnico*:

Q= \/Q(j + Iy)sen; , py = +/2(j + 1) cos b, (4.22)
Ga = \/2Issenby , py = /215 cos by (4.23)

Em termos dessas variaveis, a Hamiltoniana se torna:

1 1
Has(q,p) = e=(p] + ¢7) + e=(p3 +¢3) +

2 2
27 — (P2 +q?)/2
+J / (p;j )/ (Gipips + G_q1q2) (4.24)

4o fator v/2 foi colocado para que a transformacio seja canonica
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onde G =G+ G'.

As equacoes de movimento podem ser escritas na forma matricial:
7.7 = JVHcls ’ (425)

onde 7 é o vetor das variaveis e J a matriz simplética, i.e.,

T 0O 0 -1 0

o o 0o o -1

=l TS o0 0 o (4.26)
P 0 +1 0 0

Para verificar o anélogo da transicao de fase quantica na Hamiltoniana Clas-
sica, deve-se analisar a condicao de equilibrio, 77 = 0. Isso leva as seguintes
equacoes:

epy = —@j—;_jm — (P + )2 (4.27)
€qy = —G_j—%ﬁj — (PP +q)/2 (4.28)
pidj(e — G2) +2G2 % + (G2 + G2)] =0 (4.29)
ldjle—G2)+2G2 @+ E(G2 +G*) =0, (4.30)

No caso integravel, G, = G_, as equagoes (4.29), (4.30) sdo equivalentes.
Existe uma solucao trivial para as condigoes de equilibrio dada por ¢ =
p1 = ¢ = p2 = 0. A outra solucao é encontrada igualando o termo entre
colchetes a zero. Essa segunda solucao ¢ valida se G? > ¢ e é dada por

i+ _ ‘<G2—6) . G+ _ |af? J(G =€)

2 ez y =l = (431)

A equacao (4.31) indica um ponto de energia minima (analogo ao estado
fundamental quantico) com ntimero médio de fotons diferente de zero.

No caso nao-integravel, as solugoes sao divididas nos seguintes casos,
conforme os valores de G:

1. ¢1 = p1 = ¢ = py = 0, solucgao trivial valida para qualquer valor de
Ge.

2.8epr #O0mas ¢ =q2 =0

2i(C2 _ ¢ 1/2 (Gh 2 1/2
p1 == <7j( (;1 )) P2 =+ (Ji( Jé%r )> ) (4-32)

valida se G > e.
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3.sequ #0mas p; =py =0
2j(G2 — e>>“2 (j(Gi - €2>>1/2
Q== (7 G=F|—F—— ) (4.33)
fe2) az
vilidase G2 > ee G2 > e.

O analogo classico da transicao de fase quantica é identificado pela mudanca
de estabilidade dos pontos de equilibrio citados acima. A estabilidade num

ponto de equilibrio 7y é dada pelos autovalores da matriz
0?H

o= 4.34
1) anzan] ( 3)

70

Quando os autovalores sao positivos, o ponto de equilibrio é instavel. Quando
os autovalores sao negativos, o ponto de equilibrio é estavel. Autovalores com
sinais diferentes caracterizam um ponto hiperboélico. A transicao é vista da
seguinte forma:

e No caso integravel, a origem é estavel para G < e. Quando G > € a
origem deixa de ser estavel e os pontos dados por

S (%(Gi - e>>”2 - (j(Gi - e?))m
ar e) ’

sao estaveis.

e No caso nao-integravel, quando G, < € o tnico ponto de equilibrio é
a origem e é estavel. Quando G, > €, a origem se torna um ponto
hiperbolico e o ponto de equilibrio dado por g1 = ¢, =0 e

24 G2 ¢ 1/2 . G4 —62 1/2
+ +

surge, sendo este ultimo estavel.

Portanto, no caso nao-integravel ocorre uma bifurcacao tipo ponto de sela, e
no caso integravel uma bifurcagao do tipo Hopf [3].

A seguir sao mostrados os graficos da fun¢ao de Wigner atomica do estado
fundamental antes e depois da transicao. A parte negativa na funcao de
Wigner do estado fundamental ap6s a transicao é uma assinatura quantica.
Neste caso, percebe-se que ap6s a transicao o estado fundamental se torna
um estado de superposicao.

Pode-se obter a energia do estado fundamental através da Hamiltoniana
Classica, uma aproximacao que se torna exata no limite j — co. A compa-
racao ¢ feita na figura 4.8.
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Figura 4.3: Funcao de Wigner atomica para o estado fundamental antes da
transigdo, caso integravel G/e = 0,5; G' =0, J =9/2 e Egs = —4,5.
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Figura 4.4: Funcao de Wigner atdomica para o estado fundamental antes
da transi¢do, caso nado integravel G/e = 0,25; G'/e =

Eqs = —4,5.
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Figura 4.5: Funcao de Wigner atomica para o estado fundamental depois da
transigdo, caso integravel G/e = 1,5; G' =0, J =9/2 e Egg = —6,277713.
Abaixo, no mesmo grafico, projegao das trajetorias classicas no plano (¢1, p1)
com mesmos parametros e £/ = —5,5.
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Figura 4.6: Detalhe para a parte negativa do gréafico anterior.
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Figura 4.7: Funcao de Wigner atomica para o estado fundamental depois da
transigao, caso nao-integravel G/e = G'/e = 0,75, J =9/2 e E = —6,102916.
Na regiao em torno da origem a funcao assume valores negativos. Abaixo,
no mesmo grafico, projecao das trajetorias classicas no plano (q;,p;) para
energia £ = —6,0.
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Figura 4.8: Linha tracejada: Energia do estado fundamental em funcao de
G, = G, caso integravel e J = 9/2. Linha continua: Energia do estado
fundamental calculada pela Hamiltoniana Classica anéloga.
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Capitulo 5

Conclusao

Este trabalho versa sobre as analogias classico-quanticas relativas ao feno-
meno de transicao de fase para sistemas de uma classe de modelos com limite
classico bem definido. Do ponto de vista classico, no modelo de emparel-
hamento mostramos que o ingrediente essencial para a separacao dos dois
possiveis comportamentos é a separatriz. Além disto, no limite em que o nu-
mero de particulas é suficientemente grande, N — 00, os espectros classico
e quantico praticamente coincidem e para todos os efeitos observaveis sao
indistinguiveis. Este é um aspecto "experimental'do limite cléssico: o poder
de resolucao do medidor.

No caso do modelo de Dicke que apresenta uma versao integravel e ou-
tra nao-integravel, mostramos que a transicao de fase é muito diferente nos
regimes. Essa diferenca se manifesta também no analogo classico do modelo.

53



Apéndice A

Solucoes das equacoes de
movimento da Hamiltoniana
Classica do modelo de
Emparelhamento

Como o sistema é unidimensional, integravel, usa-se a Energia das orbitas
como constante de movimento e realizar a integral de quadratura, encon-
trando assim uma solugao (n(t), #(t)). Combinando a equagao (3.18) com as
equagoes canonicas (3.19) e (3.20) resulta em:

d:i\/1+2xc052a(E+§cos2a). (A1)

Formalmente a soluc¢do de (A.1) pode ser obtida como a fun¢ao inversa
da integral:

o) 1
t= / [1+ 2y cos® a (B + % cos? a)] " 2da. (A.2)
0

Para resolver (A.2) usa-se um importante teorema:
Toda integral com a forma [ R(x,y)dz onde R(x,y) é uma fun¢do racional
de x ey com y* sendo um polinémio cibico ou qudrtico de x de raizes dis-

tintas pode ser resolvida analiticamente em termos de inversas das funcoes
elipticas de Jacobi.

A prova deste teorema é o proprio método pelo qual se obtém as solugoes
e pode ser encontrada em [29]. A resolugdo deste tipo de integrais é de
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fundamental importancia no estudo de sistemas dinamicos’.
Para transformar a integral dada por (A.2) em uma integral eliptica, faz-
se uma mudanca para a variavel: © = y cos® a, o que resulta na integral

I=-2 /OU/[(l + 2uE + ) (uy —u?)] "V du (A.3)

u' =y cos® o/,
em seguida o radicando (1 + 2uFE + u?)(uy — u?) deve ser transformado num

produto de duas fungoes S, Sy com a forma:

1
Sy = m[(l—qz)(u—p)z + (P =1)(u—q)? (A4)
1
So = ——la*(u—p)* = p*(u—q)’] (A-5)
P —q
p e q dados por:
- TF2EF O
p= 2F + ; (A.6)
4 TF2ENF O
Com isso, a integral em (A.3) pode ser escrita como:
e [0 - 0 -p o]
P> = Jo
~1/2
{qQ(u—p)2 - pz(u—qﬂ} du. (A.8)

Em [29] encontram-se tabelas para resolugao desta integral. As fungoes
elipticas inversas sn~'(z, k), cn™ (2, k) e dn~'(z, k) sdo definidas para x e k
no intervalo [0,1]. Para resolver (A.8) devem ser feitas transformagoes de
variaveis de modo a atender esses critérios. Como p e ¢ dependem da energia
e do parametro y, as solucoes sao divididas nos casos mostrados abaixo,

sendo:
a=la/pl, b=1/(1—¢?)/(1—p?);

—2(p — q)lplvp* — 1

p? — ¢?|

V= (A.9)

Integrar um sistema dinamico é encontrar constantes de movimento para diminuir seus
graus de liberdade e obter as solucoes através de quadratura.
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1. Para F < —le E<—x/2:

y = (q—u)/(u=p)
Lot ly(t) m]

a a a

vt =

(A.10)

a

R

2. Para E<—1le B> —x/2:

v = (u—q)(u—p)

vt = ldn_l [v(t) a? — 621
’ a

a a

(A.11)

7 _ 12
v(t) = a dn lcwt , aib]

a

3. Para E > —1, y = (q—u)/(u—p)

1 1 lv(t) b ]

t=—— ¢ :
e VErr a = Va?+b?
[0 — 12
v(t) =acn [\/@2 + b2t GT] (A.12)

4. Quando E = —x/2, E < —1 fazemos a transformacdo u = sen 2« em
(A.3) e a integral se torna:

Ji " [(1 21— X{qﬁ)] a

resultando em:

u(t) = sn {Qt , %} (A.13)

5. Quando E = —x/2, E > —1 a transformacdo u = (xsen2a)/2 em
(A.3) resulta em:

u(t) = sn [Xt | %} (A.14)
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A integral eliptica completa

K(k) = /01 (- -] (A.15)

determina o periodo das orbitas, ja que sn(z, k) = sn(x + 4K, k), cn(z, k) =
cn(x + 4K, k), dn(z, k) = dn(z + 2K, k). A figura 3.12 mostra o o periodo
das orbitas em fun¢ao da energia. HA uma divergéncia em F = —1, energia
que corresponde a 6rbita homoclinica.
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