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Abstra
tThis work investigates Quantum Models used for des
ribing two intera
tingsubsystems, with real 
onstant 
oupling. Spe
i�
ally, the Symmetri
 PairingModel and Di
ke's Model for Superradian
e are studied. The 
on
ept ofQuantum Phase Transition is understood as qualitative 
hanges present bythese models as a fun
tion of the 
oupling 
onstant.Asso
iated Classi
al Dynami
s are obtained by proje
tion of the QuantumHamiltonians on generalized Coeherent States. By this way, its possible toobserve the Qauntum Phase Transition in a Classi
 Me
hani
s 
ontext.



ResumoEste trabalho estuda Modelos Quânti
os usados na des
rição de dois sub-sistemas interagentes, sendo esta interação des
rita por 
onstante de a
opla-mento real. Em espe
í�
o, são estudados o Modelo de Emparelhamento e oModelo de Di
ke para Superradiân
ia. O 
on
eito de transição de fase quân-ti
a é entendido 
omo mudanças qualitativas apresentadas por estes modelos
omo função do parâmetro de a
oplamento.As Dinâmi
as Clássi
as são asso
iadas aos modelos por projeção das Ha-miltonianas Quânti
as em Estados Coerentes generalizados. Pro
edendo detal forma, é possível observar o análogo da transição de fase quânti
a no
ontexto 
lássi
o.
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Capítulo 1IntroduçãoQuando a Me
âni
a Quânti
a 
omeçou a surgir no iní
io do sé
ulo XX, aMe
âni
a Clássi
a estava muito bem estabele
ida. Portanto foi natural ten-tar des
rever quantidades quânti
as, 
omo por exemplo valores esperadosde operadores e espe
tros de energia, em termos de quantidades Clássi
as.Surgiu então o que é hoje 
onhe
ido 
omo a �Velha Me
âni
a Quânti
a�
ujos erros e a
ertos nos 
onduziram à Teoria Quânti
a de E. S
hrödingere W. Heisenberg. As fórmulas de quantização baseadas na Me
âni
a Clás-si
a mostraram-se 
omo aproximações da Teoria Quânti
a, válidas quando asações dos sistemas estudados eram bem maiores que a es
ala quânti
a típi
a
h̄. Esta maneira de obter o limite 
lássi
o �
ou 
onhe
ido 
omo o �Prin
ípiode Correspondên
ia�.Um trabalho pioneiro no assunto é o método semi
lássi
o proposto porBrilloin-Einstein e Keller que nos leva a regras de quantização para sistemasintegráveis. Outra 
ontribuição fundamental foi a função de Wigner [1℄ quenos forne
e uma representação no espaço de fase de uma função de onda.Com o aumento do interesse da 
omunidade 
ientí�
a na área de sistemas di-nâmi
os, os estudos sobre relações entre des
rições 
lássi
as e quânti
as foramintensi�
adas. Para sitemas não-integráveis uma 
ontribuição importante éa aproximação baseada na 
onstrução de Feynman [2℄ da Me
âni
a Quânti
autilizada por Gutzwiller [3℄ para deduzir a fórmula do traço. Esta fórmularela
iona propagadores quânti
os 
om órbitas 
lássi
as periódi
as. Muitosoutros métodos e resultados rela
ionados ao assunto podem ser en
ontradosna referên
ia [4℄.A grande di�
uldade 
om o limite 
lássi
o-quânti
o é de natureza es-sen
ialmente 
inemáti
a. Enquanto um estado 
lássi
o, digamos de umapartí
ula, é 
ara
terizado por um ponto no espaço de fase, o 
orrespondenteestado quânti
o é um vetor do espaço de Hilbert e em geral tem 
aráter nãolo
al. 3



No presente trabalho vamos mostrar que para uma 
lasse de modelos
hamados �modelos do tipo 
ampo médio� ou modelo do tipo �Curie-Weiss�existem analogias bastante robustas no sentido de serem 
omuns a todosos modelos investigados [5, 6℄. Dois dos modelos perten
entes a essa 
lassesão de grande utilidade na Físi
a Nu
lear: o modelo de Lipkin [7℄ e o mo-delo de Emparelhamento [8, 9℄. Esses modelos são exatamente solúveis paraA partí
ulas, embora não sejam realísti
os devido a possuírem apenas doisníveis altamente degenerados. Devido à impossibilidade de en
ontrar umasolução exata para um poten
ial forte de 
urto al
an
e, que age entre dois
orpos, desenvolveram-se vários métodos de aproximação que são testadosprin
ipalmente nos modelos 
itados.Na primeira parte do presente trabalho, vamos nos 
on
entrar no modelode Emparelhamento. Sabemos que esse modelo apresenta uma transição de
omportamento: passa de um regime onde os nú
leos são esféri
os para umregime no qual são deformados 
omo função do parâmetro de interação. Aesta mudança qualitativa de 
omportamento 
hamaremos de transição defase. Vamos mostrar em detalhe que existe uma estreita analogia entre atransição de fase quânti
a e seu análogo 
lássi
o. Em parti
ular mostramoso importante papel desempenhado pela órbita 
lássi
a homo
líni
a 
ara
-terísti
a do ponto de transição. Tanto este estudo 
omo o seguinte são feitosa temperatura nula, o que põe em destaque alterações no espe
tro, em par-ti
ular no Estado Fundamental.A segunda parte do trabalho trata do modelo de Di
ke [11, 12℄. Emboraa transição desse modelo tenha sido largamente estudada e re
entemente noregime 
aóti
o [13℄, um estudo das semelhanças e diferenças que o
orrem natransição de fase para a versão integrável e não-integrável do modelo nun
afoi feita e as diferenças são notáveis. As analogias 
lássi
o-quânti
as tambémse mantém, nas duas situações.Uma ferramenta que tem sido bastante utilizada para 
ara
terizar a tran-sição de fase quânti
a para sistemas hamiltonianos 
om dois graus de liber-dade é a entropia linear [14℄-[18℄, de�nida 
omo S = 1 − Tr{ρ2
j} onde ρjdenota o subsistema em questão i.e., denota a matriz densidade reduzidade um deles. Essa quantidade, sem análogo 
lássi
o bem de�nido, é umamedida de 
orrelações. No ponto de transição de fase sabemos que as 
or-relações passam a ter um papel muito importante. Com isso a variação daentropia linear 
om o parâmetro de a
oplamento do modelo, 
omo mostra-remos, sinaliza 
laramente a transição de fase. Novamente, as transições defase nas versões integrável e não-integrável do modelo são mar
antes - no 
asointegrável a transição de fase é de 1a ordem, enquanto que no não-integrávelé de 2a ordem. Interessante também é que o análogo 
lássi
o do modeloa
ompanha esses 
omportamentos. 4



Capítulo 2Ferramentas
2.1 Estados CoerentesO Hamiltoniano de um sistema, 
lássi
o ou quânti
o, é o gerador de evoluçãotemporal do mesmo. A Me
âni
a Clássi
a porém dá valores de�nidos para aposição e o momento da partí
ula, ao passo que em me
âni
a quânti
a essasmesmas variáveis são des
ritas em termos de distribuições de probabilidade.O teorema de Ehrenfest [19℄ diz que a evolução temporal de valores médios deobserváveis segue as trajetórias 
lássi
as do sistema 
lássi
o 
orrespondenteno 
aso em que a dispersão nas distribuições são desprezíveis, o que em geralo
orre para o 
aso de grandes número quânti
os. As des
rições 
lássi
a equânti
a devem 
on
ordar quando esse limite é atingido. É de se esperarportanto que um estado quânti
o que apresente essa dispersão mínima tenhaum 
omportamento bem próximo do 
lássi
o. Nesta seção serão introduzidosestados quânti
os que, nesse sentido, podem ser 
onsiderados quasi-
lássi
os:os estados 
oerentes.2.1.1 Estados Coerentes do Os
ilador Harm�ni
oNo 
aso do os
ilador harm�ni
o existe um estado quânti
o 
om as seguintes
ara
terísti
as:1. Evolução temporal dos valores médios 〈x〉 e 〈p〉 iguais aos do os
iladorharm�ni
o 
lássi
o.2. Produto de in
ertezas mínimo (∆x∆p = h̄/2);Um estado quânti
o 
om estas 
ara
terísti
as foi introduzido por Glauberem 1963 [20℄. Passou então a ser 
onhe
ido 
omo Estado Coerente e podeser obtido a partir de uma das seguintes de�nições:5



1. Os estados 
oerentes |α 〉 são autovetores do operador não-hermitianode aniquilação do os
ilador harm�ni
o:
a|α 〉 = α|α 〉 (2.1)2. Os estados 
oerentes |α 〉 podem ser obtidos apli
ando-se o operadorunitário deslo
amento: D(α) = exp{αa†−α∗a} ao estado fundamentaldo os
ilador harm�ni
o:
|α 〉 = D(α)| 0 〉 (2.2)3. Estados Coerentes apresentam produto de in
ertezas mínimo igual-mente distribuído:
∆x∆p = h̄/2Essas três de�nições são equivalentes, isto é, qualquer estado obtido poruma delas, satisfará as outras duas. No entanto, do ponto de vista práti
o,a de�nição dada pelo operador deslo
amento é mais útil1. Pode-se utilizá-lopara obter a expansão em estados de Fo
k (autoestados de n = a†a) para umestado 
oerente |α 〉. Através da relação [21℄

eÂ+B̂ = e−
1

2
[Â,B̂]eÂ eB̂ (2.3)válida se [ Â, [Â, B̂] ] = 0, é possível es
rever o operador deslo
amento 
omosendo:

D(α) = e−|α|2/2 eαa
†

e−α
∗a. (2.4)Ao ser apli
ado no estado fundamental do os
ilador harm�ni
o, o termo e−α∗ao deixa inta
to, já que apenas o primeiro termo da expansão exponen
ial, 1,dá resultado diferente de zero. Com isso, os estados 
oerentes podem serobtidos da seguinte forma:

|α 〉 = e−|α|2/2 eαa
† | 0 〉

= e−|α|2/2
∞
∑

n=0

(αa†)n

n!
| 0 〉.Para referên
ia futura, o fator e−|α|2/2 será de�nido 
omo raiz quadrada danormalização N(α, α∗), isto é, N(α, α∗) = e|α|

2 para os estados 
oerentes doos
ilador harm�ni
o.Levando em 
onta a relação:
a†|n 〉 =

√

(n+ 1) |n+ 1 〉 ⇒ (a†)n | 0 〉 =
√
n! |n 〉,1A generalização dos estados 
oerentes para álgebra de Spin será feita através dele.6



os estados 
oerentes podem então ser es
ritos na base de Fo
k 
omo sendo:
|α 〉 = e−|α|2/2

∞
∑

n=0

αn√
n!

|n 〉. (2.5)Através desta expansão, é possível veri�
ar que os estados 
oerentes da-dos pelo operador deslo
amento são autoestados do operador de aniquilação.Como: a|n 〉 =
√
n |n− 1 〉,
a |α 〉 = e−|α|2/2

∞
∑

n=0

αn√
n!

√
n|n− 1 〉

= αe−|α|2/2
∞
∑

n=1

αn−1

√

(n− 1)!
|n− 1 〉

= α|α 〉.Essa equação de autovalores estabele
e uma relação direta entre os estados
oerentes e os números 
omplexos. No 
aso parti
ular em que a Hamiltonianaé linear nos operadores a, a†, n, a Hamiltoniana Clássi
a
H(α, α∗) = 〈α |H |α 〉 (2.6)gera equações de movimento para α, α∗

ig
dα

dt
=
∂H
∂α∗

−ig dα
∗

dt
=
∂H
∂α

, (2.7)onde
g ≡ ∂2 lnN

∂α∂α∗ , (2.8)idênti
as às equações de movimento de Heisenberg para os operadores a, a†[5℄. Para veri�
ar a relação de in
erteza, os operadores x̂ e p̂ são es
ritos emfunção dos operadores de 
riação e aniquilação 
omo sendo:
x̂ =

√

h̄

2mω
(a+ a†) (2.9)

p̂ = −i
√

mωh̄

2
(a− a†). (2.10)7



Como os estados 
oerentes são autoestados do operador aniquilação,
〈x〉 =

√

h̄

2mω
(α + α∗) (2.11)

〈p〉 = −i
√

mωh̄

2
(α− α∗) (2.12)

〈x2〉 =
h̄

2mω
[1 + (α + α∗)2] (2.13)

〈p2〉 =
mωh̄

2
[1 − (α− α∗)2] (2.14)Fazendo agora (∆x)2 = 〈x2〉 − 〈x〉2, (∆p)2 = 〈p2〉 − 〈p〉2 obtém-se ∆x =

∆p =
√

h̄
2
, ou seja, os estados 
oerentes apresentam produto de in
ertezasmínimo e igualmente distribuído.Os estados 
oerentes não são ortogonais. Fazendo 〈 β |α 〉 a partir daequação (2.5), obtém-se:

〈 β |α 〉 = exp{ β∗α− 1

2
[ |β|2 + |α|2 ] } 6= 0. (2.15)Qualquer estado do espaço vetorial gerado pelos autovetores de n = a†apode ser es
rito em termos dos estados 
oerentes. Isso pode ser veri�
ado
al
ulando-se ∫ ∫ d2α |α 〉〈α | , onde d2α = d (ℜα)d(ℑα) = rdrdθ. Rees
re-vendo a equação (2.5) 
om a mudança de variáveis α = r eiθ,

∫ ∫

dα dα∗ |α 〉〈α | =
∫ 2π

0

∫ ∞

0
rdr dθ e−r

2
∞
∑

n,n′

rn+n′

ei(n
′−n)θ

√
n!n′!

|n′ 〉〈n |.Utilizando agora os resultados:
∫ 2π

0
ei(n−n

′)θ dθ = 2π δn,n′

∫ ∞

0
r2n+1 e−r

2

dr =
1

2
Γ(n + 1)obtém-se a relação:

1

π

∫ ∫

d2α|α 〉〈α | = 1. (2.16)No 
aso do os
ilador harm�ni
o, a evolução temporal do operador a estáem 
orrespondên
ia direta 
om a evolução temporal dada pela HamiltonianaClássi
a para a variável α. É possível neste 
aso veri�
ar mudanças qua-litativas na Hamiltoniana Quânti
a (quando esta é dada em termos de um8



parâmetro) analisando-se a dinâmi
a obtida pela projeção desta Hamiltoninaem estados 
oerentes. Pode-se apli
ar este método não apenas ao os
iladorharm�ni
o, mas também a Hamiltonianas envolvendo operadores de spin
Jz, J+, J− 
om relações de 
omutação [Jz, J±] = ±J±, [J+, J−] = 2Jz.Para este �m, devem ser de�nidos estados 
oerentes de spin, o que será feitoatravés de uma generalização do operador deslo
amento.2.1.2 Estados Coerentes de SpinOs estados 
oerentes de Spin são obtidos pela atuação de um operador dedeslo
amento [5℄, análogo àquele dado pela de�nição 2,

Ω(ζ) ≡ exp{ζ J+ − ζ∗ J−} (2.17)atuando no estado | j, −j 〉

| ζ 〉 ≡ Ω(ζ)| j, −j 〉 , (2.18)sendo o estado | j, m 〉 autoestado dos operadores Jz ,J2 = J+J− + L2
z − Lz:

J2| j, −j 〉 = j(j + 1) | j, −j 〉 Jz| j, m 〉 = m | j, m 〉 . (2.19)Os estados 
oerentes do os
ilador harm�ni
o, |α 〉, são autoestados do opera-dor de aniquilação a 
om autovalor α. Essa relação faz uma 
orrespondên
ia1 a 1 entre o operador a e o plano 
omplexo. O operador de spin J− tam-bém possui 
orrespondên
ia direta 
om o parâmetro ζ ; esse é o propósito doestado 
oerente. É possível obter equações de movimento para ζ, ζ∗ a partirda Hamiltoniana Clássi
a análoga, H = 〈 ζ |H | ζ 〉, idênti
as as equações demovimento para os operadores J−, J+.Deve se notar no entanto que o espaço de Hilbert para estados de Spiné �nito. Esse fato traz duas 
onseqüên
ias. A primeira delas é que o opera-dor J− não terá autovetores nesse espaço. No entanto é possível identi�
ar
ζ, ζ∗ 
om os valores médios de J−, J+ no estado | ζ 〉. A segunda é que oparâmetro ζ não estará em um plano 
omplexo ilimitado, 
omo a
onte
e 
omo parâmetro α, e sim na superfí
ie de uma esfera de raio unitário. Para oespaço de spin 1

2
, isso pode ser mostrado através da representação matri
ialdo operador deslo
amento Ω. Os operadores J±, Jz podem ser representadosem termos das matrizes:

J+ →
(

0 1
0 0

)

, J− →
(

0 0
1 0

)

, Jz →
(

1
2

0
0 −1

2

) (2.20)9



já que as mesmas relações de 
omutação serão obede
idas. Nessa represen-tação, pode-se obter a forma do operador deslo
amento Ω:
Ω(ζ) → exp

(

0 ζ
−ζ∗ 0

)

=
∞
∑

k=0

1

k!

(

0 ζ
−ζ∗ 0

)k (2.21)Elevar a matriz à k-ésima potên
ia resulta nas séries:
(

1 0
0 1

)

(1 − |ζ |2
2!

+
|ζ |4
4!

− · · ·) +

+





0 ζ
|ζ|

−ζ∗
|ζ| 0



 (|ζ | − |ζ|3
3!

+ · · ·) =





cos |ζ | ζ
|ζ| sen|ζ |

−ζ∗
|ζ| sen|ζ | cos |ζ |



 (2.22)Em outras palavras, o operador deslo
amento apresenta uma periodi
idadeem ζ . Apesar de ter sido mostrado somente para spin 1/2, essa periodi
i-dade o
orre para todo j. A equação (2.22) sugere que o parâmetro ζ estárela
ionado aos ângulos polar θ e azimutal φ pela equação:
ζ =

θ

2
eiφ , (2.23)
om 0 ≤ θ ≤ π , 0 ≤ φ ≤ 2π, já que

Ω(ζ(θ, φ)) = Ω(ζ(θ + π, φ));

Ω(ζ(θ, φ)) = Ω(ζ(θ, φ+ 2π)).Os operadores J± não satisfazem a 
ondição [ Â, [Â, B̂] ] = 0 ne
essáriapara que Ω tenha uma forma opera
ional semelhante à apresentada para ooperador deslo
amento do os
ilador harm�ni
o. No entanto, uma fórmulaBCH [22, 23℄ permite a obtenção da expressão desejada:
exp{ζJ+ − ζ∗J−} = exp{τJ+} exp{ln(1 + |τ |2) Jz} exp{τJ−} , (2.24)

τ = ζ
|ζ| tan |ζ | = eiφ tan θ

2
. (2.25)Pro
edendo de forma análoga ao que foi feito para o estado 
oerente doos
ilador harm�ni
o, o operador exp{τJ−} deixa o estado | j, −j 〉 inta
to.Portanto,

| ζ 〉 =
1

(1 + |τ |2)j exp{τJ+}| j, −j 〉. (2.26)10



Além disso, J+| j, j 〉 = 0 ⇒ exp{τJ+}| j, j 〉 = | j, j 〉, ou seja,
| ζ 〉 =

1

(1 + |τ |2)j
2j
∑

k=0

(τJ+)k

k!
| j, −j 〉. (2.27)Com a relação: J+| j, m 〉 =

√

(j +m+ 1)(j −m)| j, m+ 1 〉,
| ζ 〉 =

1

(1 + |τ |2)j
2j
∑

k=0

τk

√

√

√

√

(

2j
k

)

| j, −j + k 〉 (2.28)A equação (2.25 ) é uma transformação do tipo projeção estereográ�
a, onde
ada ponto na esfera de Blo
h é mapeado no plano 
omplexo in�nito davariável τ . A equação (2.24) é a forma mais práti
a de se obter os estados
oerentes de spin. Normalmente na literatura os estados 
oerentes de spinsão de�nidos diretamente em função do parâmetro τ , i.e., 
omo | τ 〉 = (1 +
|τ |2)−j exp{τ J+}| j, −j 〉. Para estabele
er um elo entre os valores esperadosde J± e os parâmetros θ, φ que apare
em na de�nição de ζ , pode-se usar aequação (2.26) da seguinte forma:

J+| τ 〉 = (1 + |τ |2)−j J+ e
τJ+| j, −j 〉;

J+ = (1 + |τ |2)−j ∂
∂τ
eτJ+ | j, −j 〉 (2.29)Usando a ortogonalidade da base {| j m 〉} e a expansão binomial

(1 + x)N =
N
∑

n=0

(

N
n

)

xnO valor esperado de J+ pode ser es
rito 
omo
〈J+〉 =

2jτ ∗

1 + |τ |2 . (2.30)Retomando a equação (2.24) e usando relações trigonométri
as elementares,
〈J+〉 = j senθeiφ. (2.31)Portanto, os valores esperados de Jx e Jy num estado 
oerente serão dados por

j cosφ, jsenφ respe
tivamente. Pela equação (2.26) a normalização N(τ, τ ∗)será dada por
N(τ, τ ∗) = (1 + |τ |2)2j (2.32)para os estados 
oerentes de spin. 11



As equações de movimento para o parâmetro τ serão dadas por:
i g
dτ

dt
=
∂H
∂τ ∗

−i g dτ
∗

dt
=
∂H
∂τ

. (2.33)
H = 〈 τ |H | τ 〉. (2.34)O fator g será dado por2

g =
∂2N(τ, τ ∗)

∂τ ∗∂τ
=

2j

(1 + |τ |2)2
(2.35)Assim 
omo no 
aso do os
ilador harm�ni
o, os estados 
oerentes de spin sãoem geral não ortogonais,

〈 τ | σ 〉 =
1

(1 + |τ |2)j
1

(1 + |σ|2)j
2j
∑

k=0

(

2j
k

)

τ ∗kσk =

1

(1 + |τ |2)j
1

(1 + |σ|2)j (1 + ω∗σ)2J , (2.36)e têm uma relação de �super-
ompleteza�, 
omo no 
aso do os
ilador harm�-ni
o. É possível obtê-la, usando a equação (2.28) e es
revendo τ 
omo funçãode θ e φ de a
ordo 
om a equação (2.25):
| τ 〉〈 τ | =

1

(1 + |τ |2)2j

2j
∑

k, k′=0

τk(τ ∗)k
′ ×

×
√

√

√

√

(

2j
k

)(

2j
k′

)

| j, −j + k 〉〈 j, −j + k′ |. (2.37)Com |τ |2 = tan2 θ/2 , (1 + |τ |2)−1 = cos2 θ/2, teremos:
| τ 〉〈 τ | =

2j
∑

k, k′=0

(senθ/2)k+k
′

(cos θ/2)4j−k−k′ ×

× ei(k−k
′)φ

√

√

√

√

(

2j
k

)(

2j
k′

)

| j, −j + k 〉〈 j, −j + k′ | (2.38)2Para estados 
oerentes do Os
ilador Harm�ni
o, g = 1, o que não o
orre para estados
oerentes de spin. 12



Integrando em todo o espaço, i.e., fazendo:
∫ 2π

0

∫ π

0
senθ dθdφ| τ 〉〈 τ |e usando os resultados

∫ 2π

0
ei(n−n

′)θ dθ = 2π δn,n′

∫ π

0
(senθ/2)2k+1(cos θ/2)2j−2k+1 dθ =

Γ(k + 1)Γ(j − k + 1)

Γ(j + 2)
hega-se à relação:
2j + 1

4π

∫

d2τ | τ 〉〈 τ | = 1 (2.39)Para �nalizar, um pequeno 
omentário sobre o prin
ípio da in
erteza. Ao
ontrário dos estados 
oerentes do os
ilador harm�ni
o, os estados 
oerentesde spin não são estados de in
erteza mínima. Generalizando o 
on
eito paraum sistema de spin, o prin
ípio de in
erteza deve ser es
rito 
omo ∆Jx∆Jy ≥
1
2
∆Jz. No entanto, mesmo para o estado | j, −j 〉 a igualdade não é observada.2.2 Distribuições de Quasi-ProbabilidadeA Me
âni
a Clássi
a des
reve 
ompletamente um sistema dinâmi
o atravésdos valores de variáveis 
an�ni
as, 
omo por exemplo momento e 
oordenada.Portanto é possível responder às perguntas � onde está? � e � 
om qual ve-lo
idade? � e obter todas as informações possíveis a respeito de um sistemafísi
o. Estendendo esta idéia para a Me
âni
a Estatísti
a, estas perguntas setornam � qual a probabilidade de estar aqui 
om essa velo
idade ?�. Asso-
iar uma probabilidade para 
ada lugar possível de�ne uma distribuição deprobabilidade. Em Me
âni
a Estatísiti
a as distribuições de probabilidadesão usadas para des
rever um sistema físi
o e resumem toda a informaçãoque se pode obter dele. Já em Me
âni
a Quânti
a, o 
enário é bem distinto.Basi
amente, a des
rição de um sistema quânti
o se baseia no 
on
eito abs-trato de estado quânti
o. O prin
ípio da in
erteza limita as possibilidadesde des
rição do sistema através de variáveis 
an�ni
as, já que não é possível
onhe
er simultaneamente e 
om pre
isão arbitrária o valor de duas variáveisque não 
omutam.Ainda assim é possível em Me
âni
a Quânti
a de�nir distribuições dequasi-probabilidade [1℄ que servem 
omo representações de um sistema, emanalogia 
om o que é feito em Me
âni
a Estatísti
a. É natural que essasdistribuições quânti
as apresentem diferenças fundamentais em relação às13



distribuições 
lássi
as. Em termos de posição e momento por exemplo, adistribuição de probabilidade de uma está rela
ionada 
om a outra por umatransformada de Fourier, o que não o
orre nas distribuições 
lássi
as.Uma propriedade desejável em funções de distribuição é a de se obter adistribuição marginal de uma das variáveis somando-se sobre todos os valoresdas outras, isto é, se R(x, y) é uma distribuiçao de probabilidade, deseja-seobter uma distribuição para x fazendo-se P (x) =
∫∞
−∞R(x, y)dy, por exem-plo. No 
aso da me
âni
a quânti
a, se a distribuição de quasi-probabilidade

W (q, p) para um dado estado ρ atende a essa propriedade das distribuiçõesmarginais, é possível rela
ioná-la 
om a des
rição quânti
a usual pelas equa-ções:
〈 q | ρ | q 〉 =

∫ ∞

−∞
Wρ(q, p)dp ; (2.40)

〈 p | ρ | p 〉 =
∫ ∞

−∞
Wρ(q, p)dq . (2.41)Na verdade, é possível obter uma generalização das distribuições margi-nais para uma determinada direção θ. Isso pode ser feito através de um ope-rador unitário Û(θ), de�nido em função dos operadores a = 1√

2
(q̂+ ip̂), a† =

1√
2
(q̂− ip̂) 
omo sendo Û(θ) = exp{−ia†aθ}. O operador Û(θ) transforma osoperadores q̂ e p̂ da seguinte forma3:

Û †(θ) q̂ Û(θ) = q̂ cos θ + p̂ senθ;
Û †(θ) p̂ Û(θ) = −q̂ senθ + p̂ cos θ. (2.42)Como Û(θ) é unitário, Û †| q 〉 é autovetor do operador q̂′ = Û †(θ) q̂ Û(θ). Ageneralização das equações (2.40) e (2.41) pode ser feita es
revendo-se

∫ ∞

−∞
W (q cos θ − p senθ, q senθ + p cos θ) dp = 〈 q | Û(θ) ρ Û †(θ) | q 〉 (2.43)Nos 
asos θ = 0, θ = π/2 obtém-se as distribuições de probabilidade 〈 q | ρ | q 〉,

〈 p | ρ | p 〉 respe
tivamente. É possível mostrar4 que a função distribuição de-�nida pela equação (2.43) deve ser obtida 
omo transformada de Fourier dafunção 
ara
terísti
a
W̃ (u, v) = Tr{ρ exp{−iuq̂ − ivp̂}} (2.44)3Pode ser veri�
ado pela relação exABe−xa = B + [A, B]x + [A, [A, B]]x2/2! +

[A, [A, [A, B]]]x3/3! · · ·4O leitor interessado pode 
onsultar [24℄14



A função de distribuiçãoW (q, p) assim de�nida é 
hamada função de Wignere possui a forma (h̄ = 1):
Wρ̂(q, p) =

1

2π

∫ ∞

−∞
exp{ipx}〈 q − x

2
| ρ̂ | q +

x

2
〉 dx (2.45)A função de Wigner possui uma série de propriedades. A seguir são 
itadasas mais importantes:1. Veri�
a-se sem maiores problemas que a função de Wigner é real enormalizada:

Wρ̂(q, p) = W ∗
ρ̂ (q, p) , (2.46)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Wρ̂(q, p) dq dp = 1 ; (2.47)2. O traço do produto de dois operadores pode ser 
al
ulado através dafunção de Wigner:Tr{ÂB̂} = 2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
WÂ(q, p)WB̂(q, p) dq dp ; (2.48)3. Diferentemente das distribuições de probabilidade 
lássi
as, a funçãode Wigner pode apresentar valores negativos;4. O valor que a função de Wigner pode assumir é limitado, 
onseqüên
iada desigualdade de S
hwarz:

|Wρ̂(q, p)| ≤
1

π
. (2.49)Além de dar a fórmula para o 
ál
ulo de valores médios, a propriedade 2mostra que a função de Wigner é de fato uma representação em Me
âni
aQuânti
a. O elemento de matriz 〈 u | ρ̂ | v 〉 de um operador pode ser obtido
omo

〈 u | ρ̂ | v 〉 = Tr{ρ̂ | v 〉〈 u |} =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Wρ̂(q, p)Wuv(q, p) dqdponde Wuv é a representação de Wigner do projetor | v 〉〈 u |.A seguir são mostrados os grá�
os das funções de Wigner para alguns
asos típi
os. Para fazer a função de Wigner de um autoestado do os
iladorharm�ni
o por exemplo, basta obter esses autoestados na representação deposição e tomar a transformada de Fourier da função Ψ∗

n(q−x/2)Ψn(q+x/2)em x, ou seja, (2π)−1
∫∞
−∞ eipxΨ∗

n(q − x/2)Ψn(q + x/2).15
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o.Já para o primeiro estado ex
itado do os
ilador harm�ni
o, existe umaregião negativa na função de Wigner, 
onforme �gura 2.1.Na verdade, ex
eto pelo estado fundamental, todos os estados de Fo
k sãoestados não-
lássi
os. No entanto, a função de Wigner do estado fundamentalé uma Gaussiana (�gura 2.2) em q e p 
entrada na origem,

W| 0 〉〈 0 |(q, p) =
1

π
e−q

2−p2 (2.50)Com a função de Wigner é possível ilustrar melhor o pro
esso de obtençãode estados 
oerentes. Rees
revendo o operador deslo
amento em temos dosoperadores q̂ e p̂ e de�nindo α = u+ iv,
D(α) = exp{i (vq̂ − up̂)} = e−

1

2
i uv ei vq̂e−i up̂ . (2.51)16



Segundo o tratamento usado por Ballentine [19℄, o operador p̂ é um geradorhermitiano de translação no grupo de Galileu. Portanto, T (λ) = e−i λp̂ éum operador unitário de translação que, atuando nos autovetores de q̂ faz
e−i λp̂| q 〉 = | q + λ 〉. A função de Wigner de um estado 
oerente será obtida
omo:

W|α 〉〈α |(q, p) =
1

2π

∫ ∞

∞
e−i px〈 q − x/2 |α 〉〈α | q + x/2 〉 dx =

=
1

2π

∫ ∞

−∞
ei px〈 q − x/2 |D(α) | 0 〉〈 0 |D†(α) | q + x/2 〉 dx =

=
1

2π

∫ ∞

−∞
ei pxei v(q−x/2)〈 q − x/2 | T (λ) | 0 〉 ×

×〈 0 | T †(λ) | q + x/2 〉ei v(q−x/2) dx =

=
1

2π

∫ ∞

−∞
ei (p−v)x〈 (q − u) − x/2 | 0 〉〈 0 | (q− u) + x/2 〉 dx (2.52)A equação (2.52) representa uma Gaussiana deslo
ada nas direções q, p pelaspartes real e imaginária de α.Outra assinatura quânti
a notável surge na função de Wigner para asuperposição de dois estados 
oerentes. Es
olhendo o parâmetro α de umestado 
oerente 
omo sendo α = q0, um número real, o estado de superposição

|ψ 〉 = 2−1/2(|α 〉 + | − α 〉) terá 
omo operador densidade o projetor:
|ψ 〉〈ψ | =

1

2
(|α 〉〈α | + | − α 〉〈−α | + |α 〉〈−α | + | − α 〉〈α |) .A função de Wigner para |α 〉〈α | + | − α 〉〈−α | é apenas a soma de duasGaussianas, uma em 
entrada em (q0, 0) e a outra em (−q0, 0). A parte deinteresse está no termo de interferên
ia |α 〉〈−α | + | − α 〉〈α |:

W|α 〉〈−α | =
1

2π

∫ ∞

−∞
ei px exp{−(q2 + (x+ q0)

2)} dx =

1

2π
e−q

2

∫ ∞

−∞
ei p(u−2q0) exp{−u

2

4
} du , u = x+ 2q0 (2.53)usando ∫∞−∞ exp{−i px−x2/4} = π−1/2 2e−p

2 e rees
revendo o resultado parao outro termo de interferên
ia obtido tro
ando q0 → −q0, a função de Wignerpara o estado de superposição será dada por:
W|ψ 〉〈ψ |(q, p) =

(2π)−1
(

e−p
2−(q−q0)2 + e−p

2−(q+q0)2 + 2
√
πe−p

2−q2 cos(2p q0)
) (2.54)O último termo da equação a
ima representa uma os
ilação na direção penvolvida por uma Gaussiana na origem. Quanto maior a separação q0,17
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maior o número de os
ilações observado. A �gura 2.3 mostra o grá�
o doefeito de interferên
ia.De fato a negatividade da função de Wigner em alguns pontos do espaçotraz informações relevantes sobre um estado quânti
o. Seria interessanteno entanto obter uma função de distribuição positiva em todos os pontosdo plano qp. A propriedade 2 forne
e uma possibilidade de se obter taldistribuição, bastando para isso 
onsiderar a projeção do estado ρ em estados
oerentes, 〈α | ρ |α 〉. É 
laro que o quadrado do módulo de tal projeção, éum valor real positivo:
〈α | ρ |α 〉 = Tr{ρ|α 〉〈α |} ≥ 0 . (2.55)Es
revendo α = 2−1(q + ip) e usando a fórmula do traço (2.48), obtém-seuma função de distribuição positiva:

Qρ(q, p) =
1

π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Wρ(q

′, p′)e−(q−q′)2−(p−p′)2dq′dp′ =
1

2π
〈α | ρ |α 〉(2.56)Para um dado estado, a funçãoQ, também 
hamada de função de Husimi [27℄,em um ponto é a média ponderada por uma gaussiana em torno do ponto, dafunção de Wigner 
orrespondente. O fato de ela ser positiva sempre, dá umlimite para a área que uma região negativa da função de Wigner pode o
upar.É 
laro que isso tudo não vem de graça. O preço que se paga pela positividadeda função de Husimi é o fato de ela não re
uperar as distribuições marginais.A �gura 2.4 mostra as funções de Husimi para o primeiro estado ex
itadodo Os
ilador Harm�ni
o e para o estado de superposição de dois estados
oerentes |ψ 〉 = 2−1/2(|α 〉+ | −α 〉). Devem ser 
omparadas 
om as �guras2.1 e 2.3. A função de Wigner para um estado 
oerente é uma Gaussianade variân
ia 1/2, a função de Husimi para um estado 
oerente é tambémGaussiana, mas de variân
ia 1. Para o estado de superposição, o termo deinterferên
ia tem uma representação dada por

(2π)−1/2 exp{−(q2 + p2 + q2
0)} cos(q0p) ,que o torna gra�
amente imper
eptível.As funções de Wigner e Husimi foram obtidas para as representações deposição e momento. É possível no entanto estender os 
on
eitos até agorautilizados para de�ni-las em uma representação de momento angular, o quefoi feito por Agarwal [25℄ [26℄. A generalização da função de Husimi podeser feita diretamente através da projeção em estados 
oerentes de spin | τ 〉:

Qρ(θ, φ) ≡ 2j + 1

4π
〈 τ | ρ | τ 〉 (2.57)19
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ilador harm�ni
o. À direita, função de Husimi para |ψ 〉 = 2−1/2(|α 〉 +
| − α 〉).Para a função de Wigner, Agarwal objetivou preservar a propriedade 2, istoé, Tr{ÂB̂} =

∫ 2π

0

∫ π

0
WÂWB̂ senθ dθ dφ (2.58)Nesta dissertação não serão apresentados os pro
edimentos utilizados porele para obter a generalização. Resumidamente pode-se dizer que, para aálgebra de momento angular, o operador deslo
amento que apare
e na função
ara
terísti
a

exp{−iuq̂ − ivp̂},é tro
ado pelo tensor esféri
o
T̂KQ =

j
∑

m=−J
(−1)j−m

√
2K + 1

(

j K j
−m Q m−Q

)

| j, m 〉〈 j, m−Q | .(2.59)O símbolo
(

j K j
−m Q m−Q

)é 
onhe
ido 
omo símbolo 3− j de Wigner [19℄ e está rela
ionado aos 
o-e�
ientes de Clebs
h-Gordan. A matriz 
ara
terísti
a, 
orrespondente dafunção 
ara
terísti
a, é de�nida 
omo:
̺KQ ≡ Tr{ρT̂KQ} (2.60)Os elementos ̺KQ da matriz 
ara
terísti
a nada mais são que os 
oe�
ientesda expansão do operador densidade na base de tensores esféri
os. A função20
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ke | 5, −5 〉. À direita,vista projetiva no plano 
omplexo dada pela equação τ = eiφ tan θ/2.de Wigner para momento angular pode ser então es
rita de forma úni
a emtermos de Harm�ni
os esféri
os YKQ(θ, φ):
Wρ(θ, φ) =

√

2j + 1

4π

2j
∑

K=0

K
∑

Q=−K
̺KQYKQ(θ, φ). (2.61)Para visualizar as funções de Wigner esféri
as, pode-se usar um esquema derelevo em uma esfera de raio √j(j + 1). A representção grá�
a se faz entãosimplesmente parametrizando a esfera 
om variações no raio de a
ordo 
omos valores da função de Wigner. As �guras 2.5 2.6 mostram as funções deWigner para estados de Di
ke | 5, −5 〉 e | 5, −3 〉. Para visualizar estados naregião do pólo sul, é interessante usar uma representação projetiva, 
om umatransformação de variáveis: τ = eiφ tan θ/2.2.3 Sistemas Compostos e EmaranhamentoA des
rição de um sistema físi
o através da Me
âni
a Quânti
a é feita atra-vés do 
on
eito de estado. O estado quânti
o de um sistema, representadoatravés de um operador de estado ou operador densidade atuando em umespaço vetorial (espaço de Hilbert), pode ser de�nido a partir da seqüên
iade pro
edimentos experimentais e preparações pelos quais esse sistema físi
opassou [19, 28℄. Com isso, �
am determinadas as probabilidades de se obterum determinado resultado ao se medir uma grandeza físi
a qualquer. Por21
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esse ponto de vista, é possível pensar num estado quânti
o 
omo o 
onjuntode informações que se pode obter de um sistema físi
o através de pro
essosde medição. Se o sistema físi
o em questão for uma partí
ula, por exemplo,pode-se perguntar a respeito de diversas propriedades físi
as da partí
ula,
omo sua posição, sua velo
idade, seu momento angular, sua polarização,et
. As propriedades físi
as de um sistema podem ser agrupadas de a
ordo
om os graus de liberdade do mesmo. Assim, a posição de uma partí
ula eseu spin são dois graus de liberdade distintos da partí
ula ou, no 
aso de duaspartí
ulas, as posições de 
ada uma delas são graus de liberdade distintos dosistema 
omposto. Asso
ia-se então um espaço vetorial para 
ada grau deliberdade do sistema que está sendo des
rito e pode-se falar do estado dosistema em relação a um desses graus de liberdade. Por exemplo, pode-sefalar do estado de spin ou do estado espa
ial da partí
ula, et
.O estado quânti
o da partí
ula deve forne
er distribuições de probabili-dade para possíveis medições de grandezas físi
as asso
iadas a estes graus deliberdade. Quando, para um dado estado quânti
o, existe um teste 
ujo resul-tado é predizível 
om probabilidade 1, diz-se que este estado é puro e pode-seatribuir a ele um vetor de estado |Ψ 〉 no espaço de Hilbert asso
iado àqueleteste. O operador de estado torna-se neste 
aso um projetor |Ψ 〉〈Ψ | e pos-sui a propriedade Tr{ρ2} = 1, já que neste 
aso |Ψ 〉〈Ψ ||Ψ 〉〈Ψ | = |Ψ 〉〈Ψ |.Esse tipo de estado representa a des
rição quânti
a mais 
ompleta possívelde um sistema.Fato notável em me
âni
a quânti
a: o 
onhe
imento separado das partes,isto é, do estado do sistema em 
ada grau de liberdade separado, nem sempredetermina o estado do todo. Para o 
aso de um estado puro, por exemplo,o estado do sistema está em um espaço vetorial que é produto tensorial dosespaços asso
iados aos vários graus de liberdade do sistema, isto é,
|Ψ 〉 ∈ H = H1 ⊗H2 · · · ⊗ Hn . (2.62)Para os propósitos deste trabalho, será su�
iente 
onsiderar apenas siste-mas 
om dois graus de liberdade:

|Ψ 〉 ∈ H = H1 ⊗H2 . (2.63)Uma base ortonormal emH é obtida a partir de bases ortonormais {| ui 〉}e {| vα 〉} em H1 e H2 de dimensões N1 e N2 
omo sendo {| ui 〉 ⊗ | vα 〉}. Ovetor de estado |Ψ 〉 pode então ser es
rito em termos desta base:
|Ψ 〉 =

∑

i, α

ciα| ui 〉 ⊗ | vα 〉 . (2.64)Em geral, os N1N2 números dessa de
omposição não podem ser es
ritos 
omoprodutos aibα de N1 números ai e N2 números bα. Isso signi�
a que não é23



possível asso
iar todo estado |Ψ 〉 a estados puros nos subespaços H1 e H2separadamente; trata-se de um estado 
ujas partes estão emaranhadas.A matriz que representa um operador de estado em H possui N2
1N

2
2 nú-meros 
omplexos, ao passo que as matrizes que representam operadores nosespaços H1 e H2 possuem no total N2

1 +N2
2 números. Ou seja, há 
asos emque5 existe informação presente nas 
orrelações entre as partes. Isso signi-�
a que em muitos 
asos as grandezas físi
as de um grau de liberdade estãoem 
orrespondên
ia 
om grandezas físi
as de outro. Medir grandezas físi-
as rela
ionadas a um grau de liberdade apenas, signi�
a obter a grandezaespe
i�
ada independente dos outros graus de liberdade. Portanto, se umoperador Â atua em H1, sua extensão em H = H1 ⊗H2 será dada por:

Â1 = Â⊗ 1 , (2.65)
om forma análoga para operadores que atuam em H2. Com esta de�nição,é fa
il per
eber que nem sempre o produto 〈Â1〉〈B̂2〉 é igual ao valor médiodo produto Â1B̂2, i.e., há 
asos em que 〈Â1〉〈B̂2〉 6= 〈Â1B̂2〉.O valor médio do operador Â1 em um estado representado por ρ é obtidopelo traço:
〈Â1〉 = Tr{ρÂ1}. (2.66)Pode-se obter uma fórmula para este traço es
revendo-se a matriz do opera-dor Â1 em termos de uma base ortonormal, i.e., se:

Â =
∑

ij

aij| ui 〉〈 uj | , (2.67)a extensão de Â em H será dada por:
Â1 =

∑

ijαβ

aijδαβ| ui 〉 ⊗ | vα 〉〈 uj | ⊗ 〈 vβ | (2.68)Se um estado é representado pela matriz do operador de estado,
ρ =

∑

ijαβ

λijαβ| ui 〉 ⊗ | vα 〉〈 uj | ⊗ 〈 vβ | , (2.69)o valor médio de Â pode ser es
rito 
omo:Tr{ρÂ1} =
∑

ijαβ

aijδαβλjiβα =

=
∑

ijα

aijλjiαα = Tr{ρ1Â} , (2.70)5É 
laro que em alguns 
asos pode-se reduzir essa diferença.24



onde ρ1 é 
hamado operador de estado reduzido e é dado pelo traço par
ial:
ρ1 = Tr2{ρ} =

∑

α

λijαα| ui 〉〈 uj |. (2.71)Ao se fazer o traço par
ial dado pela equação (2.71), há perda de informação.O resultado disso é que o operador densidade reduzido dado por (2.71) nemsempre é puro e portanto Tr{ρ2
1} ≤ 1. No entanto quando ρ possui a forma

ρ = ρ1 ⊗ ρ2, i.e., quando é possível estabele
er estados de�nidos em 
adasubsistema, os operadores densidade reduzidos são puros e Tr{ρ2
1} = 1. Neste
aso, diz-se que o estado é fatorável.Uma medida das 
orrelações entre dois sistemas pode portanto ser obtidaatravés da Entropia Linear de�nida 
omo:

S = 1 − Tr{ρ2
1} . (2.72)É importante notar que no 
aso de existirem dois subsistemas apenas,não importa qual dos operadores densidade reduzidos é utilizado para de�nira entropia linear. Para mostrar isso utiliza-se da de
omposição de S
hmidt[28℄. Essa de
omposição pode ser vista 
omo uma forma simpli�
ada de sees
rever (2.64). Dado um vetor de estado |Ψ 〉 ∈ H = H1 ⊗ H2, é semprepossível en
ontrar bases ortogonais {| uα 〉} de H1 e {| vα 〉} de H2 de formaque:

|Ψ 〉 =
N1
∑

k

αk| uα 〉 ⊗ | vα 〉 (2.73)
om αk > 0,
∑N1

k α2
k = 1, sendo N1 a dimensão do menor dos subsistemas.Segundo esta de
omposição, o operador de estado ρ poderá ser es
rito 
omo:
ρ =

∑

ij

αiα
∗
j | ui 〉 ⊗ | vi 〉〈 uj | ⊗ 〈 vj | (2.74)e os operadores de estado reduzidos serão dados por:

ρ1 =
∑

i

αiα
∗
i | ui 〉〈 ui | , ρ2 =

∑

i

αiα
∗
i | vi 〉〈 vi | , (2.75)possuindo portanto o mesmo espe
tro.
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Capítulo 3O Modelo de EmparelhamentoNeste 
apítulo, será estudada a Hamiltoniana do modelo de Emparelhamento,um modelo da Físi
a nu
lear que apresenta uma transição de fase quânti
a
omo função de um parâmetro de a
oplamento χ. A abordagem a ser feitatem 
omo objetivo mostrar que existe um análogo 
lássi
o para essa transição.O modelo de emparelhamento é do tipo �
ampo médio�, e a projeção de suaHamiltoniana em estados 
oerentes determina uma dinâmi
a 
lássi
a parauma variável 
omplexa, 
onforme des
rito anteriormente. Deve-se ressaltarque o objetivo deste 
apítulo é o de introduzir os métodos de 
ara
teriza-ção de uma transição de fase quânti
a e seu análogo 
lássi
o no 
ontextodeste parti
ular modelo. Os resultados porém são gerais para modelos detipo 
ampo médio tais 
omo o modelo de Lipkin e Jaynes-Cummings entreoutros. O leitor interessado em estudar o modelo 
om maiores detalhes pode
onsultar [8℄.3.1 O modeloO modelo de Emparelhamento foi estudado sob o ponto de vista de sistemasdinâmi
os em [9℄ e é des
rito por uma Hamiltoniana dada por operadores de
riação e aniquilação de pares de férmions em um sistema de dois níveis 
omenergias −1
2
ǫ e +1

2
ǫ de mesma degeneres
ên
ia. Esta degeneres
ên
ia limitao número máximo de partí
ulas, N , que 
ada nível 
omporta.Devido à relação de 
omutação entre os operadores fermi�ni
os que 
ompõema Hamiltoniana do modelo, pode-se es
revê-la em termos de operadores despin Lz, Sz, L±, S± que satisfazem as relações de 
omutação [Jz, J±] =

±J±, [J+, J−] = 2Jz (h̄ = 1). Um estado |ψ 〉 = | k 〉 ⊗ |m 〉 onde o sistematem k (m) partí
ulas no nível inferior (superior) é autoestado do operador
Lz (Sz) 
om autovalor 1

2
(k − N/2) ( 1

2
(m − N/2) ). Como as partí
ulas são26




riadas e aniquiladas aos pares, i.e., k = 0, 2, 4 · · · , N , os autovalores de Lze Sz vão de −N/4 a N/4 em intervalos inteiros e podemos de�nir j = N/4
omo sendo o spin total. Feita essa 
orrespondên
ia, obtém-se:
H = ǫ(Lz − Sz) −G(L+ + S+)(L− + S−), (3.1)onde G é um parâmetro que des
reve a interação entre partí
ulas, L± e S±
riam e aniquilam pares de partí
ulas nos respe
tivos níveis. A Hamiltoniana(3.1) 
omuta 
om os operadores L2, S2 e Lz + Sz. Considerando os paresde partí
ulas 
riadas a partir do vá
uo, Lz = −Sz . Usando esta relação e

L2 = L+L− + L2
z − Lz pode-se es
rever a Hamiltoniana do modelo 
omosendo:

H = 2ǫLz − 2G[j(j + 1) − L2
z] −G[L+S− + L−S+], (3.2)lembrando apenas que j é um número (spin total). Para manter propor
io-nalidade na dependên
ia em N dos termos da Hamiltoniana, de�ne-se umnovo parâmetro de a
oplamento 
omo sendo χ = NG/ǫ = 4jG/ǫ. Pode-seentão rees
rever a Hamiltoniana (3.2) em unidades de ǫ 
omo sendo:

H

ǫ
= 2Lz −

χ

2
[(j + 1) − L2

z

j
] − χ

4j
[L+S− + L−S+]. (3.3)Para obtenção do espe
tro monta-se a matriz Hamiltoniana na base:

| j m 〉 = | j Lz 〉 ⊗ | j − Lz 〉.Nessa base, a matriz Hamiltoniana será então es
rita:
H

ǫ
=

(

2m− χ

2

(

j + 1 − m2

j

))

δn,m −

−χ
4

(

j + 1 − m

j
(m+ 1)

)

δn,m+1 −

−χ
4

(

j + 1 − m

j
(m− 1)

)

δn,m−1. (3.4)3.2 Espe
tro e Transição de Fase Quânti
aO espe
tro dos autovalores de (3.4) para diferentes valores de j tende a uma
urva universal no limite j → ∞, 
omo é sugerido pela �gura 3.1. A transiçãode fase quânti
a é observada mediante variação do parâmetro de a
oplamento
χ. Na �gura 3.2 observa-se a mudança na distribuição dos níveis de energiado espe
tro à medida que variamos o parâmetro χ.27
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Figura 3.1: En/nmax × n/nmax para diferentes valores de j
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Figura 3.2: En/nmax × n/nmax para (a) χ = 0, 5 (b) χ = 1, 0 (
) χ = 2, 0 e(d) χ = 2, 5; j = 100
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Veri�
a-se na �gura, na indi
ação da seta, uma região de in�exão noespe
tro. Trata-se de uma a
umulação de níveis que existe apenas quando
χ é maior que 1 (no grá�
o referente a χ = 1 ela 
omeça a surgir nos níveisbem próximos do fundamental n/nmax ≈ 0). Esta mudança qualitativa noespe
tro está rela
ionada 
om a dinâmi
a da variável 
omplexa asso
iadaaos estados 
oerentes de spin, dada pelo limite 
lássi
o da HamiltonianaQuânti
a através de uma projeção em estados 
oerentes [10℄. Nos modelosdo tipo 
ampo médio pode-se mostrar que este limite 
lássi
o é úni
o nosentido em que as equações de Heisenberg para operadores tendem a umaequação para números, i.e., as relações de 
omutação e portanto as 
orreçõesquânti
as vão a zero no limite N → ∞.3.3 Dinâmi
a Clássi
aConforme dito anteriormante, para obter uma dinâmi
a para a variável 
om-plexa, deve ser feita a projeção da Hamiltonina Quânti
a em estados 
oe-rentes de spin, isto é, a Hamiltoniana Clássi
a:

H(ζ) = 〈 ζ |H | ζ 〉 (3.5)gera uma evolução temporal para a variável 
omplexa ζ de tal forma que épossível identi�
ar o análogo 
lássi
o da transição de fase quânti
a. Conformeexpli
ado no 
apítulo 2, a maneira usual de se obter o estado 
oerente de spiné es
revê-lo diretamente em função de um parâmetro 
omplexo ω 
omo sendo:
|ω 〉 = (1 + |ω|2)−j eω J+| j, −j 〉. Com isso, obtém-se uma HamiltonianaClássi
a H(ω). No 
aso do modelo de emparelhamento, faz-se

|ω 〉 = |ω1 〉 ⊗ |ω2 〉 ,

|ωi 〉 =
1

(1 + |ωi|2)j
eωi J+| j, −j 〉. (3.6)Para obter H, basta 
al
ular os valores esperados de Lz, L2

z e L+, S−. Parao 
ál
ulo do valor esperado de Lz:
〈ω1 |Lz |ω1 〉 =

1

(1 + |ω1|2)2j

2j
∑

k=0

|ω1|2k
(

2j
k

)

(−j + k)

2j
∑

k=1

k|ω1|2k
(

2j
k

)

= |ω1|2
∂

∂|ω1|2
2j
∑

k=0

|ω1|2k
(

2j
k

)

=

|ω1|2
∂

∂|ω1|2
(1 + |ω1|2)2j = 2j|ω1|2(1 + |ω1|2)2j−1 ,29



Figura 3.3: Projeção estereográ�
a dada pela equação (3.11)
〈ω1 |Lz |ω1 〉 =

−j(1 + |ω1|2)2j + 2j|ω1|2(1 + |ω1|2)2j−1

(1 + |ω1|2)2j

= −j (1 − |ω1|2)
(1 + |ω1|2)

. (3.7)Cál
ulos análogos levam aos seguintes resultados:
〈ω |L2

z |ω 〉
〈ω |ω 〉 = j2 (1 − |ω1|2)2

(1 + |ω1|2)2
+ 2j

|ω1|2
1 + |ω1|2

, (3.8)
〈ω |L+S− |ω 〉

〈ω |ω 〉 = 4j2 ω∗
1 ω2

(1 + |ω1|2)(1 + |ω2|2)
. (3.9)A Hamiltoniana Clássi
a pode então ser es
rita 
omo:

H = −2ǫj
(1 − |ω1|2)
(1 + |ω1|2)

−2G

[

j(j + 1) − j2 (1 − |ω1|2)2

(1 + |ω1|2)2
− 2j

|ω1|2
1 + |ω1|2

]

− 8Gj2Re{ω∗
1 ω2}

(1 + |ω1|2)(1 + |ω2|2)
. (3.10)A expressão (3.10) é simpli�
ada ao se fazer a projeção estereográ�
a ilus-trada pela �gura 3.3. Cada ponto do plano 
omplexo é projetado na esferade raio 1. Esta transformação é dada por:

ω1 =

√

1 − η2
1

1 − η1

eiθ1 ; ω2 =

√

1 − η2
2

1 − η2

eiθ2 (3.11)30



Para en
ontrar as equações de movimento para as variáveis η, θ deve-se fazero 
ál
ulo:
∂H
∂η

= ig

{

∂ω∗

∂θ

∂ω

∂η
− ∂ω

∂θ

∂ω∗

∂η

}

θ̇ (3.12)
∂H
∂θ

= −ig
{

∂ω∗

∂θ

∂ω

∂η
− ∂ω

∂θ

∂ω∗

∂η

}

η̇ (3.13)Ao se fazer este 
ál
ulo, o fator g a
aba simpli�
ando a expressão entre {}.O par (η, θ) pode ser 
onsiderado 
anoni
amente 
onjugado a menos de umfator de es
ala j:
η̇ = −j ∂H

∂θ
; (3.14)

θ̇ = j
∂H
∂η

. (3.15)Rees
revendo a Hamiltoniana em função das novas variáveis, η1, η2, θ1, θ2:
H = −2ǫjη1 − 2Gj(j + 1) + 2Gj2η2

1 +
2Gj

4
(1 − η2

1)

−2Gj2
√

(1 − η2
1)(1 − η2

2) cos(θ2 − θ1). (3.16)Deve-se usar a 
onstante de movimento Lz+Sz = 0 para simpli�
ar a equaçãoa
ima. Quando projetada em estados 
oerentes, essa relação pode ser es
rita
omo sendo η1 + η2 = 0. Re-es
revendo a Hamiltoniana em termos de η =
−η1 = η2:

H = 2ǫj η − 2Gj − 2Gj2(1 − η2)

[

− 1

4j
+ 1 + cos(θ2 − θ1)

]

. (3.17)Finalmente, a equação desejada é obtida es
alando (3.17) 
om 2ǫj e tomandoo limite 
lássi
o 1/N → 0. Fazendo isso e desprezando termos 
onstantes quenão interferem nas equações 
an�ni
as, a equação se torna então:
E = η − χ

2
(1 − η2) cos2 α, (3.18)sendo χ = NG/ǫ e α = (θ2 − θ1)/2. A evolução temporal das variáveis η, αserá dada por:

η̇ = −∂E
∂α

= −χ
2

(1 − η2)sen 2α; (3.19)
α̇ =

∂E

∂η
= 1 + χη cos2 α. (3.20)31
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A região de in�exão no espe
tro quânti
o possui uma 
ontrapartida na dinâ-mi
a 
lássi
a. As �guras 3.4 e 3.5 mostram os grá�
os de energia em funçãode η, α para diversos valores de χ. Ao lado de 
ada grá�
o de energia émostrado o retrato de fases 
orrespondente.Observa-se que em χ > 1 há uma mudança qualitativa no aspe
to dassoluções: o poten
ial passa a exibir uma região � 
on�nante �. A dinâmi
apassa a se pare
er 
om a de um pêndulo. Devido a esse 
on�namento, asórbitas de energia 
on�nada formam 
urvas fe
hadas. Como no pêndulo, isso
orresponde a um movimento vibra
ional. Para os outros valores de energiao movimento é rota
ional, periódi
o em π.Existe uma órbita que separa os dois tipos de movimento. Ela é 
hamadade órbita homo
líni
a tem período in�nito e asso
iada a ela temos dois pontosde equilíbrio instável. No pêndulo estes pontos 
orrespondem a θ = ±π/2.Já para o presente sistema esses pontos dependem do parâmetro χ, e podemser determinados juntamente 
om os outros pontos de equilíbrio da maneirausual, fazendo-se η̇ = α̇ = 0, o que mostra a existên
ia de dois pontosinstáveis:
P± = (η, α) =

(

−1, arccos
±1√
χ

) (3.21)e um estável:
P0 =

(

− 1

χ
, 0

)

. (3.22)Terminam aqui as semelhanças entre essa dinâmi
a e a do pêndulo. Há umsalto na periodi
idade das soluções, o que não o
orre no pêndulo: a órbitahomo
líni
a é periódi
a em arccos 1√
χ
, e as soluções do regime rota
ional sãoperiódi
as em π.Para 
ompreensão desse salto na periodi
idade, é ne
essário retomar aprojeção estereográ�
a. Essa projeção 
olo
ou a dinâmi
a numa esfera1. Em

η = ±1 existem dois pontos que 
orrespondem aos pólos norte e sul da esfera.Isso signi�
a que tanto os pontos dados por P± 
omo todos os pontos na reta
η = −1 das �guras 3.4 e 3.5 são o mesmo ponto. As �guras 3.6 e 3.7mostram o espaço de fases na esfera. Através delas é fá
il entender o queo
orre realmente. Os ângulos ± arccos 1√

χ
na verdade são as in
linações dasretas tangentes à órbita homo
líni
a no ponto 
ríti
o do pólo sul (η = −1).Os retratos de fase da dinâmi
a 
lássi
a obtidos devem ser 
omparados
om a função de Husimi para os diversos autoestados da Hamiltoniana domodelo. A função de Husimi é de�nida em função dos estados 
oerentes1O pêndulo deve ser mapeado no 
ilindro in�nito.34



Figura 3.6: Projeção do espaço de fases na esfera: Esquerda χ = 0,5 ; Direita
χ = 1,0.

Figura 3.7: Projeção do espaço de fases na esfera: Esquerda χ = 1,5 ; Direita
χ = 2,5.
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at�mi
os 
omo sendo:
hΨ =

2j + 1

4π
|〈ω |Ψ 〉|2 (3.23)A expansão dos estados 
oerentes at�mi
os em estados de Di
ke | j Sz 〉 ⊗

| j Lz 〉 = |m1 m2 〉 é dada por
|ω 〉 =

2j
∑

k,l

1

(1 + |ω1)|2)j
1

(1 + |ω2)|2)j

√

√

√

√

(2j)!

(2j − k)!

(2j)!

(2j − l)!

×(ω1)
k(ω2)

l

√
k!
√
l!

| − j + k − j + l 〉. (3.24)Simpli�
ando a expressão através do vín
ulo Lz = −Sz e apli
ando a projeçãoestereográ�
a, 
hega-se à expressão para a função de Husimi:
hΨ(η, α) =

2j+1
4π

∣

∣

∣

1
4j

∑j
m=−j cm(1 − η)j−m(1 + η)j+m (2j)!

(j+m)!(j−m)!
exp{−2imα}

∣

∣

∣

2(3.25)onde cm é obtido da expansão |Ψ 〉 =
∑

cm|m −m 〉.A �gura 3.8 mostra a função de Husimi para um autoestado da Hamil-toniana obtido 
om j = 100, 
orrespondente à energia E = −1.00223. Essevalor está bem próximo do valor de E = −1 para a energia da órbita ho-mo
líni
a 
lássi
a, e a função de Husimi se distribui em torno desta, a linhavermelha na �gura 3.7, direita. Já no pólo sul da esfera, há uma região 
omalta probabilidade de en
ontrar a partí
ula. Essa região 
orresponde ao pontode equilíbrio instável asso
iado à órbita homo
líni
a, em estreita relação 
omo fato de esta órbita ter período in�nito 2, 
onforme mostra �gura 3.13.A �gura 3.9 mostra duas funções de Husimi para o estado fundamentaldo modelo 
om a
oplamento χ = 0,5. A primeira, é obtida da Hamiltoniana
om j = 10 e a outra 
om j = 100. O aumento de j resulta em umadiminuição na área média da distribuição. Isso dá uma 
erta 
ompreensãoem relação ao limite 
lássi
o j → ∞: a área média da distribuição se tornaum ponto quando j atinge este limite. Por último, a �gura 3.10 mostra afunção de Husimi para o estado fundamental depois da transição. Observa-se uma diminuição drásti
a na intensidade da distribuição. Na verdade essadistribuição está dividida em duas, a outra parte se en
ontra na fa
e o
ultada esfera.2Para o 
ál
ulo do período das órbitas, vide Apêndi
e
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0 5.30188Figura 3.8: Função de Husimi para χ = 2,5, E = −1.00223, j = 100

0 1.62443 0 15.5268Figura 3.9: Função de Husimi para χ = 0,5, estado fundamental. Esquerda:
j = 10. Direita: j = 100 37



0 6.96678 0 0.826393Figura 3.10: Função de Husimi do estado fundamental, j = 100. Esquerda:
χ = 1,0, Direita: χ = 1,5.3.4 Transição de RegimeÉ possível estabele
er uma relação entre a transição de fase quânti
a e atransição de fase na dinâmi
a 
lássi
a 
orrespondente dada pela bifur
açãode um ponto de equilíbrio em dois e pelo surgimento de uma região de órbitasperiódi
as fe
hadas, 
om uma separatriz asso
iada a um ponto de equilíbriohiberbóli
o3. A a
umulação de níveis no espe
tro quânti
o está asso
iadaao surgimento de uma órbita homo
líni
a, de período in�nito, na dinâmi
a
lássi
a, no sentido em que as duas 
oisas o
orrem em um mesmo valor deenergia. A �gura 3.11 mostra o espe
tro quânti
o em função do parâmetro
χ. O espe
tro forma um � joelho � na região próxima a χ = 1. Este 
ompor-tamento também foi observado no modelo de Lipkin por Heiss e Müller [6℄e 
onsiste numa diminuição da diferença de energia entre níveis adja
entes.Classi
amente, essa a
umulação de níveis está intimamente ligada ao períododas órbitas, 
onforme mostra a �gura 3.13.

3Do ponto de vista da físi
a nu
lear, isso 
orresponde a uma deformação do nú
leodes
rito pelo modelo. 38
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Figura 3.11: Espe
tro da energia (unidades arbitrárias) em função do parâ-metro χ.
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Figura 3.12: Período das órbitas em função da energia para χ = 2,5. Paravalores de E ≤ −1, regime vibra
ional; para E ≥ −1, regime rota
ional.
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Figura 3.13: Diferença de energia entre níveis no espe
tro quânti
o em funçãodo período das órbitas 
lássi
as 
orrespondentes, χ = 2,5. Em (a), regimevibra
ional, em (b) regime rota
ional.
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Capítulo 4O Modelo de Di
ke paraSuper-radiân
iaA Super-radiân
ia é um fen�meno 
oletivo de interação da radiação 
om amatéria. Normalmente, desprezando se interações entre partí
ulas, pode-sepropor ini
ialmente que a taxa de emissão de um agregado de molé
ulas ouátomos seja propor
ional à taxa 
om a qual elas de
aem. Usando o mo-delo usual de de
aimento dN/dt = −γ N , espera-se portanto que a taxa deemissão espontânea seja igualmente propor
ional ao número de molé
ulas noagregado. No entanto, a simpli
idade deste modelo impede que importantesfen�menos 
omo e
os de fotons [30, 31℄ e transparên
ia auto-induzida [32℄possam ser des
ritos adequadamente pela teoria. R. H. Di
ke [11℄ prop�s em1953 um modelo que levava em 
onta a interação das partí
ulas 
om o 
ampoe através dele. Com isso, foi possível des
rever um pro
esso de emissão es-pontânea onde a taxa de emissão varia 
om N2 ao invés de N , indi
andouma 
oerên
ia entre as molé
ulas responsáveis pela emissão.O modelo de Di
ke também apresenta uma Transição de Fase Quânti
aem função do parâmetro de a
oplamento entre matéria e radiação e, assim
omo o modelo de emparelhamento, possui uma Hamiltoniana Clássi
a aná-loga onde há uma 
ontrapartida para essa transição.4.1 O modeloA Hamiltoniana do modelo de Di
ke pode ser es
rita H = Ho + HI , onde
Ho representa a parte separável da Hamiltoniana e HI representa a interaçãoátomo-
ampo. Neste tratamento, 
ada átomo é 
onsiderado um sistema dedois níveis, representando | e 〉 o estado ex
itado e | g 〉 o estado desex
itado.Pode-se então obter a Hamiltoniana de interação somando os termos de in-41



teração de dipolo (U = −p · E) de 
ada átomo 
om o 
ampo:
HI = −

N
∑

i

p̂i · Ê (4.1)onde p̂i = q(x̂iex + ŷiey) é o operador momento de dipolo do i-ésimo átomo,aqui es
rito em termos da 
arga do elétron q e dos operadores posição x̂ e ŷ.O operador 
ampo elétri
o Ê será dado por1 [19℄
Ê(x) =

∞
∑

m

√

ωm
2ǫoV

(am + a†m)um(x) (4.2)sendo am, a†m operadores de 
riação e aniquilação de fótons de freqüên
ia ωm,
om relação de 
omutação [am, a
†
m′ ] = δm,m′ (h̄ = 1); ǫ0 a 
onstante dielétri
ado vá
uo; V o volume no qual o 
ampo elétri
o está quantizado e um(x) umafunção modal que 
arrega a parte espa
ial do 
ampo e satisfaz:

∇2um(x) = −ω2
m/c

2 um(x) ,

∇ · um(x) = 0Como o operador momento de dipolo tem paridade ímpar, sua represen-tação na base de autoestados da Hamiltoniana do átomo só 
ontém termosfora da diagonal, i.e., 〈 e | p̂ | e 〉 = 〈 g | p̂ | g 〉 = 0. Usando a resolução daidentidade | e 〉〈 e |+ | g 〉〈 g | = 1 apli
ada à esquerda e à direita do operador
p̂ mostra-se que este pode ser es
rito em termos das matrizes de Pauli σ±e dos valores esperados pxi = 〈 e | qx̂ | g 〉, pyi = 〈 e | qŷ | g 〉 dos momentos dedipolo entre os os estados | e 〉, | g 〉,

p̂i = (σ
(i)
+ + σ

(i)
− )(pxiex + pyiey) , (4.3)

σ+ = | e 〉〈 g | ; σ− = | g 〉〈 e | .Em termos destas matrizes, a Hamiltoniana de interação passa a ser es-
rita 
omo:
N
∑

i

∞
∑

m

√

ωm
2ǫ0V

(σ
(i)
+ + σ

(i)
− )(a†m + am) ×

×um(xi) · (〈 e | pxi | g 〉ex + 〈 e | pyi | g 〉ey) (4.4)1Versão simpli�
ada para uma polarização linear. Atenderá aos propósitos do modelo.Uma des
rição detalhada é en
ontrada em [33℄
42



e a parte separável H0 possui a forma2
H0 =

∞
∑

m

ωma
†
mam +

1

2

N
∑

i

ω0σ
(i)
z (4.6)onde ω0 é a frequên
ia de transição entre níveis.Pode-se de�nir operadores de spin a partir das matrizes de Pauli,

Jz =
1

2

N
∑

i=1

σ(i)
z (4.7)

J± =
1

2

N
∑

i=1

σ
(i)
± . (4.8)Se os autoestados da Hamiltoniana at�mi
a forem es
ritos 
omo um produtodireto dos estados de 
ada átomo, um autoestado típi
o terá a forma:

|Ψ 〉 = | ↑↑↑↓↓↑↓ · · · ↑↑ 〉. (4.9)
om N+ estados ex
itados e N− estados desex
itados, N+ + N− = N . Háportanto dois números quânti
os j, m que rotulam estes estados de tal formaque sejam satisfeitas as relações:
J2| j m 〉 = j(j + 1)| j m 〉 , Jz| j m 〉 = m| j m 〉 (4.10)sendo J2 = J+J− + J2

z − Jz. O número quânti
o m pode ser interpretadoatravés da igualdade
m =

1

2
(N+ −N−), (4.11)variando entre −j e j, j = N/2. Um autoestado da Hamiltoniana nãoperturbada terá portanto a forma:

|n, m 〉 = |n 〉 ⊗ | j m 〉 , (4.12)que 
orresponde a n fótons no 
ampo e m+ j átomos ex
itados.Se apenas um modo do 
ampo for 
onsiderado e as dimensões o
upa-das pelos átomos forem pequenas 
omparadas 
om o 
omprimento de onda2Para obter a energia total 
ontida no 
ampo, pro
ede-se 
om o 
ál
ulo [33℄
H =

1

2

∫

V

[

ǫ0E
2 + µ−1

0
B2
]

d3r. (4.5)Isso leva a H =
∑

m
(a†

mam + 1/2). O fator 1/2 foi retirado por não afetar as equações demovimento. 43



do modo em questão, todos os átomos do sistema per
ebem efetivamente omesmo 
ampo, e portanto um(xi) → um(x), permitindo que a hamiltonianade Di
ke seja es
rita 
omo:
H = a†a+ ǫJz +

G√
2j

(a+ a†)(J+ + J−) , (4.13)onde
G = 2

√

ρ

ωmǫ0
um(xi) · (〈 e | pxi | g 〉ex + 〈 e | pyi | g 〉ey),

ρ = N/V .A equação (4.13) apresenta um termo (aJ−+a†J+). A interpretação físi
apara este termo é a 
riação de um fóton no 
ampo 
om 
orrespondente ex-
itação at�mi
a. Usando teoria de perturbação, pode-se mostrar [34℄ que no
ál
ulo de taxas de transição, sua 
ontribuição 
ontém um fator (ω0 +ωm)−1.Perto da ressonân
ia, ω0 ≈ ωm, este termo se torna desprezível 
omparado
om o termo 
onservativo (aJ+ + a†J−). Se este termo for des
artado, faz-sea 
hamada aproximação de onda girante, e a Hamiltoniana do modelo passaa ser es
rita 
omo:
HRWA = a†a+ ǫJz +

G√
2j

(aJ+ + a†J−). (4.14)Para este 
aso, há uma 
onservação no número de fótons e átomos ex
itados,
[a†a + Jz, H ] = 0. O fen�meno da super-radiân
ia pode ser mostrado pelo
ál
ulo da taxa de transição at�mi
a:

I = Io|〈 j m | J− | j m+ 1 〉|2 = Io(j +m)(j −m+ 1). (4.15)No 
aso N = 1, o estado | j m 〉 = | 1
2

1
2
〉 terá taxa de transição dada por

I = Io, ou seja, Io representa a taxa de transição de uma partí
ula isolada.Um estado 
omm ∼= 0 terá uma taxa de emissão máxima, sendo propor
ionala N2. Este estado é 
hamado Super-radiante.Fora da aproximação de onda girante, a Hamiltoniana será es
rita 
omo
H = a†a+ ǫJz +

G√
2j

(a†J+ + aJ−).+
G′
√

2j
(aJ+ + a†J−). (4.16)Os valores de G e G′ na Hamiltoniana (4.13) são os mesmos. A Hamiltoniana(4.16) os distinguiu para veri�
ar 
omo os efeitos da aproximação de ondagirante afetam o 
omportamento do sistema.A transição de fase no sentido termodinâmi
o para o modelo de Di
ke foimostrada rigorosamente por Hepp e Lieb [35℄, tendo sido mostrada de formadiferente por Wang e Hioe [36℄ que 
al
ularam a função partição usando osestados 
oerentes de 
ampo no limite N −→ ∞. Os resultados obtidos porestes podem ser resumidos da seguinte forma:44



1. Para G2 ≤ ǫ, não há transição de fase em nenhuma temperatura.2. Para G2 ≥ ǫ, há uma temperatura 
ríti
a dada por
ǫ

λ2
= tanh(

1

2
βcǫ) , βc =

1

kTc
. (4.17)Quando o sistema está abaixo da temperatura 
ríti
a, ele se en
on-tra em uma fase denominada super-radiante, onde densidade média defótons é diferente de zero, i.e.,

〈(

a†a

N

)〉

6= 0 .À medida que se aumenta a temperatura, essa quantia muda des
onti-nuamente quando T = Tc, passando a ser nula.Observando o estado fundamental do sistema (temperatura zero), é possívelidenti�
ar o valor do parâmetro G para o qual passa a existir uma transiçãode fase (no sentido termodinâmi
o). Em parti
ular, pode-se identi�
ar essaTransição de Fase Quânti
a [38℄ através da entropia linear δ = 1−Tr{ρ2
a} doestado fundamental do sistema. Neste 
aso ρa, matriz densidade reduzida, éobtida traçando-se o 
ampo na matriz densidade do estado fundamental.A �gura 4.1 mostra o grá�
o da entropia linear do estado fundamental
omo função dos parâmetros de a
oplamento. Nota-se que no 
aso integrávelhá um aumento abrupto da entropia liner quando G+/ǫ = 1, isto é, nesseponto a derivada de δ em relação a G+ apresenta uma des
ontinuidade, 
a-ra
terizando a transição de fase quânti
a.É possível entender melhor essa transição 
ara
terizada por δ observando-se o grá�
o do espe
tro quânti
o 
omo função do parâmetro G, �gura 4.2.Até o ponto G = 1, no estado fundamental não há fótons no 
ampo ouex
itações at�mi
as, ou seja, 
omo no 
aso integrável há 
onservação donúmero n ≡(Número de fótons + átomos ex
itados), o estado fundamentalé um estado 
om n = 0 e energia E = −jǫ. No entanto, o estado desuperposição

|Λ 〉 =
1√
2

(| 1, −j 〉 − | 0, −j + 1 〉) (4.18)é autoestado da Hamiltoniana de interação 
om autovalor −G, e perten
e aosubespaço de estados 
om n = 1. Quando G > ǫ, a energia deste estado3passa a ser menor que a do autoestado | 0, −j 〉. Para valores de G ainda3No 
aso ressonante ǫ = 1, |Λ 〉 é autoestado da Hamiltoniana total H0 + HI 
omenergia E = −j + 1 − G. 45
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Figura 4.1: Entropia Linear do estado fundamental para j = 9/2, h̄ = 1,em função de G+/ǫ, G+ = G + G′ para os 
asos: (i) Integrável, G′ = 0,linha 
ontínua; (ii) Não-integrável 
om G′ = 0.5, linha pontilhada; (iii) Não-integrável 
om G′ = G, linha tra
ejada.
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Figura 4.2: Espe
tro do modelo no 
aso integrável G′ = 0, j = 9/2, h̄ = 1,em função de G/ǫ. Na legenda, n é o autovalor do operador a†a+ Jz + j. Alinha 
ontínua mostra o grá�
o da entropia linear do estado fundamental emfunção do parâmetro G. As mudanças abruptas desta quantia o
orrem nospontos onde há 
ruzamento de níveis no espe
tro.46



maiores, o
orrem su
essivos 
ruzamentos de nível, o que é representado pelaseqüên
ia de degraus no grá�
o de entropia linear.A diferença entre os 
asos integrável e não-integrável é o 
res
imento suavena entropia do estado fundamental (�gura 4.1). Isso porque a Hamiltoniananão-integrável possui elementos de matriz entre os subespaços de diferentesvalores de n. O autoestado de energia mínima é então uma superposição deestados 
om diferentes valores de n.4.2 Análogo Clássi
oA transição de fase quânti
a observada para a Hamiltoniana (4.13) possui
orrespondên
ia na Hamiltoniana Clássi
a análoga obtida por projeção nosestados 
oerentes |αω 〉 = |α 〉 ⊗ |ω 〉. Essa Hamiltoniana Clássi
a é dadapor:
Hcls = 〈αω |H |αω 〉 =

= |α|2 − jǫ
(

1−|ω|2
1+|ω|2

)

+
√

2j
1+|ω|2 [G(ω∗α + ωα∗) +G′(ω∗α∗ + ωα)]. (4.19)Para simpli�
ar a equação (4.19), faz-se uma projeção estereográ�
a na va-riável ω (assim 
omo foi feito para o modelo de emparelhamento)

ω =

(

j + I1
j − I1

)1/2

eiθ1 (4.20)e es
reve-se a variável α na forma polar
α =

√

I2e
iθ2 . (4.21)Como última simpli�
ação, tomam-se a parte real e imaginária de 
ada va-riável em um par 
an�ni
o4:

q1 =
√

2(j + I1)senθ1 , p1 =
√

2(j + I1) cos θ1 (4.22)
q2 =

√

2I2senθ2 , p2 =
√

2I2 cos θ2 (4.23)Em termos dessas variáveis, a Hamiltoniana se torna:
Hcls(q,p) = ǫ

1

2
(p2

1 + q2
1) + ǫ

1

2
(p2

2 + q2
2) +

+

√

√

√

√

2j − (p2
1 + q2

1)/2

2j
(G+p1p2 +G−q1q2) (4.24)4o fator √2 foi 
olo
ado para que a transformação seja 
an�ni
a47



onde G± = G+G′.As equações de movimento podem ser es
ritas na forma matri
ial:
η̇ = J∇Hcls , (4.25)onde η é o vetor das variáveis e J a matriz simpléti
a, i.e.,

η =











q1
q2
p1

p2











J =











0 0 −1 0
0 0 0 −1

+1 0 0 0
0 +1 0 0











(4.26)Para veri�
ar o análogo da transição de fase quânti
a na Hamiltoniana Clás-si
a, deve-se analisar a 
ondição de equilíbrio, η̇ = 0. Isso leva às seguintesequações:
ǫp2 = −G+

p1√
2j

√

2j − (p2
1 + q2

1)/2 (4.27)
ǫq2 = −G−

q1√
2j

√

2j − (p2
1 + q2

1)/2 (4.28)
p1[4j(ǫ−G2

+) + 2G2
+p

2
1 + q2

1(G
2
+ +G2

−)] = 0 (4.29)
q1[4j(ǫ−G2

−) + 2G2
−q

2
1 + q2

1(G
2
+ +G2

−)] = 0 , (4.30)No 
aso integrável, G+ = G−, as equações (4.29), (4.30) são equivalentes.Existe uma solução trivial para as 
ondições de equilíbrio dada por q1 =
p1 = q2 = p2 = 0. A outra solução é en
ontrada igualando o termo entre
ol
hetes a zero. Essa segunda solução é válida se G2 > ǫ e é dada por

q2
1 + p2

1

2
= j

(

G2 − ǫ

G2

)

;
q2
2 + p2

2

2
≡ |α|2 =

J(G4 − ǫ2)

2G4
. (4.31)A equação (4.31) indi
a um ponto de energia mínima (análogo ao estadofundamental quânti
o) 
om número médio de fótons diferente de zero.No 
aso não-integrável, as soluções são divididas nos seguintes 
asos,
onforme os valores de G±:1. q1 = p1 = q2 = p2 = 0, solução trivial válida para qualquer valor de

G±.2. se p1 6= 0 mas q1 = q2 = 0

p1 = ±
(

2j(G2
+ − ǫ)

G2
+

)1/2

p2 = ∓
(

j(G4
+ − ǫ2)

G2
+

)1/2

, (4.32)válida se G+ > ǫ. 48



3. se q1 6= 0 mas p1 = p2 = 0

q1 = ±
(

2j(G2
+ − ǫ)

G2
+

)1/2

q2 = ∓
(

j(G4
+ − ǫ2)

G2
+

)1/2

, (4.33)válida se G2
+ > ǫ e G2

− > ǫ.O análogo 
lássi
o da transição de fase quânti
a é identi�
ado pela mudançade estabilidade dos pontos de equilíbrio 
itados a
ima. A estabilidade numponto de equilíbrio η0 é dada pelos autovalores da matriz
Hij =

∂2H

∂ηi∂ηj

∣

∣

∣

∣

∣

η0

(4.34)Quando os autovalores são positivos, o ponto de equilíbrio é instável. Quandoos autovalores são negativos, o ponto de equilíbrio é estável. Autovalores 
omsinais diferentes 
ara
terizam um ponto hiperbóli
o. A transição é vista daseguinte forma:
• No 
aso integrável, a origem é estável para G < ǫ. Quando G > ǫ aorigem deixa de ser estável e os pontos dados por

q1 = ±
(

2j(G2
+ − ǫ)

G2
+

)1/2

q2 = ∓
(

j(G4
+ − ǫ2)

G2
+

)1/2

,são estáveis.
• No 
aso não-integrável, quando G+ < ǫ o úni
o ponto de equilíbrio éa origem e é estável. Quando G+ > ǫ, a origem se torna um pontohiperbóli
o e o ponto de equilíbrio dado por q1 = q2 = 0 e

p1 = ±
(

2j(G2
+ − ǫ)

G2
+

)1/2

p2 = ∓
(

j(G4
+ − ǫ2)

G2
+

)1/2

, (4.35)surge, sendo este último estável.Portanto, no 
aso não-integrável o
orre uma bifur
ação tipo ponto de sela, eno 
aso integrável uma bifur
ação do tipo Hopf [3℄.A seguir são mostrados os grá�
os da função de Wigner at�mi
a do estadofundamental antes e depois da transição. A parte negativa na função deWigner do estado fundamental após a transição é uma assinatura quânti
a.Neste 
aso, per
ebe-se que após a transição o estado fundamental se tornaum estado de superposição.Pode-se obter a energia do estado fundamental através da HamiltonianaClássi
a, uma aproximação que se torna exata no limite j → ∞. A 
ompa-ração é feita na �gura 4.8. 49



Atomic WF G=0.5,G’=0.0 J=4.5
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Figura 4.3: Função de Wigner at�mi
a para o estado fundamental antes datransição, 
aso integrável G/ǫ = 0,5; G′ = 0, J = 9/2 e EGS = −4,5.
Atomic WF G=0.25,G’=0.25 J=4.5
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Figura 4.4: Função de Wigner at�mi
a para o estado fundamental antesda transição, 
aso não integrável G/ǫ = 0,25; G′/ǫ = 0,25;, J = 9/2 e
EGS = −4,5.
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Figura 4.5: Função de Wigner at�mi
a para o estado fundamental depois datransição, 
aso integrável G/ǫ = 1,5; G′ = 0, J = 9/2 e EGS = −6,277713.Abaixo, no mesmo grá�
o, projeção das trajetórias 
lássi
as no plano (q1, p1)
om mesmos parâmetros e E = −5,5.
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Figura 4.6: Detalhe para a parte negativa do grá�
o anterior.
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Figura 4.7: Função de Wigner at�mi
a para o estado fundamental depois datransição, 
aso não-integrável G/ǫ = G′/ǫ = 0,75, J = 9/2 e E = −6,102916.Na região em torno da origem a função assume valores negativos. Abaixo,no mesmo grá�
o, projeção das trajetórias 
lássi
as no plano (q1, p1) paraenergia E = −6,0.
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Figura 4.8: Linha tra
ejada: Energia do estado fundamental em função de
G+ = G, 
aso integrável e J = 9/2. Linha 
ontínua: Energia do estadofundamental 
al
ulada pela Hamiltoniana Clássi
a análoga.52



Capítulo 5Con
lusãoEste trabalho versa sobre as analogias 
lássi
o-quânti
as relativas ao fen�-meno de transição de fase para sistemas de uma 
lasse de modelos 
om limite
lássi
o bem de�nido. Do ponto de vista 
lássi
o, no modelo de emparel-hamento mostramos que o ingrediente essen
ial para a separação dos doispossíveis 
omportamentos é a separatriz. Além disto, no limite em que o nú-mero de partí
ulas é su�
ientemente grande, N → ∞, os espe
tros 
lássi
oe quânti
o prati
amente 
oin
idem e para todos os efeitos observáveis sãoindistinguíveis. Este é um aspe
to "experimental"do limite 
lássi
o: o poderde resolução do medidor.No 
aso do modelo de Di
ke que apresenta uma versão integrável e ou-tra não-integrável, mostramos que a transição de fase é muito diferente nosregimes. Essa diferença se manifesta também no análogo 
lássi
o do modelo.
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Apêndi
e ASoluções das equações demovimento da HamiltonianaClássi
a do modelo deEmparelhamentoComo o sistema é unidimensional, integrável, usa-se a Energia das órbitas
omo 
onstante de movimento e realizar a integral de quadratura, en
on-trando assim uma solução (η(t), θ(t)). Combinando a equação (3.18) 
om asequações 
an�ni
as (3.19) e (3.20) resulta em:
α̇ = ±

√

1 + 2χ cos2 α (E +
χ

2
cos2 α). (A.1)Formalmente a solução de (A.1) pode ser obtida 
omo a função inversada integral:

t =
∫ α(t)

0
[1 + 2χ cos2 α (E +

χ

2
cos2 α)]−

1

2dα. (A.2)Para resolver (A.2) usa-se um importante teorema:Toda integral 
om a forma ∫ R(x, y) dx onde R(x, y) é uma função ra
ionalde x e y 
om y2 sendo um polin�mio 
úbi
o ou quárti
o de x de raízes dis-tintas pode ser resolvida analiti
amente em termos de inversas das funçõeselípti
as de Ja
obi.A prova deste teorema é o próprio método pelo qual se obtém as soluçõese pode ser en
ontrada em [29℄. A resolução deste tipo de integrais é de54



fundamental importân
ia no estudo de sistemas dinâmi
os1.Para transformar a integral dada por (A.2) em uma integral elípti
a, faz-se uma mudança para a variável: u = χ cos2 α, o que resulta na integral
I = −2

∫ u′

0
[(1 + 2uE + u2)(uχ− u2)]−1/2du (A.3)

u′ = χ cos2 α′,em seguida o radi
ando (1 + 2uE + u2)(uχ− u2) deve ser transformado numproduto de duas funções S1, S2 
om a forma:
S1 =

1

p2 − q2
[(1−q2)(u−p)2 + (p2−1)(u−q)2] (A.4)

S2 =
1

p2−q2
[q2(u−p)2 − p2(u−q)2] (A.5)

p e q dados por:
p =

−1 −
√

1 + 2Eχ+ χ2

2E + χ
; (A.6)

q =
−1 +

√
1 + 2Eχ+ χ2

2E + χ
. (A.7)Com isso, a integral em (A.3) pode ser es
rita 
omo:

− 2

|p2 − q2|
∫ u′

0

{[

(1−q2)(u−p)2 − (1−p)2(u−q)2
]

[

q2(u−p)2 − p2(u−q)2
]}−1/2

du. (A.8)Em [29℄ en
ontram-se tabelas para resolução desta integral. As funçõeselípti
as inversas sn−1(x, k), 
n−1(x, k) e dn−1(x, k) são de�nidas para x e kno intervalo [0, 1]. Para resolver (A.8) devem ser feitas transformações devariáveis de modo a atender esses 
ritérios. Como p e q dependem da energiae do parâmetro χ, as soluções são divididas nos 
asos mostrados abaixo,sendo:
a = |q/p|, b =

√

(1−q2)/(1−p2);

γ =
−2(p− q)|p|

√
p2 − 1

|p2 − q2| (A.9)1Integrar um sistema dinâmi
o é en
ontrar 
onstantes de movimento para diminuir seusgraus de liberdade e obter as soluções através de quadratura.55



1. Para E < −1 e E < −χ/2:
y = (q−u)/(u−p)

γt =
1

a
dn−1

[

y(t)

a
,

√
a2 − b2

a

]

y(t) = a dn [aγt , √
a2 − b2

a

] (A.10)2. Para E < −1 e E > −χ/2:
v = (u−q)(u−p)

γt =
1

a
dn−1

[

v(t)

a
,

√
a2 − b2

a

]

v(t) = a dn [aγt , √
a2 − b2

a

] (A.11)3. Para E > −1, y = (q−u)/(u−p)

γt =
1√

a2 + b2

n−1

[

v(t)

a
,

b√
a2 + b2

]

v(t) = a 
n [√a2 + b2 γt ,

√
a2 − b2

a

] (A.12)4. Quando E = −χ/2, E < −1 fazemos a transformação u = sen 2α em(A.3) e a integral se torna:
∫ u(t)

0

[

(1 − u2)(1 − χ2

4
u2)

]−1/2

duresultando em:
u(t) = sn [2t , χ

2

] (A.13)5. Quando E = −χ/2, E > −1 a transformação u = (χ sen 2α)/2 em(A.3) resulta em:
u(t) = sn [χt , 2

χ

] (A.14)
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A integral elípti
a 
ompleta
K(k) =

∫ 1

0

[

(1 − t2)(1 − k2t2)
]−1/2 (A.15)determina o período das órbitas, já que sn(x, k) = sn(x+ 4K, k), 
n(x, k) =
n(x + 4K, k), dn(x, k) = dn(x + 2K, k). A �gura 3.12 mostra o o períododas órbitas em função da energia. Há uma divergên
ia em E = −1, energiaque 
orresponde a órbita homo
líni
a.
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