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Resumo

Seja A uma &lgebra sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. A
teoria de representacoes do grupo simétrico S,, possui um papel importante no estudo das
identidades polinomiais de uma algebra A. Neste contexto, associa-se a A uma sequéncia
de S,-caracteres {xn(A)}n>1, chamados de cocaracteres de A, e um problema central
na teoria é determinar a decomposigao de cada x,(A) em caracteres irredutiveis e para
isto, a multiplicidade de cada um destes caracteres deve ser determinada. Nesta tese,
classificamos, a menos de Pl-equivaléncia, as algebras fundamentais cujas sequéncias de
cocaracteres possuem multiplicidades limitadas por um. Como consequéncia, obtemos
uma completa classificacao, a menos de Pl-equivaléncia, de todas as algebras cujos coca-
racteres possuem multiplicidades limitadas por um. Além disso, ampliamos o estudo apre-
sentado das algebras fundamentais com multiplicidades limitadas por um para o contexto
das superalgebras e mostramos que, a menos de isomorfismo, D9 é a tinica superalgebra

Zo-fundamental com Zs-expoente igual a 2 e com Zs-multiplicidades limitadas por um.

Palavras-chave: cocaracter; multiplicidades; algebras fundamentais; identidades polino-

miais.



Abstract

Let A be an algebra over an algebraically closed field of characteristic zero. The repre-
sentation theory of the symmetric group S, plays an important role in the study of the
polynomial identities of an algebra A. In this context, one associates to A a sequence
of S,-characters {x,(A)}n>1, called cocharacters of A, and a central problem is to de-
termine the decomposition of each x,(A) into irreducible characters. In this thesis, we
classify, up to Pl-equivalence, the fundamental algebras whose cocharacter sequences have
multiplicities bounded by one. As a consequence, we obtain a complete classification, up
to Pl-equivalence, of all algebras whose cocharacters have multiplicities bounded by one.
Furthermore, we extend the presented study of fundamental algebras with multiplici-
ties bounded by one to the context of superalgebras and show that, up to isomorphism,
D9 is the only Zs-fundamental superalgebra with Zs-exponent equal to 2 and with Zso-

multiplicities bounded by one.

Keywords: cocharacter; multiplicities; fundamental algebras; polynomial identities.
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Introducao

Nesta tese, consideramos A uma algebra associativa sobre um corpo algebricamente
fechado F' de caracteristica zero e estamos interessados no estudo do espago quociente

b,

Bl =55 1d(A)’

onde P, é o espaco dos polinomios multilineares com n variaveis fixas e Id(A) é o conjunto
formado por todas as identidades satisfeitas por A, o qual é um ideal da &algebra livre
associativa F'(X) gerada pelo conjunto enumerédvel de varidveis X = {x1,z,...} sobre
F.

Desde que o ideal Id(A) é um T-ideal, ou seja, é invariante por todos os endomorfismos
da algebra livre F'(X), é evidente que a a¢ao do grupo simétrico S,, no espago P, induz uma
estrutura de S,-mdédulo no espaco P, (A). O S,-caracter de P,(A) é denotado por x,(A)
e denominado n-ésimo cocaracter de A. Além disso, em caracteristica zero, podemos

escrever

Xn(A) = ZmAXA> (1)

AFn
onde Y, é o S,-caracter irredutivel associado a particao A\ de n e m, é a respectiva

multiplicidade.

Podemos dizer que um dos desafios da Pl-teoria é determinar a decomposicao do
n-ésimo cocaracter de A. Para isto, devemos determinar todas as multiplicidades m
aparecendo em ([I)).

Aqui, estamos interessados em uma situacao particular. Dizemos que uma algebra A
possui multiplicidades limitadas por um se, para todo n > 1 e qualquer particao A\ de n,
a multiplicidade m) do caracter irredutivel x, aparecendo na decomposicao do n-ésimo
cocaracter de A satisfaz m, < 1.

Em [5], Ananin e Kemer caracterizaram os T-ideais das dlgebras A que possuem multi-
plicidades limitadas por um. Especificamente, os autores demonstraram que uma algebra
A possui multiplicidades limitadas por um se, e somente se, A satisfaz uma identidade do
tipo afzy, xa]rs + frafry, 5], onde o, B € F nao sao simultaneamente nulos.

Recentemente, diversos pesquisadores trabalharam na extensao do resultado original

de Ananin e Kemer de 1976 para o contexto de algebras munidas de estruturas adicionais.
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Em 2009, Giambruno e Mishchenko [14] estenderam o resultado de Ananin e Kemer
para o contexto de superalgebras e algebras munidas de involugao.

Em 2018, Giambruno, Polcino Milies e Valenti [17] demonstraram um resultado analogo
para algebras graduadas por um grupo finito. Em 2021, Martino [29] estendeu o resultado
de Ananin e Kemer para superalgebras munidas de involugao graduada ou de superin-
volugao e este resultado foi estendido recentemente em [40] para algebras G-graduadas
munidas de involugao graduada, onde GG é um grupo abeliano finito.

E importante ressaltar que, apesar das caracterizagoes dadas nos trabalhos citados
acima, ainda nao existe, em qualquer um dos contextos citados, uma classificacao das
Pl-algebras com multiplicidades limitadas por um e fomos levados a nos perguntar: é
possivel obter tal classificagao?

Nesta tese, respondemos a questao anterior apresentando uma lista completa das
algebras, a menos de Pl-equivaléncia, com multiplicidades limitadas por um. Esse re-
sultado, que faz parte da referéncia [19], é obtido a partir de descrigbes precisas das
chamadas algebras fundamentais que possuem multiplicidades limitadas por um.

De fato, o conceito de dlgebras fundamentais atualmente vem ganhando cada vez mais
destaque na Pl-teoria. Este conceito foi desenvolvido primeiramente por Kemer [24], em
termos de polinomios alternados que nao sao identidades de A. Recentemente, tal conceito
foi definido em uma linguagem mais atual, que pode ser conferido em [1, [18] e [23].

Considerando A uma élgebra de dimensao finita com uma decomposicao de Wedder-
burn-Malcev dada por A = A + J(A), e s4 como o menor inteiro positivo de modo
que J(A)*a*t = {0}, Giambruno, Polcino Milies e Zaicev [I8] demonstraram que A é
fundamental se, e somente se, para todo n suficientemente grande, existe um S,-caracter
X aparecendo com multiplicidade nao nula em x,(A) de modo que o diagrama de Young
D, associado a A possui exatamente s4 — 1 boxes abaixo das suas dimp A primeiras linhas.

Aqui neste trabalho, primeiramente classificamos as algebras fundamentais com mul-
tiplicidades limitadas por um e, fazendo uso desta classificagdo, encontramos uma clas-
sificagao mais geral através de um fato crucial: toda algebra de dimensao finita é PI-
equivalente a uma soma direta finita de élgebras fundamentais (veja [I], Proposigao
17.2.34).

Apos obter a classificacao procurada no contexto de algebras sem estruturas adicionais,
estendemos o estudo das dlgebras fundamentais com multiplicdades limitadas por um
para o contexto das superalgebras. Lembre-se que uma superalgebra é uma algebra A
sobre F' admitindo uma decomposicdo em dois subespacos A = A®+AD de modo que
A AO L AW AD = AO) ¢ A0 AD 1 AW AO) = AD) | Neste caso dizemos que A é uma

superalgebra com graduacdo (A(®, AM). Além disso, consideramos o espaco

gr PT!L]T
B = praie
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onde Id?"(A) é o Ty-ideal das identidades graduadas de A, o qual é invariante por qualquer
endomorfismo de F(Y U Z), a superdlgebra associativa livre sobre F, que preserva a
graduacao e PY" é o espago dos Zy-polinomios multilineares de grau n.

Temos que o grupo hiperoctaedral Z,?.5,, age naturalmente em P?", o qual induz uma
estrutura de Zs ! S,,-mdédulo no espago

aqr P’I’gr
P = praieray

Denotaremos por x9"(A) o ZlS,-caracter de P9"(A), chamado de Zy-cocaracter de A, e
lembrando que existe uma correspondéncia biunivoca entre Zs ! .S,,-caracteres irredutiveis
e multiparticoes (\) F n, como estamos trabalhando em caracteristica zero, podemos

escrever

X (A) =) moyx s (2)
(A)Fn

onde xx) € 0 ZylS,-caracter irredutivel associado a multiparticao (\) e myyy é a respectiva
multiplicidade.

Analogamente ao caso ordinario, dizemos que uma superalgebra A possui Zs-multi-
plicidades limitadas por um se, para todo n > 1 e qualquer multiparticao (\) de n, a
Zi 1 Sp-multiplicidade my do caracter irredutivel x(y na decomposicao do n-ésimo Z,-
cocaracter de A (como dado em ) satisfaz my < 1.

Em [14], Giambruno e Mishchenko estenderam o resultado de Ananin e Kemer, ca-
racterizando as superalgebras com Z,-multiplicidades limitadas por um através de Zo-
identidades satisfeitas pela superdlgebra. Especificamente, os autores demonstraram
que A possui Zs-multiplicidades limitadas por um se, e somente se, existem constan-
tes a,8,7,6 € F, (o, B) # (0,0) e (7,0) # (0,0), de modo que ay122 + Bzoy1, YY1[y1, yo] +
Oly1, y2lyr € 1d7"(A).

Observamos que, considerando a situagao acima, a Zs-identidade yyi [y1, ya]+3[y1, yo]t1
garante que A(®) é uma dlgebra com multiplicidades limitadas por um. Assim, o estudo
das superalgebras com Zs-multiplicidades limitadas por um consiste no estudo das su-
perédlgebras cuja componente par é Pl-equivalente a alguma das algebras da classificagao
correspondente no caso ordinario.

Nesse sentido, estendemos o estudo das algebras fundamentais para o contexto das su-
peralgebras, definindo as chamadas superélgebras Z,-fundamentais para obter informacgoes
sobre as superalgebras com Zs-multiplicidades limitadas por um. Um dos resultados que
provamos é que se A é uma superalgebra de dimensao finita com Zs-multiplicidades limi-
tadas por um, entao o Zsy-expoente de A é menor ou igual a 2.

Contribuimos com resultados originais, dentre os quais, demonstramos que se D9" é

a dlgebra F + cF, ¢ = 1, com graduagao (F,cF') entdao, D" é, a menos de isomorfismo,
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a Unica superdlgebra Zs-fundamental com Zs-multiplicidades limitadas por um com Z-
expoente igual a 2. Além disso, discutimos alguns resultados para o caso em que o
Zo-expoente ¢ igual a 1.

Para alcancar os nossos objetivos, organizamos a tese em quatro capitulos.

O primeiro capitulo retine definigoes e resultados essenciais da Pl-teoria que servirao
de base para as discussoes desenvolvidas nos capitulos posteriores.

No segundo capitulo, apresentamos o resultado principal dessa tese, ou seja, apresen-
tamos a classificagao completa das dlgebras com multiplicidades limitadas por um.

No terceiro capitulo, estendemos a discussao para o contexto de superalgebras. Mos-
tramos que resultados acerca de algebras fundamentais se comportam de modo analogo
quando consideramos as chamadas algebras Z,-fundamentais. Além disso, demonstramos
que D9 é, a menos de isomorfismo, a tnica superalgebra Z,-fundamental com multiplici-
dades limitadas por um e Zs-expoente 2.

No ultimo capitulo, fazendo uso da classificacao dada no contexto ordinario, apresen-
tamos a solucao para o problema de classificacao considerando uma das possibilidades
para a componente par. Neste caso, classificamos as superdlgebras de dimensao finita
com Zy-multiplicidades limitadas por um e exp?"(A) = 1 tais que A©® ¢é Pl-equivalente a
F @& N, onde N é uma superalgebra nilpotente. Por fim, discutimos problemas que estao
sendo tratados em pesquisas em andamento, os quais deverao compor trabalhos futuros
relacionados a esta tese na intencao de concluir a classificagao geral de superalgebras com

Zo-multilicidades limitadas por um.



Capitulo 1
Generalidades

Este capitulo é dedicado a apresentacao de conceitos e resultados essenciais da Pl-teoria
que constituem a base para o desenvolvimento dos capitulos seguintes. Na primeira secao,
discutiremos o caso ordindario, correspondente a algebras sem estrutura adicional. Na
segunda se¢ao, ampliaremos os conceitos e resultados para o contexto de superalgebras,

estabelecendo as conexoes necessarias para o desenvolvimento desta tese.

1.1 Algebras e cocaracteres

Ao longo do texto, F' denotara um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero
e F(X) denotara a algebra livre no conjunto enumeravel de varidveis X = {x1,zs,...}
sobre F'.

Recordemos que, se A é uma F-algebra associativa e f = f(z1,...,2,) € F(X) é um
polinémio tal que f(ay,...,a,) = 0, para todos ay,...,a, € A, entdo dizemos que f é
uma identidade polinomial de A e escrevemos f =0 em A. Neste caso, também dizemos
que A satisfaz f. Além disso, A é dita uma PI-dlgebra se satisfaz algum polinomio nao
nulo em F(X).

Denotaremos por Id(A) o T-ideal de A, ou seja,

Id(A) ={f e F(X)| f=0em A}.

Denotaremos também por var(A) a variedade gerada por A, ou seja, var(A) é a classe
de todas as algebras satisfazendo as identidades de A. Se A e B sao algebras satisfazendo
as mesmas identidades, isto é, se Id(A) = Id(B), entao temos var(A) = var(B) e, neste
caso, escrevemos A ~p B.

Observamos que Id(A) é um T-ideal de F(X), ou seja, é invariante por qualquer
endomorfismo de F(X). Além disso, Kemer [25] mostrou que, em caracteristica zero,
Id(A) é finitamente gerado como T-ideal. Se fi,..., f,. s@o geradores de um T-ideal I,

denotaremos este fato por I = (f1,..., fi)r.
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E bastante conhecido que, utilizando o processo de multilinearizacao, é sempre possivel
encontrar uma identidade multilinear a partir de uma identidade qualquer de A.
Assim sendo, consideramos o espaco P, dos polinomios multilineares em n variaveis,
isto é,
P, = spanp{z,q) - Tom) | 0 € Sp}.

A partir disso, definimos o espaco quociente

PTL
Bl = o mqaiay

Observe que o valor numérico dado pela dimensao de P, (A) nos fornece informagoes

sobre o comportamento das identidades de A. Diante deste fato, em 1972, Regev [39]

definiu a sequéncia de codimensoes de A, objeto da nossa proxima definicao.

Definicao 1.1.1. Seja A uma dlgebra e n > 1 um inteiro. A n-ésima codimensdao de A
¢ o inteiro nao negativo

cn(A) = dimp P,(A).

A sequéncia {c,(A)}n>1 € denominada sequéncia de codimensoes de A. Se V = var(A),
entdo definimos ¢, (V) = ¢,(A).

Como exemplo, se UT, é a dlgebra de matrizes triangulares superiores 2 X 2 e G =
(1,e1,€9,... | e;ej = —eje;) é a édlgebra de Grassmann unitaria de dimensao infinita,
entao c,(UTy) = 2" Yn — 2) +2 e ¢,(G) = 2", para todo n > 1 (veja 28] e [27],
respectivamente). Deste modo, vemos que as sequéncias de codimensoes de G e de UTs
crescem exponencialmente.

Um fato bastante conhecido é que se, A satisfaz uma identidade nao nula, entao a
sequéncia {c,(A)},>1 ¢ limitada exponencialmente (veja [39]), ou seja, existem constan-
tes «, f tais que ¢,(A) < af", para todo n > 1. Além disso, Giambruno e Zaicev
demostraram que o limite lim {/¢,(A) existe e é um inteiro nao negativo. De fato, eles
provaram o seguinte. i
Teorema 1.1.2 (Veja [22], Proposicoes 1 e 2). Seja A uma dlgebra sobre um corpo F de
caracteristica zero satisfazendo uma identidade polinomial nao-nula. Entdo existem um

inteiro nao negativo d e constantes Cy > 0, Cs, t1 e ty tais que
Cin"d" < ¢, (A) < Cyn™d™.

De acordo com o teorema anterior, temos nh_)n()lo Vcn(A) = d e denominaremos este
inteiro por Pl-exponente de A, denotado exp(A).

Além disso, em [22], os autores apresentaram um método para o célculo do PI-expoente
de uma algebra de dimensao finita. Para apresentar esse resultado, necessitamos primeira-

mente falar da decomposi¢ao de Wedderburn-Malcev de uma &lgebra de dimensao finita.
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Para duas dlgebras A e B, denotaremos por A® B a sua soma direta no sentido de algebras

e por A+B a sua soma direta no sentido de espacos vetoriais.

Teorema 1.1.3 (Veja [2I], Teorema 3.4.3). Sejam A wma dlgebra de dimensao finita
sobre F' e J(A) o seu radical de Jacobson. Entdo, existe uma subdlgebra semissimples
mazximal B de A tal que A = B+J(A).

Além disso, lembre-se que se F' é um corpo algebricamente fechado, entao toda dlgebra
simples de dimensao finita ¢ isomorfa a uma algebra de matrizes M, (F), para algum n > 1.
A seguir, apresentamos um método bastante pratico para se calcular o Pl-expoente de

uma algebra de dimensao finita.

Lema 1.1.4 (Veja [22]). Seja A uma dlgebra de dimensdo finita e considere A = By &
-+ @& B,+J(A) uma decomposicao de Wedderburn-Malcev de A, onde B; € simples, para
todov=1,...,q. Entao,

exp(A) = max{dimp A;, & --- D A;_},

onde as A;’s sao dlgebras distintas no conjunto {By,..., By} satisfazendo a condigao

Ay JALT -+ Ay JA;, # {0}

Ainda no contexto das algebras de dimensao finita, a decomposicao do radical de
Jacobson constitui uma ferramenta fundamental para o estudo de algebras cuja parte
semissimples apresenta apenas uma componente simples. Por essa razao, apresentamos

tal decomposi¢ao no proximo lema.

Lema 1.1.5 (Veja [11]). Seja A uma dlgebra de dimensdo finita e suponha que A = B+J,
onde B € uma dlgebra simples e J € o radical de Jacobson de A. FEntao J pode ser

decomposto como uma soma de B-bimodulos
J = Jo1+Jro+J11+Joo,

tal que, para i € {0,1}, Jix € um mddulo fiel a esquerda ou um 0-mddulo a esquerda de
acordo com i =1 ou 1 = 0, respectivamente. Analogamente, J;. € um mdodulo fiel a direita

ou um 0-maodulo a direita de acordo com k =1 ou k = 0, respectivamente.

Claramente, se A é uma algebra satisfazendo as hipéteses do lema anterior e 1z é a

unidade de B, entao
lgalg = a, 1gb=b e clg=c,

para quaisquer a € Ji1, b € Jig e ¢ € Jy1. Além disso, blg =0 e 1gc = 0.
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Lembre-se que uma algebra A tem crescimento polinomial (da sequéncia de codi-
mensoes) se sua sequéncia de codimensoes é limitada polinomialmente, isto é, se existem
constantes ¢, k tais que ¢,(A) < gn¥, para todo n > 1. Pelo Teorema , observamos
que a sequéncia de codimensées {c,(A)},>1 ¢ limitada polinomialmente se, e somente
se, exp(A) < 1. Kemer, em [20], foi o primeiro a caracterizar algebras com crescimento

polinomial, provando o seguinte teorema.

Teorema 1.1.6. Seja A uma dlgebra. Entao, {c,(A)}n>1 € limitada polinomialmente se,

e somente se, G, UTy(F) ¢ var(A), ou seja, Id(A) ¢ 1d(G) e Id(A) ¢ 1d(UTy).

Pelo teorema anterior, temos que exp(A4) > 2 se, e somente se, Id(A4) C Id(G) ou
Id(A) C Id(UT3). Além disso, como consequéncia deste teorema, temos que a sequéncia
de codimensoes de uma PI-dlgebra ou é polinomialmente limitada ou cresce exponencial-
mente.

Se A é uma algebra e n é um inteiro positivo, é bastante conhecido que a agao de S, em
P, induz uma estrutura de S,-médulo em P,(A). O S,-caracter de P,(A) é denotado por
Xn(A) e denominado n-ésimo cocaracter de A. Logo, como existe uma correspondéncia
biunivoca entre S,-caracteres irredutiveis e particoes A - n, podemos escrever

Xn(A) = Zm/\XA7 (1.1)

AFn
onde ) representa o caracter irredutivel associado a particao A - n e m) > 0 representa
a respectiva multiplicidade.
A sequéncia de cocaracteres de uma algebra pode dar informagoes mais precisas sobre
as identidades satisfeitas por uma algebra. De fato, o proximo teorema, devido a Ananin
e Kemer, mostra que o conhecimento das multiplicidades na decomposicao de x,,(A) pode

fornecer dados sobre polinomios em Id(A).

Teorema 1.1.7 (Veja [21], Teorema 7.3.5). Dada uma dlgebra A, temos my < 1, para
todo n > 1 e para todo X = n se, e somente se, existem constantes o, [ € F ndao

simultaneamente nulas, tais que
alxy, xe]re + Bro[ry, 2] € Id(A). (1.2)

Vamos dizer que uma algebra A possui multiplicidades limitadas por um se esta satisfaz
as hipoteses do teorema anterior, ou seja, se para todo n > 1 e toda particao A F n, a
multiplicidade m, do caracter irredutivel x, na decomposicao do n-ésimo cocaracter de
A satisfaz my < 1. Apesar da grande importancia do teorema anterior, o problema de
classificar, a menos de Pl-equivaléncia, as dlgebras com multiplicidades limitadas por um
nao havia sido resolvido até entao. A solucao deste problema sera apresentado no Capitulo
2 desta tese e faz parte do trabalho [19].

E importante observar que a decomposicao dada em (|1.1f) motiva a seguinte definicao.
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Definicao 1.1.8. Seja A uma dlgebra. Entao o n-ésimo cocomprimento de A € o inteiro

A-n

nao negativo

Se A e B sao édlgebras tais que Id(A) C Id(B), entao P,(B) ¢é isomorfo a um mdédulo
quociente de P,(A). Logo, se xn(B) = >y, MaXxx € Xn(A) = >, MiXx, entao, neces-
sariamente, my < m/, e, neste caso, escrevemos simplesmente y,,(B) < x,(4).

Observe que, em geral, nao é verdade que duas algebras que apresentam a mesma
sequéncia de cocaracteres satisfazem as mesmas identidades polinomiais. Entretanto,
essa implicagao mostra-se verdadeira se os T-ideais correspondentes estao contidos um no
outro. De fato, suponha que Id(A) C Id(B) e xn(A) = xn(B), para quaisquer n > 1.
Como Id(A) C Id(B), segue que P,(B) é isomorfo a um quociente de P,(A), o que, por sua
vez, implica que P, NId(A) = P,NI1d(B), para qualquer n > 1. Portanto, Id(A) = Id(B).

Destacamos que, se V é uma variedade de algebras, entao definiremos exp(V) :=
exp(A) e [,(V) :=1,(A), onde A é uma algebra tal que var(A) = V.

A seguir, enunciamos um resultado que fornece diversas caracterizacoes para as algebras

de crescimento polinomial.

Teorema 1.1.9 ([2I], Teorema 7.2.14). Seja V uma variedade de dlgebras. As sequintes

condicoes sao equivalentes:
1. ¢,(V) < an', para algumas constantes «, t;
2. exp(V) < 1;
3. G.UT, &V;

4.V =war(A), onde A= By @---® B, com By,...,B,, dlgebras de dimensao finita
tais que dimp B;/J(B;) < 1, para todo i =1,...,m;

5. Emiste uma constante q tal que

Xn<A): Z maxXa

AFn
n—A1<q

para todo n > 1.

Além do papel destacado no teorema anterior, relembramos aqui que a algebra de
Grassmann de dimensao infinita desempenha uma outra fungao central na Pl-teoria, pois
permite identificar quando uma variedade pode ser gerada por uma algebra de dimensao

finita. Esse resultado é enunciado no teorema a seguir.
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Teorema 1.1.10 ([21], Teorema 7.2.4). Se V € uma variedade de dlgebras, entdo ou

G eV ouV € gerada por uma dlgebra de dimensao finita.

Além disso, o T-ideal e a n-ésima codimensao de G ja foram estudados e sao apresen-

tados no préximo lema.
Lema 1.1.11 (Veja [27] e [36]). Temos que:

1. 1d(G) = ([z1, o, x3))T;
2. xn(9) = ZX(j,l"*jﬁ n =1
j=1

Por fim, seja t > 1 e considere G; como a algebra de Grassmann unitaria de dimensao
finita com ¢ + 1 geradores. Logo, G, é a subélgebra de G gerada por {1, ey, es,...,¢;}. Em
2008, La Mattina classificou as subvariedades da variedade gerada por G. Apresentamos

este resultado como o préximo teorema.

Teorema 1.1.12 ([32], Teorema 23). Seja A uma dlgebra tal que A € var(G). Entdo
A~y N ouAr~p GouAr~p BEN, onde B € {C,Gor, | k> 1}, onde C € uma dlgebra

comutativa nao nilpotente e N € uma dlgebra nilpotente.

1.2 Superalgebras e Zs-cocaracteres

Recordemos que uma algebra A é uma superdlgebra se A pode ser escrita como a soma

direta de dois subespacos A = A@+AM de modo que
A@ A0 L AW AQ) = AO) o A0 gD L AD) AO) — AO)

Isto significa que A é uma algebra Zsy-graduada e, neste caso, diremos simplesmente
que A é uma superalgebra com graduacio (A®, AM),

Os subconjuntos A e AM sio chamados, respectivamente, componente homogénea
par e componente homogénea fmpar de A. Denominaremos os elementos de A® e A®
por elementos homogéneos de grau 0 e de grau 1, respectivamente. Diremos que uma
subélgebra B de A é uma Zy-subélgebra se B = (BN A®)+(BNAM). De modo anélogo,
definimos um ideal I de A como um Zs-ideal quando I = (I N AD)+(I N AD). Um
exemplo de um Zs-ideal de uma superdlgebra A é o seu radical de Jacobson J(A).

Claramente, toda dlgebra A é uma superélgebra com graduacao (A, {0}) e, neste caso,
diremos que A é uma superalgebra com graduacao trivial e nao faremos distincao de
notagao entre A como algebra e A como superalgebra com graduagao trivial.

Denotaremos por G9" a algebra de Grassmann com graduagao (G, G, ), onde

gozspanF{l,eil---ei% | 1 S’Ll < - <Z2]€, ]CZ 1}7
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Ql = SpanF{eil C ot Cigy g ‘ 1<y <o < Z‘Qkfl; k> 1}

Além disso, denotaremos por e;; € M, (F') as matrizes elementares usuais e por UT§" a
algebra UTy com graduacao (Fej; + Fegy, Fejp). Considerando D = F+cF,onde ¢? =1,
denotaremos por D" a algebra D munida da graduacao (F,cF).

Lembre-se que a algebra livre associativa F'(X) possui estrutura de superalgebra. De
fato, considere X como a uniao disjunta de dois conjuntos enumeraveis ¥ = {y1,y2...}
e Z ={z1,2,...}. Definimos os subespacos F e F1) como os subespacos de F(Y U Z)
gerados por todos os monomios com uma quantidade par de variaveis em Z e por todos
os monomios com uma quantidade impar de varidveis em Z, respectivamente. A partir de
agora denotaremos a superalgebra F'(Y U Z) apenas por F e denominaremos os elementos

de F por Zsy-polindomios.

Dada uma superélgebra A, dizemos que um Zo-polinémio f(y1, ..., Yn, 21, -+, 2m) € F
é uma Zo-identidade de A se, para quaisquer aq,...,a, € A® e by,..., b, € AV, temos
que f(a,...,an, by,...,by) =0. Denotaremos o conjunto de todas as Zs-identidades de

A por I1d?"(A). Além disso, denotaremos por var? (A) a supervariedade gerada por A, ou
seja, var? (A) é a classe de todas as superélgebras satisfazendo as Zs-identidades de A.
Se A e B sao superalgebras tais que A e B satisfazem as mesmas Zs-identidades, entao
vard"(A) = vard (B) e, neste caso, denotaremos A ~r, B.

Observamos que 1d?"(A) é um T5-ideal de F, ou seja, é invariante sob qualquer endo-
morfismo de F que preserva a graduagao. Se fi, ..., f,, sao geradores de um Th-ideal I de
F, entao denotaremos este fato por I = (f1,..., fu)1,-

Os Ty-ideais das superalgebras G, G, UTy, UTY" e D" ja foram estudados e compoem

o lema a seguir.
Lema 1.2.1 (Veja [15], [16], [41]). Temos que
1. 1d"(UTy) = ([y1, vol[y3, va, 2) 1 5
2. 1d7(G) = {[y1, y2, Ys), 2) 1y
8. 19" (D) = ([y1, y2l, [, 2, [21, 22]) 1 5
4. W7 (UTS") = ([y1, 2 2122)m 5
5. 1d9(G9") = ([y1, val, [y, 2], 2122 + 2221) 1, -

Como pode ser visto em [§], temos que, em caracteristica zero, Id9"(A) é comple-
tamente determinado pelas suas Zs-identidades multilineares. Denotaremos por PJ" o

espago vetorial gerado pelos Zs-polinomios multilineares de grau n de F, ou seja,

Pgr — Spanp{wa(l) e wa(n) | wa(i) = 7Y; ou wg(i) = Zi, 1= ]., e 771}.
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Logo, podemos definir o espago quociente
P
P/ (A) = —(————.
v () Py N1d7"(A)
Analogamente ao caso ordindrio, o valor numérico dado pela dimensao de P?"(A)
nos fornece informacoes sobre o comportamento das Zs-identidades de A. Diante disto,

definimos a sequéncia de Zs-codimensoes de A.

Definicao 1.2.2. Sejam A uma superdlgebra e n > 1 um numero inteiro. A n-ésima

Zo-codimensao de A € o inteiro nao negativo
cI"(A) = dimp PI"(A).

A sequéncia {c9"(A)}n>1 € denominada sequéncia de Zo-codimensoes de A. Se V =
vard"(A), entao definimos c9"(V) = ¢, (A).

E f4cil ver que, como as superalgebras G e UT; possuem graduacao trivial, entao
I(G) = 2"V e 9"(UTy) = 2" 1 (n — 2) + 2. Além disso, temos que ¢4 (G9") = 2" e
cI"(D9") = 2™ (veja [16] e [15]). Deste modo, vemos que as sequéncias de Zs-codimensoes
de G, G, UT, e DI crescem exponencialmente. Além disso, por [41], a sequéncia de
Zo-codimensoes de UTy" também cresce exponencialmente.

Dizemos que a sequéncia de Zs-codimensoes de uma superalgebra A é limitada expo-
nencialmente se existem constantes «, § tais que ¢ (A) < af", para todo inteiro positivo
n. Observamos que o fato de uma superalgebra A satisfazer alguma Zs-identidade polino-
mial nao trivial ndo implica, em geral, que ¢9"(A) seja exponencialmente limitada. De fato,
um contraexemplo imediato é dado por A = F(X) com a graduagao trivial. Temos que A
satisfaz a Zs-identidade z = 0, mas claramente ¢"(A) nao é limitada exponencialmente.

Porém, Giambruno e Regev demonstraram o seguinte resultado.

Lema 1.2.3 (Veja [20]). Sejam A uma superdlgebra que satisfaz uma identidade ordindria

nao trivial e n > 1 um nimero inteiro. Entdo

cn(A) < I7(A) < 2%, (A).

— n

Logo, como consequéncia do lema anterior, vemos que se A é uma superalgebra que
satisfaz alguma identidade ordindria nao nula, entdao a sequéncia de Zs-codimensoes de
A é limitada exponencialmente. Neste contexto, Giambruno e La Mattina demonstraram

que o limite lim {/¢f (A) existe e é um inteiro nao negativo.
n—oo

Teorema 1.2.4 (Veja [10], Teorema 2). Seja A uma superdlgebra e suponha que A sa-
tisfaz alguma identidade ordindria nao nula. Entao, existem um inteiro nao negativo d e

constantes C7 > 0, Cy, t1 ety tais que

Cin"d" < c9"(A) < Con2d".
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Denominamos o limite nh_>r20 V& (A) como Zg-expoente de A e o denotamos por
exp? (A). Além disso, se A é uma superalgebra de dimensao finita, os autores apre-
sentaram um método para o calculo de exp9”(A).

Para apresentarmos este resultado, necessitaremos estender a decomposicao de We-
dderburn-Malcev para o contexto de superalgebras. Para isso, fixemos uma notacao.
Assim como no contexto ordindrio, para duas superalgebras A e B, optamos por denotar

por A ® B a sua soma direta no sentido de superdlgebras.

Teorema 1.2.5 (Veja [21], Teorema 3.5.4). Sejam A uma superdlgebra de dimensao finita
sobre F' e J(A) o seu radical de Jacobson. Entao, existe uma Zo-subdlgebra semissimples
mazimal B de A tal que A = B+J(A).

A seguir, apresentamos um método para se calcular o Zs-expoente de uma superdlgebra

de dimensao finita.

Lema 1.2.6 (Veja [10]). Seja A uma superdlgebra de dimensao finita e considere A =
B & - & B4 J(A) uma decomposicao de Wedderburn-Malcev de A como superdlgebra,

onde B; é uma superdlgebra simples, para todo v =1,..., q. Entao,
exp? (A) = max{dimp A;, & --- D A, },

onde as A;,’s sao superdlgebras distintas no conjunto { By, ..., B,} satisfazendo a condi¢do
Ay JAL T -+ A JA;, #{0}.

Ainda no contexto das superalgebras de dimensao finita, podemos, naturalmente, es-

tender a decomposicao do radical de Jacobson, conforme vemos no préximo resultado.

Lema 1.2.7 (Veja [12], Lema 1). Seja A uma superdlgebra de dimensdo finita e suponha
que A = B+J, onde B € uma superdlgebra simples e J é o radical de Jacobson de A.

Entao J pode ser decomposto como uma soma de B-bimodulos Zs-graduados
J = Jor+Jro+J11+Joo,

tal que, para i € {0,1}, Ji € um mddulo Zy-graduado fiel a esquerda ou um 0-mddulo
Zo-graduado a esquerda de acordo com i =1 ou i = 0, respectivamente. Analogamente,
Jir. € um modulo Zo-graduado fiel a direita ou um 0-mddulo Zs-graduado a direita de

acordo com k =1 ou k = 0, respectivamente.

Agora, lembre-se que uma superalgebra A tem crescimento polinomial (da sequéncia
de Zy-codimensoes) se sua sequéncia de Zg-codimensodes é limitada polinomialmente, isto
é, existem constantes ¢,k tais que ¢ (A) < gnF, para todo inteiro positivo n. Pelo
Teorema [1.2.4] observamos que a sequéncia de Zj-codimensées {cg"(A)},>1 ¢ limitada
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polinomialmente se, e somente se, exp? (A) < 1. Além disso, em [16], Giambruno, Mich-
chenco e Zaicev caracterizaram as superalgebras de crescimento polinomial via exclusao

de superalgebras da variedade. Apresentamos este resultado como o proximo teorema.

Teorema 1.2.8 (Veja [16], Teorema 2). Uma superdlgebra A possui crescimento po-

linomial de sua sequéncia de Zo-codimensoes se, e somente se, G, G UTy, UTY",
D9 & vard"(A).

Agora, considere Zs; = {£1} como o grupo multiplicativo de ordem 2 e S,, como
o grupo simétrico no conjunto {1,...,n}. Definimos o grupo hiperoctaedral Zy S, =
{(a1,...,an;0) |0 € Sy, a; € Zo,i = 1,...,n} com multiplicagdo dada por

(al, . ,an,a)(bl, . ,bn,ﬁ) = (albg—l(l), . ,anbg-l(n);aﬁ).

Temos que Zy .S, age em PJ" com acgao a esquerda definida do seguinte modo: se
k= (ai,...,an,0) € Zy ! Sy, entdo ky; = y; e kz; = z; ou —z; de acordo com a;, para
v =1,...,n. Logo, dada uma superalgebra A, como PJ" possui estrutura de Zy?S,,-médulo
e como Id?"(A) é invariante por todos os endomorfismos que preservam a graduagao, temos
que

gr P’Ig{r
B = prate @

é um Zo ! S,-moédulo. Denominamos o Zs ! S,-caracter associado correspondente por
n-ésimo Zy-cocaracter de A e o denotamos por y7"(A).

Dados n > 1 e r < n inteiros nio negativos, consideramos A9 + r, XM - n —r e
denotamos o par de particoes (A, (V) por (). Tal par é dito uma multiparticdo de n
e escrevemos (\) F n.

Lembre-se que existe uma correspondéncia biunivoca entre Zs ! S,-caracteres irre-
dutiveis e multipartices (A) = (A®, A1) de modo que A® + r e A\ - n —r para
r=1,...,n (veja [21]).

Denotaremos por x(ny 0 ZsalS,-caracter irredutivel associado a (A). Além disso, se r e
s sdo inteiros ndo negativos e (A) = (A A1) é uma multiparticdo de modo que A F r
e MO | 5, adotaremos as notacdes |A?| = r e |]\1)| = s. Assim, nesse caso, (\) é uma
multiparticao de [\ 4+ [AM| =7 + 5. Logo, temos que

X9 (A) = Z LAY X (A) 5 (1.3)
A [+ A0 |=n
onde myy ¢ a respectiva multiplicidade do Zsy ? Sy-caracter irredutivel x (). Na proxima

definicao, estendemos o conceito de cocomprimento para o contexto de superalgebras.

Definicao 1.2.9. O n-ésimo Zs-cocomprimento de uma superdlgebra A € o inteiro nao

negativo

lgT(A) = Z m<>\>.
(ANFn
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Perceba que, assim como no contexto ordinério, se A e B sao superalgebras tais que
1d7"(A) € 1d¥(B), entao se xi'(B) = Xy mnX(y € X0 (A) = 2 oyen My X, De-
cessariamente, m(, < m(, e, neste caso, escrevemos simplesmente x3'(B) < x§"(A).
Além disso, também ¢ facil ver que, se Id9"(A) C Id"(B) e x7'(A) = x¥(B), entao
[d"(B) = 1d"(A).

As superalgebras G9" e D9 desempenham um papel central nesse trabalho. As
sequéncias de Zy-cocaracteres dessas superdlgebras foram dadas em [15] e [16], de acordo

com o proximo lema.

Lema 1.2.10. Seja n > 1 um inteiro. Entao

n

XD = Xy € XE(GT) =D X
=0

=0
Por fim, apresentamos um resultado bastante conhecido que serd importante neste

trabalho e que pode ser visto, por exemplo, como consequéncia dos Teoremas 11.4.2 e
11.4.3 de [21] juntamente com [2].

Teorema 1.2.11. Uma supervariedade V é gerada por uma superdlgebra de dimensao

finita se, e somente se, G,GI" & V.
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Capitulo 2
A classificacao no caso ordinario

Neste capitulo, apresentaremos a classificacao das algebras com multiplicidades limitadas
por um. Os resultados aqui presentes estao divididos em duas secoes e fazem parte da
referéncia [19]. Na primeira segdo, introduzimos as dlgebras fundamentais, descrevemos
resultados sobre essa importante classe de dlgebras e veremos que elas fazem um papel
destacado na classificacao estabelecida. Na segunda secao, apresentamos o resultado
principal desta tese, ou seja, apresentamos a classificacao das algebras com multiplicidades

limitadas por um.

2.1 Algebras fundamentais

As algebras fundamentais foram estudadas inicialmente por Kemer [24] e desempenham
um papel central na demonstracao de seu célebre teorema da representabilidade, o qual
afirma que, se A é uma &algebra finitamente gerada sobre um corpo F' de caracteristica
zero, entao existe uma algebra de dimensao finita B sobre uma extensao K de F' de modo
que var(A) = var(B).

Em seus trabalhos, Kemer definiu as algebras fundamentais utilizando-se de polinémios
alternados. Aqui, utilizaremos conceitos mais atuais e faremos uso, principalmente, de
uma caracterizacao das algebras fundamentais dada por Giambruno, Polcino Milies e
Zaicev em [I§].

Primeiramente, vamos considerar A como uma algebra de dimensao finita sobre um
corpo algebricamente fechado F' e estabeleceremos algumas notacoes que serao usadas ao
longo de todo o texto.

Consideremos A = A+.J(A) uma decomposicio de Wedderburn-Malcev de A, onde
A=A @ - @A, cada A; é uma algebra simples, e J(A) é o radical de Jacobson de A.
Temos que o radical de Jacobson J(A) é um ideal nilpotente de A e vamos denotar por

s4 0 menor inteiro nao negativo tal que J(A)*a*t = {0},
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Para definirmos algebras fundamentais, necessitamos de mais alguns objetos gerais que
apresentaremos agora, de acordo com a definigdo dada em [3], que é equivalente aquela
que foi dada por Kemer.

Vamos considerar que A nao é simples e que r = dimpJ(A). Definimos a algebra
A" = AxF(zy,...,2,) que é o produto livre de A e a dlgebra associativa livre F(zy, ..., z,).

Agora, seja I o ideal de A’ gerado por todas as avaliacoes de identidades polinomiais
de A por elementos de A’ e denote por A a dlgebra quociente A’/I. Definimos ainda o
ideal K de A gerado pelas variaveis zy, ..., x,, e a algebra A, como a algebra quoci-
ente A/K®4. Claramente, A/K*4 satisfaz todas as identidades polinomiais de A. Além
disso, no proximo lema, vemos que a algebra A, satisfaz condi¢oes dadas pelo préximo

resultado.

Lema 2.1.1 (Veja [3], Proposigao 7.5). As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:
1. A, possui dimensao finita;
2. J(As, ) = {0}

Lembrando a decomposicdo de A em componentes simples A = A; @ --- @ A,, para

cada i € {1,...,q}, definimos
Bi=A® @A 1A D - DA+I(A).
Enfim, estamos em condigoes de definir as algebras fundamentais.

Definicao 2.1.2. Uma dlgebra de dimensao finita A € fundamental se ou A € simples ou

0 (s

Observamos que, de acordo com a definicao anterior, algebras nilpotentes de dimensao
finita sao fundamentais. A seguir, temos um primeiro exemplo de uma algebra funda-
mental que nao ¢é simples e nao é nilpotente e que ja foi bastante estudada em diversos

contextos.

Exemplo 2.1.3. Se A = UT5, entao A ¢ uma dlgebra fundamental. De fato, seja A =
Ay ® Ast+J(A) uma decomposi¢io de Wedderburn-Malcev de A, onde Ay = Feyy, Ay =

Feyy e J(A) = Feys. De acordo com a notagao da defini¢ao anterior, temos

= A FJ(A).

Observe que, pelo Lema[l.1.]], essas dlgebras possuem crescimento polinomial. Além disso,

sa =1, ou seja, o indice de nilpoténcia de J(As,) € igual a 1. O que implica que A, €



2.1 Algebras fundamentais 26

semissimples. Como 1d(A) C Id(As,), € fdcil concluir que As, também tem crescimento
polinomial. Logo, By & By ® A, possui crescimento polinomial. Entao, como A = UTh

possui crescimento exponencial, concluimos que
q
Id(A) S (1d(B;) N1d(A,,).
i=1

Portanto, UTy € uma dlgebra fundamental.

E importante destacarmos que algebras fundamentais também sao conhecidas na li-
teratura como &lgebras bdsicas (veja [3], [23]). De fato, uma importante caracteristica
destas algebras é que elas servem como blocos basicos para a construcao de algebras de

dimensao finita em termos de Pl-equivaléncia, como podemos ver no proximo lema.

Lema 2.1.4 ([1], Proposicao 17.2.34). Se A é uma dlgebra de dimensao finita, entao A é

Pl-equivalente a uma soma direta finita de dlgebras fundamentais.

Ressaltamos que as algebras fundamentais tém sido estudadas também no contexto
de &lgebras munidas de estruturas adicionais. Em particular, o resultado anterior foi
estendido para o caso de superédlgebras em [9] e para dlgebras com involugao em [13].

Em 2020, Giambruno, Polcino Millies e Zaicev caracterizaram algebras fundamentais
através da sua sequéncia de cocaracteres. Apresentamos este resultado como o préximo

lema, onde usamos as notacoes previamente estabelecidas.

Lema 2.1.5 ([18], Teorema 6). Seja A uma dlgebra de dimensao finita tal que t, =
dimp A > 1. Entio A é fundamental se, e somente se, para todo n suficientemente
grande, existe uma particio X = (Ai,...,\,) den com A\ 11+ -+ Ay, = Sa tal que

mx 7é 0 em Xn(A)

Como contribuicao original, inicialmente vamos apresentar a caracterizagao das algebras
fundamentais com crescimento polinomial das codimensoes, refinando o resultado ante-
rior. Para isso, usamos um conceito que esta diretamente relacionado com as algebras
fundamentais que sao as chamadas dlgebras reduzidas (veja [1, [3] e [21]), as quais sdo

tema da nossa proxima definicao.

Definigao 2.1.6. Seja A uma dlgebra de dimensdo finita e A= Ay &---® A,+J(A) uma
decomposicio de Wedderburn-Malcev de A. Entdo, A € reduzida se A € nilpotente ou, a

menos de uma reordenacao dos indices, temos que Ay J(A)Ay--- J(A)A, # {0}.
O proéximo resultado relaciona as dlgebras fundamentais e as reduzidas.

Lema 2.1.7 ([3], Coroldrio 5.13). Se A € uma dlgebra fundamental, entio A € reduzida.
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Perceba que nao vale a reciproca do resultado anterior. De fato, basta observar que,
pelo Lema [2.1.5] a dlgebra A = F @& N nao é fundamental se N é uma algebra nilpotente
nao nula, mas A é obviamente reduzida.

A seguir, estabelecemos um fato interessante sobre as algebras reduzidas de cresci-

mento polinomial da sequéncia de codimensoes.

Proposicao 2.1.8. Seja A uma dlgebra de dimensao finita e com crescimento polinomial.

Entdo A € reduzida se, e somente se, dimp A < 1.

Demonstragdo. Suponha que A tenha crescimento polinomial e seja reduzida. Se A =
A1 ®---® A, é uma decomposigao de A como soma direta de algebras simples, pelo Lema
1.1.4) temos exp(A) = dimp A. Usando que A tem crescimento polinomial, pelo Teorema
, concluimos que dimp A < 1. A reciproca é obviamente verdadeira. O

Na préxima proposigao, daremos a nossa caracterizagao.

Proposigao 2.1.9. Seja A uma dlgebra com crescimento polinomial de sua sequéncia
de codimensoes. FEntao A € fundamental se, e somente se, ou A € nilpotente, ou A =
F ou A = F+J(A) e, para todo n suficientemente grande, existe uma partico \ =
(A, ..., ) Enode modo que Ay + -+ -+ X\, = sa e xx possui multiplicidade nao nula em
Xn(A).

Demonstracao. Primeiramente, observamos que como A possui crescimento polinomial,
entao, pelo Teorema , temos G ¢ var(A). Logo, pelo Teorema , podemos
assumir que A é uma algebra de dimensao finita.

Suponhamos que A seja fundamental e consideremos t4 = dimp A. Entéo, pelo Lema
, A é reduzida e, pela proposicio anterior, t4 = dimp A < 1. Agora, se t4 = 0, entdo
A é nilpotente. Por outro lado, se t4 = 1, entdo A = F ou A = F+.J(A) com J(A) # {0}.
No segundo caso o resultado segue como consequéncia do Lema [2.1.5]

Para a reciproca, observamos que se A é nilpotente ou se A & F entao A é fundamental.

Agora, para a situacao restante, novamente pelo Lema temos que A é fundamental.
]

A seguir, apresentamos algumas algebras que serao essenciais para o desenvolvimento
deste trabalho e que foram estudadas em [I1].

F F 0 F
A = ;o Al ;
0 0 0 F

c
d| |abc,deF ;;
a
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F F F
Ay=10 0 F|; A=
0 0 O

o o o
SR B

F
0
0

Os geradores dos T-ideais e a decomposicao do n-ésimo cocaracter das algebras acima
ja foram estabelecidos e compoem o préximo lema. Vamos adotar a notagao [z1,xs] =

r1xy — xox; € comutadores de ordem superior sao definidos recursivamente, ou seja,

[x1, T2, X3, ..., k] = [[T1, T2y - -, Tr—1], Tk

Lema 2.1.10 (Veja [I1], Lemas 3, 4 ¢ 6). Seja n > 4. Entao, temos que:
1. 1d(Ar) = ([z1, 22)z3)r € Xn(A1) = X(n) + X(n-1,1);
2. 1d(A7) = (z3[z1, 22])7 € Xn(AT) = X(n) + X(n-1,1);
8. 1d(As) = ([z1, 2, 23], [71, T2)[73, 24])7 € Xn(A2) = X(n) + X(n=1,1) + X(n—2,12);
4. 1d(Ag) = ([71, 22]2374) 7 € Xn(Ad) = X(n) + 2X(n-1,1) + X(n-2,12) T X(n—22);
5. 1d(A}) = (wimefrs, ma])r € Xu(AL) = Xn) + 2X(n-1.1) + X(n-212) + X(n-2.2)-

Observacao 2.1.11. Apesar de termos enunciado o resultado anterior paran > 4, € fdcil
ver que o m-ésimo cocaracter das dlgebras Ay, A e Ay possuem multiplicidades limitadas
por 1 para 1 < n < 3. Isso implica que essas algebras possuem multiplicidades limitadas

por um.

Observe que [,(A1) = [,(A]) = 2, [,(A2) = 3 e que [,,(Ay) = [,(A}) = 5. Além
disso, como veremos no resultado de La Mattina [31] apresentado a seguir, as algebras
Ay, A e Ay desempenham um papel essencial na classificacao das algebras que possuem

cocomprimento limitado por 4, para todo n suficientemente grande.

Teorema 2.1.12 ([31]). Seja A uma dlgebra. Entao, para todo n suficientemente grande,

temos que:
1. 1,(A) =0 se, e somente se, A ~p N;
2. 1,(A) =1 se, e somente se, A ~p C@H N;
3. 1,(A) =2 se, e somente se, A~y A1 & N ou A ~p A} & N;
4. 1,(A) = 3 se, e somente se, A~p A & AT DN ou A ~p Ay @ N;
5. 1,(A) =4 se, e somente se, Ar~p A1 DAy ® N ou A~p AT D Ay & N;

onde C' € uma dlgebra comutativa nao nilpotente e N € uma dlgebra nilpotente.



2.1 Algebras fundamentais 29

Agora, demonstramos que as algebras definidas acima sao fundamentais.
Proposicao 2.1.13. As dlgebras Ay, Aj, As, Ay e A} sao fundamentais.

Demonstrag¢ao. Primeiramente, observe que sy, = Sar =1 esa, =54, =543 =2 Pelo
Lema , temos que, para todo n suficientemente grande, x(,—1,1) aparece com multi-
plicidade nao nula em x,(A:) e x,(A}), além disso, X(,—2,12) aparece com multiplicidade
nao nula em x,(As), xn(As) € xn(A}). Portanto, pelo Lema [2.1.5 concluimos que A,

A3, Ay, Ay e Aj sao algebras fundamentais. O

Além disso, em [18] (veja [7], também) os autores demonstraram o seguinte resultado

que é essencial para este trabalho.

Lema 2.1.14 ([I8], Proposicao 10). A dlgebra de Grassmann de dimensdio finita G, €
fundamental se, e somente se, t € um numero par. Em particular, set é wm nimero par,

temos que xn(Gi) = Z X(jim—3)-

j=n—t

Convém relembrar aqui que Id(Gs) = ([x1, 22, 23], [11, T2][73, T4]) 7, OU S€ja, as dlgebras
Gs e Ay sao Pl-equivalentes e ambas sao fundamentais. Porém, se B é uma algebra
Pl-equivalente a uma algebra fundamental A, nao temos necessariamente que B é funda-
mental. Como exemplo, temos G3 ~r G e G3 nao é fundamental (veja [18]).

Também podemos observar que a soma direta de algebras fundamentais nao é ne-
cessariamente uma algebra fundamental. De fato, considere as algebras A e B tais que
A= B2 F. Claramente, A e B sao fundamentais, mas a soma direta ADB = FOF ~p F
possui crescimento polinomial de sua sequéncia de codimensoes. Portanto, pela Pro-
posi¢ao [2.1.9) A ® B néo é fundamental.

Vamos finalizar esta secao deduzindo um resultado que nos mostra que é possivel
estabelecer condi¢oes para encontrar uma &algebra fundamental que é Pl-equivalente a
soma direta de duas dlgebras fundamentais. Este resultado segue como consequéncia dos
resultados de Aljadeff e Karasik [4] que mostraram que se A e B sao dlgebras de dimensao
finita cujas partes semissimples A e B apresentam pelo menos uma componente simples
em comum, entao podemos construir uma algebra C', que "herda” muitas das propriedades
de A e de B, e que é Pl-equivalente a A & B.

Apresentaremos o resultado de Aljadeff e Karasik no préximo lema e, por completude
e claridade no que diz respeito a estrutura da dlgebra C, também apresentaremos uma

demonstracao detalhada.

Lema 2.1.15 (Veja [4], Lema 2.17). Sejam A e B dlgebras de dimensdao finita com de-
composi¢oes de Wedderburn-Malcev A = Ay ®---®A,+J(A) e B= B ®---® B, +J(B),
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respectivamente. Suponha que exista um inteiro positivo k tal que, apds conveniente or-
denagio, Ay ® - - DA, = B1 @ ---® B, = U. Entao, A® B € Pl-equivalente a

C=UAp 1@ @A SB1 @ ©Bp+J(A)+J(B).
Demonstracao. Considere C', com estrutura de espaco vetorial descrita acima, e tome
D=[U® A @ ®A+J(A)|®[UDBry1 ®- @ B,+J(B) = Ad B.
Seja ¢ : €' — D uma imersao de espagos vetoriais dada por

¢(U,ak+1, cee 7an7bk+17 cee 7bm7ja7jb) = ((uaak-i-la s 7an7ja)a (uabk-f—la ey bma]b))

Note que a imagem de ¢ é fechada com relagao a multiplicagao. Logo, C' possui
estrutura de algebra dada pela imagem de ¢, visto que ¢ é uma imersao. Entao, podemos
considerar ¢ como uma imersao de dlgebras e concluimos que 1d(C) D Id(A & B). Por
outro lado, A e B estao imersas em C, portanto Id(C) C Id(A) N1d(B) = Id(A® B) e
segue que I1d(C) = 1d(A & B). O

Vamos denominar a algebra C' construida no resultado anterior como a fusao das
algebras A e B e, no proximo resultado, vamos mostrar que se A e B sao algebras fun-
damentais com partes semissimples isomorfas, entao a fusao de A e B, que como vimos é

Pl-equivalente a A & B, preserva essa propriedade.

Proposigao 2.1.16. Sejam A e B dlgebras fundamentais com decomposi¢oes de Wedder-
burn-Malcev dadas por A = A& - -®A,+J(A), B = B1®---®B,+.J(B), respectivamente.
Suponha que Ay ®--- DA, = By ®---® B,. Entao existe uma dlgebra fundamental C' tal
que C ~r A® B.

Demonstracao. Considere C' como a fusao das algebras A e B dada pelo Lema [2.1.15]
Vamos mostrar que C' é uma élgebra fundamental. Observe que, como A; @ --- @ A, =
By &---® B,, entdo a dimensao da parte semissimples de C' é exatamente ¢, = dimp(A;
@A) =dimp(By & --- @ B,). Além disso, note que s¢ = max{s, sp}. Suponhamos,
sem perda de generalidade, que s¢ = s4. Entao, como A é fundamental, pelo Lema [2.1.5]
para todo n suficientemente grande existe uma partigdo A = (A1,...,A\,) F n tal que
Ai,+1+ -+ A = sa e x, aparece com multiplicidade nao nula em x,(A). Logo, como
C ~p A® B, entao A € var(C) e concluimos que y, também aparece com multiplicidade
nao nula em y,(C). Portanto, pelo Lema temos que C' também é fundamental. []

Observacao 2.1.17. Perceba que, pela proposicao anterior e pela Proposicao
existem dlgebras fundamentais Pl-equivalentes a Ay @ A}, A1 @ Ay, A7 @ As.
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Observacao 2.1.18. Suponha que By, ..., By sao dlgebras de dimensao finita tais que
By =2 .- 2 By,. Entdo € possivel fundir todas essas dlgebras em uma tnica dlgebra.
O processo se da iterativamente: primeiramente, realizamos a fusao de By e Bs, entao
realizamos a fusao da dlgebra resultante do processo anterior com Bs, continuamos indu-

tivamente esse processo até que todas as dlgebras tenham sido fundidas.

2.2 Algebras com multiplicidades limitadas por 1

Nesta secao, consideraremos A uma algebra cuja decomposicao do n-ésimo cocaracter
é dada como em (|I.1)) e apresentamos o resultado principal da referéncia [19], ou seja,
classificaremos as algebras cujas multiplicidades sao limitadas por um.

Lembramos aqui que Ananin e Kemer em [5] caracterizaram as dlgebra com mul-
tiplicidades limitadas por um através das identidades satisfeitas pelas dlgebras, con-
forme enunciado no Teorema m De acordo com , tais identidades sao do tipo
alxy, o|xe + Baalxy, 23] =0, onde «, f € F sdo nao simultaneamente nulos.

Vamos iniciar analisando as condig¢oes que devemos impor sobre as constantes a e 3
dadas no teorema de Ananin e Kemer de modo a termos uma algebra fundamental com

multiplicidades limitadas por um e com s4 > 1.

Lema 2.2.1. Se A € uma dlgebra nao nilpotente com multiplicidades limitadas por um,

entao um dos casos a sequir ocorre:
1. Xn(A) = X(n), para todo n > 5;
2. A satisfaz uma das sequintes identidades polinomiais:

[1:1,1‘2]1‘2 = 07 x2[£17x2] = 07 {x17$27x2] =0.

Além disso, se A for uma dlgebra fundamental com s, > 1, entdo o primeiro caso nao

ocorre.

Demonstracao. Pelo Lema , A satisfaz a|xy, zo|xe + Srsfri, 5] = 0 para alguns
a, f € F nao simultaneamente nulos. Observe, primeiramente, que se a # 0, [ #
0, a+fp # 0ea—p # 0, entao, por [[5], Lema 1], A satisfaz as identidades [z, xo]z324 = 0,
x1[we, x3|xs = 0, T122[T3, 4] = 0. E facil ver, que para n > 4, To1) - Tom) = L1 Ty
(mod Id(A)), para quaisquer o € S, e isso implica que x,(A) = Xx(n) para todo n > 4.
Por outro lado, se a = 3, entdo [zy,73] € Id(A) e por [[B], Lema 3] temos que
(11, Xo|w3wyTs, T1[X0, T3|X 45, T122[X3, T4|Ts, T1X0ws3[T4, 5] € Id(A). Também nesse caso

temos que xn(A) = x(n) para todo n > 5.
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Portanto, podemos assumir que um dos casos ocorre: a =0, =0 ou o« = —f. Logo
temos que [xq, Zo|Tg, Ta|T1, o] OU [21, To]Ty — X[, o] = [X1, X2, 22| se anulam em A.
Agora, observe que se xn(A) = x(») para todo n > 5, entdo, pelo Lema [2.1.5] con-

cluimos que A nao pode ser fundamental com s4 > 1. Isto conclui a demonstracao. [

Lembre-se que no Lema [1.1.11| vimos que 1d(G) = ([z1, 2, x3])7. Agora, utilizando
linearizacao e a identidade de Jacobi é facil mostrar que [z1, x2, x3] € ([z1, 22, T2])7. Além

disso, em [5 Lema 1], os autores demonstraram que

[$17$2]$3$4, $1[$2,$3]I4 S <[$1,$2]$2>T

$1$2[$3,$4]7 961[372,%]904 S <$2[$1,!E2]>T'

Portanto, aplicando o Lema [2.1.10] nés obtemos o resultado a seguir.
Observagao 2.2.2.

1. Se [z, xo)xe € Id(A), entdo A € var(Ay).

2. Se x3]xy,x0] € Id(A), entao A € var(Aj}).

3. Se [x1,x9,x0] € Id(A), entao A € var(G).

Pelo Lema [I.I.11] observamos que a dlgebra de Grassmann possui multiplicidades
limitadas por um. Combinando este fato com o Lema [2.2.1] conseguimos demostrar um
resultado mais forte na préxima proposigao. Nela, demonstramos que var(G) é, a menos
de Pl-equivaléncia, a tinica variedade com multiplicidades limitadas por um que nao pode

ser gerada por uma algebra de dimensao finita.

Proposicao 2.2.3. Seja V uma variedade de dlgebras com multiplicidades limitadas por
um. Se G €V, entao V = var(G).

Demonstragao. Seja V = var(A). Como A possui multiplicidades limitadas por 1, entao
faremos uso do Lema . Logo, como G nao ¢ nilpotente, segue que X, (A) = x(@») ou A
satisfaz uma das identidades a seguir: [z1, z3]xs = 0, xo[z1, 22] = 0 ou [21, T2, 22] = 0.

Se Xn(A) = X(n), entao >0 X(an-i) = Xn(G) < Xn(A) = X(n), 0 que é uma con-
tradigao. Logo, necessariamente, A satisfaz uma das trés identidades acima.

Se [x1, z2)z2 € Id(A), entdo, pela Observagao 2.2.2) A € var(A4), mas como G € V,
entdao chegamos a uma contradigdo. De modo andlogo, se x|z, z5] € Id(A), entdo A €
var(Aj) e novamente temos uma contradigao.

Portanto, [z1,xs, 25| € 1d(A). Logo, pela Observagao temos que A € var(G) e,
portanto, V = var(G). O
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Agora, veremos um resultado mais geral que diz respeito a algebras cujas multipli-
cidades sao limitadas por uma constante fixa que, eventualmente, pode ser diferente de
um. A definicdo de algebra com multiplicidades limitadas por uma constante é anédloga
a definicao de algebras com multiplicidades limitadas por um, porém, por completude,

optamos por escrever a proxima definigao.

Definicao 2.2.4. Dizemos que uma dlgebra A possui multiplicidades limitadas por uma
constante se existe uma constante K tal que, para todo n > 1 e qualquer particao A de n,
a multiplicidade my do caracter irredutivel x, na decomposi¢cao do n-ésimo cocaracter de
A satisfaz my < K.

As algebras com multiplicidades limitadas por uma constante foram caracterizadas em
[34], mas o resultado também pode ser encontrado em [21]. Exibimos este resultado como

o préximo teorema.

Teorema 2.2.5 ([21I], Teorema 7.4.6). Uma dlgebra A possui multiplicidades limitadas

por uma constante se, e somente se, UTy & var(A).

A seguir, mostramos que toda algebra de dimensao finita com multiplicidades limitadas

por uma constante possui crescimento polinomial de sua sequéncia de codimensoes.

Proposigao 2.2.6. Se A € uma dlgebra de dimensao finita com multiplicidades limitadas

por uma constante, entao a sequéncia de codimensoes de A € limitada polinomialmente.

Demonstra¢ao. Como A é uma algebra de dimensao finita, pelo Lema [1.1.10] temos que
G & var(A). Por outro lado, temos, pelo Teorema [2.2.5) que UTy ¢ var(A). Portanto,
pelo Teorema concluimos que A tem crescimento polinomial da sequéncia de codi-

mensoes. O

Perceba que, pelo resultado anterior, algebras fundamentais com multiplicidades limi-
tadas por um possuem crescimento polinomial de sua sequéncia de codimensoes.

Nosso proximo objetivo é descrever as algebras fundamentais nao nilpotentes que
possuem multiplicidades limitadas por 1. Para isso, faremos uso dos Lemas e[2.1.10]
da Proposicao [2.1.16| e do Teorema Mas primeiramente, considere a proxima

observacao.

Observagao 2.2.7. Por [[31], Lema 2], as dlgebras A; @ Ay e A} @ Ay ndo possuem
multiplicidades limitadas por 1. Entao, pelo Teorema nao existem dlgebras funda-

mentais com multiplicidades limitadas por um e cocomprimento igual a 4.

No nosso proximo passo, classificaremos as algebras fundamentais A nao nilpotentes
que possuem cocomprimento limitado por trés. Para isso, vamos considerar dois casos:
l(A) <2el,(A) =3.
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Proposicao 2.2.8. Seja A uma dlgebra fundamental ndao nilpotente. Se l,(A) < 2, entdo
ou A~y F ouAr~p Ay ou A ~p AT

Demonstragao. Se l,(A) = 0, entdo A ~r N, para alguma uma algebra nilpotente N
e temos uma contradi¢do. Se [,(A) = 1, entdo A ~p C @ N, onde C' é uma algebra
comutativa. Logo, pelo Lema J(A) = {0} e, pelas Proposi¢oes e segue
que A ~7 F.

Se l,(A) =2, entdao A ~p A;®N ou A ~p AT® N. Logo, pelo Lema , temos que
Xn(A) = X(m) + X(n-1,1), Para n suficientemente grande, e, pelo Lema concluimos
que s4 = 1. Como A possui multiplicidades limitadas por um e [,(A) = 2, segue que
A~p Ay ou A ~p Af ]

Agora, trataremos o caso em que [,(A) = 3, para n suficientemente grande.

Proposicao 2.2.9. Se A € uma dlgebra fundamental nao nilpotente com multiplicidades
limitadas por um e cocomprimento igual a 3, para n suficientemente grande, entao temos

que A ~p As.

Demonstragdo. Pelo Teorema [2.1.12] temos que A ~p Ay @ A} @ N ou A ~p A;@® N. Por
outro lado, por [[31], Lema 1], a dlgebra A; @ A} ndo possui multiplicidades limitadas por
um. Logo, A ~7 A;@®N. Como consequéncia, temos que xn(A) = X () +X(n-1,1)FX(n-2,12)
para todo n suficientemente grande e, pelo Lema [2.1.5] isso implica que s4 = 2.

Pelo Lema temos que A satisfaz alguma das identidades [z1, xo])zy = 0, 23]x1, 22] =
0 ou [x1,29,75] = 0 e, pela Observagao , A pertence a alguma das variedades
var(Ay), var(Aj) ou var(G). Agora, se A € var(Ay), como A ~p Ay & N, temos que
Ay € var(A) C var(A,) e chegamos a uma contradi¢ao. Analogamente ndo podemos ter
A € var(A}). Portanto, A € var(G).

Como A possui multiplicidades limitadas por um e s, = 2, segue que para valores
pequenos de n temos que X,(A) = Xm) + X(n-1,1) T X(n—-2,12) + Mn—2,2)X(n—2,2), onde
M(n—2,2) = 1 0U Mp_g2) = 0.

Se para algum n temos m,—22) = 1, entao xn(A) £ x»(9) e A € var(G), contradicao.

Portanto m,—2,2) = 0 e concluimos que A ~7 A,. O

Na préxima proposicao, utilizamos a Proposigao juntamente com o resultado
basico de que uma algebra de dimensao finita é Pl-equivalente a uma soma direta finita de
algebras fundamentais para mostrarmos que toda algebra de crescimento polinomial é PI-

equivalente a uma soma direta de uma algebra fundamental com uma algebra nilpotente.

Proposicao 2.2.10. Seja A uma dlgebra de dimensao finita com crescimento polinomial.
FEntao A é Pl-equivalente a uma dlgebra fundamental ou A ~r B ® N, onde B € uma

algebra fundamental e N € uma dlgebra nilpotente.
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Demonstrag¢ao. Se A é fundamental, entao nao temos nada para fazer. Logo, suponha
que A nao seja fundamental. Entao, em particular, A nao é nilpotente. Note que se A é
comutativa, entao A é Pl-equivalente a F', uma algebra fundamental. Entao A nao é nem
comutativa e nem nilpotente.

Pelo Lema[2.1.4] A é Pl-equivalente a uma soma direta finita de dlgebras fundamentais,
e, como A possui crescimento polinomial, cada um dos elementos dessa soma direta possui
crescimento polinomial. Portanto, pela Proposigéo A~y Bi® - -@B®&N1®- - - DN,
onde B; ¢ uma algebra fundamental com parte semissimples isomorfa a ' e N; é uma
algebra nilpotente, : = 1,...,k, j = 1,...,q. Agora, usaremos a fusao dada pelo Lema
2.1.15| nos elementos da componente By & --- & By. Para isso, prosseguiremos como
na Observacao [2.1.18] Denotaremos a &lgebra resultante desse processo por B. Como
B; é uma &lgebra fundamental para todo i € {1,...,k}, entao, pela Proposicao ,
temos que B é fundamental e B ~p By ® --- & By. Portanto, A ~p B @& N, onde
N=N @& ---®N,. m

Note que, pela proposicao anterior, se estamos interessados em observar a n-ésima
codimensao ou o n-ésimo cocaracter de uma algebra de dimensao finita A entao, eventu-
almente, basta olharmos para os respectivos valores numéricos de uma algebra fundamen-
tal B que pertence a variedade gerada por A. Em particular, como veremos no préximo
corolario, eventualmente o n-ésimo cocaracter de A iré coincidir com o n-ésimo cocaracter

de uma algebra fundamental.

Corolario 2.2.11. Seja A uma dlgebra de dimensao finita com crescimento polinomial.
Entao existe uma dlgebra fundamental de dimensao finita B tal que, para todo n sufici-

entemente grande, x,(A) = xn(B).

Demonstragao. Pela Proposicao [2.2.10] existe uma algebra fundamental B tal que A ~
B @® N, onde N é uma algebra nilpotente. Logo, x,(A) = x»(B) para todo n > ¢, onde
q é o indice de nilpoténcia de N. O]

Quando trabalhamos com uma algebra fundamental nao nilpotente A que possui cresci-
mento polinomial de sua sequéncia de codimensoes e tem a decomposicao de Wedderburn-
Malcev A = A+ J(A), o Lema e a Proposicao m garantem que, para todo n
suficientemente grande, existe pelo menos uma partigdo A = (Aq,...,A,) de n tal que
Ao + -+ A\, = s4 e o caracter irredutivel y, possui multiplicidade nao nula em y,(A).
Além disso, por [18] (Observagao 5), toda particao A tal que Ap+-- -+ A, > s4 possui mul-
tiplicidade nula em y,,(A). Também, sob as mesmas hipéteses, o valor da multiplicidade

My € igual a 1 em x,(A).
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Faremos uso destes fatos, examinando os valores possiveis para s,, para classificar as
algebras cujas multiplicidades no seu n-ésimo cocaracter sao limitadas por um, para todo
n > 1.

Para alcancarmos nosso objetivo, no resultado a seguir, damos inicio descrevendo as
algebras fundamentais A com multiplicidades limitadas por um para valores especificos

de sy.

Proposicao 2.2.12. Seja A uma dlgebra fundamental nao nilpotente e suponha que A

possut multiplicidades limitadas por um. Temos que
(1) Se s4 =1, entdo A ~r B, onde B € {A;, A}};
(2) Se sq =2, entdo A ~r As.

Demonstracao. Suponha que s4 = 1. Pelo Lema [2.1.5] a multiplicidade m) do caracter
irredutivel associado a particdo A = (n — 1,1) é nao nula para todo n suficientemente
grande. Logo, como A possui multiplicidades limitadas por um, I,(A) = 2. Entao, pela
Proposicao 2.2.8] temos que ou A ~p A; ou A ~p A7

Agora, suponha que s4 = 2. Pelo Lema 2.1.5, para A = (n — 2,2) ou A = (n —
2,1?%), temos que my # 0 para todo n suficientemente grande. Como A é uma 4lgebra
fundamental com multiplicidades limitadas por um e s4 = 2, pelas Proposicoes [2.2.8] e
e Observacao m concluimos que [,,(A) = 3 e temos que A ~p As. O

No proximo teorema, mostraremos que, utilizando a notacao da proposicao anterior,
se o valor de s4 é grande o suficiente, entao as tnicas algebras fundamentais com multi-
plicidades limitadas por um que temos sao, a menos de Pl-equivaléncia, as dlgebras G,
k> 2.

Teorema 2.2.13. Seja A uma dlgebra fundamental nao nilpotente e nao comutativa. Se

sa > 3 e A possui multiplicidades limitadas por um, entdo A ~7 Gor, para algum k > 2.

Demonstracao. Como A é fundamental e possui multiplicidades limitadas por um, entao,
pelo Lema e Observagao [2.2.2 temos que um dos casos acontece: A € var(A}),
A € var(Ay) ou A € var(G).

Nos primeiros dois casos, pelo Lema|2.1.10, nés chegamos a uma contradigao. De fato,
para todo n > 4 e toda particio A = (Ay,...,\,) F n, se x, aparece com multiplicidade
nao nula em y,(A}) (analogamente em x,,(A4)), entdo Ay + -+ A, < 2.

Portanto, necessariamente, A € var(G). Como A possui dimensao finita e nao é nem
comutativa e nem nilpotente, Pelo Teorema temos que A ~71 G & N, para algum
k > 1 e para alguma algebra nilpotente N € var(G).
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Entao, para todo n suficientemente grande, x,,(A) = xn(Gax). Como Gy, é fundamen-
tal, sg,, = 2k e, como A também é fundamental, segue que s4 = 2k.

Suponha que para algum valor pequeno de n existe uma partigdo A = (Ay, ..., A,) Fn
tal que y, possui multiplicidade nula em Y, (Gs) mas possui multiplicidade nao nula em
Xn(Gar @ N). Pela decomposi¢ao do cocaracter de Ga, € como N € var(G), segue que
Ao + -+ A, > 2k, contradizendo o fato de que s4 = 2k. Logo, xn(Gax) = Xn(Gar & N),
para todo n > 1 e concluimos que A ~r Go.

Perceba também que, como sg, = 2 devemos ter k > 2. Isto conclui a demonstragao.

]

Na préxima proposicao, nés coletamos os resultados anteriores e apresentamos a classi-
ficacao das algebras fundamentais com multiplicidades limitadas por um. Claramente, as

algebra nilpotentes com multiplicidades limitadas por um fazem parte dessa classificacao.

Proposigao 2.2.14. Sejam A uma dlgebra fundamental nao nilpotente. Entao A possui
multiplicidades limitadas por um se, e somente se, A é Pl-equivalente a uma das dlgebras
a sequir: F, Ay, A}, Gox, k> 1.

Demonstracao. Suponha que A é uma algebra fundamental com multiplicidades limitadas
por um. Se A é simples, entao é facil ver que A = F. Logo, vamos supor que A nao é
simples. Se s4 € {1,2}, entdo, pela Proposi¢io 2.2.12) A ~7 B, onde B € {A;, A}, A}
Se s4 > 3, entdo, pelo Teorema [2.2.13] temos que A ~7 Gy, para algum k > 2. Uma vez
que Gy ~7 As, o resultado segue.

A volta segue imediatamente do Teorema anterior juntamente com o Lema ea
Observagao [2.1.11 O

Concluiremos esta secao com o resultado principal desta tese, o qual classifica as

algebras com multiplicidades limitadas por um.

Teorema 2.2.15. Seja A uma dlgebra com multiplicidades limitadas por um. Entdo A
¢ Pl-equivalente a uma das dlgebras G, N, F @& N, A; & Ny, A} & Na, Go, & N3, onde
k>1 e N,Ny, Ny, N3 sao dlgebras nilpotentes com multiplicidades limitadas por um tais

que Ny satisfaz a identidade [xq,x9)xo, Ny satisfaz a identidade xs[z1, 5] € N3 € var(G).

Demonstra¢ao. Suponha que A possui multiplicidades limitadas por um. Se G € var(A),
entao, pela Proposigao A ~7 G e o resultado segue. Portanto, assumiremos que
G ¢ var(A). Pelo Lema , podemos assumir que A é uma algebra de dimensao finita.
Logo, pela Proposicao [2.2.6] a algebra A possui crescimento polinomial de sua sequéncia
de codimensoes. Entao, pela Proposi¢ao [2.2.10] temos que A ~7 B @& N, onde B é uma
algebra fundamental e N é uma &algebra nilpotente. Se B é nilpotente ou simples, entao

A~r NouA ~p F & N, respectivamente.
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Portanto, assumiremos que A ~7 B@® N, onde B nao é nem simples e nem nilpotente
e N ¢é uma algebra nilpotente com multiplicidades limitadas por um. Pela Proposicao
2.2.14] segue que B € {Ay, A}, Goi, | k> 1}.

Por outro lado, pelo Lema [2.2.1] e pela Observacao temos que um dos casos
acontece: A € var(Ay), A € var(A}) ou A € var(G).

Se A € var(A,) entao, como nem A} e nem Gy, (para todo k > 1) pertence a var(Ay),
segue que B = A;. Além disso, como neste caso A satisfaz a identidade [xi, 25|z,
concluimos que A ~r A; & Ny, onde N; é uma algebra nilpotente satisfazendo a mesma
identidade.

Para o caso em que A € var(Aj) um argumento similar mostra que A ~p A} @ No,
onde N, é uma dlgebra nilpotente satisfazendo a identidade z5[x1, 25]. Se, em vez disso,
A € var(G), entdo, pelo Teorema[2.2.13] temos que A ~7 Goi & N3, onde N3 € var(G).

Por outro lado, perceba que G e Go & N3 pertencem a var(G), Ay & N; satisfaz a
identidade [z, zo]zo, € A} @ Ny satisfaz xo[z1, x5]. Logo, segue que as dlgebras FF & N, G,
A1 ® Ny, AT® No, Goi, ® N3 satisfazem alguma identidade da forma o[z, x|z + frs[x1, 22)
com (a, 8) # (0,0). Portanto, pelo Teoremal[L.1.7] essas dlgebras possuem multiplicidades

limitadas por um. O
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Capitulo 3

Extensao dos resultados para

superalgebras

A partir deste capitulo, trabalharemos na extensao dos resultados anteriores para o con-
texto de superdlgebras, dividindo os resultados aqui em trés secoes. Na primeira, esten-
demos uma série de resultados a respeito de dlgebras fundamentais para o contexto de
superalgebras. Na segunda, apresentamos algumas superalgebras e resultados auxiliares
para a secao seguinte e que serao tuteis na secao dedicada a trabalhos futuros. Por fim, na
terceira se¢ao, demonstramos que D" é, a menos de isomorfismo, a unica superalgebra

Zo-fundamental com Zs-expoente 2 e Zo-multiplicidades limitadas por 1.

3.1 Superalgebras Z,-fundamentais

Nosso principal objetivo é obter informacoes a respeito de superalgebras com Zs-multi-

plicidades limitadas por um, de acordo com a proxima definicao.

Definicao 3.1.1. Dizemos que uma superdlgebra A possui Zo-multiplicidades limitadas
por um se, para todo n > 1 e para toda multiparticao (\) de n, temos que mpy < 1 em
Xi (A).

Em [I4], Giambruno e Mishchenko estenderam o resultado de Ananin e Kemer e
caracterizaram as superalgebras com Z,-multiplicidades limitadas por um através de Zo-

identidades satisfeitas pela superalgebra. Apresentamos esse resultado como o proximo

teorema.

Teorema 3.1.2 (Veja [14], Teorema 1). Seja A uma superdlgebra. Entdo A possui Zs-

multiplicidades limitadas por um se, e somente se, existem constantes a,[3,7v,6 € F,

(o, B) # (0,0) e (v,0) # (0,0) de modo que

ay1 20 + Baayr, Yyily1, v2] + 0y, yolyr € 17 (A).
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Assim como no caso ordinario, nos nossos estudos faremos uso de uma classe impor-
tante de superalgebras, as chamadas superdlgebras Zs,-fundamentais, que iremos definir
a seguir. A partir de agora, vamos fixar algumas notacoes a serem utilizadas nesta e nas
proximas secoes.

Para uma superalgebra de dimensao finita A, consideraremos uma decomposicao de
Wedderburn-Malcev A = A+J(A) como superalgebra, onde J(A) é o radical de Jacobson
de A e A é uma Z,-subélgebra semissimples maximal de A, ou seja, A = A;®- - @A, onde
cada A; é uma superélgebra simples, 1 = 1,...,q. Como J(A) é nilpotente, denotaremos
por s4 0 menor inteiro nao negativo tal que J(A)*4*t = {0}.

Aproveitamos este momento para recordar a classificagao das superalgebras simples de
dimensao finita. Para isso, lembremos primeiramente que, para k > [ > 0, k > 1, temos

que a superalgebra M, ;(F') é a algebra My ;(F) munida da graduagao

(96 9)

onde P, Q), R, S sao matrizes de ordem kxk, kxI, [ Xk e [ X[, respectivamente. Recordemos
também que a algebra M, (F + cF) = M,(F) + M,(cF), ¢ = 1, é uma superalgebra com
graduacao (M, (F), M,(cF)). O préximo teorema traz a classificagdo das superalgebras

simples de dimensao finita.

Teorema 3.1.3 ([2I], Teorema 3.5.3). Seja A uma superdlgebra simples de dimensao

finita sobre um corpo algebricamente fechado F' de caracteristica zero. Entao A € isomorfa
a My (F), k>1>0,k>1, oua M,(F+cF), *=1.

Vamos agora considerar A como uma superalgebra de dimensao finita que nao seja

simples. Recordemos que J(A) é um Zy-ideal de A e consideremos 7 = dimpJ(A)® e

s = dimpJ(A)D. Defina

A = AxF{yi, ... Yr, 21, 2s)

o produto livre de A e F(yy, ..., Y, 21, .., 2s)-
Além disso, consideremos I como o ideal de A’ gerado por todas as avaliagdes das Zo-
identidades polinomiais de A por elementos em A’. Denotaremos por A a dlgebra A'/I e

por A, a algebra A/K®4 onde K ¢é o ideal gerado pelas variaveis y1, ..., ¥, 21, .. ., Zs.
Lema 3.1.4 (Veja [2], Proposicao 4.6). Valem as sequintes afirmagoes:
1. As, possui dimensao finita;

2. J(As, ) = {0}
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Analogamente ao caso ordindrio, vamos considerar A = A; @ --- @& A; uma decom-

posicdo de A em componentes simples e, para todo i € {1,...,q}, vamos definir
B=A4& @A 1048 DA+ JA).

A seguir, conforme [[38], Defini¢ao 3.3|, podemos estender o conceito de dlgebras Zo-

fundamentais para o contexto de superdlgebras.

Definicao 3.1.5. Uma superdlgebra de dimensao finita A € Zs-fundamental se ou A é

simples ou

q
147 (A) S ()17 (B;) N1d7 (A,,).
=1

Exemplo 3.1.6. Perceba que, dada uma dlgebra fundamental A, entdo se considerar-
mos A como superdlgebra com graduacao trivial, temos que A € uma superdlgebra Zs-
fundamental. Desta forma, temos que UTy é uma superdlgebra Zs-fundamental. Além
disso, analogamente ao Exemplo temos que UTY" também € uma superdlgebra Zo-

fundamental.

Destacamos que na literatura as superalgebras Zs-fundamentais também sao deno-
minadas por superélgebras basicas (veja [2] e [4]). Analogamente ao caso ordindrio, as
superalgebras Zs-fundamentais desempenham o importante papel de blocos basicos na
construcao de superdlgebras de dimensao finita, no sentido de que toda superalgebra de di-
mensao finita é Ty-equivalente a uma soma direta finita de superalgebras Zs-fundamentais.

Destacamos este fato crucial como o nosso proximo lema.

Lema 3.1.7 (Veja [38], Teorema 3.4). Se A é uma superdlgebra de dimensdo finita, entdo

A ¢é Ty-equivalente a uma soma direta finita de superdlgebras Zso-fundamentais.

Se A é uma superalgebra Z,-fundamental, entao, por vezes, diremos apenas que A é Zo-

fundamental. Além disso, se A é uma superalgebra de dimensao finita, entao denotaremos,
. —(0) —(1) .

respectivamente, por A" e por A a componente par e a componente impar da sua parte
semissimples.

Em 2024, Pascucci [38] caracterizou as superélgebras Zs-fundamentais através da
sequéncia de Zs-cocaracteres. Precisamente, a autora apresentou o resultado a seguir,
onde consideramos uma superalgebra cuja decomposi¢ao do n-ésimo Zy-cocaracter é dada

como em ([1.3)).

Lema 3.1.8 (Veja [38], Teorema 6.2). Sejam A uma superdlgebra de dimensdo finita que
nao € simples, dy = dimpg A e dy = dimp A",

Entao A € Zs-fundamental se, e somente se, para todo n suficientemente grande,
existe uma multiparticio (\) = (MO, XD) com N\ = (Ago),...,A,ﬁo)) Fong, AD =
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(AP, . .,)\l(l)) F ny para ng +mny = n tal que )\g;)Jrl +--+ /\,(CO) —I—)\gl)Jrl +- /\l(l) =s4€
meny 7 0 em x7'(A).

Destacamos que o resultado acima é uma adaptacao para superalgebras do resultado
original da autora que engloba algebras G-graduadas, G um grupo finito, onde conside-
ramos G = Z,. Além disso, salientamos que um resultado analogo para superalgebras
foi desenvolvido em 2022 por Giambruno e La Mattina [9], porém, por conveniéncia com
relacao a apresentacao do Zs-cocaracter de algumas superalgebras, optamos por fazer uso
do resultado de Pascucci.

A seguir, estendemos naturalmente o conceito de algebras reduzidas para superalgebras

Zip-reduzidas.

Defini¢ao 3.1.9. Seja A uma superdlgebra de dimensdo finita com J = J(A) e A =
A @ ® A, + J uma decomposicao de Wedderburn-Malcev de A como superdlgebra.

Entao, A € Zg-reduzida se A € nilpotente ou, a menos de uma reordenacao dos indices,

temos que Ay JAy--- JA, # {0}.

Agora, vamos relacionar as superalgebras Z,-fundamentais com as superdalgebras Zo-

reduzidas.

Lema 3.1.10 ([4], Proposicao 19.5.14). Se A ¢é uma superdlgebra Za-fundamental, entdo
A € Zy-reduzida.

Destacamos que a reciproca nao vale. De fato, basta considerar um contraexemplo
analogo ao apresentado na Se¢ao 2.1 do capitulo anterior no caso ordinario.
Agora, destacamos uma relagao entre superalgebras Z,-fundamentais e o crescimento

assintético de sua sequéncia de Zs-codimensoes.

Proposicao 3.1.11. Seja A uma superdlgebra de dimensdo finita e com crescimento

polinomial. Entio A € Zy-reduzida se, e somente se, dimp A < 1.

Demonstracio. Suponha que A seja Zo-reduzida e tome A = A; @ -+ @ A, uma de-
composicdo de A como soma direta de superalgebras simples. Como A é Zy-reduzida,
pelo Lema m, temos que exp? (A) = dimpg A. Portanto, como A tem crescimento
polinomial, pelo Teorema , concluimos que dimp A < 1. A reciproca é ébvia. m

Agora vamos usar a proposi¢ao anterior para contribuir com um resultado de carac-

terizacao de superalgebras Zo-fundamentais de crescimento polinomial.

Proposicao 3.1.12. Seja A uma superdlgebra com crescimento polinomial de sua sequéncia
de Zo-codimensoes. Entdo, A € Zo-fundamental se, e somente se, ou A € nilpotente ou
AXF ou AX F+J(A) e, para todo n suficientemente grande, existe uma multiparticao
() = AOADY com MO = (AP AN g, A = A A E g eng+ny=n
tal que /\éo) +-- 4 )\;,O) + AP +--F )\l(l) =54 empy # 0 em X7 (A).
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Demonstracdao. Primeiramente, observamos que, sendo A de crescimento polinomial, ob-
viamente temos G, G9" & vard"(A). Logo, pelo Teorema podemos considerar que
A é uma superalgebra de dimensao finita.

Suponha que A é Z,-fundamental e considere t4 = dimp A. Entéo, pelo Lema ,
A é Zy-reduzida e temos que t4 = dimp A < 1. Se t4 = 0, entdo A é nilpotente. Agora, se
ta=1,entdo A= Fou A= F+ J(A) com J(A) # {0}. Para o segundo caso o resultado
segue pelo Lema |3.1.8]

Reciprocamente, se A é nilpotente ou A = F'| entao A é Zs-fundamental. No caso

restante nds temos que A é Zo-fundamental pelo Lema [3.1.8] m

Agora, observe que a fusao apresentada no Lema [2.1.15] pode ser naturalmente es-
tendida para o contexto de superalgebras. Apresentamos esse resultado como o préximo

lema.

Lema 3.1.13 (Veja [4], Lema 2.17). Sejam A e B superdlgebras de dimensao finita com
respectivas decomposicoes de Wedderburn-Malcev dadas por A = Ay @ -+ @ A, +J(A) e
B =B, @ ® B,+J(B) como superdlgebras. Suponha que existe um inteiro positivo
k de modo que A1 & --- P A, =Z B - P B, 2 U. Entio, A® B ¢ Ty-equivalente a

superdlgebra
C=U®A1 D DA, ®Br1®- & B,+J(A)+J(B).
Demonstracao. Considere C, com estrutura de espaco vetorial descrito acima, e tome
D=U& A1 ® - ®A,+J(A)|®[USBri1 & @ B,+J(B)]

com graduacao trivialmente herdada de A e de B, ou seja,

DO =[U& A1 @ ® A +J(A)] O @ [U D By ® -+ @ B+ J(B)]©,

DV =[U& A1 @ ® A+ J(A)]V & [U D By ® -+ @ B+ J(B)]W.
Tome ¢ : C' — D uma imersao de espacos vetoriais dada por

O(Uy Qpi1y -y Ay Dty -+ o by Jay Jb) = (Wy @pr1y - -5 @y Ja)y (U, Oty - oy by b))

Como vimos no caso ordinario, a imagem de ¢ é fechada para o produto. Portanto, C
possui estrutura de dlgebra dada pela imagem de ¢, visto que ¢ é uma imersao. Logo,
podemos considerar ¢ como uma imersao de F-dlgebras. Agora, observe que ¢ preserva
graduacao, logo, ¢ é um imersdao de superalgebras. Entao, Id?"(C) D 1dY" (A & B). Mas,
por outro lado, A e B estao imersas em C. Logo Id?"(C) C 1dY"(A @ B) e o resultado

segue. L]
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Vamos denominar a superalgebra C' construida no resultado anterior como a Zo-fusao
das superalgebras A e B. E facil ver que a Zs-fusao de superalgebras Zs-fundamentais
nao precisa ser uma superalgebra Zs-fundamental, mas se A e B s@o superalgebras Zo-
fundamentais com partes semissimples isomorfas, entao a Zs-fusao de A e B também

preserva essa propriedade.

Proposicao 3.1.14. Sejam A e B superdlgebras Zs-fundamentais com decomposi¢oes
de Wedderburn-Malcev A = Ay & -+ ® A +J(A) e B = By & -+ @ B,+J(B) como
superdlgebras, respectivamente. Suponha que A1 ®--- A, = B1@---® B,. Entao, existe
uma superdlgebra Zs-fundamental C' tal que C' ~p, A& B.

Demonstracao. Considere C' como a Zo-fusao das superdlgebras A e B dada pelo Lema
Vamos mostrar que C' é uma superdlgebra Z,-fundamental. Observe que, como
A@--DA, = B & D B, entao a dimensao da parte semissimples de C' ¢ exatamente
to =dimp(A; & --- D A,) =dimp(B1 & --- & B,).

Além disso, observamos que s¢ = max{sa, sg}. Suponha, sem perda de generalidade,

que sc = S4. Entao, como A é Zs-fundamental, considerando as notacoes do Lema

3.1.8, existe uma multiparticio () = (A, A1) com A0 = ()\50), . .,)\,(go)) F ng, A =
()\gl), e )\1(1)) Fnyeng+ns =ntal que meyy # 0 em x4 (A) e )\l(iz)Jrl +-- -+)\,(€O) +/\§lll)+1 +

cee )\l(l) = s4. Logo, como C' ~p, A® B, vamos ter A € var? (C) e como consequéncia,
X (v também aparece com multiplicidade nao nula em x?"(C). Portanto, pelo Lema m,

temos que C' também ¢é Zs-fundamental. O

Finalizamos essa se¢cao com uma importante observagao.

[a¥)

Observacao 3.1.15. Sejam B, ..., By superdlgebras tais que By = --- = B;. Per-
ceba que, utilizando o mesmo raciocinio desenvolvido na Observacao ¢ possivel
fundir todas essas superdlgebras em uma unica superdlgebra e obter como resultado uma
superdlgebra B que é Ty-equivalente a By & - - - ® By e, além disso, B é uma superdlgebra

Zo-fundamental.

3.2 Superalgebras e Zs;-multiplicidades

O objetivo desta secao é apresentar alguns resultados que dizem respeito a Zs-cocaracteres,
Zo-cocomprimentos e Tr-ideais de algumas superdlgebras que serao importantes no desen-
volvimento do restante deste capitulo. A maioria das superalgebras que discutimos aqui
sao determinadas fornecendo graduacoes para subdlgebras de UT,, para algum n > 2.

A seguir, consideremos as superalgebras de nosso interesse, as quais foram estudadas em
[12] e [42].
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Aqui vamos considerar as algebras A; e A} ja estudadas no contexto ordinario, mas
fizemos a opgao de manter as notacoes originais dos artigos em que foram estudadas.

Assim, vamos denotar estas algebras da seguinte maneira

0 F F F
U1: € Uik: .
0 F 0 0

Para estas dlgebras, consideraremos a graduagao trivial (U, {0}) e (Uy, {0}), respec-

tivamente, e também

. . 0 0 0 F
Ui para ser a algebra U; com graduagao , ;
0 F 0 0

, ~((F 0\ [0 F
e Uf, para ser a dlgebra U} com graduagao ((0 O> , (0 0)) :

Vamos também considerar a algebra de Grassmann de dimensao finita G, e usaremos

as seguintes notacoes:
G21 para esta dlgebra com graduacao trivial (Gy, {0});

Go 2 para esta algebra com graduacao (F'1+ Fey, Fes + Fejes);
Go 3 para esta algebra com graduacdo (F'1 + Fejeq, Fey + Fey).

Além disso, consideramos a algebra

U:{(g 2) |a,beF}

como uma superalgebra com graduagao (F'(e11 + ea2), Flejs) e a dlgebra

b

c
U = b| |abceF

o O 2
o 2

a

como superalgebra com graduacdo (F'(e1; + €22 + €33) + Feys, F(e1a + €23)).

F F F
Finalmente, consideramos Us; = | 0 0 F | com graduagao trivial (Us,{0});
0 0 0

o O
o o o

F F F 0 0 F F
Uss=10 0 F |, com graduagao Fl1,10 0 0 ;
0 0 0 0 0 0 O
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0 F F
Ua=Us; =0 0 F [ com graduacao trivial (Uyy,{0});
0 0 F
e
0 F F 0 F 0 0 0 F
Uya=Us,=10 0 F|, comgraduacio | [0 0 0|,[0 0 F
0 0 F 0 0 F 0 0 O

Os préoximos lemas retinem resultados de Giambruno, La Mattina e Misso [12] e Vieira

[42] e nos fornecem o Tr-ideal e 0 n-ésimo Zs-cocaracter das superalgebras definidas acima.
Lema 3.2.1 (Veja [12]). Temos que:

1. 1d9(U) = (ly1, vol, [y, 2], z2122) 13,

2. 17 (Uh) = (yilye, ysl, 2) 15

3. 19 (U7) = {[v1, y2)us, 2)15

4. Idgr(Ul,l) = <[y27y2]7yzv 2122>T27'

0. 147 (UT,) = ([yr, w2l 2y, 2122)m, 5
6. 1d7 (Uz) = ([y1, v} [21, 22), [y, 2], 212028) 135
714" (Us 1) = (Y1, Y2lysys, 2) 1,5
8. 1d7 (Usa) = ([y1, val, 2122, 20192) 15
9. 1d9" (Uysa) = ([y1, y2], 2122, Y1Y22) 1, ;
10. 1d7"(Us,1) = 147" (U31) = (Y1, y2lyaya, 2) 15
11. 1d7(G21) = ([Y1, Y2, U3, [y1, v2l[ys, Yal, 2) 1y
12. 1d7(Ga2) = ([y1, vol, [[v1, 2], 2], 2120) 13,5
18. 1d7(Ga3) = ([y1, Yal, [y, 2], 212223, 2120 + 2221) 73, -
Lema 3.2.2 (Veja [42] e [12]). Temos as sequintes decomposi¢oes de Za-cocaracteres.
Loxg (Uy) = X3/ (UD) = Xn).o + X(n-1.0).07
2. (Urn) = X3 (UT1) = Xmy.o + Xn-1),(1);
3. X (U) = Xmye + Xo-1),0)5

4- X5 (U2) = X,z + X(n-1),(1) T X(n-2),(2)
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5. X (Usp) = X3 (Us1) = Xm),o + 2X(n-1,1),2 + X(n—22),6 T X(n—2,12),2

6. X3 (Usa) = X3 (Usa) = X(n).o + 2X(n-1),(1) T X(n-2,1),(1)

7. X9 (Ga2,1) = X(n),o + X(n—-1,1),0 + X(n-212),5;

8. X% (G2,2) = Xm).o + 2X(n-1),1) + X(n—2,1),(1);

9. X% (G2,3) = Xz T X(n-1),(1) + X(n-2),12)-

A seguir, provamos que todas as superalgebras definidas nesta se¢ao sao Zs-fundamentais.
Proposicao 3.2.3. As superdlgebras definidas acima sao Zs-fundamentais.

Demonstragao. Observe primeiramente que se A € {Uy, Uf, Uy 1, Uf:l,U} entao s4 = 1.
Por outro lado, se A € {Us,Us1,Us3,Us3, Us1,Us s, Usa, Go1s G2, Go3} entao sy =
Logo, pelos Lemas el3.2.2) o resultado segue. O

Agora, apresentaremos trés resultados que podem ser conferidos em [42] e que serdo

extremamente uteis no decorrer das préximas segoes.

Lema 3.2.4 (Veja [42], Proposigao 4.2). Temos que:
L X3 (U1 @ Uf) = Xmyo + 2X(n-1.1).05
2. Se Ae{Ui1@U, Uy @U, Uy @ U}, entio X3 (A) = Xm),e + 2X(n-1),(1)}
8. SeAe{Ui@Uy,, UyoUl,, Uyo Uy, U@ Uy, UieUU; @ U}, entao

Xo (A) = Xm).o + X(n-11).8 T X(n-1),(1)-

Para provar os préximos resultados, usaremos a classificacao de superalgebras que

possuem Zo-cocomprimentos limitados por 2, o qual apresentamos abaixo.

Lema 3.2.5 (Veja [42], Teorema 7.2). Para uma superdlgebra A e n suficientemente

grande, temos:
1. 197(A) = 0 se, e somente se, A ~q, N;
2. 197(A) =1 se, e somente se, A ~p, C B N, onde C' é uma superdlgebra comutativa;
8. 197(A) = 2 se, e somente se, A ~p, BO N, onde B € {U,Uy,U1,1,Uf, U };

onde N denota uma superdlgebra nilpotente.

Além da classificacao apresentada no lema anterior, para os nossos objetivos, necessi-
taremos de uma caracterizacao das superalgebras que possuem cocomprimento maior do

que 2. Esse resultado foi apresentado em [42] e ird compor o teorema a seguir.
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Teorema 3.2.6 (Veja [42], Teorema 7.2). Para uma superdlgebra de dimensao finita A

as sequintes condigoes sao equivalentes:
(1) 197(A) < 2, para qualquer n > 1;
(2) Us,Us1,Us4,Us1,Uss,Goi, B & vard (A) onde B € a soma direta de superdlgebras
distintas entre U, Uy, Uy 1, Uy, Uy ei=1,2,3.

Finalizamos esta secao apresentando um resultado provado por Otera em 2005, que é
mais geral e caracteriza as Zy-variedades cujas Zo-multiplicidades sao limitadas por uma

constante K através de exclusao de algebras da Zs-variedade.

Teorema 3.2.7 (Veja [37], Teorema 4). Seja A uma superdlgebra de dimensao finita.

Entao A possui Zo-multiplicidades limitadas por uma constante K se, e somente se, UTs,

UTY" & var? (A).

Na préxima secao, com uso de algumas informagoes dadas até agora, mostraremos que
a superalgebra D9" é, a menos de isomorfismo, a tnica superalgebra Z,-fundamental com

Zo-expoente 2 e Zy-multiplicidades limitadas por um.

3.3 A superalgebra DY

Para iniciar os estudos sobre a superalgebra DY, necessitaremos primeiro apresentar as

superalgebras a seguir:

F F F
UTY =10 F F| com graduacio trivial;
0 0 F
F F F F F 0 F
U ng“ =10 F F| com graduacao o F 0], )a :
0O 0 F 0 0 F 0
F F F F 0 0 0 F F
UTy? =10 F F| com graduacio 0 F F|, 0 0] ];
0 0 F 0 0 F 0 0
F F F F 0 F 0 F 0
UTy* =10 F F| com graduacio 0 F 0], 0 F1[I;
0 0 F 0 0 F 0 0 O

d
Q
|
Y
E
+.
o
=
e
=
e

R F F cF cF
com graduacao , ;
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F FicF . P F 0 cF
UCy, = . com graduacao , ;
0 F+cF 0 F 0 cF

M,y (F) com graduagao trivial;

) . F 0 0 F
M, 1(F),ou seja, My(F) com graduacao : :
0 F F 0

As superalgebras descritas acima sao importantes devido ao seu papel na caracte-

rizacao das Zs-variedades com Zso-expoente maior do que 2. Apresentamos este resultado

como o proximo teorema.

Teorema 3.3.1 (Veja [0], Teorema 12). Seja A uma superdlgebra de dimensao finita.
Entao exp?" (A) > 2 se, e somente se, pelo menos uma das superdlgebras descritas acima

pertence a var? (A).
A seguinte observacao é essencial para o desenvolvimento desta secao.

Observacao 3.3.2. Note que UTy é uma Zo-subdlgebra de My(F'), UC e UCs, e também
€ isomorfa a uma Zo-subdlgebra de UTY™, j € {0,1,2,3}. Além disso, UTY" é uma Z,-
subdlgebra da superdlgebra My 1(F). Logo, pelo teorema anterior, temos que se A é uma
superalgebra com Zso-expoente maior do que 2, entao, em particular, vamos ter que UTs

ou UTY" pertencem a vard (A).

O lema a seguir nos fornece informagcoes sobre a estrutura de uma superalgebra de
dimensao finita A tal que UTy, UTy" & var? (A).

Lema 3.3.3 (Veja a demonstracao do Lema 6 em [37]). Sejam A uma superdlgebra de
dimensao finita e A= A; & -+ @ Ay+J(A) uma decomposicio de Wedderburn-Malcev de
A como superdlgebra. Se existem i,7 € {1,...,k}, i # j, tais que B;J(A)B; # {0}, entao
temos UTy € vard™(A) ou UTy" € vard™(A).

O proximo resultado segue diretamente pelo Teorema [3.2.7] e Observacao [3.3.2]

Proposicao 3.3.4. Seja A uma superdlgebra de dimensao finita com Zo-multiplicidades

limitadas por um. Entao expd”(A) < 2.

Agora, vamos estudar as superalgebras com Zs-multiplicidades limitadas por 1 e Zso-

expoente exatamente 2. Daremos inicio com a proposicao a seguir.

Proposicao 3.3.5. Seja A uma superdlgebra de dimensao finita com Zo-multiplicidades

limitadas por um. Se exp9 (A) = 2, entdo D" € var? (A).
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Demonstragao. Como A possui dimensao finita, entdo, pelo Teorema [I.2.11] temos que
G, G9" € vard"(A). Além disso, como A possui Zs-multiplicidades limitadas por um, pelo
Teorema [3.2.7, temos que UTy, UTY" & var?"(A).

Por outro lado, desde que exp9"(A) = 2, pelo menos uma das superédlgebras listadas no
Teorema deve pertencer a vard”(A). Portanto, como G, G9", UTy, UTy" & vard™(A),

concluimos que D9 € var? (A). O

Na préxima proposicao, relacionamos o resultado anterior com as algebras Z,-funda-

mentais.

Proposicao 3.3.6. Se A ¢ uma superdlgebra Zs-fundamental com Zo-expoente 2 e Zio-

multiplicidades limitadas por um, entio A = DI"+J(A).

Demonstragao. Como A é Zs-fundamental, pelo Lema[3.1.10] temos que A é Zs-reduzida.
Logo, pelo Lema , concluimos que dimp A = exp?(A) = 2. Entdo, pelo Teorema
,temos as seguintes possibilidades: ou A2 D ouAd=DB @By talque By 2 By = F
e A possui graduacao trivial.

Vamos supor que o segundo caso aconteca. Sendo A superdlgebra Zs-reduzida com
exp? (A) = 2, temos que, a menos de uma reordenagao dos indices, By J(A)By # {0}.
Logo, pelo Lema [3.3.3] temos que ou UT;, € vary"(A) ou UTY" € var®"(A). Em qualquer
um desses casos, pelo Teorema [3.2.7, temos uma contradigdo visto que A possui Zs-
multiplicidades limitadas por um. Portanto, concluimos que A = D9 e o resultado

segue. O

A seguir, relacionamos a Proposicao [3.3.5] com o Teorema [3.1.2] para garantirmos a
existéncia de uma uma Zo-identidade especifica no Ts-ideal de uma algebra de dimensao

finita com Zs-multiplicidades limitadas por um.

Proposicao 3.3.7. Seja A uma superdlgebra de dimensao finita com Zo-multiplicidades

limitadas por um. Se exp(A) = 2, entao [y, z] € Id?"(A).

Demonstracao. Pelo Teorema |3.1.2) temos que existem constantes nao simultaneamente
nulas «, § tais que que ayz + fzy € Id7(A). Por outro lado, pela Proposicao [3.3.5]
temos DI € vard"(A) e DI" satisfaz uma identidade do tipo destacado se, e somente se,

a = —f. Logo, o resultado segue. O

Vejamos a seguir que duas superdlgebras especificas com Zs-expoente 2 nao possuem

Zo-multiplicidades limitadas por um.

Proposigao 3.3.8. As superdlgebras D" d Uy e DI" S UT | nao possuem multiplicidades

limitadas por um.
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Demonstragdo. Observamos que exp?"(D9") = 2, exp? (U 1) = 1 e exp? (Uy;) = 1. Além
disso, como consequéncia do Lema temos que se A e B sao superdlgebras de di-
mensao finita, entdo, exp? (A @& B) = max{exp (A),expy (B)}. Assim, obtemos que
exp? (D9 @ Uy) = exp” (DI © U ;) = 2.

Logo, se assumirmos que estas superalgebras possuem Zs-multiplicidades limitadas
por um, pela Proposicao m, [y, z] é uma Zs-identidade de cada uma delas e chegamos a
uma contradigao, pois, pelo Lema [3.2.1] [y, 2] € 1d¥(Uy,1) e [y, 2] ¢ 1d” (U}, ). Portanto,

temos que D" @ Uy e D" @ Uy, nao possuem Zo-multiplicidades limitadas por 1. [J

Antes de prosseguir, necessitamos de um lema geral a respeito de superalgebras de
dimensao finita do tipo A = F+J(A) que sera essencial para o resultado em seguida e

que pode ser encontrado em [12].

Lema 3.3.9 (Veja [12], Lema 8). Seja A = F+J(A) uma superdlgebra de dimensdo finita.
Se Jo1 # {0} (respectivamente Jio # {0}), entdo existe uma Zs-subdlgebra B de A tal
que B ~7, Uy ou B ~q, Uy (respectivamente B ~r, Ul ou B ~7, Uf;). Sendo mais
precisos, se J(g(l)) # {0}, entdo B ~q, Uy; se Jé}) # {0}, entao B ~g, Uyy; se Jl(g) # {0},
entao B ~q, U; se Jl((l)) # {0}, entdo B ~r, Uy ;.

Agora, estudaremos as superalgebras do tipo A = D9"+.J(A) com Zy-multiplicidades
limitadas por um fazendo uso da decomposicao apresentada no Lema [1.2.7]

Proposigao 3.3.10. Seja A = D9"+J(A) uma superdlgebra de dimensdo finita. Se Jo, #
{0} ou Jyg # {0}, entdo A nao possui Zs-multiplicidades limitadas por um.

Demonstracao. Suponhamos que A possui Zsg-multiplicidades limitadas por um. Observe
que a unidade de D9" = F+cF é 1p, logo podemos considerar as Zs-subalgebras de A
dadas por By = F + Jy; € By = F' + Jjp. Pelo Lema , se Jéi) # {0} entao, temos que
Uy € vard"(A) enquanto que se Jl((l)) # {0} entao Uy, € vard (A).

Desta forma, se Jé}) # {0} ou Jl((l]) # {0}, teremos que D9 @ U1 € vard (A) ou
D Us, € vard"(A) e pela Proposigao temos uma contradicao, visto que A possui
Zo-multiplicidades limitadas por um. Logo Jéi) = Jl(é) = {0}.

Agora, considere j € Jé(l)). Lembre-se que ¢ € AM e ¢ = 1. Pela Proposicio ,
temos que

J =jgcc=ccj=0.

Com isso temos que Jy; = {0}. De modo analogo concluimos que Jig = {0}. O

A seguir, apresentamos o resultado mais importante desta secao, demonstrando que,
a menos de isomorfismo, D9 é a 1nica superalgebra Zs-fundamental com Zo-multiplici-
dades limitadas por um e Zs-expoente maior ou igual a 2. Para isso, perceba primei-

ramente que o resultado anterior implica que se A é uma superalgebra Zs-fundamental
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com Zso-multiplicidades limitadas por um e Zs-expoente 2, entao podemos considerar
A == (Dgr_i_JH) ©® J00~

Teorema 3.3.11. Seja A uma superdlgebra Zs-fundamental com Zo-multiplicidades limi-
tadas por um tal que exp9”(A) = 2. Entao A= DI".

Demonstragdo. Como ja observado, podemos considerar A = (D9 +Jy;) & Jo. Perceba

que, para n suficientemente grande, temos que x¥"(A4) = x?"(B), onde B = D9 +.J;;. Pela

Proposicao [3.3.7 temos que B satisfaz [y, z] = 0. Vamos mostrar que [y1,y.] € 1d?"(B).
Considerando 71, jo € B, usando que ¢ € B e a Z,-identidade [y, z] = 0, temos

J1J2 = J1j2€C = JaCJ1C = Jaj1CC = jJoji.
Logo, [y1,y2] =0 em B. Agora, mostraremos que [z, 23] € 1d?"(B).
Note primeiramente que, como [y, z] € 1d?"(B), entdo 22223 = 232122 mod 1dY"(B).
Considere ji, j, € BY. Entdo,

J1J2 = €CJ1J2 = CJ2CJ1 = CCJ2J1 = Ja2]1-

Assim, [z1, 29] = 0 em B e concluimos que B € var?" (D). Portanto, B ~rg, DI".
Desta forma, para todo n suficientemente grande temos x9"(A) = x% (D). Nessas
condicoes, pelo Lema [1.2.10, temos que

n
XT(A) = Xtm),0 + Z X(n—i),i)s Para todo n suficientemente grande.
i=1

Como A é Z,-fundamental e dimp A = 2, utilizando o Lema concluimos que s4 = 0.
Portanto, temos que Ji; = Joo = {0}. O



Capitulo 4
O caso Zo-graduado

Neste capitulo, vamos estudar superalgebras com Z,-multiplicidades limitadas por um.
Iniciamos fazendo uma importante observacao que serd fundamental para os nossos estu-

dos.

Observacao 4.0.1. Dada uma superdlgebra A = A© + AWV com Zy-multiplicidades li-
mitadas por um, a partir dos Teoremas e podemos concluir que A é uma

algebra com multiplicidades limitadas por um.

Utilizando a observacao anterior, podemos fazer uso do Teorema [2.2.15| e afirmar
que se A é uma superdlgebra com Z,-multiplicidades limitadas por um, entdo A©® ¢

Pl-equivalente a uma das algebras

g7 N7 FEBN; Al@Nla ATEBN% g2k@N3 (41)

onde k£ > 1 e N, Ny, Ny, N3 sao algebras nilpotentes com multiplicidades limitadas por
um tais que N; satisfaz a identidade [xq,xs|re, Ny satisfaz a identidade z|xy, z2] e
N3 € var(G). Logo, se estamos interessados em estender a classificacao das dlgebras com
multiplicidades limitadas por um para o contexto de superalgebras, devemos trabalhar

com os casos dados em (4.1]).

4.1 Caso inicial

E de nosso interesse encontrar a classificacao das superalgebras com Zs-multiplicidades
limitadas por um através de estudos detalhados sobre superédlgebras Z,-fundamentais que
apresentam essas caracteristicas.

Ao longo desta segao, vamos considerar a Observagao [4.0.1] e apresentar o estudo
que esta sendo realizado a respeito das superalgebras Zs-fundamentais A com Zs-mul-

tiplicidades limitadas por um tais que A®) ~; F @ N e exp?(A) = 1, onde N é uma



4.1 Caso inicial 54

algebra nilpotente com multiplicidades limitadas por um. Nessas condicoes, pelo Lema
3.1.12| conclui-se que ou A = F ou A = F+J(A) e, para todo n suficientemente grande,

existe uma multiparticdo (A) = (A A1) com
AO = A E g, AW = (A, ) Enng 4 =n
tal que mpy # 0 em x7'(A) e
AD 42O LD A =g

A estratégia que seguiremos consiste em considerar a decomposicao do radical de
Jacobson de A dada pelo Lemal[l.2.7] descartar algumas de suas componentes e, a partir da
andlise das possiveis Zs-identidades satisfeitas por A, obter resultados sobre a classificagao
procurada.

Para atingir nossos objetivos, trabalharemos com as superalgebras que foram definidas
no Capitulo 3 e vamos provar inicialmente um resultado a respeito de superdlgebras de
dimensao finita do tipo A = F+J(A) com Zy-multiplicidades limitadas por um e com
A9 ~r Fa N.

Proposigao 4.1.1. Seja A = F+J(A) uma superdlgebra de dimensao finita com Zo-
multiplicidades limitadas por um. Se A©) ~p FON, entio J = JO = [J9, 19 = {0}.
Além disso, Uy, U & vard™(A).

Demonstragio. Considere (A\) = (A®, ) uma multiparticio de n tal que m(y # 0 em

97(A). Observe que, como A®) ~; '@ N, entdo, para todo n suficientemente grande,
necessariamente temos (\) = ((n),0).

Agora, note que se Jé(l)) # {0} ou Jl(g) # {0} ou [Jl((l]), JV] £ {0}, entdo, para todo

n > 2, temos que o caracter associado a multiparticao ((n — 1,1),0) teria multiplicidade

nao nula em x9 (A), chegando a uma contradigao. Portanto, concluimos que Jé(l)) = Jl(g) =

[J1((1])a Jl((l))] = {0}. Além disso, pelo Lema , é facil ver que Uy, U} & var? (A). O

Antes de prosseguir, vamos fazer uma observacao importante a respeito das identidades
a serem satisfeitas na situagao em que vamos trabalhar.

Nosso trabalho serd com superalgebras nao nilpotentes e com Zy-multiplicidades li-
mitadas por um. Neste caso, podemos considerar uma identidade ayz + Szy dada pelo
Teorema e buscamos analisar possiveis valores para as constantes «, § € F. Afir-

mamos que esse trabalho se resume a olhar para as identidades
2y=0, yz=0 e [y,2]=0.

De fato, suponha que A = F+J(A) seja uma superalgebra Z,-fundamental tal que
ayz + Bzy € 17 (A) com a # 0, £ 0 e a # —p.
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Neste caso, néo ¢ dificil concluir que J1( ‘]10) = é}) = {0}. Logo, também temos

oo o = Jor' Jog = {0}

A partir das 1gualdades encontradas e o Lema [3.1.8 concluimos que a componente
fmpar AM) ndo contribui para o célculo de s4, visto que, para n suficientemente grande,
muitas variaveis pares recebem valorem de F' e, caso tenhamos alguma varidavel impar, o
polindmio se anula.

Em particular, no caso em A© ~p F @ N, terfamos s4 = 0, uma contradicdo, pois
a # 0 e [ # 0. Portanto, nessas condicoes, basta considerarmos os casos em que ou

zy =0 ou yz =0 ou [y, z] =0. Com isso, temos o préximo resultado.

Proposigao 4.1.2. Seja A uma superdlgebra Zs-fundamental com Zo-multiplicidades li-

mitadas por um tal que A®) ~p F @& N e exp? (A) = 1.
1. Se zy € 1d7"(A), entio A =F ou A ~g, U{;.
2. Seyzeld”(A), entio A=F ou A ~g, Uy ;.

3. Se |y, z] € 1d9 (A) entao A = (F+J11) ® Joo-

Demonstra¢ao. Suponha que zy € 1d9"(A). Observe primeiramente que, pelo Lema m,
Upa, U, Us, U3 1, U3 4, Us1, Usy, Goy & var9™(A), i = 1,2,3. Além disso, pela Proposicao
4.1.1] e Lema B ¢ var? (A), onde B é uma soma direta de superalgebras distintas
dentre as superalgebras U, U, U1, U, U

Desta forma, pelo Teorema [3.2.6] temos que A possui Zy-cocomprimento limitado
por 2. Como A nao é nilpotente, entao, pelo Lema [3.2.5 temos que A ~p, F & N ou
A ~r7, Uf; & N. Suponha que A ~7, F'® N. Entao, como A ¢ Zy-fundamental, temos,
pelo Lema que s4 = 0 e concluimos que A = F'. Por outro lado, se A ~p, Uy ;& N,
entao, novamente pelo Lema , concluimos que s4 = 1. Logo, N? = 0 e temos que
Id*"(N) D 1d*"(UY,). Portanto, A ~z, U7;. O caso em que yz € Id?"(A) é andlogo.

Para provar o item 3, observe que pela Proposicao m temos que Jé(f) = Jl(g) = {0}.
Note que, como A satisfaz [y,z] = 0, entao, pelo Lema , temos que Uy, Uy, €
Id"(A). Entao, pelo Lemam temos que JSP = Jl(é) = {0}. Portanto, concluimos que
Jo1 = Jio = {0} e o resultado segue. O

Observacao 4.1.3. Perceba que, sob as hipdteses da proposicao anterior, teriamos no

terceiro caso que para todo n suficientemente grande, x9"(A) = x9" (F+J11).

Tendo em vista a observacao anterior, voltamos a nossa atencao para superalgebras

Zo-fundamentais do tipo F4-.J;; e conseguimos demonstrar o seguinte resultado.

Proposicao 4.1.4. Sejam A = F+.Jy, uma superdlgebra Zo-fundamental com Zo-multi-
plicidades limitadas por um tal que A ~p F & N e suponha que [y,z] € 1d9 (A). Se
[21, 23], 2120 + 2221 € IdY(A), entao A=F ou A ~p, U.
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Utilizando o resultado anterior, juntamente com a Proposicao [4.1.2 e Lema [3.1.8] é

facil estender o resultado anterior conforme a préxima proposicao.

Proposicao 4.1.5. Sejam A uma dlgebra Zo-fundamental com Zo-multiplicidades limita-
das por um tal que A®) ~r FON, exp? (A) =1 e[y, 2] € 1d7 (A). Se [21, 23], 2120+ 2221 €
1d7"(A), entao A=F ou A ~g, U.

Para prosseguir com a nossa investigacao, ¢ essencial conhecer todas as Zs-subvariedades
préprias de D9", descritas por La Mattina em [30]. Para tanto, definimos primeiramente
uma superalgebra. Para k > 2, considere £ como a matriz identidade de ordem k£ x k e
by = ]f iel ir1. Lembre-se que se g = (g1, ...,9x) € Z5, entao g define uma graduagao
em UT}, quando tomamos UT,E ) = span{e;; | gi+g; =0} e UT,EI) = span{e;; | g;+g; = 1}.

Denotaremos por

CkiCk(F): {OéE—l- Z OéiEi|Oé,ai€F} c UTy,

1<i<k

a subdlgebra comutativa de UTy com graduagao elementar induzida por g = (0,1,0,1,...)
S Z’Q‘l O Ts-ideal e a n-ésima Zs-codimensoes de Cj, ja foram estudados e constituem o

préximo teorema.

Teorema 4.1.6 (Veja [33], Teorema 4.3). Seja k > 2. Entao

1. IdgT(Ck) = <[y1, 92]7 [y, ZL [217 22], Z1c Zk>T2 ;

2. I (Cy) = ki( ) 1) nkt,

Além disso, a sequéncia de Zy-cocaracteres de C}, ja foi investigada e compoe a proxima

proposicao.

Teorema 4.1.7 (Veja [35], Teorema 8.3). Para k > 2, temos que

X%T(Ck n),0 + Z X(n—j),

A seguir, descrevemos as Zs-subvariedades préprias de vard”(D9").

Teorema 4.1.8 (Veja [30], Teorema 8.3). Seja A € vard™(D9"). Entdao ou A ~p, DI
ou A ~p, N ou A ~p, CSN ou A ~p, Cpy & N, para algum k > 2, onde N é uma

superdalgebra nilpotente e C' é uma superdlgebra comutativa com graduagao trivial.

O préximo resultado evidencia a relevancia da superalgebra Cy, k > 2, na classificagao

das superalgebras Zo-fundamentais com Zsy-multiplicidades limitadas por um.
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Proposicao 4.1.9. Sejam A = F4Jy, uma superdlgebra Zs-fundamental com Zo-multi-
plicidades limitadas por um tal que A®) ~p FON e[y, 2] € 1d7 (A). Se [z1, 2] € 1d9"(A),
entao A= F ou A ~g, C.

Demonstracao. Primeiramente, note que, pela Proposicao m, [y1,y2] € 1d7"(A). Logo,
nessas condigoes, temos que A € var? (D). Pelo Teorema , temos que A ~p, N,
A~p CBNou A ~p, Cp, &N, k> 2 onde C' é uma superalgebra comutativa com
graduagao trivial e N é uma superalgebra nilpotente. Necessariamente, temos A ~p,
C®NouA~rp Cr@®N.

Suponha inicialmente que A ~g, C'@ N. Nesta situacao, pela Proposicao [3.1.12]

concluimos que A = F'. Por outro lado se A ~p, Ci, @ N, entao, como A é Zy-fundamental,

pelo Lema e pelo Teorema [4.1.7] concluimos que s4 = s¢, = & — 1. Logo, pelo
Teorema [4.1.6), N € vard"(Cy) e o resultado segue. O

Para continuar com a nossa investigacao, é necessario conhecer todas as subvariedades
de G9". Para isso, introduzimos mais uma superalgebra. Para todo k > 1, denotaremos
por G7" a élgebra Gy, com graduacao induzida por G9. O Thy-ideal e a sequéncia de Zo-

codimensoes de G;" ja foram estudados e sao tema do préximo teorema.

Teorema 4.1.10. (Veja [35], Teorema 7.1) Seja k > 1. Entao

1. IdgT(gin) = (ly1, v2), [y, 2], 2122 + 2021, 2122 - - Z1) 1, -
"L\ 1
2. 9"(G¥") = —n”.
ran =3 (7)n
A sequéncia de cocaracteres de Zg-cocaracteres de G também j4 foi estudada e apre-

sentamos esse resultado no proximo teorema.

Teorema 4.1.11 (Veja [35], Teorema 7.3). Para k > 1, temos que

k
X (GE) = Xmyo + Y Xinei)(19)-
j=1

A seguir, apresentamos as Zs-subvariedades de vard”(G9") descrita por La Mattina.

Teorema 4.1.12 (Veja [30], Teorema 7.3). Seja A € var? (G"). Entao A ~p, G,
Ar~p N, Arp, CON ou A ~p, G ® N, para algum k > 1, onde N é uma superdlgebra

nilpotente e C' € uma superdlgebra comutativa com graduac¢ao trivial.

Agora, assim como fizemos com C}, veremos a seguir o papel desempenhado pela
superalgebra GJ", k > 1, na classificagdo das superdlgebras Z,-fundamentais com Zs-

multiplicidades limitadas por um.
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Proposicao 4.1.13. Sejam A = F+Ji, uma superdlgebra Zo-fundamental com Zs-multi-
plicidades limitadas por um tal que A ~r F®N ey, 2] € Id9(A). Se [z1, 2] & 1d7(A)

€ 2129 + 2921 € IdgT<A>; entao A ~r, lgr-

Demonstragdo. Inicialmente, note que, pela Proposicao [1.1.1] [y1,ys] € 1d?"(A4). Logo,
temos que A € var? (G]"). Entao, pelo Teorema , um dos casos acontece: A ~r,
C@® N ou A~rp, GI"® N, onde C' é uma superdlgebra comutativa com graduagao trivial
e N ¢é uma superalgebra nilpotente.

Suponha primeiramente que A ~p, C'@® N. Assim, para n suficientemente grande,
Xn(A) = X)p- Portanto, como A é Zy-fundamental, temos que A = F, o que é uma
contradicao, pois [z1, zo] & Id?"(A). Logo, devemos ter A ~7, G7"®N. Novamente, usando
que A é Zs-fundamental, concluimos que sy = Sgor = k. Isso implica que N**1 = 0. Pelo
Teorema concluimos que N € var?" (G{") e o resultado segue. O

Agora trataremos os casos em que [zq, 23] € 2122 + 2221 nao sdo Zs-identidades da
superdlgebra A. Neste caso, vamos considerar as superdlgebras C;® G{", [ >2e¢ k> 1, e

necessitamos de um resultado técnico que pode ser encontrado em [14].

Lema 4.1.14 (Veja a demonstracao do Teorema 1 em [14]). Seja A uma superdlgebra

com Zo-multiplicidades limitadas por um.

1. Mddulo 1d7"(A), temos que:

P'r,n—T = Span{zil 2 P VPR yj'r}

ou

PT,n—T = Span{yll e yirzjl e Z]n71}7
2. Seyz,zy ¢ 1d?"(A), entao mddulo 1d?"(A), temos que:

Py, =span{zy---2p, 21+ Zn—22n2n—1}-

Note que, se A = F+Jy; é uma superdlgebra tal que [y, z] € 1d? (A) e de modo que
[21, 23], 2122 + 2021 & 1d?"(A), ent@o necessariamente yz, zy ¢ 1d?"(A). De fato, suponha
que yz € Id9"(A), entao Jﬁ) = {0} e concluimos que z € 1d?"(A), temos uma contradigao.
De modo andlogo, é facil ver que zy & 1d9"(A).

Além disso, se nessas condicoes admitirmos que A©®) ~p F @ N, entdo pelo Lema
para todo n suficientemente grande, médulo 1d?"(A), temos que:

PTJL*T = Span{yil YRy By Yin Y By Zjn77'72zjn—rzjn77'fl}7

onde 11 < -+ < 4, J1 < -+ < Jp_r. Combinando essa descricao com uma analise
detalhada das superédlgebras Z,-fundamentais que satisfazem tais propriedades, obtemos

o resultado a seguir.
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Proposicao 4.1.15. Seja A = F+Jy, uma superdlgebra Zo-fundamental com Zo-multi-
plicidades limitadas por um tal que A ~p F & N e suponha que [y,z] € 1d9 (A). Se
(21, 22, 2120 + 2021 € 1d7"(A), entao A ~r1, C;® G{'".

Agora, note que, analogamente a Proposigao [2.2.10| para o caso ordinario, temos que
uma superalgebra de dimensao finita com crescimento polinomial de sua sequéncia de
Zo-codimensoes ¢é Tr-equivalente a soma direta de uma superalgebra Zs-fundamental com

uma superalgebra nilpotente, como vemos na préxima proposi¢ao.

Proposigao 4.1.16. Seja A uma superdlgebra de dimensdao finita com crescimento poli-
nomial de sua sequéncia de Zo-codimensoes. Entao A é Ty-equivalente a uma superdlgebra
Zs-fundamental ou A ~p, B® N, onde B é uma superdlgebra Zs-fundamental e N € uma

superdlgebra nilpotente.

Demonstracao. Se A é Zo-fundamental, entao nao temos nada para fazer. Logo, suponha
que A nao seja Zo-fundamental.

Pelo Lema [3.1.7, A é Ty-equivalente a uma soma direta finita de superédlgebras Zo-
fundamentais, e, como A possui crescimento polinomial, cada um dos elementos dessa
soma direta possui crescimento polinomial. Portanto, pela Proposicao A ~p,
Bi@®---®By®N1®- - - DN,y onde B; ¢ uma superalgebra Z,-fundamental com parte semis-
simples isomorfa a F' e N; é uma superdlgebra nilpotente, ¢ =1,...,k, j =1,...,q. Agora,
usaremos a Zo-fusao dada pelo Lema (3.1.13| nos elementos da componente By & - - - B By.
Para isso, prosseguiremos como na Observacao [3.1.150 Denotaremos a superalgebra
resultante desse processo por B. Como B; é uma superalgebra Zs-fundamental para
todo i € {1,...,k}, entdo, pela Proposigao temos que B é Zs-fundamental e
B ~p, By @ -+ @ By. Portanto, A ~p, B& N, onde N =N; @ --- D N,. O

Logo, aplicando o resultado anterior juntamente com a classificacao das superalgebras

Zo-fundamentais obtidas nessa secao, concluimos o seguinte teorema.

Teorema 4.1.17. Seja A uma superdlgebra tal A®) ~p F @& N e suponha que exp?” (A) =
1. Se A possui Zo-multiplicidades limitadas por um, entao A ~p, F ou A ~1, U & N,
ou A ~g, Ug © Ny ou A ~p, Ufy @ N3 ou A ~q, Cr @ Ny ou A ~p, GI" @ N5 ou
A~nCiaG  ®Ng, 1 >2ek>1.

Por fim, observe que, assim como na classificacao obtida para o caso ordinario, é
necessario impor condigoes nas partes nilpotentes das algebras apresentadas no teorema

anterior para garantir que a reciproca seja verdadeira.
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4.2 Conjecturas para os demais casos

Encerramos esta tese destacando que ja se encontram em desenvolvimento trabalhos vol-
tados para os demais casos em (4.1]) na Observagao Assim, nesta secao, discutimos
problemas que estao sendo tratados em pesquisas em andamento, os quais deverao compor
trabalhos futuros relacionados.

Em particular, quando A é uma superdlgebra com Z,-multiplicidades limitadas por
um tal que A®) ~p A, ®N; ou AQ ~p A3@ Ny, onde N satisfaz a identidade [z, 2o]zs €
N, satisfaz a identidade 3]z, 23], além das superdlgebras j& descritas, torna-se necessario

investigar as seguintes superalgebras apresentadas em [12]:

F F F F 0 0 0 F
Uso=|0 0 F [, com graduagao 0O 0 of,lo 0 F :
0 0 0 0 0 00 0
0 F F 0 0 O 0 F F
U, =10 0 F |, comgraduagao | [0 0 F|,[0 0 0 ;
0 F 00 F 0 0 0
F F F F 0 F 0 F 0
Uss=10 0 F |, com graduagao 0O 00,10 0 F ;
0 0 O 0 0 O 0 0 0
0 F F 0 0 F 0 F 0
Uss = 0 F |, com graduacao 00 0,0 O
0 F 00 F 0 0 0
Os T,-ideais dessas superalgebras sao conhecidos e compoem o préximo Lema.

Lema 4.2.1 (Veja [12], Lema 15). Temos que:
1. 147 (Us 2) = ([y1, Y2]ys, 2y, 2122) 1, 5
2. Idgr(Ug,z) = (y1ly2, y3}, ¥z, 2122) 155
8. 1d% (Usz) = ([y1, v2lys, W1, v2l2, 2y, z12223) 1,5

4. Idgr(U§’3) = <y1 [y2; yS]u Z[yla yQL Yz, 21Z2Z3>T2‘

Nao é dificil demonstrar que essas superdlgebras sao Zs-fundamentais e que possuem
Zo-multiplicidades limitadas por um.
Seguindo passos analogos aos que foram dados na investigacao para o caso em que

A ~, F @ N somos levados as seguintes conjecturas motivando investigacoes sobre



4.2 Conjecturas para os demais casos 61

superdlgebras A com Z,-multiplicidades limitadas por um tais que A© ~; A; & Ny e
A(O) ~T AT EB NQ.

Conjectura 4.2.1. Seja A uma superdlgebra tal que A® ~p Ay & Ny, onde Ny satisfaz
a identidade [xy,x5)xe, e suponha que expd (A) = 1. Se A possui Zg-multiplicidades
limitadas por um, entao A ~p, Uf @ N ou A ~q, Usa @ N ou A ~p, Us3s ® N ou
Arng, Usg®Us3s®N ouUf@CL &N ouUf &G &N ouUs; & C,® G &N, onde N

¢ uma algebra nilpotente.

Conjectura 4.2.2. Seja A uma superdlgebra tal que A®) ~p A* @ Ny, onde Ny satisfaz
a identidade xi[xq,x2], e suponha que expd (A) = 1. Se A possui Zs-multiplicidades
limitadas por um, entio A ~1, Uy & N ou A ~p, U3y ® N ou A ~q, Uj3 & N ou
AU, ®@Us3ON ouA~p, Uu@CL®N ou A~p, UG ON ouU1 ©CLOG O N,

onde N é uma dlgebra nilpotente.
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