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Resumo

Seja w uma r—forma LDS holomorfa numa variedade complexa M. No caso
M = C", nés provamos que se ker(w)' admite um subfibrado trivial de posto
k entdo existe uma (r — k)-forma n LDS e holomorfa em C" tal que w se es-
creve como produto exterior de 1 vezes o produto de k se¢oes globais linearmente
independentes de ker(w)*. No caso em que M é compacta e conexa, nés abor-
damos o problema classico de Darboux-Jouanolou e mostramos que se w possui
um numero suficientemente grande de hipersuperficies analiticas invariantes, entao
w admite uma integral primeira meromorfa. Em seguida, provamos que se k < r
e w possui k familias infinitas de hipersuperficies w-invariantes cujos membros se
interseptam transversalmente, entao w admite uma integral primeira meromorfa
de posto k. Em particular, se k = r, entao w ¢ integravel. Continuando nesta
direcao mostramos que no caso integravel, w possui uma estrutura transversal por
translacoes se, e somente se, w é multiplo de um produto de 1-formas fechadas.
Terminamos este trabalho mostrando que em preséncia de uma singularidade tipo
Kupka, existe um sistema de coordenadas em torno da singularidade em que w
depende apenas de r + 1 variaveis. Em particular, w é integravel e a folheacao
induzida por w tem a estrutura de produto de uma folheacao por curvas em C" 1
vezes uma folheacao regular.

Palavras-chave

Distribuigoes Uniformes. Folheagoes Holomorfas. Forma Localmente De-
componivel.



Abstract

Let w be a holomorphic LDS r—form on a complex manifold M. In the case
M = C", we show that if ker(w)* admits a trivial subbundle of rank k, then there
exists a holomrphic LDS (r—k)-form 7 on C” such that w is the exterior product of
n with the product of k linearly independent global sections of ker(w)*. In the case
that M is compact and connected we approach the classical Darboux-Jouanolou
problem and we prove that if w has a sufficiently large number of invariant analytic
hypersurfaces, then w admits a meromorphic first integral. Next, we prove that
if £ < r and w has k infinite families of w-invariant analytic hypersurfaces whose
members intersect transversely, then w admits a meromorphic first integral of rank
k. In particular, if £k = r, then w is integrable. Continuing in this direction we
prove that in the integrable case w has a transversal structure by translations if
and only if w is a multiples of a product of closed 1—forms. We conclude this
work by showing that in the presence of a Kupka type singularity, there exists a
coordinate system around the singularity such that w reduces to r+ 1 variables. In
particular, w is integrable and the foliation induced by w has the product struture
of a foliation by curves in C"*! multiplied by a regular foliation.

Keywords

Uniform Distributions. Holomorphic Folhiations. Form Locally Decompos-
able.
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Introducao

O estudo de folheagoes tem suas origens nos trabalhos pioneiros de P. Painlevé, E.
Picar, G. Darboux, H. Poincaré, Ch. A. Briot e G. D. Birkhoff. A importancia
do conceito de folheagao estd ligada a geometrizacao de algumas questoes impor-
tantes em Teoria de Singularidades, Topologia, Equagoes Diferenciais e Analise
Complexa. Nestas aplicagoes é comum considerar-se objetos com singularidades.
Mais gerais que as folheacoes sao as chamadas distribuigoes, que no caso integravel
estao ligadas ao conceito de folheagao, mas que em geral podem modelar outros
fenomenos, com aplicagoes inclusive a Fisica.

Nesta tese estudamos alguns aspectos da teoria das distribuicoes holomorfas,
integraveis ou nao, e com ou sem singularidades. Problemas classicos na teoria das
folheagoes, como existéncia de solugoes algébricas e obtencao de cotas para o grau
(Problema de Poincaré) ou o nimero destas (Problema de Jouanolou), problema de
determinagao de condigoes de integrabilidade (existéncia de integral primeira), as-
sim como a descri¢ao da estrutura em torno do lugar singular (fenémeno de Kupka,
genericidade, etc) sao abordados neste trabalho para distribuigdes integraveis ou
nao, como passamos a descrever.

Primeiro recordamos o conceito de folheacao no caso sem singularidades. Uma
folheacao de uma variedade é uma decomposicao local desta em subvariedades im-
ersas, todas de mesma dimensao (chamada de dimensao da folheacao), de forma
que localmente se distribuam como fibras de uma fibracao trivial. Além disso,
pede-se que duas tais trivializagoes sejam relacionadas por uma mudanga de coor-
denadas que preserva a fibracao modelo a qual ambas sao conjugadas. As unides
conexas das fibras locais sao chamadas de folhas da folheagao e sao subvariedades
imersas de mesma dimensao, da variedade ambiente. Neste trabalho, salvo mencao
explicita em contrario, consideraremos folheagoes com singularidades, cujo conceito
é o seguinte: uma folhea¢ao holomorfa (com singularidades) .# de codimensao r
numa variedade complexa M é um par (w,S), onde w é uma r-forma holomorfa
integravel em M com valores num certo fibrado em retas sobre M e S é um sub-
conjunto analitico de M de codimensao maior do que um. Em particular, a forma
w é localmente decomponivel fora do seu conjunto singular e muitas propriedades
topoldgicas e geométricas da folheacao se traduzem em propriedades algébricas
e analiticas da forma. Motivados por este fato, este trabalho é dedicado ao es-
tudo de formas localmente decomponiveis fora do seu conjunto singular, que serao
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abreviadas LDS ao longo de todo o texto. Nosso intuito é abordar o conceito de
distribuicao uniforme que é uma generalizacao do conceito de folheagao. Fora do
conjunto singular de uma r-forma LDS w, temos definido um fibrado £*(w) cuja
fibra num ponto é dada pelo conjunto de 1-formas cujo produto exterior por w é
nulo. Algumas propriedades interesantes de w podem ser descritas em termos de
£*(w). Por exemplo, obtemos a seguinte variante do Lema de Divisao de Saito-De
Rham (cf. Lema 1.16); de fundamental importancia ao longo deste trabalho:

Teorema A (Lema de Divisao LDS). Sejam M™ uma variedade complexa e
w,w € Q"(M). Suponhamos que:

(1) w é LDS e codim(S(w)) > 2.

(17) e*(w(z)) C e*(w(x)) para todo x € U := M \ S(w).

Entao w é LDS e @ = gw para alguma g € O(M).

Em seguida, como uma consequéncia imediata do Teorema A, nds obtemos
uma versao meromorfa do mesmo. Outra propriedade interessante de se observar
nas formas LDS é a caracterizacao da integrabilidade. E bem sabido que uma
1-forma diferencial w é integravel se, e somente se, w A dw = 0. De modo geral,
nés provamos (cf. proposicao 1.19):

Teorema B (Frobenius LDS). Seja w € Q"(M) LDS tal que U :== M \ S(w) é

denso em M. Entao as seguintes afirmacoes sao equivalentes:
I w é integravel.

II. dw é LDS. Além do mais, para cada x € U, existem uma vizinhanga W de x
en € QY W) tais que dw =n Aw em W.

III. A distribuicao & : x +— P (x) := ker(w(x)) para x € U é integrdvel.

Agora, olhando para o fibrado normal .#% de uma folheagao .# surge a per-
gunta: Em que condigoes A7 é trivial?. Com tal pergunta em mente, notando
que ker(w)t descreve o fibrado dual de .47, obtemos o seguinte resultado (cf.
Teorema 2.8):

Teorema C. Sejamr < n—1, 2r < n+k ew uma r—forma LDS holomorfa em C".
Suponhamos que ker(w)t admite um subfibrado trivial de posto k. Entao existe
uma (r — k)-forma n LDS e holomorfa em C" tal que w se escreve como produto
exterior de n vezes o produto de k secoes globais linecarmente independentes de
ker(w)*t.

Como corolario, obtemos:

Corolario: Nas condigoes do Teorema C, se ker(w)! admite um subfibrado trivial
de posto r — 1, entdo ker(w)® é também trivial.

Ao olhar para os ntucleos das imagens de uma forma diferencial localmente de-
componivel numa variedade diferenciavel M, quase de modo natural, vem a nossa
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memoria o conceito de distribuicao. Lembrando que uma distribuicao em M é
uma escolha em cada ponto de M de um subespaco do espago tangente a M
naquele ponto, todos da mesma dimensao (chamada de dimensao da distribuigao).
Se M ¢é uma variedade complexa e, localmente, os subespacos determinados pela
distribuicao provém de ntcleos de uma forma holomorfa, a distribuicao é dita
uniforme. No caso M = P{, um invariante muito importante pode ser associado
uma distribui¢ao uniforme &, o conceito de grau, que define-se como o grau da
variedade de tangéncias de & com um plano genérico linearmente mergulhado, de
dimensao complementar em relagao a n (chamada de codimensao da distribuicao).
Interessados pelo problema da finitude de solugoes algébricas para uma folheacao
em P¢, nés provamos o (cf. Teorema 3.22):

Teorema D. Se & é uma distribuicao uniforme em P{ de codimensao r, grau
d e sem integral primeira racional, entao o nimero maximo de hipersuperficies

invariantes por & é
(d + n) <n + 1)
. +r.
n r+1

Vale a pena observar que a questao andloga, no caso r = 1, foi formulada e
provada por J. P. Jouanolou na década de setenta. Em seguida, motivados pelo
resultado principal em [G], nos encaramos este mesmo problema no caso de uma
variedade complexa compacta conexa M qualquer, obtendo o seguinte resultado
(cf. Teorema 4.1):

Teorema E. Se & é uma distribuicao uniforme em M sem integral primeira mero-
morfa, entao & admite apenas um niumero finito de hipersuperficies invariantes.

Ainda sobre integrais primeiras, temos o problema de caracterizar folheacoes
que admitem algum tipo de estrutura transversal. Nesta dire¢ao nds provamos que
(cf. Teorema 5.6):

Teorema F. Seja % uma folheacao holomorfa de codimensao r em M. Entao
Z tem uma estrutura transversal por translacoes se, e somente se, % pode ser
definida por um sistema de 1-formas fechadas.

Por fim, olhamos para singularidades de folheacoes. O tltimo capitulo deste
trabalho é dedicado ao estudo de um tipo muito especial de singularidades, as
chamadas singularidades tipo Kupka. Um resultado devido a I. Kupka [K], estab-
elece que se w é uma 1-forma integravel e p é um ponto tal que w(p) = 0 e dw(p) # 0,
entao é possivel escolher coordenadas em torno de p nas quais w depende apenas de
duas variaveis. Deixaremos claro que a hipotese de integrabilidade é desnecessaria
e damos uma prova simples do seguinte resultado (cf. Teorema 6.2):

Teorema G. Seja w um germe de r—forma holomortfa na origem de C". Suponha
que dw é LDS, dw(0) # 0 e que d(i,(w)) = 0 para todo germe de campo x em
(C",0) tangente a dw. Entao existe um sistema de coordenadas (z,z) € C' x
Cr= 0+ tal que w = w(x).
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Como consequéncia, recuperamos a condi¢ao de integrabilidade, obtendo o
seguinte (cf. Corolério 6.3):

Corolario. Se w é como no teorema acima entao w é integravel, i.e., w define um
germe de folheacao holomortfa de codimensao r.

O Teorema G ¢é importante no estudo da estrutura local de uma folheacao em
torno de uma singularidade tipo Kupka. Por exemplo, a partir deste Teorema,
conclui-se que, em torno deste tipo de singularidades, a folheagao tem a estrutura
do produto de uma folheacdo por curvas em C"™*! por uma folheacio trivial e o
seu feixe tangente é localmente livre.



Capitulo 1

Preliminares

[preliminares] Neste capitulo introduzimos alguns conceitos importantes para o
desenvolvimento do nosso trabalho e provamos algumas propriedades fundamentais
relativas a estes.

1.1 Espaco e sistema associados a uma r—forma

Sejam E um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo k de caracteristica
zero. Denotamos por A\"(E) o espago de r—formas exteriores sobre E. Vamos ainda
convencionar denotar por J,, o conjunto formado por os primeiros m nimeros
naturais e por J% a colecio de todos os subconjuntos de J,, com k elementos.

Definigao 1.1. Sejaw € A"(F). Os conjuntos

ker(w) := {v € E;,(w) = 0}

ker(w)® := {n € E*; ker(w) C ker(n)}

chamam-se, respectivamente, espaco e sistema associados a w. A dimensao de
ker(w)t é chamada de posto de w. E possivel verificar que posto(w) = codim(ker(w)).

Denotamos por €*(w) o subespago de E* dado por
e*(w)={ne EnNw=0}
Observacao 1.2. Se w # 0, n € ¢*(w) e v € ker(w), entdo n Aw = 0 e %,(w)

0, logo 0 = 4,(n ANw) = %,(n)w. Donde %,(n) = 0. Portanto, n € ker(w)
Conseqiientemente, £*(w) C ker(w)*.

1

Proposigao 1.3. Sejaw € \"(F) \ {0}. Entdo dim(e*(w)) <.

12
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Prova: Suponha que dim(e*(w)) = k e escolha uma base (¢;)1<;<, de E* de modo
que (g5)1<j<k seja uma base de £*(w). Escrevamos

W = E ajey,

JEar,

ondeay €k, J={j1 <---<jtees=cj, A---Agj.. Levando em consideracao
o fato que, para cada i € Jy,

O=¢g ANw= E aje; NEy,
JETIT,
i¢J

concluimos que a; = 0 sempre que J, € J. Por conseguinte, w = Y sea; aye.
3,CJ
Portanto, k£ < r. [ ]

Diretamente da demonstragao da Proposicao 1.3, segue o seguinte:

Corolario 1.4. Sew € \'(E) \ {0} e dim(e*(w)) = r, entdo, dados oy, ..., €
e*(w) linearmente independentes (L.I.), existe um escalar X # 0 tal que w =
Aag A A Q.

Proposigao 1.5. [Go 1]. Sejaw € A"(E), r > 2,esejah: E"! — E* a aplicacao
multilinear dada por h(vy,...,v.—1) = t(vy, ..., v_1) (W) = B, (- (B (W)) -+ ).
Entdo ker(w)® é o subespaco de E* gerado por h(E™1).

Definigao 1.6. Sejaw € A\"(FE), r > 2. Dizemos que w é decomponivel se existem
o1, .. € N(E) tais que w = ay A A .

Proposicao 1.7. [Go 1]. Sejaw € A'(E) \ {0}. Entao posto(w) > r, valendo a
igualdade se, e somente se, w é decomponivel.

Proposicao 1.8. Seja w € N\'(E)\ {0}, r > 2. As sequintes afirmagées sao
equivalentes :

I. w € decomponivel.

II. posto(w) =r.
III. (v, ..., v1)(w) Aw = 0 para quaisquer vq,...,v,_1 € E.
IV. kert(w) = e*(w).

V. codim(ker(w)) =r.
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Prova: (I) = (II) e (V) = (I) Seguem da Proposi¢ao 1.7.

(IT) = (III): Sejam vy,...,v,_1 € E. Como ker(w) C ker(i(vy,...,v,_1)(w) A
w), entdo ker(i(vy,...,v,_1)(w) A w)t C ker(w)t. Logo, de (II), segue que
posto(i(vy, ..., v.—1)(w) Aw) < 1. Logo, pela Proposicao 1.7, ¢(vy, ..., v.—1)(w) A
w)=0.

(I11) = (IV): Pela Proposigao 1.5, sabemos que
ker(w)* = Span{i(vi,...,v,_1)(w);v1,...,v,_1 € E}.

Logo, segue de (I11), que ker(w)* C e*(w). Entao, pela Observagao 1.2, ker(w)* =
*(w).

(IV) = (V): Segue das proposicoes 1.3 e 1.7. u

1.2 Formas localmente decomponiveis

Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n. Dado um subconjunto aberto
W de M, denotamos por 2" (W) o k-médulo das r-formas em W, com grau de
difereciabilidade compativel com a estrutura de M.

Definigao 1.9. Sejam W C M aberto e ay,...,a, € QY(W). Dizemos que
{aq,...,a,} é um sistema integrdvel se a1(x) A---ANa,.(z) # 0 para todo z € W e
a; A Aa, Adoy =0 (ou equivalentemente a; A d(og A - -+ A ) = 0) para todo
jel,.

Definigao 1.10. Sejam w € Q"(M) e S(w) := {x € M : w(x) = 0}. Dizemos que
w ¢é localmente decomponivel fora do seu conjunto singular S(w) (LDS) se para
todo x € M \ S(w) existe uma vizinhanga W (z) C M e um sistema de 1-formas
ag, ..., ap € QYW) tais que w |w= a; A -+ A a,. Se os sistemas {aq,...,a,}
podem ser obtidos integraveis, dizemos que w € integrdvel.

Exemplo 1.11. Em C*, consideremos as 2-formas holomorfas
w = z3dz; Ndzg + 29dz; Ndzs + z129dz9 Ndzs e ) = zfdzl N dzy + ZQngZ;)) Adzy.

E possivel verificar que w = (dz; + z1dz2) A (23dza + 29dz3). Por conseguinte, w é
LDS. Por outro lado, nao é dificil ver que S(Q) = {z1 = 20 = 0} U {2z = 23 = 0}.
Entretanto, se z € {(z1, 22, 23, 24) € C* : 212923 # 0} e v € T,C*, entao %,((z)) =
0 se, e somente se, v = 0; i.e., ker(€(z)) = {0}. Logo, pelo item (V') da Proposi¢ao
1.8, €2 nao é LDS.

Proposicao 1.12. Seja w uma r-forma diferencial fechada em M. FEntao w é
integrdavel se, e somente se, w € LDS.



SOBRE DISTRIBUICOES E FOLHEAGOES HOLOMORFAS DE CODIMENSAO MAIOR DO QUE UM 19

Prova: (=) Por definicao.

(<) Suponhamos que w é LDS. Entao, dado x € M \ S(w) existem uma viz-

inhanga W de = e ay,...,a, € QYW) tais que w |yw= oy A -+ A a,.. Por outro
lado, dw = 0, implica que a; A dw = 0 para todo j € I,. Portanto, o sistema
{ai,...,a,} é integravel. n

Proposicao 1.13. Sejaw € Q" (M), r > 2,. As sequintes afirmagoes sao equiva-
lentes:

I wéLDS.
II. w tem posto r ou zero em cada x € M.

III. i(vy)(w) Aw = 0 para qualquer referencial local {vy,...,v,} em M e para
todo J € 3071 onde J = {j1,..., Jr-1} e vy = (Vj1,. ., 05, ,)

IV. ker(w(z))* = e*(w(x)) para todo x € U := M \ S(w).
V. Z:xw— P(x) = ker(w(x)) € uma distribui¢do de codimensdo r em U.

Prova: As demonstragoes de (I) = (I1) = (III) = (IV) = (V) sdo similares as
da Proposigao 1.8. De modo que provaremos apenas

(V) = (I): Consideremos o mapa de fibrados ¥ : TM* —s A" (TM*) definido
nas fibras por

U T,MY s ATYTLMY)
a — aAw(z).

Entao ker(V(z)) = e*(w(x)) paraz € M. Por outro lado, sendo codim (ker(w(z))) =
r para todo x € U, segue da Proposicao 1.8, que ¥ tem posto constante em U. Logo
£*(w(z)) define um subfibrado £*(w) de TU* de posto r. Assim, para cada p € U,
podemos escolher uma vizinhanga W C U de p e um referencial local (o), ;. de
£*(w) em W. Entao, pelo Corolario 1.4, existe uma fungao f diferencidvel em W

tal que wlw = fag A -+ A a,. Consequentemente, w é LDS. [ ]

Corolario 1.14. Sejam U um aberto denso em M e w € Q" (M). Entio w é LDS
em M se, e somente se, w € LDS em U.

Prova: (=) Segue da definigao.

(<) Suponhamos que w é LDS em U e, seja {vy,...,v,} um referencial definido
num aberto W # () de M. Sendo U denso em M, UNW # () e aberto em U.
Por conseguinte, a restrigao de {vy,...,v,} a U N W define um frame local em
U. Logo, em U N W, tem-se #(v;)(w) A w = 0 para todo J € J7~!. Entao, por
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densidade e continuidade, segue que #(v;)(w) A w = 0 para todo J € 37! . Logo,
pelo item (/I7) da Proposigao 1.13, w é LDS em M. [ ]

Como consequéncia da demonstracao de (V') = (I) na Proposi¢ao 1.13 obtemos o
seguinte:

Corolério 1.15. Sejaw € Q" (M). Entaow é LDS se, e somente se, dim(e*(w(x)))
r para todo v € U := M\ S(w). Além do mais, e*(w(x)) define um subfibrado €*(w)
de TU* de posto r e, para cada referencial local (O‘j)1<j<r de €*(w) definido numa
vizinhanga W, existe uma funcao f diferencidvel em W tal que wlw = foaA- - A,

1.3 Lemas de divisao

Como uma interessante aplicagcao dos corolarios 1.14 e 1.15 nés provamos o seguinte
lema de divisao:

Lema 1.16. Sejam M uma variedade complexa e w,w € Q"(M). Suponhamos
que:

(i) w € LDS e codim(S(w)) > 2.

(17) e*(w(z)) C e*(w(x)) para todo x € U := M \ S(w).

Entao @ é LDS e w = gw para alguma g € O(M).

Prova: Como w é LDS e ¢*(w(x)) C e*(w(x)) para todo x € U, entdo r =
dime*(w(z)) < dime*(w(x)) < r para todo x € U§(w). Logo, pela primeira
parte do Corolario 1.15, temos que w é LDS em U. Entao, pelo Corolario 1.14,
w é LDS em M. Por outro lado, sendo w LDS, podemos escolher uma cober-
tura (W,),ea por abertos de U biholomorfos a C" e, para cada p € A, uma
colecao de 1-formas {of,...,al} C QY(W,) tais que w|w, = af A--- A af. Entdo
of,...,af € e*(wlw,) C e*(W]w,). Sem perda de generalidade, podemos supor que
codim(S(w|w,)) > 2 (vide a proposicao 1.24 abaixo). Entao, pela segunda parte
do Corolério 1.15 e pelo Teorema de Extensao de Hartogs, existe g, € O(W,) tal
que @lw, = g,af A - ANaf = gywlw,. Agora, em U, := U, N U, # 0, tem-se
(9p — go)w = 0. Donde g, = g,. Assim, as g,’s definem uma funcdo g holomorfa
em U. Como codim(S(w)) > 2, pelo Teorema de Extensao de Hartogs, g se estende
holomorficamente a todo M. Por fim, sendo w|y = gw|y, por continuidade, segue
que W = gw. |

Nas situagoes em que estejamos trabalhando com objetos meromorfos, vamos
chamar de singularidades tanto zeros quanto pélos. Com esta convengao, podemos
formular a versao meromorfa do Lema 1.16 da seguinte maneira:

Lema 1.17. Sejam M uma variedade complexa e w, w r-formas meromorfas em
M. Suponhamos que:
(i) w € LDS e codim(|w|o) > 2.
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(ii) e*(w(z)) C e ( (x)) para todo x € M\ (S(w) U |w]s)-
Entao w € LDS e W = gw para alguma g € M (M).

Prova: Seja U = M \ (|w|oo U |@]oo). Pelo Lema 1.16, w é LDS e existe g € O(U)
tal que W |p= gw |y. Agora, seja p € (|w|oo U|W|o) \ |w]o. Existem uma vizinhanca
Wy, depe fp, h, € O(W,) tais que fyw, hyw € Q"(W,) e codim(S(f,w)) > 2. Entao
fow é LDS e e*(fyw(z)) C e*(hyw(x)) para todo z € W, \ S(f,w). Logo, pelo
Lema 1.16, existe g, € O(W,,) tal que hy,w |w= g,fw |w; ou seja, @ |w= ng"w lw

gpi”p)

— gpfp

Agora, em UNW,, tem-se (g — w =0, donde g |w,= . Assim, g se estende

meromorficamente a M \ |wl|q €, como codim(|w|y) > 2., pelo Teorema de Extensao
de Levi, g se estende meromorficamente a todo M. Por fim, invocando o principio
de identidade para fungoes meromorfas, obtemos que w = gw. [ ]

1.4 Caracterizacao de formas integraveis

Seja M uma variedade diferencidvel de classe C*, 1 < k < oo, e dimensdo n.
Denotemos por X(M) o espago formado por todos os campos de vetores de classe
C* em M.

Defini¢ao 1.18. Sejam w € Q"(M) e x € X(M). Dizemos que x é tangente a w
se 4 (w) =0, i.e., x(p) € ker(w(p)) para todo p € M.

Proposigao 1.19. Seja w € Q" (M) LDS e suponhamos que U := M \ S(w) €
denso em M. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

I w € integravel.

II. dw é LDS. Além do mais, para cada x € U, existem uma vizinhangca W de x
en € QY W) tais que dw =nAw em W.

III. A distribuicio & : x — P(x) = ker(w(x)) para x € U é integrdvel.

Prova: (I) = (I1) Seja x € U. Sendo w ¢ integravel, existem uma vizinhanga W
dereay,...,a, € QW) taisque w = a;A- - A, e day, Aw = 0 para todo m € J,.

Diminuindo W, se necessério, podemos escolher a1, ...,a, € Q' (W) de modo
. . % _ m

que ay, . .., o, seja um referencial de TW*. Escrevendo da,,, = Zl§i<j§n a;ioi Ay

param = 1,...,r, obtemos que

0=do, \w= Z az?ai/\ozj/\ozl/\---/\ar.

1<i<j<n
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Donde a;; = 0 para todo r + 1 < i < n. Logo da,, = > 1<i<j<n a;iog N ag. Assim,
i<r

r

do = > (=)™ doam Aoy A ANam A+ Aoy
m=1
= D (=" (=) Mapa Aw
m=1 j=r+1
= NAw,

onde n = —>7" . > an.a; Portanto, dw é LDS em U. Sendo U denso em
M, do Corolario 1.14, segue que dw ¢ LDS em M.

(I1) = (I11) Usando propriedades do colchete de Lie junto com (/1) mostraremos
que a & define uma distribuicao involutiva em U. Sejam 1, x2 dois campos de
vetores em U tangentes a &, quer dicer, 4, ,(w) = 0, j = 1,2. Lembrando que

yixa] = Lixis Byo), onde Ly = 4,d + di,, obtemos que

i[X17X2](w> = Lyt (W) — Ly, (W)
= 1y, diy, (w) + diy, vy, (w) — o by AW — Ty, diy (w)
= 1, %,dw
= butu(nAw), por (ii)
= b (te(nw)
= iy (77)7&1 (w)
= 0.

Logo [x1, x2] € tangente a &?. Assim, a distribuigdo &2 ¢ involutiva e portanto
integravel.

(I11) = (I) Como a distribuigdo & é integravel, existe uma folheagdo .# de
U de codimensao r tal que Z(z) = T, para todo x € U. Agora, dado p € U,
existem uma vizinhanga W de p e uma submersao g := (¢1,...,g,) : W — k' tal
que ker(dgi(z) A --- Ndg.(z)) = Tp.F = ker(w(x)) para todo x € W. Entao, pelo
item (IV') da Proposicao 1.13, {dgi,...,dg,} C *(w |w). Logo, pelo Corolario
1.15, existe f € C* (W) tal que w |w= f -dg, A -+ A dg,. Consequentemente, w é
integravel. [ ]

Corolario 1.20. Nas condigdes da proposicao anterior, se w € integravel e dw # 0,
entao dw € também integravel. Ainda, em M \ (S(w) U S(dw)), as subvariedades
integrais de w sao saturadas por subvariedades integrais de dw.

Prova: Segue das proposicoes 1.12 e 1.19(11). ]

Observacao 1.21. Vale a pena notar que se codim(S(w)) > 0, a condi¢do de
densidade sobre U := M \ S(w) na proposi¢ao 1.19 é supérflua. Por exemplo, no
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caso em que M € uma variedade complexa conexa e w € uma r-forma holomorfa
nao nula, U é sempre denso em M.

Observacgao 1.22. A Proposigao 1.19(17) implica que w e dw sao LDS e e*(w(z)) C
*(dw(x)) para todo = € U. E possivel demonstrar que se M é uma variedade com-
plexa e w é uma r-forma holomorfa, entao estas condigoes sao de fato equivalentes,
mas neste momento a prova da reciproca seria um tanto complicada e sera apre-
sentada no préximo capitulo (coroldrio 2.0.2.).

Exemplo 1.23. Consideremos a 2-forma w = (dz; + z1dz3) A (22dz3 + 23dzy4) em
C*. Entao S(w) = {(21,...,24) €C*| 20 =23 =0}, dw 6 LDS e

dw = dzy Ndze N\ (20dz3 + z3dzy) — (dzy + z1d22) A (dzy — dzg) N dzs.

Logo (z9dz3 + 23d24) A dw = 23dzy Adzg Adzz Adzy # 0 em C*\ {23 = 0}. Entao,
pela Observagao 1.22.2.; w nao ¢ integravel.

Finalizaremos esta secao com uma proposicao que justifica por que, no caso M =
C", nao é restritivo considerar formas LDS cujo conjunto singular tem codimensao
maior que um. Por sua vez, isto implica que nao é restritiva a condi¢ao sobre a
codimensao do conjunto singular na definicao 3.0.9. que daremos no capitulo 3.

Proposigao 1.24. Seja w € Q" (C") LDS (resp. integrdvel) tal que S(w) possui
componente de codimensao um. Entdo existe w € Q" (C") LDS (resp. integrdvel)
tal que codim(S(w)) > 2 e ker(w(x)) = ker(w(x)) para todo x € C"\ S(w).
Ou seja, a distribuicao Py @ x — ker(w(x)) estende a distribuicao &, : x
ker(w(zx)).

Prova: Seja V := {g = 0} a componente de codimensao um de S(w). Sem perda
de generalidade podemos supor que g é irredutivel. Entao, pelo Teorema dos Zeros
de Hilbert, existem k € N e w € Q7(C") tais que w = ¢*@ e codim(S(@)) > 2.
Além disso, pelo Corolario 1.14, w é LDS. Agora, se w é integravel, pelo item (I7)
da Proposigao 1.19, em C" \ S(w), localmente tem-se dw = n A w para alguma
1-forma 7. Logo dw = (n — k%) A @. Assim, pelo item (/1) da Proposi¢ao 1.19 e
por um argumento de continuidade, segue que w é integravel em C". ]



Capitulo 2

Decomponibilidade em C"

Neste capitulo, estudaremos algumas condi¢oes sob as quais uma r-forma w LDS
holomorfa em C" é globalmente decomponivel. Na verdade, nés provamos que se
codim(S(w)) > 2 e se o fibrado holomorfo ¢*(w) admite um subfibrado trivial de
posto r — 1, entdo £*(w) é também trivial. Além disso, nosso método fornece um
algoritmo para calcular o "r-ésimo fator”da decomposicao de w a partir de r — 1
fatores dados.

2.1 Dualidade em C"

Por comodidade, nas préoximas segoes deste capitulo denotamos por J,, o conjunto
J, U{0} e consideramos 37" com a ordem Lexicogréfica.

Lema 2.1. Sejam U C C", aberto, e ay,...,a, € QYU) L.I.. Entdo existem
g € O(U) e campos de vetores 1, - . ., Xr meromorfos em U tais que, para quaisquer
k,m €T, | Xk |C V i={9=0} e ar(xm) =0km em U\ V.

Prova: Sem perda de generalidade, podemos supor que 0 € U. Para cada k € J,,

€SCreveimos
n

o = E a;rdz;.

i=1
Existem ¢,41,...,%, € J, tais que oy(0),...,0,(0),dz;, . ,,...,dz;, sao L.I.. Con-
sideremos a matriz

aix -0 Ay 51i,.+1 S Oy
A — . . E
[ Any 5m’r+1 5nzn
Ou seja, para cada j =r+1,...,n, a j—ésima coluna de A tem 1 na componente ¢,

e zero nas demais. Agora, fazendo g = det(A(z)) e V := {g = 0}, obtemos que B =
A~! = (by;) estd bem definida em U\ V e depende apenas das coordenadas das y's.

20
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Além disso, pela Observacao 7.5 no Apéndice, os campos x,, = Z?Zlbm%, m =

1,...,r, tém a propriedade desejada.

Observacgao 2.2. Fica claro da demonstragao que, na verdade, nas condigoes do
Lema 2.1, podemos escolher n campos de vetores xi,...,x, meromorfos em U
tais que, para cada k € J,, ax(xm) = Ogm para todo m € J,. Em particular,
ag A ANap(xi, ..., Xr) = 1. Tanto esta observagao quanto a maneira como foi
enunciado o Lema 2.1 serao de grande utilidade ao longo deste trabalho.

Definigao 2.3. Se U C C", ay,...,a, € QY(U) e x1,..., X 530 como no Lema
2.1, dizemos que {x1,...,xr} ¢ uma familia de campos meromorfos duais de
{ai,...,a,} ou normalizadores de ay A\ - -+ N\ a,.

2.2 Formas globalmente decomponiveis em C"

No que segue n > 4, 2 < r < n — 2 e w representa uma r-forma holomorfa em
C™ satisfazendo L i (w) # 0 para todo 7 € J,,. A menos que seja especificado algo

diferente, assumimos também que codim(S(w)) > 2.

Teorema 2.4. Sejam U C C" aberto, w € Q"(U) LDS. Suponhamos que existem
ag,...,op1 € QYU) N e*(w) linearmente independentes em U \ S(w). FEntao
eziste uma 1-forma &€ € QY(U) tal que w = ay A -+~ ANa,_1 ANE. Em particular, w é
globalmente decomponivel.

Prova: Como «g,...,a, 1 sdo L.I. em U \ S(w), pelo Lema 2.1 existem g €
O(U) e campos de vetores xi, . .., xr—1 meromorfos em U tais que, para quaisquer
Em € 3,1, [Xiloo €V = {g = 0} e ag(xm) = Opm em U \ V. Seja £ =
ty, (- (4, (w))---). Entdo £ é uma 1-forma meromorfa em U e || C V.
Agora, dado p € U \ S(w), sendo w LDS, existem uma vizinhanca U, C U \ S de
p e e Q(U,) tais que wly, = ar A+ Aay_y A§,. Entdo

r—1
Elupv =ty (- (b (Wlpv) ) =& = D iy, (§)ay.
j=1

Consequentemente, w|p\y = oy A+ Aap_g A&
Vamos provar que £ é de fato holomorfa em U. Para tal fim, ponhamos

1 n
E=—=Y Pz
g =

Mostraremos que g" ! divide P; para todo j € J,. Fixemos k € J,,. Se V = 0,
entdo g é uma unidade no anel O(U) e nao hd nada a facer. Suponhamos entao que
V # (). Como codim(S(w)) > 2, existe um p € V'\ S(w). Sendo w LDS, novamente
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podemos escolher U, e {, como acima. Por outro lado, a condicao r < n — 2, nos
permite escolher J¢ := {j,11,...,7n} € T, \ {k} de modo que ay(p),...,a—1(p),
&), dzj ., ..., dz;, sejam L.I.. Agora, faga

n

& = Zajrdzj e q = Zajldzj, l=1,...,r—1.
j=1 j=1

Considere a matriz

aip ccc A1 Oy, o 01,

Qp1 *  Qpr 6nj7.+1 T (5njn

Diminuindo U,, se necessario, podemos supor que g := det(A) € O*(U,). Entao

Gl
_ Ay R N | (=) A, ]
= 1 (_1)1+jri+1 Ayj, e ’g . 0 . (_1)”+jri+1Aan+1 jr‘+1
g (_1)1+J:'nAle+l 0 ’g“ (—1)”J;j"Anjn ]n
I (_1)1:+nA1n () (] Ann i

Em seguida, consideramos em U, os campos de vetores determinados pelas linhas
de A7 =: %B = %(bij). Ou seja, para cada [ € J,,, definimos

1 o) c
5 2jeanseias,  se 1¢J

Xi
1 ) ~ 9 c
E[Zjejn\JC blj@zj + g@zl]7 se lelJ 5

Pela Observacao 7.5, sabemos que, para todo | € J,, 4,,(§,) = &, € iy, (a;) = 0y
para todo j € J,_;. Além disso, em U, \ |{|, temos que

©) §gr1—1 2 jeanae i b, se ¢ J° o)
in 5 - 921
Wl—l > jeange iy + 9P, se L€ Je.

Por outro lado, em U, \ |{|, tem-se

NN A =w=a1 A N1 A&
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Donde oy A -+ AN ay—1 A (§ —&,) = 0 e, sendo ay,...a,—; LI em U, existem
fioooo, frm1 € O(U,\ € o) tals que € =&, + E;;%fjozj. Por conseguinte, para cada
leJ,,

fi, se <.
i€ =4q 1, se l=r (2.2)
0, se [>r.

Entao, das relagoes (2.1) e (2.2), obtemos a relagao matricial

T by - 0 oo 0 oo by, 1T P fl T 0 T
b. ~ ) 0 b 0 fjr+1 PA.
jrt11 g jrp1n : Jrt1

- ' z —a| o -a|
bj.1 0 ] bjun 0 i ' P,
i b1 0 0 bun 1L P, ] o0 | | 0]

Denotando por B; ¢ a matriz obtida ao substituir a j-ésima coluna da matriz B
pelo vetor

0

P.

Ir+1
P

n

0

obtemos que det(B;) = 0 para todo j € J, \ J¢ Por outro lado, temos que
det(B) = g"!. Entao, pela regra de Cramer e pelo Teorema dos Zeros de Hilbert,
g divide a P; para todo j € J,,\ J°. Em particular, g divide a P, como queriamos
provar. |

A condigao sobre a codimensao do conjunto singular de w no Teorema 2.4 pode ser
substituida por uma condigao sobre o conjunto de tangéncias das «;'s. Explicita-
mente falando, se denotamos por S(w) a unido de todas as componentes de S(w)
de codimensao maior que um, entao vale o seguinte:

Corolario 2.5. Sejam U C C™ aberto e w € Q"(U) LDS. Suponhamos que existem
ag,...,op 1 € QUU)Ne*(w) LI em U\ S(w). Entdo existe & € QY(U) tal que
w=a3 A Na,_1 AN& Em particular, w € decomponivel.
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Prova: Se codim(S(w)) > 2, o resultado segue do Teorema 2.4. Suponhamos entao
que S(w) possui componente de codimensao um, V' = {f = 0}. Pelo Teorema dos
Zeros de Hilbert, existem k € Ne @ € Q7(U) tais que w = f*@ e codim(S(@)) > 2.
Entdo & ¢ LDS, S(@) = S(w) e a1,...,a,_1 € *(@). Logo, pelo Teorema 2.4,
existe £ € QL(U) tal que @ =ay A - Aay_1 AE. Tomando € = f¥€, obtemos que
w=a3 AN Na,_1 NE. [ |

Corolario 2.6. Sejam M wma variedade compleza e w € Q" (M) LDS. Entao

w € integravel se, e somente se, dw € LDS e ¢*(w(x)) C e*(dw(x)) para todo
re M\ Sw).

Prova: (=) Segue da Proposi¢ao 1.19(11).

(<) Sejax € M\ S(w). Sendo w LDS, existem uma vizinhanga W C M\ S(w) de =
ea,...,q € c*(w|w) tais que w |[w= a1 A+ Aa,. Entao ay,...,a, € e*(dw |w)
e, sendo dw |y LDS, pelo Coroldrio 2.5, existe uma 1—forma n € Q'(W) tal que
dw lw=0o1 AN Na,. A =w |w An. Logo, pela Proposicao 1.19, w é integrével. m

2.3 Teorema de divisao em C"

Nesta secao provaremos um teorema de divisao que generaliza o Teorema 2.4.
Comecamos com o seguinte

Lema 2.7. Sejam k,m,n € N, com k+m < n, U C C" aberto, B € Q™(U) e
ag,...,ap € QYU). Sejam x1,...,xx € X(U) tais que, para quaisquer j,1 € Ty,
iy, (qq) = 0. Entao

WX X A Aag AB) = B4 (=)' oy Ai(xa)(B),

1
Jed,

onde J ={j1 < - <g}t, xs = Xs---»X5) € g =aj A Aoy,

Prova: Provaremos o resultado por inducao sobre k. Para & = 1, temos que
4, (a1 A B) = B — a1 Ay, (B), logo o resultado é verdadeiro. Suponhamos entao o
resultado valido para 1 < k < n—m. Sejam a, ..., app1 € QUU) e x1,..., Xet1 €
X(U) tais que %, (c;) = d; para quaisquer j,! € Jiy1. Pelo caso k = 1, temos que
(X155 Xer1) (A AapAQE I AB) = U(Xks15 X15 - - 5 Xb) (Qepi AQI A - - AagAB) =
(X1, Xe) (@ A Aag A (B — aiqr A gy, (B))). Por outro lado, a hipétese de
indugao implica que

(X1, Xe) (@ A Aap A(B = aigr Ny, (B))) = B — g1 Aty (B)F

k
Z(_l)l Z ay N z(XJ)(B — Q41 A iXk+1 (6)) = B — Qg1 A iXk+1 (5)—'—

=1 Jedt

~
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D DY as MG B) + D (=D D s Aarg Ad(x, xkn)(8) = B—

=1 Jegl =1 Jedt
k1 k k1
D aine (B)+D (1) asnilx)(B)+Y_(=1)' Y asharahilxs, xe)(8)
Jj=1 =2 Jeak =2 Jedgkt
k1 k
= B=Y_a;Ni, (D)) (=11 asnite)(B)+ D asAaraAi(xs, xue)(6)]
j=1 =2 Jedt Jejgc—l
k1 k
—a Aar Ad(Xa k) (8) = 8= ag Ay, (B)+) (=) Y asAi(xa)(8)
=1 1=2 e,
k1
+=DM Y T ay i) (B) =B+ (=D D as Ai()(B):
Jealt =1 TE%

Teorema 2.8. Sejam U C C" aberto e w € Q"(U) LDS. Suponhamos que existem
ag,...,o € QU)Ne*(w) LI em U\ S(w). Entdao existem g € O(U) e uma
(r — k)-forma n holomorfa em U=U \ {g = 0} localmente decomponivel tal que
wlp =a1 A= Aag An. Ainda, se 2r <n+ k, entio n é holomorfa em U.

Prova: Como ay,...,q; sao L.I. em U\ S(w), pelo Lema 2.1, existem g € O(U) e
campos de vetores X1, ..., xx meromorfos em U tais que, para quaisquer j,[ € Ty,

IXjleo ©V = {g = 0} e i, () = ;1. Sejan = 4y, (- (4, (w))...). Entdo n é
uma (r — k)—forma meromorfa em U e |n|, C V.

Afirmacao: n #0ewlg =1 A--- Aagp An.

De fato, se p € U\S(w), existem uma vizinhanca U, CU\S(w)depeagsr,...,a, €
QN U,) tais que wly, = a1 A+ Aa,. Pelo Lema 2.7, em U, \ V, tem-se

no= (- (0a (W) )

k
= ak+1/\“‘/\0{r+z(_1)lZaJAi(XJ)(&k+1A---Aar)_ (o)
=1 Jedt

Logo n nunca se anula em U, \ V e w|z = a1 A--- Aoy An. Agora, por construcao,
ker(w(z)) U Span(xi1(z), ..., xu(x)) C ker(n(z)) para todo x € U. Logo, pela
Proposicao 1.7, n—r + k < dim(ker(n(z))) < n— (r — k) para todo z € U\ S(n).
Entao, pela Proposicao 1.8 n é localmente decomponivel. Suponhamos agora que
2r < n+ k e provemos que 7 é de fato holomorfa. Para tal fim, facamos

’)725 Z PJdZJ.

Jeynk
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Mostraremos que g divide P; para todo J € J77*. Fixemos entdo um Jy € J77*%.
Se V = (), entdao g é uma unidade no anel O(U) e, por conseguinte, g divide Py, .
Suponhamos entao que V # ). Como codim(S(w)) > 2, existe um p € V' \ S(w).
Sendo w LDS, novamente podemos escolher U, e ajy1,...,q, como acima. Por
outro lado, a condigao 2r < n + k, nos permite escolher J¢ := {j,41,...,7n} C
3.\ Jo de modo que oy (p), ..., 0, (p),dzj.,.,...,dz;, sejam L.I.. Agora, para cada
[ €7,, faca

n

= g a;dz;

j=1
e considere a matriz
aip -+ Qir 61jr+1 e 01,
Qp1 - Qpp 6njr+1 5njn

Diminuindo U,, se necessario, podemos supor que g := det(A4) € O*(U,). Entao

Jr41 In
[ Ay B | I | R (_1)n+1An1 T
- | (_1)1+jri+1 AleH ce. g e 0 e (_1)n+j{+1 AanH jr‘-i-l
- 5 (_1)1+jr:+1 AleH R () - ’g“ ces (_1)714;3'7;14”].” j‘n
i (—1)1;”141” () 0 Am |

Em seguida, consideramos os campos de vetores determinados pelas linhas de
Al = %B = %(bij). Ou seja, para cada [ € J,,, definimos

1 g o) .
g Lujedn\Je blj dz;” se 1 ¢ J
X1 =

0 ~ 0
%[Zjefin\ﬂ bl]a—zj—Fga—Zl], se [ € JC’

Entdo, para cada L = {l; < --+ < l,_1} € 377, tem-se

ﬁ ZJ@:;}C PJdet(BLJ), se LN J¢= @

JnJe=0

=15 20 sear+ Prdet(Bry) +9Q1], se LNJC#0

Jnge=0

(*) n(Xlu s 7Xlr7k) =
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onde Bp; é a submatriz (r — k) x (r — k) de B cujas linhas e colunas sao, respecti-
vamente, determinadas por L e J, e Q = Y ;. Pydet(By). Além disso, pela

JOLNJ¢
Observacao 7.5, sabemos que, para cada | € J,, iy,(a;) = §; para todo j € J,.

Por outro lado, em U, \ V, tem-se
agp N Noay, =w=0a3 AN---Nog An,
donde ay A -+ Ay A (N — agyg A -+ A.) = 0. Assim, pondo
a, se [ <.
dw; = e n= Z Crdwy,

dzj, se l>r. Ley;*

obtemos que
1, se L={k+1,...,r}

CpL =
0, se LNTI,=0el,_;>r.
Logo
nN=ag1 N - Na, + Z Crdwy,.
Leal k
LN3,#0

Por conseguinte,

Cp, se LCA{l,....,r}ely<k.

(h*) (X1, --5x1 ) =4 1, se L={k+1,...,1}.
0, se lh>ke l,_p>r.

Considerando a ordem lexicografica, denotemos, respectivamente, por J§ e Ji o
primeiro e o tltimo elemento de J77* que interseptem a J¢. Entdo, notando que
det(Bry) = 0 sempre que JNJ* £ Qe LNJ#£ JNJ de (%) e (k¥ ), obtemos

a relacao matricial

Js o T8
_ Bjr_kjr—k 0 R 0 . Bj?"—k*]n(r,k) T F Pﬁr,k -
Bip s o Fhg o 0 o Bgs o | i
Biea, e 0 -+ ghy - BJ%JH(PM 0 J5
Iy Ir—k 0o - 0 BJ%%) Jnow 1 L Pank) J
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o] 0
C, > Jeank Pydet(BL)
) J2JgnJe
=7 "y o -9 : ’
T(r—k)—1 3 sear—k Py det(Bry)
1 I8¢
L ;

onde as h;’s sao fungoes holomorfas. Assim, notando que det(B (’“_k))(z) # () para
todo z € U, e que det(BEr_k)) = 0 para todo J € 3% com JNJ¢ = (), onde Bgr_k)

matriz obtida ao substituir a J—ésima coluna da matriz B" % pelo vetor

0

Z Jeark deet(BLJ)

C
JQJOOJC

Z Jeank deet(BLJ)

C c
J2JI%NT

0

segue da regra de Cramer que, para todo J € J377% com J N J¢ = (), Prlu,nv =
0. Como p € V \ S(w) foi escolhido arbitrariamente e codim(S(w)) > 2, por
continuidade, segue que P,y = 0. Logo, pelo Teorema dos Zeros de Hilbert, g
divide P;. Em particular, g divide Pj,, como queriamos provar. [ ]

Corolario 2.9. Sejam oy, ..., qp € QY (C") tais que codim(S(ay A -+ A ay)) > 2.
Entao, para todo 1 < r < ”T““, temos que para todo w € Q"(C") LDS satisfazendo
{ag, ..., a5} Ce*(w) e S(ag A+ Aay,) C S(w), existe n € Q" *(C") LDS tal que
w=o0o3 N NagAn.

Prova: Consequéncia imediata do Teorema 2.8. [

Os seguintes exemplos mostram que as condi¢oes impostas no teorema anterior
sao Otimas.

Exemplo 2.10. Considere a 3—forma w = zlciz\l + ZQC?Z\Q + 2,’3672?3 + 24677?4 e a
1—forma o = zodz + 21dzs + zadzs + z3dzs em C*. Observe que w A a = 0 e que
S(w) = S(a). Por outro lado, «, dzy, dz3,dzs sao L.I. no ponto (0,1,0,0) e tem a
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seguinte representagao matricial

z9 0 0 O
a1 00
A N Z4 010
Z3 0 01
Entao
1 0 0 O
L | =2 2 0 0
-1 L 1 22
A N 29 —2Z4 0 z9 0
—Z3 0 0 z9
Pondo x = ia%l, obtemos que 2, (o) =1 e n = 4, (w) = dez Adzg + 2dzy Adzg +

z—;*dZQ A dzs. Assim, n nao é holomorfa em C*. Isto nao contradiz o Teorema 2.8,
pois neste caso a hipéteses 2r < n + k nao é satisfeita.

O seguinte exemplo prova que no Teorema 2.8 a condigao S(ag A---Aag) C S(w)
¢ realmente necessaria.

Exemplo 2.11. Em C*, considere a 2—forma

w = —2z324dz1 Ndzg + 2924dz1 Ndzz + 2923dz1 Ndzg — 2124d29 Ndzz — 2123d29 N dzy.
E possivel verificar que iz(w) = 0, onde R(z) = 23421%. Logo w é LDS. Agora,
J
seja a = EleAidzi. Entao w A a = 0 se, e somente se,
0 = —z[Aszzs+ A4Z4]6?2\1 + 29[Agzy + A323]6?Z\2 — z3[A121 + Agzo + 2A4Z4]C?Z\3
—Z4 [A121 + AQZQ + 2A3Zg]d24.
Daqui, segue que A3 = Ay = 0 e Ajzy = —Aszy (). Assim, tomando o =

29dzy — z1dzy, temos que a € *(w) e 2r < 4+ 1 para r = 2. No entanto, as
relagoes (&) de fato provam que w nao é globalmente decomponivel. Isto néo
contradiz o Teorema 2.8, ja que S(a) € S(w).



Capitulo 3

Distribuicoes uniformes de
codimensao r em IP’%

Neste capitulo dedicamos especial aten¢ao ao caso M = Pg. Em [J1], J. P.
Jouanolou prova que, dada uma equacao de Pfaff algébrica em P que nao admite
uma integral primeira racional, é possivel exibir uma cota superior, em funcao de
n e do grau da equagao, para o nimero de solucoes algébricas da mesma. Mo-
tivados por este fato, nds pretendemos exibir uma cota superior para o nimero
de hipersuperficies invariantes por uma r—forma polinomial homogénea em C"*!
(uma distribui¢@o uniforme em P{), caso ela ndo admita integral primeira racional.

3.1 Campo de planos uniforme de codimensao r

Comecamos esta secoes definindo o conceito mais importante a ser estudado neste
trabalho, e que foi introduzido por A. de Medeiros em [M1].

Definicao 3.1. Seja M uma variedade complexa. Um campo de planos holomorfo
(singular) & (resp. folheacdo .#) em M, de codimensao r, é dito uniforme se existe
uma coleg¢ao:

({Ua; Sa};{wa € Q" (Ua)} 5 {(gap) € O*(Uap)) o pen:

onde:

I. U := {Ua},en € uma cobertura por abertos de M e S, ¢ um subconjunto
analitico de U,, com codim(S,) > 2.

II. w, é LDS (resp. integravel) e S(w,) = S, para todo o € A.
1. Se Uyp := Uy NUs # 0, entdo wy = gap - wp-

IV. Para cada a € A a restricao de & (resp. %) a U, coincide com o campo de
(n — r)-planos Z(w,) (resp. a folheagdo .F (w,)), induzido por w,.

30



SOBRE DISTRIBUICOES E FOLHEACOES HOLOMORFAS DE CODIMENSAO MAIOR DO QUE UM 31

Definimos o conjunto singular S(Z?) de & por:

S(2) = Sa-

a€gl
Entao codim(S(22)) > 2.

Observacao 3.2. As g,s/s definem um fibrado em retas holomorfo . sobre M
e a familia de r-formas (w,)aea pode ser entdo interpretada como uma r-forma
holomorfa global w LDS com valores no fibrado .7, i.e., w € HY(M, Q" ®.%). Além
disso, segue diretamente das defini¢des que S(Z) = S(w).

3.2 Variedades analiticas invariantes por um campo
de planos uniforme de codimensao r

Definicao 3.3. Sejam & um campo de planos uniforme de codimensao r e V'
uma subvariedade analitica de M de dimensao pura k > n — r. Dizemos que V ¢
P-invariante se P (x) C T,V para todo xz € V' \ S(Z2).

Definicao 3.4. Sejam 1 < m < r < n, & um campo de planos uniforme de
codimensao r em M e fi,..., f,, funcdes meromorfas em M tais que df; A --- A
df;n # 0. Dizemos que a aplicagdo F' := (f1,..., fm) é uma integral primeira
meromorfa de & de posto m se, para cada C' := (¢q, ..., ¢,) € C™, a subvariedade
Vo = {F = C} é P-invariante.

Lema 3.5. Sejam w uma r-forma LDS holomorfa em C" e f € O(C"). Entdo
V :={f =0} éw-invariante se, e somente se, [ divide df N w.

Prova: (=) Se V é w-invariante, entao ker(w(z)) C T,V = ker(df,) para todo
eV i=V\SW);isto ¢, df, € kert(w(z)) = e*(w(x)), ja que w é LDS. Portanto,
w(z) Adf, = 0 para todo = € V. Por conseguinte, df Aw =0 em V. Se assumimos
que f é reducida, o teorema dos zeros de Hilbert, garante que f divide df A w. No
caso geral podemos escrever f = fi--- fx, onde fi,..., fr € O(C") sdo reducidas.
Entao, pela observagao acima, f divide E?zlfl e ]?j e frdfy Nw =df Aw.

(<) Reciprocamente, se f divide w A df, entdo w A df = 0 em V. Logo, sendo
w LDS, df, € £*(w(z)) = kert(w(z)) para todo = € V. Conseqiientemente,
ker(w(z)) C ker(df,) = T,V para todo = € V. Portanto, V é w-invariante. [

Corolario 3.6. Sejam w € Q" (C") LDS e f € O(C"). Entao f € uma integral
primeira de w se, e somente se, w A df = 0.

Prova: Pelo Lema 3.5, wAdf = 0 em f~()\) para todo A € C. Portanto, wAdf =0
em C". |
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Corolario 3.7. Sejam w uma r—forma LDS holomorfa em C" e f € M(C").
Entao f é uma integral primeira de w se, e somente se, w A df = 0.

Prova: Segue do Corolario 3.6 e do principio de identidade para fungoes mero-
morfas. [

Exemplo 3.8. Sejam w = —zdx Ady+ (1 —y)de Adz +xdyANdz e f=x(y—1)2>
em C3. Entao df = (y — 1)2%dz + x2%dy + 22(y — 1)zdz. Assim,

df Aw = x(y—1)22de AdyNdz+x(y—1)22de Ady Adz —22(y —1) 22 de Ady Adz = 0.
Logo, pelo Corolario 3.6, f é uma integral primeira de w.

Corolario 3.9. Se codim(S(df)) > r, entao f é uma integral primeira de w em
C" se, e somente se, w = df An para alguma n € Q"YC"). Em particular, se
r =2, w é decomponivel.

Prova: Segue imediatamente do Coroléario 3.6 e do Teorema a divisao de para-
metros de de Rham. ]

Proposicao 3.10. Sejam &2 e w como na Observacdao 3.2 e f uma fungao holo-
morfa em M ndao constante. Entao V := {f = 0} é P-invariante se, e somente
se, f divide w A df.

Prova: Sem perda de generalidade, podemos considerar a cobertura {U,},., de
M de modo que cada U, seja biholomorfo a C". Entao, pelo Lema 3.5, para cada
a € A, existe ©, € Q" (U,) tal que w, Adf = f-©,. Logo, em U,s # 0, tem-se
[ Oq =wa ANdf = gop-ws Ndf = gapf - Os, donde O, = gop - Os. Ou seja, existe
© € HY (M, Q" @.%2) tal que w Adf = f-©O. Reciprocamente, se f divide w A df,
entdo w A df = 0 em V. Logo, pela Proposigao 1.13(iv), df, € ker(w(z))* para
todo z € V'\ S(w). Ou seja, ker(w(zx)) C ker(df,) = T,V para todo z € V' \ S(w).
Portanto, V é &7 —invariante. [ ]

Corolario 3.11. Sejam & e w como na observagio 3.2 ¢ f € M(M). Entao f €
uma integral primeira de & se, e somente se, w A df = 0.

Prova: A demonstracao ¢é similar a do Corolario 3.7. [

3.3 Campos de planos uniformes de codimensao
r em [P

Sejam (2o : 21 : --- @ 2,) um sistema de coordenadas homogéneas em P¢ e C!' =
P\ {z =0}, 0 <i <n. Nés comecamos com a
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Proposicao 3.12. Um campo de planos uniforme & de codimensao r em P{ €
dado por uma se¢ao holomorfa s : PE — N T*PE ® O¢) para algum ¢ € Z.
Em particular, em cada dominio coordenado afim C}', & € representado por uma
r—forma polinomial w; LDS.

Prova: Como & é um campo de planos uniforme de codimensao r regular em U :=
C\ S(&), podemos escolher uma cobertura localmente finita A := {A,},en por
polidiscos abertos de U e, em cada A, := A,NA, # 0, uma fungao a,, € 0*(A,,)
de modo que, em cada A,, & ¢ dado por uma r-forma holomorfa decomponivel
Wy € W, = apew, em A,,. Considerando o sistema de coordenadas canonico Ul =

. . —_
(W, .., ul) = (20/%iy -« s 2i) Ziy - - -, 20/ 2;) de CI', podemos escrever
W, = Z Afduly.
Jear,

Entdo, para todo J € 77, A = a,, A% em A,,. Por outro lado, sendo codim(S(Z?)) >
2, U é conexo. Logo existe Jy € J] tal que, para todo p € N, AZO # 0 e as fungoes

P

meromorfas A; dadas por Ay| A, = :TJ estao bem definidas em U. Pelo Teorema
Jo

de extensao de Levi, A; se estende a uma fungao meromorfa em C}', que também

denotamos por A;. Como o problema multiplicativo de Cousin tem solugao em

C?, existem By, C; € O*(C?) tais que A; = g—j. Seja C' o minimo multiplo comum

dos C's e considere a r—forma holomorfa em C}

W; = CdUJO + y C—JBJCZUJ.
Jear,
J#Jy

Entao wl-|Ap = A%wp. Logo, pelo Lema 1.16 w; é LDS e define & em C!'. No-
Jo

vamente, pelo Lema 1.16, para quaisquer i,j € I, existe g;; € O*(CI' N C%) tal
que w; = g;;w;. Agora, o cociclo {g;;} define um fibrado em retas .Z sobre P e,
como Pic(P¢) = Z, conclui-se que £ = O({) para algum ¢ € Z. Entao as w;’s
determinam uma segdo global s : P — A" T*Pg ® O'({), que por sua vez define
&. Em particular, w; é polinomial para todo i € I,,. [ ]

3.4 Grau de um campo de planos uniforme de
codimensao r em P

Nés passamos agora a definicao do grau de um campo de planos uniforme & de
codimensao r em Pg, seguindo a construcao apresentada por M. Soares em [So].
Para tal fim, daqui até o final deste capitulo, assumiremos que codimcS(Z?) > r.

Considere a grassmaniana Gr{r,n| de r—planos em Pg. Como codimcS(Z?) >
r, o Teorema de transversalidade de Thom, implica que o conjunto

G- ={L" € Gr[r,n]: L"N S(Z) =0}
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é aberto e denso em Gr(r,n]. Escolhamos L" € G, e, suponhamos que, nas coor-
denadas afins u* = (u!, ..., ul) = (20/2iy .-, 2i/Zis -, 20/ 7)) de CF L™ = ker(6;),
onde 6; é uma (n — r)-forma constante e decomponivel. Vale a pena observar que
0; é unica, a menos de multiplicagdo por constantes nao nulas. A wvariedade de
tangéncia de & com L" é por defini¢ao o conjunto

T2, L")y={pe Ll :dim(P(p)NL")>1}.

Seja w; uma r-forma polinomial que define & em C?. Vamos escrever w;(u’) A6; =
fi(uh)dui A+ -Adul . Entao fi(u') = 0 se, e somente se, dim(ker(w;(u’))Nker(;)) >
1; ou seja, se, e somente se, dim(2(u') N L") > 1. Logo, em C?, T(Z, L") é dado
por

{u' € CI'NL": fi(u') = 0}.

Escrevendo w; = e Ay(u')duy e 0; = ¥;cgn—rDyduj , é possivel verificar que
fi = Zins—oersDrA;(u?), onde €75 é o sinal de alguma permutagao de n letras.
Por outro lado, em C} N C}, f; = gi;f;, onde as gi;s sao como na demostragao
da Proposigao 3.12. Portanto, os fi's definem uma hipersuperficie V- em Pg e
T(@,LT) - VLT ﬂ Lr.

Lema 3.13. O grau de Vi € constante para L™ num subconjunto aberto denso V

de G,.

Prova: Para ver isto, seja d = max ey grau(Ay). Agora, ponhamos A; = Al +
o+ AYe fi=fl+-- + f2 onde AT e f™ sao polindomios homogéneos de grau
m. Entdo f¢ = Yjnj_per7 DA% (u), onde €75 é o sinal de alguma permutacio de n
letras. Logo fZ é um polindomio nos coeficientes de 6; e a hipersuperficie V7. tem
grau menor que d justamente quando os coeficientes de 6; satisfazem a equacao
4 = (. Portanto, o grau de Vi é igual a d para L™ num subconjunto aberto

denso V de G,. ]

Defini¢ao 3.14. O grau de &, que denotamos por deg(Z?), é por definigdo o
grau de Vi para L™ € V.

Observagao 3.15. Seja & := {(C}, wi)ieL,, (9ij)crncy } um campo de planos uni-
forme em PZ de codimensdo r e grau d. Seja 7 : C"*'\ {0} — PZ a projegao
natural. Em C"*\ {0} considere a colegao P = {(Us,@i)ier,, (Gij)u,,#0}, onde
Uy =7YC}),®; = " (w;) e gij = 7*(gi;). Como o Pull-back respeita produto exte-
rior, entdo & é um campo de planos uniforme um C"™\{0} e S(% =711S(2)).
Agora, na carta afim C{, temos que

(20,215 - - 2n) = (21/20, - -, Zn/2%0) € Wo = ZAgdug.

Jear
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Logo
Go = > AY(z1/z0,. .. 2/ 20)d(25,/20) A Ad(z, ) 20)
Jer,
= Z A% (2120, 20)20) (20d25, — 2j,d20) 20 A -+ A (20d2y, — 2j,d20) ] 23,
Jer,

onde J = {j; <--- < j.}. A r—forma em C"™!

Q= Z(c)l—i—r-i—la)o = E FJdZJ
Jed"

possul seguintes propriedades:

1. Q 6 LDS e define £ em C**.

2. Os F)'s sao polinomios homogéneos de grau d + 1.

3. Os F;'s nao tem fator em comum (de fato, se existir um tal fator comum g,
entdo, para todo J € J7, g | A% e, olhando para o A% de maior grau, vemos que
g nao pode ser multiplo constante de zy, logo g depende das varidveis 2y, ..., z,.
Em particular, g|,,—1 néo é constante e seria um fator comum dos A;’s, o que é
uma contradi¢ao).

4. ir(Q) =0, ja que ig(wy) = 0, onde R = E?’:Ozi%.

Assim, nds acavamos de provar a seguinte

Proposicao 3.16. Todo campo de planos uniforme &2 de codimensao r e grau d
em P pode ser definido em coordenadas homogéneas por uma r—forma polinomial
homogénea Q) de grau d + 1, LDS satisfazendo ir(2) = 0. Ainda, Q € dnica a
menos de multiplicacao por constantes nao nulas.

3.5 O Teorema de Jouanolou para campos de
planos uniformes de codimensao r em P

Sejam P(n, k) o conjunto de polindémios homogéneos de grau k em C" e Aj(n) o
espago de r—formas em C™ com coeficientes em P(n, k).

Dados uma funcao f holomorfa em C” e um ponto p € C", denotamos por JI’f (f)
o jato de ordem k de f em p. No caso em que p = 0, escrevemos simplesmente
J*(f). Comecamos esta secao provando a versdo analitica do seguinte

Lema 3.17 (J1). Sejam A = Clzy, ..., 2, ek =C(z1,...,2,). Se p € um sistema
representativo de elementos primos de A, entdo a aplicagao C-linear

U:C® — Qe 0k

dP
(Oép) —> ;Oép . ?
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€ ingjetora.

Lema 3.18. Se p é um sistema representativo de funcgoes analiticas irredutiveis
em C", entdo a aplicacao C—linear

U (@3 — Qlﬁ(@n)/(c ®ﬁ((C") %(Cn)

(V) rep — > vr%
€ ingjetora.

Prova: E possivel verificar que ¥ é C—linear. Agora, sejam Ay,..., A, € C e

fi,---, fs € p tais que
—~ . df;
E Ai—— = 0. (x
fi *)

=1

Mostraremos que \; = --- = A\, = 0. Para cada ¢ € I, faga V; = {f; = 0}.
Pelo Teorema dos zeros de Hilbert, podemos escolher p; € Vi \ Uye; o, Vi. Agora,
seja L; uma reta afim passando por p nao contida em Vi, e u : C — C™ uma
parametrizacao de L; tal que u(0) = p;. Escrevendo g; = f; o u, conclui-se que,

/ !
para todo i = 2,...,s, a funcao £ é regular em 0 e 2’—1 tem um polo simples em

0 com residuo p dado pela multipiicidade de 0 como raiz de g;. Por outro lado,
segue da relagao () que

/ /
/\1&4"'"")\@'%:0'

(51 Js
Integrando ao longo de um pequeno circulo em torno da origem de C, obtemos que
Ap =0e, como p # 0, A\ = 0. Analogamente, prova-se que Ay = --- = A\, = 0.
Isto mostra que ker(¥) = {(0,...,0)}. Portanto, ¥ é injetora. n

Lema 3.19. Sejam Qy,...,Q, € AL(n). Entdo Qi,...,Q, sio L.I. sobre O(C")
se, e somente se, elas sao L.I. sobre P(n, k) para todo k € N.

Prova: (=) Sejam k € Ne P, ..., P, € P(n,k) tais que ;" P;- Q; = 0. Como
P(n,k) € O(C") e Oy,...,Q, sao L.I. sobre O(C"), entao P, = --- = P,, = 0.
Portanto, Q1,...,Q,, sdo L.I. sobre P(n, k).

(<) Suponhamos, por absurdo, que €y,...,Q,, sao L.I. sobre P(n, k) para todo
k € N e L.D. sobre O(C"). Entao existem fi,..., fin € O(C") tais que f; # 0 e
S fi- Qi = 0. Seja d o menor natural tal que J%(f;) # 0. Entao, comparando
termos do mesmo grau, conclui-se que > -, J4(f;) - Q; = 0. Logo Q,...,Q,, sao
L.D. sobre P(n,d), o que é uma contradicao. [ |

Como uma consequéncia imediata do Lema 3.19 (na verdade sao resultados equiv-
alentes) temos o seguinte:
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Corolario 3.20. Sejam N € Z e )y, ..., Q,, 1—formas meromorfas em C", cujos
coeficientes sao do tipo g, onde p e q sao polindmios homogéneos e grau(p) —
grau(q) = N. Entdo y,...,Q, sao L.I. sobre O(C") se, e somente se, elas sao

L.1. sobre P(n, k) para todo k € N.

Prova: Para cada i € I,,, ponha Q; = > | 22dz; onde grau(p;;) — grau(g;;) =

j=1 qij
N. Seja Q o minimo multiplo comum dos ¢;;/s. Em seguida, para cada i € I,

faca Q; = Q - Q. Entao Qy,...,Q,, sao L.I se, e somente se, {1y, ...,8, sao L.L..
Além disso, Q,...,Q, € Ay (n), onde kg = grau(Q) + N. Logo, pelo Lema 3.19,

concluimos o resultado. [ ]
Corolario 3.21. Sejam 4y, ..., 1—formas polinomiais homogéneas em C" e
m,nm2 € AL(n). Entdo n;,Qy,...,Q, sio L.D. para todo i € I, se, e somente se,
para cada i € Iy, existem polinomios homogéneos Py, ..., P | tais que

> P+ Blymi =0
=1

e grau(P}) = grau(Py) para todo j € Iy

Prova: Suponhamos que 7;,,...,€, sao L.D. para todo ¢ € I. Sejam d; =
grau(y;) e d = max{k,dy,--- ,d,}. Em seguida, faca 7; = 2/ *n;, i = 1,2, e
Q; = zf_dej, j =1,...,r. Entao, pelo Lema 3.19 e a menos de multiplicar por

uma poténcia conveniente de z1, existem ko € N e pi,--- ,pl., € P(n, ko), com

i = 1,2, tais que D7, p} - Qj +piyy -7 = 0. Pondo P = z‘f—djp;., obtemos o

resultado desejado. [ ]

Teorema 3.22. Seja & um campo de planos uniforme em P de codimensdao r e
grau d. Se & nao admite uma integral primeira racional, entdo o nimero maxrimo
de hipersuperficies invariantes por & é

<d + n> (n + 1)
: + 7.

n r+1

Prova: Seja N = dimc(A;™(n + 1)) = (d:”) : (Zﬁ) Suponha que Z seja
definido em coordenadas homogéneas por 2 € A, ;(n + 1) e que & admita N +
r+1 hipersuperficies invariantes, definidas por polinomios homogéneos irredutiveis
fis- oy fngrer em C*M Entao, pelo Lema 3.5, para cada i € Iyy,.41, existe
Oy € AT (n + 1) tal que

Sendo dime (AT (n+1)) = N, paracada k € I, podemos escolher AF, ... Ak, €
C de modo que, para cada k € I, A\f # 0, X;jﬂrﬂ #0 e

N+k

Y Moy =0. (3.2)
j=k
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Agora, para cada k € I, faca

N+k

df;
M = Z /\;? : T]
=k !

Entao, por (4.1) e (4.2), temos que Q A nm, = 0. Logo existem Ry,..., Ry €

C(zo, ..., 2,) tais que
Mk = Z Ry - .
=1

Fazendo oy = A---An. e g =19 A+ - - Apyq, temos as seguintes possibilidades:
1.ag#0eay #0.
2. a1 =0o0u ay =0.

No primeiro caso, sendo oy e ap formas meromorfas com hipersuperficies de
polos diferentes, segue que elas sao L.I. sobre C. Seja F' o polindbmio homogéneo de
menor grau tal que Fay, Fas € Q7(C"™). Entao existe k € N tal que Fay, Fay €
A7 (n+1) e, para cada i € Iy, e*(Q(2)) C e*(Fa;(z)) para todo z € C"™\ S(Q).
Logo, pelo Lema 1.16 existem m € N e P, P, € P(n+ 1,m) tais que Fa; = P.

Donde a; = %0@ e, sendo as «y/s fechadas, segue que 0 = d(%) A . Assim,
temos que d(%) A Q = 0. Além disso, como «y,as sao L.I. sobre C, % nao é

constante. Portanto, {2 possui uma integral primeira racional.

No segundo caso, suponha que a; = 0. Sejam m o maior natural tal que
N, -, Nm sao L.I. sobre O(C"). Entao, pelo Corolario 3.20, existem k € N e
polinomios P, ..., P,y € P(n, k) tais que P, 41 #0e ngl P, -nm = 0. Ou seja,

Nm+1 = 2211 Ry -m, onde R, = %. Logo, sendo as n;/s fechadas, temos que

O:Zm:de/\’m.

=1

Entao, para cada j € [,,,, tem-se

0 = Y dRIAQAmGA- AN A Ay,
=1
= (=1 R, A A A

Entéao, pelaindependéncia de ny, - -+ , 0, podemos escolher g1, -+ , g € C(z0, ..., 2p)
tais que dR; = > ", g - mi- Logo dR; AQ =>"1" gi - A Q2= 0. Além disso, pelo
Lema 3.18, existe [y € I,, tal que R;, nao ¢é constante. Conseqiientemente, R,
é uma integral primeira de ). Analogamente, podemos encontrar uma integral
primeira de €2 ao supor que as = 0. [



Capitulo 4

Campos de planos uniformes e
hipersuperficies invariantes

Nosso principal objetivo neste capitulo é dar uma generalizacao do teorema prin-
cipal em [G1]. O resultado a ser demonstrado é o seguinte

Teorema 4.1 (Teorema de Integrabilidade). Sejam M wuma variedade complexa
compacta conexa e & um campo de planos uniforme de codimensao r em M.
Entao & possui apenas um niumero finito de hipersuperficies invariantes, a menos
que & admita uma integral primeira meromorfa de posto um.

Antes de procedermos a prova, engrossamos um pouco mais nosso dicionario
introduzindo a linguagem a ser usada.

4.0.1 Feixes

Defini¢ao 4.2. Seja (M, %) um espago topolégico. Um feize §F sobre M é uma
correspondéncia que a cada U € T associa um grupo §(U), chamado grupo de
secoes de § sobre U, e a cada par U C V de subconjuntos abertos de M, uma
aplicacao ryy : §(V) — §(U), chamada aplicacao restri¢ao, satisfazendo:

1. Para qualquer tripla U C V' C W de conjuntos abertos,

'wu =Tvuorwy.

2. Para quaisquer U,V € T e se¢oes 0 € F(U), 7 € F(V) tais que rypny(o) =
rvunv(7), existe uma segao p € F(U UV), com ryuvu(p) = o e rpuvo(p) = 7.

3.5e 0 € FUUV) eryuvu(o) =rpuvy(o) =0, entdo o = 0.

Quando nao ha lugar para confusdo, costuma-se escrever o|y no lugar de ry (o)
desde que U CV eo € F(V).

39
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Exemplo 4.3. Nos seguintes exemplos todos os grupos sao considerados aditivos
a menos que se especifique outra coisa.

1. Sobre qualquer variedade C* M, definimos os feixes C*°, C*, a", Z",7Z,Q,R e C
por:

C*(U): Fungoes C* em U.

C*(U): Grupo multiplicativo de fung¢bes C'* nunca nulas em U.

a"(U): r—formas exatas C*>° em U.

Z"(U): r—formas fechadas C* em U.

Z(U),Q(U),R(U) ou C(U): Fungoes localmente constantes em U com valores em
7,Q,R ou C, respectivamente.

2. Se M é uma variedade complexa, V' C M ¢é uma subvariedade analitica
de M e E — M é um fibrado vetorial holomorfo sobre M, definimos os feixes
0,00, Q% OF),Y(E), # e #* por:
O(U): Fungoes holomorfas em U.
0*(U): Grupo multiplicativo das fungoes holomorfas nunca nulas em U.
Q" (U): r—formas holomorfas em U.
Feixe de germes de r—formas holomorfas fechadas em U.
): Secoes holomorfas de E sobre U.
Q" (E)(U): r—formas holomorfas em U com valores em F.
M ( Fungoes meromorfas em U.
A *(U): Grupo multiplicativo das fungdes meromorfas nunca nulas em U.

QR(U):

OE) (U

"(E)
U):

Definigao 4.4. Sejam (X, T) um espago topoldgico e § e & feixes sobre X. Uma
aplicagao de feires VU : § — & é dada por uma colegdo de homomorfismos {Uy; :
S(U) = B(U)}yex tal que para quaisquer U,V € T, U C V| o diagrama:

comuta. Ou seja, Yy (o|y) = (Yy(0))|y, Vo € F(V).

Definicao 4.5. Seja ¥ : § — & uma aplicacao de feixes. Definimos o Kernel ou
Niicleo de W como sendo o feixe Ker(¥) dado por:
Ker(¥)(U):= Ker(¥y) com as aplicagoes de restrigao ébvias.
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4.0.2 Cohomologia de Feixes

Sejam § um feixe sobre M e U := {U,}aea uma cobertura localmente finita por
abertos de M. Definimos

COU,F) = ILJ(U.)
c'(U, ) o258 (Us NU)

C"(U,8) = MapenarFUayN---NT,,).

Um elemento o € C"(U, §) é chamado uma r-cocadeia de §.
Definimos o operador de cobordo

§:C"(U,F) — C"H (U, )

pela formula:

r+1

(5U)ao,m,ar+1 = Z(_l)jaao ,,,,, 0,y Qg 1 |ﬂ::01 Ua;” o€ CT<Q7 S)

i=0
Em particular, se 0 = {04}, € C*(U,F), entao

(00)agn = <_1)00a1’Ua0ﬁUa1+(_]‘)10-040‘UO¢OOU0¢1

O-Oél |UaomUa1 - o-a() |Ua0mUu1

ese o ={oas5} € C'(U,T), entao

(60—)040,011,042 = Ja1,6¥2|ﬂ§:0Uai — Oag,az ‘ﬂ?:OUai + Oag,0n |m?:0Uai :

Definicao 4.6. Uma r-cocadeia o € C"(U, §) chama-se um cociclo se do = 0.
o chama-se um cobordo se 0 = 7 para algum 7 € C"1(U, F).

Observagao 4.7. Se 0 = {04}, € C°(U,F), entao
(5(60))a0,al,a2 = (50)041,042

Oas |ﬂ§:OUai — Oay

M2_oUa; — (5U)ao,a2|m$:0Uai + (5U)ao,a1|m§:0Uai

M2 Ua; — Tazln?_ Us, + Uoco|m§:OUai

g 2 — 0,
+ a1|ﬂ¢:ani o

= 0.

2
Ni=oUa;

E possivel provar que em geral 6> = 0, i.e., todo cobordo é um cociclo. Assim,
pondo
Z'(U,3) = Ker(5) € C"(U,3)

e observando que C" (U, §) tem estrutura de grupo abeliano, temos que §(C™ (U, §))
¢ um subgrupo normal de Z"(U, §). Logo faz sentido considerar o grupo quociente

) Z(ULR)
WS = 5037
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Definicio 4.8. Definimos o r—ésimo grupo de cohomologia de Cech de § em M
como sendo

H (M, 3) = lim dir H' (U, §).
Observe que para qualquer cobertura U por abertos de M, tem-se
HO(M,§) = H(U, §) = §(M).

Definigao 4.9. Sejam § um feixe sobre M e U := {U,}aer uma cobertura por
abertos de M. Dizemos que U é aciclica para § se HY((;_, Ua,, &) = 0 para todo
q > 0 e para quaisquer ay, ..., q, € A.

Teorema 4.10 (Leray). [G4] Se a cobertura U de M é aciclica para o feixe §,
entio H (U, §) = H*(M, F).

4.1 Notacao

Div: Grupo abeliano de divisores que sao tangentes a &?. Ou seja, um elemento de
Div é daforma ) A, -L%, onde A\, € Z e L* é uma hipersuperficie & —invariante.

Pic(M) = HY(M,0%): Grupo de Picard de M (classes, via isomorfismo, de fi-
brados em retas sobre M).

0: Operador de cobordo definido nos grupos de cocadeias na cohomologia de feixes.

Dado D = ) A, - L™ € Div, existe uma cobertura (U;);e; por abertos de M
tal que cada U; intersecta apenas um numero finito de L%/s, que por sua vez cor-
respondem aos zeros de uma fungao holomorfa f; € O(U;). Logo, em U;; # 0,
temos que g;; 1= }c—] € O*(U;;). De modo que, em Uy, # 0, tem-se g;; - gjx - gri = 1.

Por conseguinte, D induz um fibrado em retas sobre M. Além disso, se (ﬁ)ze 1 6
uma outra familia de fungoes holomorfas definidoras de D, entao, pelo Teorema
dos zeros de Hilbert, para cada i € I, existe h; € O*(U;) tal que f; = h; - fi. Logo

}; “hj = h;- }c— Portanto, D induz um tnico elemento de Pic(M), que denotamos
J J

por [D]. Assim, nés temos um homomorfismo bem definido:
U : Div — Pic(M)
D — [D]

Nao é dificil ver que W leva somas em produtos, i.e., ¥(D; + Dy) = [D1] ® [Ds].

Por outro lado, se g = (g;;) € Z'(M, 0*), entao dlng = (dIng;;) € CH(M,QF) e
(6(dIng))ijp = dIngje — dlngy + dlngy = dIn(gje - g5 - 9i5) = dIn((8(9))ijn) =



SOBRE DISTRIBUIGOES E FOLHEACOES HOLOMORFAS DE CODIMENSAO MAIOR DO QUE UM 43

dIn(1) = 0. Por conseguinte, dIn g € Z*(M,L). Além disso, se g € §(C°(M, 0*)),
existe h = (h;) € (C°(M,0%)) tal que gij = (6h);; = hj - hi'. Logo existe
dinh = (dInh;) € (C°(M,Q})) tal que (6(dInh));; = dInh; —dInh; = dln];—z =
dIn(g;;) = (dIn g);;. Consequentemente, dlng € 6(C°(M,Q5)). Ou seja; dln leva
cobordo em cobordo. Notando, além do mais, que " In” leva produto em soma,
conclui-se que a aplicacao

o HY(M, 6%) — H'(M, QL))
[(9i5)] = [(d1n gi;)]

¢ um homomorfismo bem definido. Assim, obtemos um homomorfismo

®oW: Div— HY(M,Q})

(fi)i = [(dIn —)]
e, tensorisando por C, obtemos uma aplicacao C—linear
P oV ®ide: Div®C — H'(M,QF)
cujo contradominio é de dimensao finita se M for compacta. Agora, ponhamos
Divg = ker(® o U ® idc) e, seja x = ) Ao - L™ € Divy. Escolhamos uma cober-
tura U = (U;);er por abertos de M, suficientemente fina, de modo que em cada U :
- é definida por w;.

-Cada divisor L® é definido por uma equagao holomorfa ff* =0

-Em U;; # () dispomos de fungdes gij, g5 € O*(Uyy) tais que w; = gij - w; e
= Q?j : ff em U;;.

Como x € Divg, entao [(XqAq - dIngf)] = 0 em H'(M, Q). Logo existe y =
(i)ier € C°(U, Q) tal que

ZA g”—ZAdlngw (O11)sy = 115 — o

Ou seja, para cada i € I, existe p; € QL(U;) satisfazendo

d(%=) g dfe
=Y e = S
@ I ' J

o 7

Dai,

i

dfe df s
fe! ; = [+ /\oa_i
fi ’ za: f;
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Observe que se (Ni“)ie ; € uma outra familia de fungoes holomorfas tais que L* =
(f* =0) em U;, usando mais uma vez o Teorema dos zeros de Hilbert, para cada
i € I, podemos escolher h$ € O*(U;) de modo que ff* = h - f*. Novamente, como

Yoda - L € Divg, existem 1—formas fi; € Qk(U;) para todo i € I, tais que

ﬁi—{_z/\a'%:ﬁj‘{’z)\a'dff

15
ie.,
dfa dho‘ dfe dhe
uz+z : uj+z fi+A h;]
Entao, fazendo n; = f; — p; + Xoda h—; e & = i+ 2ada ]{j, temos que

S+mni =& +ne& =¢E em Uy . Logon = 77] em Uj;. Obtemos assim, uma
=&, que esta bém definida, a
menos da soma de uma 1—forma holomorfa fechada global 7. Agora, como cada
L* é &P —invariante, entdao w A £ é uma (r + 1)—forma holomorfa com valores no
fibrado .Z, i.e., w A& € HY(M, Q™! @ #). Pela construgao esta (r + 1)—forma
estd bém definida médulo uma (r 4+ 1)—forma do tipo w A7, onde n € QL(M). Ou
seja, construimos uma aplicagao linear:

=: Divg — H' (M, Q"' @ £)Jw A H' (M, Q)

fa

(f1)i = w A (s + ZaAa e

~a )

4.2 Prova do Teorema de Integrabilidade

Nesta secao demonstramos o Teorema de Integrabilidade. A estratégia que sera
adotada na prova é uma combinacao das ideias apresentadas por E. Ghys em [G1]
e as ideias apresentadas na demonstracao do Teorema 3.22.

Prova do Teorema 4.1: Suponhamos que o nimero de hipersuperficies irre-
dutiveis &-invariantes é maior ou igual a

dimcH* (M, QF) + dime(HO(M, Q' @ L) /w A H' (M, Q3)) +r + 1.

Entao dimeDivy > dime(HO(M, Q" @ L) /w A H*(M,Q})) +r + 1. Por con-
seguinte, dimc(ker(Z)) > r+ 1. Em particular, ker(Z) é nao trivial. Agora, dado
um elemento nao nulo = € ker(Z), podemos escolher divisores L', ... L¥, (k> 1),
(aderéncias de folhas fechadas, no caso integravel) e A\j,..., Ay € C* tais que:

-r = E§:1)\a - L* € Divg

E(EE_ A L) =0em HO(M, Q™ @ L) /w A H (M, QL).
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Escolhendo uma cobertura como acima, concluimos que existe n = (n;); € Z°(M, QL)

tal que w A (u; + E’;Zl)\a%
WA (g —m; + Zﬁzl)\a Cj{: ) = 0. Obtendo entao uma 1—forma meromorfa fechada

global E =¢{—ntalquew /\g = 0. Desta maneira podemos construir r +1 1-formas
meromorfas &;,...,&41 em M tais que w A §; = 0 para todo j € I,;;. Fazendo

) = wAn, ie, 0= (0n); =mn —n em Uy e

o = El AN ANEeag=E N---N&y1, temos as seguintes possibilidades:
1. a; #0 e as #0.
2. a1 =0o0u ay =0.

No primeiro caso, sendo a; e as formas meromorfas com hipersuperficies de
polos diferentes, segue que elas sao L.I. sobre C. Por outro lado, pelo Lema 1.17,
existem G, Gy € A (M) tais que a1 = Gy -w e ag = Go-w. Ouseja; ay = %-ag e,
sendo as «;/s fechadas, segue que 0 = d(g—;) A . Assim, temos que d(g—;) Aw = 0.
Além disso, como aq, as sao L.I. sobre C, % nao é constante. Portanto, w possui
uma integral primeira meromorfa. _ B

No segundo caso, suponha que o; = 0. Seja m o maior natural tal que &y, ..., &n
sao L.I.. Entao, existem P, ..., P11 € 4 (M) tais que P, 41 #0e ?:lrl P& =
0. Ou seja, EmH =>" R 5, onde R, = %. Logo, sendo as El/s fechadas,
temos que

0=> dR A&
=1

Entao, para todo j € I,,,, tem-se

~

0 = D dRINGAG A NGAAEy
=1

= (=1)PUR NG A A,

Entao, pela independéncia de El, e ,gm, podemos escolher ¢y, -+, g, € A (M)
tais que dR; =Y " g1 &. Logo dRj Nw =" q" & Aw = 0. Além disso, pelo
Lema 3.18, existe Iy € I, tal que R;, nao é constante. Conseqiientemente, R,
¢ uma integral primeira de 2. Analogamente, podemos encontrar uma integral
primeira de w supondo que as = 0.

|

4.3 Integrais primeiras

Proposicao 4.11. Sejam 1 < m <r < n, &, um campo de planos uniforme de
codimensao r em M e fi,..., fm funcoes meromorfas em M tais que dfy A--- A
dfm, # 0. Entdo F := (f1,..., fm) € uma integral primeira meromorfa de &,, de
posto m se, e somente se, w A df; =0 para todo j € I,.
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Prova: F = (fi,...,fm) é uma integral primeira de 2, se, e somente se,
Py(x) C L, ker(df;j(x)) para todo z € M \ (S(Z,) U S(F)). Isso ocorre se, e
somente se, para todo j € I,,, Z,(x) C ker(df;(z)) para todo € M \ S(Z,) se, e
sé se, cada f; ¢ uma integral primeira de &2,,. Ou seja, se, e somente se, wAdf; =0
para todo j € I,. [

Corolario 4.12. Sejam 1 < m < r < n, &, um campo de planos uniforme
de codimensao r em M e fi,..., fm funcoes meromorfas em M. FEntio F =
(fi,---, fm) € uma integral primeira meromorfa de &, de posto m se, e somente
se, dfy A -+ Ndf, # 0 e cada f; é uma integral primeira de &,,.

Prova: Segue do Corolério 3.7 e da Proposicao 4.11. [

Corolario 4.13. Seja w € Q"(C™) LDS, com codim(S(w)) > 2. Se & (w) admite
uma integral primeira holomorfa F' de posto r—1 e tal que F|cm ging(w) € submersao,
entdao w € decomponivel.

Prova: Suponhamos que F' := (fi,..., fr—1) é uma integral primeira de Z,.
Entao, pela proposigao 4.11, dfy, € £*(w) para todo k € I, e, como S(dfy A -+ A
df;—1) C S(w), pelo Teorema 2.4, w é decomponivel. |

Teorema 4.14. Sejam M uma variedade complera compacta e conexa, £ um
fibrado em retas sobre M e w € Q" (M) ® £ LDS. Suponhamos que w admite
uma integral primeira meromorfa F = (fi,..., f,—1) de posto r — 1. Entdo w
admite uma integral primeira meromorfa G := (F,g) de posto r se, e somente
se, existem uma 1—forma nao nula & € €*(w) meromorfa em M, uma infinidade
de hipersuperficies analiticas (V;);jeq w—invariantes, uma cobertura (U;);er por
abertos de U := M\ S(w)US(F) e, para cada i € I, uma colecao de campos locais
X4, X C X(U;) Nker(€) duais de {df1,...,df,_1} e tangentes ao divisor
D =3%,c;V;.

Prova: (=) Consequéncia imediata do Lema 2.1 e da Proposigao 4.11.
(«) Para cada j € J, ponha V; = {g; = 0}. Dado p € U;NV;\ S(V})), sendo
wA €& =0, V; w—invariante e xi,..., x’_; tangentes a £ e ao divisor D, temos que

ker(dg;(x)) = Span(xi(2),. ... X1 (7)) U ker(w(z)) = ker(§(x)),

para todo z € U; NV; \ S(§) U S(V;). Portanto, V; é {-invariante. Assim, ¢
admite infinitas hipersuperficies invariantes. Logo, pelo Teorema 4.1, £ possui
uma integral primeira meromorfa g de posto um. Entao dg e ¢ sao dependentes
fora dos seus polos e, sendo dfy, ..., fr—1,§ LIem U\ | £ |, segue que G := (F, g)
define uma integral primeira meromorfa de posto r para w. ]

Teorema 4.15. Sejam M wuma variedade complera compacta e conexa, £ um
fibrado em retas sobre M e w € Q"(M)® % LDS. Suponhamos que w admite uma
integral primeira meromorfa F = (fi1,..., fx) de posto k. Entdo w admite uma
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integral primeira meromorfa G := (F, g) de posto k + 1 se, e somente se, existem
uma 1—forma £ € e*(w) meromorfa em M, uma infinidade de hipersuperficies
analiticas (V;)je; w—invariantes, uma cobertura (U;);cr por abertos de U := M \
S(w) U S(F) e, para cada i € I, uma colegio de campos locais {x%,...,x:_1} C
X(U;) N ker(§) tangentes ao divisor D = Y;c;V; e tais que, para cada l € I,_y,
ix§<dfm) = O para todo m € I,.

Prova: (=) Esta parte é conseqiiéncia imediata do Lema 2.1 e da Proposicao
4.11.

(«) Para cada j € J, ponha V; = {g; = 0}. Agora, dado p € UNYVj existe i € [
tal que p € U;. Como w A& =0, V; é w—invariante e ', ..., x._, tangentes a £ e
ao divisor D, temos que

ker(dg;(z)) = Span(xi(z), ..., x;_,(x)) U ker(w(z)) = ker(&(x)),

para todo z € U; NV, \ S(§) U S(V;). Portanto, V; é £—invariante. Assim, ¢
admite infinitas hipersuperficies invariantes. Logo, pelo Teorema 4.1, £ possui
uma integral primeira meromorfa g de posto um. Entao dg e ¢ sao dependentes
fora dos seus pélos e, sendo dfy, ..., fr,§ LI em U\ | £ |, segue que G := (F,g)
define uma integral primeira meromorfa de posto k£ + 1 para w. [ ]

Teorema 4.16. Sejam M uma variedade complexa compacta e conexa, £ um
fibrado em retas sobre M e w € Q' (M) ® £ LDS. Entio w admite uma in-
tegral primeira meromorfa de posto k < r se, e somente se, existem k 1—formas
&1y, & € €"(w) meromorfa em M, k familias infinitas de hipersuperficies analiticas
vii= (Vjes, - - VR = (VF)jes w—invariantes, uma cobertura (Us)ier por aber-
tos de U := M \ (S(w)US(& A -+ AN&)) e, para cada i € I, uma colegdo de
campos locais B* = {xt,...,x.} C X(U;) tais que w(xi,...,x.) =1 e B\ {x}
sao tangentes a & e ao divisor Dy = ZjGJle para todo | € I}

Prova: (=) Conseqiiéncia imediata do Lema 2.1 e da Proposigao 4.11.

(<) Para cada j € J el € I, ponha V] = {g; = 0}. Agora, dado p € UNV]
existe ¢ € I tal que p € U;. Como w A& =0, le é w—invariante e os elementos de
B\ {x;} sao tangentes a & e ao divisor D;, temos que

ker(dgu(x)) = Span(B'\ {xi}) U ker(w(x)) = ker(&(x)),

para todo z € U; NV} \ S(&§) U S(V}). Portanto, V/ é &—invariante. Assim, &
admite infinitas hipersuperficies invariantes. Logo, pelo Teorema 4.1, & possui
uma integral primeira meromorfa g; de posto um. Entao dg; e & sao dependentes
fora dos seus pdlos e, sendo &, ..., & L.Iem U, segue que G := (gi, ..., gx) define
uma integral primeira meromorfa de posto k para w. [ ]



Capitulo 5

Folheacoes que admitem
estruturas transversais

No caso de folheagoes de codimensao um numa variedade complexa é bem con-
hecido o seguinte:

Teorema 5.1. [LN]. Seja M uma variedade complexa de dimensao n > 2 e %
uma folheagao regular de codimensao um em M. Entao .# tem uma estrutura
transversal por translacoes se, e somente se, .# pode ser definida por uma 1-forma
fechada.

Nosso objetivo neste capitulo é dar uma generalizacao deste resultado para
folheacoes singulares de codimensao 1 < r < n — 1. Primeiro provamos o caso
regular e por uma simples aplicacao obtemos o caso singular.

Definigao 5.2. Sejam M"™ e S” variedades complexas conexas, % uma folheacao
regular em M, de codimensao r, ¢ G C Aut(S) um subgrupo de Lie de Aut(S).
Dizemos que .# tem uma estrutura transversal modelada em G se existem uma
cobertura {U;};c; por abertos de M e colecoes {1;}jecs € {gij}u,,+0 tais que:

(a) Para cada j € J, ¢, : U; = 1;(U;) C S é uma submersao.

(b) Se U;; :=U;NU; # 0, entao g, : ¥;i(Uij) — 1;(Uyj) ¢ a restrigao a ¢;(Uy;) de
uma aplicagao h;; € G tal que h;; o ¥; = ;.

(c) Paracada j € J, as folhas de .7 |y, sao as variedades de nivel 1/}]-_1((]), q € Y;(U;).
Se S =C"eG = Afim(C"), dizemos que .# possui uma estrutura transversal afim.
Ainda, se G = {T'(2) = 2z + B; B : C" — C" localmente constante}, diremos que
Z possui uma estrutura transversal por translacoes.

Teorema 5.3. Sejam M uma variedade complexa de dimensao n > 2, F uma
folheagdao regular de codimensao 1 < r < n em M e, suponhamos que F nao
admita integral primeira de posto um. FEntdo F pode ser definida por uma r-
forma fechada se, e somente se, .F pode ser definida por submersoes locais F; :=
(fi,...,fH:U;, — Cr,iel, tais que:

fidfs A Ndfi= fldfs N ANdfT + dGy, em Uy £ 0, ()
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onde (;; € Q2(Uy;).

Prova: (=) Suponhamos que .# possa ser definida por uma r-forma fechada w.
Escolhemos uma cobertura {U; };c; por abertos de M, de modo que, para quaisquer
i,j € I, Uj := U;NUj; é conexo e F ¢é definida por uma familia de submersoes
{(fl,- -, f}) : Ui = C"}ies e colagens {¢;;}u,,#0- Pelo Lema 1.16, para cada i € 1
existe g; € O*(U;) tal que

wlo, = gidfi A -+ AdfE.
Provaremos que as g;'s sdo iguais a constante. Ora, o dado (g;);e; define uma secao

global nunca nula do fibrado em retas .2’ determinado pelo co-ciclo {det(Je;;) }u,,-0-
Por conseguinte, existe um isomorfismo de fibrados:

7-2-C

}\&a

M

que leva a segdo (g;);e; numa funcao global g € O*(M), i.e., Vo g = Yo g, em
Uy # 0. Agora, como dw = 0, segue que dg; A w = 0 para todo i € I. Dali,
obtemos que dg A w = 0 e, como % nao possui integral primeira, segue que g é
constante. Sendo ¥ um isomorfismo, g é constante se, e somente se, as ¢;s sao
iguais a constante. Logo existe ¢ € C* tal que g; = ¢ para todo ¢ € I. Entao,
substituindo f{ por cf{ para todo i € I, obtemos que dff A-- - Adf! = dfi N---Ndf
em Uy; # 0. Ou seja, d(fidfa A--- Ndfi — fldfs A--- Ndf?) = 0. Logo, pelo Lema
de Poincaré, existe (;; € Q"2(U;;) tal que

fldfs A NdfE = fldfy A - N+ dG, em Uy
(<) Se # pode ser definida por submersoes F; := (f{,...,f!) : Uy — C" que
satisfazem a condigao (x), pondo

v, =dff A NS

T

w
obtemos uma r—forma global w fechada, que define a .%. [ ]

Como consequéncia imediata do Teorema 5.3, nds recuperamos o Teorema 5.1.

Corolario 5.4. Seja M uma variedade complexa e, suponhamos que M admite
uma r—forma w LDS, fechada, nao exata e sem integrais primeiras de posto um.
Entio existe (8;;) € HY (M, Q") N HY(M, ") tal que (Bi;) =0 em HY(M, Q)
e (Bi;) #0 em HY(M,a" ). Em particular, H'(M,a"~") # {0}.
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Prova: Pelo Teorema 5.3, podemos escolher uma cobertura U := {U,}es, sufi-
cientemente fina, por abertos de M e submersoes F; := (f{,..., f!) : U; — C", de
modo que sejam satisfeitas as hip6tese do Teorema de Leray, w|y, = dff A -+ - A df!
e, sempre que U;; # 0, existe 5;; € a"H(U;;) tal que

Fdfi N~ Ndff — fidfs A - NAfL = By, em Uy.

Entdo, em Uy # 0, tem-se B, — Bix + Bij = 0. Logo, fazendo f := (8;;) e
poe= (pi = fidfy \--- Ndf}), obtemos que 01(p) = B e (82(8))ijr = 0, onde 1 e dy
sao os operadores de bordo em Q7! e a""!, respectivamente. Assim,

Be HY(M, Y nH (M, &™) e 8=0em H(M,Q ™).

Agora, suponhamos por absurdo, que exista a = (a;)ic; € CY(U,a"!) tal que
B = dy(a). Entao, em U;; # (), temos que

aj —a; = (02(a))ij = Bij = (01(w))ij = pj — pa-

Ou seja, o — p; = o — pj. Assim, {|y, = o; — p; define uma (r — 1)—forma
holomortfa global tal que d§ = w, o que é uma contradicao. Isto prova que #0
em H'(M,a"1). |

Como uma conseqiiencia imediata do Corolario 5.4, temos o seguinte

Corolario 5.5 (Poincaré). Seja M wma variedade complexa e, suponhamos que
HY(M,a"') = {0}. Entao todo elemento de QV.(M) LDS e sem integrais primeiras
¢ um elemento de a"(M).

Teorema 5.6. Sejam M uma variedade complexa e F uma folhea¢do holomorfa
reqular de codimensdo r em M. Entao % tem uma estrutura transversal por
translagoes se, e somente se, # pode ser definida por um sistema de 1-formas
fechadas.

Prova: (=) Suponha que .# tem uma estrutura transversal por translagoes,
dada por uma cobertura {U;};e; por abertos de M, uma cole¢do de submersoes
{Fi = (ff,.... f}) : Ui = C"}ies e um cociclo {g;;}v,, 40 de translagées. Entao, em
Uy # 0, tem-se F; = F; + B;;, onde B;; 1= (b7, ... b U;; — C" é localmente
constante. Ou seja, f; = f,g +b§€j. Logo dfi = df,ﬂ em U;;. Assim, para cada k € I,
podemos definir a 1—forma fechada oy € Q' (M) por ai|y, = df}. para todo i € I.
Por construgao, o sistema de 1—formas {a, ..., a,} define .7.

(<) Reciprocamente, se .% pode ser definido por um sistema de 1—formas holo-
morfas fechadas {a, ..., a,}, sendo .Z regular, temos a;(p) A- -+ Aa,(p) # 0 para
todo p € M. Escolhamos uma cobertura {U;};c; por abertos de M biholomorfos
a uma bola de C". Pelo Lema de Poincaré, para cada k € I, e para todo ¢ € I,
existe fi € O(U;) tal que op|U; = df}. Entao F; := (f{,...,f) : Uy — C" é
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uma submersao. Além disso, em Us; # (), temos que d( f,f; — fi) = 0. Logo existe
b € O(Uj;) localmente constante tal que fj = fi+b!. Fazendo ¢;;(Z) = Z + B,
onde B := (bY,...,b), obtemos que F; = g;jo F;. Portanto, .# tem uma estrutura
transversal por translagoes. [ ]

Proposigao 5.7. Sejam M uma variedade complexa e % uma folheagdo holomorfa
singular de codimensdo r em M, com codim(Sing(.F#)) > 2. As seguintes sao
afirmacoes equivalentes:

i) F tem uma estrutura transversal por translagoes.

i1) F pode ser definida por um sistema & = {ay, ..., .} de 1-formas fechadas
holomorfas em M.

iit) F =(\._, %, onde cada F; é uma folheacdo singular de codimensao um
em M que tem uma estrutura transversal por translagoes e Sing(F#) =T, onde T
¢ o congunto de tangéncias das Fs.

Prova: i) = ii) Segue do Teorema 5.6 e do Teorema de Extensao de Hartogs.

i1) = 1i1) Pelo caso r = 1, para cada i € I, o; define uma folheacao holomorfa .%;
de codimensao um em M, possuindo uma estrutura transversal por translacoes.
Além disso, Sing(F#) = {x € M : aq(x) A--- AN a.(z) = 0} = T. Por dltimo,
observando que T.%, = Ni_ ker(o(x)) = N_TF;, = T.(N_,.%;) para todo
x € M\ Sing(.F), conclui-se que . = N[_, . Z,.

i1i) = 1) (ver [Scl|, pag. 142.). [



Capitulo 6

O fenomeno de Kupka para
sistemas nao-integraveis

6.1 O Teorema de reducao de variaveis

Ao longo desta se¢ao, w representa um germe de r-forma em (C",0), com n > 4.

Lema 6.1. Suponhamos que dw é LDS e que dw(0) # 0. Entao existe uma vizin-
hanca B de 0 tal que

E:= U ker(dw(p))

pEB

¢ um subfibrado holomorfo integrdvel de T B de posto n — (r + 1).

Prova: Como 0 ¢ S(dw), existe uma vizinhanga B de 0 tal que B N S(dw) = 0.
Consideremos o mapa de fibrados ¢ : T B — A"T'B* definido nas fibras por:

o :T,B — N'TB"

v = 4 (dw(p)).

Entao ¢ é holomorfo e ker(p(p)) = ker(dw(p)) para todo p € B. Por outro lado,
como BN S(dw) =0 e dw é LDS, entao dim(ker(¢(p))) =n — (r + 1) para todo
p € B. Portanto,

E = ker(p)

¢ um subfibrado holomorfo de T'B de posto n — (r + 1). Além disso, sendo dw
LDS, pela Proposicao 1.12, dw é integravel, i.e., a distribuicao 7 : p — ker(dw(p))
¢ integravel. Por conseguinte, E é integravel. ]

Teorema 6.2 (Estrutura de produto para sistemas nao-integraveis). Suponha que
dw € LDS, dw(0) # 0 e que d(i(w)) = 0 para todo germe de campo x em (C",0)
tangente a dw. Entdo existe um sistema de coordenadas (z,z) € C'+! x C—+1
tal que w = w(x).
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Prova: Pelo Lema 6.1, existe uma vizinhanca B de 0 tal que

E= U ker(dw(p))

peEB

¢ um subfibrado holomorfo integravel de T'B, de posto n—(r+1). Logo E é tangente
a uma folheagdo ¢4 de codimensao r + 1. Consideremos entao uma carta trivial-
izadora (T, ..., 21,21, - - 5 Zn—(r41)) € C"T1x C"= "+ de & numa vizinhanga de
0, tal que as folhas de sao da forma (x; = ¢1,..., %41 = ¢r41), C1, .-, Cpq € C.
Como ker(dzy A--- Ndxyi) = TY = ker(dw), para cada j € I,_(11), é um
campo tangente a dw. Por conseguinte,

0
8Zj

82j BZj

0=d(is (w))=L.o ().

Portanto, w = w(xy, ..., Tr41). [

Corolario 6.3. Se w € como no teorema acima, entdo w € integravel, i.e., w define
um germe de folheagao holomorfa em 0, de codimensao r.

Prova: Segue diretamente do Teorema 6.2 e do fato que toda r—forma em C"*!
é integravel. n

Observagao 6.4. 1. O germe em 0 € C™™! de r—forma

r+1
n= W(.Tl, SR 7$T+1) = Z(_l)lajdxj7
j=1

onde (TX\J =dxy N Ndzj_y Ndxip N - A dzpgg, estd bem definido a menos
de biholomorfismo e multiplicacao por funcoes holomorfas nunca nulas. Além
disso, é possivel verificar que a distribuicao induzida por w é também descrita pelo

campo X, = Z;g aja%j e que a condigao dw(0) # 0 é equivalente a Div(x(0)) =
E;I}%(jo) # 0. Em particular, a parte linear yo = Dx(0) de x, é nao nula e

estd bem definida a menos de conjugacao e multiplicacao por escalares. Em outras
palavras, o espectro de x,(0) estd bem definido. Diremos entdo que w tem tipo
linear xo em 0.

2. Segue da Proposicao 1.19, que se w é uma r—forma integravel, entao dw é
LDS e L, (w) = d(%,(w)) = 0 para todo campo x tangente a dw. E como prova de
que esta tultima condicao é realmente necessaria, damos o seguinte:

Exemplo 6.5. Seja  como no exemplo 1.1.. Sendo df2 uma 3—forma em C*,
segue que d§) é LDS. Além disso, df2(z) # 0 para todo z € C* e {2 nao é integravel
em lugar algum. Logo, pelo Teorema 6.2, para cada z € C* existe um germe de
campo x tangente a df2 tal que d(%,(w)) # 0. Em particular, ndo existe nenhuma
mudanca local de variaveis na qual €2 dependa apenas de trés variaveis.
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Definigao 6.6. Seja w uma r—forma holomorfa numa variedade complexa M tal
que dw é LDS. Dizemos que p € M é um ponto de Kupka de w se dw(p) # 0
e L (w) = 0 para todo germe de campo x em p tangente a dw. Se além disso,
w(p) = 0, diremos que p é uma singularidade de tipo Kupka de w.

Observacao 6.7. Note que se w(p) = 0 e = gw, onde g € O;(M), entdo
dn(p) = dg(p) A w(p) + g(p)dw(p) = g(p)dw(p) # 0. Além disso, se w ¢é integravel,
entdo n também o é. Logo 4,(n) = 0 para qualquer germe de campo x em p
tangente a dn. Em particular, L, (n) = ,(dn) + d(ix(n)) = 04+ 0 = 0. Portanto,
p € ponto de Kupka de 7. Isto prova que faz sentido a seguinte

Definicao 6.8. Seja M uma variedade complexa M e, seja

P = ({Ua, Sa} i {wa € Q" (Ua)};:{(9ap) € O (Uap)}a,pen

um campo de planos uniforme de codimensao » em M. Dizemos que p € M é uma
singularidade de & de tipo Kupka se existe a € A tal que dw, é LDS e p é uma
singularidade tipo Kupka de w,. O tipo linear de w, em p serda chamado de tipo
transversal ou linear de &2 em p. O conjunto formado por todas as singularidades
de tipo Kupka de &, denotado por K 4, é chamado de conjunto de Kupka de 2.
Uma componente de S(?) contida em K5 chama-se uma componente de Kupka

de A.

Se K é uma componente de Kupka de &, sendo K conexo, pela Observacao
6.4.1., o tipo linear de & é constante ao longo de K.

Exemplo 6.9. Sejam f1,..., f,+1, 7 > 2, polinomios homogéneos irredutiveis em
Cn*l. Para cada i € I,1, seja d; = grau(f;). Denotemos por

I1: C"* — PR

a projegao natural. Suponhamos que as hipersuperficies I1(f; = 0),...,1I(fr41 =
0) sejam transversais. Ou seja,

dfi(z) N+ Ndfia(2) #0
para todo z € N1 f71(0). Seja

1

Q = —H(dr+1fr+1df1 - dlfldfT+1> ARRRNA (dr+1f7“+ldfr - drfrdfr+1>
(dr—i-lfr—i-l)

r+1

= Y (-1Yd, f;af;,

j=1

onde (E =dfy AN Ndfj—1 Ndfjpr A - ANdfpyq. Entao Q é uma r—forma poli-
nomial homogénea integravel em C"™ tal que i(Q) = 0, pois ig(d,t1 fr1df; —
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d;f;df,+1) = 0 para todo j € I,, onde R = Z?;lzji. Portanto, ) define uma
J

folheagdo .# em PZ. Por outro lado, temos que dQ2 = —(X/H1d,)df1 A -+ A dfrys.

Assim, a subvariedade, de codimensao r + 1, II(f; = --- = f.41 = 0) é uma

componente de Kupka de .% e, para cada i € I, a funcao

é uma integral primeira racional de .7 .

Teorema 6.10. Seja &2 um campo de planos uniforme de codimensao 2 numa
variedade complexa M. Seja K uma componente de Kupka de & e, suponhamos
que o tipo linear &2 em K tem autovalores A1, \o, A3 distintos. Entao:
(1)

I/(K,M) =4, DL, B L.,

onde v(K, M) € fibrado normal de K em M e £, € o fibrado em retas determinado
pela autodirecao correspodente a A;.
(2) Para quaisquer i,j € I3 tem-se

)\jC(L)\i) = )‘iC<L>\j)>
onde ¢(Ly,) denota a classe de Chern de Ly, em H*(K,C).

Prova: Sendo K conexo, podemos escolher uma cobertura por abertos {U, }aca
de uma vizinhanca de K em M junto com biholomorfismos ¢, : U, — C3 x C"~3,
coordenadas (z,2,) = (21, 22, 23, Tad, - - - s Tan) € um germe de 2—forma holomorfa
n na origem de C?® tal que ¢%(n) = wly,. Faca was = @a © gogl c0p(Uap) —
©va(Usp), onde

90045(273:5) = (@iﬁ?@iﬁ?@iﬁv%piﬁ) € Cg X (Cnig,

e suponhamos 0s Uypy € Uag, MK contriteis. Como n e ¢}5(n) definem ¢g (F) em
¢5(Uap), pelo Lema 1.16, existe fos € O (Uag) tal que 0 5(n) = fopn. Além disso,
segue da estrutura produto que ¢ 5(1) é tangente as fibras de I, : C*xC"* — C?,
I1y(z,x) = z. Por outro lado,

Cop(n) = A(%lm; 9025; 9035)d8025 A SOiﬁ - B(%llﬁv 90357 @iﬁ)dwig A 8025
+C(Pap: Pags Pas)dPap N dois.
Assim, ¢} 5(n) é tangente as fibras de II; se, e s6 se, ¢}4(n) depende apenas

de dzi,dzy e dzg (pois ker(dzi A dz A dz3) = T,(Ili,) C ker(¢}(n)) implica
e*(prp(n)) C e*(dz1 Adzy A dzz)). Entdo, para qualquer i € I3 e para todo j € I,
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acpiﬁ 8@23 &piﬂ chiﬁ]

Ol . 03 Aol , 9p?
1 2 3 _ cpaﬁ (pocB L‘DaB Lpoz[‘l
A(Soaﬂ’ Soaﬁ’ SOO‘B) [ 0z; 8$j 8xj 0z; ]

1 2 3
- B<(paﬁ’ SOOZB’ @aﬂ)[ 0z; ij - ij 0z;

ool 5 02 ol 5 82
+C<§0(1X/3, 90(2%3, ¢z5)[ 8ziﬂ 8xjﬁ - 8:1:]'5 Bzf] =0. (6O>
Suponhamos agora que \; # Ay # A3 # A1 e, seja .Z; o fibrado em retas in-

duzido pela autodirecao correspondente a A;. Entao temos o splitting do fibrado
normal v(K, M) de K em M

IJ(K,M) :Zl @gg@gg
Seja
n = (/\121 + - )dZQ VAN ng - ()\222 + - )le VAN ng + ()\323 + .- )le N dZQ (6]_)

a 2—forma em C?® que representa o tipo transversal de .%. Em U,z # 0, consider-
emos a submersao

(‘Paﬁa S%,Ba S%ﬁ) (EJS%ﬁ gz )ZJ, EJ(:Oi,B,J(x)ZJ’ EJSOi,B,J(x)ZJ) 1 Uap CUs (6.2)

expandida como série de poténcias em zy, 29, z3 com coeficientes sendo fungoes holo-
morfas em K N U,g, onde J = (ji1,J2,J3) € j1 + J2 + js > 1 (pois pas(K NUsp) =
{0}). As coordenadas zi, 22, z3 foram escolhidas de modo que o tipo transversal
(6.1) tenha parte linear diagonal. Agora, a parte linear em (6.2) forma um co-
ciclo, o qual descreve o fibrado normal v(K, M) de K em M. Por outro lado,
como (S%,BNP@,B;‘PQ,B) (n) = fagn, fazendo @is, = ©ig100, Pap2 = Papor0
i3 ‘Pa,aoo . para cada ¢ € I3 e comparando termos lineares, obtemos que,
para cada J € Is,

A1 9013,3,3' [ﬁiﬁ,Q%piﬁ,S _902/3,3@315,2] =g @iﬁ,j [@iﬁ,z@i,@,:a —80357390%,2] +)\3<Piﬁ,j [%lxﬁ,g 90345,3
_90015,39%,3,2] = 51jfaﬂ/\1- (I)

Alsolig,j [Sgi,m @iﬁ,a _9035,390225,1] — A2 @iﬁ,j [80(115,1902,8,3 _90(115,39025,1] +)‘390i5,j [‘P}xﬁ,l Spiﬁ,s
~Qop3Papil = —02fapra. (IT)

/\19%,3 j [%w,ﬁ%g o PapaPapi] = NaPas i[Pas 10550 PhsaPas 1 T AP, i[Pns1Pa82
9001,3 230045 1] - 53Jfaﬂ/\3 (I‘[I)

1, sei=

0, sei#7j

Considerando j =1 em (1), j =2em (/) e j =3 em (I1]), obtemos

onde 0;; =

(Mt A3) (A=) (Pl 1055 20053~ Pap 1 PapoPaps) F( A —A2) (Phs 1Phs 20053~

¢i5,1¢i5,290iﬁ,3)] =0
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e como o tipo transversal de .# em K tem traco nao nulo, conclui-se

(A3 — )‘2)(‘%5,19‘736,2@3/3,3 - 903,3,1902,3,2905,3,3) + (M — )\2)(80315,1905@2%02,3,3_

‘Piﬁ,l‘piﬁ,2¢iﬂ,3) = 0. (6.3)
Representando por d; a derivada em relagao & varidvel z e pondo A := [dipags],
obtemos que
)\1803,3,3' 01M1 fap
adj(A) | Mawap; | = | Oyrefas | G=1,2,3.
M358 03j A3 fap

Dai, usando a regra de Cramer junto com o fato que det(adj(A)) # 0, deduz-se
que, para quaisquer i, j € I3,

/\igoiaﬁ,j = )\j(pizﬂ,jca (6.4)
onde C' = fp5det(A).

Afirmagao 1.: Se ¢! 5, = 0 para todo i € I3, entao A\; = Ay = As.

Com efeito, se ¢4, = Prz0 = Pops =0, sendo det(A) # 0, para cada i € I3, existe
j € I3\ {i} tal que @5, # 0. Entao, de (6.3) e (6.4), deduz-se que A\; = Ay = A3.
Isto prova a afirmagao.

Temos agora dois casos a considerar:

CASO I: )\; # 0 para todo j € I3. Pela afirmacao 1, existe um ¢ € I3 tal
que gpgm # 0. Logo, de (6.4), segue que C' =1 e gpiﬁ?j = 0 para quaisquer i # j
cm Ig.

CASO II: )\; = 0 para algum j € I3. Sem perda de generalidade, podemos
supor que A\; = 0. Entao Ay # 0 # A3, logo, por (6.4), temos gp(llﬁ’z = gp(llﬁ’g =
@231 = ¥osy = 0. Sendo det(A) # 0, temos @5, # 0. Logo, segue de (6.3)
que 255 = 0 ou iz, = 0. por conseguinte, @5, # 0 ou g4 # 0. Usando
novamente as equagoes (6.4), obtemos que C' = 1, 903573 = 9‘%5,2 = 0. Ou seja, em
qualquer caso teremos

@im 0 0

0 0 8025,3

Portanto, v(K, M) é descrito uma matriz diagonal, 3 x 3, com entradas sendo os
cociclos:

(fab’) = (thlxﬂ,l)v (Caﬂ) = (903,872% (7045 N K}’ ﬁ;()
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Esta expressao de cociclos da a decomposicao:

V(K,M) 231@32@33.

Agora, considerando as equagoes (7.0), desde 1 obtemos que

0?5 0p? 0?5 O3
1 . af Zraf  Z¥aB T¥afy 2
(Algpaﬁ + )[ azi al_] 81,] azi ] <>\29004ﬁ

OPop Ofap  0Pas 0Pas

3 PR

para todo ¢ € I3 e para qualquer j € {4,...

Oag = Pogrzi + > Oaps? s Pog=Pogatat+ Y Plg 2

[J]=2

(95(7]'

3 3 3
Pap = Pap3?3 T Z PaB,I?

|J]>2

,n}. Observando que

OPas 005 ap 0ag

)[ 8zi (%:j B (%r;j 82i ]

= 6.5

2]~ 0 (65)
J

J

|J|>2

Y

Y

igualando poténcias nao triviais de menor grau nas variaveis 21, zo e 23 em (6.5),

obtemos para cada j € I,, as equagoes:

. 8903
1= )‘QQOQ,B,ISOQBQ a 03
. 8903
= Al@aﬂ,lgpaﬁQ a 03

67

' Op?
i =3 —MPap1Poss 3z 21720 + Mg o sz oz, -

Que escritas de outro modo equ1valem a:

Ma

=1 Az@w% — A3Yap
J
Mo

i =2:Méap ;Eﬁ — A3Yap
J
0Cq

=3 )\16045 ag b )\2<oz5

Ou seja,

agaﬂ
(9%-

)\2 log YaB — )‘3 log Caﬁ = Cl
A1 1ogYaps — Azlog &ap = C2
Arlog Cap — Ao log s = c3

390
2223 + /\3S0a5 18%5 3 0z b2

390
2123 + /\34,%5 3%%,8 2 oz —obl

(9<p1

=0.

(%)

A R2R3 = 07
Q= R1R3 = 07
Z1R9 — 0.
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Agora, as classes de Chern de .2}, .25 e .£3 podem ser, respectivamente, represen-
tadas pelos co-ciclos (€ags), (Mags) € (naps) definidos por:

2milaps = log {ps — log Eas + 10g Eap

2mimaps = log (gs — 10g Cas + 108 Cap
2minags = 1ogvps — 10g Yap +10g Yas-

Entao, das relagoes (xx), obtemos que
2mi(A3Mags — AaMags) = Chs — Cas + Cag = (6(c"))aps)

2mi(Mnaps — Aslaps) = Cos — Cog + Cog = (5(¢%))aps)
27mi(Aolaps — AMMaps) = C%J — s+ Ciﬁ = (5(03))a55).

Onde ¢ := (ci3) € C'({Uap N K},C), i = 1,2,3. Portanto, Asc(%) = Aoc(L3),
)\10(33) = )\30(,2”1) e /\20(9?1) = /\10(32). | |



Capitulo 7

Apeéndice

7.1 Notacoes do texto

Ao longo deste trabalho k = denota um corpo de caracteristica zero, F é um
espago vetorial de dimensao finita sobre k e M é uma variedade diferencidavel de
dimensao n.

I, :=A{1,...,n} para todo n € N.

1, = I, U {0}.

Jm : Colecao de todos os subconjuntos de I,, com m elementos, considerado com
a ordem Lexicogréfica.

P(n, k). Conjunto de polinémios homogéneos de grau k em C".

J;f (f). Jato de ordem k de f em p. No caso em que p = 0, escrevemos simplesmente
JES).

AJ.(n). Espago de r—formas em C", cujos coeficientes sdo polinémios homogéneos
de grau k.

A"(E). Espaco de r—formas exteriores sobre E.

Q"(M). Espago de r-formas sobre M, com grau de diferenciabilidade compativel
com a estrutura de M.

X(M). Espaco de campos de vetores em M.

7.2 Dualidade

Sejam E um espago vetorial e B := {ey,...,e,} uma base de E. Dado v € F,
existem escalares ¢1(v),. .., ¢,(v), Gnicos, tais que
n
v = Z li(v)e;.
i=1
A unicidade garante que, para cada i = 1,...,n, a aplicacao
v o= 4i(v)

60
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estd bem definida e é linear. Além disso, é claro que ¢;(ex) = d;;, onde

S — 1, sej=k
=V 0 sej#k.

Teorema 7.1. i) {; € E* e {;(ey) = 0, para quaisquer j, k € {1,... n}.
it) B* :={ly,...,0,} € uma base de E*, chamada a base dual de B.
iti) Sev #0 em E, existe m € E* tal que m(v) # 0.

Prova: i) Ok!.
ii) Sejam A, ..., A, € k tais que X7_; \;¢; = 0. Entao

M= Nelk(en) = Y Aililer) = O Aili)(en) =0, Yk =1,...,n.
7=1

J=1

Portanto, o conjunto {¢1,...,¢,} é L.I.. Por outro lado, se ¢ € E* existem
l(er),...,l(e,) €k tais que, para cada v € E, tem-se

(o) = ) tiv)e)

= (3 Uet)(v).

=1

Ou seja, £ =" l(e;)¢;. Assim, os ;s geram E*. Consequentemente, B* é uma
base de E*.

i1i) Seja v = X pe; # 0 em E. Entao p, # 0 para algum k € {1,...,n}. Logo
lk(v) = pr # 0. Entao, tomando m = ¢, o resultado estd provado. [ |

Lema 7.2. Seja v € E, fixo, e definamos a aplicacao

L,: B — k
¢ — {L(v)

Entao L, € (E*)*.
Prova: Sejam ¢,m € E* e A € k. Entao

L,(t+2 m) = £+ Im)(v)
((v) + Am(v)
= L) + AL,(m).
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Observagao 7.3. Se v,w € E e X € k, entao

Lyow(l) = L(v+w)
= {(v) + M(w)
= L,(0)+ AL,({), Yl € E*.
Ou seja, Lyiaw = Ly + ALy,.

Teorema 7.4. E** ¢ FE sao canonicamente isomorfos. Mas precisamente, todo
elemento de E** é da forma L, para algum v € E.

Prova: Considere a aplicagdo 7' : E — E** definida por T'(v) = L,, onde L, é
como no Lema 7.2. Pelo lema 7.2 e pela Observacao 7.3, T esta bem definida e
é linear. Vamos mostrar que 7" é um isomorfismo ou equivalentemente que T é
injetiva, pois o Teorema 7.1 garante que dim(F) = dim(E*) = dim(E**). Ora,
dados v,w € E, temos que T'(v) = T'(w) se, e somente se, L, = L,, se, e somente
se, L,({) = L,({), V¢ € E* se, e somente se, £(v) = {(w), VI € E* se, e somente se,
l(v—w) =0,V € E* epelo Teorema 1.1.(iii), isto é, se, e somente se, v —w = 0;
ou seja, se, e somente se, v = w. [ |

7.2.1 O Isomorfismo Inverso

Fixemos uma base By = {wy, ..., w,} de E, com base dual By = {dwy, ..., dw,}
e consideremos a aplicacao

o:E* — FE
L = v, =>1" L(dw)w;.

Note que para cada ¢ € E*, temos que ¢ = > | {(w;)dw;. Logo
LUL (6) = K(UL)

= ZL(dwi)f(wi)
= ZL(K(wi)dwi)

= L(>_ l(w;)dw;)
i—1
= L(0).
Ou seja, T o ® = idg--. Portanto, ® = T

Observagao 7.5. Seja B* = {/y,...,{,} uma base de E*. Pelo Teorema 1.1.,
existe uma base B** = {L;,...,L,} de E* tal que L;({;) = J;;. Desejamos
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encontrar uma base B = {eq,...,e,} de E de modo que ¢;(e;) = d;j, i.e., L, (¢;) =
dij = Li(¢;). Ou seja, gostariamos de saber quais sdo as imagens dos elementos
de B** pelo isomorfismo T~ 1. Para isso, fixemos uma base By = {wy,...,w,}
de E, com base dual By = {dw,...,dw,}. Pelo observado acima, sabemos que
e; = Z;LlLi(dwj)wj, Vi =1,...,n. Precisamos entao determinar os L.s em fun¢ao
das coordenadas dos £}s com respeito a base B(. Para isso, procedemos da seguinte
maneira:

Para cada 7 =1,...,n, ponha

n
gi: E aﬂ-dwj.
j=1

Em seguida, consideramos as matrices A = (aj;) e B = A™! := (b;). Entao
dw; = X7 1b;0;, Vj=1,...,n. Agora, seja { € E*. Pondo

! = Zn:plgl e 0= Zn:)\jdwj',
i=1 j=1

obtemos que

=1 j=1
7j=1 =1

i=1 j=1
LOgO Lz(£> = ,Ol(»g) = Z?:l bZJAJ(E) = Z?:l bz‘jij (6) ASSil’Il, Lz = Z?:l bijij‘
Por conseguinte, L;(dwy) = bj. Consequentemente, e; = Z?Zl bijwj, Vi =

L...,n. Ouseja, B = {> 7 bijwj,..., > 5 bjw;}.

7.2.2 Regra de Cramer e Matrizes Compostas

Regra de Cramer:

Sejam A uma matriz, n X n nao singular, C' := (¢y,...,¢,) um vetor constante e
X := (x1,...,x,) um vetor de variaveis. Entao o sistema AX = C possui uma
Unica solucao dada por:
A
YT Qet(A)

onde A; é o determinante da matriz obtida substituindo a i—ésima coluna de A
pelo vetor C.
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Matrices Compostas

Sejam A uma matriz, n x n, 2 < k < n — 1 e considere a matriz A®) formada por
todos os menores de det(A) de ordem k, dispostos na ordem ” Lexicografica”. Por
exemplo, os menores obtidos apartir das linhas 1,2,4, de A aparecerao numa linha
anterior a aqueles obtidos apartir das linhas 1,2,5 uo 1,3,4 ou 2,3,4; e similarmente
no caso de colunas. A matriz cuadrada, de ordem ny) = (Z), A®) & chamada a
k—ésima Composta de A.

Matriz Adjunta Composta

Todo menor de ordem k em det(A) é acompanhado, na expansao Laplaciana de
det(A), por seu cofator ou menor assinalado de ordem n — k. Se nés subtituimos
cada elemento de A%®) por seu cofator em det(A), a transposta da matriz resultante
chama-se a k—ésima Adjunta Composta de A, a qual denotamos por adj®¥ A. E
possivel provar que

AWadi®M A = adj® A - AW = det(A) L, .

Em particular, se A é nao singular, entdo A® e adj® A também tem essa pro-
priedade.
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