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Resumo

O presente trabalho consiste numa introdugdo ao conceito de variedade de Poisson e a
apresentacgao de alguns dos principais resultados a respeito de forma normal para esta estrutura,
baseado nas obras de Jean-Paull Dufour e Nguyen Tien Zung [I| e Rui Loja [2]. Inicialmente,
foram estudadas as estruturas de Poisson em uma variedade e sua relagdo com variedade
simplética. Posteriormente, abordarmos folheacoes simpléticas e como uma estrutura de Poisson
pode ser obtida por esta folheagdo. Por fim, foi estudada a decomposicao de Levi para variedade
de Poisson, que é um tipo de forma normal para variedade de Poisson.

Palavras-chave: Estrutura de Poisson. Colchete de Schouten. Folheagao Simplética. Forma

Normal de Poisson.



Abstract

The present work consists of an introduction to the Poisson manifold concept and the presentation
of some of the main results regarding the normal form for this structure, based on the works
of Jean-Paull Dufour and Nguyen Tien Zung [!]| and Rui Loja [2]. Initially, Poisson structures
in a manifold and the relationship we have with a symplectic manifold were studied. Later, we
discussed symplectic foliations and how a Poisson structure can be obtained by this foliation.
Finally, the Levi decomposition for Poisson manifold, which is a type of normal form for Poisson
manifold, was studied.

Keywords: Poisson Structure. Schouten Bracket. Symplectic Foliation.Poisson Normal

Form.
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Introducao

O matematico e fisico francés Siméon Denis Poisson publicou em 1809 [10] que havia
encontrado uma melhoria na teoria mecénica Lagrangiana desenvolvida por Joseph-Louis
Lagrange e Pierre-Simon Laplace. Poisson introduziu o conceito de colchete de Poisson denotado
por {,} como uma ferramenta para a dindmica classica, o matematico Jacobi percebeu a
importéncia deste colchete e estudou suas propriedades algébricas e, posteriormente, Lie iniciou
o estudo da sua geometria.

O colchete de Poisson permite definir uma estrutura de Poisson em uma variedade M. Tal
estrutura é definida como uma operagao R-bilinear antissimétrica (f,g) — {f,g} que satisfaz
a identidade de Jacobi

{f:9%, 0} +{{g, h}, f1 +{{h, f},9} =0

e a identidade de Leibniz

{f,9h} ={f.gth +g{f,n},¥V  f.g,h € C™(M).

onde f,g,h € C®(M), ou seja, f,g,h sao funcoes suaves de classe C> em M.
Ou ainda, em uma linguagem mais recente, um campo bivetorial Il é uma estrutura de
Poisson em uma variedade M se o colchete correspondente a essa estrutura no espago de func¢oes

em M, dado por
{f,9} == (df Ndg,1I)

satisfaz a identidade de Jacobi. Neste caso, II é denominado de tensor de Poisson. O par (M, 1II)
recebe o nome de variedade de Poisson.

Embora tenha ficado um tempo sem muitos avangos, nos anos de 1890 a geometria de
Poisson, que é a geometria das estruturas de Poisson, voltou a ser um campo de pesquisa ativo,
combinando técnicas de geometria simplética, teoria de folheacoes e teoria de Lie [11]. Além
disso, a geometria de Poisson é utilizada no estudo da mecénica classica e celeste, e se tornou
uma teoria ampla, interagindo com outras areas da matemaética, como a dindmica hamiltoniana,
sistemas integraveis, a teoria da singularidade etc.

Além disso, variedades de Poisson generalizam o conceito de variedades simpléticas, que sao
variedades que possuem uma 2-forma nao degenerada, e desempenham um papel fundamental na
dindmica hamiltoniana, onde servem como espagos de fase. Em 1970 [15], o conceito de variedade
de Poisson foi formalizado como uma variedade suave M que possui um campo bivetorial IT que
satisfaz

[IL,II] =0



SUMARIO

onde [,] é chamado de colchete de Schouten de campos multivetoriais.

A dissertacao esta organizada em 4 capitulos.

No primeiro capitulo, iremos apresentar os principais conceitos necesséirios para que se possa
ter uma melhor compreensao dos proximos assuntos. Tais como: variedade diferenciavel, campos
vetoriais e dlgebra de Lie.

No capitulo 2, daremos as nogoes bésicas de geometria de Poisson como a definicdo de
uma estrutura de Poisson, morfismos e tensor de Poisson. Estudaremos também a relacao
de variedades de Poisson com variedades simpléticas: toda variedade simplética admite uma
estrutura de Poisson. Além disso, discutiremos o conceito de folheacdo simplética e, como
consequéncia, apresentamos o resultado que nos permite determinar uma estrutura de Poisson
em uma variedade pela estrutura simplética das folhas de uma folheacao simplética.

No capitulo 3, apresentaremos o conceito de colchete de Schouten de campos multivetoriais,
que foi descoberto pela primeira vez por Schouten em 1940 [14]. O colchete de Schouten também
serd usado como uma ferramenta para verificar quando um campo bivetorial é um tensor de
Poisson, ou seja, quando define uma estrutura de Poisson em uma variedade. Posteriormente,
estudaremos cohomologia de Poisson, que foi introduzida por André Lichenerowicz em 1977 [15]
e faremos um breve comentario sobre a relacao da cohomologia de Poisson e cohomologia de De
Rham. Apresentamos também uma maneira de calcular o colchete de Schouten via operador
Curl e, por fim, o conceito de complexo de Chevalley-Eilenberg.

Por fim, no capitulo 4, estudamos a forma normal de Poisson. Formas normais, em uma
linguagem informal, é uma maneira de se obter uma estrutura de Poisson mais "simples"em uma
variedade. Em particular, nosso objetivo é o estudo de um tipo de forma de normal de Poisson,
chamadas de decomposic¢oes de Levi. Decomposi¢ao de Levi é uma forma normal de Poisson que
se anula em um ponto da variedade. Apresentaremos um resultado de quando uma estrutura de
Poisson formal admite uma decomposicao de Levi e comentaremos sobre a decomposicao de Levi

no caso em que a estrutura é analitica e suave.



Capitulo 1

Preliminares

Pretendemos neste capitulo, apresentar os principais conceitos necessarios para que se possa
ter uma melhor compreensao dos demais assuntos abordados nos préoximos capitulos. Usamos as

referéncias [3], [7], |9] e [16].

1.1 Variedades suaves

Uma variedade pode ser vista como uma generalizacao de curvas e superficies para dimensoes
superiores. Existem muitos tipos de variedades, como variedades topologicas, variedades suaves,
variedades analiticas e variedades complexas. Com o intuito de apresentar uma breve nogao de

variedades, aqui daremos apenas a definicao de variedade topologica e variedade suave.

Definicao 1.1. Um espago topologico é segundo contavel se tiver uma base contavel. Uma
vizinhanga de um ponto p em um espago topolégico N é qualquer conjunto aberto contendo
p. Uma cobertura aberta de N ¢ uma cole¢ao {U, }aca de conjuntos abertos em N cuja unido
UacaUq = N.

Definigao 1.2. Um espago topolégico N é localmente euclidiano de dimensao n se todo o ponto
p em N tem uma vizinhanga U tal que existe um homeomorfismo ¢ de U em um subconjunto
aberto de R™. Chamamos o par (U,¢ : U — R") de carta, U de vizinhanga coordenada ou um
conjunto aberto de coordenadas e ¢ de mapa de coordenadas ou um sistema de coordenadas

local em U. Dizemos que a carta (U, ¢) esta centrada em p € U se ¢(p) = 0.

Definicao 1.3. Uma variedade topologica é localmente um espaco euclidiano de Hausdorff,

segundo contével. Dizemos que tem dimensao n se for localmente euclidiana de dimensao n.

Exemplo 1.1. O espago euclidiano R™ é coberto por uma tnica carta (R™, Id), em que
Id : R™ — R™ é o mapa de identidade. R™ é o principal exemplo de uma variedade topologica.

Em particular, todo subconjunto aberto de R™ também é uma variedade topologica.

Definigao 1.4. Suponha que (U,¢ : U — R") e (V,¢ : V — R") sejam duas cartas de uma
variedade topolégica. Uma vez que UNV é um abertoem U e ¢ : U — R™ é um homeomorfismo
em um subconjunto aberto de R™, a imagem ¢(U N V') também serd um subconjunto aberto de
R™. Similarmente, (U N'V) é um subconjunto aberto de R™.



1.2. CAMPOS VETORIAIS

Definigao 1.5. Duas cartas (U, ¢ : U — R"), (V,9 : V — R"™) de uma variedade topoléogica sao
C>-compativel se os dois mapas poyp =L : p(UNV) = ¢(UNV) epod™t: p(UNV) — p(UNV)
sao C'°. Esses dois mapas sao chamados de fungoes de transicao entre as cartas. Se U NV for

vazio, entao as duas cartas sao automaticamente C°°-compativeis.

Definicao 1.6. Um atlas C°° ou simplesmente um atlas em um espaco localmente euclidiano
N é uma colecao U = {(Uy, ¢a)} de cartas C°-compativeis aos pares que cobrem N, ou seja,
N = UyU,.

Definigao 1.7. Um atlas Z em um espago localmente euclidiano é considerado méaximal se nao
estiver contido em um atlas maior, em outras palavras, se U for qualquer outro atlas contendo
Z,entao Z =U.

Definicao 1.8. Uma variedade suave ou C'°° é uma variedade topologica N junto com um atlas
maximal. O atlas maximal também é chamado de estrutura diferenciavel em N. Diz-se que uma

variedade tem dimensao n se todos os seus componentes conectados tem dimensao N.

Em particular, uma variedade unidimensional também é chamada de curva.

No contexto de variedades, usualmente podemos denotar as coordenadas candnicas em R™
por r1,...,7y. Se (U, : U — R™) é uma carta de uma variedade, considere x; = r; o ¢ 0 i-ésimo
componente de ¢ e escrevemos ¢ = (x1,...,x,) ¢ (U,¢) = (U, x1,...,x,). Assim, para p € U,
(1(p), ..., xn(p)) € um ponto em R™. As fungdes zi,...,x, sdo chamadas de coordenadas ou

coordenadas locais em U.

Exemplo 1.2. O espago euclidiano R™ é uma variedade suave com uma ftnica carta

(R™ 71, ...,7p), onde 71, ..., 7, s20 as coordenadas canoénica em R".

Exemplo 1.3. Seja N uma variedade C*, entdo qualquer subcunjunto aberto W C N tem uma
estrutura natural de variedade de classe C*. A estrutura diferenciavel é dada pelo atlas maximal
em W, formado por todos os sistemas de coordenadas admissiveis x : U — R™ em N, cujos

dominios U estao contidos em W.

Exemplo 1.4. Se M e N sao variedades suaves, entao o produto M x N também é uma variedade

suave. Suponha que {(Ua, ¢q)} € um atlas de M e {(Vg, )} ¢ um atlas de N. Entdo a familia

{(Ua X V3,00 X ¢g)}, onde pa X ©a(p,q) = (pa(p),¢s(q)), define um atlas em M x N. A
dimensao do produto cartersiano das duas variedades é a soma da dimensao de cada uma, ou

seja, dim M x N = dim M + dim N.
1.2 Campos vetoriais

Definigao 1.9. Um campo vetorial X em um subconjunto aberto U de R™ é uma fungao que

atribui a cada ponto p em U um vetor tangente X, em T),(R").

Como o conjunto {8%1'}1’ define uma base em T),(R™), veja na Secao 2.3 de [16], o vetor X,

pode ser escrito como uma combinagao linear do seguinte modo
X, = 0 U R 1.1
p—Zai(p)a—xi, pE e a; €R. (1.1)

5



1.2. CAMPOS VETORIAIS

Defini¢do 1.10. Se X € C* dizemos que o campo de vetorial é de classe C*.

Considere X um campo vetorial C'*° em um subconjunto aberto U de R™ e f uma fungao
C* em U. Podemos definir uma nova funcao Xy em U dada por (Xy)(p) = X, f para qualquer

p € U. Usando a formula (1.1) podemos escreverX s como

0
Xf :Zaiaflj,’:

e desse modo, Xy ¢ uma fungao de classe C°°. Logo, um campo vetorial X de classe C°° é um
mapa R-linear
C®(U) = C>(U)

f'—)Xf.

Proposigao 1.1. Se X € um campo vetorial C*° e f e g sdo func¢des C em um subconjunto

aberto U de R™, entao X (fg) satisfaz o produto regra (regra de Leibniz)

X(fg)=(Xf)g+ fXg.

Demonstracao: Note que em cada ponto p € U, o vetor Xp satisfaz a regra de Leibniz:

Xp(fg) = (Xpf)a(p) + f(p) Xpg-

Como p varia em U, isso se torna uma igualdade de fungoes

X(fg)=(Xf)g+ fXg.
||

Com a proposi¢ao acima, segue que um campo vetorial C*° em um conjunto aberto U é uma
derivagao da algebra C°°(U), isto é, ¢ um mapa do tipo K-linear D : A — A, onde A é uma
algebra sobre o corpo K que satisfaz D(ab) = (Da)b+ a(Db) V a,b € A.

Definicao 1.11. Sejam p € U e X : U — R™ um campo vetorial de classe C*. Chama-se curva
integral do campo X, com condigao inicial p, um caminho diferenciavel A : I — U, definido num
intervalo aberto contendo 0 € R™, tal que A\(0) =p e N(t) = X(A(t)) para todo t € I.

Teorema 1.1. Sejam U um subconjunto aberto do R™ e X : U — R™ um campo vetorial de
classe C*. Dado qualquer p € U, existe uma curva integral X : (—c,¢) — U do campo X com
condi¢ao inicial AN(0) = p. Se v : (—e€,e) = U for outra curva integral de X com ~(0) = p, entao
A =~ num intervalo (—9,9) C (—c,c) N (—e,€).

1.2.1 Campos vetoriais em variedades

Assim como temos o conceito de derivacao em R", podemos definir uma derivacao em um
ponto p pertencente a uma variedade M. Também chamada de derivagao pontual de C’;jo(M ), a
derivagao em p é um mapa linear D : C*°(M) — R tal que D(fg) = (Df)g(p) + f(p)Dg.



1.3. FORMAS DIFERENCIAVEIS EM UMA VARIEDADE

Definigao 1.12. Um vetor tangente em um ponto p em uma variedade M é uma derivagao em
p. Os vetores tangentes em p formam um espago vetorial T, M chamado de espago tangente de

M em p.
O vetor tangente em p € M é um exemplo de derivagao pontual em M.

Definicao 1.13. Seja M uma variedade diferenciavel, o fibrado tangente TM de M é a uniao
disjunta do espaco tangente em cada ponto da variedade, isto &, TM = UgepnTqM, com a

topologia induzida pela projecao Il : TM — M, dada por II(w) = g se w € T, M.

Definigao 1.14. Seja M uma variedade diferenciavel. Um campo vetorial de classe C*¥ em M é
uma aplicagio X : M — TM de classe C* tal que X, = X(q) € T,M, ¥ q € M.

Denotaremos por X°°(M) o conjunto dos campos vetoriais suaves em M. Um campo vetorial
X de classe C* em um subconjunto aberto U de uma variedade M é uma aplicacdo C* tal que

Xq=X(q) € TyM,Vq € U. Em termos de coordenadas locais, temos o seguinte resultado

Teorema 1.2. Se (U,z) é uma carta local em M e X : U — TM ¢é um campo vetorial, as
afirmacgodes a sequir sio equivalentes:
i) X € suave.

- 0
i) X = ;)\ax com \j € C®°(U), i=1,...,n.
iii) X(f) € C*°(U) para toda fungao f € C*(U).
Definigao 1.15. Uma curva integral de X € X"(M) passando por um ponto p € M é uma
aplicacdo de classe C**!, o : I — M, onde I é um intervalo contendo 0, tal que a(0) = p e
o/(t) = X(«(t)) para todo t € I. A imagem de uma curva integral é chamada de orbita ou

trajetoria.

Em particular, os teoremas locais sobre existéncia, unicidade e diferenciabilidade de curvas

integrais estende-se a campos em variedades.

Definigao 1.16. Uma aplicagdo ¢ : R x M — M de classe C" é dita ser um fluxo se:

(i) (0, z) = =,
(i) o(t + s,x) = @(t,¢(s,x)), para todo t,s € R. O fluxo é linear se para cada t fixo,

ot(x) = ¢(t,z) é uma aplicagdo linear em R".

1.3 Formas diferenciaveis em uma variedade

Seja M uma variedade suave e p um ponto em M. O espago cotangente em p € M, denotado

por T,y M & o dual do espago tangente T, M e definido como
T,M = Hom(T,M,R)

onde Hom(T,M,R) é o espago vetorial de todos os funcionais lineares em T, M.

Definigao 1.17. Um elemento do espago cotangente 7,7 M é chamado covetor e ¢ um funcional
linear no espago tangente 7,M . Um campo covetorial ou uma 1-forma em M é uma funcao n

que atribui a cada ponto p € U um covetor n, : T,M — R.

7



1.3. FORMAS DIFERENCIAVEIS EM UMA VARIEDADE

Tomando qualquer fungao f: U C R®™ — R, podemos construir uma 1-forma df chamada de

diferencial de f do seguinte modo: para cada p € U e X, € T,U,

(df)p(Xp) =Xpf.

Considerando agora uma carta local (U,¢) = (U, x1,..., ;) na variedade M, note que os
diferenciais dz1, ..., dz, sdo 1-formas em M e em particular, em cada ponto p € M eles formam

uma base de covetores para o espago cotangente T, M, veja Segao 17.2 de [16]. E assim, temos

Proposigao 1.2. Se f: U — R é uma funcao C* em um conjunto aberto U em R™ e xq,...,xn

sdo coordenadas candnicas de R"™, entao

Em particular, se 7 ¢ uma 1-forma C*°, entao em coordenadas locais,

n= Z a;dx;

onde a; é uma funcao C*°(U). Dizemos que n é C se a; é de classe C™ para todo i.
Se X é um campo vetorial C'"*° em um conjunto aberto U C R" e n é uma 1-forma, podemos

definir uma funcao n(X) em U pela seguinte formula

n(X)p = np(Xp),p € U.

E em coordenadas locais,

0
n(X) = (Z aidxi) <Z b]ax]> = Zaibi
onde b; € C*°(U) e ij% = X. Logo, n(X) é C*® em U.

Mais geralmente, podemos definir uma k-forma diferencidavel em M. Antes disso, precisaremos

dos seguintes conceitos.

Definicao 1.18. Um tensor de ordem %k ou um k-tensor é uma funcao multilinear f : V¥ — R,
onde VF =V x...xV, k vezes e V & um espaco vetorial sobre R. O conjunto de todos os tensores
de ordem k em V sera denotado por £F(V). Um k-tensor f € L£¥(V) é chamado alternado se
tivermos que f(v1,...,v) = 0 sempre que v; = v;+1 para pelo menos um indice i,1 < i < k.
Por convencao, quando k = 1, todo 1-tensor f € £!(V) ¢ alternado. Denotamos o conjunto dos

k-tensores alternados em V por A*(V).
Assim, temos que uma k-forma é definida como

Definigao 1.19. Uma forma diferencial de grau k, ou uma k-forma diferencial em M é uma
aplicacdo w : M — A*(M) tal que mow = Id, onde 7 & a projecio de A* em M. Denotamos

por QF(M) o conjunto das k-formas diferenciais em M.
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Definicao 1.20. Uma k-forma w em U C R™ é fechada se dw = 0; é exata se existe uma

(k — 1)-forma 7 tal que w = d7 em U.

Em particular, temos que toda forma exata é uma forma fechada, para uma demonstracao

deste resultado veja Segao 24.1 em [16].

1.4 Algebra de Lie e propriedades

Como veremos posteriormente, uma variedade de Poisson pode ser vista como uma algebra
de Lie que satisfaz a identidade de Leibniz. Nesta secao apresentamos algumas defini¢oes e os

resultados mais usados, em especial no tltimo capitulo desse trabalho.

Definicao 1.21. Uma 4&lgebra de Lie consiste de um espaco vetorial g munido de um ponto
(colchete) [.,.] : g X g — g que satisfaz as seguintes propriedades:

a) é bilinear, isto é, linear en cada uma das variaveis.

b) anti-simétrica, isto é, [X,Y] = —[Y, X]| para todo X,Y € g.

c) identidade de Jacobi, isto é, para todo X,Y,Z € g, [X, Y], Z] = [[X, Z], Y] + [ X, [Y, Z]].

Exemplo 1.5. Um exemplo de algebra de Lie é dado pelo espago vetorial dos campos de vetores
sobre uma variedade diferenciavel M de classe C*° munido do colchete de Lie de campos de

vetores. Dada uma carta local (U, z) temos que

e assim o colchete é dado localmente por

Xyl=) Ly, —.
[ ’ ] (AJ albj yj 6:Bj> 8931

3,j=1

Em particular, a derivada de Lie de um campo vetorial Y é igual ao seu colchete de Lie, ou seja,

Lx(Y)=[X,Y]=XoY -YoX.

Exemplo 1.6. A algebra gl(n,R) formada pelas matrizes n x n com o colchete dado pelo
comutador de matrizes [A, B] = AB — BA.

Exemplo 1.7. Os campos invariantes em (R™, 4) sdo os campos constantes. Como o colchete de
Lie de campos constantes se anula, a &lgebra de Lie R™ do grupo de Lie abeliano R™ ¢ abeliano,

isto ¢, satisfaz [.,.] = 0.
Definigao 1.22. Um subespago h C g é um ideal se para todo Y € h, X € g tem-se: [X,Y] € b.

Definigao 1.23. Uma algebra de Lie é chamada abeliana se [X,Y] =0, VX,Y € g. g é chamada

simples se g ndo é abeliana e os tnicos ideais de g sdo 0 e a propria g (g nao tem ideal nao trivial).
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Definigao 1.24. Se g é uma alegbra de Lie, uma subéalgebra de Lie de g é um subespaco vetorial
s de g que é, por sua vez, uma algebra de Lie com o colchete de g. Equivalentemente: s é um
subespago de g e [X,Y] €5,V XY €.

Definigao 1.25. Se g e h sdo algebras de Lie, um homomorfismo de g em § é uma transformacao
linear ¢ : g — b que satisfaz

e([X,Y]) = [p(X),p(Y)], VXY €g.
Se ¢ admite inversa, entao ¢ é chamada isomorfismo. Duas algebras de Lie sdo isomorfas se
existe um isomorfismo entre elas.

Lema 1.1. Se a e b sao ideais de uma dlgebra de Lie g entao a + b, aNb, [a,b] sao também

1deais.

Demonstragao: Sejam a e b ideais da &algebra de Lie g. Se Z € a + b, entdo Z = A+ B, com
A € ae B € b. Assim, para qualquer X € g, tem-se [A, X]| € a e [B, X] € b, pois a e b sao ideais.
Logo,

[Z,X]=[A+B,X|=[A,X]|+[B,X]€a+b.

Se X € anNb, entao, para qualquer Y € g, tem-se [X,Y] €ae [X,Y] €bpois X €ae X €.
Assim, [X, Y] €anb.
Por fim, se X = A\1[A1, B1] + ... + \p[An, By] € [a,b] e Y € g é qualquer, temos

(X, Y] = [M[AL Bl + ... + \o[An, Bo), Y] = M[[A1, B, Y] + ... + \u[[An, B, Y.

Mas As[[As, Bs], Y] = =As[[Bs, Y], As] — A[[Y, As]s Bs] = As[As, [Bs, Y]] + As[[As, Y], Bs] €
[a,b],s =1,...,n. E, logo, [X,Y] € [a,b].
Considere agora g' o ideal [g, g] da algebra de Lie g.

Definicao 1.26. O ideal g! é chamado de ideal dos comutadores. A série dos comutadores para
a algebra de Lie g (também conhecida como a série derivada) é a cadeia de ideais

@2¢'2¢*D...024"D .. (1.2)

onde ¢° = g, ¢* = [g, 9], 9> = [¢", ¢'] e, para cada inteiro positivo k, g¥T! = [gF, g"].
Definicao 1.27. Uma algebra de Lie g é soltvel se existe k tal que g* = 0.
Note que toda a éalgebra de Lie abeliana é solavel.

Proposigao 1.3. Se g é uma dlgebra de Lie solivel e h C g € um subdlgebra, entdo b também €

soluvel.

Exemplo 1.8. A algebra de Lie das matrizes 3 x 3 triangulares superiores com entradas reais

(que é uma subalgebra de Lie de gl(3,R )) é uma algebra de Lie soltvel, pois g% = 0.

Definigao 1.28. Se g ¢ a algebra de Lie e a C g ¢ ideal, o espago vetorial quociente g/a adquire

estrutura de algebra de Lie com o colchete definido por
(X +a,Y+a=[X,Y]+a. (1.3)

10
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g/a ¢ chamada a algebra de Lie quociente de g por a.

A estrutura de algebra de Lie esta bem definida em g/a. De fato, se Y + a = X + a, entao
Y—-X €aecomoaéumideal, [Y—X,Z] € a,VZ € g. Equivalentemente: [Y, Z]4+a = [X, Z]+a,
VZegelogo, [Y+a,Z+a|=Y,Z]|4+a=[X,Z]+a=[X+a,Z+al.

Proposicao 1.4. A proje¢io m : g — g/a definida por m(X) = X + a é um homomorfismo de
dlgebra de Lie e o nicleo dessa aplicagao Nuc(m) = a. Segue que todo ideal € o nicleo de algum

homomorfismo de dlgebra de Lie.

Lema 1.2. Se g € dlgebra de Lie solivel e ¢ : g — b € um homomorfismo de dlgebra de Lie,

entao a dlgebra de Lie p(g), imagem da dlgebra de Lie de g por ¢, € solivel.

Demonstragao: Seja k € N tal que g* = 0. Entdo, ¢(g)* = p(g”) = ©(0) = 0 (observa-se que
©0(g') = ¢([g,9]) = [v(g), v(g)] = ©(g)! e prova-se o caso geral usando inducdo. [ |

Corolario 1.1. Se g/a ¢é dlgebra quociente de uma dlgebra de Lie solivel g por um ideal a C g,

entao g/a € solivel.

Demonstragao: Seja 7 : g — g/a a projecao de g sobre g/a, dada por 7(X) = X + a, para
X € g. Entao m é um homomorfismo e logo a imagem g/a = 7(g) é soluvel, pelo resultado do

lema anterior. n

Proposicao 1.5. Se a C g € um ideal solivel e a dlgebra quociente g/a € solivel, entao a dlgebra

de Lie g € solivel.

Se g é uma algebra de Lie de dimensao finita, entao a soma de todos os ideais soluveis em g

é uma soma finita e, portanto, um ideal solivel. De fato,

Proposigao 1.6. Se g € dlgebra de Lie de dimensdo finita, existe em g um unico ideal solivel

que contem todos os ideats solivel de g.

Demonstragao: Sejam a e b ideais soluveis em g e seja h = a + b. Entao h é um ideal de g e
a é um ideal soluvel em §. Além disso, a intersecao a N b é um ideal em b e, como b é solavel,

sabemos que o quociente b/a N b é soluvel. Pelo teorema do isomorfismo, segue que
h/a=a+b/a=b/anb

é soluvel. E pela proposicao (1.5) segue que a + b = h é soluvel. Logo, por indugao, concluimos
que a soma de um nimero finito de ideais solaveis é um ideal solivel.

Seja entao o ideal v definido por t = ) a. Como a dimensao de g é finita, existe N € N tal
que vt = Zévzl as onde ay, ..., ay sao todos os ideais soliveis em g. E logo, se a é um ideal soluvel
qualquer e X € a, tem-se a = a5 para algum s € {1,.... N} e X ~0+...40+ X +0+...+0 €t
Logo v é o ideal que contem todos os ideais soltiveis de g. A unicidade segue da prépria construgao
de t pois, se dois ideais em g sao ambos soliiveis e contem cada um todos os ideais soltveis de g,

entao um esté contido no outro. [ ]

Definigao 1.29. O ideal v da proposi¢ao acima é chamado de ideal radical de g ou radical solivel

de g e é denotado por radg.

11
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Definicao 1.30. Uma &lgebra de Lie g ¢ semissimples se radg = 0. Em palavras, g ¢ semissimples

se nao tem ideal solivel nao nulo.

Proposicao 1.7. Toda dlgebra de Lie simples é semissimples.

1.5 Acgao adjunta e produto semidireto

Definigao 1.31. Seja V um espago vetorial e gl(V') a algebra de Lie das transformacoes lineares
de V. Seja também g uma &lgebra de Lie (sobre o mesmo corpo de escalares que V' ). Uma

representacao de g em V' é um homomorfismo p : g — gl(V).

Definicao 1.32. Para um elemento X na algebra de Lie g, considere a transformagao linear
ad(X) : g — g definida por ad(X)(Y) = [X,Y]. A aplicagao ad : X € g+ ad(X) € gl(g) define

uma representacao de g em g, denominada representacao adjunta.

O fato do operador ad ser linear provém da bilinearidade do colchete. Ja a propriedade de
homomorfismo de ad é equivalente a identidade de Jacobi. De fato, a igualdade ad([X,Y]) =
ad(X)ad(Y)—ad(Y)ad(X) é a mesma que [[X,Y],Z] = [[X, Z], Y]+ [X, [Y, Z]] para todo Z € g.

Definigao 1.33. Seja V um espacgo vetorial sobre um corpo arbitrario . A acao de uma algebra

de Lie g sobre V é uma aplicagao linear ¢ : g ® V — V satisfazendo a condigao

P(lzyl ®@v) = d(z X Py ©@v)) =Dy @ Pz @ v)) = P(Id R P)((z Dy —y @ x) ® )

paratodoxz,y €EgeveV.

Definicao 1.34. Seja W um espago vetorial. Dizemos que W é um g—moddulo se é um
espago vetorial junto com um homomorfismo de élgebra de Lie p : ¢ — End(W) de g para

os endomorfismo de algebra de Lie de W.
Em outras palavras, p ¢ um mapa linear tal que p([z,y]) = p(z) - p(y) — p(y) - p(z) Va,y € g.

Definigao 1.35. A agdo de um elemento z € g em um vetor v € W é definida por
x-v=p(x)(v). (1.4)
Definigao 1.36. Uma aplicacao linear D : g — g é uma derivacao da algebra de Lie g se satisfaz
DX, Y]|=[DX, Y|+ [X,DY] XY V g.

Mais geral, uma derivagdo de uma &algebra é uma transformagao linear que satisfaz a regra
de Leibniz de derivada de um produto D(zy) = D(x)y + zD(y).
Podemos representar uma algebra de Lie em outra via derivagoes e assim obter uma algebra

de Lie no produto cartesiano das duas algebras, como vemos no seguinte resultado

Proposigao 1.8. Sejam g e § dlgebras de Lie e p uma representacdo de g em h. Suponha que

para todo X € g, p(X) é uma derivacao de by e defina em g x b o colchete
[(le}/i)v (X2a}/é)] = ([X17X2]7P(X1)Y2 - p(X2)Y1 + [YleVQ])

12



1.5. ACAO ADJUNTA E PRODUTO SEMIDIRETO

Com esse colchete, g X h € uma dlgebra de Lie que se decompoe em soma direta
gxb=(gx0)®(0xh)

de uma subdlgebra isomorfa a g por um ideal isomorfo a b.

Definigao 1.37. O produto cartesiano de duas algebras de Lie dado pela proposi¢ao anterior é

chamado de produto semidireto.

13



Capitulo 2

Variedades de Poisson

Neste capitulo, daremos uma introdugdo a geometria de Poisson. Comegamos definindo e
dando exemplos de variedades de Poisson. Em seguida, estudamos variedades simplética e a
relagdo com variedades de Poisson, morfismos e, por fim, folheagdo simplética. As referéncias

utilizadas foram [1], [2], [12] e [13].

2.1 Estruturas de Poisson

Seja M uma variedade e C°°(M) o espago das fungoes de classe C° de valor real em M.

Definicao 2.1. Uma estrutura de Poisson de classe C*° em uma variedade M é uma operacao
C®(M)x C*(M) — C>®(M)

(f9) —{f. g}

que satisfaz:
i) Antissimetria: {f,¢} = —{g, f}.
ii) R-bilinearidade: {f,ag + bh} = a{f,g} + b{f, h}, para todo a,b € R.

iii) Identidade de Jacobi: {{f, g}, h} + {{g,h}, f} +{{h, f}. 9} =0.
iv) Identidade de Leibniz: {f,gh} = {f,g}h + g{f, h}, Vf,g9,h € C>(M).

Definigao 2.2. O colchete {, } é chamado de colchete de Poisson e o par (M, {, }) é denominado

variedade de Poisson.

Em outras palavras, o espago C°°(M) junto com a operacao dada pelo colchete de Poisson
{,} ¢ uma &lgebra de Lie que satisfaz a regra de Leibniz.

De forma anéloga, podemos definir uma estrutura de Poisson analitica real, holomorfa e
formal em uma variedade M, substituindo o conjunto C°°(M) pelo feixe de fungoes analitica e

respectivamente, holomorfa e formal.

Exemplo 2.1. O colchete de Poisson dado por {f,g} = 0 para quaisquer fungoes f e g define

uma estrutura de Poisson em uma variedade M que é denominada de estrutura trivial.

Exemplo 2.2. Uma estrutura de Poisson na variedade M = R? com coordenadas (z,y), pode

14
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ser definida por

= (- Go)r 2.)

onde p : R?2 — R é uma funcdo suave arbitraria. Verificaremos que sio satisfeitas as condicoes
da definicdo de colchete de Poisson. Sejam f, g, h funcoes de classe C>®° em R? e a,b € R,

i) Antissimetria:

i1) R-bilinearidade:

0 0 0 0
{f,ag +bh} = ( i <ay(ag+bh)> - 35 (agj(ag+bh)>>p
_ (Of (Dag = Obh of (dag  Obh
—Qﬂ@*@>aﬂm*m»p
af dg of oh af dg of oh
:<aa B _b>

= a{f,g} +b{/,h}.
i7i) Identidade de Jacobi:

W 1t = {(F5 - 22 )

0f 0g  Of Og Oh 0f dg  Of Og Oh
Ordy Oy ox b

A T A A (p)ay (P)aj,

:<(8:1:(‘)y Oy Ox
8fdg Of dg oh  (Ofdg Af dg oh
(o0 2v), 93~ (525 - o), W) ) »

@) {{g.h}.f) = {(a‘q%—ag%)p,f}

0g Oh  0g Oh of dg Oh  0g Oh af

- (55 - ). W5~ (505, o0s), P )7

dg Oh  0g Oh af 0g Oh  0g Oh af

- (55 - ), W5~ (ot3, ~o0s), 03 )7

Ohof Ohof dg (OhOf Of0h g
Y {{h’f}’g}:<<<My‘ayax>x@ay (axay‘ayam)y(’”ax»p

e somando (1), (2) e (3) temos: {{f, g}, h}+{{g,h}, f} +{{h, f}, g} = 0. Usamos a notacao (),

para significar a derivada parcial em relacdo a x e analogamente a derivada em relacao a y.
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iv) Identidade de Leibniz:

_ (0f9(gh) Ofd(gh)\ _ (0f (0g,  Oh \ Of (Og oh
{£.9 }_<8:17 oy Oy Ox )p_<8:17 (8yh 0y9> oy <0mh+gax>)p

Oz dy Jr%@y.g Ox Ox Oy Ox

_<afag_h of Oh ofdg afah.>

_ (0f0g Of 9g of oh  Ofoh\
= ((‘3x8y - (93/(%) h+ <8.908y_8y6x>g_ {f,9th +{f h}g.

Logo, o colchete dado pela formula (2.1) define uma estrutura de Poisson em R2.

Definigao 2.3. Uma variedade M que possui uma 2-forma fechada nao-degenerada w é chamada
de variedade simplética e ¢ denotada por (M,w). Dizemos que w é ndo-degenerada se, para todo
p € M, vale o seguinte: se wy : T,M x T,M — R e wy(u,v) = 0 para todo u € T, M, entdao v = 0,
veT,M.

Ou ainda, dizemos que uma 2-forma diferencial w é nao degenerada se o homomorfismo

b

correspondente w’” : TM — T*M do espago tangente de M ao seu espago cotangente, que

associa a cada vetor X o covetor ¢ yw, é um isomorfismo. O covetor ixw é a contragao de w por

X definido por ixw(Y) = w(X,Y).

Exemplo 2.3. Seja M = R?" com coordenadas (21, ..., Zn, Y1, .., yn). Considere a 2-forma
n
wo = Zda:j A dy;.
j=1

Entdo o par (R?",wg) é uma variedade simplética. Note que wp ¢ fechada pois ¢ uma 2-forma

exata, de fato
wo=d Zdeyj . (2.2)
j=1

Verificaremos agora que wp ¢ nao-degenerada. Considere v € T, M, tal que wo(u,v) = 0, para

_ 0 0 s x
todo v € T,M. Tome u = 9z Dy J = 1,...,n, entao

0 0 .
dzj(v) = wo <0y"v> =0=uwp <%,v> = dy;(v), j=1,..,n.
j j

Ou seja, dzj(v) = dy;(v) = 0, para todo j = 1,,n, o que mostra que v = 0. Portanto, w é uma

forma simplética em R?".

Exemplo 2.4. Sejam (M;,w1) e (Ms,ws) duas variedades simpléticas. Considere M = Mj x M,

a variedade produto com as projegoes candnicas
pri: M — M, e pro : M — M.

Considere a 2-forma dada por w := prjw; + prjws. Verificaremos que w define uma forma

simplética em M. Observe que w é fechada, pois
dw = pridw; + praydws =0
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pois w; e wg sdo fechadas. Para vermos que w é nao-degenerada, considere (uj,ug2) e (v1,v2)
€ T,M, em que p = (p1,p2) € My x M,. Entao

wp((u1,u2), (v1,v2)) = (Priwt)p, ((u1, uz), (v1,v2)) + (praws)p, (((u1, uz), (v1,v2))

= (W1)py ((u1,01) + (w2)p, ((u2, v2).

Suponhamos que (v, v2) é tal que, para todo (ui,us) € T,M, temos

wp((u1,uz), (v1,v2)) = (wi)p, (u1,01) + (W2)p, (U2, v2) = 0.

Assim, tomando u; = 0 e ug # 0 e pelo fato de wy ser ndo-degenerada, implica que v2 = 0. De
modo anéalogo, ou seja, tomando us = 0 e u; # 0 e pelo fato de wy ser ndo-degenerada, segue

que v; = 0. Logo, w define uma forma simplética em M = M; X Mo.

Definicao 2.4. Seja (M, {,}) uma variedade de Poisson. O campo vetorial Hamiltoniano de

f € C>®(M) é um campo vetorial em M definido por:

X(g) ={f g} (2.3)

No caso em que (M,w) é uma variedade simplética entdo definimos um campo vetorial

Hamiltoniano Xy como o campo que satisfaz ix,w = —df.

O seguinte resultado nos mostra que podemos definir um colchete de Poisson em uma
variedade simplética M. Antes, observe que w(Xy, Xj) = ix, (w)(Xy) = —df (Xy) = —(df, X).

Proposicao 2.1. Se (M,w) € uma variedade simplética, entao o colchete definido por
{fi9} = w(Xy, Xg) = —(df, Xg) = —X,(f) = Xy(9) (2.4)
define uma estrutura de Poisson em M.

Demonstragao: Pela definigao do colchete, segue que é antissimétrico, {f,g} = —{g, f}. Sejam

f, g, h funcoes suaves em M de valor real e a, b constantes reais, entao
{fa ag + bh} = _{ag + bh, f} = W(X(ag-i-bh)va) - _<d(ag + bh)7Xf>

:_<a'dgaXf>_<b'dh7Xf>:_a{guf}_b{haf}:a{fag}+b{fvh}

o que mostra que o colchete é R-bilinear.

Agora, note que

= —Xy(f) - h—gXn(f) = —{g, Fth — g{h, [}
e assim, segue que {f,gh} ={f,g} - h+ g{f,h} e obtemos a identidade de Leibniz.

Resta verificar se satisfaz a identidade de Jacobi. Para isso, usaremos a seguinte féormula de
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Cartan para uma k-forma 7

k+1

(X1, Xip1) = 3 (1) X (0(X1, o0y Xy ooy X))
i=1

+ Z (—1)i+j?7([Xi,Xj],X1,...,Xi,...,Xj,...,Xk_i_l),
1<i<j<k+1

em que Xji, ..., X41 sdo campos vetoriais e a notacao X; significa que o campo correspondente
foi omitido. Assim, aplicando a férmula de Cartan para w e Xy, Xy e X}, e como w é fechada,

temos:
0= dw(Xy, Xy, Xp) = X (0(Xg, X0)) + X (w(Xn, X)) + Xn(w((Xy, X))

—w([Xy, Xg], Xn) — w([Xg, Xn], X7) — w([Xn, Xy, Xg)
= Xplg, b} + Xo{h, [} + XS, g} + (X5, Xl (h) + [Xg, Xn](f) + [Xn, Xf](9)
= {4913} +{g, th, 1} + {0 {f, 93} + X5 (Xg(R)) = Xg(Xf(R)) + Xg(Xn(f))
—Xn(Xg(f)) + Xn(Xs(9)) = X7 (Xn(9))

= 3({f7 {ga h}} + {gv {hv f}} + {h? {f?g}})

logo, {f,{g,h}} + {9, {h, f}} + {h.{f,9}} = 0 e segue que o colchete satisfaz a identidade de
Jacobi. [
Como consequéncia do resultado anterior, concluimos que qualquer variedade simplética é

uma variedade de Poisson.

Definicao 2.5. Uma fungao g é chamada integral principal de um campo vetorial X se g é

constante com respeito a X, isto &, X(g) = 0.

Proposicao 2.2. Sejam (M,{,}) wma wvariedade de Poisson e Xy wm campo vetorial
Hamiltoniano. Entdo

i) g € integral principal de Xy se, e somente se, {f, g} = 0.

i) f € integral principal de Xy.

Demonstragao: (i) segue da definigao (2.4). A parte (ii) segue de (i) e do fato de que o colchete

de Poisson {, } é antissimétrico, ou seja,

[
O teorema seguinte nos permite obter novas integrais principais de um campo vetorial

Hamiltoniano a partir de integrais principais conhecidas deste campo.

Teorema 2.1 (Poisson). Se f, g sao integrais princiais de um campo vetorial Hamiltoniano X ¢

em uma variedade de Poisson M, entao {f,g} também o é.
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2.2. TENSOR DE POISSON

Demonstragao: Como, por hipétese, g e h sao integrais principais de Xy, temos:

{9,/ ={h, [} =0

o que implica que {{f,g},h} = 0 e {{f,h},g9} = 0 e pela identidade de Jacobi, segue que
{{g.h}, f}=0. L

Teorema 2.2 (Darboux-Weinstein). Sejam (M,w) uma variedade simplética de dim = 2n e

x € M. Entao existe uma carta (U, ) centrada em x tal que

Wiy = P (Wan lp)

onde way, € a estrutura simplética candnica em R?".

Em outras palavras, em torno de cada ponto existem um sistema de coordenada local

(p1,q15 -, Pn, @n) Para o qual a forma simplética w se expressa como
n
w = Z dp; A dg;.
i=1

Definigcao 2.6. O sistema de coordenadas locais dado pelo Teorema de Darboux-Weinstein é

chamado de coordenadas de Darboux ou coordenadas candnicas.

Assim, em tal sistema de coordenadas de Darboux temos a seguinte expressao para o colchete

de Poisson e para o campo vetorial Hamiltoniano

of 99 Of dg
93 = Z (319@' dq;  0q; Op; )’

2.2 Tensor de Poisson

Nesta secao, veremos como uma estrutura de Poisson em uma variedade M pode ser expressa
em termos de um campo bivetorial com algumas condigoes adicionais.

Para tanto, considere M uma variedade suave e k um inteiro positivo. Denotaremos por
AFTM o espago dos k—vetores tangentes a M, isto é, fibrados vetoriais sobre M, cuja fibra em
cada ponto z € M é o espaco NFT, M = /\”“(TQCM)7 que é produto exterior de k cépias de espaco

tangente T, M. Seja (1,2, ...,2;) um sistema de coordenada local em x € M, entdo AFT, M

0 A A 0

Definicdo 2.7. Um campo k-vetorial suave II em M é uma secao suave de A*TM, isto é, um
mapa II de M para AFT'M, que associa a cada ponto 2 € M um k-vetor II(z) € AT, M.

admite uma base linear que consiste de elementos (x) com i1 < ig < ... < .

O campo k-vetorial II pode ser escrito em termos de coordenadas local como

0
Z ... Zk@ axz TR Z U l’“(’? 8ka

11<...<0p 11...0%
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2.2. TENSOR DE POISSON

onde II;, ; sao fungoes suaves. Se permutarmos dois indices dos coeficientes II;, ; entao

devemos multiplicar por (—1), pois s@o antissimétricos com respeito ao indice.

Definigao 2.8. As fungdes suaves II;, . ;, sao chamadas de coeficientes de II. Se os coeficientes

IL;, .. 4, sao fungoes suaves de classe C* entao dizemos que II é de classe Ck.

Um campo k-vetorial suave II de classe C* define um mapa R-multilinear antissimétrico

IT: C®°(M) x ... x C®°(M) — C*°(M) dado por

~~

k—vezes
I(f1, - fr) = (AL dfy A .o A dfi).

Por outro lado, temos o seguinte resultado.

Lema 2.1. Um mapa R-multilinear I1 : C°°(M) x ... x C®°(M) — C¥(M) provém de um campo

k—vezes

k-vetorial de classe C* pela formula TI(f1,...fr) = (L dfi A ... A dfs) se, e somente se, é

antissimétrico e satisfaz a regra de Leibniz:

O(fg, f2, - fr) = fIL(g, f2, s f) + 9IL(fg, fo, -, fi)-

Demonstragao: Suponhamos que o campo II define um mapa R—multilinear. Entao,
I(fg,...fr) := L d(fg) N ... Ndf) = (IL,(df - g+ f -dg) A ... Ndfx) = f{Il,dg A ... N dfg) +
gL df A ... Ndfy) = fIU(g, ... fr) + gIL(f, ... fio)-
Agora, suponhamos que o mapa II é antissimétrico e satisfaz a regra de Leibniz. Entao,
devemos verificar que o valor de dy,, ..., dys, em z, ou seja, se dfi(x) = 0 = II(f1,..., fg)(z) = 0.
Se df1(x) = 0, podemos escrever fi = c+)_, x;g; onde z; e g; sao fungoes suaves que se anula

em x e ¢ é uma constante. De acordo com a regra de Leibniz, temos
H(l -1, ,fk) =1x H(l, ,fk) + 1 % H(l, ,fk) = 2H(1, ,fk)

entao, II(1, ..., fx) = 0.

Agora, usando a linearidade da regra de Leibniz, segue que

TI(f1, .y fi)(2) = H(c+Z TiGiy s [1) (1)

=c-1I(1, fo, ..., fi)(x) + Z%’(ﬂ?)ﬂ(gi, Jos oo 1)) + Zgi(m)ﬂ(% Jos s fr) ()

=0. ]

Definicao 2.9. Um mapa II que satisfaz as condi¢goes do Lema anterior é chamado de

multiderivacao.

Portanto, multiderivagoes podem ser identificadas com campos multivetoriais. Em particular,
se IT define uma estrutura de Poisson, pelo resultado do lema anterior (2.1), podemos identifica-

los com um campo bivetorial II (usaremos aqui a mesma notagao afim de simplificar a escrita)

{f,9} = 1(f,9) = (IL df A dg). (2.5)
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2.2. TENSOR DE POISSON

Definigao 2.10. Um campo 2-vetorial II tal que o colchete {f, g} := (IL,df A dg) que satisfaz
a identidade de Jacobi é um colchete de Poisson chamado de tensor de Poisson ou estrutura de
Poisson. O colchete de Poisson que corresponde a essa estrutura ¢ denotado por {, }i1. Se o
tensor de Poisson é um campo 2-vetorial suave de classe C*, dizemos que a estrutura de Poisson

é suave de classe C*.
Em um sistema de coordenada locais (x1, ..., x,) temos
1 0 0
n=>S 1, ST A
Z J 8 al'] 2 Z K 8.% &T]‘
1<j [2¥)

onde Il;; = (II, dx; A dxj) = {5, 2} e

of 0 of
(1.} = (S fmwy) g N Zai gda;z/\dxj>—ZH”83iaxg]. (2.6)

i<j ,J

De fato,

Proposicao 2.3. Seja (M, {,}) uma variedade de Poisson. Se (U,x1,...,xy) € uma coordenada

local, entao para qualquer f,g € C°(M):

{f,g}—z{xl,x]}af % -y Of 99

7,_]8
x; 0%
3,j=1 ,J et

Demonstragao: Note que {1, f} = 0 para qualquer f € C°°(M). Isso segue pela regra de
Leibniz: {1, f} = {1 x 1, f} = {1, f} + {1, f} = 2{1, f}. Como o colchete é R -bilinear, temos
{c, f} = {1, f} = 0 para qualquer constante ¢ € R.
Para uma fungéo suave f € C*°(U), a aproximagao de Taylor até a ordem 2 em torno de
zo € U nos da:
" of n
f@) = flao) + oz, (o) (@i — mip) + > Fig()(mi — mig) (5 — 355),

i=1 ij=1

para alguma funcao suave Fj; € C*°(M). Logo, se f,g € C*° temos

(720} = @0+ Y 2 (w0) i1 +O@) Fig) i) (23 230),0(w0)+ D 2 (o) (i-10) +O(2))
i=1 " i !

n

I (o) (i, zj(x) + > Hi(w)(wi — i)

=1

Z 8:@

para alguma fungdo H; € C*°. Assim, quando x = x( temos

l

- of g
{f.9}= ijzﬂ{% ij}(ffo)a*%(ﬂfo)%(ﬂfo)-
Portanto, como xg é um ponto arbitrario em U, segue o resultado. ]

Com o conceito de um tensor de Poisson, podemos definir uma subvariedade de Poisson do
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2.2. TENSOR DE POISSON

seguinte modo:

Definigao 2.11. Sejam M uma variedade de Poisson com a estrutura de Poisson dada por II;.
Dizemos que N C M ¢ uma subvariedade de Poisson se (N,IIy) ¢ uma variedade de Poisson e

a imersao injetiva i : N — M que satisfaz i, 11y = II;.

Em outras palavras, N é uma subvariedade de Poisson se a imersao injetiva ¢ : N — M ¢
um morfismo de Poisson. Podemos identificar uma subvariedade imersa N com a imagem da

imersao 7 e assumimos que este mapa é a inclusao.

Lema 2.2. Para qualquer campo 2-vetorial I1 de classe C', podemos associar a ele wm campo
3-vetorial A definido por

A(f,g,h) ={{f. g}, h} + {{g,n}, [} + {{N, [}, 9} (2.7)
onde {k,l} denota (II,dk A dl) (isto é, o colchete de I1).

Demonstracgao: Note que, pela defini¢do, o campo A é R-multilinear e antissimétrico. Considere

f1, f2, g, h funcdes suaves de classe C, entdo

A(fif2,9,h) = {{f1f2, 9}, h}+{{g, h}, frfa} +{{h, frfe}, 9}

= {1 {f2. 9} + Lol f1,9}), by —{fife {9 h}} — {1 /2, b}, 9}
= {filf2 g}, 0} + {21, 9} b} = filfa {9, 13} = fol 1, {9, h}}
—{(fr.{f2, b} + fo{f1,h}), g}
= i{{f2, g}, 1} + g, b}, o} + {{h, 2} g}) + fo({f1 gb R}
+ g, n}; 1} + {{hs 1} 93)
= fiM(f2,9,h) + f2A(f1. 9. h).

Logo, pelo Lema (2.1) segue que A é um campo associado a II. [

Dado um sistema de coordenadas local (x1,x2, ..., ;) e usando a féormula (2.6), temos que

GHU af ag Oh

7{ Z aH” A i A i
8% Ox;  Oxy,

em que yﬂ;j i @ijk representa a soma ciclica a;jk + ajg; + akij-

ou ainda,

1<j<k

Desse modo, note que o campo bivetorial II satisfaz a identidade de Jacobi se o campo
3-vetorial A se anula. Além disso, a condi¢do para que um campo bivetorial seja uma estrutura
de Poisson de uma variedade M é uma condigao local e a restricao de uma estrutura de Poisson a
um subconjunto aberto de M ¢é ainda uma estrutura de Poisson, como consequéncia do seguinte

resultado:

22



2.3. MORFISMO DE POISSON E MORFISMO SIMPLETICO

Proposicao 2.4. Dado sistema de coordenadas locais (x1,x2, ...,Zy) 0 campo bivetorial
0 . . .
II = E Hija— AN —— escrito em termos deste sistema de coordenadas locais € um tensor se e,
T T
i<j ! J
somente se, satisfaz a sequinte sistema de equacdo:

Ol
§ T =0 7 ik (2.8)
ijk g Oz
Exemplo 2.5. Qualquer campo bivetorial em uma variedade bidimensional é um tensor de
Poisson. De fato, o campo 3-vetorial do lema (2.1) é identicamente zero pois, ndo ha campos
3-vetorial ndo triviais em uma variedade bidimensional. Assim, a identidade Jacobi é nao trivial

apenas a partir de variedades tridimensional.

2.3 Morfismo de Poisson e morfismo simplético

Definigao 2.12. Se (Mi,{, }1) e (Ma,{, }2) sdo duas variedades de Poisson, entdo o mapa
¢ : Mi — Ms é chamado de morfismo de Poisson ou mapa de Poisson se o mapa pull-back
¢* 1 C®(Ma) — C*°(M;) associado é um homomorfismo de &lgebra de Lie com respeito ao

colchete de Lie correspondente. Em outras palavras, ¢ : (M, {, }1) = (Ma, {, }2) é¢ um morfismo
de Poisson se {6 f, "g}1 = ¢*{f, g}a, isto &, se {f 0 6,90 6} = {f,g}2 0 6, Vf, g € C=(My).

Exemplo 2.6. Considere M = R?>" e (¢!, ...,¢", p1,...,pn) um sistema linear de coordenadas

_N~(0f 99 0f oy
thoh=2 (81% dq'  Og’ Bpi>

i=1

locais. Entao

define uma estrutura de Poisson em M e esse colchete é chamado de colchete de Poisson canénico
em M. Este colchete de Poisson é completamente caracterizado por seus valores nas fungoes de

coordenadas:
{qz7q3}:{pi’pj}:()’ {plvqj}:(sf

Quando n > m, o mapa ¢ : R*™ — R?*™ (¢, ... ¢",p1, ..., pn) — (¢*, .., ™ D1y ey D) € UM
morfismo de Poisson. De fato,

em que z € R? e y € R?™. Assim,

= (0f(y) 9g(y)  Of(y) Dg(y)
{f,g}z(y)—;< fu)o) o))

= (0f(6(2) Og(d(x)  Of((x)) Dg(d(x))
_Z< Opi ¢  Oq Ipi >

=1

={fo¢,g0dhi(x).

Observe que a composi¢ao de dois morfismos de Poisson ainda é um morfismo de Poisson.

De fato, sejam ¢ : M3 — My e ¢o : M1 — My morfismos de Poisson, entao

{fo(propa),go(propa)hr ={fod1,g0¢1}oda={f g}a0(d10¢p2).
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E um morfismo de Poisson que é um difeomorfismo é um isormofismo de Poisson.

Exemplo 2.7. Seja (Mi,{, }1) e (Ma, {, }2) duas variedades de Poisson. Entao o produto direto
My x My é dado por

{f(l'l,l'Z)ag(l‘la 132)} = {fxzagzz}l(l‘l) + {fm1>g$1}2(x2)

onde a notagao hy, (x2) = hy,(z1) = h(x1,x2) para qualquer fungdo h em M x My, x1 € M e
xo € Ms. Pela equagao (2.8) podemos verificar que o colchete definido acima é um colchete de
Poisson em M; x My e é chamado de estrutura de Poisson do produto. Com respeito ao essa
estrutura de Poisson do produto, o mapa projecao M; x My — M7 e My x My — Ms sao mapas

de Poisson.

Definigao 2.13. Sejam (M;,w1) e (Ma,w2) variedades simpléticas, entdo o mapa ¢ : M7 — My

é chamado de morfismo simplético se ¢p*ws = wi.

Se ¢ (My,wi) = (Ms,wsz) é um isomorfismo simplético, entdo é também um isomorfismo de
Poisson. De fato, note que se X um campo vetorial em My temos que, ¢*(X) = X &6 um campo
vetorial em Mj. Assim, seja f: My = Rep € My Xy(p) =dsp)(X(p)) = df(p)(d¢>¢—1[)~(¢—1(p)])
= d(f 0 9)o ()X (67 (p)] = (" ()g-1()[ X (67" (P)] = X () (07 (p), 0u seja, Xyp(p) =
Xy (5) (¢~ (p). Logo,

¢*{f,9}2(p) = {f, g}2 0 6(p)

= w2((p))[ X (d(p), Xq(6(p)] (2.9)
= wa((P)) [ X (1) (D), X () (67 ()]
= w1 (D)X (1) (07 (D), X (g (0 ()] (2.10)

={07(f), ¢"(9) 1 (p)

a equagao (2.9) é devido a (2.4) e a equagao (2.10) é da hipotese de que ¢ é um isomorfismo
simplético. Portanto, todo isomorfismo simplético é de isomorfismo de Poisson. Contudo, um

morfismo simplético ndo é um morfismo de Poisson em geral.

Exemplo 2.8. Seja i : R?> — R* um mapa definido por (q1,p1) ~ (q1,p1,0,0). Considere
w1 = dg, Ndp,, wo = dg, Ndp, + dg, N\ dp,. Entao, i ¢ um morfismo simplético mas, nao ¢ um
morfismo de Poisson

{q2,p2}0i=1 e {qoi,paoi}=0. (2.11)

Definigao 2.14. Um campo vetorial X em uma variedade de Poisson (M,II) é chamado de
campo vetorial de Poisson se é um automorfismo infinitessimal da estrutura de Poisson, isto &, a

derivada de Lie de II com respeito a X se anula: £xII = 0.

Pela regra de Leibniz para derivada, temos que
Lx({f,9}) = Lx({IL,df Ndg)) = (LxIL df Adg) + (1L, dLx f A dg) + (IL, df A dXg)

= (LxILdf Ndg) +{Lx [, g} +{f, Lxg} = (LxIL, df Ndg) +{X(f), g9} +{f. X (9)}
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Assim, outra condicao equivalente para X ser um campo vetorial de Poisson é de que

{Xf. 9} +{f, Xg} = X{f. 9} (2.12)

Note que, se X = X} é um campo vetorial Hamiltoniano, a equacao acima é exatemente a
identidade de Jacobi:

{Xn(f), g} +{f, Xn(9)} = Xn{f, g}
Hh, £}, 93 +{f:{h, 93} = {h {f.9}}

o que implica

{{fag}7h} + {{gah}vf} + {{haf}ag} = 0.

Logo, todo campo vetorial Hamiltoniano ¢ um campo vetorial de Poisson, mas o contrario nem

sempre ¢é valido.

Definigao 2.15. Seja V um subespago do espago tangente T, M de uma variedade simplética
(M,w). O ortogonal simplético de V' é definido por V* = {X € T,M; w(X,Y)=0 V Y €V}
e o ortogonal simplético de V4 & V| isto ¢, (V+)+ = V. O subespaco V é chamado

i) Langragiano: se V = V;

i) Isotrépico se V. C V+;

iii) Coisotropico se VO V=,

iv) Simplético se VU V+ = 0.

Definicao 2.16. Uma subvariedade de uma variedade simplética é chamada Lagrangiana

(respectivamente, isotropica, coisotropica e simplética) se os espagos tangentes o sao.

A seguinte proposicao é um caracterizacao de um isomorfismo simplético em termos de uma

subvariedade Lagrangiana.

Proposicao 2.5. Um difeomorfismo ¢ : (My,w1) — (Ma,ws) € um isomorfismo simplético se,
e somente se, seu grdfico Graf (¢) = {(x,¢(x))} C My x Mo é uma variedade Lagrangiana de
My x My, onde Mo significa My com a forma simplética dada por —ws.

Definigao 2.17. Um subespago V' C T, M de uma variedade de Poisson (M,II) é chamada de
coisotropica se para qualquer «, 5 € T M tal que (o, X) = (8, X) =0V X €V temos que
(I, A B) = 0. Ou ainda, dizemos que V é coisotrépica se VO c (V)L onde

Vi={aeT/M;{a,X) =0V X €V}

¢ o anulador de V e

(VO ={BeT;M;I,anp) =0V a €V}
é o ortogonal de Poisson. Uma subvariedade N é dita coisotropica se todos seus espagos tangentes

0 Sao.

Analogamente ao caso anterior, podemos caracterizar um mapa de Poisson usando a seguinte

proposicao
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Proposicao 2.6. Um mapa ¢ : (My,11;) — (My,Ils) entre variedades de Poisson é um mapa
de Poisson se, e somente se, seu grifico Graf (¢) := {(x,y) € My x My; y = ¢(x)} € uma
subvariedade coisotropica de (My,11) x (Ma, —1I3).

Para uma demonstracao deste resultado, veja [2].

2.4 Teorema da Decomposicao

O objetivo desta secao é o estudo do Teorema da Decomposi¢cao. Com este resultado,
temos que localmente uma variedade de Poisson pode dividida como o produto direto de uma
variedade simplética com uma variedade de Poisson, cujo tensor de Poisson se anula em um
ponto. Precisaremos dos seguintes conceitos e notagoes.

Dada uma estrutura de Poisson II em uma variedade de Poisson em uma variedade M,

podemos associar a ela um homomorfismo natural
f=tn:T"M — TM
que mapeia cada covetor a € T¥M sobre um ponto x para um unico vetor #(«) € T, M tal que

(@A B = (B,4(a)) (2.13)

para qualquer covetor € T M.
Definigao 2.18. O mapa § = fii1 é chamado de mapa anchor de II.

Faremos o uso da mesma notagdo # para denotar o operador que associa a cada 1-forma

diferencial «, o campo vetorial f(«) definido por () = f(a(z)).
Exemplo 2.9. Se f é uma fungao , entao §(df) = Xy é um campo vetorial de f.

Denotemos por f, ou fj(x) a restri¢ao de fii7 para o espago cotangente 7M. Em um sistema

de coordenadas (z1, ..., x,) temos que:
T Rl
i (; a; $Z> = izj{mz,a:]}azaxj = ; ”“Zaxj'
Definigao 2.19. Seja (M, II) uma variedade de Poisson e z um ponto de M. Entao a imagem

Cyp = Imi,

de f, é chamado de espago caracteristico de x de uma estrutura de Poisson II. A dimensao dim
C, de C, é chamado de rank de II em z, e a dimensao méaxima de C, no ponto z, ou seja,
mazzecps dim Cy, é chamado de rank de II. Quando o rank II,= dim M dizemos que II é nao
degenerada em z. Se rank II, é constante em M, isto é, ndo depende de x, entdo II é chamado

de estrutura regular de Poisson.

Definigao 2.20. O espago caracteristico C, admite um tnico produto escalar natural nao

degenerado antissimétrico e bilinear, chamado de forma simplética induzida: se X e Y sao
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dois vetores de C, entao
(va) = <67X> = <H70‘/\B> = _<H75/\a> = —<OC,Y> = _(YaX)

onde «a, 8 € Ty M sao dois covetores tais que X =fla e Y = .

Teorema 2.3 (Teorema da Decomposi¢ao). Seja x um ponto de rank 2s de uma variedade de
Poisson (M,I1) de dimensao m e considere dim C, = 2s onde C, é o espago caracteristico em
z. Seja N uma subvariedade de M arbitrdria de dimensio (m — 2s) que contém o ponto x e é
traversal a C, em x. Entao, existe um sistema de coordenadas (D1, ..., Ds, 1y s qss 21y -5 Zm—2s)
em uma vizinhanca de x, que satisfaz as sequintes condicoes:

a) pi(Nz) = ¢;(Nz) = 0 quando N, é uma vizinhanc¢a pequena de x em N.

b) {a, 4} = {pi,pi} =0V i,j; {pi,q;} =0 sei #j e {pi,q;} =1V i.

c) {zi,pj} =1{z,q;} =0V i,j.

d) {zi,zj}(x) =0V 4,j.

Demonstragao: Se II(z) = 0 e s = 0 ndo temos o que demonstrar. Suponhamos entao que
II(z) # 0. Seja p; uma funcdo local, definida em uma vizinhanga pequena de x em M, que se
anula em N e tal que dp; # 0. Como, por hipotese, C, é transversal a N, existe um vetor
Xg(x) € Cp tal que (X4(z),dp1) # 0, ou equivalentemente, X, (g)(x) # 0, onde X, denota o
campo vetorial de p;. Portanto, X, (z) # 0. Como #(dp1)(z) = X,,(x) # 0, Xp, (z) € C; e nao
¢ um campo tangente a N, entdo existe uma funcao local ¢; tal que ¢;(N) =0 e X, (1) =1
em uma vizinhanca de z, ou seja, X, ¢1 = {p1,¢1} = 1. De fato, pelo Teorema do fluxo tubular
(veja em [17]), existem coordenadas locais (y1,y2,...,¥m) em z tal que X, = aiyl e tomando
¢1 = Y1 como a fungao local em uma vizinhanca de z temos: X, (¢1) = 8%1((_11) = 1. E como
X,, é transversal a N em z, temos que ¢;(N) = 0.

Note que X,, e X, sao linearmente independente, pois, se X, = AX, implicaria que
{p1,q1} = —2Xp,(p1) = 0. Assim

[XpuXth] = X{Pl’(Il} =0

o que mostra que X,, e X, sao campos vetoriais que comuntam. Logo, eles geram uma R2-
acao infinitessimal localmente livre em uma vizinhanca de x que da origem a uma folheacao
bidimensional regular local. A acdo é dada por 1 : R? x U — U, ¥((s,t),y) = ¢s(¢:(y)),em que
¢s € o fluxo de X, e ¢4 € o fluxo de X,;. Como consequencia, podemos encontrar um sistema de
coordenadas local (y1, ..., ym) tal que

0 X 0

X = - = —
oy PL oy,

Com estas coordenadas, temos que {qi,v;} = Xq,(vi) = 0 e {p1,vi} = X, (y;) = 0, para
i = 3,...,m. Pelo Teorema de Poisson (2.1), segue que {p1,{yi,y;}} = {q1,{vi,y;}} = 0 para
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1,7 > 3, portanto

{phfh} - 17

Podemos tomar (p1,q1,¥s, ..., Ym) como um novo sistema de coordenadas locais. De fato, a

matriz Jacobiana do mapa ¢ : (Y1,Y2, Y3, .--s Ym) — (P1,41, Y3, -, Ym) € dada da seguinte forma

0 1 =«
-1 0
0 1d
pois, chﬁ =Xqq =0, gg; = X, ¢1 = {q1,p1} = —1. o determinante desta matriz é nao nulo.

Na coordenada (q1,p1,¥3, ..., Ym) temos

0 o 1 ) 9 5
I=_——AN—+3 II.. s U
Op1 A oq1 + 2 ijz>3 ’Lj(y37 Y )8 N — ay]

A equagao acima implica que a estrutura de Poisson é localmente o produto de uma estrutura
simplética padrao em um plano {(p1,q1)} com uma estrutura de Poisson em uma variedade de
Poisson em uma variedade de dimensao igual a m —2 {(ys, ..., yn)}. Neste produto N também o
produto direto de um ponto do plano ( = a origem) do plano {(p1,¢1)} com uma subvariedade
na variedade de Poisson {(ys,...,yn)}. O teorema da decomposigao segue por indugao no posto
de IT em =. ]

Note que quando m = 2s, recuperamos o teorema de Darboux, que fornece coordenadas

canonicas locais para variedades simpléticas.

Definigao 2.21. Um sistema de coordenadas local que satisfaz as condigoes do teorema acima
é chamada de coordenada canodnica local. Em tal coordenada candnica temos:

{f, g} = Z{zl,zj}gf gj ;mz{ﬁg}wﬂﬁg}s, (2.14)

onde,

{f,g} Z a pz Qz

define a estrutura de Poisson nao degenerada > % A (% em uma subvariedade local S dada por

S={z1=..=2m-2s=0}¢
B of Og
{fvg}N = Z{Z“Z]}E)zl az

u,v

define uma estrutura de Poisson em uma vizinhanca de x em N.

Pelo Teorema (2.3) como {z,p;j} = {z,q;} = 0V i,j, note que as funcoes {z;,z;} nao
depende das variaveis (pi, ..., Ps, q1, ..., ¢s). Temos também que, como {z;, z;}(z) = 0V 4,4, o

tensor de Poisson de {, } y se anula em =z.

28



2.5. FOLHEACAO SINGULAR SIMPLETICA

A formula dada por (2.14) implica que uma variedade de Poisson (M, II) ¢ localmente
isomorfa, em uma vizinhanga do ponto z, ao produto direto de uma variedade simplética
(S,>>1dpi A\ dg;) com uma variedade de Poisson (Ng,{,}n) cujo tensor de Poisson se anula
em x. Assim, localmente, podemos decompor uma estrutura de Poisson em duas partes: uma

regular e uma singular que se anula em um ponto.

2.5 Folheacao singular simplética

Definigao 2.22. Uma folheagao singular em uma variedade suave M é uma particao F = {F,}
de M em uma uniao disjunta de subvariedades conexas suaves J,, chamadas folhas que satisfazem
a seguinte propriedade local de folheagao em cada ponto x € M: denote a folha que contém z por

Fz, a dimensao de F, por d e a dimensao de M por m. Entao existe uma carta local suave de M

com coordenadas y1, ..., Y, em uma vizinhanga U de z, U = {—e < y; < ¢,...,—€ < y, < €} tal
que o disco {yg+1 = ... = Ym = 0} de dimensao igual a d coincide com a componente conexa da
intersegao de F, com U que contém x, e que cada disco {y411 = €411, ---, Ym = Cm} de dimensao

d onde ¢441, ..., ¢y 80 constantes, esteja contido (inteiramente) em alguma folha F, de F.

Definigao 2.23. Uma distribuicao singular em uma variedade M ¢é a atribuigdo a cada ponto z

€ M um espago vetorial D, do espaco tangente T, M.

A dimensao da distruicdo singular pode depender do ponto x, como podemos observar no

exemplo a seguir.

Exemplo 2.10. Quando F & uma folheacio singular, entdo temos uma distribuicao natural D7

cada ponto z € V, D{ é o espaco tangente das folhas de F que contém z.
Defini¢ao 2.24. A distruicio D7 é chamada de distribuicao tangente.

Definicao 2.25. Uma distribuicao singular D em uma variedade suave é chamada suave se para
qualquer ponto x € M e qualquer vetor Xy € D,, existe um campo vetorial suave X definido em
uma vizinhanca de U, de z que é tangente a distribuicao, isto é, X (y) € D, Yy € U, e tal que
X (z) = Xp. Se, além disso, a dim D, nao depender do ponto x, entao dizemos que a distribuigao

é regular.

Pela propriedade local de folheacdo, segue que a distribuicio tangente D7 de uma folheacao

singular suave é uma distribuicao singular suave.

Definicao 2.26. Uma subvariedade integral de uma distribuicao singular D em uma variedade
suave M é uma subvariedade imersa conexa W de M tal que para cada y € W o espaco tangente
T,W & um subespaco vetorial de D,. Uma subvariedade integral W é chamada maximal se nao
estd contida em nenhuma outra subvariedade; dizemos que tem dimensao maxima se seu espaco

tangente em cada ponto y € W é exatamente D,.

Definicao 2.27. Dizemos que uma distribuicao singular suave D em uma variedade M é uma
distribuicao integravel se cada ponto de M esta contido em uma variedade integral maximal de

dimensiao méaxima de D.
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2.5. FOLHEACAO SINGULAR SIMPLETICA

Antes de enunciarmos o Teorema de Stefan-Sussmann que nos dara condigoes para dizer
quando uma distribuicao singular suave ser uma distribui¢ao tangente de uma folheagao singular,

precisaremos ainda do seguinte conceito.

Definigao 2.28. Uma distribuigdo D é chamada de invariante com respeito a uma familia de
campos vetoriais suaves C' se é invariante com respeito a cada elemento de C, isto é, se X € C

e (¢') denota o fluxo local de X, entdo temos (pY)«Dy = Dt (2), onde ¢l (x) é bem definido.

Definigao 2.29. Dizemos que uma familia C' de campos vetoriais suaves em uma variedade M
gera uma distribuicao singular suave D se em cada ponto x € M, D, é o espago vetorial dos
valores dos campos vetoriais de C' no ponto x. A distribuicdo D neste caso também pode ser

denotada por DS

Teorema 2.4 (Stefan-Sussmann). Seja D uma distribuicao suave singular em uma variedade
suave M. Entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

a) D € integrdvel.

b) D ¢ gerado pela familia de campos vetoriais suaves C' e é invariante com respeito a C.

¢) D ¢ uma distribuicao tangente D7 de uma folheagdo singular F.

Demonstragao: a) = b) Suponha que D é integravel. Seja C' uma familia de todos os campos
suaves que sao tangentes a D. Pela condicao de suavidade de D por hipétese implica que D é
gerado por C. Entao resta mostrar que se X é um campo vetorial suave tangente a D, entao
D é invariante com respeito a X. Seja x um ponto arbitrario em M, e denote por F(z) uma
subvariedade maximal invariante de dimensao maximal que contém x. Entao, pela definicao
de dimensao méaxima, para cada ponto y € F(x), temos Ty F(x) = D,, o que implica que o
campo vetorial X, quando restrito a F(z) é tangente a F(z). Em particular, o fluxo local ¢
pode ser restrito a F(x), isto ¢, F(x) é uma variedade invariante com respeito a esse fluxo local.
Portanto, se ¢’ (z) ¢ bem definido pra algum 7 > 0 ent&o o ponto ¢’ () pertence a F(z). Esse
fato segue da condigao de maximilidade de F(z). (Note que, a unido de subvariedade invariante
de dimensdo maxima ¢ ainda uma subvariedade invariante de dimensdo méaxima se é conexa.)
Como X ¢ tangente de F(z), temos (¢% (2)«(TxF(2)) = Tyr () F(x). Mas, TpF(z) = Dy e
Typ7, F(x) = Dy, portanto, (0% )«Dz = Dy ().

b) = ¢) Suponha que D ¢é gerado por uma familia C' de campos vetoriais suaves e ¢ invariante
com respeito a C'. Seja x um ponto arbitrario de M, denote a dimensao de D, por d e escolhe d
campos vetoriais X, ..., X4 de C tal que X1(x), ..., X4(z) gera D,. Denote por ¢!, ..., ¢} o fluxo

de X1, ..., X4 respectivamente. O mapa

(31, ...,Sd) — (bil, fld

é um difeomorfismo local de um disco de dimensao d para uma subvariedade de dimensao d
contida em M. A invaridncia de D com respeito a C implica que essa subvariedade é uma
subvariedade integral de dimensao méxima Colando essas subvariedades integrais locais juntas
(onde se interceptam) obtemos uma parti¢do de M em uma unido disjunta de subvariedades
imersas conexas integral de dimensao méaxima, chamadas folhas. Para vermos que essa parti¢cao
satisfaz a propriedade local de folheacao singular, podemos proceder por indugdo na dimensao

de D,: se dimD, = 0, entao a propriedade de folheagao local em x é vazia. Se dimD, > 0 entao
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2.5. FOLHEACAO SINGULAR SIMPLETICA

existe um campo vetorial X € C tal que X (z) # 0. Entao a trajetoria de X fica nas folhas e
podemos tomar o quociente de uma pequena vizinhanca de x e reduzir a dimensao de M e das
folhas por 1. A invaridncia com respeito a C e a propriedade local de folheacao nao se altera
com essa reducao.

¢) = a) Se D = D7 & uma distribuicdo tangente de uma folheacio singular F, entdo as folhas

de F sao subvariedades maximal invariante de dimensao maxima em D. ]

Definicao 2.30. Uma distribuicao involutiva é uma distribuicao D tal que se X, Y sao dois
campos de vetores suaves arbritarios sdo tangentes a D, entao o colchete de Lie [X,Y] também

é tangente a D.

Pelo teorema anterior, segue que se uma distribuigdo é integravel, entao é involutiva. Por

outro lado, quando a distribuicao é regular temos o seguinte resultado.

Teorema 2.5 (Frobenius). Se uma distribuicao regular € involutiva, entao é integrdvel, isto é,

€ a distribuicdo tangente de uma folheacao singular.

O teorema de Frobenius pode ser visto como um caso particular do teorema de Stefan-
Sussmann se mostrarmos que a distribui¢ao regular involutiva é invariante com respeito a familia
de todos os campos vetoriais suaves que sao tangentes a distribuigao.

Consideremos agora (M,II) uma variedade de Poisson e denote por C sua distribuigao
caracterfstica. Por defini¢ao temos que C, = Imfl, = {X¢(x); f € C*°(M)} Vo € M. Como
campos vetoriais hamiltonianos preservam a estrutura de Poisson, entao preserva também a
distribuicao caracteristica. Assim, pelo Teorema Stefan-Sussmann, a folheacdo caracteristica
C é completamente integravel e correspondente a uma folheagao singular que denotaremos por

F = Fu.

Definigao 2.31. A folheacdo singular Fi; dada como acima recebe o nome de folheagdo

simplética de uma variedade de Poisson (M, IT).

Para cada ponto z € M, denote por F(z) a folha de F que contém z. As cartas locais
de F(x) sdo dadas pelo teorema (2.3): S€ (D1, ..osDsy Ly ves @sy 21, -y Zm—25) € um sistema de
coordenada local canénica de um ponto z € M, entdo a subvariedade {z; = ... = zp,_2s = 0}
¢ um subconjunto aberto de F(z) e tem uma natural estrutura simplética (p;,q;). Note
que essa estrutura simplética nao depende da escolha da coordenada: em cada ponto de
{z1i = ... = zZm—2s = 0} coincide com a forma simplética no espago caracteristico. Assim,
em cada folha F(x) temos uma tnica estrutura simplética natural, que em cada ponto coincide
com a forma simplética no espaco caracteristico correspondente. Também segue da afirmacao
b), d) de teorema (2.3) que a injetividade 7 : F — M é um morfismo de Poisson: se f, g sdo
duas fungdes em M e y € F(z), entdao {f,g9}(y) = {f |7(2), 9 |F7x) }=(y), onde {, }» & o colchete

de Poisson da forma simplética em F(z).

Teorema 2.6. Cada folha F(z) de uma folheagao simplética Fi1 de uma variedade de Poisson
(M,11) é uma subvariedade simplética imersa, a imersiao é dada por um morfismo de Poisson.

A estrutura de Poisson II € completamente determinada pela estrutura simplética das folhas de

F.
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Para finalizar esta secao, definimos o conceito de estrutura de Poisson transversal.

Teorema 2.7. Seja N um disco local suave (suficientemente pequeno) de dimensio m — 2s de
uma variedade de Poisson (M,11) de dimensao m que intercepta transversalmente uma folha de
dimensao 2s F(x) d uma folheagao simplética F de (M,II) em um ponto x. Ou seja, N é uma
subvariedade que contém o ponto x e € transversal ao espaco caracteristico C,. Pelo Teorema
(2.3), existe coordenadas locais candénicas em uma vizinhanga de x, que ird definir em N uma
estrutura de Poisson. Com as notacoes acima, temos:

a) A estrutura de Poisson local em N dada pelo Teorema (2.3) nao depende da escolha da
coordenada local candénica.

b) Se xg e x1 sao dois pontos em uma folha simplética F(x), e Ng e Ny sao dois discos locais de
dimensao m — 2s que intercepta transversalmente F(x) em xo e x1 respectivamente, entao existe

um difeomorfismo de Poisson local suave de (Ny,xo) para (N1, x1).

Definicao 2.32. A estrutura de Poisson de N assim definida recebe o nome de estrutura de

Poisson transversal em x da variedade de Poisson (M, II).
A estrutura de Poisson transversal pode ser calculada pela seguinte formula

Proposicao 2.7 (Férmula de Dirac). Seja (M,II) uma variedade de Poisson e N uma
subvariedade local de M que intercepta uma folha simplética transversalmente em um ponto z.
Considere 11, ..., 25, onde 2s = posto de I1(x), uma fungao em uma vizinhanga U de z tal que

N = {z € U;¢i(z) = c}, onde ¢ é uma constante. Denote por P;; = {1;,1;} e por (PY) a

2s

matriz inversa de (Pij)ij:l- Entao a formula para o colchete de para a estrutura de Poisson em

N € dada por:

2s
{f.gtn(@) = {f.9}@) = D_{f i} (@) PV (2){e)j,3}(x) VYoeN

ij=1

onde f, g sao funcées em N e f,§ sao extensoes de f e g em U. A formula acima independe da

escolha da extensio f e g.
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Capitulo 3

O colchete de Schouten e cohomologia

de Poisson

3.1 Colchete de Schouten

O colchete de Schouten desempenha um papel fundamental no estudo da geometria de
Poisson. Esta secao apresenta um resultado que nos permite dar condi¢ao para dizer quando um
campo bivetorial é um tensor de Poisson usando o colchete de Schouten.

Primeiramente, vamos relembrar a defini¢ao de colchete de Lie de dois campos vetoriais.

Definigao 3.1. Sejam A =), ai% eB=>), bi£ dois campos vetoriais escrito em um sistema

de coordenadas locais (x1, ..., 2, ) , entdao o colchete de Lie de A e B é dado por

ob; 0 da;
Bl = Zi:ai Ox; Oz Zb Z 833]1 ax] ' (3:1)

Faremos a seguinte mudanga de notagao: denote % por (; e vamos considera-los como
k2

variaveis formal ou impar (formal no sentido de que eles nao assumem valores em um campo mas

; 5 ; ; = — oG isto b, QA0 —
ainda formam uma algebra e impar no sentido de que (;(; = —(;(;, isto &, 9a; \ ;= &vj A a;Bl)
Assim, podemos escrever A =) . a;(; e B = ), b;(; e considera-los formalmente como fungoes

de variaveis (x;,(;) que sdo lineares nas variaveis impar ((;). Entao [A, B] pode ser escrito

0A OB 0B 0A
B]—zizaciaxi_zi:a@axi' (3.2)

formalmente como

A férmula acima faz com que o colchete de Lie de dois campos de vetor se assemelhe com o

colchete de Poisson de duas fungoes em um sistema de coordenadas de Darboux.
0 0
Sell = Y T, i G N
11<...<ip
como um polinémio homogeneo de grau p nas variaveis impares ((;):

3 é um campo p-vetorial entao, vamos considera-lo
T
P

Z L, iy Gy -G -

11<...<ip

Note que as varidveis (; nao comuntam. De fato, elas sao anti-comutativa entre eles e
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comutativo com respeito a varidvel x;:

GiGj = —GiGi; ¢ =

—CjZCi; xixj = $jxi-

Faremos uso da seguinte notacao para a regra de diferenciacao:

(Giy--Giy) :

G,
assim, 76(435'4"1’) = (
Kk

retirado do produto.

= GiyorGip -

—1)P-kgl...@...gw, onde 1 < k < p e a notacao 6; significa que (;, foi

Suponhamos agora que A é um campo a-vetorial e B € um campo b-vetorial dado do seguinte

modo,
5 Au ig 8
11<...<lg
¢ )
, Z P Oy,
11<...<1p

Pela formula (3.2) temos

0A 0B
Z G axz

8% =Y Ai GG

i1...%q

0
81" = Z Bil’“-’ibCil'“Cib-
ip

i1..4p

1) (b 0B 0A
1)((1 l)(b 1)2 (33)

0¢; O0x;

que é um campo (a + b — 1)—vetorial.

Definicao 3.2. Se A é um campo a—vetorial e B é um campo b—vetorial entdo, o campo
(a + b — 1)—vetorial [A, B] dado pela formula (3.3) em cada sistema local de coordenadas, é
chamado de colchete de Schouten de A e B.

Teorema 3.1. O colchete definido pela formula (3.3) satisfaz as sequintes propriedades:

a) Anti-comutatividade graduada: se A é um campo a-vetorial e B é um campo b-vetorial, entao
[A7 B] = _(_1)(a—1)(b—1) [Ba A]

b) Regra de Leibniz graduada: se A é um campo a-vetorial, B é um campo b-vetorial e C' € um
campo c—wvetorial, entdo
[A,BAC]=[A,B|AC+ (-1)@"VPB A [A, C]

[AAB,C] = AA[B,C)+ (—1)“"Y[4,C]AB

¢) Identidade de Jacobi graduada:
(=D VEIIA [B, O] + (~1) V@ VIB, [C, Al + (-1) ' VOV[C, [4, B = 0

d) Se A= X é um campo vetorial entao [ X, B] = LxB, onde Lx denota a derivada de Lie de
X. Em particular, se A e B sdo dois campos vetoriais, entdo o colchete de Schouten de A e B

coincidem com o colchete de Lie. Se A = X € um campo vetorial e B = f é uma fungao (isto €,
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um campo 0-vetorial), entao temos [X, f] = X (f) = (df, X).

Demonstragao: O item (a) segue diretamente da defini¢ao. (b) a regra diferencial implica que

OBNC) _ poC .08

Portanto, temos:

¢ G oG
DAD(BAC) Cbee 1) o= O(B A C) 9A
A. B _ el S A Y | (a—1)(b+c—1) Y\ V)
4,810 Z 0¢G  Ox; (=1) Z oG  Ox;
0A 0B 0A _oC oC 0A
_ vA va _ (_1\(a=1)(b+c—-1) v
8B 0A
(a 1)(b+ec—1)+c
aA 8B 0B 0A
_ (a—1)(b+c—1)+c+ac et
oC 0A 0A 0C
1 (a—1)b (a—1)(c—1) B B
ey ( 285 o, T 22 Pag o
= [A,BJAC + (1) DB A[A, O]

¢) Por calculo direto

(_1)(a71)(c71) [A7 [37 CH =

S1+ 8594+ 534+ 54

i.j bJ
i,j bJ
S, = (_1)(b1)(a+c)+b%: 8‘25@ gigﬁ — (- )(a 1)(b 1)%%: 622-5@ 2232
= (_1)(b—1)(c—1)+a; 825@ g;t gf; (— (a—1)(b—1 +c;j 8??5@ g;g:
pois, aga(é - B?jﬁcci'

Note que cada uma das somas Si, S9, S3, S4 se anulam se adicionarmos os termos

(_1)(b—1)(a—1)[B’ [07 A]] € (_1)(6_1)(b_1)[07 [A7 BH
Por fim, se f é uma funcao e X = ), §ia%i é¢ um campo vetorial, entao g—é =0, e
(X, f] = > gé gi = X(f). Quando A e B sdo campos vetoriais, a formula (3.3) coincide

com a formula (3.2). Quando B é um campo multivetorial, o item (d) pode ser provado fazendo
indugao no grau de B e usando as regras de Leibniz dadas pelo item (b). ]

Note que o colchete de um campo a-vetorial A com um campo b—vetorial B dado (3.3) pode
depender da escolha da coordenada local (x1, ..., x,). Mas, usando a regra de Leibniz dada pelo

item (b) do Teorema anterior temos que o célculo de [A, B] pode ser reduzido ao célculo do
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colchete de Lie de campos vetoriais. Portanto, como o colchete de Lie ndao depende da escolha
de coordenadas locais, segue que o colchete [A, B] é de fato um campo (a + b — 1)-vetorial bem

definido e nao depende da escolha de coordenadas locais.

Teorema 3.2. Um campo bivetorial I1 € um tensor de Poisson se, e somente se,
[ILII] =0 (3.4)

onde [,] € o colchete de Schouten.
Se Il € um tensor de Poisson e f é uma fung¢do entdo, o campo vetorial Hamiltoniano

correspondente Xy satisfaz a equagao
Xp=—[I1, f]. (3.5)

Demonstragao: Considere (z1,...,2,) um sistema de coordenadas locais. Entao, II =

> i Mg A g = 2 Wi e
8 OIl;;
LI =23 > MG | 5= Z ancj T GG
k i,j i,J

—2 Y (75 > ol k> GGk

1<j<k

Assim, pela equagao (2.8) dada pela Proposicao (2.4), segue que [II,II] = 0. Portanto, pela
Proposigao (2.4) segue a primeira parte do teorema.

Agora observe que

af of o
= _[izjnijCiC]a ZHZJ<]8 ZJ z]a C ZZsz]axJ 833] _Xf-
portanto, temos a segunda parte do teorema o que conclui a demonstracao. [

Definicao 3.3. Dois tensores de Poisson II; e IIs sdo chamados de compativeis se o colchete de
Schouten deles se anula, [II;, 5] = 0.

Dados quaisquer dois bivetores de Poisson, 11y e II; que satisfazem [IIy,II;] = 0, o campo
bivetorial I = IIy 4+ II; também é uma estrutura de Poisson. Pois, [y + II;, I + II] =
[ILo, Tlp] + 2[Ig, IT1] + [IIy, IT1] = 0.

3.2 Cohomologia de Poisson

O seguinte resultado é muito importante para a existéncia da cohomologia de Poisson.

Lema 3.1. Se Il é um tensor de Poisson, entdo para qualquer campo multi-vetorial A temos

[H7 [H7 AH =
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3.2. COHOMOLOGIA DE POISSON

Demonstragao: Usando a identidade de Jacobi graduada dada pelo Teorema (3.1) se II é um

campo 2-vetorial e A é um campo a-vetorial, entao

(=1)*7HIL, [I1, A]] — [IT, [A, TT]] + (= 1)~ [A, [IT, 1)) = 0.

Pela propriedade anti-comutatividade graduada, temos que —(—1)@D[IT, A] = [A,TI] e assim,
2(—1)(e=D[IL, [T, A]] = — (1)@= DA, [II,T]]. Logo, [I, [II, A]] = 0, pois como IT & um tensor de
Poisson, [II,II] = 0. ]

Considere agora uma variedade suave de Poisson (M,II). Denote por V*(M) = @p>oVP(M)

o espaco dos campos multi-vetoriais de M, onde VP(M) é o espago dos campos p—vetoriais de
M.

Definigao 3.4. O operador R-linear § = o1 : V¥(M) — V*(M) dado por

é chamado de operador diferencial.

Pelo Lema (3.1), temos que 6 o § = 0. Podemos definir o complexo diferencial (V*(M), )
correspondente,
o= VP (M) S VP(M) S VP (M) — . (3.6)

Definigao 3.5. O complexo diferencial definido como acima (3.6), é chamado de complexo de
Lichnerowicz. A cohomologia associada ao complexo de Lichnerowicz é chamada de cohomologia

de Poisson. Os grupos de cohomologia de Poisson de (M, II) sdo os grupos quociente

» ~ Nuc(é: VP(M) — VPH(M))
Hp(M) = Im(6: VP=Y{(M) — VP(M))

Os grupos de cohomologia de Poisson sao também denotados por HP(M,1I) e por Hf ,(M,1I).

A dimensao dos grupos de cohomologia de Poisson podem ser finita ou infinita. Um exemplo
de quando a dimensdo ¢ infinita ¢ quando II = 0 e entdo H{(M) := @, HE(M) = V*(M).

Faremos agora um breve comentario sobre a interpretacao dos grupos de cohomologia HIQ[(M ),
HE(M) e HZ(M).

O grupo HY(M) ¢é o grupo das fungdes f € C°(M) tal que X; = —[II, f] = 0. Assim,

Hy(M)={f; Xy =0t ={f;{f,h} =0 ¥V heC®M)}

que é o espaco das fungoes Casimir de II, isto é, o espaco das integrais principais da folheacao
simplética associada.

Hlll(M ) ¢ o grupo de cohomologia de Poisson do espago dos campos vetoriais de Poisson X
tais que [II, X] = 0, quocientado pelo espago dos campos vetorias Hamiltoniano, isto é, campos
vetoriais do tipo [II, X] = X_;.

O segundo grupo de cohomologia de Poisson H%(M ) € o quociente do espago dos campos
bivetorial A que satisfaz a equagao [II, A\] = 0 pelo espago de campos bivetorial do tipo A = [II, Y.

Note que se [II,A] = 0 e € é um pardmetro formal (infinitessimal), entao II 4 €A satisfaz a
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3.2. COHOMOLOGIA DE POISSON

identidade de Jacobi até os termos de ordem €2

[T+ A, TT 4+ eA] = [A,A] =0 mod 2.

Entao, podemos ver II + €A como uma deformagdo infinitessimal de II no espaco dos
tensores de Poisson. O grupo de cohomologia H%(M ) € o quociente do espago das deformagoes

infinitessimais de II sobre o espaco das deformacoes triviais.

Definicao 3.6. Uma estrutura de Poisson é chamada exata se sua classe de cohomologia se

anula em HZ (M), isto &, se existe um campo vetorial Y tal que II = [IL, Y].

3.2.1 Cohomologia de Poisson e cohomologia de De Rham

Como vimos no capitulo anterior, uma estrutura de Poisson II pode ser associada a um
homomorfismo f = i1 : T*M — TM dado pela formula (2.13).
Tomando as poténcias do produto exterior do mapa f, podemos estendé-lo a um

homomorfismo

§: APT*M — APTM

e, consequentemente, a um homomorfismo linear C*° (M)
f: QP (M) — VP(M)

onde QP(M) denota o espago de formas diferenciais suaves de grau p em M dado pelo seguinte

resultado

Lema 3.2. Para qualquer forma diferencial n em uma dada variedade de Poisson suave (M, II)

temos

#(dn) = —[IL, §(n)] = —on(2(n)). (3.7)

Demonstragao: A prova é feita por indugdo no grau de 7 e usaremos a regra de Leibniz.
Se i ¢ uma funcdo entdo #(n) = n e #(dn) = —[II,n] e portanto a Equacdo (3.7) ¢ satisfeita.
Suponhamos que a Equagao (3.7) é satisfeita para uma p—forma diferencial 7 e uma g-forma
diferencial p entdo, também é satisfeita para o produto exterior n A u. De fato, temos que
t(d(n A p)) = 8(dn A p+ (=1)Pn Adp) = §(dn) A g(e) + (=1)PE(0) A B(dp) = —[IL E(n)] A (k) —
(—1)P4(m) A [T 507) A ()] = —[IL, 8 A ). .

Com o restultado do Lema anterior, a menos de sinal, podemos relacionar o operador f com

o operador diferencial usual d do complexo de De Rham dado por
e — PN (M) S QM) S PN (M) — (3.8)

com o operador diferencial d;; do complexo de Lichnerowicz. Assim, temos um homomorfismo

linear entre a cohomologia de De Rham

* p Nuc(d : QP(M artl(Mm
Hjr(M) = @HdR(M) - @ Im((d : Qp(l(ﬂ)4)—>—> QP((M))))
p p

e a cohomologia de Poisson:
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Teorema 3.3. Para qualquer variedade de Poisson (M,I1) existe um homomorfismo natural
£ Hip(M) = €D Hijp(M) — Hf (M) = @) Hy (M) (3.9)
P p

induzida pelo mapa § = fig. Se M € uma variedade simplética, entdo o homomorfismo € um

1somorfismo.

Em geral, calcular a cohomologia de Poisson é trabalhoso. Quando M é uma variedade
simplética, ou seja, quando a estrutura de Poisson II é nao degenerada, a cohomologia de Poisson
¢ igual a cohomologia de De Rham de M. No caso em que M é uma variedade de Poisson nao
simplética, a cohomologia de Poisson ainda é pouco conhecida para algumas variedades desse
tipo.

Daremos um exemplo de cohomologia de Poisson em (M = R2 I = §(z? + yz)a% A 8%).
Assumimos que 6 = 1. Assim, HI%O )(M ) = R, pois as fungdes de Casimir neste caso, sdo apenas

constantes. Para calcular HI(Il)(M ) iremos usar o seguinte resultado

Proposicao 3.1. Se (My,I1;) e (M2, 1l3) sao variedades de Poisson e ¢ : My — My é um
mapeamento de Poisson que € um difeomorfismo local, entdo obtém-se o sequinte homomorfismo
induzido: ¢* : Hﬁ2 (M3) — H{-"Il(Ml).

Observe que (R? — {0},11 = §(2? + yQ)B% A a%) ¢ uma variedade simplética e o mapa de
inclusdo canénica i : R? — {0} — M ¢ um morfismo de Poisson. Assim, pelo resultado da
proposigao anterior, i* : H (M) — H{(R? — {0}) é um homomorfismo. Logo, H{(R? — {0}) =
H}p(R? —{0}) 2 R. Considere um campo vetorial X = z-2 + ya%. Entao, [X,II] =0e [X] #0
em Hi(M).

Definimos o espago G = {f € C®(R? — {0}); (2 + yQ)%, (2% + y2)%£ € C*(M)}. Denote
por F o espago gerado por C®(M) e pelas funcdes constantes em R? — {0}. Entdo, com o

seguinte resultado

Lema 3.3. a) H}(M)/Nuci* = HA(R? — {0}) = R;
b) G/F = Nuc i*.
c) G/F éisomorfo a R.

temos que
Teorema 3.4. HL(M) 2 R®R.

Para mais detalhe, veja em [18].

3.3 O operador Curl

Seja €2 uma forma de volume suave em uma variedade M de dimensao m, isto é, por definigao

Q é uma m-forma que nao se anula em M. Entao, para cada p = 0,1, ...,m o mapa
@ VP(M) — Q™P(M)

definido por Q°(A) = i4Q. Note que ° ¢ um isomorfismo de classe C>(M) do espaco VP(M)

dos campos p-vetoriais para o espago Q™ P(M) das (m — p)- formas suaves em M. O mapa
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3.3. O OPERADOR CURL

inverso de @’ ¢ denotado por Qf : Q*~P(M) — VP(M), que podem ser definido por Qf(n) = inﬁ
onde © ¢ o campo m-vetorial dual do campo §2, isto é, (£, ﬁ) =1

Denote por Dg = Qf o d o Q. Entdo o seguinte diagrama comuta

Qb
VP(M) QmP(M)
D, d
Qb
VP=L(M) Qm—PL(M)

E como dod =0, temos que D o Do = 0.

Definicao 3.7. O operador Dg = Qf o d o é chamado o operador Curl (com respeito a forma
de volume Q). Se A é um campo a-vetorial entdao DA é chamado o Curl de A (com respeito a

Exemplo 3.1. O operador Curl Do X de um campo vetorial X é o divergente de X com respeito
a forma de volume Q : (Do X)Q = Q(DoX) = dixQ = LxQ = (DivgX)RQ, o que implica que
DqX = DivgX.

Considere um sistema de coordenadas local (z1, ..., x,) com Q = dz A ... A dx, e denote %

por (;. Assim, temos a férmula convencial formal “para o operador Curl:
%A
DoA=) ——r. (3.10)
i

Proposigao 3.2. Se f € uma func¢do nao nula, entio temos
DA = DoA + [A,ln|f]].
Demonstracao: Temos que
DoA — DoA = Q# Q" (DA — Do A) = QF (dia(fQ) — diaQ)

= QF(dln | f| NiaQ) = g A = [An | f ). u

Teorema 3.5 (Koszul). Se A € um campo a- vetorial , B é um campo b-vetorial e Q é uma

forma de volume entdao,
[A,B] = (=1)*Dq(A A B) — (DaA) A B — (=1)°A A (Do B). (3.11)

Demonstragao: Pela formula (3.10) e (3.3)

A A B 0 0A 0B
b 04 )
(-1 Da(anB) = (-1 Y TELD) D:0C, ‘Zaxi <a<iB+( D Aa@)
82A 09*B aA OB px—~ OA OB
=2 guac Bt VAL 56 Y acan T Y 2 5 a6,
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3.4. COMPLEXO DE CHEVALLEY-EILENBERG

— (Do A)B + (—1)’A(DaB) + <8A OAOB _(_y)o-nia-ny~ 0B OB 0A>

¢ OGOy 0¢; 0¢; Ox;
= (DqA)B + (1)’ A(DoB) + [A, B].

[ ]
Asssim, o colchete de Schouten pode ser calculado via operador Curl. Além disso, a menos

de sinal, o operador Curl é uma derivacao do colchete de Schouten e temos a seguinte féormula:

DqlA, B] = [A, DoB] + (—1)*"'[DqA, B].

3.4 Complexo de Chevalley-Eilenberg

Seja I uma estrutura de Poisson linear em um espaco vetorial K”. Denote por g =
((K™)*,{, }p)) a algebra de Lie correspondente a o,

Considere W um g—moédulo. Entao, W é um espago vetorial com um homomorfismo de
algebra de Lie, p : g — End(W), onde End(W) é os endomorfismo de W. O mapa p ¢é linear
e p([z,y]) = p(x) - p(y) — py) - p(x), Y,y € g. A agdo de um elemento de z € g em um vetor

v € W é definida por = - v = p(z)(v). Podemos associar a W o seguinte complexo
= CF (g, p) > CF(g, p) = CF (g, p) > ... (3.12)
onde
C*(g,p) = (N'g*) @ W.

(k > 0) é o espaco de mapas antissimétricos k-multilinear de g para W: um elemento 6 € C*(g, p)
pode ser apresentado como um mapa antissimétrico k-multilinear de g para W, ou um mapa linear
de AFg para W:

O(x1,...,xx) =0(x1 A .o.. ANxg) € W,z € g.

Definigao 3.8. O complexo definido acima é chamado de complexo de Chevalley-Eilenberg de

g com coeficientes em W.

O operador § = dcg : C*(g, p) — C*+1(g, p) no complexo de Chevalley-Eilenberg ¢ definido

por:
(60)(z1, .., xpt1) = Z(—l)”lp(xi)w(xl,...,@,...,xkﬂ))

7
= + Z(—l)i+j9([l’i,$j],$1, ...,fL‘\i, ceey i‘\j, ...,:Ek+1),
1<J

no qual a escrita T; significa que a variavel foi retirada.
Note que operador dcp o dcp = 0, usando diretamente a identidade de Jacobi (note que a
formula (3.13) é anologa a formula de Cartan). Assim, o complexo de Chevalley-Eilenberg é um

complexo diferenciavel com o operador § = dgg.

Definicao 3.9. Os grupos de cohomologia correspondente ao complexo de Chevalley-Eilenberg
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dado por
ker(6 : CX (g, p) — CEF(g, p))
HE (g,p) = H (g, W) = ’ ’
(9,0) 0 W) = T 0% 1(g.p) > O (g, p))

sao chamados de grupos de cohomologia de g com respeito aos coeficientes de W (ou com respeito

a representagao p).

O problema de computacao da cohomologia no caso em que g é uma algebra de Lie

semissimples podem ser simplificadas pelos seguintes resultados que sao conhecidos como Lemas
de Whitehead’s.

Teorema 3.6 (Whitehead). Se g ¢ uma dlgebra de Lie semissimples e W é um g—mddulo de
dimensao finita, entdo H'(g,W) =0 e H*(g, W) = 0.

Teorema 3.7 (Whitehead). Seja g uma dlgebra de Lie semissimples e W um g—mddulo de
dimensao finita tal que W =0, onde W8 ={w e W |z-w =0V z € g} denota o conjunto de
elementos em W que sao invariantes com respeito a ag¢ao de g. Entao Hk(g, W) = 0 para todo
k> 0.

Nao mencionaremos os demais casos de computacao dos grupos de cohomologia de g com

respeito aos coeficientes de W. Ao leitor interessado, sugerimos a referéncia [!].

42



Capitulo 4

Forma Normal da estrutura de Poisson

Neste ultimo capitulo do trabalho, iremos tratar de formas normais de Poisson, em particular,
o objetivo é estudar certo tipo de formas normais, denominadas de decomposi¢ao de Levi. Como
vimos no capitulo 2, em um dado sistema de coordenadas locais (z1, ..., Z,,), uma estrutura de

Poisson IT em uma variedade M tem a expressao

0 0 1 0 0

1<j 2Y)

Em alguns casos, o calculo dos coeficientes 11;; de II podem ser complicados. Assim, as formas

normais é uma maneira de "simplificar"esses coeficientes de II.

Definigao 4.1. Uma forma normal (local) de II é uma estrutura de Poisson

1o} 0 1 0 0
’—E r_-_ 7—75 TN ——
II' = HU ;/\ ; 5 Hl] ;/\;

1<J 2¥)

que é localmente isomorfo a II, isto ¢, existe um difeomorfismo local ¢ : (z;) — (2}) chamado de

: = . o ) . ~ oo T <5 =G ta N N ; ~na TT..
normalizagao, tal que ¢,II =1II' e as fungoes 1I;; sao funcoes mais "simples"que as funcoes IL;;.

O caso ideal seria quando H;j fossem fungoes constantes. Note que, no Teorema (2.3) se a
dimensao da variedade de Poisson M é igual a m = 2s entao, temos o Teorema de Darboux’s
que nos da as coordenadas canodnicas para uma variedade simplética. Assim, se (M,II) é uma
estrutura de Poisson regular, entao a estrutura de Poisson de uma vizinhanca N, na subvariedade

N no ponto z € M ¢é trivial e obtemos a seguinte generalizagao do teorema de Darboux’s

Teorema 4.1. Qualquer estrutura de Poisson regular € localmente isomorfa a uma estrutura de

Poisson standard.

Desse modo, o caso ideal é obtido quando II é uma estrutura de Poisson regular local.

No caso em II possui um ponto singular, perto deste ponto, podemos usar o Teorema (2.3)
e escrever Il como a soma direta de uma estrutura simplética constante com uma estrutura
de Poisson que se anula em um ponto. E assim, obter uma forma normal de II se reduz a
encontrar uma forma normal local para uma estrutura de Poisson que se anula em um ponto.

Com isso, consideremos que a estrutura de Poisson II se anula na origem 0 de um dado sistema
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de coordenada local (x1, ..., 2,,). Denote por
I =0® 4k 4 e (k>1)

a expansao de Taylor de II no sistema de coordenadas (1, ...x,,), onde para cada h € N, " &

(h)

um campo bivetorial cujo coeficientes II; ; s80 fungoes polinomiais homogénea de grau h.

Defini¢ao 4.2. O termo II*) de menor grau em II, assumido como néo trivial, é chamado de

parte homogénea ou parte principal de II. Se k = 1, entao M ¢ chamado de parte linear de II.

A nivel formal, a identidade de Jacobi para a estrutura de Poisson II pode ser escrita como
0= [, 1] = [0® 4 m¢*+) 4 m® 4 gkt 4]

= ™, o®] 4 2m® k0] 4 o) k+2)) 4+ k)

e considerando os termos de mesmo grau, temos
m® nk] =0

o[® -+ = o

)

2[H(k)7]:[(k+2)] + [H(k‘+1)7 H(k+1)] — 0

Note que, a parte homogénea II¥) de II define uma estrutura de Poisson, pelo teorema (3.2).

Além disso, I pode ser visto como uma deformacao de I*). Em particular, podemos
questionar quando essa deformagao é trivial, ou seja, quando II é localmente (ou formalmente)
isomorfo a sua parte homogénea %), Essa questdo é resolvida pela cohomologia de Poisson,
conforme estudamos no Capitulo 3, a cohomologia de Poisson nos da as deformagoes (formal) de
estruturas de Poisson.

Quando k = 1, fala-se sobre o problema de linearizagdo, quando k = 2 fala sobre o
problema de quadratizacao e assim por diante. A nivel formal, temos um problema de quase-
homogeneizagao.

Consideremos o campo vetorial linear
n
0
Z = E wiri—, w; €N,
i—1 O;

Definigcao 4.3. O campo vetorial linear Z é chamado de campo vetorial quasi-radial. Quando

w; = 1 Vi, chamamos de campo vetorial radial.

Definigao 4.4. Um campo multi-vetorial A é chamado de campo vetorial quasi homogéneo de
grau d (d € Z) com respeito a Z se
LzA = dA.

Seja II uma estrutura de Poisson, tal que II(0) = 0. Podemos denotar por
=1 411 ¢ g <dy < ...
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a expansao de Taylor quase homogénia de II com respeito a Z, onde cada termo 1(4) ¢ quase

homogéneo de grau d;.

Definigao 4.5. O termo (4 assumido como nao trivial, é chamado de parte quase homogénea
de II.

Como no caso anterior para expansao de Taylor homegénea, usando a identidade de Jacobi
para II, obtemos que I1(%) também define uma estrutura de Poisson quase homogénea e, além
disso, II pode ser visto como uma deformacio de II(%).

Assim, temos a seguinte questdo: como encontrar uma transformagdo de coordenadas que
envia II a II(9), em outras palavras, existe uma transformacio que elimina todos os termos
quase homogéneo de grau > d; na expressao de II. Para encontrar tal transformagao com estas
condigoes, precisaremos de uma versao graduada quase homogénea da cohomologia de Poisson.

Considere IIY uma estrutura de Poisson em um espago V = K" de dimensao n, que é quase
homogéneo de grau d em relacao a um dado campo vetorial quase radial Z = )" , wixia%i. Para
cada r € Z, denotemos por V(kr) = V(kr) (K™) o espago dos campos k-vetoriais quase homogéneo
em K™ de grau r com respeito ao campo Z. Note que, V¥ = @TV(’“T), onde V¥ = V¥(K") ¢ o
espago de todos os campos vetoriais polinomiais em K".

Seja A € Vé“r), entao

LOD A] = [L710D A] + [IID, £A] = (d + 7)[ITD, A,

e assim, temos que Sy A = [II9 A] € V(krild)-
Definigao 4.6. O grupo

.k k+1
Im(én(d) : V(r:d) — V(Iin))

¢ chamado de k-ésimo grupo de cohomologia de Poisson quase homogéneo de grau r de I 4.

Agora, tomando a série quase homogénea de Taylor II = I1(@) 4+ 1(42) 4 4 identidade de
Jacobi para II implica que [H(dl),H(dQ)] = 0, ou seja, I1(92) ¢ um cociclo quase homogéneo
no complexo de Lichnerowicz de ITI(#).  Assim, se [1(%2) ¢ um cobordo, isto &, se I1(%2) =

X(dQ_dl) 0

[I1(d)| X (d2=d1)] para algum campo vetorial quase homegéneo X (42—d1) — 35, entao

X(dQ—d1)

a transformacao de coordenadas =, = x; — elimina o termo II4,) na expressa6 de IL

Mais geralmente, temos o seguinte resultado.

Proposicao 4.1. Com as notacées acima, suponha que 1@ = [H(dl),X] + A para algum
k> 1, onde X = Xi% é um campo vetorial quase homegéneo de grau dyp — dy. FEntdo, o
difeomorfismo (transformagao coordenada) ¢ : (x;) — (x}) = (x; — X;) transforma II em

Il = ) 4 1rle+1) 4 A(dR) 4 T1(desr)

Em outras palavras, essa transformacdo suprime o termo [H(dl),X] sem alterar os termos de

grau estritamente menor que dy.
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4.1. DECOMPOSIGCAO DE LEVI

4.1 Decomposicao de Levi

A decomposicao de Levi para uma estruturas de Poisson é um tipo de forma normal que se
anulam em um ponto da variedade de Poisson M. O nome decomposicao de Levi é devido a
analogia com a decomposicao de Levi-Malcev para algebras de Lie de dimensao finita.

Primeiramente faremos o estudo da teoria da decomposicao de Levi para uma algebra de Lie
de dimensao finita. Posteriormente, discutiremos o analogo do teorema de Levi-Malcev para o
caso em que a algebra de Lie tem dimensao infinita e consequentemente encontrar a decomposicao
de Levi para estruturas de Poisson. Nosso objetivo é o caso em que a estrutura de Poisson é
formal. Os demais casos, quando a estrutura é suave ou analitica, apresentaremos apenas os
resultados com as respectivas referéncias.

Comecaremos com o estudo de decomposicao de Levi em uma algebra de Lie de dimensao
finita.

Considere L uma algebra de Lie de dimensao finita. Seja 7 o radical de L. Entao o quociente

g= é ¢é semissimples. Assim, temos que a sequéncia abaixo é exata

0—-7—L—g—0.

Pelo Teorema Levi-Malcev, temos que a sequéncia acima é splits, isto é, existe um
homomorfismo injetivo de algebra de Lie i : g — L tal que a composi¢ado com o mapa projegao
L — g é a identidade.

Definigao 4.7. A imagem i(g) de g em L é chamada de fator de Levi de L e, a menos de

conjugacao em L, é tnico.

Além disso, ainda pelo resultado do Teorema de Levi-Malcev, podemos identificar g com i(g)
e temos que g age em T pela agdo adjunta em L, e desta forma L admite uma decomposi¢ao em
produto semi-direto de g com 7:

L=gxr.

Definicao 4.8. A decomposicao da édlgebra de Lie L dada pelo produto semi-direto L = g X 7

é chamada decomposicao de Levi de L.

Agora, iremos discutir o caso em que a algebra de Lie possui dimensao infinita, usando

anal6gos do teorema de Levi-Malcev para o caso de dimensao finita.

Definigao 4.9. Seja £ uma algebra de Lie de dimensao infinita. Suponha que £ admite uma
filtragao
£:£QD£13£23...

. . L; . -

tal que V i,j > 0, [£;,L;] C Liyj e dim ( ! ) < 00. Dizemos entao que £ é uma algebra de
i+1

Lie pro-finita e que o limite inverso

L= lim£

oo+ L;

é a conclusao formal de £ com respeito a uma dada filtragao pro-finita.

Exemplo 4.1. Seja L a algebra de Lie de campo vetoriais suaves em R™ que se anula na origem 0,

e seja L o ideal de £ consistindo dos campos vetoriais com zero k—jet em 0. Se considerarmos
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coordenadas locais em R™, entao um k—jet de um campo vetorial X nada mais é do que o
conjunto das derivadas parciais até a ordem k das fungdes componentes de X em 0. Assim, L é

pro-finita e a conclusao formal é a algebra dos campo vetoriais formal em O.

Considere uma algebra de Lie pro-finita £ e denote por 7 o radical de [ = - e por g o

L1
quociente semissimples ;[ Considerando a projecio ¢ : £ — [ = £ denote R = YHT) a

= £
pré-imagem de 7. Temos que % = ;[ = g. De fato, seja ¢ : [ — % 0 mapa quociente natural.

Considere

[
L—=1— —
-

eseja¢o: L — ;[ o mapa ¢ = p o 1. Note que ¢ é um mapa sobrejtivo, pois 1) e ¢ sdo mapas

sobrejetivos. Mais ainda, note que Nuc(¢) = R. De fato, seja 8 € Nuc(¢) entao

0 € Nuc(¢p) <= 60 € Nuc(po¢p) <= y(#) eT<=y(@) eT=0c () =0 L

[
onde 1(#) significa a classe correspondente em —.
T

5 . R ~ ~ . .
Denote por R = lim — a conclusao formal de R. Entao temos a seguinte sequéncias exata:
oo+ L;

0O—-R—>L—=g—0, (4.1)

0=R—=L—g—0. (4.2)
Definigao 4.10. O ideal R é um ideal de £ chamado de radical pro-soluvel.

A sequéncia exata (4.1) nem sempre é split, enquanto a sequéncia exata (4.2) sempre é,

devido ao seguinte resultado.

Teorema 4.2. Dada uma dlgebra de Lie pro-finita como acima e usando as mesmas notagoes
acima, existe um mapa injetivo i 1 g — L cuja composi¢do com o mapa projecao L — g € o mapa

identidade. A menos de conjugacao em L, o mapa injetivo i € unico.

Demonstragao: Faremos a prova por indugao, para cada k € N iremos construir uma
injetividade 5 : g — £/L} cuja composi¢ao com o mapa projecao L/Ly — g ¢ a indentidade e

tal que a seguinte condi¢ao de compatibilidade é satisfeita: o diagrama

Th1
D L)Ly
Id proj.
i
g L/Ly

é comutativo. Entao, ¢ = lim, i serd a injetividade desejada. Quando k = 1, ¢; é dada pelo
Teorema de Levi-Malcev.

Assumimos agora que iy, foi construido. Denote por p : g — L£/Lj1 um mapa linear arbitrario
que levanta o homomorfismo injetivo de algebra de Lie iy, : g — L£/L;. Podemos fazer com que

p seja uma injetividade de alegbra de Lie.
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Note que Li/Li+1 ¢ um g-modulo. A acdo de g em Ly/L4q ¢é definida por: para x € g,
v € Ly/Lyt1, tome z.v = [p(z),v] € Ly/Lyt1. Se z,y € g entdo [p(z), p(y)] — p([z,y]) €
La/Lrsr C L1/Lir e, portanto, ([p(x), p(y)] — p(i y])sv] = 0 pois, [£1/Lar, L/ Lasa] = 0.
A identidade de Jacobi em L£/Ly41 entdo implica que z - (y-v) —y - (z-v) = [z,y] - v, assim,
Ly/Lx+1 ¢ um g-modulo.

Defina a seguinte 2—cocadeia f : g A g — L/Lii1:

zAhy€egng— f(z,y) = [p(@),p(y)] — p([z,y]) € Li/Lit.

Vamos verificar que f é um 2—cociclo do complexo de Chevalley-Eilenberg correspondente:

denote por §$yz a soma ciclica em (x,y, z), temos

o) = (@ Fw) - Ho2)ho)
= ]{ (o), [p(y), p(2)] = p(ly, 2D)] = [ply; 2], p(@)] + p([ly; 2], 7]))
TYZ
= j{ [ﬂ(w%[p(y),p(Z)]Hf p([ly,2],2]) =0+ 0=0.
TYz

Yz
Como g é semissimples, pelo lema de Whitehead, cada 2—cociclo de g é um 2-cobordo. Em

particular, existe uma 1-cocadeia ¢ : g — L/Li41 tal que d¢ = f, isto é,

[o(2), 6(y)] = [p(y), ¢(2)] = o[z, y]) = [p(x), p(y)] — p([2,y])-

Isso implica que o mapa linear iy 1 = p — ¢ é um homomorfismo de algebra de Lie de g para
L/Lky1. Como a imagem de ¢ pertence a L/Lry1 entdo ixy1 € o levantamento de ip. Assim,
ip+1 satisfaz as condigoes requeridas. Por indugao, a existéncia de ¢ é provada.

Quando a unidade de ¢ a menos de conjugagao em Lé provada de forma similar. Suponhamos
que i1, i;c+1 : g = L/Ly41 sdo duas injetividade diferentes que levantam i;. Entao i;v—i—l — ka1
é¢ um 1- cociclo e, logo, ¢ um 1-cobordo pelo lema de Whitehead. Denote por o o elemento de

Ly/Lry1 tal que dar € um 1-cobordo. Entéo o automorfismo interno de £/L1 é dado por
v € L/Lky1 = Adexpat = v+ [a, V]

pois, os demais termos se anulam e é uma conjugagao em L/L;.1 que relaciona igq e i;wrl e

que se projeta para o mapa identidade em L/Lj 1. ]

Definigao 4.11. A imagem de i(g) de g em E, onde i ¢ dado pelo Teorema (4.2) é chamado de
fator de Levi formal de L.

Uma consequéncia do estudo de decomposi¢ao de Levi envolve a relagao com problemas de
linearizacao, aqui daremos apenas um exemplo desta relacao envolvendo folheagao singular. Para

mais detalhes sugerimos a referéncia |1].

Exemplo 4.2. Seja F uma folheacao holomorfa singular em uma vizinha de 0 em C”. O termo
holomorfo significa, neste caso, que a folheacdo F é gerada por campos vetoriais holomorfos.

Consideremos que o posto de F em 0 ¢é zero, isto é, que X (0) = 0 para qualquer campo vetorial
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X tangente a F. Denote por X (F) algebra de Lie de germe 0 de campos vetoriais tangentes a F
e por XM (F) a algebra de Lie consistindo da parte linear dos elementos de X' (F) em 0. Entdo,
X (1)(]-" ) é a algebra de Lie de campos vetorial linear. Denotemos por F (1) ¢ a folheacdo singular

gerada por XV (F) e chamamos de parte linear de F.

Teorema 4.3 (Cerveau). Com as notagées do exemplo (4.2), se XN (F) é semissimples e

dim F = dim FY) | entio F é formalmente linearizado em 0, isto €, € formalmente isomorfo a

F.

Demonstragao: Note que X' (F) é uma algebra de Lie pro-finita com uma filtracdo dada pela
ordem de anulamento do campo vetorial em 0. Entao, X'(F) admite um fator de Levi g. Como
X (1)(.7-" ) é semissimples, por hipotese, entéo g é isomorfo a X (1)(.7-" ). Desde que g é semissimples,
essa acao formal em C™ é formalizada linearmente pelo Teorema de Hermann. Suponha que a
acao de g foi linearizada. Entao, temos que g consiste de campos vetoriais lineares e portanto
coincide com X (1)(.7-" ). Em outras palavras, apos a linearizagdo formal, temos uma inclusdo
XM(F) ¢ X(F), portanto FI) € F. Portanto, como por hipotese, dim F = dim FU), eles

coincidem. n

Teorema 4.4 (Hermann). Se g C V}ormal,O(Kn) € uma subdlgebra semissimples de dimensdo
finita da dlgebra de Lie V}OTmal’O(K") dos campos vetoriais formais em K™ que se anulam em 0,
onde K =R ou C. Entao, existe um sistema de coordenadas formal (z1, 22, ..., z,) de K™ em 0,

com respeito ao qual os elementos de g tém coficientes lineares.

Daremos uma ideia da demonstracao.
Demonstragao: A prova segue o procedimento de normalizacao formal usual, e é baseado no
lema de Whitehead (3.6). Seja X7, ..., X4 uma base de g. Suponhamos que, em um sistema de
coordenadas (z1, ..., 2, ), temos
X=X+ x4 x4
com s > 2, onde X Z-(S) é um campo vetorial cujos coeficientes sdo homogéneos de grau s. Entao,
devemos eliminar o termo X

)

tipo z] = z;+ termos de grau > s. Devido a identidade de Jacobi, o mapa X; — X7 é um

na expressao de X; por uma transformacao de coordenadas do

1-cociclo de g com coeficientes no g-modulo de campos vetoriais homogéneos de grau s. Pelo

lema de Whitehead, esse 1-cociclo é um cobordo, isto é, podemos escrever

x® = xM v,

7
onde Y = > y fja%j ¢ homogeéneo de grau s. Considere z] = z; — f;. Esta transformacao de
coordenadas vai eliminar o termo de grau s na expansao de Taylor de Xj. ]
4.2 Decomposicao de Levi de estruturas de Poisson

Considere uma estrutura de Poisson II em uma vizinhanca de 0 em K", onde K = R ou C,
que se anula em 0: II(0) = 0. Denote por M a parte linear de IT em 0, e por L a algebra de Lie

das funcées lineares em K™ com o colchete de Poisson linear II"). Seja g C L uma subalgebra
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semissimples de L. Se II é formal ou analitica, assumimos que g é um fator de Levi de L. Se II é
suave e nao analitica, podemos assumir que g é uma subélgebra semissimples maximal compacta
de L. Neste caso, dizemos que tal subalgebra de fator de Levi compacto.
Denote por (1, ..., Tm, Y1, -+ Yn—m) Uma base linear de L, tal que x1, ..., x,, gera g
(dim g =m), € Y1, ..., Yyn—m gera o complemento 7 de g com respeito a agao adjunta de g em L,
isto é, [g, 7] C 7. Nos casos analitico e formal, 7 é o radical de L, ja no caso em que II é suave 7
k k

nao é o radical em geral. Seja ci; € ag; as constantes estruturais de g entao, a acao de g em 7 é

dada respectivamente por: [z, ;] =, cijazk e [zi,y] = > aijk,

Definicao 4.12. Com as notagoes acima, dizemos que Il admite uma decomposicao de Levi
formal ou forma de Levi normal em 0 (respectivamente analitica, respectivamente suave)
com respeito ao fator de Levi (compacto) g, se existe um sistema de coordenadas formal
(respectivamente analitica, respectivamente suave) (23°, ..., 250, Y9, ..., Yo, ), onde z° = x;+
termos de ordem superiores e y° = y;+ termos de ordem superiores, tal que neste sistema de

coordenadas temos

0 d 0 0 0 0
1= chxkaoo 837 —i—ZaUykaoo 8°°+Z waoo 600’ (4.3)

1<j 1<j
onde P;; sao funcoes formal (respectivamente analitica, respectivamente suave).

Ou ainda, podemos expressar a equagao (4.3) como

oo 00 __ k o0 oo 0
x]}*E cijxk € 17]} E az]yk'

Assim, temos que o colchete de Poisson {z3°, } e {27°,y5°} sdo lineares. E, em particular, o

campo vetorial Hamiltoniano de z7° também ¢ hnear
& 0
Xxfo = Cz]xk a oo + Zamyk 6 oo (44)

Teorema 4.5 (Wade). Qualquer estrutura de Poisson formal IT em K" (K = R ou C) que se

anula em 0 admite uma formal decomposicio de Levi.

Demonstragao: Denote por £ a algebra de Lie de fungoes formais de K™ tal que o colchete
de Lie de II se anulam em 0. Entao, £ é uma algebra pro-finita, cuja conclusdo é dada por ela
mesma. A &lgebra de Lie £/L;, onde £; é o ideal de L consistindo das fungoes que se anulam
em 0 junto com suas primeiras derivadas, é isomorfo a algebra de Lie [ das fungoes lineares em
K™ cujo colchete de Lie é dado pela estrutura de Poisson linear II). Pelo Teorema (4.2), £

admite um fator de Levi que é isomorfo ao fator de Levi g de . Denote por x5°, ..., z5s a base

m
linear do fator de Levi de £, {x° ) 25 >} = ch sz onde c] sao constantes estruturais de g.
Entao, o campo vetorial Hamiltoniano Xy, ..., Xyeo d& uma agao formal de g em K". Assim,
pelo teorema (4.4), essa agao formal pode ser formalmente linearizada, isto é, existe um sistema

de coordenada formal (z9,...,40_, ) tal que
0 0
k .0 k., 0
Xx;;o = E i T, 0 + g ai;Yr ol
Oz; 0y;
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Pode acontecer de que x? # 7° mas em qualquer caso, x? = x>°+ termos de ordem superior
e Xy (25°) = 32, cfszo, Xyoo (y?) = aij,g. Rescrevendo ¢ por y°, temos um sistema de
coordenadas (x9°,...,y5°, ) de modo que II seja uma forma normal de Levi formal. [ |

Um caso particular do teorema anterior (4.5) é a seguinte lineariza¢do formal do teorema
da decomposi¢ao (2.3): se a parte linear de IT em 0 é semissimples, entao II é formalmente
linearizavel em 0 [1].

Como mencionamos, apresentaremos também os resultados de como obtermos uma
decomposicao de Levi em estruturas de Poisson analiticas e suaves. A demonstracdo dos seguintes
resultados, exigem técnicas matematicas mais avangadas e podem ser encontrados na Secao 3.5
e 3.6 de [1].

Quando a estrutura de Poisson II é analitica, temos o seguinte resultado

Teorema 4.6. Qualquer estrutura de Poisson analitica I1 em uma vizinhanca de 0 em K™ onde

K =R ou C que se anula em 0, admite uma decomposi¢iao de Levi analitica.

No caso particular em que L = ((K")*,{.,.}j@)) é uma &lgebra de Lie semissimples (ou seja,
quando L = g), podemos considerar o resultado do teorema de Conn: qualquer estrutura de
Poisson com parte linear semissimples é localmente analiticamente linearizavel.

Por fim, para o caso em que a estrutura de Poisson II é suave temos

Teorema 4.7 (Monnier-Zung). Para qualquer n € N e p € NU{oo}, existe p’ € NU{oo}, p < o0
sep < oo de modo que seja vdlido a sequinte afirmacao: Seja II uma estrutura de Poisson suave
de classe CP em uma vizinhanca de 0 em R™. Denote por | a dlgebra de Lie das fungoes lineares
em R™ com o colchete de Lie-Poisson dado por Iy, que € a parte linear de I, e por g o fator
de Levi compacto de . Entao existe uma decomposicao de Levi suave de classe CP de II com

respeito a g em uma vizinhanca de 0.
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