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Resumo

Neste trabalho, desenvolvemos o método do gradiente conjugado linear e não linear estocásticos,

demonstrando, utilizando a teoria da probabilidade, a convergência quase certa e a análise

da taxa de convergência para a solução de problemas de otimização estocásticos. Para essas

demonstrações, usamos o conceito de quase supermartingales não negativos, introduzido por

Robbins e Siegmund (1971), que generaliza o conceito de supermartingales não negativos. No que

se refere à análise da taxa de convergência do método linear estocástico proposto, obtemos uma

taxa da ordem O

(
1

k log k

)
, superior à do método de Robbins e Monro, cuja taxa de convergência

é O

(
1

k

)
para a mesma classe de problemas considerada. Em seguida, desenvolvemos uma versão

estocástica do método do gradiente conjugado não linear, cujas principais características, no

contexto das demonstrações de convergência quase certa e da análise da taxa de convergência,

incluem o uso de estimativas do gradiente e dos valores da função custo e, sobretudo, a adoção

de uma busca em linha que satisfaz a condição de Armijo, a qual é menos restritiva do que a

condição de Wolfe.

Palavras-chave: otimização estocástica; gradiente conjugado; gradiente conjugado estocástico.



Abstract

In this work, we develop stochastic linear and nonlinear conjugate gradient methods, establish-

ing, based on probability theory, almost sure convergence and convergence rate analysis for

the solution of stochastic optimization problems. For these results, we employ the concept of

nonnegative quasi-supermartingales, introduced by Robbins and Siegmund (1971), which gener-

alizes the concept of nonnegative supermartingales. Regarding the convergence rate analysis of

the proposed stochastic linear method, we obtain a rate of order O

(
1

k log k

)
, which is superior

to that of the Robbins-Monro method, whose convergence rate is O

(
1

k

)
, for the same class of

problems analysed. Subsequently, we develop a stochastic version of the nonlinear conjugate

gradient method, whose main features, in the proofs of almost sure convergence and convergence

rate analysis, include the use of estimates of the gradient and the objective function values and, in

particular, the adoption of a line search satisfying the Armijo condition, which is less restrictive

than the Wolfe condition.

Keywords: stochastic optimization; conjugate gradient; stochastic conjugate gradient.
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1 Introdução

Motivação

Iniciamos esse trabalho com três exemplos ilustrativos, que visam introduzir o leitor à

mudança de paradigma imposta pela transição dos métodos determinísticos para os métodos

estocásticos. Desse modo, desejamos encontrar a raiz, ou zero, da função

f(x) = E[f̂(x, ξ)], (1.1)

em que x ∈ R, ξ : Ω → R é uma variável aleatória definida no espaço de probabilidade (Ω, F , P)

e E[·] a esperança de uma variável aleatória.

Neste primeiro exemplo, definimos f̂(x, ξ) = x+ξ, ξ ∼ N (µ, σ2), a distribuição normal

com média µ = 0 e variância σ2 = 4. E, desejamos encontrar a raiz de f(x) = E[f̂(x, ξ)], tendo

"acesso" apenas ao conjunto de variáveis aleatórias f̂(x, ξ), ou melhor dizendo, ao valor da

função f(x) imersa em um ruído gaussiano, dada uma instância conhecida de x. Portanto, a

única alternativa que possuímos é utilizar um método numérico iterativo para alcançarmos esse

objetivo. Isto é, dado um valor inicial x0 ∈ R, faremos uso de uma observação da variável

aleatória f̂(x0, ξ), ou de um conjunto finito de observações, para definir o próximo valor x1 e,

assim, sucessivamente, com o objetivo de nos aproximarmos suficientemente da raiz de f . Se

considerarmos que o método empregado irá gerar uma sequência infinita de valores {xk}k≥0,

esperamos que xk → 0 (nesse exemplo), quando k → ∞.

Definamos o processo estocástico Y = {Y (x)}x∈R, no qual Y (x) = f̂(x, ξ) para todo

x ∈ R, e ilustramos na Figura 1 um conjunto possível de informações (realizações) do processo

Y disponíveis ao método iterativo, no domínio x ∈ [−2, 2]. Esse conjunto pode ser utilizado com

a finalidade de encontrar a raiz de f . Isto é, com o respaldo da Figura 2, podemos utilizar, em

uma rodada de iterações, os valores de Y — representados em azul — para gerar uma sequência

{xk}k≥0 que se aproxima da raiz da função f , cujos valores estão representados em vermelho.

Para percebermos a diferença de abordagem matemática, tendo acesso aos valores da

função f , não teríamos nenhuma dificuldade em encontrar o valor de sua raiz, podendo ser

empregados métodos determinísticos clássicos da literatura para essa finalidade, i.e. método

da bisseção, método de Newton-Raphson, método da secante. Porém, esses métodos clássicos

requerem o valor de f(xk) a cada iteração e não "apenas" uma realização da variável aleatória

Y (xk).

Por isso, utilizamos a Figura 3 para ressaltar que, fixando x ∈ R, os valores de Y (x)

irão mudar a cada rodada de iterações, visto que Y (x) é uma variável aleatória. Então, podemos

pensar, nesse exemplo, utilizar a segunda lei forte dos grandes números de Kolmogorov para
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tentar estimar os valores da função f , por meio da média. Assim, escolhemos q ∈ N e definimos

f̄(x) =
1

q

q∑

k=1

y(x)k, (1.2)

em que y(x)k é uma realização, ou observação, da variável aleatória Y (x) = f̂(x, ξ). O que

estamos dizendo é que, para um x ∈ R fixo, amostramos q valores de f̂(x, ξ), definindo-os

como y(x)1, .., y(x)q, e obtemos a média dessa sequência finita. Notemos que, para todo x ∈ R,

f̄(x) → f(x), quando q → ∞, como já mencionado, pela segunda lei forte dos grandes números

de Kolmogorov (nesse exemplo, poderíamos utilizar também a lei dos grandes números de

Cantelli ou a primeira lei forte dos grandes números de Kolmogorov).

Porém, estamos lidando com métodos iterativos que serão implementados em software

para serem executados em um computador, necessitando que q seja finito a cada iteração e,

ainda mais, que q seja o menor número de iterações necessário para que se tenha uma "boa"

representatividade de f . A título de curiosidade, alocamos nos gráficos 4 e 5, f̄ , f pontualmente

estimado utilizando a igualdade (1.2), no intervalo x ∈ [−2, 2], com q = 100 e q = 1000,

respectivamente, juntamente com o gráfico da função f . Ponderamos que ao aumentarmos q, o

número de amostras, estamos reduzindo a variância de f̄(x) − f(x), para todo x ∈ R, mas não a

tornando nula.

Diante desse cenário, o método numérico que precisamos empregar com o objetivo de

realizar tal tarefa, encontrar a raiz da função (1.1), realizando observações do processo Y , poderá

até ter a estrutura de métodos determinísticos. Contudo, haverá de se ter uma estratégia para

aproximar o valor estimado de f , f̄ , e, consequentemente, definir o número de amostras q, a fim

de se assegurar a convergência para a solução do problema abordado. Para esse caso, utilizar

análises de convergência clássicas de métodos determinísticos não faz sentido, visto que tais

análises requerem a informação exata de f , e não um valor estimado.

Em continuidade, no segundo exemplo, tratamos o problema de otimização formulado

matematicamente por

x∗ = arg min
x∈R

f(x), (1.3)

em que f(x) = E[f̂(x, ξ)], f̂ : R × R → R, ξ é uma variável aleatória (ξ : Ω → R) definida

no espaço de probabilidade (Ω, F ,P) e E[·] é a esperança. Nesse exemplo, adotamos f̂(x, ξ) =

x2 + 2ξ, na qual ξ ∼ N (0, 1) é a distribuição normal padrão. Assim sendo, utilizamos a

propriedade da linearidade da esperança para afirmar que o objetivo é encontrar o mínimo da

função f(x) = x2, realizando observações (amostras) na variável aleatória f̂(x, ξ), dada uma

instância de x.

À primeira vista, quando os valores da função real f estão acessíveis, solucionar numeri-

camente o problema (1.3), por meio de um método iterativo, parece ser uma tarefa simples. Nesse

cenário, é possível empregar métodos de otimização determinísticos consagrados na literatura.
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Considerando as características da função custo f , associada ao problema (1.3), destacamos os

seguintes métodos: bisseção e secante, para a obtenção das raízes da derivada de f ; método de

Newton; método de Brent; e o método da seção áurea. No entanto, o objetivo é determinar o

ponto de mínimo da função custo f , correspondente ao problema de otimização (1.3), dispondo o

método numérico iterativo acesso apenas à variável aleatória f̂(x, ξ), para todo x ∈ R. Tal como

no exemplo anterior, definimos o processo estocástico Y = {Y (x)}x∈R, onde Y (x) = f̂(x, ξ)

para todo x ∈ R.

A título de ilustração, a Figura 6 apresenta um conjunto possível de informações ao qual

o método iterativo pode ter acesso, no domínio x ∈ [−4, 4], com o objetivo de encontrar o ponto

de mínimo da função f . Notemos que, diferentemente da função f ∈ C∞(R), uma realização do

processo estocástico Y , no mesmo intervalo, não é diferenciável em quase todos os pontos. A

Figura 7 evidencia essa diferença entre f , representada pela curva vermelha, e uma realização

do processo Y , em azul, mostrando que a informação disponível ao método numérico iterativo

corresponde a valores de f contaminados por ruído gaussiano. Por fim, a Figura 8 ilustra o

comportamento do processo estocástico Y , no mesmo intervalo, ressaltando que os valores de

Y (x) variam, mesmo com o valor de x mantido fixo.

Assim sendo, de forma análoga ao procedimento adotado para encontrar a raiz da função

no primeiro exemplo, podemos utilizar f̄(x), definido na igualdade (1.2), para estimar f(x),

variando o número de amostras q. As Figuras 9 e 10 ilustram a aproximação de f (curva vermelha)

à medida que aumentamos o número de amostras para computar f̄ (curva azul). Empregamos

q = 100, na Figura 9, e q = 1000, na Figura 10. Como já mencionado, o aumento de q reduz a

variância de f̄(x) − f(x), para todo x ∈ R.

Portanto, assim como no primeiro exemplo, concluímos que as estruturas de métodos

determinísticos podem, de fato, ser aplicadas ao presente caso. Contudo, será necessária uma

nova abordagem matemática nas demonstrações das análises teóricas — como a análise de

convergência e a análise da taxa de convergência — ao se utilizar f̄ , uma vez que as análises

teóricas clássicas assumem o acesso ao valor exato da função f , e não a uma estimativa. Dessa

forma, torna-se necessário recorrermos à natureza estocástica do problema e empregar a teoria da

probabilidade para provarmos que os objetivos propostos nos dois exemplos, apresentados nesta

seção, serão alcançados. Com isso, adentramos ao campo dos métodos estocásticos, destacando

os métodos de Aproximações Estocásticas na próxima seção deste capítulo introdutório.
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Figura 1 – Gráfico da função Y (x) = f̂(x, ξ), definida no intervalo x ∈ [−2, 2], para uma
realização de ξ.
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Fonte: figura do autor.

Figura 2 – Gráfico da função f(x) = E[Y (x)], em vermelho, e gráfico da função Y (x) = f̂(x, ξ),
em azul, definidas no intervalo [−2, 2], para uma realização de ξ.
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Fonte: figura do autor.
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Figura 3 – Gráficos da função f̂(x, ξ), com 5 realizações (observações) de ξ, definidas no inter-
valo [−2, 2].
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Fonte: figura do autor.

Figura 4 – Gráficos das funções f̄(x) =
1

q

∑q
k=1 y(x)k, em azul, com q = 100, e f(x) =

E[Y (x)], em vermelho, definidas no intervalo [−2, 2].
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Fonte: figura do autor.
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Figura 5 – Gráficos das funções f̄(x) =
1

q

∑q
k=1 y(x)k, em azul, com q = 1000, e f(x) =

E[Y (x)], em vermelho, definidas no intervalo [−2, 2].
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Fonte: figura do autor.

Figura 6 – Gráfico da função Y (x) = f̂(x, ξ), definida no intervalo x ∈ [−4, 4], para uma
realização de ξ.
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Fonte: figura do autor.
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Figura 7 – Gráfico da função f(x) = E[Y (x)], em vermelho, e gráfico da função Y (x) = f̂(x, ξ),
em azul, definidas no intervalo [−4, 4], para uma realização de ξ.
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Fonte: figura do autor.

Figura 8 – Gráfico da função f̂(x, ξ) com 2 realizações de ξ no intervalo [−4, 4], em vermelho e
azul.
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Fonte: figura do autor.
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Figura 9 – Gráficos das funções f̄(x) =
1

q

∑q
k=1 y(x)k, em azul, com q = 100, e f(x) =

E[Y (x)], em vermelho, no intervalo [−4, 4].
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Fonte: figura do autor.

Figura 10 – Gráficos das funções f̄(x) =
1

q

∑q
k=1 y(x)k, em azul, com q = 1000, e f(x) =

E[Y (x)], em vermelho, no intervalo [−4, 4].
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Fonte: figura do autor.
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Aspectos Intuitivos do Método de Robbins e Monro

No último exemplo, trataremos da intuição por trás do primeiro método de aproximação

estocástica: o método de Robbins e Monro. Assim como no primeiro exemplo, desejamos

encontrar a raiz da função

f(x) = E[f̂(x, ξ)], (1.4)

com f̂(x, ξ) = x − 1 + tanh(x) + 2ξ e ξ ∼ N (0, 1), a distribuição normal padrão. A Figura

11 ilustra, em azul, a função f . Caso seus valores estivessem disponíveis, poderíamos utilizar

o método de Brent (BRENT, 1971) para encontrar sua raiz, destacando nessa mesma figura a

primeira iteração desse método. Notemos, na Figura 12, que, visualmente, apenas três iterações

do método de Brent são suficientes para se ter uma "boa" aproximação da raiz de f .

Figura 11 – Gráfico da função f(x), destacando uma iteração do Método de Brent em vermelho.
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Fonte: figura do autor.

Contudo, como no primeiro exemplo, definimos o processo estocástico Y = {Y (x)}x∈R,

em que cada variável aleatória é dada por Y (x) = f̂(x, ξ). A Figura 13 ilustra esse processo,

em azul, restrito ao intervalo x ∈ [−2, 2], evidenciando que o método utilizado para encontrar a

raiz da função f — representada em vermelho nessa mesma figura — tem acesso apenas a uma

realização da variável aleatória Y (x), para cada valor fixado de x. Ao aplicarmos o método de

Brent para computar a raiz de f , utilizando a informação proveniente do processo Y , observamos

que suas duas iterações iniciais — representadas nas Figuras 13 e 14, respectivamente — geram

intervalos que contêm o zero da função f . Entretanto, ao analisarmos a terceira iteração do
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método, ilustrada na Figura 15, verificamos que a raiz se encontra fora do intervalo gerado, o que

inviabiliza a convergência para o valor correto de θ, tal que f(θ) = 0. Assim, Robbins e Monro

(ROBBINS; MONRO, 1951) definiram um método iterativo, de natureza estocástica, construído

para lidar com essa situação.

Figura 12 – Gráfico da função f(x), com destaque para três iterações do Método de Brent:
primeira em vermelho, segunda em verde e última em laranja. Notemos que há uma
aproximação da raiz de f em apenas três iterações.
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Fonte: figura do autor.

Visto que dispomos da informação do processo Y , então, dado um ponto x1 ∈ R,

podemos obter uma observação da variável aleatória Y (x1), que denotaremos por y(x1). Assim,

seria razoável supor que o próximo iterando x2 fosse calculado como x2 = x1 − y(x1). De

fato, se x1 estiver à direita da raiz de f , θ, teríamos f(x1) > f(θ), e, portanto, ao assumir que

y(x1) ≈ f(x1) implicaria em x2 < x1. Uma análise análoga vale para o caso em que x1 < θ.

Contudo, temos acesso à Y (x1) = f(x1)+ξ, que pode resultar em y(x1) < f(θ) e, ao aplicarmos

x2 = x1 − y(x1), causar um distanciamento de x2 em relação a θ. Incidente análogo poderia

ocorrer quando y(x1) ≫ f(x1), ocasionando um distanciamento de x2 em relação ao ponto θ,

pela sua esquerda. A título de curiosidade, definimos o processo iterativo xk+1 = xk − y(xk)

para todo k ≥ 1, com x1 = 1,5 para 100 iterações, apresentando as últimas 10 iterações na

Figura 16, acentuando que: a função f está representada em vermelho; os valores f(xk), em

azul; e y(xk), em verde. Notemos que estes valores ficam alternando entre o primeiro e terceiro

quadrante devido à distribuição de ξ.
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Figura 13 – Gráfico da função f(x), em vermelho, e gráfico da função f̂(x, ξ), em azul, para
uma realização de ξ, destacando a primeira iteração do método de Brent, em amarelo,
para a função f̂(x, ξ).
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Fonte: figura do autor.

Figura 14 – Gráfico da função f(x), em vermelho, e gráfico da função f̂(x, ξ), em azul, para
uma realização de ξ, destacando a segunda iteração do método de Brent, em amarelo,
para a função f̂(x, ξ).
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Capítulo 1. Introdução 24

Figura 15 – Gráfico da função f(x), em vermelho, e da função f̂(x, ξ), em azul, para uma
realização de ξ, com destaque para a terceira iteração do método de Brent, em
amarelo, aplicada à função f̂(x, ξ). Note que a raiz de f está fora do intervalo
considerado nas iterações seguintes, o que inviabiliza a utilização desse método para
o objetivo estabelecido.
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Figura 16 – Método de Robbins e Monro
(
xk+1 = xk − aky(xk)

)
, considerando a sequência

ak = 1 para todo k ≥ 1. Foram executadas 100 iterações, sendo as últimas 10,
apresentadas neste gráfico. A função f está representada em vermelho; os valores
f(xk), em azul; e y(xk), em verde. O ponto inicial adotado é x1 = 1,5.
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Fonte: figura do autor.
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Portanto, buscamos atenuar esses casos por meio de um fator de correção ak, definindo

xk+1 = xk − aky(xk), ainda que essa constante possa atrapalhar em algumas situações —

especialmente quando y(xk) está próximo de f(xk), valor que não está acessível. Dessa forma, é

definido o método iterativo de Robbins e Monro. Dado x1 ∈ R, o método gera uma sequência

{xk}k≥1 tal que:

xk+1 = xk − aky(xk), (1.5)

em que {ak}k≥1 é uma sequência de números reais positivos, que visa assegurar a convergência

para o valor correto de θ, sem necessitar da informação a priori da função f .

Assim, ilustramos na Figura 17 os valores das 10 últimas iterações do método de Robbins

e Monro, definido em (1.5), utilizando a sequência {ak}k≥1 dada por ak =
1

k2
, para todo k ≥ 1.

O ponto inicial adotado é x1 = 1,5. Na figura, a função f está representada em vermelho; os

valores f(xk), em azul; e y(xk), em verde, sendo possível concluir a convergência prematura do

método para um valor diferente de θ, raiz da função f .

Figura 17 – Método de Robbins e Monro
(
xk+1 = xk − aky(xk)

)
, considerando a sequência

ak =
1

k2
para todo k ≥ 1. Foram executadas 100 iterações, sendo as últimas 10,

apresentadas neste gráfico. A função f está representada em vermelho; os valores
f(xk), em azul; e y(xk), em verde. Notamos a convergência prematura do método
Robbins e Monro ao escolhermos essa sequência {ak}k≥1. O ponto inicial adotado é
x1 = 1,5.
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Fonte: figura do autor.

Dessa forma, notamos que a sequência {ak}k≥1 deve ser escolhida de modo a evitar

termos demasiadamente pequenos, a fim de que sua convergência a zero não ocorra de forma
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muito acelerada, o que ocasionaria uma convergência prematura do método iterativo definido em

(1.5). Então, a fim de contornar esse problema, Robbins e Monro estabeleceram que a sequência

{ak}k≥1 deveria ser escolhida de modo que
∑

k≥1

ak = ∞ e
∑

k≥1

a2
k < ∞, (1.6)

com o objetivo de controlar a velocidade de convergência a zero e impedindo que a convergência

para valores distintos da raiz da função f ocorra. Em particular, ao impor a condição
∑

k≥1 a2
k <

∞, estamos controlando a variação da trajetória do processo iterativo em direção ao ponto

desejado.

As Figuras 18 e 19 ilustram, respectivamente, as 10 iterações iniciais e as 10 finais do

método de Robbins e Monro, considerando a sequência {ak}k≥1 definida por ak =
1

k
, para todo

k ≥ 1, satisfazendo as condições apresentadas em (1.6). Para essas figuras, foram executadas

100 iterações, sendo a função f representada em vermelho, os valores f(xk) em azul e y(xk)

em verde. Percebamos, por meio da Figura 18, que com apenas 10 iterações temos f(x10) ≈ 0,

apesar de y(x10) ainda estar afastado de zero, como destacado na figura. No entanto, nada se

pode afirmar sobre a convergência do método ao valor de θ com base apenas nessas primeiras

iterações. Já na Figura 19, observamos a convergência a esse valor, visto que todos os 10 últimos

valores de f(xk) estão próximos da raiz de f . Mais uma vez, nota-se que os valores de y(xk),

nas iterações finais, permanecem significativamente afastados de f(θ), embora sejam justamente

esses os utilizados no cálculo de xk+1, cujo objetivo é aproximar o valor de θ.

Figura 18 – Método de Robbins e Monro
(
xk+1 = xk − aky(xk)

)
, considerando a sequência

ak =
1

k
para todo k ≥ 1. Foram executadas 100 iterações, sendo as primeiras 10,

apresentadas neste gráfico. A função f está representada em vermelho; os valores
f(xk), em azul; e y(xk), em verde. O ponto inicial adotado é x1 = 1,5.
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Fonte: figura do autor.
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Figura 19 – Método de Robbins e Monro
(
xk+1 = xk − aky(xk)

)
, considerando a sequência

ak =
1

k
para todo k ≥ 1. Foram executadas 100 iterações, sendo as últimas 10,

apresentadas neste gráfico. A função f está representada em vermelho; os valores
f(xk), em azul; e y(xk), em verde. Notamos movimento contrário a localização da
raiz de f , indicando divergência ao adotar ak negativo para todo k ≥ 1. O ponto
inicial adotado é x1 = 1,5.
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Fonte: figura do autor.

Por fim, salientamos que, na próxima seção, são apresentados os principais estudos

acerca dos métodos de Aproximações Estocásticas.

Os Métodos de Aproximações Estocásticas

O primeiro método de aproximação estocástica foi introduzido por Robbins e seu aluno

de doutorado, Monro, em 1951 (ROBBINS; MONRO, 1951), sendo um método iterativo para

encontrar a raiz da função f : R → R, utilizando medidas (observações) ruidosas de f . Ou seja,

para cada x ∈ R, realizamos a medida (observação) de uma variável aleatória Y (x) = f(x) + ξx,

em que {ξx}x∈R é um processo estocástico tal que f(x) = E[Y (x)]. Assumimos que há um

espaço de probabilidade definido por (Ω, F , P) e E[Y (x)] é a esperança da variável aleatória

Y (x).

Dado x1 ∈ R, buscamos encontrar θ ∈ R tal que f(θ) = 0, realizando iterativamente

medições (observações) de Y (Xk), em que Xk é uma variável aleatória definida por: X1 = x1

q.c. e para todo k ≥ 1 é definida uma sequência de variáveis aleatórias {Xk}k≥1 tal que

Xk+1 = Xk − akY (Xk), (1.7)
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em que {ak}k≥1 é uma sequência real positiva, que deve satisfazer

∑

k≥1

ak = ∞ e
∑

k≥1

a2
k < ∞, (1.8)

a fim de que tenhamos convergência do processo estocástico {Xk}k≥1. Esse método é autocorre-

tivo, o que significa que o ruído tende a ser atenuado ao longo das iterações, com a convergência

para o valor desejado garantida sob as condições da sequência {ak}k≥1. Em média, o movimento

será na direção correta, não havendo ponto fixo diferente da solução almejada. Um exemplo

de sequência {ak}k≥1, que satisfaz a Condição (1.8), é ak = b
k

para todo k ≥ 1 e b ∈ R+. Um

outro ponto de atenção é que a distribuição de ξx, para todo x ∈ R, não é conhecida; entretanto,

para as provas de convergência, realizadas em (ROBBINS; MONRO, 1951), (BLUM, 1954a),

(DVORETSKY, 1955) e (GLADYSHEV, 1965), deve satisfazer certas hipóteses.

Analisando a Condição (1.8) para a sequência real positiva {ak}k≥1, temos, como con-

sequência direta, que ak → 0 quando k → ∞. Todavia, ao exigirmos que
∑

k≥1 ak = ∞,

impomos que essa convergência a zero não ocorra de forma muito rápida, o que ocasiona uma

convergência prematura do processo iterativo e faz com que não seja possível alcançar o ponto

desejado θ. Portanto, será a condição da série ser divergente que atestará a convergência do

método numérico iterativo ao ponto θ. Por outro lado, ao requisitarmos que
∑

k≥1 a2
k < ∞,

estamos controlando a variação da trajetória do processo iterativo ao ponto desejado, mesmo que

as variáveis do processo estocástico {ξx}x∈R sejam autocorrelacionadas (LAI; YUAN, 2021).

Dessa forma, ao solucionarmos o primeiro exemplo da seção anterior, utilizando o método

de aproximação estocástica de Robbins e Monro, definindo x1 = 20, a1 = 1 e ak =
5

k log k
para

todo k > 1, o número de iterações igual a 500 e o número de rodadas de execução desse método

igual a 1000, temos a média e o desvio padrão do último iterando das rodadas de execução igual

a 1,61E−3 e a 88,1E−3, respectivamente.

Enfim, devemos apontar que o método de Robbins e Monro, que é estocástico, possui

como análogos determinísticos, os métodos de ponto fixo, no qual podemos citar os métodos de

Newton-Raphson ou Gradiente (BERTSEKAS, 1997).

Kiefer e Wolfowitz (KIEFER; WOLFOWITZ, 1952), baseando-se no método de Robbins

e Monro (ROBBINS; MONRO, 1951), propuseram um método iterativo estocástico para estimar

o máximo de uma função f : R → R, utilizando apenas medidas pontuais ruidosas de f(x), dadas

por Y (x) = f(x)+ξx, para todo x ∈ R. Eles trataram problemas de otimização unidimensionais,

unimodais e sem restrições (FLETCHER, 1987) e (NOCEDAL; WRIGHT, 2006b), formulados

como:
max f(x)

s.t. x ∈ R
; (1.9)

em que a função objetivo f : R → R é definida por f(x) = E[Y (x)]. Então, Kiefer e Wolfowitz

propuseram um método iterativo que, dado x1 ∈ R, gera recursivamente uma sequência de
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variáveis aleatórias {Xk}k≥1, tal que X1 = x1 e, para todo k ≥ 1,

Xk+1 = Xk + ak

(
Y (Xk + cn) − Y (Xk − cn)

cn

)
, (1.10)

em que {ak} e {ck} são sequências reais positivas satisfazendo:

ck → 0,
∑

k≥1

ak = +∞,
∑

k≥1

akck < +∞,
∑

k≥1

a2
kc−2

k < +∞; (1.11)

a fim de solucionar o problema de otimização (1.9). Na equação (1.10), o termo

Y (Xk + cn) − Y (Xk − cn)

cn

(1.12)

equivale a uma aproximação por diferenças finitas centrais da derivada da função f , com o

incremento da diferença finita na variável x igual a cn. Diferentemente dos algoritmos análogos

de otimização determinística, cn não deve iniciar com valor pequeno; deve começar com uma

magnitude relativamente grande, quando comparado ao análogo determinístico, o que assegura

uma probabilidade razoável de os passos iniciais em (1.10) serem direcionados para o ponto de

máximo. Assim, como no método de aproximação estocástica de Robbins e Monro, torna-se

necessário adotar certas hipóteses sobre as distribuições da família {Y (x)}x∈R, para que seja

possível estabelecer as demonstrações de convergência do procedimento de otimização, como

se verifica na demonstração de convergência em L2 apresentada por (KIEFER; WOLFOWITZ,

1952) e, quase certamente, por (BLUM, 1954a).

Desse modo, empregando o método de aproximações estocásticas de Kiefer e Wolfowitz

a fim de solucionar o segundo exemplo da seção anterior, definindo ak =
1

k
e ck =

5

k
1

3

para todo

k ≥ 1, o número de iterações igual a 200 e o número de rodadas de execução desse método

igual a 1000. Então, encontramos a média e o desvio padrão do último iterando das rodadas de

execução igual a 246E−6 e 13,56E−3, respectivamente.

Em 1954, Julius Blum (BLUM, 1954b) abordou os problemas mencionados acima para

os casos multidimensionais, ou seja, f : R
n −→ R, definida por f(x) = E[Y (x)], em que

{Y (x)}x∈Rn é um conjunto de variáveis aleatórias, indexado pelo espaço R
n. Para tratar o

problema de maximização da função f , Blum propôs utilizar a versão multivariada da iteração

(1.10), em que cada componente do gradiente é aproximado por uma versão em diferenças

progressivas, ao invés de diferenças centrais (1.12).

Ruppert (RUPPERT, 1985), em 1985, desenvolveu uma versão estocástica do método

determinístico de Newton-Raphson, a fim de encontrar as raízes da função F : Rn −→ R
m,

realizando iterativamente observações dessa função F na presença de incertezas (ruído). Seguindo

a cronologia do desenvolvimento dos métodos de aproximações estocásticas, em 1992, James

Spall (SPALL, 1992) apresenta o método das perturbações simultâneas (SPSA - Simultaneous

Pertubation Stochastic Approximation), projetado para solucionar numericamente o problema de

otimização em alta dimensão e na presença de ruído. A principal diferença do método SPSA e
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da versão multidimensional do método de Kiefer e Wolfowitz, desenvolvida por Julius Blum

(BLUM, 1954b), reside na estimativa (aproximação) do gradiente da função f : este último

método requer mais observações sobre o processo estocástico {Y (x)}x∈Rn do que o primeiro,

para estimar o gradiente da função f .

Em seguida, como uma alternativa estocástica aos métodos de regiões de confiança

determinísticos (CONN; GOULD; TOINT, 2000), que têm como funcionalidade principal

a capacidade de utilizar a curvatura negativa em aproximações Hessianas, potencialmente

desviando das vizinhanças dos pontos de sela, os quais podem causar a convergência prematura

ou desacelerar significativamente a convergência de outros métodos determinísticos que utilizam

busca em linha (DAUPHIN et al., 2014), Chang et al, em 2013, no artigo (CHANG; HONG;

WAN, 2013) desenvolveram o método de região de confiança estocástico. Posteriormente, Chen

et al. (CHEN; MENICKELLY; SCHEINBERG, 2018) provaram a convergência quase certa para

um ponto estacionário de primeira ordem.

Overview das Análises de Convergência dos Métodos de Aproximações

Estocásticas

Uma minuciosa abordagem sobre os métodos de aproximações estocásticas é fornecida

no livro (RUSTAGI, 2014), sendo nosso principal objetivo, nessa seção, apontar os principais

desenvolvimentos na área, relacionados às análises de convergência dos métodos de aproximações

estocásticas. Além disso, destacaremos qual a metodologia iremos adotar para as demonstrações

de convergência e análises de taxa de convergência realizadas nos Capítulos 3 e 4.

Robbins e Monro demonstraram, no artigo (ROBBINS; MONRO, 1951), que a sequência

{Xk}k≥1 definida na equação (1.7) converge em L2 e, consequentemente, em probabilidade,

para o ponto desejado θ, tal que f(θ) = 0. Seguindo a mesma linha de demonstração, Kiefer e

Wolfowitz solucionaram o problema de otimização (1.9), provando que E(Xk − θ)2 converge

para zero quando k → ∞, utilizando as hipóteses sobre as séries {ak} e {ck} definidas em

(1.11).

Em 1954, Julius R. Blum (BLUM, 1954b) expande os problemas de aproximações esto-

cásticas unidimensionais, realizadas pelos autores anteriores, para os casos multidimensionais,

provando a convergência quase certa para a solução do problema de otimização (4.91) e para o

problema de encontrar as raízes de uma função F : Rn → R
m sob a presença de observações

com ruído. É importante ressaltar que Blum, no artigo (BLUM, 1954a), restrito aos casos unidi-

mensionais, utilizou hipóteses menos restritivas do que os primeiros autores utilizaram em 1951

e 1952, para demonstrar as convergências quase certas desses métodos.

Contudo, um marco para os métodos de aproximações estocásticas, que engloba os méto-

dos de Robbins/Monro e Kiefer/Wolfowitz, foi realizado por Aryeh Dvoretzky (DVORETSKY,

1955). Este autor provou a convergência quase certa e em L2 de uma classe de métodos de
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aproximações estocásticas, em que os métodos citados até então, pertencem a essa classe. Esse

resultado é conhecido como o "teorema de aproximação de Dvoretzky", que foi expandido

em 1986, no artigo (DVORETZKY, 1986). O principal objetivo desse artigo foi provar a con-

vergência em L2 e quase certamente dos métodos de aproximações estocásticas definidos em

espaços de Hilbert em geral, permitindo tratar o caso em que o ponto procurado se desvia à

medida que as observações são realizadas. Diferentes provas e interpretações foram apresentadas

para o "teorema de aproximação de Dvoretzky", podendo citar (DERMAN; SACKS, 1959) e

(VENTER, 1966).

Em 1971, Robbins e Siegmund, no artigo "A convergence theorem for non negative

almost supermartingales and some applications"(ROBBINS; SIEGMUND, 1971), introduziram

uma propriedade para sequência de variáveis aleatórias, denominada "quase supermartingale não

negativo", e apresentaram um teorema de convergência em conjuntos, que tornou o teorema de

aproximação de Dvoretzky um corolário desse teorema. As contribuições de Robbins e Siegmund

são descritas no Capítulo 2 e são amplamente utilizadas para as demonstrações de convergência

quase certa e análises da taxa de convergência dos métodos de gradiente conjugado linear e não

linear estocásticos, propostos nos Capítulos 3 e 4, respectivamente.

Por sua vez, em 1989, Tze Lai (LAI, 2006), utilizando o seu conhecimento de função

de Lyapunov estocástica, que herda a propriedade de ser um supermartingale da dinâmica do

sistema estocástico original, propôs o conceito de funções de Lyapunov estocásticas estendidas.

A ideia por trás desse novo conceito é obter maior flexibilidade ao não insistir na propriedade

de ser um quase supermartingale não negativo a fim de garantir a convergência quase certa da

sequência estocástica obtida.

Aplicação dos Métodos de Aproximação Estocástica

Com a finalidade de justificar a importância atual dos estudos nos métodos de apro-

ximações estocásticas no ramo da engenharia e computação, no artigo (LAI; YUAN, 2021),

Tze Lai e Hongsong Yuan citam a aplicação desses métodos estocásticos a: análise de séries

temporais (YIN; ZHU, 1992); inteligência artificial (WOUWER; RENOTTE; REMY, 1999);

aprendizado de máquina profundo; aprendizado por reforço (reinforcement learning); proces-

samento de imagens; otimização estocástica (BRENNAN; ROGERS, 1995), (WARDI, 1988),

(STYBLINSKI; TANG, 1990); controle adaptativo (MAEDA; FIGUEIREDO, 1997); otimização

online; identificação de parâmetros de sistemas dinâmicos lineares e não lineares (MACCHI;

EWEDA, 1983).
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Propostas de Métodos de Aproximações Estocásticas - Os

Métodos de Gradiente Conjugado Estocásticos

Em vista dessa breve cronologia e descrição dos métodos de aproximações estocásticas,

apresentamos, primeiramente, um método de gradiente conjugado linear estocástico a fim de

solucionar numericamente a equação linear estocástica Ax = E[bx] para x ∈ R
n, na qual

A ∈ R
n×n é uma matriz simétrica definida positiva e E[bx] é a esperança de um vetor aleatório

bx. Resolver essa equação é equivalente a solucionar o problema de minimização da função

quadrática estocástica f(x) =
1

2
xT Ax − xT E[bx]. Então, o método proposto fundamenta-se em

etapas iterativas de aplicação do método de gradiente conjugado linear clássico (NOCEDAL;

WRIGHT, 2006a), utilizando como resíduo Ax − E[bx], com o tamanho de passo controlado por

uma sequência real positiva decrescente {αk}k≥0 escolhida de forma apropriada.

Assim, devemos observar que não precisamos aproximar o resíduo (gradiente) pelo mé-

todo das diferenças finitas, como o realizado em (BLUM, 1954b), o que reduz consideravelmente

o número de avaliações da função f , à medida que aumentamos a dimensão (n) do problema

de otimização. Por exemplo, se o método utilizasse o esquema de diferenças centrais, haveria a

necessidade de 2n avaliações da função f . Se empregasse o esquema de diferenças para frente,

n + 1 avaliações da função f . Mostramos que o método proposto converge quase certamente

para a solução do problema e, além disso, demonstramos que, ao escolhermos uma sequência

{αk}k≥0 específica, conseguimos que a taxa de convergência seja de O

(
1

k log k

)
. Superando a

taxa de convergência máxima do método de Robbins e Monro multidimensional, que é O

(
1

k

)

para essa classe de problemas (NEMIROVSKI et al., 2009).

A seguir, propomos o método do gradiente conjugado não linear estocástico, funda-

mentado no método do gradiente conjugado não linear determinístico proposto em (HAGER;

ZHANG, 2005), a fim de solucionar o problema de otimização estocástico, formulado por:

x∗ = arg min
x∈Rn

f(x); (1.13)

em que f(x) = E[g(x, ξ)], g : R
n × R → R, ξ é uma variável aleatória. Para as análises

de convergência quase certa e taxa de convergência desse método proposto, utilizamos como

referências (BLANCHET et al., 2019) e (PAQUETTE; SCHEINBERG, 2020) a fim de construir-

mos uma sequência de variáveis aleatórias que seja um quase supermartingale não negativo e,

assim, podermos utilizar suas propriedades para realizarmos as análises citadas. Encontramos

que a taxa de convergência assintótica é O

(
1

ϵ

)
, no qual ϵ é a precisão da norma do gradiente

(∥∇f(x)∥ < ϵ) que se deseja alcançar.

Diferentemente do método do gradiente conjugado linear estocástico, o método não

linear estocástico proposto exige, para as análises de convergência e taxa de convergência, que as

estimativas do gradiente e da função f sejam próximas dos valores reais nos pontos gerados pelo
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método desenvolvido, sendo essa noção de “proximidade” definida na Seção 4.2. Dessa forma,

temos uma contrapartida ("trade-off ") ao perdermos a linearidade do problema de otimização

estocástico, que é ter que assegurar boa representatividade do gradiente e da função f .

Para finalizar, mostramos uma aplicação interessante de como o método do gradiente

conjugado não linear estocástico apresentado pode ser aplicado para demonstrar a convergência

de problemas de otimização determinísticos, empregando a busca em linha atendendo à condição

de Armijo (ARMIJO, 1966). Esse resultado é mais forte que a demonstração de convergência

realizada em (HAGER; ZHANG, 2005), a qual exige que a busca em linha satisfaça a condição

de Wolfe (NOCEDAL; WRIGHT, 2006b).

Estrutura do Trabalho

O presente trabalho encontra-se dividido em cinco capítulos, a saber:

• Introdução - abrangemos os principais métodos de aproximações estocásticas e desenvol-

vimentos teóricos dessa área, além de apresentarmos os métodos de gradiente conjugado

linear e não-linear estocásticos desenvolvidos neste trabalho.

• Fundamentos Matemáticos - apresentamos os fundamentos matemáticos da teoria de quase

supermartingales não negativos e fornecemos duas aplicações, não presentes na literatura,

para a demonstração da convergência quase certa do método de Robbins e Monro e Kiefer

e Wolfowitz utilizando esses fundamentos.

• O Gradiente Conjugado Linear Estocástico - propomos um método de gradiente conju-

gado linear estocástico, demonstrando a convergência quase certa à solução do problema

quadrático estocástico e realizando a análise da taxa de convergência desse novo método.

Além disso, realizamos experimentos numéricos com a finalidade de mostrar que o método

desenvolvido é promissor quando comparado ao método de Robbins e Monro.

• O Gradiente Conjugado Não-Linear Estocástico - desenvolvemos o método do gradiente

conjugado não linear estocástico e, similarmente ao capítulo anterior, demonstramos a con-

vergência quase certa e a análise da taxa de convergência desse método. Adicionalmente,

apresentamos uma aplicação do método desenvolvido e experimentos numéricos.

• Conclusões e Considerações Finais - realizamos as observações e reflexões finais para

encerrarmos este trabalho.

Contribuições da Tese de Doutorado

Destacamos, a seguir, as principais contribuições desta tese de doutorado, organizadas

por capítulo.
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• Fundamentos Matemáticos - Realizamos uma demonstração completa do Teorema 1 e do

Teorema 2 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971) e apresentamos uma aplicação do primeiro

teorema na demonstração da convergência quase certa de (sub)martingales. Com relação

ao Teorema 2 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971), apresentamos um contraexemplo que

mostra que não se pode assegurar que o limite de uma sequência aleatória {Zn}n≥1 seja

finito quase certamente ao considerarmos as hipóteses desse teorema. Em seguida, tendo

em vista que os autores de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971) utilizam a propriedade de

martingale local para demonstrar o Teorema 1 e também a utilizam para demonstrar a

Proposição 1 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971), neste trabalho, construímos o Teorema

2.1.4, baseado na definição de processo parado, o que torna a prova da Proposição 1

do artigo (ROBBINS; SIEGMUND, 1971) uma aplicação desse teorema. Dessa forma,

desenvolvemos uma prova mais simples, visando sanar a não intuitividade presente na

demonstração da Proposição 1 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971). A partir desta pro-

posição, construímos uma demonstração simples e completa da Proposição 2 do mesmo

trabalho, cuja prova foi fornecida pelos autores apenas em forma de esboço. Por fim,

com base nas propriedades de quase-supermartingales não negativos, apresentamos duas

aplicações não reportadas na literatura que estabelecem a convergência quase certa dos

métodos de Robbins–Monro e Kiefer–Wolfowitz.

• O Gradiente Conjugado Linear Estocástico - Desenvolvemos o Algoritmo 1, presente neste

capítulo, que denominamos de o método do Gradiente Conjugado Linear Estocástico, o

qual é baseado no método determinístico de Fletcher-Reeves (NOCEDAL; WRIGHT,

2006a). Além disso, os Teoremas 3.1.2 e 3.1.3, elaborados por nós, estabelecem a análise

de convergência quase certa para o método proposto no Algoritmo 1, juntamente com suas

respectivas demonstrações. Por fim, desenvolvemos a análise da taxa de convergência,

realizada no Teorema 3.2.1, que afirma que essa taxa é da ordem O

(
1

k log k

)
para o

método construído neste capítulo. Ressaltamos que os desenvolvimentos citados, e.g.

Algorítimo 1 e Teoremas 3.1.2, 3.1.3 e 3.2.1 são contribuições inéditas na literatura.

• O Gradiente Conjugado Não-Linear Estocástico - Construímos o Algoritmo 2, que chama-

mos de o método do Gradiente Conjugado Não Linear Estocástico, tendo como referência

determinística o método de Hager e Zhang (HAGER; ZHANG, 2005). Os lemas, pro-

posições, teorema e corolários das Seções 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5, assim como as respectivas

demonstrações, são contribuições legitimas desta tese de doutorado. Esse arcabouço mate-

mático tem por finalidade apresentar: as análises de convergência quase certa e taxa de

convergência; aplicação teórica; experimento numérico; para o método desenvolvido no

Algoritmo 2.



35

2 Fundamentos Matemáticos

Iniciamos o presente capítulo, na Seção 2.1, apresentando os fundamentos matemáticos da teoria

de quase supermartingales não negativos, utilizada extensivamente para a demonstração da

convergência quase certa e para a análise da taxa de convergência dos métodos de gradiente

conjugado estocásticos, desenvolvidos nos Capítulos 3 e 4. Na seção seguinte, fornecemos

duas aplicações do Teorema 2.1.1, na demonstração de convergência quase certa dos métodos

de Robbins e Monro e de Kiefer e Wolfowitz. Enfatizamos que a demonstração apresentada

para este método contempla o caso multidimensional, visto que na literatura não se tem tal

demonstração utilizando os conceitos abordados na Seção 2.1.

2.1 Quase Supermartingales Não Negativos

Robbins e Siegmund (ROBBINS; SIEGMUND, 1971) apresentaram a propriedade de

quase supermartingale não negativo, tornando-a uma poderosa ferramenta para a prova de

convergência de sequências e séries aleatórias em um conjunto específico, como pode ser aferido

no Teorema 2.1.1. Assim, este capítulo inicia com a definição de uma sequência de variáveis

aleatórias para que esta seja um quase supermartingale não negativo.

Definição 1 ((ROBBINS; SIEGMUND, 1971)). Sejam (Ω, F , P) um espaço de probabilidade

e {Fn}n≥1 uma filtração deste espaço de probabilidade, i.e. F1 ⊆ F2 ⊆ F3 ⊆ ..., sendo

que a σ-álgebra Fn ⊆ F para todo n ≥ 1. Se para cada n ≥ 1, existem variáveis aleatórias

não-negativas Zn, βn, ξn e δn, Fn-mensuráveis, tais que

E(Zn+1|Fn) ≤ Zn(1 + βn) + ξn − δn. (2.1)

Então, dizemos que {Zn}n≥1 é um quase supermartingale não negativo.

Observamos que E(Zn+1|Fn) está bem definida, pois Zn é uma variável aleatória não

negativa para todo n ≥ 1, utilizando a definição da esperança condicional dada uma σ-álgebra.

Em seguida, apresentamos o principal teorema da seção de (ROBBINS; SIEGMUND,

1971), Teorema 2.1.1, que é utilizado para as análises de convergência quase certas e análises

da taxa de convergência de métodos de aproximações estocásticas, entre os quais podemos

citar o método do gradiente conjugado linear estocástico, apresentado no próximo capítulo, e o

método do gradiente conjugado não linear estocástico, no Capítulo 4. Além disso, os autores

do artigo citado fornecem uma série de aplicações desse teorema, podendo ser destacadas as

demonstrações de convergência quase certa do método de aproximação estocástica de Robbins e

Monro (ROBBINS; MONRO, 1951), nas aplicações 2 e 3 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971), e

a demonstração simplificada do Teorema de Aproximação de Dvoretzky (DVORETSKY, 1955)
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restrita à análise de convergência quase certa, na aplicação 4 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971).

Como já mencionado no Capítulo 1, o teorema de Dvoretzky prova a convergência quase certa e

em L2 de uma classe de métodos de aproximações estocásticas, que englobam os métodos de

aproximações estocásticas.

A demonstração do Teorema 2.1.1 está presente nas páginas 234 e 235 de (ROBBINS;

SIEGMUND, 1971), entretanto, iremos detalhar essa demonstração, apresentando etapas da

demonstração omitidas e afirmações não certificadas.

Teorema 2.1.1 (Teorema 1 do artigo (ROBBINS; SIEGMUND, 1971)). Sejam {Zn}n≥1, {βn}n≥1,

{ξn}n≥1 e {δn}n≥1 sequências de variáveis aleatórias satisfazendo a Definição 1. Então, no

conjunto

A =




∑

n≥1

βn < ∞,
∑

n≥1

ξn < ∞


 ,

temos que

C1) limn Zn existe e é finito quase certamente;

C2)
∑

n δn < ∞ q.c.

Demonstração. Temos que o conjunto A ∈ F está definido como

A = {
∑

n≥1

βn < ∞,
∑

n≥1

ξn < ∞}.

Definamos as sequências de variáveis aleatórias {Z ′
n}n≥1, {ξ′

n}n≥1 e {δ′
n}n≥1, tais que:

Z ′
n = Zn

n−1∏

j=1

(1 + βj)
−1

,

ξ′
n = ξn

n∏

j=1

(1 + βj)
−1

,

e

δ′
n = δn

n∏

j=1

(1 + βj)
−1

.

Então, para todo n ≥ 1, Z ′
n, ξ′

n e δ′
n são variáveis aleatórias não negativas, Fn-mensuráveis, que

satisfazem a relação

E(Z ′
n+1|Fn) ≤ Z ′

n + ξ′
n − δ′

n.

Em seguida, notemos que no evento A, temos

∑

n≥1

ξ′
n ≤

∑

n≥1

ξn < ∞,
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pois, pela definição de ξ′
n, fazemos o uso de que ξ′

n ≤ ξn para todo n ≥ 1. Além disso, definindo,

para todo n ≥ 1,

µn = Z ′
n −

n−1∑

k=1

(ξ′
k − δ′

k) , (2.2)

e, para algum a ∈ N,

τa = inf{n :
n∑

k=1

ξ′
k > a},

é tempo de parada com relação à filtração {Fn}n≥1.

Ademais, afirmamos que o processo parado {µτa∧n}n≥1 é um supermartigale, pois

E(µτa∧n+1|Fn) = µτa
I{τa≤n} + E(µn+1I{τa>n}|Fn)

= µτa
I{τa≤n} + E(µn+1|Fn)I{τa>n}

≤ µτa∧n,

visto, pela definição de µn, ser válida a desigualdade:

E(µn+1|Fn) = E(Z ′
n+1 −

n∑

k=1

(ξ′
k − δ′

k) |Fn)

= −
n∑

k=1

(ξ′
k − δ′

k) + E(Z ′
n+1|Fn)

≤ Z ′
n −

n−1∑

k=1

(ξ′
k − δ′

k)

= µn.

Por fim, para concluirmos que {µτa∧n}n≥1 é um supermartingale, precisamos mostrar que

E(µ−
τa∧n) < ∞ para todo n ≥ 1 (página 11 de (CHOW; ROBBINS; SIEGMUND, 1991)), que é

satisfeito, uma vez que

E(µ−
τa∧n) ≤ a para todo n ≥ 1.

Portanto, o processo parado {µτa∧n}n≥1 é um supermartingale.

Imediatamente, notemos que para todo n ≥ 1,

n∧τa−1∑

k=1

ξ′
k ≤ a =⇒ −

n∧τa−1∑

k=1

ξ′
k ≥ −a,

resultando em supn E(µ−
τa∧n) ≤ a. Portanto, utilizando o Teorema de Convergência de Martinga-

les, Teorema 2.1 de (CHOW; ROBBINS; SIEGMUND, 1991), obtemos que

lim
n→∞

µτa∧n existe e é finito q.c.

Inclusive, limn µn existe e é finito q.c. no conjunto

{τa = ∞} =

{ ∞∑

1

ξ′
n ≤ a

}
, (2.3)
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sendo a igualdade de eventos (2.3) válida para todo a ∈ N e, consequentemente
{ ∞∑

n=1

ξ′
n ≤ a

}
↑
{ ∞∑

n=1

ξ′
n < ∞

}
, quando a −→ ∞.

Então, lim µn existe e é finito quase certamente em {∑∞
n=1 ξ′

n < ∞}. Contudo, reescrevendo a

definição de µn, equação (2.2), temos

µn = Z ′
n −

n−1∑

k=1

ξ′
k +

n−1∑

k=1

δ′
k,

implicando que, no evento {∑n≥1 ξ′
n < ∞}, que contém {∑n≥1 ξn < ∞},





lim Z ′
n existe e é finito q.c.

∑
n≥1 δ′

n < ∞ q.c.
,

pois, {Z ′
n}n≥1 e {δ′

n}n≥1 são sequências de variáveis aleatórias não negativas.

Reescrevendo a definição de Z ′
n como

Zn = Z ′
n

n−1∏

k=1

(1 + βk),

e, sabendo que
∑

n≥1 βn < ∞ q.c. (o que implica em
∏

n≥1(1 + βk) < ∞ q.c.), resulta que

limn→∞ Zn existe e é finito quase certamente. Por outro lado, reescrevendo a definição de δ′
n

como

δn = δ′
n

n−1∏

k=1

(1 + βk) ≤ δ′
n

∞∏

k=1

(1 + βk),

e, tomando o somatório em n, podemos afirmar que

∑

n≥1

δn ≤
∞∏

k=1

(1 + βk)
∑

n≥1

δ′
n < ∞ q.c.,

pois,
∑

n≥1 δ′
n < ∞ e, como observado anteriormente,

∏∞
k=1(1 + βk) < ∞ (no evento A, temos

∑
n≥1 βn < ∞).

Sendo assim, concluímos a prova desse teorema que, no evento A:

• limn Zn existe e é finito q.c.;

•
∑

n δn < ∞ q.c.

Observamos que na demonstração acima, provamos que o processo parado {µτa∧n}n≥1

é um supermartingale, utilizando o tempo de parada τa, com a ∈ N. Ademais, {µn}n≥1 é um

(super)martingale local (GALL, 2016), tendo a sequência de tempos de parada {τa ∧ a}a≥1 como

seu redutor.

A fim de exemplificar uma aplicação do Teorema 2.1.1, demonstrado acima, provamos o

Teorema da convergência quase certa de martingales.
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Exemplo 2.1.2 (Teorema da convergência quase certa de (sub)martingales). Seja {Xn}n≥1 um

submartingale com

sup
n

EX+
n < ∞.

então lim Xn existe quase certamente.

Demonstração. A fim de provar que {Xn}n≥1 converge quase certamente é suficiente mostrar

que limn max{Xn, a} converge quase certamente para todo a ∈ R. Nessa demonstração, estamos

considerando a filtração natural de {Xn}n≥1.

Dado a ∈ R, definamos uma sequência de variáveis aleatórias {Yn}n≥1, tal que Yn =

max{Xn, a} − a, para todo n ∈ N. Então, {Yn}n≥1 é um submartingale, pela desigualdade de

Jensen, não negativo, Fn-mensurável, com supn EYn < ∞. Pois, reescrevendo Yn como

Yn =





Xn, se Xn ≥ a

0, c.c.
,

temos dois casos válidos para todo n ≥ 1.

• Se a < 0, então:

EYn = E(XnI{Xn≥a})

= E(XnI{a<Xn≤0}) + E(XnI{Xn≥0})

≤ EX+
n .

• Se a ≥ 0, então:

E(Yn) = E(XnI{Xn≥a})

≤ EX+
n .

Portanto,

0 ≤ EYn ≤ EX+
n ,

para todo n ∈ N, e, consequentemente,

sup EYn ≤ sup E(X+
n ) < ∞.

Pela definição de submartingale (CHOW; ROBBINS; SIEGMUND, 1991), temos que

existe ξn ≥ 0 q.c., Fn-mensurável, para todo n ≥ 1, tal que

E(Yn+1|Fn) = Yn + ξn.
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Ao tomarmos a esperança da equação acima e utilizando a propriedade da esperança iterada,

resulta que

E(ξn) = E(Yn+1) − E(Yn),

em que podemos tomar o somatório em n, para afirmar que

∑

n

E(ξn) ≤ sup
n

E(Yn) < ∞.

Em seguida, utilizando o Teorema da Convergência Monótona, concluímos que

∑

n

ξn < ∞ q.c.

Por fim, utilizando o Teorema 2.1.1, temos que {Yn}n≥1 converge a um valor finito quase

certamente para todo a ∈ R, implicando que {Xn}n≥1 converge quase certamente.

Seguidamente, apresentamos o Teorema 2 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971), desta-

cando na demonstração alguns pontos de atenção.

Teorema 2.1.3 (Teorema 2 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971)). Sejam {Zn}n≥1, {βn}n≥1,

{ξn}n≥1 e {δn}n≥1 sequências de variáveis aleatórias satisfazendo a Definição 1, b > 0 e:

βn(b) = βnI{Zn≤b},

ξn(b) = ξnI{Zn≤b},

δn(b) = δnI{Zn≤b}.

Então, limn→∞ Zn existe q.c. no conjunto:

B =
⋂

b

{
∑

n

βn(b) < ∞,
∑

n

ξn(b) < ∞
}

,

e:
∞∑

n=1

δn < ∞ q.c. no conjunto B ∩ {lim
n

Zn < ∞}.

Demonstração. Dado b > 0, temos, da desigualdade (2.1), que:

E(Zn+1 ∧ b|Fn) ≤ [(1 + βn)Zn + ξn − δn] ∧ b,

pois, x ∧ b = min{x, b} é uma função côncava não decrescente, bastando-nos utilizar a desi-

gualdade de Jensen aplicada às funções côncavas em esperanças condicionais para demonstrar a

afirmação acima.

Notemos que, no evento {Zn ≤ b},

E(Zn+1 ∧ b|Fn) ≤ (1 + βn)Zn + ξn − δn

= (1 + βn(b))(Zn ∧ b) + ξn(b) − δn(b).
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E, no evento {Zn > b},

E(Zn+1 ∧ b|Fn) ≤ b

= (1 + βn(b))(Zn ∧ b) + ξn(b) − δn(b).

Assim sendo, ao definirmos Xn = Zn ∧ b, encontramos:

E(Xn+1|Fn) ≤ (1 + βn(b))Xn + ξn(b) − δn(b),

possibilitando-nos afirmar, pelo Teorema 2.1.1, que

lim
n

Xn existe e é finito q.c. e
∑

n≥1

δn(b) < ∞ q.c.,

no evento {∑ βn(b) < ∞,
∑

ξn(b) < ∞}. Como limn Zn ∧ b existe e é finito quase certamente

para qualquer b > 0, então limn Zn existe no evento B =
⋂

b {∑n βn(b) < ∞,
∑

n ξn(b) < ∞}.

Entretanto, vale destacar que no conjunto B =
⋂

b{
∑

n≥1 βn(b) < ∞,
∑

n≥1 ξn(b) < ∞}
não podemos afirmar que lim Zn < ∞ q.c. Como contra-exemplo, defina para todo n ≥ 1,

δn = ξn = 0 e βn = Zn = n. Então, para todo b > 0, obtemos que

∑
βn(b) =

(⌊b⌋ + 1)⌊b⌋
2

< ∞,

e,

lim
n→∞

Zn ∧ b = lim
n→∞

n ∧ b

= b < ∞.

Porém,

lim
n→∞ Zn = lim

n→∞ n = ∞.

Agora, mostramos a segunda parte do teorema, em que:

∑

n≥1

δn < ∞ q.c. no conjunto B ∩ {lim
n

Zn < ∞}.

Para tal, tome ω ∈ B ∩ {limn Zn < ∞}, então para algum b > 0, temos, para todo n ≥ 1:

Zn(ω) < b,

e, consequentemente, δn(b)(ω) = δn(ω) para todo n ∈ N. Assim, novamente pelo Teorema 2.1.1,

concluímos que

∑

n≥1

δn(ω) < ∞ q.c.

Sendo a relação acima válida para todo ω ∈ B ∩ {limn Zn < ∞}, concluímos a demonstração

desse teorema.
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Tendo em vista que os autores de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971) utilizam a propriedade

de martingale local (GALL, 2016) para demostrar o Teorema 2.1.1 e também a utilizam para

demonstrar a Proposição 1 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971), neste trabalho nós construímos

o Teorema 2.1.4, baseado na definição de processo parado, o que torna a prova da Proposição 1

do artigo (ROBBINS; SIEGMUND, 1971) uma aplicação desse teorema. Para sua demonstração,

utilizamos conceitos e teoremas fundamentais da teoria de probabilidade, sem a necessidade de

recorrermos à propriedade de martingales locais, como realizado em (ROBBINS; SIEGMUND,

1971). Deve-se notar que empregar essa propriedade envolve definir uma sequência de tempos de

parada crescente e ilimitada específica, criar um processo parado que seja um (super)martingale e

verificar que é integravelmente uniforme (ROLLA; DELIMA, 2024) para cada tempo de parada.

As referidas tarefas, à primeira vista, são não intuitivas, exigindo uma criatividade por parte dos

autores, que dificilmente têm os insigths iniciais compreendidos pelos leitores.

Logo, visando sanar a não intuitividade presente na demonstração da Proposição 1

de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971), utilizamos a definição de processo parado e propomos,

semelhante ao Teorema do martingale parado (WILLIAMS, 1991), o Teorema do quase super-

martingale não-negativo parado.

Teorema 2.1.4 (Teorema do Quase Supermartingale Não-Negativo Parado). Sejam {Zn}n≥1,

{βn}n≥1, {ξn}n≥1 e {δn}n≥1 sequências de variáveis aleatórias satisfazendo a Definição 1 e τ é

um tempo de parada, com respeito à mesma filtração. Então, ao definirmos, para todo n ≥ 1,

β̃n = 1{τ>n}βn, ξ̃n = 1{τ>n}ξn, Z̃n = Zn∧τ , δ̃n = 1{τ>n}δn, temos que {Z̃n}n≥1, {β̃n}n≥1,

{ξ̃n}n≥1 e {δ̃n}n≥1 satisfazem a definição de quase supermartingale não-negativo.

Demonstração. Visto que, para todo n ≥ 1, temos, da definição de processo parado,

Z(n+1)∧τ = Zn+11{τ>n} +
n∑

k=1

Zk1{τ=k},

então, se τ é tempo de parada com respeito à mesma filtração,

E(Z(n+1)∧τ |Fn) ≤ Zn∧τ + 1{τ>n}(βnZn + ξn − δn) q.c. (2.4)

Pois, das definições de processo parado e quase supermartingale não-negativo, Definição

1, resulta, para todo n ≥ 1, que

E(Z(n+1)∧τ |Fn) = E

(
n∑

k=1

Zk1{τ=k}|Fn

)
+ E(Z(n+1)1{τ≤n}c|Fn)

=
n∑

k=1

Zk1{τ=k} + E(Zn+1|Fn)1{τ≤n}c

≤ Zτ1{τ≤n} + [(1 + βn)Zn + ξn − δn]1{τ≤n}c

= Zτ1{τ≤n} + Zn1{τ>n} + (βnZn + ξn − δn)1{τ>n}

= Zτ∧n + 1{τ>n}(βnZn + ξn − δn) q.c.
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Defina

β̃n = 1{τ>n}βn, ξ̃n = 1{τ>n}ξn, Z̃n = Zn∧τ e δ̃n = 1{τ>n}δn,

implicando que {Z̃n}n≥1, {β̃n}n≥1, {ξ̃n}n≥1 e {δ̃n}n≥1 são variáveis aleatórias não-negativas,

Fn-mensuráveis.

Então, da desigualdade (2.4), temos

E(Z̃n+1|Fn) = E(Zn+1∧τ |Fn)

≤ Zτ∧n + 1{τ>n}βnZn + 1{τ>n}ξ̃n − 1{τ>n}δ̃n

= Z̃n + β̃nZn + ξ̃n − δ̃n

= Z̃n + β̃nZ̃n + ξ̃n − δ̃n

= (1 + β̃n)Z̃n + ξ̃n − δ̃n q.c.,

satisfazendo a relação (2.1).

A seguir, apresentamos o Lema 2.1.5, utilizado na demonstração da Proposição 2.1.6.

Lema 2.1.5. Sejam {Zn}n≥1, {βn}n≥1, {ξn}n≥1 e {δn}n≥1 sequências de variáveis aleatórias

satisfazendo a Definição 1. Se m, n ∈ N tal que n ≥ m, então

E[Zn|Fm] ≤ Zm + E

[
n−1∑

k=m

βkZk + ξk|Fm

]

= Zm +
n−1∑

k=m

E [βkZk + ξk|Fm] q.c. (2.5)

Demonstração. Por indução em n, demonstraremos que a desigualdade (2.5) é satisfeita. Assim:

i) Se n = m é imediato que a desigualdade (2.5) é satisfeita, visto que Zm é Fm-mensurável

pela definição 1;

ii) Se n = m + 1 também é imediato que a desigualdade (2.5) é satisfeita, pois, {Zn}n≥1,

{βn}n≥1, {ξn}n≥1 e {δn}n≥1 satisfazem a definição 1, e, consequentemente, a relação

(2.1). Além disso, temos que δn ≥ 0 para todo n ≥ 1;

iii) Se n > m + 1, sabemos pela definição 1, para todo n > 1, que

E[Zn+1|Fn] ≤ Zn + βnZn + ξn − δn

≤ Zn + βnZn + ξn q.c. (2.6)
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Em seguida, da desigualdade (2.6) e pela hipótese de indução, temos

E[Zn+1|Fm] = E(E(Zn+1|Fn)|Fm)

≤ E(Zn + βnZn + ξn|Fm)

= E(Zn|Fm) + E(βnZn + ξn|Fm)

≤ Zm +
n−1∑

k=m

E(βkZk + ξk|Fm) + E(βnZn + ξn|Fm)

= Zm +
n∑

k=m

E(βkZk + ξk|Fm) q.c.

Uma observação importante é que o lema anterior pode ser enunciado como a Proposição

2.1.6 a seguir, considerando τ um tempo de parada degenerado em um dado n ≥ m, i.e.

P(τ = n) = 1.

Então, utilizando o Teorema 2.1.4 e Lema 2.1.5 desenvolvidos, demonstramos a Propo-

sição 1 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971), reescrita na Proposição 2.1.6. Ressaltamos mais

uma vez, que nessa demonstração, não precisamos recorrer às propriedades de martingales

locais (GALL, 2016). Acreditamos que a demonstração apresentada seja mais simples que a

original, além de apresentarmos uma aplicação de uma versão de teorema de parada para quase

supermartingale não-negativo.

Proposição 2.1.6 (Proposição 1 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971)). Sejam {Zn}n≥1, {βn}n≥1,

{ξn}n≥1 e {δn}n≥1 sequências de variáveis aleatórias satisfazendo a definição 1. Se dado

m ∈ {1, 2, ...} e um tempo de parada finito quase certamente τ ≥ m, então

E(Zτ |Fm) ≤ Zm + E

(
τ−1∑

k=m

(βkZk + ξk|Fm)

)
q.c.

Demonstração. Do Teorema 2.1.4 e Lema 2.1.5, temos

E(Zn∧τ |Fm) = E(Z̃n|Fm)

≤ Z̃m + E

(
n−1∑

k=m

(β̃kZ̃k + ξ̃k)|Fm

)

= Z̃m + E

(
n−1∑

k=m

1{τ>k}(βkZk + ξk)|Fm

)

= Zm + E

(
n−1∑

k=m

1{τ>k}(βkZk + ξk)|Fm

)
q.c. (2.7)

Ademais, tendo que τ é um tempo de parada finito quase certamente, resulta que

lim
n→∞

Zn∧τ = Zτ q.c., (2.8)



Capítulo 2. Fundamentos Matemáticos 45

e

lim
n→∞

n−1∑

k=m

1{τ>k}(βkZk + ξk) =
∞∑

k=0

1{τ>k}(βkZk + ξk)

=
τ−1∑

k=0

(βkZk + ξk) q.c. (2.9)

Por fim, do lema de Fatou, das relações (2.7), (2.8), (2.9) e do Teorema da convergência Monó-

tona, concluímos que

E(Zτ |Fm) = E(lim inf Zn∧τ |Fm)

≤ lim inf E(Z̃n|Fm)

= Zm + lim inf E

(
n−1∑

k=m

1{τ>k}(βkZk + ξk)|Fm

)

= Zm + E

( ∞∑

k=m

1{τ>k}(βkZk + ξk)|Fm

)

= Zm + E

(
τ−1∑

k=m

(βkZk + ξk)

)
q.c.

A proposição a seguir é uma aplicação direta da Proposição 2.1.6 (e, consequentemente,

do Teorema 2.1.4), uma desigualdade maximal condicionada, que permite provisionar um limite

superior para a probabilidade do comportamento de uma subsequência linear (sequencial) de

{Zn}n≥1 exceder um certo valor, dada uma sub σ-álgebra do espaço de probabilidade. Essa

proposição é uma extensão da desigualdade maximal de (super)martingales, também conhecida

como desigualdade maximal de Doob (WILLIAMS, 1991).

Os autores em (ROBBINS; SIEGMUND, 1971) forneceram apenas um esboço para sua

demonstração. Abaixo, apresentamos uma demonstração simples e completa.

Proposição 2.1.7 (Proposição 2 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971)). Sejam {Zn}n≥1, {βn}n≥1,

{ξn}n≥1 e {δn}n≥1 sequências de variáveis aleatórias satisfazendo a definição 1, então para

todo a > 0, m ∈ N e n ≥ m, temos que

P
(

max
m≤k≤n

Zk ≥ a|Fm

)
≤ a−1

[
Zm + E

(
n−1∑

k=m

ξk|Fm

)]
+ E

(
n−1∑

k=m

βk|Fm

)
q.c. (2.10)

Demonstração. Definamos o tempo de parada τ como

τ = inf{k ≥ m : Zk ≥ a},

e n ∧ τ é um tempo de parada finito quase certamente. Além disso

P(Zn∧τ ≥ a|Fm) = P( max
m≤k≤n

Zk ≥ a|Fm),
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e, pela Proposição 2.1.6, temos

aP(Zn∧τ ≥ a|Fm) ≤ E(Zn∧τ |Fm)

≤ Zm + E

(
n∧τ−1∑

k=m

βkZk + ξk|Fm

)

≤ Zm + E

(
n∧τ−1∑

k=m

ξk|Fm

)
+ aE

(
n∧τ−1∑

k=m

βk|Fm

)
q.c.,

em que na última desigualdade, utilizamos a definição do tempo de parada τ .

Então, por {βn}n≥1 e {ξn}n≥1 serem sequências de variáveis aleatórias não negativas,

temos o resultado desejado

P( max
m≤k≤n

Zk ≥ a|Fm) ≤ a−1

[
Zm + E

(
n∧τ−1∑

k=m

ξk|Fm

)]
+ E

(
n∧τ−1∑

k=m

βk|Fm

)

≤ a−1

[
Zm + E

(
n−1∑

k=m

ξk|Fm

)]
+ E

(
n−1∑

k=m

βk|Fm

)
q.c.

O corolário a seguir é uma versão da desigualdade maximal de (super)martingales

(desigualdade maximal de Doob) para processos estocásticos que são quase supermartingales

não-negativos, Definição 1.

Corolário 2.1.7.1. Sejam {Zn}n≥1, {βn}n≥1, {ξn}n≥1 e {δn}n≥1 sequências de variáveis alea-

tórias satisfazendo a definição 1, então para todo a > 0, m ∈ N e n ≥ m, temos que

P
(

max
m≤k≤n

Zk ≥ a

)
≤ a−1

[
E(Zm) + E

(
n−1∑

k=m

ξk

)]
+ E

(
n−1∑

k=m

βk

)
.

Demonstração. Basta tomar a esperança na desigualdade (2.10).

2.2 Aplicação

Iremos aplicar o conhecimento adquirido na seção anterior em duas análises de con-

vergência, para o método de aproximações estocásticas de Robbins e Monro e para o método

de Kiefer e Wolfowitz. Ressaltamos que as demonstrações apresentadas nas próximas duas

subseções são de nossa autoria e buscam exemplificar a utilidade da teoria de supermartingales

não negativos. Antes, enunciamos um lema importante, que é usado na prova de convergência

dos métodos citados e dos propostos nos Capítulos 3 e 4, os métodos do gradiente conjugado

linear e não linear estocásticos.

Lema 2.2.1. Sejam {an}n≥1, {bn}n≥1 sequências não negativas tais que:

i)
∑

n≥1 an = ∞;
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ii)
∑

n≥1 anbn < ∞.

Então, existe pelo menos uma subsequência de {bn}n≥1, denominada {bnk
}k≥1, tal que

bnk
−→ 0 quando k −→ ∞.

Demonstração. Suponhamos que não exista uma subsequência de {bn}n≥1 tal que esta sub-

sequência convirja a zero. Então, existe L > 0 tal que

lim inf bn = L > 0.

Portanto, existe N ∈ N tal que

inf
n≥N

bn ≥ L

2
⇐⇒ bn ≥ L

2
∀ n ≥ N. (2.11)

Assim sendo, como
∑

n≥1 anbn < ∞, temos que existe M ∈ N tal que

∑

n≥M

anbn <
L

2
.

Definindo P = max{N, M}, da equivalência (2.11) e
∑

n≥1 an = ∞, temos

L

2
>
∑

n≥P

anbn ≥ L

2

∑

n≥P

an = ∞,

que é um absurdo.

Portanto, existe uma subsequência de {bn}n≥1 que converge a zero.

2.2.1 Convergência Quase Certa do Método de Robbins e Monro

O teorema apresentado a seguir é atribuído a Julius Blum (BLUM, 1954a), que foi o

primeiro pesquisador a provar a convergência quase certa do método de Robbins e Monro em

1954, utilizando hipóteses menos restritivas que as utilizadas no artigo (ROBBINS; MONRO,

1951) (relembremos que estes pesquisadores provaram a convergência do método em L2 e,

consequentemente, em probabilidade). Entretanto, a demonstração desse teorema apresentada

nesta subseção, é proposta por nós, utilizando o conceito de quase supermartingales não negativos,

Definição 1 presente na Seção 2.1.

Seja {Y (x)}x∈R um conjunto de variáveis aleatórias indexadas pelo conjunto R, com

M(x) = E(Y (x)) e VAR(Y (x)) = σ2(x) < ∞ para todo x ∈ R, em que VAR(ξ) é a variância

da variável aleatória ξ. O nosso objetivo é encontrar θ ∈ R tal que M(θ) = 0.

Definamos X1 = x1 q.c., para um dado x1 ∈ R, e façamos iterativamente:

Xn+1 = Xn − anYn, ∀ n ≥ 1, (2.12)

com {an}n≥1 uma sequência real positiva.
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Teorema 2.2.2 (Teorema de convergência quase certa de Robbins e Monro de (BLUM, 1954a)).

Seja M(x) uma função Lebesgue-mensurável satisfazendo:

A. Para algum c, d ≥ 0, temos que |M(x)| ≤ c + d|x| para todo x ∈ R;

B. VAR Y (x) = σ2(x) ≤ σ2 < ∞ (σ2(x) é uniformemente limitado);

C. M(x) < α para todo x < θ, M(x) > α para todo x > θ, com α = 0;

D. infδ1≤|x−θ|≤δ2
|M(x)| > 0 para 0 < δ1 < δ2 < ∞.

E, uma sequência real positiva {ak}k≥1 tal que:

E. a)
∑

n≥1 an = ∞ e b)
∑

n≥1 a2
n < ∞.

Então, definindo X1 = x1 q.c., para algum x1 ∈ R, e, recursivamente, Xn igual à equação

(2.12) para n ≥ 1, temos que

lim
n→∞ Xn = θ q.c.

Demonstração. Definamos Fn = σ({X1, Y1, ..., Yn−1}, Zn = (Xn − θ)2. Então, utilizando a

definição de Xn+1, equação (2.12), as Hipóteses (A), (B), (C) e a desigualdade (a + b)2 ≤
2(a2 + b2), obtemos

E[Zn+1|F ] = E[(Xn+1 − θ)2|F ]

= E[(Xn − anYn − θ)2|F ]

= E([(Xn − θ) − anYn]2|F )

= Zn − 2an(Xn − θ)E(Yn|F ) + a2
nE(Y 2

n |F )

= Zn − 2an(Xn − θ)M(Xn) + a2
nE[((Y n − M(Xn)) + M(Xn))2|F ]

≤ Zn + 2a2
nE[(Yn − M(x))2 + M(Xn)2|F ] − 2an|Xn − θ||M(Xn)|

≤ Zn + 2a2
n(σ2 + M(Xn)2) − 2an|x − θ||M(Xn)|

≤ Zn + 2a2
n(σ2 + 2(c2 + 2d(Zn + θ2)) − 2an|X − θ||M(Xn)|

= (1 + 8a2
nd)Zn + 2a2

n(σ2 + 2c2 + 4dθ2) − 2an|Xn − θ||M(Xn)|. (2.13)

Definindo:

βn = 8da2
n;

ξn = 2(σ2 + 2c2 + 4dθ2)a2
n;

δn = 2an|Xn − θ||M(Xn);
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temos, ao utilizar a Hipótese (E.b), que:

∑

n≥1

βn < ∞;

∑

n≥1

ξn < ∞.

Portanto, é visto que a relação (2.13) e a sua esperança satisfazem a Definição 1, de

serem quase supermartingales não negativos, em que podemos utilizar o Teorema 2.1.1 para

afirmar que

lim
n→∞

Zn existe e é finito q.c.,
∑

n≥1

E(δn) < ∞. (2.14)

Assim sendo, pela definição de δn, encontramos que

∑

n≥1

anE(|Xn − θ||M(Xn)|) < ∞.

Sabendo que:

i)
∑

n≥1 an = ∞ (Hipótese (E.a));

ii) |Xn − θ||M(Xn)| ≥ 0, ∀ x ∈ R;

podemos afirmar que existe uma subsequência de {Xn}n≥1, tal que:

|Xnk
− θ||M(Xnk

)| q.c.−→ 0, quando k −→ ∞. (2.15)

Pois, como consequência do Lema 2.2.1, apresentado no início dessa seção, e da condição

de
∑

n an = ∞, podemos afirmar que existe {|Xnk
− θ||M(Xnk

)|}k≥1, subsequência de {|Xn −
θ||M(Xn)|}n≥1, que converge em L1 para zero quando k → ∞ (|Xnk

− θ||M(Xnk
)| L1−→ 0

quando k → ∞). Portanto,

|Xnk
− θ||M(Xnk

)| P−→ 0, quando k −→ ∞,

existindo uma subsequência de |Xnk
− θ||M(Xnk

)|, que denotaremos por |Xn′

k
− θ||M(Xn′

k
)|,

que converge quase certamente para zero. Isto é,

|Xn′

k
− θ||M(Xn′

k
)| q.c.−→ 0, quando k′ −→ ∞.

Desta forma, basta escolhermos a subsequência imediatamente acima para concluirmos a afirma-

ção.

Em seguida, dos resultados obtidos em (2.14) e (2.15), juntamente com a Hipótese (D),

concluímos que Xn −→ θ quase certamente quando n −→ ∞.
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2.2.2 Convergência Quase Certa do Método de Kiefer e Wolfowitz

O objetivo nesta seção é demonstrar o Teorema 3, da Seção 6, do artigo (BLUM, 1954b),

que enuncia, mas não demonstra, a convergência quase certa do método de Kiefer e Wolfowitz

para o caso multidimensional, utilizando o Teorema 2.1.1, da Seção 2.1.

Seja {Yx}x∈Rk um processo estocástico, i.e. um conjunto de variáveis aleatórias inde-

xadas pelo conjunto R
k, com k ∈ N, em que M(x) = E(Yx), sendo M(x) Borel-mensurável.

Gostaríamos de encontrar x∗ ∈ R
k tal que

x∗ = arg min
x∈Rk

M(x). (2.16)

Consideremos, para fins de prova de convergência quase-certa do método de Kiefer e

Wolfowitz, as seguintes hipóteses.

H.1 Sejam {an}n≥1 e {cn}n≥1 sequências positivas satisfazendo:

H.1-1 limn cn = 0;

H.1-2
∑

n≥1 an = ∞;

H.1-3
∑

n≥1 ancn < ∞;

H.1-4
∑

n≥1

(
an

cn

)2
< ∞.

Exemplo: an = b
n

, cn = d

n
1
3

para todo n ≥ 1 para algum valor de b, d > 0.

H.2 M(x) ∈ C2(Rk) e M(x) ≥ 0, para todo x ∈ R
k;

H.3 σ2
x = E(Yx − M(x))2 < σ2 < ∞ (a variância é uniformemente limitada);

H.4 ∀ε > 0, ∃ p(ε) > 0, tal que:

∥x∥ ≥ ε =⇒ M(x) ≥ p(ε) e ∥D(x)∥ ≥ p(ε),

em que D(x) = ∇xM(x) (gradiente de M no ponto x ∈ R
k);

H.5 V (x) = ∂2M
∂xi∂xj

(x) > 0 para todo x ∈ R
k com ∥V (x)∥ ≤ k3.

Definimos o vetor diferença Yx,c, como

Yx,c = {Yx+cµ1
− Yx, ..., Yx+cµk

− Yx},

em que {µ1, ..., µk} é uma base ortonormal de R
k. Assim, para algum x1 ∈ R

k, escolhido

arbitrariamente, definamos X1 = x1 e, recursivamente, ∀n ≥ 1,

Xn+1 = Xn − an

cn

Yxn,cn
. (2.17)
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Notemos que não há perda de generalidade em considerarmos M(x) ≥ 0 para todo

x ∈ R
k e x∗ = 0, solução do problema (2.16). Dadas as hipóteses e considerações, enunciamos

o teorema que prova a convergência quase certa da sequência {Xn}n≥1 a solução do problema

(2.16).

Teorema 2.2.3. Definamos {an}n≥1, {cn}n≥1 satisfazendo a Hipótese (H.1) e M(x) Borel-

mensurável satisfazendo as Hipóteses (H.2) a (H.5). Então, ao definirmos iterativamente o

vetor aleatório {Xn}n≥1, de acordo com a equação (2.17), para todo n ≥ 1, teremos Xn
q.c.−→ 0,

quando n −→ ∞.

Demonstração. Observemos primeiramente que uma função fortemente convexa satisfaz a

Hipótese (H.4). Uma função quadrática positiva satisfaz as Hipóteses (H.2), (H.4) e (H.5).

Claramente, para estes casos determinísticos poderíamos utilizar os métodos quasi-Newton

(BROYDEN, 1967), gradiente conjugado (NOCEDAL; WRIGHT, 2006a), etc. Mas, como

temos a presença de ruídos envolvidos, esses métodos, com alta probabilidade, falharão, não

convergindo para a solução do problema de otimização estocástico (2.16).

Visto que M ∈ C2(Rk), por Taylor, temos para algum θ ∈ [0, 1],

M(x + c) = M(x) + ⟨D(x), c⟩ +
1

2
⟨c, V (x + θc)c⟩ . (2.18)

Portanto, de (2.17) e (2.18), para algum θ ∈ [0, 1], temos, para todo n ≥ 1, que

M(Xn+1) = M(Xn) − an

cn

⟨Dn, Yn,cn
⟩ +

a2
n

2c2
n

〈
Yn,cn

, V

(
Xn + θ

an

cn

Yn,cn

)
Yn,cn

〉
. (2.19)

Definindo Fn = σ({Xk}n
k=1), ∆n = E(Yx|Fn) e tomando a esperança condicional de

(2.19), obtemos, para todo n ≥ 1,

E(M(Xn+1)|Fn) = M(Xn) − an

cn

⟨Dn, ∆n⟩

+
1

2

(
an

cn

)2

E
[〈

Yn,cn
, V (Xn + θ

an

cn

Yn,cn
)Yn,cn

〉
|Fn

]
q.c. (2.20)

E, das Hipóteses (H.3) e (H.5), temos que

E
[〈

Yn,cn
, V (Xn + θ

an

cn

Yn,cn
)Yn,cn

〉
|Fn

]
≤ k1∥∆n∥2 + k2 q.c., (2.21)

para k1 ≥ k3 e k2 ≥ 4k3kσ2, em que k é a dimensão do espaço R
k.

Novamente, por (2.17) e (2.18), temos, lembrando que {µ1, ..., µk} é uma base ortonor-

mal de R
k, que

∆(i)
n = cn ⟨Dn, µi⟩ +

1

2
c2

n

〈
µi, V (Xn + θ(i)cnµi)µi

〉
, (2.22)
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para todo i ∈ {1, ..., k}, com ∆n = (∆(1)
n , ∆(2)

n , ..., ∆(k)
n ), θ(i) ∈ [0, 1]. Então, para todo n ≥ 1,

temos

⟨Dn, ∆n⟩ = cn∥Dn∥2 +
1

2
c2

n

〈
Dn, V n

〉
,

∥∆n∥2 = c2
n∥Dn∥2 + c3

n

〈
Dn, V n

〉
+

1

4
c4

n∥V n∥2, (2.23)

em que V (x) = diag(V (x)).

Definamos:

δn = ∥Dn∥,

pn =
〈
Dn, V n

〉
, (2.24)

a fim de facilitar as manipulações algébricas. Assim, das equações (2.20) a (2.24), encontramos

que:

E(M(Xn+1|Fn) = M(Xn) − an

cn

(
cnδ2

n +
1

2
c2

npn

)

+
1

2

(
an

cn

)2 (
k1

(
c2

nδ2
n + c3

npn +
1

4
c4

n∥V n∥2
)

+ k2

)

≤ M(Xn) − an

cn

(
cnδ2

n +
1

2
c2

npn

)
+

1

2

(
an

cn

)2 (
k1

(
c2

nδ2
n + c3

npn +
1

4
c4

nk3

))

+
1

2

(
an

cn

)2

k2. (2.25)

Notemos, da Hipótese (H.5), que existe k3 > 0 tal que para todo n ≥ 1,

∥
〈
Dn, V n

〉
∥2 ≤ k3∥Dn∥2. (2.26)

Logo, retomando as manipulações algébricas na desigualdade (2.25),

E(M(Xn+1)|Fn) ≤ M(Xn) − an(δ2
n +

1

2
cnpn)

+
1

2
a2

n(k1δ
2
n + k1cnpn +

1

4
k1c

2
nk3) +

1

2

(
an

cn

)2

k2

= M(Xn) − an(δ2
n +

1

2
cnpn) +

k1

2
a2

nδ2
n +

1

2
k1a

2
ncnpn

+
1

8
a2

nc2
nk1k3 +

1

2

(
an

cn

)2

k2

= M(Xn) − anδ2
n − 1

2
ancnpn +

k1

2
a2

nδ2
n +

1

2
k1a

2
ncnpn

+
1

8
a2

nc2
nk1k3 +

1

2

(
an

cn

)2

k2

= M(Xn) − anδ2
n

(
1 − k1

2
an

)
+

1

2
ancnpn (k1an − 1)

+
1

8
a2

nc2
nk1k3 +

1

2

(
an

cn

)2

k2.
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Utilizando a desigualdade (2.26) e continuando os cálculos acima, encontramos

E(M(Xn+1)|Fn) ≤ M(Xn) − anδ2
n

(
1 − k1

2
an

)
+

1

2
ancnk

1

2

3 δn

(
1 − k1

2
an

)

+
1

8
a2

nc2
nk1k3 +

1

2

(
an

cn

)2

k2

≤ M(Xn) − anδn

(
1 − k1

2
an

)
+

1

2
ancnk

1

2

3 δn

(
1 − k1

2
an

)

+
1

8
a2

nc2
nk1k3 +

1

2

(
an

cn

)2

k2

= M(Xn) − anδn

(
1 − k1

2
an

)
δn − k3

2

1

2

cn




+
1

8
a2

nc2
nk1k3 +

1

2

(
an

cn

)2

k2.

Portanto, temos que

E(M(Xn+1)|Fn) ≤ M(Xn) − anδn

(
1 − k1

2
an

)
δn − k3

2

1

2

cn




+
1

8
a2

nc2
nk1k3 +

1

2

(
an

cn

)2

k2. (2.27)

Definindo a variável aleatória λn, Fn-mensurável, como

λn =





1, se δn ≥ k
1
2
3

2
cn

0, caso contrário
,

encontramos que a igualdade (2.27) é equivalente a

E(M(Xn+1|Fn)) ≤ M(Xn) − λnanδn(1 − k1

2
an)


δn − k

1

2

3

2
cn




− (1 − λn)anδn(1 − k1

2
an)


δn − k3

2

1

2

cn




+
1

8
a2

nc2
nk1k3 +

1

2

(
an

cn

)2

k2. (2.28)

À vista disso, existe N0 ∈ N tal que as duas próximas equações serão sempre válidas

para n ≥ N0,

λnanδn(1 − k1

2
an)(δn − k3

2

1

2

cn) ≥ 0 (2.29)

e

−(1 − λn)anδn(1 − k1

2
an)(δn − k3

2

1

2

cn) ≤ k3

2

1

2

(1 − λn)ancnδn

≤ k3

4
(1 − λn)anc2

n, (2.30)
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pois em (2.30), δn < k3

2

1

2 cn.

Então, de (2.28), (2.29) e (2.30), afirmamos que para n suficientemente grande (n ≥ N0),

temos:

E(M(Xn+1|Fn) ≤ M(Xn) − λnanδn(1 − k1

2
an)(δn − k3

2

1

2

cn) +
k3

4
anc2

n

+
1

8
a2

nc2
nk1k3 +

1

2

(
an

cn

)2

k2. (2.31)

Visto estarmos considerando, sem perda de generalidade, que M(x) ≥ 0 para todo x ∈ R
k,

definimos Zn, βn, ξn e δn, para todo n ∈ N, como:

Zn = M(Xn+N0
);

βn = 0;

ξn =
k3

4
an+N0

c2
n+N0

+
1

8
a2

n+N0
c2

n+N0
k1k3 +

1

2

(
an+N0

cn+N0

)2

k2;

δn = λn+N0
an+N0

δn+N0
(1 − k1

2
cn+N0

)(δn+N0
− k3

2

1

2

cn+N0
).

Observemos que {Zn}n≥1, {βn}n≥1, {ξn}n≥1 e {δn}n≥1 são Fn-mensuráveis e não negativas.

Portanto, podemos reescrever a desigualdade (2.31), ∀n ∈ N, como

E(Zn+1|Fn) ≤ (1 + βn)Zn + ξn − δn.

Recapitulemos que o nosso objetivo é podermos utilizar o Teorema 2.1.1, de Robbins

e Siegmund, a fim de concluir que M(Xn) −→ 0 quase certamente quando n −→ ∞. Para tal

finalidade, temos
∑

βn < ∞ e, utilizando a Hipótese (H1),

∑

n≥1

ξn < +∞,

portanto, utilizando esse teorema, podemos concluir que:

Ci) lim Zn existe e é finito quase certamente;

Cii)
∑

n≥1 δn < +∞ quase certamente.

Diante da Conclusão (Cii) e da Hipótese (H1-2) (
∑

n an = ∞), podemos afirmar, utili-

zando o Lema 2.2.1, que sempre existirá uma subsequência de {λn+N0
δn+N0

(1−k1

2
cn+N0

)(δn+N0
−

k3

2

1

2 cn+N0
)} que converge a zero no evento A = {∑n≥1 δn < +∞, lim Zn existe e é finito} (ob-

servemos, das Conclusões (Ci) e (Cii), que P(A) = 1). Ou seja:

λn′+N0
δn′+N0

(1 − k1

2
cn′+N0

)(δn′+N0
− k

1

2

3

2
cn′+N0

) −→ 0, quando n′ −→ ∞. (2.32)

Visto que λn′ = 0 ou λn′ = 1, temos dois casos.
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1º Caso: λn′ = 1 finitas vezes, implicando que δn′ ≤ k
1
2
3

2
cn′ para todo n′ suficientemente grande.

Mas, pela Hipótese (H1-1), cn → 0 quando n → ∞, então, temos que δn′ −→ 0 quando

n′ → ∞.

2º Caso: λn′ = 1 infinitas vezes. Da convergência (2.32), concluímos que δn′ → 0 quando n′ → ∞.

Logo, concluímos que δn′ = ∥Dn′∥ −→ 0 quando n′ → ∞.

Por fim, utilizando-se que:

• as Hipóteses (H2) e (H4) deste teorema são satisfeitas;

• limn M(Xn) existe e é finito quase certamente, Conclusão (Ci) ao aplicarmos o Teorema

2.1.1, de Robbins e Siegmund;

• sempre existirá uma subsequência de {Xn}n≥1, cuja ∥D(Xn′)∥ −→ 0 q.c. quando n′ → ∞
no evento A;

• P(A) = 1, consequência do Teorema 2.1.1.

concluímos que limn M(Xn) = 0 e Xn −→ 0 quase certamente quando n −→ ∞.
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3 O Gradiente Conjugado Linear Esto-

cástico

Neste capítulo é proposta uma versão do método do gradiente conjugado linear para

casos estocásticos, intitulado de método do gradiente conjugado linear estocástico, em que se

utiliza do Teorema 2.1.1, de Robbins e Siegmund, apresentado no Capítulo 2, para provar a

convergência quase certa para a solução do problema linear quadrático estocástico, formulado

matematicamente em (3.2). A análise da taxa de convergência do método proposto é apresentada

na Seção 3.2.

Na seção seguinte, são apresentados os resultados dos experimentos numéricos, a fim

de evidenciar que o desempenho computacional do método proposto, o método do gradiente

conjugado linear estocástico, em relação ao método de Robbins e Monro, gradiente estocástico,

é promissor.

3.1 Convergência Quase Certa do Método do Gradiente

Conjugado Linear Estocástico

É apresentado nesta seção um método estocástico, baseado no método do gradiente

conjugado linear determinístico, que busca solucionar numericamente o problema 3.1.1. Para

mais informações sobre o método determinístico, consultar o livro ((NOCEDAL; WRIGHT,

2006a), páginas 101 a 112).

Problema 3.1.1. Assume-se que A ∈ R
n×n seja uma matriz simétrica definida positiva (A > 0),

b ∈ R
n, um vetor fixo no espaço R

n e ξ um vetor aleatório em R
n, cujas coordenadas aleatórias

são ξ = (ξ(1), ..., ξ(i), ..., ξ(n)), com E(ξ(i)) = 0 para todo i ∈ {1, ..., n}. Além disso, definamos

b̃ = b + ξ. Neste capítulo, iremos desenvolver um método iterativo, gerando uma sequência de

vetores {Xk}k≥1, que convirja para a solução x∗ do problema

Ax∗ = b, (3.1)

destacando que o valor exato do vetor b = E(b̃) não é conhecido pelo método numérico. Assume-

se que esteja disponível apenas uma única medida (observação) do vetor aleatório b̃, no ponto

Xk, a cada iteração k.

Deve-se notar que o problema (3.1) é equivalente ao problema de otimização

x∗ = arg min
x∈Rn

{
1

2
xT Ax − xT E(b̃)

}
. (3.2)
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Então, desenvolvemos uma versão estocástica do método do gradiente conjugado linear, denomi-

nado o método do gradiente conjugado linear estocástico, descrito no Algoritmo 1, que aborda o

problema na forma (3.2) e busca a "aproximação" de x∗.

No algoritmo a seguir: X0 ∈ R
n é o vetor inicial, escolhido arbitrariamente; A ∈ R

n×n é

uma matriz simétrica definida positiva; {bXk
}k≥0 é uma sequência de vetores aleatórios, tal que

bXk
∼ b̃ para todo k ≥ 0; δ é uma constante real positiva; {ak}k≥1 é uma sequência real positiva;

max_iter ∈ N é o número máximo de iterações executadas; {Xk}k≥1, {γk}k≥1 e {Pk}k≥1 são

sequências de vetores aleatórios definidas no espaço R
n, e {αk}k≥1 e {βk}k≥1 são sequências

de variáveis aleatórias, geradas iterativamente pelo algoritmo a seguir. Além disso, devemos

destacar que para cada k ≥ 0, a realização do vetor aleatório bXk
(ω) ∈ R

n é fornecida por um

oráculo, estando somente esse valor disponível para o algoritmo 1.

Algoritmo 1 Método do Gradiente Conjugado Linear Estocástico

Entrada: X0 ∈ R
n, k = 0, A ∈ R

n×n (A simétrica definida positiva), δ > 0, {ak}k≥1 uma
sequência real positiva, que atende a Condição (H1) do Teorema 3.1.2, max_iter ∈ N

Saída: X̄ (solução aproximada de (3.2)).
Faça para k = 0:

γ0 = AX0 − bX0
(3.3)

P0 = −γ0 (3.4)

α0 =
−γT

0 P0

P T
0 AP0

(3.5)

X1 = X0 + α0P0 (3.6)

k = k + 1 (3.7)

enquanto k ≤ max_iter faça ▷ xrepetição

γk = AXk − bXk
(3.8)

βk =
γT

k APk−1

P T
k−1APk−1

(3.9)

Pk = −γk + βkPk−1 (3.10)

αk = max

(
−γT

k Pk

P T
k APk

, δ

)
(3.11)

Xk+1 = Xk + akαkPk. (3.12)

k = k + 1. (3.13)

fim enquanto

Faça X̄ = Xk ▷ final
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Observemos que para fins de análise de convergência e taxa de convergência do método

iterativo proposto no Algoritmo 1, tornamos max_iter = +∞. Então, sob certas hipóteses,

teremos AXk −→ b quase certamente quando k → ∞.

Inicialmente, apresentamos algumas definições que são essenciais para as provas dos

teoremas que são enunciados no decorrer desta seção.

Definição 2. Dado ξ : Ω −→ R
n um vetor aleatório, ξ(i) as variáveis (coordenadas) aleató-

rias que compõem o vetor aleatório ξ, ou seja ξ = (ξ(1), ..., ξ(i), ..., ξ(n)), F uma σ-álgebra,

{Fk}k≥1 uma filtração do espaço de probabilidade (Ω, F , P) e P uma medida de probabilidade,

definamos:

Ek(ξ) = (E(ξ(1)|Fk), ..., E(ξ(n)|Fk));

E(ξ) = (Eξ(1), ..., Eξ(n));

VAR(ξ) =
n∑

i=1

E(ξ(i) − E(ξ(i)))2;

VARk(ξ(i)) = E((ξ(i) − E(ξ(i)))2|Fk) = VAR(ξ(i)|Fk) e

VARk(ξ) =
n∑

i=1

Ek(ξ(i) − E(ξ(i)))2.

Após algumas definições, é enunciado o principal teorema deste capítulo, com a finalidade

de demonstrarmos a convergência quase certa do método proposto à solução do problema 3.1.1.

Teorema 3.1.2. Seja o processo estocástico (sequência de vetores aleatórios) {ξk}k≥0, tal que

ξk ∼ ξ para todo k ≥ 0. Além disso, considere-se o método iterativo definido no Algoritmo 1,

com max_iter = +∞ e gerando uma sequência de vetores aleatórios {Xk}k≥1. Se as seguintes

hipóteses são satisfeitas, então AXk −→ b quase certamente quando k → ∞.

H1) {ak}k≥1 é uma sequência real positiva, tal que

∑

k≥1

ak = ∞

e

∑

k≥1

a2
k < ∞;

H2) Existe δ, uma constante real positiva;

H3) {ξk}k≥0 é um processo estocástico, independente da filtração {Fk}k≥0, tal que:

H3.1) ξi e ξj são independentes se i ̸= j, com i, j ∈ {1, 2, ...};

H3.2) ξ
(i)
k e ξ

(j)
k são independes se i ̸= j, com i, j ∈ {1, ..., n};

H3.3) Ek[ξ
(i)
k ] = E[ξ

(i)
k ] = 0 q.c. para todo x ∈ R

n e i ∈ {1, ..., n};

H3.3) Ek[(ξ
(i)
k )2] = E[(ξ

(i)
k )2] ≤ σ2 < ∞ q.c. para todo x ∈ R

n e i ∈ {1, ..., n}.
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Demonstração. Para todo k ≥ 0, defina Fk = σ({Xi}k
i=0, {Pi}k−1

i=0 ) e Yk = AXk − b. Então,

das definições de Yk e de Xk+1, equação (3.12), juntamente com a Hipótese (H3), temos

Ek(∥Yk+1∥2) = Ek(∥AXk+1 − b∥2)

= Ek(∥Yk + akαkAPk∥2)

= ∥Yk∥2 + 2akEk(αkγT
k APk) + a2

kEk(α2
k∥APk∥2), (3.14)

uma vez que A é uma matriz simétrica definida positiva, sendo λ e λ seus autovalores máximos

e mínimos, respectivamente. Das definições de αk, equação (3.11) e Yk, considerando que

bk = b + ξk, além das Hipóteses (H3), temos que se −γT
k

Pk

P T
k

APk
≥ δ,

Ek(α2
k∥APk∥2) ≤ λ

2
Ek(α2

k∥Pk∥2)

≤ λ
2

λ2 Ek(∥γk∥2)

=
λ

2

λ2 Ek(∥Yk − ξk∥2)

=

(
λ

λ

)2

[Ek(∥Yk∥2) − 2Ek(⟨Yk, ξk⟩) + Ek(∥ξk∥2)]

≤
(

λ

λ

)2

[∥Yk∥2 + nσ2]. (3.15)

Na última desigualdade, utilizamos as Hipóteses (H3.3) e (H3.4). Chamamos de ρ a relação λ
λ

,

que é conhecida como o número de condicionamento da matriz A, observando que, pelo fato de

A ser positiva, λ > 0. Logo, a desigualdade (3.15) é reescrita como

Ek(α2
k∥APk∥2) ≤ ρ2(∥Yk∥2 + nσ2) q.c.

Por sua vez, se −γT
k

Pk

P T
k

APk
< δ, então, das definições de βk, equação (3.9) e Pk, equação

(3.10), além das Hipóteses (H3), temos

Ek(α2
k∥APk∥2) ≤ δ2Ek(∥APk∥2)

≤ δ2λ
2
Ek(∥Pk∥2)

= δ2λ
2
Ek(∥ − γk + βkPk−1∥2)

≤ δ2λ
2
[Ek(∥γk∥2 +

2λ

λ
∥γk∥2 +

λ
2

λ2 ∥γk∥2]

= δ2λ
2
(1 + ρ)2Ek(∥γk∥2)

≤ δ2λ
2
(1 + ρ)2(∥Yk∥2 + nσ2). (3.16)

Definindo a sequência de variáveis aleatórias {mk}k≥0 como

mk =





1, se −γT
k

Pk

P T
k

APk
≥ δ

0, caso contrário
, (3.17)
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temos que

Ek(α2
k∥APk∥2) ≤ (mkρ2 + (1 − mk)δ2λ

2
(1 + ρ)2)∥Yk∥2

+ (mkρ2 + (1 − mk)δ2λ
2
(1 + ρ)2)nσ2 q.c. (3.18)

Prosseguindo com a demonstração, devemos analisar o termo Ek(αkγT
k APk), em que

se obtém, da relação de conjugação (P T
k APk−1 = 0 para todo k ≥ 1), que Ek(αkY T

k APk) ≤ 0

q.c. para todo k ≥ 0. Visto que, das definições de Pk, equação (3.10), da matriz A ser definida

positiva (A > 0) e tomando o produto escalar com P T
k A, temos, para todo k ≥ 0, que

0 ≤ P T
k APk = −P T

k Aγk + βkP T
k APk−1 = −P T

k Aγk q.c., (3.19)

como, por definição de αk, equação (3.11), αk ≥ δ > 0, resulta, da relação (3.19), que:

0 ≤ −δP T
k Aγk ≤ −αkP T

k Aγk q.c. (3.20)

Então, tomando a esperança condicional da desigualdade (3.20) com relação a Fk, temos, da

desigualdade (3.20), que

Ek(αkP T
k Aγk) ≤ δEk(P T

k Aγk) ≤ 0 q.c. (3.21)

Assim, da igualdade (3.14) e desigualdades (3.18) e (3.21), temos, para todo k ≥ 1, que

Ek(∥Yk+1∥2) ≤ (1 + a2
k(nρ2 + (1 − mk)δ2λ

2
(1 + ρ)2))∥Yk∥2

+ a2
k(mkρ2 + (1 − mk)δ2λ

2
(1 + ρ)2)nσ2 − 2akδEk(−αkγT

k APk)

≤ (1 + a2
k(ρ2 + δ2λ

2
(1 + ρ)2))∥Yk∥2 + a2

k(ρ2 + δ2λ
2
(1 + ρ)2)nσ2

− 2δakEk(−γT
k APk),

resultando em

Ek(∥Yk+1∥2) ≤ (1+a2
k(ρ2+δ2λ

2
(1+ρ)2))∥Yk∥2+a2

k(ρ2+δ2λ
2
(1+ρ)2)nσ2−2δakEk(−γT

k APk) q.c.

(3.22)

Definindo, como no Teorema 2.1.1, de Robbins e Siegmund, apresentado no Capítulo 2,

para todo k ≥ 1:

Zk = ∥Yk∥2;

βk = a2
k(ρ2 + δ2λ

2
(1 + ρ)2);

ξk = a2
k(ρ2 + δ2λ

2
(1 + ρ)2)nσ2 e

δk = 2δakEk(−γT
k APk);

temos que: {Zk}k≥1, {βk}k≥1, {ξk}k≥1 e {δk}k≥1 são variáveis aleatórias Fk-mensuráveis,

não-negativas, satisfazendo

E(Zk+1|Fk) ≤ (1 + βk)Zk − δk + ξk.
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Portanto, a sequência {Zk}k≥1 é um quase supermartingale não negativo, definido no Capítulo 2.

Além disso, da Hipótese (H1), resulta que

∑

k≥1

βk < ∞,

∑

k≥1

ξk < ∞,

sendo possível utilizar o Teorema 2.1.1 para afirmar que:

C1) lim Zk existe e é finito quase certamente quando k → ∞.

Além disso, aplicando a esperança na desigualdade (3.22) e utilizando novamente o Teorema

2.1.1, obtemos que:

C2)
∑

k≥1 E(δk) = 2δ
∑

k≥1 akE(Ek(−γT
k APk)) = 2δ

∑
k≥1 akE(−γT

k APk) < ∞.

Logo, de (C2) e como consequência do Lema 2.2.1, temos que existe uma subsequência

tal que γT
k′APk′ −→ 0 quase certamente e, equivalentemente, da equação (3.19), enunciar que

P T
k′ APk′ −→ 0 quase certamente, quando k′ → ∞. Da definição da matriz A ser definida

positiva, resulta que

Pk′ −→ 0 q.c., quando k′ −→ ∞. (3.23)

Em seguida, da Conclusão (C1), temos que Y T
k′ APk′ −→ 0 q.c., quando k′ → ∞. E, da

definição de Pk, equação (3.10), da definição de βk, equação (3.9), encontramos que

Y T
k′ Aγk′ − γT

k′APk′−1

Pk′−1APk′−1

Y T
k′ APk′−1 −→ 0 q.c., quando k′ −→ ∞. (3.24)

Posteriormente, da definição de γk, equação (3.8), concluímos que

Yk′ −
(

Y T
k′ APk′−1

P T
k′−1APk′−1

)
Pk′ −→ 0 q.c., quando k′ −→ ∞. (3.25)

Por fim, da equação (3.25), resulta que existe q ∈ R tal que

lim
k′→+∞

Yk′ = q lim
k′→+∞

Pk′ q.c. (3.26)

Contudo, da Conclusão (C1) e de (3.23), podemos afirmar que

lim
k→+∞

Yk = 0 q.c.

E, portanto

AXk −→ b q.c., quando k → ∞.
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No teorema anterior, uma observação importante é poder substituir a Hipótese (H2) por:

H2’) Defina {δk}k≥1, uma sequência real positiva, tal que

∑

k≥1

δkak = ∞ e
∑

k≥1

δ2
ka2

k < ∞. (3.27)

E, posteriormente, substituir αk, equação (3.11), no Algoritmo 1, por

α′
k = max

(
−γT

k Pk

P T
k APk

, δk

)
, (3.28)

sem alterar a convergência quase certa para a solução do problema (3.2) e, principalmente,

possibilitando controlar o comprimento dos passos iniciais, permitindo uma convergência mais

rápida à solução.

Assim, é necessário reformular o Teorema 3.1.2 a fim de utilizar (H2’) e a definição de

α′
k para solucionar o problema 3.1.1.

Teorema 3.1.3. Seja o processo estocástico (sequência de vetores aleatórios) {ξk}k≥0, tal que

ξk ∼ ξ para todo k ≥ 0. Considere-se o método iterativo definido no Algoritmo 1, substituindo

αk por α′
k, definida na equação (3.28), com max_iter = +∞ e gerando uma sequência de

vetores aleatórios {Xk}k≥1. Além disso, tem-se que {a′
k}k e {δk}k são sequências reais positivas

satisfazendo (H1) e (H2’). Se {ξx}x∈Rn satisfaz (H3), então AXk −→ b quase certamente,

quando k → ∞.

Demonstração. A prova deste teorema é semelhante ao, anterior, sendo alterados apenas os

passos que são diferentes da demonstração daquele teorema. Mantemos as definições de Fk =

σ({Xi}k
i=0, {Pi}k−1

i=0 ) e Yk = AXk − b, tendo em vista que bk = b + ξk. De forma equivalente à

obtenção da equação (3.14), temos

Ek(∥Yk+1∥2) = ∥Yk∥2 − 2akEk(α′
kγT

k APk) + a2
kEk(α′2

k ∥APk∥2). (3.29)

E, utilizando a mesma estratégia do Teorema 3.1.2, analisaremos os termos 2akEk(α′
kγT

k APk) e

a2
kEk(α′2

k ∥APk∥2) separadamente.

Iniciando a análise por a2
kEk(α′2

k ∥APk∥2) e distinguindo em dois casos, temos que:

i) Se −γT
k

Pk

P T
k

APk
≥ δk, de forma análoga ao teorema anterior, desigualdade (3.15), encontramos que

a2
kEk(α′2

k ∥APk∥2) ≤ ρ2a2
k(∥Yk∥2 + nσ2). (3.30)

ii) Se −γT
k

Pk

P T
k

APk
< δk, então, das definições de βk, equação (3.9), de Pk, equação (3.10), α′

k, equação

(3.28), além das Hipóteses (H3), temos, similarmente à equação (3.16), que

a2
kEk(α′2

k ∥APk∥2) ≤ a2
kδ2

kλ
2
(1 + ρ)2(∥Yk∥2 + nσ2), (3.31)
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em que n é a dimensão do problema (3.1) e (3.2). Assim, analogamente à definição da sequência

{mk}k≥0, equação (3.17), definimos a sequência {m′
k}k≥0 como

m′
k =





1, se −γT
k

Pk

P T
k

APk
≥ δk

0, caso contrário
; (3.32)

e encontramos, dadas as desigualdades (3.30) e (3.31), que

a2
kEk(α′2

k ∥APk∥2) ≤ (m′
kρ2a2

k + (1 − m′
k)a2

kδ2
kλ

2
(1 + ρ)2)∥Yk∥2

+ (m′
kρ2a2

k + (1 − m′
k)a2

kδ2
kλ

2
(1 + ρ)2)nσ2. (3.33)

O próximo passo é analisar 2akEk(α′
kγT

k APk), mantendo a afirmação que Ek(α′
kγT

k APk) ≤
0 de forma semelhante ao realizado no Teorema 3.1.2, utilizando as equações (3.19) e (3.20).

Logo, podemos concluir, para todo k ≥ 1, que

2akEk(α′
kγT

k APk) ≤ 2akδkEk(γT
k APk) ≤ 0. (3.34)

Então, das equações (3.29), (3.33) e (3.34), resulta que

Ek(∥Yk+1∥2) ≤ (1 + [m′
kρ2a2

k + (1 − m′
k)a2

kδ2
kλ

2
(1 + ρ)2])∥Yk∥2

+ (m′
kρ2a2

k + (1 − m′
k)a2

kδ2
kλ

2
(1 + ρ)2)nσ2 − 2akδkEk(−γT

k APk)

≤ (1 + ρ2a2
k + a2

kδ2
kλ

2
(1 + ρ)2)∥Yk∥2 − 2akδkEk(−γT

k APk)

+ (ρ2a2
k + a2

kδ2
kλ

2
(1 + ρ)2)nσ2.

Definindo

Z ′
k = ∥Yk∥2;

ξ′
k = (p2a2

k + a2
kδ2

kλ
2
(1 + p)2)nσ2;

β′
k = (p2a2

k + a2
kδ2

kλ
2
(1 + p)2) e

δ′
k = 2δkakEk(−γT

k APk);

temos que {Z ′
k}k, {ξ′

k}k, {β′
k}k e {δ′

k}k são variáveis aleatórias Fk-mensuráveis, não-negativas,

satisfazendo

Ek(Z ′
k+1) ≤ (1 + β′

k)Z ′
k − δ′

k + ξ′
k.

Portanto, {Z ′
k}k é um quase supermartingale não negativo.

Por fim, basta mostrar que:
∑

k≥1 β′
k < ∞ e

∑
k≥1 ξ′

k < ∞; para aplicarmos o Teorema

2.1.1, e, assim, manter a mesma sequência da demonstração do Teorema 3.1.2, apresentado

para δ constante, para afirmar que AXk −→ b quase certamente, quando k → ∞. Porém, das

Hipóteses (H1) e (H2’) fica claro que
∑

k β′
k < ∞ e

∑
k ξ′

k < ∞.

Na próxima seção é realizada a análise da taxa de convergência do método do gradiente

conjugado linear estocástico, sendo provado que esta é O( 1
k log k

).



Capítulo 3. O Gradiente Conjugado Linear Estocástico 64

3.2 Análise da Taxa de Convergência do Método do Gradi-

ente Conjugado Linear Estocástico

Nesta seção, apresentamos a análise da taxa de convergência do método proposto na

Seção 3.1, Algoritmo 1, o método do gradiente conjugado linear estocástico. Por sua vez, para

as análises da taxa de convergência dos métodos de Robbins e Monro e Kiefer e Wolfowitz,

podemos citar os artigos: (CHUNG, 1954); (KOMLÓS; RÉVÉSZ, 1972); (GOODSELL; HAN-

SON, 1976); (FABIAN, 1968); (NEMIROVSKI et al., 2009). Nesse último artigo, os autores

demonstraram que a melhor taxa de convergência encontrada para problemas de otimização

estocásticos fortemente convexos e suaves (C∞), utilizando o método de Robbins e Monro, é

O
(

1
k

)
. Contudo, para problemas de otimização estocásticos convexos, Nemirovski e Yudin, no

artigo (NEMIROVSKIJ; YUDIN, 1983), demonstraram que a taxa de convergência ótima do

método de Robbins e Monro para essa classe de problemas é O
(

1√
k

)
.

Teorema 3.2.1. Assuma-se que as hipóteses do Teorema 3.1.2 sejam satisfeitas, e que existe

M ∈ R+ tal que ∥Xk∥ < M quase certamente para todo k ≥ 0. Então, a taxa de convergência

do método do gradiente conjugado linear estocástico, Algoritmo 1, é O
(

1
k log k

)
.

Demonstração. Sabendo que

f(x) =
1

2
xT Ax − xT E(bx)

=
1

2
xT Ax − xT b,

temos, ao expandirmos a função f em série de Taylor em torno do ponto ótimo x∗ = A−1b, que

f(x) = f(x∗) + (x − x∗)T ∇f(x∗) +
1

2
(x − x∗)T A(x − x∗), (3.35)

em que ∇f(x∗) = Ax∗ − b = AA−1b − b = b − b = 0. Logo, segue que a igualdade (3.35) é

equivalente a

f(x) = f(x∗) +
1

2
(x − x∗)T A(x − x∗)

≤ f(x∗) +
λ

2
∥x − x∗∥2,

resultando que

f(x) − f(x∗) ≤ λ

2
∥x − x∗∥2.

Então, devemos computar a taxa de convergência da sequência {Xk}k≥0, definida pelo Algoritmo

1, como

E(f(Xk) − f(x∗)) ≤ λ

2
E(∥x − x∗∥2). (3.36)
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Por sua vez,

E(∥Xk − x∗∥2) = E(∥A−1AXk − A−1b∥2)

≤ E(∥A−1∥2∥AXk − b∥2). (3.37)

Como definido na prova do Teorema 3.1.2, temos que Yk = AXk − b, sendo a desigualdade

(3.37) equivalente a

E(∥Xk − x∗∥2) ≤ 1

λ2 E(∥Yk∥2). (3.38)

Das desigualdades (3.36) e (3.38), resulta que

E(f(Xk) − f(x∗)) ≤ 1

2
λ−1ρE(∥Yk∥2), (3.39)

em que ρ = λ
λ

é o número de condicionamento da matriz A, com λ e λ positivos, maior e menor

autovalor da matriz A, respectivamente.

Sabemos, como resultado do Teorema 3.1.2, que ∥Yk∥2 −→ 0 quase certamente, quando

k → ∞, sendo necessário agora provar a convergência em L2 da sequência {∥Yk∥}k≥0, ou seja,

E(∥Yk∥2) −→ 0, quando k → ∞. Para esta finalidade, temos, por hipótese, que ∥Xk∥ ≤ M

q.c. para todo k ≥ 0, implicando que existe U > 0 tal que ∥Yk∥2 ≤ U q.c. para todo k ≥ 0

e, consequentemente, {∥Yk∥2}k≥0 é uma sequência uniformemente integrável. Utilizando o

Teorema de convergência de Vitali e o fato de que ∥Yk∥2 −→ 0 q.c., quando k → ∞, concluímos

que

E(∥Yk∥2) −→ 0, quando k → ∞,

ou seja, ∥Yk∥ L2−→ 0, quando k → ∞. Portanto, ao calcularmos a taxa de convergência da

E(∥Yk∥2), estamos definindo a taxa de convergência de E(|f(Xk) − f(x∗)|), por meio da desi-

gualdade (3.39).

Assim, definindo Vk = E(∥Yk∥2) e utilizando a desigualdade (3.22), concluímos que

Vk+1 = E(∥Yk+1∥2)

= E(Ek(∥Yk+1∥2))

≤ E([(1 + a2
k(ρ2 + δ2λ

2
(1 + ρ)2))∥Yk∥2 + a2

k(ρ2 + δ2λ
2
(1 + ρ)2)nσ2

− 2δakEk(−γT
k APk)])

= (1 + a2
k(ρ2 + δ2λ

2
(1 + ρ)2))Vk + a2

k(ρ2 + δ2λ
2
(1 + ρ)2)nσ2

+ 2δakE(Ek(γT
k APk)). (3.40)

Contudo, partindo da definição de βk, equação (3.9), Pk, equação (3.10), γk e tomando o produto
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escalar de Pk com Y T
k A, temos que

Y T
k APk = −Y T

k Aγk + βkY T
k APk−1

= −Y T
k Aγk +

γT
k APk−1

P T
k−1APk−1

Y T
k APk−1

= −Y T
k AYk + ξT

k AYk +
(Y T

k APk−1)
2

P T
k−1APk−1

− ξT
k APk−1

P T
k−1APk−1

. (3.41)

Tomando a esperança condicional da igualdade (3.41) com relação a Fk e sabendo que Ek(γT
k APk) =

Ek(Y T
k APk), pois Ek(ξT

k APk) = 0 q.c., resulta que

Ek(γT
k APk) ≤ −Y T

k AYk +
(Y T

k APk−1)
2

P T
k−1APk−1

+
Ek(ξT

k APk−1)
2

P T
k−1APk−1

q.c., (3.42)

visto que o último termo adicionado é uma variável aleatória não negativa.

Logo, da convergência em L2 da sequência {∥Yk∥}k≥1, temos que Vk −→ 0, quando k → ∞,

resultando que existe M > 0 tal que supk≥1 Vk < M (este resultado também é uma consequência

do Teorema de convergência de Vitali). Em seguida, definimos k̂ = (ρ2 + δ2λ
2
(1 + ρ)2) e das

desigualdades (3.40) e (3.42) , obtemos

Vk+1 ≤ (1 + k̂a2
k)Vk + nσ2k̂a2

k − 2δakE(Y T
k AYk) + 2δakE

(
(Y T

k APk−1)
2

P T
k−1APk−1

)

+ 2δakE

(
(ξT

k APk−1)
2

P T
k−1APk−1

)

≤ (1 + k̂a2
k)Vk + nσ2k̂a2

k − 2δakE(Y T
k AYk) + 2δakE


λ

2∥Yk∥2∥Pk−1∥2

λ∥Pk−1∥2




+ 2δakE


λ

2∥ξk∥2∥Pk−1∥2

λ∥Pk−1∥2




≤ (1 + k̂a2
k)Vk + nσ2k̂a2

k − 2δλakVk + 2δλρakVk + 2δλρaknσ2

= (1 − 2δλak)Vk + k̂a2
k(Vk + nσ2) + 2δλρakVk + 2δλρaknσ2

≤ (1 − 2λak)Vk + k̂(M + nσ2)a2
k + 2δλρ(M + nσ2)ak. (3.43)

Definindo R = max{k̂(M + nσ2), 2δλρ(M + nσ2)} e a = supk≥1 ak < ∞, temos, da desigual-

dade (3.43), que

Vk+1 ≤ (1 − 2δλak)Vk + Rak(1 + ak)

≤ (1 − 2δλak)Vk + R(1 + a)ak. (3.44)

Então, para provarmos que Vk = O
(

1
k log k

)
para a sequência {ak}k≥1, definida por: a1 = θ;

a2 = 4θ
3 log 3

; ak = θ
k log k

para k ≥ 3; façamos C = δλ e 2Cθ > 1. Obtendo, como uma

consequência da definição apresentada, que a = a2 < 2θ. Assim, para k ≥ 3, encontramos, da

desigualdade (3.44), que

Vk+1 ≤
(

1 − 2Cθ

k log k

)
Vk + R(1 + θ)

θ

k log k
,
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e, por indução, provaremos que para todo k ≥ 3, temos

Vk = O

(
1

k log k

)
.

Desta forma, definindo

Q = max

{
4Rθ(1 + θ),

R(1 + θ)θ

2Cθ − 1

}
,

temos, para k = 2 e utilizando a desigualdade (3.44), que

V3 ≤ (1 − 2Ca2)V2 + R(1 + θ)a2,

(
a2 =

4θ

3 log 3

)

≤ R(1 + θ)

(
4θ

3 log 3

)

= 4Rθ(1 + θ)
1

3 log 3

≤ Q
1

3 log 3
.

Em seguida, utilizando a hipótese de indução (Vk ≤ Q
k log k

para k > 3), encontramos que

Vk+1 ≤
(

1 − 2Cθ

k log k

)
Q

k log k
+ R(1 + θ)

θ

k log k

= (k log k − 2Cθ)
Q

(k log k)2
+

R(1 + θ)θk log k

(k log k)2

≤ Q

(k log k)2
(k log k − 2Cθ + k log k(2Cθ − 1)),

(
R(1 + θ)θ

2Cθ − 1
≤ Q

)

=
2CθQ

(k log k)2
(k log k − 1)

=
2CθQ

(k log k)2
log

(
kk

e

)
.

Como log
(

kk

e

)
≤ 2(k − 1) log(k − 1) para todo k > 3, temos, da desigualdade anterior, que

Vk+1 ≤ 2CθQ

k2(log k)2
(2(k − 1) log(k − 1))

≤ 4CθQ

(k + 1)

log(k − 1)

(log(k))2

≤ 4CθQ
1

(k + 1) log(k + 1)
.

Visto que log(k−1)
(log k)2 ≤ 1

log(k+1)
, que pode ser demonstrado utilizando o fato de que a média

geométrica é menor ou igual à média aritmética e, posteriormente, que a função log é uma função

côncava.

Portanto,

Vk = O

(
1

k log k

)
.
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Assim, concluímos que o método do gradiente conjugado linear estocástico, para a

sequência {ak}k≥1 definida acima, possui uma taxa de convergência superior ao método de

Robbins e Monro para problemas de otimização quadráticos estocásticos, representados pela

formulação matemática (3.2). Pontuamos que essa sequência escolhida {ak}k≥1 não é a única

sequência que assegura a taxa de convergência encontrada, mas representa uma opção dentre uma

classe de sequências, que faz o algoritmo proposto possuir a taxa de convergência O
(

1
k log k

)
.

Por fim, na próxima seção, são apresentados os experimentos numéricos, que dão indícios

do método proposto ser promissor.

3.3 Experimentos Numéricos

Nesta seção, é comparado o método do gradiente conjugado linear estocástico, apresen-

tado na Seção 3.1, e o método de Robbins e Monro multidimensional.

São considerados 10 casos de teste para a resolução do problema

x∗ = arg min
x∈Rn

{
1

2
xT Ax − xT E(bx)

}
. (3.45)

A métrica de comparação escolhida para todos os casos de teste é a norma l∞ do erro do resíduo,

γ(Xk) = AXk − b, para o último valor de Xk computado pelo Algoritmo 1, lembrando que

b = E(b(x)) para todo x ∈ R
n.

Para os cinco primeiros casos de teste, altera-se o número de condicionamento (ρ) da

matriz A do problema quadrático (3.45). Para esses experimentos numéricos, são definidos:

• o ponto inicial x0 = (10, 10, 10);

• o valor de δ = 1,00e-4;

• a sequência real positiva {ak}k≥1, definida por a1 = 1 e ak =
B

k · ln(k)
para todo k ≥ 2,

com B = 1 (notemos que
∑

k≥1 ak = +∞ e
∑

k≥1 a2
k < +∞).

As especificidades de cada caso de teste são descritas a seguir, destacando que adotaremos a

nomenclatura Ber para nos referir à distribuição de Bernoulli.

• Caso de Teste 1

A =




2, 1000 0, 0197 0, 3714

0, 0197 1, 6747 0, 3376

0, 3714 0, 3376 2, 3146


 , bx =




65, 7920 + ξ1

4, 0738 + ξ2

−69, 5091 + ξ3


 , ρ = 1, 79 (3.46)

em que ξ1 ∼ N(0, 1), ξ2 ∼ N(0, 4) e ξ3 ∼ 2Ber

(
1

2

)
.
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• Caso de Teste 2

A =




0, 4226 0, 3754 0, 2116

0, 3754 3, 8560 −1, 0421

0, 2116 −1, 0421 0, 8572


 , bx =




−4, 4745 + ξ1

−49, 8479 + ξ2

91, 2709 + ξ3


 , ρ = 29 (3.47)

em que ξ1 ∼ N(0, 1), ξ2 ∼ N(0, 4) e ξ3 ∼ 2Ber

(
1

2

)
.

• Caso de Teste 3

A =




1, 7375 0, 6427 −0, 2052

0, 6427 6, 1854 2, 3179

−0, 2052 2, 3179 1, 0003


 , bx =




−3, 7948 + ξ1

−23, 3500 + ξ2

−94, 8042 + ξ3


 , ρ = 699 (3.48)

em que ξ1 ∼ N(0, 1), ξ2 ∼ N(0, 4) e ξ3 ∼ 2Ber

(
1

2

)
.

• Caso de Teste 4

A =




1, 1148 −0, 1018 −2, 8185

−0, 1018 0, 2906 0, 5560

−2, 8185 0, 5560 7, 4447


 , bx =




−66, 9390 + ξ1

−4, 7619 + ξ2

57, 3784 + ξ3


 , ρ = 4, 935e+4

(3.49)

em que ξ1 ∼ N(0, 1), ξ2 ∼ N(0, 4) e ξ3 ∼ 2Ber

(
1

2

)
.

• Caso de Teste 5

A =




11, 5170 2, 3895 2, 6700

2, 3895 3, 4241 0, 8501

2, 6700 0, 8501 0, 6489


 , bx =




−46, 8584 + ξ1

−35, 8530 + ξ2

13, 3855 + ξ3


 , ρ = 7, 769e+7

(3.50)

em que ξ1 ∼ N(0, 1), ξ2 ∼ N(0, 4) e ξ3 ∼ 2Ber

(
1

2

)
.

Por sua vez, os cinco últimos casos de teste têm como objetivo investigar o compor-

tamento do método proposto — o gradiente conjugado linear estocástico — à medida que se

aumenta a dimensão (n) do problema quadrático (3.45). As particularidades de cada caso de

teste são apresentadas a seguir, destacando-se que definimos a sequência {ak}k≥1 como a1 = 1

e ak =
B

k · ln(k)
para todo k ≥ 2, sendo o valor de B especificado em cada caso.

• Caso de Teste 6

– dimensão (n) do problema (3.45) igual a 50;
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– número de condicionamento da matiz A ρ igual a 984;

– condição inicial X0 = (X1
0 , ..., Xn

0 ), sendo X i
0 = 10 para todo i ∈ {1, ..., n};

– ξ = (ξ1, ..., ξn), sendo ξi ∼ N(0, 1) para todo i ∈ {1, ..., n};

– b = (b1, ..., bn), sendo bi ∼ N(0, 50) para todo i ∈ {1, ..., n};

– bx = b + ξ;

– B = 25;

• Caso de Teste 7

– dimensão (n) do problema (3.45) igual a 100;

– número de condicionamento da matiz A ρ igual a 784;

– condição inicial X0 = (X1
0 , ..., Xn

0 ), sendo X i
0 = 10 para todo i ∈ {1, ..., n};

– ξ = (ξ1, ..., ξn), sendo ξi ∼ N(0, 1) para todo i ∈ {1, ..., n};

– b = (b1, ..., bn), sendo bi ∼ N(0, 50) para todo i ∈ {1, ..., n};

– bx = b + ξ;

– B = 25;

• Caso de Teste 8

– dimensão (n) do problema (3.45) igual a 200;

– número de condicionamento da matiz A ρ igual a 1, 84e+3;

– condição inicial X0 = (X1
0 , ..., Xn

0 ), sendo X i
0 = 10 para todo i ∈ {1, ..., n};

– ξ = (ξ1, ..., ξn), sendo ξi ∼ N(0, 1) para todo i ∈ {1, ..., n};

– b = (b1, ..., bn), sendo bi ∼ N(0, 50) para todo i ∈ {1, ..., n};

– bx = b + ξ;

– B = 25;

• Caso de Teste 9

– dimensão (n) do problema (3.45) igual a 1000;

– número de condicionamento da matiz A ρ igual a 976;

– condição inicial X0 = (X1
0 , ..., Xn

0 ), sendo X i
0 = 10 para todo i ∈ {1, ..., n};

– ξ = (ξ1, ..., ξn), sendo ξi ∼ N(0, 1) para todo i ∈ {1, ..., n};

– b = (b1, ..., bn), sendo bi ∼ N(0, 50) para todo i ∈ {1, ..., n};

– bx = b + ξ;
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– B = 25;

• Caso de Teste 10

– dimensão (n) do problema (3.45) igual a 2000;

– número de condicionamento da matiz A ρ igual a 8, 41e+3;

– condição inicial X0 = (X1
0 , ..., Xn

0 ), sendo X i
0 = 10 para todo i ∈ {1, ..., n};

– ξ = (ξ1, ..., ξn), sendo ξi ∼ N(0, 1) para todo i ∈ {1, ..., n};

– b = (b1, ..., bn), sendo bi ∼ N(0, 50) para todo i ∈ {1, ..., n};

– bx = b + ξ;

– B = 25;

Apresentam-se os resultados dos experimentos numéricos para os casos de teste definidos

acima nas tabelas 1 e 2, comparando os métodos de Robbins e Monro (gradiente estocástico,

caso multidimensional abordado em (BLUM, 1954b)) e o gradiente conjugado linear estocástico,

Seção 3.1. Pontua-se que GCLE é o acrônimo para o método do gradiente conjugado linear

estocástico, proposto na Seção 3.1. Além disso, os acrônimos M e DP representam a média e o

desvio padrão, respectivamente, do número de vezes que cada caso de teste foi executado.

Os resultados dos 8 primeiros casos de teste são abordados na tabela 1, em que realizamos

um total de 100 execuções para cada caso, alterando o número máximo permitido de iterações

(max_iter, Algoritmo 1): 500 iterações; 5.000 iterações; 50.000 iterações; a fim de verificar a

sua influência na convergência para o ponto ótimo.

Para os dois primeiros casos de teste, nota-se uma pequena diferença de convergência

entre os métodos do gradiente conjugado linear estocástico proposto e o método de Robbins e

Monro, que é fortemente acentuada a medida que, mantendo a dimensão do problema quadrático

(3.45) (n = 3), aumenta-se o número do condicionamento ρ da matriz A, tornando-a uma matriz

mal condicionada. Como pode ser averiguado para os casos de teste de 3 a 5, apesar do mal

condicionamento da matriz A, o método proposto mantém a convergência para o ponto ótimo

desejado, solução do problema (3.45). Uma observação importante a ser realizada é que para

o caso de teste 5, que apresenta número de condicionamento da matriz A igual a 7, 769e+7, o

método de Robbins e Monro converge prematuramente, enquanto o método proposto tende a

convergir para o ponto ótimo desejado.

Outro ponto de atenção é o método iterativo de Robbins e Monro divergir para os casos

de teste 6 a 8, nos quais se aumentou a dimensão (n) do problema quadrático (3.45), enquanto o

método proposto apresenta sinais de convergência já para o número máximo de iterações igual a

5.000.

Por sua vez, os resultados dos dois últimos testes são abordados na tabela 2, visto que,

por se tratar de um problema quadrático (3.45) em dimensão elevada (acima de 500 variáveis),
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é necessário aumentar o número máximo de iterações (max_iter, Algoritmo 1) para 5.000

iterações, 50.0000 iterações e 500.000 iterações. Além disso, optou-se por reduzir o número

máximo de execuções para 20, visto que realizar operações algébricas e, principalmente, gerar

números aleatórios em dimensão elevada são processos de alto custo computacional, gastando-se

mais tempo por iteração para suas realizações.

Novamente, como nos casos 6 a 8, o método de Robbins e Monro divergiu para os casos

9 e 10, fato que pode estar atrelado à sequência {ak}k≥1 escolhida. Entretanto, mesmo para esta

sequência ({ak}k≥1) e com a dimensão elevada, o método proposto, gradiente conjugado linear

estocástico, converge para o ponto ótimo desejado.

Um teste em maior dimensão é realizado no caso 10, considerando a dimensão do

problema quadrático (3.45) igual a 2.000 e o número de condicionamento da matriz A igual a

8, 41e+3, ou seja, a relação entre o maior autovalor e menor autovalor da matriz A é 8, 41e+3.

Então, ao se analisar a última linha da tabela 2 é constatado que o número máximo de iterações

igual a 5.000 é insuficiente para essa dimensão e condicionamento, sendo necessário, a depender

da precisão exigida das respostas, aumentar o número máximo de iterações permitido, como

pode ser conferido nas colunas para os valores de 50.000 e 500.000 iterações.
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Tabela 1 – Resultados dos experimentos numéricos para os 8 primeiros casos de teste definidos
no início desta Seção 3.3, comparando os métodos de Robbins e Monro e o gradiente
conjugado linear estocástico. Nesta tabela, GCLE é o acrônimo para o método do
gradiente conjugado linear estocástico, proposto nesta tese na Seção 3.1. Além disso,
os acrônimos M e DP representam a média e o desvio padrão, respectivamente. Já
NA significa que o resultado numérico tendeu para +∞.

Comparação entre os métodos Estocásticos (100 Execuções)
Número de Iterações

500 5000 50000
Casos de Testes Método Numérico M DP M DP M DP

1
GCLE 0,05 0,02 0,02 0,01 0,005 0,001

Robbins e Monro 0,07 0,04 0,03 0,01 0,009 0,004

2
GCLE 0,07 0,04 0,02 0,01 0,007 0,003

Robbins e Monro 0,16 0,03 0,03 0,02 0,01 0,006

3
GCLE 0,31 0,06 0,05 0,02 0,014 0,007

Robbins e Monro 47,7 0,5 38,06 0,02 28,74 0,01

4
GCLE 0,58 0,15 0,11 0,04 0,04 0,01

Robbins e Monro 36,1 1,1 30,05 0,02 29,88 0,01

5
GCLE 2,45 1,6 0,74 0,27 0,2 0,1

Robbins e Monro 25,49 0,2 25,49 0,01 25,49 0,004

6
GCLE 0,41 0,07 0,13 0,02 0,044 0,008

Robbins e Monro NA NA NA NA NA NA

7
GCLE 0,45 0,07 0,16 0,02 0,05 0,01

Robbins e Monro NA NA NA NA NA NA

8
GCLE 0,54 0,07 0,19 0,02 0,061 0,007

Robbins e Monro NA NA NA NA NA NA
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Tabela 2 – Resultados dos experimentos numéricos para os últimos 2 casos de teste definidos no
início desta Seção 3.3, comparando os métodos de Robbins e Monro e o gradiente
conjugado linear estocástico. Nesta tabela, GCLE é o acrônimo para o método do
gradiente conjugado linear estocástico, proposto nesta tese na Seção 3.1. Além disso,
os acrônimos M e DP representam a média e o desvio padrão, respectivamente. Já
NA significa que o resultado numérico tendeu para +∞.

Comparação entre os métodos Estocásticos (20 Execuções)
Número de Iterações

5000 50000 500000
Casos de Testes Método Numérico M DP M DP M DP

9
GCLE 0,57 0,04 0,2 0,02 0,064 0,003

Robbins e Monro NA NA NA NA NA NA

10
GCLE 1,37 0,12 0,75 0,02 0,413 0,007

Robbins e Monro NA NA NA NA NA NA
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4 O Gradiente Conjugado Não-Linear

Estocástico

Nesse capítulo desenvolvemos o método do gradiente conjugado não linear estocástico,

Algoritmo 2, a fim de solucionar problemas estocásticos, formulados matematicamente por:

x∗ = arg min
x∈Rn

f(x); (4.1)

em que f(x) = E(g(x, ξ)), g : Rn × R → R, ξ é uma variável aleatória (ξ : Ω → R), com

(Ω, F ,P), o espaço de probabilidade. Para as análises de convergência quase certa e taxa de

convergência do método proposto à solução do problema estocástico (4.1), iremos adotar que

f : Rn → R possui gradientes que são L-Lipschitz, entre outras conjecturas que são tratadas

na Hipótese E. Essas análises têm como referência os artigos (BLANCHET et al., 2019) e

(PAQUETTE; SCHEINBERG, 2020), que abordam os casos de região de confiança e gradiente

estocástico utilizando busca em linha, respectivamente, e as propriedades de supermartingales

não negativos, tratadas no Capítulo 2.

O método do gradiente conjugado não linear estocástico exige, para as análises de

convergência e taxa de convergência, que o valor estimado do gradiente de f(xk), gk, seja

"próximo" do valor real do gradiente ∇f(xk), em que xk é o ponto no espaço R
n gerado pelo

Algoritmo 2 no iterando k. Exigência semelhante é realizada para as estimativas de f nos pontos

da sequência {xk}k≥0, gerados pelo algoritmo proposto. As terminologias que quantificam o

termo "próximo" são definidas ao longo da Seção 4.2.

Uma forma de obtermos boa precisão na estimativa de f(x) é amostrando g(x, ξ) uma

quantidade finita de vezes, mantendo x fixo, e calculando a média aritmética dos valores amostra-

dos. Procedimento semelhante pode ser adotado quando temos disponível a informação do gradi-

ente de f(x), ∇f(xk), imerso em ruído, e.g. ∇f(xk; ξv) = ∇f(xk) + ξv, com ξv = (ξ1
v , ..., ξn

v )

e E[ξi
v] = 0 para i = 1, ...n. Caso contrário, quando não temos acesso a ∇f(xk; ξv), podemos

estimar ∇f(xk) por meio das técnicas de aproximação por diferenças finitas generalizada (LIU,

2009). Técnicas com o objetivo de estimar o tamanho das amostras, a fim de atender à Hipótese

G, tratada na Seção 4.2, são apresentadas e analisadas em (TRIPURANENI et al., 2018), (BOL-

LAPRAGADA; BYRD; NOCEDAL, 2018), (FRIEDLANDER; SCHMIDT, 2012) e (TROPP et

al., 2015).

Por fim, dividimos o presente capítulo em cinco seções, a primeira seção é destinada

a abordar os conceitos e propriedades da teoria da probabilidade, que serão utilizados para as

demonstrações da análise de convergência quase certa, desenvolvida na Seção 4.2, e para a

análise da taxa de convergência do algoritmo proposto, abordada na Seção 4.3, as quais não

foram mencionadas no Capítulo 2. Em seguida, na Seção 4.4, apresentamos uma aplicação
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direta do Algoritmo 2, demonstrando a convergência à solução de um problema de otimização

não linear determinístico e, na Seção 4.5, mostramos uma aplicação numérica desse algoritmo

desenvolvido.

4.1 Fundamentos Matemáticos

Apresentamos nesta seção as principais definições, hipóteses, lemas, proposições e teore-

mas que são utilizados no decorrer desse capítulo, para as análises de convergência quase certa e

taxa de convergência do Algoritmo 2, o método do gradiente conjugado não linear estocástico.

São apresentadas no Apêndice A as demonstrações desses lemas, proposições e teoremas tratados

nessa parte do texto, uma vez que são resultados gerais da teoria da probabilidade.

Sejam {Ω, F , P} um espaço de probabilidade e {Φk, Ak}k≥0 um processo estocástico

definido nesse espaço, tal que Φk e Ak são variáveis aleatórias não negativas para todo k ≥ 0.

Além disso, seja {Wk}k≥0 uma sequência de variáveis aleatórias definidas nesse mesmo espaço

de probabilidade, tal que W0 = 1 e, para todo k ≥ 0, temos

P(Wk+1 = 1 | Fk) = p e P(Wk+1 = −1 | Fk) = 1 − p, (4.2)

em que Fk = σ({Φi, Ai, Wi}i=k
i=0) e p ∈ [0, 1]. Como consequências da definição da {Wk}k≥0

e da expressão (4.2), obtemos que essa sequência de variáveis aleatórias é mutuamente in-

dependente e que Wk é independente de {Φi, Ai}i=k−1
i=0 . Notemos que podemos interpretar o

processo {Wk}k≥0 como sendo um passeio aleatório, classificado como: simétrico, se p =
1

2
;

não simétrico, caso contrário.

Por fim, definamos {τϵ}ϵ>0, uma família de tempos de parada com relação à filtração

{Fk}k≥0, indexada pelo conjunto R+, e a Hipótese I.

Hipótese I. Temos que:

I.i) Existe uma constante λ > 0 e Amax = A0eλjmax , com jmax ∈ Z e Ak ≤ Amax para todo

k ≥ 0;

I.ii) Existe uma constante Ā = A0eλjϵ , com jϵ ∈ Z− ∪ {0}, tal que para todo k ≥ 0, temos

1{τϵ>k}Ak+1 ≥ 1{τϵ>k} min(AkeλWk+1 , Ā ), (4.3)

em que Wk+1 satisfaz (4.2) com p >
1

2
;

I.iii) Existe uma função não decrescente h : [0, ∞) → (0, ∞) e uma constante positiva Θ tal

que, para todo k ≥ 0, temos

1{τϵ>k}E[Φk+1 | Fk] ≤ 1{τϵ>k}Φk − 1{τϵ>k}Θh(Ak). (4.4)
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A Hipótese I.ii significa que Ak sempre tende a crescer quando estiver abaixo de Ā . Já

a Hipótese I.iii menciona que, enquanto não pararmos (1{τϵ>k} = 1), Φk+1 tende a decrescer

na média Θh(Ak) em relação ao iterando corrente Φk, tendo toda a informação gerada até o

iterando corrente, Fk, conhecida.

Portanto, enfatizamos que nosso objetivo nessa seção é limitar E(τϵ) em termos de h(Ā ),

supondo que p >
1

2
({Wk}k≥0 é um passeio aleatório assimétrico).

Assim sendo, definiremos um processo de renovação {Ak}k≥0 , em que as renovações

ocorrerão sempre que Ak ≥ Ā . Com essa finalidade, definamos, primeiramente, a sequência de

variáveis aleatórias {Zk}k≥0 como:

Z0 = jϵ;

Zk+1 = min(Zk + Wk+1, jϵ). (4.5)

Percebamos que o processo {Zk}k≥0 é o processo de nascimento-morte no conjunto {k : k ≤ jϵ}.

Podemos também interpretar {Zk}k≥0 como uma cadeia de Markov com barreira reflexiva

(Capítulo 8 de (SHIRYAEV, 2016)) em jϵ. Como p >
1

2
, temos que o estado jϵ é um estado

recorrente positivo, o que torna toda a cadeia de Markov uma cadeia recorrente positiva. Além

disso, dada a característica recorrente do estado jϵ, temos que P(Zk = jϵ i.v. (infinitas vezes)) =

1. Ademais, da desigualdade (4.3), podemos afirmar, utilizando indução em k, que, para todo

k ≥ 0

1{τϵ>k}Ak+1 ≥ 1{τϵ>k} min(AkeλWk+1 , Ā )

≥ 1{τϵ>k}A0eλZk+1 . (4.6)

A seguir, definamos o processo de renovação {Ak}k≥0 como

A0 = 1;

Ak = inf{m > Ak−1 : Zm = jϵ}, (4.7)

que apresenta, de forma indireta, em quais iterações ocorre que Ak ≥ Ā no evento {τϵ > k}.

Definamos o processo {τk}k≥1, que representa o tempo entre chegadas, ou seja, o tempo entre

renovações do processo {Ak}k≥0, como

τk = An − An−1, (4.8)

e, por fim, o processo de contagem,

N(k) = max{n : An ≤ k}, (4.9)

que quantifica o número de renovações que ocorrem até o instante k.

Portanto, dadas as definições de todos os processos estocásticos com que iremos trabalhar

ao longo desta seção, enunciamos e demonstramos, no Apêndice A, algumas propriedades que
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são importantes para alcançarmos o objetivo desta parte do texto, que é limitar E(τϵ) em termos

de h(Ā ), supondo que p >
1

2
na relação (4.2).

O Lema 4.1.1 é uma consequência direta de {Zk}k≥1 ser um passeio aleatório assimétrico

(p >
1

2
na relação (4.2)) e das definições dos processos {Wk}k≥1, {Ak}k≥1 e {τk}k≥1, que limita

a esperança do tempo entre renovações, τk, equação (4.8), do processo {Ak}k≥1.

Lema 4.1.1. Seja {τk}k≥1 o processo que representa o tempo entre chegadas do processo de

renovação {Ak}k≥0, definido em (4.8). Então, para todo n ∈ N, temos:

E[τn] = p +

(
1 +

1

2p − 1

)
(1 − p) =

p

2p − 1
. (4.10)

Demonstração. Ver Apêndice A, Lema A.0.1.

Adiante, o Lema 4.1.2 limita superiormente a esperança do número de renovações N

imediatamente antes do tempo de parada τϵ, E[N(τϵ − 1)].

Lema 4.1.2. Considerando os processos estocásticos {Ak}k≥0, {Ak}k≥0, {Φk}k≥0, {τk}k≥1,

{Wk}k≥0, {Zk}k≥0, {N(k)}k≥1 e {τϵ}ϵ>0 definidos acima e as definições de Θ e h, fornecidas

na Hipótese I, então

E[N(τϵ − 1) + 1] ≤ E[Φ0]

Θh(Ā )
.

Demonstração. Ver Apêndice A, Lema A.0.2.

A proposição a seguir é uma variação do Teorema da Identidade de Wald. Este teorema,

que é uma aplicação do teorema da parada opcional, diz "que sob certas condições a média

da soma de uma quantidade aleatória de parcelas aleatórias é a média das parcelas vezes o

número médio de parcelas- Seção 12.3 do Capítulo 12 de (ROLLA; DELIMA, 2024). Entretanto,

como consequência do mencionado anteriormente, é comum na literatura exigir que uma dessas

condições (hipóteses) seja que o tempo de parada, com relação à filtração natural, seja integrável,

implicando que o tempo de parada seja finito quase certamente. Portanto, visando suprimir essa

condição, temos a proposição 4.1.3.

Proposição 4.1.3. Identidade de Wald

Seja {Yk}k≥1 uma sequência de variáveis aleatórias independentes tais que: P(Yk ∈
[0, + inf]) = 1 para todo k ≥ 1; E[Yk] = µk, com µk ∈ [0, + inf] para todo k ≥ 1; e τ

um tempo de parada em relação à filtração natural. Definamos Sk = Y1 + ... + Yk, S0 = 0,

sk = µ1 + ... + µk. Então

E[Sτ ] = E[sτ ] (4.11)

Demonstração. Ver Apêndice A, Proposição A.0.3.
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Como observações importantes da Proposição 4.1.3, temos que:

• se µk = µ para todo k ≥ 1, então E[Sτ ] = µE[τ ];

• se µk = µ = 0 para todo k ≥ 1, então Yk = 0 q.c. para todo k ≥ 1 e Sτ = 0 q.c.,

resultando que µE[τ ] = 0, mesmo que E[τ ] = ∞;

• se P(τ = 0) = 1, então µE[τ ] = 0, mesmo que µ = ∞.

Uma pergunta interessante a ser feita é o motivo de não ser conveniente considerar

que a esperança do tempo de parada seja finita, ou, até mesmo, considerarmos algo menos

restritivo, que o tempo de parada seja finito quase certamente. Ora, como iremos propor na seção

seguinte um método de otimização estocástico que irá gerar processos estocásticos, se adotarmos

a hipótese retirada, não precisaríamos demonstrar a convergência quase certa, pois herdaríamos

a conclusão do fato de todo tempo de parada ser finito quase certamente.

Por fim, no Teorema 4.1.4, sintetizamos, utilizando os lemas e proposições anteriores, o

objetivo desta seção.

Teorema 4.1.4. Considerando os processos estocásticos {Ak}k≥0, {Ak}k≥0, {Φk}k≥0, {τk}k≥1,

{Wk}k≥0, {Zk}k≥0, {N(k)}k≥1 e {τϵ}ϵ>0 definidos acima, se a Hipótese I é satisfeita, então

E[τϵ − 1] ≤ p

2p − 1

E[Φ0]

Θh(Ā )
.

Demonstração. Ver Apêndice A, Teorema A.0.4.

4.2 Convergência Quase Certa do Método do Gradiente

Conjugado Não Linear Estocástico

Para análise de convergência do Algoritmo 2, iremos supor a seguinte hipótese na função

não linear f , problema (4.1), que é comum ser utilizada para a prova de convergência dos

métodos de gradiente conjugado não lineares determinísticos.

Hipótese E. O gradiente de f , ∇f , é L-Lipschitz contínuo, ou seja, existe L > 0 tal que

∥∇f(x) − ∇f(y)∥ ≤ L∥x − y∥, ∀ x, y ∈ R.

Além disso, existe um único x∗ ∈ R
n tal que:

• fmin = f(x∗) ≤ f(x) para todo x ∈ R
n;

• ∇f(x) = 0 se, e somente se, x = x∗.
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Algoritmo 2 Método do Gradiente Conjugado Não Linear Estocástico

Entrada: x0 ∈ R
n, γ > 1, θ ∈ (0, 1), αmax > 0, K̄2 ≥ 1, α0 = γj0αmax (com j0 ∈ Z−), δ2

0 ,
ϵ > 0, max_iter ∈ N e k = 0.

Saída: X̄ (solução aproximada do problema não linear estocástico).
enquanto k ≤ max_iter faça ▷ xrepetição

Passo 1: Computar a estimativa do gradiente de f(xk), gk, satisfazendo a Hipótese G;
Passo 2: Computar o coeficiente de conjugação βN

k ;

βN
k =





0, se k = 0

1

bk

(
yk−1 − 2pk−1

∥yk−1∥2

bk

)T

gk, se k ∈ N
;

em que:

bk =

{
ϵ, se pT

k−1yk−1 = 0
pT

k−1yk−1, c.c.
;

yk−1 = gk − gk−1.
Passo 3:

Computar a direção de busca pk;

p̄k = −gk + βN
k pk−1,

e

pk =





K̄1
∥gk∥
∥pk∥ p̄k, se ∥p̄k∥ < K̄1∥gk∥

p̄k, se K̄1∥gk∥ ≤ p̄k ≤ K̄2∥gk∥
K̄2

∥gk∥
∥pk∥ p̄k, se ∥p̄k∥ > K̄2∥gk∥

,

com K̄1 =
7

8
.

Passo 4: Definamos sk = αkpk;
Passo 5: Computar a estimativa da funções de f(xk) e f(xk + sk), fk e f s

k , respectiva-
mente, com base em δk, gk e xk, satisfazendo a Hipótese G;

Passo 6: Atualizar ponto corrente e parâmetros do próximo passo;
se f s

k ≤ fk + θαkgT
k pk então

xk+1 = xk + sk, αk+1 = min{αmax, γαk}, gk−1 = gk, pk−1 = pk; ▷ Sucesso

se −αkgT
k pk ≥ δ2

k então

δ2
k+1 = γδ2

k; ▷ Passo Confiável

fim se

se −αkgT
k pk < δ2

k então

δ2
k+1 = γ−1δ2

k; ▷ Passo Não Confiável

fim se

senão

xk+1 = xk, αk+1 = γ−1αk, δ2
k+1 = γ−1δ2

k; ▷ Insucesso

fim se

k = k + 1
fim enquanto

Faça X̄ = xk ▷

final
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O Algoritmo 2 gera uma sequência de elementos aleatórios {Gk, Xk, BN
k , Sk, Ak, Pk, ∆k,

F 0
k , F s

k }k≥0 cujas respectivas realizações são Gk(ω) = gk, Xk(ω) = xk, BN
k (ω) = βN

k ,

Sk(ω) = sk, Ak(ω) = αk, Pk(ω) = pk, ∆k(ω) = δk, F 0
k (ω) = f 0

k e F s
k (ω) = f s

k , em que

ω ∈ Ω, sendo (Ω, F , P) um espaço de probabilidade, em que os elementos aleatórios definidos

acima estão bem definidos. Na Tabela 3 estão descritos os parâmetros do algoritmo proposto e

seus significados. O principal objetivo nesta seção é mostrar que, sob certas hipóteses a respeito

de {Gk}k≥0 e {F 0
k , F s

k }k≥0, teremos que ∇f(Xk) −→ 0 quase certamente quando k → ∞.

Definamos F
G,F
k−1 = σ({Gi, F 0

i , F s
i }i=k−1

i=0 ) e F
G,F
k−1,2 = σ({Gi}i=k

i=0 ∪ {F 0
i , F s

i }i=k−1
i=0 ) para todo

k ∈ N e, para fins de completude, definimos F
G,F
−1 = σ(x0). Então {F

G,F
k−1 }k≥0 é uma filtração

do espaço de probabilidade (Ω, F , P).

Tabela 3 – Significados dos parâmetros do algoritmo 2.

Parâmetros Significado
x0 Condição inicial
γ Coeficiente de atualização dos parâmetros αk e δ2

k

θ Constante da Condição de Armijo (f s
k ≤ fk + θαkgT

k pk)
αmax Máximo comprimento de passo permitido na direção pk, na iteração k

α0 Passo inicial na direção p0 = −g0

δ2
0 Raio inicial de confiança utilizado na Condição G.iii, da Hipótese G

K̄2 Constante que limita a norma de pk em relação a norma de gk

ϵ Constante que não permite divisão por zero
max_iter Número máximo de iterações

A seguir, iremos mensurar, na Definição 3, a precisão da estimativa de Gk em relação ao

gradiente da função f(Xk), ∇f(Xk), no ponto corrente Xk.

Definição 3. Dizemos que a sequência de vetores aleatórios {Gk}k≥0 é pg-probabilisticamente

kg-suficientemente precisa em relação às sequências {Ak, Xk}k≥0, geradas pelo Algoritmo 2, se

existir uma constante kg > 0, tal que:

P
(
Ik | F

G,F
k−1

)
= E

(
1Ik

| F
G,F
k−1

)
≥ pg,

em que:

Ik = {∥Gk − ∇f(Xk)∥ ≤ kgAk∥Gk∥}

e pg ∈ [0, 1].

De forma análoga, precisamos mensurar a precisão das estimativas das variáveis aleató-

rias F 0
k e F s

k , em relação aos valores reais f(Xk) e f(Xk + Sk).

Definição 4. Dizemos que a sequência de variáveis aleatórias {F 0
k , F s

k }k≥0 é pf -probabilisticamente

ϵf -suficientemente precisa em relação às sequências {Ak, Xk, Sk}k≥0, geradas pelo Algoritmo

2, se existir uma constante ϵf > 0, tal que:

P
(
Jk | F

G,F
k−1,2

)
= E

(
1Jk

| F
G,F
k−1,2

)
≥ pf ,
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em que:

Jk = {|F 0
k − f(Xk)| ≤ ϵfA

2
k ∥Gk∥2 e |F s

k − f(Xk + Sk)| ≤ ϵfA
2

k ∥Gk∥2}

e pf ∈ [0, 1].

Além disso, para as provas de convergência, adotaremos que as sequências {Gk}k≥0 e

{F 0
k , F s

k }k≥0, geradas pelo Algoritmo 2, satisfazem a Hipótese G.

Hipótese G. Temos que:

G.i) A sequência estocástica {Gk}k≥0, gerada pelo Algoritmo 2, é pg-probabilisticamente kg-

suficientemente precisa em relação à sequência {Ak, Xk}k≥0 para algum pg suficientemente

grande pertencente a (0, 1];

G.ii) A sequência estocástica {F 0
k , F s

k }k≥0, gerada pelo Algoritmo 2, é pf -probabilisticamente

ϵf -suficientemente precisa em relação a {Ak, Xk, Sk}k≥0, para algum ϵf ≤ 3θK̄1

16αmaxK̄2

, em que

K̄1 =
7

8
, e pf é suficientemente grande tal que pf ∈ (0, 1];

G.iii A sequência estocástica {F 0
k , F s

k }k≥0, gerada pelo Algoritmo 2, satisfaz a condição de

kf -variância para todo k ≥ 0, ou seja,

E[|F s
k − f(Xk + Sk)|2 | F

G,F
k−1,2] ≤ max{k2

fA
2

k ∥∇f(Xk)∥4, θ̄2∆4
k}

e

E[|F 0
k − f(Xk)|2 | F

G,F
k−1,2] ≤ max{k2

fA
2

k ∥∇f(Xk)∥4, θ̄2∆4
k}

em que θ̄ =
θK̄1

K̄2

.

Logo, como consequências das definições apresentadas e da Hipótese G, temos:

E
(
1Ik∩Jk

| F
G,F
k−1

)
≥ pfpg; (4.12)

E
(
1Ic

k
∩Jk

| F
G,F
k−1

)
≤ 1 − pg; (4.13)

E
(
1Jc

k
| F

G,F
k−1

)
≤ 1 − pf . (4.14)

Da Condição G.iii da Hipótese G vem o seguinte lema.

Lema 4.2.1. Seja satisfeita a Condição G.iii, da Hipótese G, sejam {Gk, BN
k , Pk, Sk, Ak, F 0

k , F s
k , Xk}k≥0

os processos estocásticos gerados pelo Algoritmo 2 e sejam {F 0
k , F c

k}k≥0 estimativas pf - proba-

bilisticamente precisas de f avaliadas nos pontos Xk e Xk + Sk, respectivamente. Então, para

todo k ≥ 0, teremos:

E
[
1Jc

k
|F s

k + f(Xk + Sk)| | F
G,F
k−1,2

]
≤ (1 − pf )

1

2 max{kfAk∥∇f(Xk)∥2, θ̄∆2
k}, (4.15)
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e

E
[
1Jc

k
|F 0

k − f(Xk)| | F
G,F
k−1,2

]
≤ (1 − pf )

1

2 max{kfAk∥∇f(Xk)∥2, θ̄∆2
k}, (4.16)

em que θ̄ = θ K̄1

K̄2
.

Demonstração. A demonstração será apresentada para a última desigualdade do lema, devendo

ser apenas replicada para a primeira desigualdade.

Notemos que: pela desigualdade de Holder, temos:

E
[
1Jc

k
|F 0

k − f(Xk)| | F
G,F
k−1,2

]
≤

(
E[1Jc

k
| F

G,F
k−1,2]

) 1

2
(
E(|F 0

k − f(Xk)|2 | F
G,F
k−1,2)

) 1

2

≤ (1 − pf )
1

2

(
max{k2

fA
2

k ∥∇f(Xk)∥4, θ̄2∆4
k}
) 1

2
.

= (1 − pf )
1

2 max{kfAk∥∇f(Xk)∥2, θ̄∆2
k}.

Na segunda desigualdade acima, utilizamos a relação da Condição G.iii, da Hipótese G, e que

E
(
1Jc

k
| F

G,F
k−1

)
≤ 1 − pf para obtermos a conclusão desse lema.

Assim, enunciaremos nosso primeiro teorema.

Teorema 4.2.2. Sejam {Gk}k≥0, {Pk}k≥0 gerados pelo Algoritmo 2. Se {BN
k }k≥0 for definido

conforme o Passo 2 do algoritmo 2, então, para todo k ≥ 0, temos

GT
k PK ≤ −7

8
∥Gk∥2. (4.17)

Demonstração. Dado qualquer w ∈ Ω, temos que gk = Gk(w), pk = Pk(w) e βN
k = BN

k (w) as

realizações, então separemos a demonstração em dois casos.

• Se k = 0, temos:

gT
0 p0 = gT

0 (−g0) = −∥g0∥2.

• Se k ∈ N, temos

gT
k pk = gT

k (−gk + βN
k pk−1)

= −∥gk∥2 +
gT

k pk−1

bk

(
bkyk−1 − 2pk−1∥yk−1∥2

bk

)T

gk

=
−b2

k∥gk∥2 +
(
gT

k pk−1

)(
gT

k yk−1

)
bk − 2

(
gT

k pk−1

)2∥yk−1∥2

b2
k

.

Definamos

µ =
bk

2
gk e ν = 2(gT

k pk−1)yk−1
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e substituindo na igualdade anterior, temos:

gT
k pk =

−4∥µ∥2 − ∥ν∥2

2
+ µT ν

b2
k

≤
−4∥µ∥2 − ∥ν∥2

2
+

1

2

(
∥µ∥2 + ∥ν∥2

)

b2
k

= − 7

2b2
k

∥µ∥2

= −7

8
∥gk∥2.

Notemos que na desigualdade acima, utilizamos que µT ν ≤ 1

2

(
∥µ∥2 + ∥ν∥2

)
para finalizarmos

a demonstração desse teorema.

Temos, como consequências diretas do Teorema 4.2.2, que, para todo k ≥ 0:

• pk ̸= 0 sempre que gk ̸= 0, consequência direta da desigualdade (4.17);

•
7

8
∥gk∥ ≤ ∥pk∥, bastando utilizar a desigualdade de Cauchy-Schwarz na desigualdade

(4.17);

•
gT

k pk

∥gk∥∥pk∥ ≤ − 7

8K̄2

, lembrando que, no Passo 3 do Algoritmo 2, temos que ∥pk∥ ≤
K̄2∥gk∥ para todo k ≥ 0.

A última consequência implica que o ângulo formado entre pk e −gk é agudo em todas as

iterações.

Dessa forma, temos que a Hipótese H apresentada a seguir é satisfeita para todo iterando

k ≥ 0.

Hipótese H. Temos que:

H.i) Existe uma constante β > 0, tal que a direção de busca, pk, e o gradiente estimado, gk,

satisfazem, para todo k ≥ 0:

gT
k pk

∥gk∥∥pk∥ ≤ −β, (4.18)

em que β =
7

8K̄2

.

H.ii Para todo k ≥ 0,

K̄1∥gk∥ ≤ ∥pk∥ ≤ K̄2∥gk∥, (4.19)

sendo K̄1 =
7

8
.
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A seguir iremos enunciar e provar cinco lemas que são fundamentais para a demonstração

de convergência quase certa e análise da taxa de convergência do Algoritmo 2, o método do

gradiente conjugado não linear estocástico. Iniciamos no Lema 4.2.3, que diz que se a estimativa

do gradiente de f(xk), gk, for kg-suficientemente precisa, então ∥gk∥ é limitada inferiormente.

Lema 4.2.3. Se gk é kg-suficientemente preciso, então

∥∇f(xk)∥
kgαmax + 1

≤ ∥gk∥ (4.20)

Demonstração. Da desigualdade triangular e da definição de gk ser kg-suficientemente preciso,

temos:

∥∇f(xk)∥ − ∥gk∥ ≤
∣∣∣∥∇f(xk)∥ − ∥gk∥

∣∣∣ ≤ ∥∇f(xk) − gk∥ ≤ kgαk∥gk∥,

implicando em

∥∇f(xk)∥ ≤ (1 + kgαk)∥gk∥ ≤ (1 + kgαmax)∥gk∥.

Assim, concluímos que a relação (4.20) é satisfeita.

O Lema 4.2.4, apresentado a seguir, nos diz que, se temos uma boa estimativa do

gradiente de f(xk), gk, e boas estimativas da função f nos pontos xk e xk + sk, então teremos

que f s
k ≤ fk + θαkgT

k pk, ou seja, o Passo 6 do Algoritmo 2 terá sucesso sempre que tivermos

pequenos comprimentos de passo.

Lema 4.2.4. Sejam gk estimativa kg-suficientemente precisa do gradiente de f no ponto xk,

pk satisfazendo a Hipótese H, f 0
k e f s

k ϵf -estimativas precisas de f nos pontos xk e xk + sk,

respectivamente. Se

αk ≤ β(1 − θ)

kg +
LK̄2

2
+

2ϵf

K̄1

(4.21)

em que β =
7

8K̄2

, então teremos na k-ésima iteração um passo de sucesso ou, equivalentemente,

f s
k ≤ f 0

k + θαkgT
k pk.

Demonstração. Tendo em vista que o gradiente de f é lipschitziano, utilizando a desigualdade

de Cauchy-Schwarz e o fato de gk ser uma estimativa kg-suficientemente precisa do gradiente de

f no ponto xk, temos

f(xk + sk) ≤ f(xk) + ∇f(xk)T sk +
L

2
α2

k∥pk∥2

= f(xk) + αk(∇f(xk) − gk)T pk + αkgT
k pk +

L

2
α2

k∥pk∥2

≤ f(xk) + αk∥(∇f(xk) − gk)∥∥pk∥ + αkgT
k pk +

L

2
α2

k∥pk∥2

≤ f(xk) + kgα2
k∥gk∥∥pk∥ + αkgT

k pk +
L

2
α2

k∥pk∥2. (4.22)
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Em seguida, como temos que f 0
k e f s

k são estimativas ϵf -precisas de f nos pontos xk e xk + sk,

respectivamente, obtemos da desigualdade triangular e da relação (4.22),

f s
k − ϵfα2

k∥gk∥2 ≤ f(xk + sk) − f 0
k + f 0

k

≤ f(xk) − f 0
k + f 0

k + kgα2
k∥gk∥∥pk∥ + αkgT

k pk +
L

2
α2

k∥pk∥2

≤ ϵfα2
k∥gk∥2 + f 0

k + kgα2
k∥gk∥∥pk∥ + αkgT

k pk +
L

2
α2

k∥pk∥2,

resultando que

f s
k − f 0

k ≤ 2ϵfα2
k∥gk∥2 + kgα2

k∥gk∥∥pk∥ + αkgT
k pk +

L

2
α2

k∥pk∥2

≤ 2ϵf

K̄1

∥gk∥∥pk∥ + kgα2
k∥gk∥∥pk∥ + αkgT

k pk +
L

2
K̄2α

2
k∥pk∥∥gk∥

= α2
k

(
2ϵf

K̄1

+ kg +
L

2
K̄2

)
∥pk∥∥gk∥ + αkgT

k pk. (4.23)

Como o Teorema 4.2.2 é válido, para todo iterando k, então ∥pk∥∥gk∥ ≤ − 1

β
gT

k pk, e da

desigualdade (4.23) resulta que

f s
k − f 0

k ≤ −α2
k

β

(
2ϵf

K̄1

+ kg +
L

2
K̄2

)
gT

k pk + αkgT
k pk

= αk

(
1 − αk

β

(
2ϵf

K̄1

+ kg +
L

2
K̄2

))
gT

k pk.

E, se

αk ≤ β(1 − θ)(
2ϵf

K̄1

+ kg +
L

2
K̄2

)

então f s
k ≤ f 0

k + θαkgT
k pk.

O Lema 4.2.5 a seguir menciona que, havendo boas estimativas da função f nos pontos

xk e xk + sk e passo aceito com sucesso (f s
k ≤ f 0

k + θαkgT
k pk) então a função f decrescerá. Note

que, nesse lema, não é exigido que a estimativa do gradiente de f(xk) seja kg-suficientemente

precisa.

Lema 4.2.5. Sejam ϵf <
3θK̄1

16αmaxK̄2

, pk satisfazendo a Hipótese H, f 0
k e f s

k estimativas ϵf -

precisas de f nos pontos xk e xk + sk, respectivamente. Se o iterando for aceito com sucesso

(f s
k ≤ f 0

k + θαkgT
k pk), então ocorrerá um decréscimo no valor de f , ou seja,

f(xk+1) ≤ f(xk) − θK̄1

2K̄2

αk∥gk∥2. (4.24)

E, se o comprimento de passo for confiável (−αkgT
k pk ≥ δ2 ⇒ δ2

k+1 = γδ2
k), então

f(xk+1) ≤ f(xk) − θ̄

4
αk∥gk∥2 − θ̄

4K̄2

δ2
k, (4.25)
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sendo que θ̄ = θ
K̄1

K̄2

.

Demonstração. No iterando k, o passo é aceito com sucesso (0 ≤ −f s
k +f 0

k +θαkgT
k pk) e temos

que f 0
k e f s

k são estimativas ϵf -precisas de f nos pontos xk e xk + sk, respectivamente. Além

disso, a Hipótese H.2 é satisfeita. Então

f(xk + sk) ≤ f(xk + sk) − f s
k + f 0

k + θαkgT
k pk − f(xk) + f(xk)

≤ f(xk) + 2ϵfα2
k∥gk∥2 + θαkgT

k pk

≤ f(xk) + 2ϵfα2
k∥gk∥2 − θαkβK̄1∥gk∥2

≤ f(xk) − αk

(
θβK̄1 − 2ϵfαmax

)
∥gk∥2.

Logo, visto que β =
7

8K̄2

, temos

−
(
θβK̄1 − 2ϵfαmax

)
= −7θK̄1

8K̄2

+ 2ϵfαmax

≤ −7θK̄1

8K̄2

+ 2
3θαmaxK̄1

16αmaxK̄2

= −θK̄1

2K̄2

.

Portanto, definindo θ̄ = θ
K̄1

K̄2

, temos

f(xk + sk) ≤ f(xk) − θ̄αk

2
∥gk∥2.

Para a demonstração da desigualdade (4.25), basta notar que:

− θ̄αk

2
∥gk∥2 = − θ̄αk

4
∥gk∥2 − θ̄αk

4
∥gk∥2

≤ − θ̄αk

4
∥gk∥2 − θ̄

4K̄2

δ2
k.

Pois, da desigualdade de Cauchy (−gT
k pk ≤ ∥gk∥∥pk∥),

− θ̄αk

4
∥gk∥2 =

θ̄αk

4K̄2

∥gk∥(−K̄2∥gk∥)

≤ θ̄αk

4K̄2

∥gk∥(−∥pk∥)

≤ θ̄αk

4K̄2

gT
k pk

≤ − θ̄δ2
k

4K̄2

.

Na última desigualdade, utilizamos o fato de que o comprimento de passo é confiável, equivalente

a afirmar que −αkgT
k pk ≥ δ2

k.
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O lema a seguir nos diz que em iterações aceitas com sucesso, teremos uma variação do

gradiente de f limitada.

Lema 4.2.6. Seja o Passo 6, da k-ésima iteração do Algoritmo 2, bem-sucedido (f s
k ≤ f 0

k +

θαkgT
k pk). Sabendo que a direção de busca, pk, satisfaz a Hipótese H, então

∥∇f(xk+1)∥2 ≤ 2
(
L2α2

kK̄2
2∥gk∥2 + ∥∇f(xk)∥2

)
. (4.26)

Em particular, a seguinte desigualdade é satisfeita

1

L2

(
αk+1∥∇f(xk+1)∥2 − αk∥∇f(xk)∥2

)
≤ 2γαk

(
α2

maxK̄2
2∥gk∥2 +

1

L2
∥∇f(xk)∥2

)
. (4.27)

Demonstração. Pela hipótese do gradiente ser Lipschitz, obtemos que

∥∇f(xk+1)∥ − ∥∇f(xk)∥ ≤ Lαk∥pk∥,

resultando que

∥∇f(xk+1)∥ ≤ Lαk∥pk∥ + ∥∇f(xk)∥.

Visto que a Hipótese H.ii é satisfeita, então

∥∇f(xk+1)∥ ≤ LK̄2αk∥gk∥ + ∥∇f(xk)∥

e, utilizando a desigualdade (a + b)2 ≤ 2(a2 + b2) na desigualdade anterior, concluímos a

demonstração da desigualdade (4.26).

Para a demonstração da relação (4.27), observamos que, pelo fato de a k-ésima iteração

ser aceita com sucesso, temos αk = γα. Logo

αk+1∥∇f(xk+1)∥ ≤ 2γαk

(
L2α2

kK̄2
2∥gk∥2 + ∥∇f(xk)∥2

)

≤ 2γαk

(
L2α2

maxK̄2
2∥gk∥2 + ∥∇f(xk)∥2

)

= 2γL2αk

(
α2

maxK̄2
2∥gk∥2 +

1

L2
∥∇f(xk)∥2

)

Portanto,

1

L2

(
αk+1∥∇f(xk+1)∥ − αk∥∇f(xk)∥

)
≤ 2γαk

(
α2

maxK̄2
2∥gk∥2 +

1

L2
∥∇f(xk)∥2

)

− 1

L2
αk∥∇f(xk)∥

≤ 2γαk

(
α2

maxK̄2
2∥gk∥2 +

1

L2
∥∇f(xk)∥2

)
.
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O último lema prova que, no iterando k, se tivermos estimativas precisas do gradiente

de f no ponto xk, estimativas precisas da função f nos pontos xk e xk + sk, denominadas f 0
k e

f s
k , respectivamente, e se, no Passo 6 do Algoritmo 2, for sucesso (f s

k ≤ fk + θαkgT
k pk), então

teremos um decréscimo da função f .

Lema 4.2.7. Sejam gk estimativa kg-suficientemente precisa do gradiente de f no ponto xk,

pk satisfazendo a Hipótese H, f 0
k e f s

k estimativas ϵf -precisas de f nos pontos xk e xk + sk,

respectivamente, em que ϵf <
3θ̄

16αmax

e θ̄ =
θK̄1

K̄2

. Se no Passo 6, do Algoritmo 2, houver

sucesso (f s
k ≤ fk + θαkgT

k pk), então

f(xk+1) − f(xk) ≤ − θ̄αk

4
∥gk∥2 − θ̄αk

4(kgαmax + 1)2
∥∇f(xk)∥2. (4.28)

Além disso, se o passo é confiável (−αkgT
k pk ≥ δ2

k ⇒ δ2
k+1 = γδ2

k), então:

f(xk+1) − f(xk) ≤ − θ̄αk

8
∥gk∥2 − θ̄δ2

k

8K̄2

− θ̄αk

4(kgαmax + 1)2
∥∇f(xk)∥2. (4.29)

Demonstração. Aplicando o Lema 4.2.3, temos que

− θ̄

2
αk∥gk∥2 = − θ̄

4
αk∥gk∥2 − θ̄

4
αk∥gk∥2

≤ − θ̄

4
αk∥gk∥2 − θ̄αk

4(kgαmax + 1)2
∥∇f(xk)∥2.

Em seguida, utilizando o Lema 4.2.5 e a desigualdade anterior, concluímos que

f(xk+1) − f(xk) ≤ − θ̄

2
αk∥gk∥2

≤ − θ̄

4
αk∥gk∥2 − θ̄αk

4(kgαmax + 1)2
∥∇f(xk)∥2,

em que, como já mencionado, θ̄ =
θK̄1

K̄2

.

Posteriormente, se o passo no iterando k é confiável (−αkgT
k pk ≥ δ2

k), da relação anterior

encontramos

f(xk+1) − f(xk) ≤ − θ̄

8
αk∥gk∥2 − θ̄

8
αk∥gk∥2 − θ̄αk

4(kgαmax + 1)2
∥∇f(xk)∥2

≤ − θ̄

8
αk∥gk∥2 − θ̄δ2

k

8K̄2

− θ̄αk

4(kgαmax + 1)2
∥∇f(xk)∥2,
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visto que

− θ̄

8
αk∥gk∥2 =

θ̄

8K̄2

αk∥gk∥(−K̄2∥gk∥)

≤ θ̄

8K̄2

αk∥gk∥(−∥pk∥)

=
θ̄

8K̄2

αk(−∥gk∥∥pk∥)

≤ θ̄

8K̄2

αk(gT
k pk)

≤ − θ̄

8K̄2

δ2
k.

Na penúltima desigualdade acima, utilizamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz (αk∥gk∥∥pk∥ ≥
−αkgT

k pk ≥ δ2
k).

Definição dos Processos {Φk, Wk, Ak}k≥0 para o Algoritmo 2

Definamos, para todo k ≥ 0, que

Φk = v(f(Xk) − fmin) + (1 − v)
1

L2
Ak∥∇f(Xk)∥2 + (1 − v)θ∆2

k, (4.30)

com v ∈ (0, 1) e θ̄ =
K̄1θ

K̄2

.

Nossos principais objetivos são mostrar que {Φk}k≥0 é um supermartingale não negativo

(Definição 1), que {Φk, Ak}k≥0 satisfaz a Hipótese I e, em particular, que a esperança de Φk

decresce a cada iteração k. Isso equivale a mostrar que o algoritmo converge para a solução

fmin. Um ponto de atenção, contudo, é que as imprecisões nas estimativas do gradiente de

f(xk), denotado por gk, e nas estimativas dos valores da função objetivo, avaliados em xk e

xk + sk — representados por f 0
k e f s

k , respectivamente —, podem levar, em uma determinada

iteração k, a um aumento no valor de f e, consequentemente, ao crescimento de Φk+1. O que

será demonstrado é que esse crescimento é limitado por um valor proporcional a ∥∇f(xk)∥2.

Por outro lado, em uma iteração k em que o passo é bem-sucedido e as estimativas gk, f 0
k e

f s
k são precisas, a função objetivo decresce proporcionalmente a ∥∇f(xk)∥2, conforme tratado

no Lema 4.2.7, o que implicará também no decréscimo de Φk+1. Por fim, se na iteração k o

passo não for bem-sucedido, Φk+1 ainda assim decrescerá, pois Ak+1 e ∆k+1 diminuem. Logo, a

função Φk, equação (4.30), é escolhida com o propósito de balancear o potencial de crescimento

e decréscimo da função objetivo f , frente às variações causadas por passos mal-sucedidos.

Assim, enunciamos o Teorema 4.2.8, que demonstra que {Φk}k≥0 é supermartingale não

negativo quando v, pg e pf satisfazem as relações apresentadas nesse teorema.

Teorema 4.2.8. Sejam satisfeitas as Hipóteses E, H e G. Se os processos estocásticos gerados

pelo Algoritmo 2 são {Gk, Xk, BN
k , Sk, Ak, Pk, ∆k, F 0

k , F s
k }k≥0, então existem pgpf > 1

2
e uma
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constante v ∈ (0, 1) tais que:

E[Φk+1 − Φk|F G,F
k−1 ] ≤ −pgpf (1 − v)(1 − γ−1)

4

(
Ak∥∇f(Xk)∥2

L2
+ θ̄∆2

k

)
. (4.31)

Ademais, a constante v e as probabilidades pf e pg devem satisfazer:

v

1 − v
≥ max

{
32γα2

maxK̄2
2

θ̄
,
16γ(kgαmax + 1)2

θ̄
, 16K̄2(γ − 1)

}
,

pg

1 − pg

≥ 4γ

(1 − γ−1)
,

pgpf√
1 − pf

≥ max

{
8L2vkf + 16γ(1 − v)

(1 − v)(1 − γ−1)
,

4v

(1 − v)(1 − γ−1)

}
.

Demonstração. Essa demonstração será dividida em três casos (eventos) por iterando k:

• 1º caso: boas estimativas de gradiente e da função f - evento {Ik ∩ Jk};

• 2º caso: estimativas ruins de gradiente e boas estimativas da função f - evento {Ic
k ∩ Jk};

• 3º caso: estimativas ruins da função f - evento {J c
k}.

Quando o passo 6 do Algoritmo 2 for de sucesso, temos o evento

Succk :=
{
ω : na iteração k o passo é sucesso, ou seja, F s

k (ω) ≤ F 0
k (ω) + θAk(ω)Pk(ω)T Gk(ω)

}
,

que se divide em:

Rk := {ω : na iteração k o passo é confiável, ou seja − Ak(ω)P T
k (ω)G ≥ ∆2

k(ω)};

Uk := {ω : na iteração k o passo é não confiável, ou seja − Ak(ω)Pk(ω)T G(ω) < ∆2
k(ω)}.

E, caso contrário, teremos o conjunto Succc
k, representando que se trata de um passo de insucesso.

Portanto, cada caso será dividido em 3 subcasos, descritos nos eventos:

• Subcaso 1, que representa o evento Succk ∩ Rk;

• Subcaso 2, que representa o evento Succk ∩ Uk;

• Subcaso 3, que representa o evento Succc
k.

Antes de iniciarmos as análises dos casos e dos subcasos nos eventos definidos, observe-

mos que a estratégia será realizar as análises nesses casos, que geram uma partição do espaço de

probabilidade, visto que,

E(Φk+1 − Φk | F
G,F
k−1 ) = E[(1Ik∩Jk

+ 1Ic
k

∩Jk
+ 1Jk

)(Φk+1 − Φk) | F
G,F
k−1 ].
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E, dada a definição de {Φk}k≥0, na igualdade (4.30), temos:

Φk+1 − Φk = v
(
f(Xk+1) − f(Xk)

)
+ (1 − v)

1

L2

(
Ak+1∥∇f(Xk+1)∥2

−Ak∥∇f(Xk)∥2)

)
+ (1 − v)θ̄

(
∆2

k+1 − ∆2
k

)
. (4.32)

Sem perda de generalidade, vamos considerar kg ≥ 2 e L ≥ 1. Assim, estamos prontos para

iniciarmos as análises.

1º Caso: (1Ik∩Jk
= 1).

Mostraremos que, em média, Φk+1 − Φk será negativa, não importando qual subcaso ocorra, e

que o menor decréscimo ocorrerá quando o passo não for aceito, ou seja, quando 1Succc
k

= 1.

1º Subcaso (1Rk
= 1)

Da igualdade (4.32), para o termo, 1Ik∩Jk
1Rk

v(f(Xk+1) − f(Xk)), podemos aplicar o Lema

4.2.7, para obtermos que

1Ik∩Jk
1Rk

v(f(Xk+1) − f(Xk)) ≤ 1Ik∩Jk
1Rk

v

[
− θ̄Ak∥Gk∥2

8
− θ̄∆2

k

8K̄2

− θ̄Ak∥∇f(Xk)∥2

4(kgαmax + 1)2

]

= −1Ik∩Jk
1Rk

v

[
θ̄Ak∥Gk∥2

8
+

θ̄∆2
k

8K̄2

+
θ̄Ak∥∇f(Xk)∥2

4(kgαmax + 1)2

]
.(4.33)

Por sua vez, para a segunda parcela do lado direito da igualdade (4.32), utilizamos o Lema

(4.2.6) para encontrar que

1Ik∩Jk
1Rk

(1 − v) 1
L2 (Ak+1∥∇f(Xk+1)∥2 − Ak∥∇f(Xk)∥2) ≤

1Ik∩Jk
1Rk

2γ(1 − v)Ak

(
α2

maxK̄2
2∥Gk∥2 +

1

L2
∥∇f(Xk)∥2

)
. (4.34)

Como 1Rk
= 1, então ∆2

k+1 = γ∆2
k, implicando, para a última parcela do lado direito da

igualdade (4.32), que

1Ik∩Jk
1Rk

(1 − v)θ̄(∆2
k+1 − ∆2

k) = 1Ik∩Jk
1Rk

(1 − v)θ̄(γ − 1)∆2
k. (4.35)

Definamos v ∈ (0, 1) de tal forma que o lado direito da desigualdade (4.33) domine o lado

direito das desigualdades (4.34) e (4.35). Então, devemos ter que

−vθ̄Ak∥Gk∥2

8
+ 2(1 − v)γAkα2

maxK̄2
2∥Gk∥2 ≤ −vθ̄

16
Ak∥Gk∥2, (4.36)

e, visto que, por hipótese, L ≥ 1,

− vθ̄Ak∥∇f(Xk)∥2

4k2(kgαmax + 1)2L2
+

2γ(1 − v)Ak∥∇f(Xk)∥2

L2
≤ − vθ̄Ak∥∇f(Xk)∥2

8L2(kgαmax + 1)2
,

temos

−vθ̄∆2
k

8K̄2

+ (1 − v)(γ − 1)θ̄∆2
k ≤ −vθ̄∆2

k

16K̄2

.
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Dessa forma, devemos definir v, tal que

vθ̄Ak∥Gk∥2

16(1 − v)
≥ 2γAkα2

maxK̄2
2∥Gk∥2 =⇒ v

(1 − v)
≥ 32γα2

maxK̄2
2

θ̄
,

vθ̄Ak∥∇f(Xk)∥2

8L2(kgαmax + 1)2
≥ 2γ(1 − v)Ak∥∇f(Xk)∥2

L2
=⇒ v

(1 − v)
≥ 16γ(kgαmax + 1)2

θ̄
,

vθ̄∆2
k

16K̄2

≥ (1 − v)(γ − 1)θ̄∆2
k =⇒ v

1 − v
≥ 16K̄2(γ − 1).

E, portanto, satisfazendo a

v

1 − v
≥ max

(
32γα2

maxK̄2
2

θ̄
,
16γ(kgαmax + 1)2

θ̄
, 16K̄2(γ − 1)

)
. (4.37)

Assim, ao utilizarmos as desigualdades (4.33), (4.34) e (4.35), resulta que:

1Ik∩Jk
1Succk

1Rk
(Φk+1 − Φk) ≤ −1Ik∩Jk

1Succk
1Rk

(
vθ̄Ak∥∇f(Xk)∥2

8L2(kgαmax + 1)2
+

vθ̄∆2
k

16K̄2

)
(4.38)

2º Subcaso (1Uk=1)

Novamente, da igualdade (4.32), para o termo 1Ik∩Jk
1Uk

v (f(Xk+1) − f(Xk)), utilizamos o

Lema 4.2.7, para concluir que

1Ik∩Jk
1Uk

v (f(Xk+1) − f(Xk)) ≤ 1Ik∩Jk
1Uk

v

(
− θ̄Ak∥Gk∥2

4
− θ̄Ak∥∇f(Xk)∥2

4(kgαmax + 1)2

)
(4.39)

e, do Lema 4.2.6 , obtermos que

1Ik∩Jk
1Uk

(1 − v)
1

L2
(Ak+1∥∇f(Xk+1)∥2 − Ak∥∇f(Xk)∥2)

≤ 1Ik∩Jk
1Uk

2γ(1 − v)Ak(α2
maxK̄2

2∥Gk∥2 +
1

L2
∥∇f(Xk)∥2). (4.40)

Por fim, como 1Uk
= 1, então ∆2

k+1 = γ−1∆2
k, implicando que

1Ik∩Jk
1Uk

(1 − v)θ̄(∆2
k+1 − ∆2

k) = −1Ik∩Jk
1Uk

(1 − v)θ̄
(γ − 1)

γ
∆2

k. (4.41)

Portanto, se v atender à relação (4.37), da hipótese de L ≥ 1 e das desigualdades (4.39), (4.40) e

(4.41), obteremos que:

1Ik∩Jk
1Succk

1Uk
(Φk+1 − Φk) ≤ −1Ik∩Jk

1Succk
1Uk

(
vθ̄Ak∥∇f(Xk)∥2

8(kgαmax + 1)2L2
+

+
θ̄(1 − v)(γ − 1)∆2

k

γ

)
. (4.42)

3º Subcaso (1Succc = 1)
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Nesse caso, ocorre que Xk+1 = Xk e Ak+1 = γ−1Ak, o que nos possibilita afirmar que

1Ik∩Jk
1Succc

k
v(f(Xk+1) − f(Xk)) = 0

1Ik∩Jk
1Succc

k
(1 − v)

1

L2
(Ak+1∥f(Xk+1)∥2 − Ak∥f(Xk)∥2) =

1Ik∩Jk
1Succc

k
(1 − v)

1

L2
(γ−1 − 1)Ak∥∇f(Xk)∥2.

Já para a última parcela do lado direito da igualdade (4.32), teremos válida a relação (4.41),

sendo necessário apenas substituir 1Uk
por 1Succc , resultando em

1Ik∩Jk
1Succc

k
(Φk+1−Φk) ≤ −1Ik∩Jk

1Succk
c(1−v)(1−γ−1)

(
Ak∥∇f(Xk)∥2

L2
+ θ̄∆2

k

)
. (4.43)

Ao escolhermos v ∈ (0, 1) atendendo à relação (4.37), temos estabelecido que o 3◦ subcaso

dominará os demais, ou seja,

− vθ̄Ak∥∇f(Xk)∥2

8L2(kgαmax + 1)2
≤ −(1 − v)(1 − γ−1)

Ak∥∇f(Xk)∥2

L2

e

−vθ̄Ak∆2
k

16K̄2

≤ −(1 − v)(1 − γ−1)θ̄∆2
k.

Por fim, obtemos, das desigualdades (4.38), (4.42) e (4.43), que:

1Ik∩Jk
(Φk+1 − Φk) ≤ 1Ik∩Jk

(
−(1 − v)(1 − γ−1)

(
Ak∥∇f(Xk)∥2

L2
+ θ̄∆2

k

))
, (4.44)

e, tomando a esperança condicional com relação a F
F,G
k−1 , encontramos:

E[1Ik∩Jk
(Φk+1 − Φk) | F

G,F
k−1 ] ≤ −pgpf (1 − v)(1 − γ−1)

(
Ak∥∇f(Xk)∥2

L2
+ θ̄∆2

k

)
(4.45)

2º Caso: (1Ic
k

∩Jk
= 1).

De forma análoga ao caso 1, realizaremos a análise da diferença de Φk+1−Φk restrita ao conjunto

{Ic
k ∩ Jk}. Ou seja, o gradiente não é preciso, entretanto, a função f está bem estimada nos

pontos xk e xk + sk. Mostraremos que Φk+1 − Φk terá limite superior positivo em função de

∥∇f(Xk)∥2, nesse conjunto, devido à imprecisão do gradiente.

1º Subcaso (1Rk
= 1)

Para esse caso, utilizamos o Lema 4.2.5, para afirmarmos que a primeira parcela do lado direito

da igualdade (4.32) é limitada superiormente a

1Ic
k

∩Jk
1Rk

v (f(Xk+1) − f(Xk)) ≤ 1Ic
k

∩Jk
1Rk

(
−θ̄Ak∥Gk∥2

4
− θ̄∆2

k

4K̄2

)
, (4.46)

e, para as demais parcelas da igualdade (4.32), são válidas as relações (4.34) e (4.35), substituindo

1Ik∩Jk
por 1Ic

k
∩Jk

. Assim, obtemos

1Ic
k

∩Jk
1Rk

(1 − v)
1

L2
(Ak+1∥∇f(Xk+1)∥2 − Ak∥∇f(Xk)∥2) ≤

1Ic
k

∩Jk
1Rk

(1 − v)2γAk(α2
maxK̄2

2∥Gk∥2 +
1

L2
∥∇f(Xk)∥2) (4.47)
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e

(1Ic
k

∩Jk
)1Rk

(1 − v)θ̄(∆2
k+1 − ∆2

k) = 1Ic
k

∩Jk
1Rk

(1 − v)θ̄(γ − 1)∆2
k.

Notemos que, se escolhermos v satisfazendo a relação (4.37), encontramos

−vθ̄Ak∥Gk∥2

4
+ 2γ(1 − v)Akα2

maxK̄2
2∥Gk∥2 ≤ −vθ̄Ak∥Gk∥2

8
+ 2γ(1 − v)Akα2

maxK̄2
2∥Gk∥2

≤ −vθ̄Ak∥Gk∥2

16
.

em que, na última desigualdade, utilizamos o subcaso 1 do caso 1, e

−vθ̄∆2
k

4K̄2

+ (1 − v)θ̄(γ − 1)∆2
k ≤ −vθ̄∆2

k

8K̄2

+ (1 − v)θ̄(γ − 1)∆2
k

≤ −vθ̄∆2
k

16K̄2

,

em que, novamente, na última desigualdade utilizamos o subcaso 1 do caso 1.

Portanto, para esse subcaso, concluímos que

1Ic
k

∩Jk
1Succk

1Rk
(Φk+1 − Φk) ≤

1Ic
k

∩Jk
1Succk

1Rk

(
−vθ̄Ak∥Gk∥2

16
− vθ̄∆2

k

16K̄2

+
2γ(1 − v)Ak∥∇f(Xk)∥2

L2

)
. (4.48)

2º Subcaso (1Uk=1)

Na primeira parcela, do lado direito da igualdade (4.32), utilizaremos o Lema 4.2.5, que é

satisfeito, resultando em

1Ic
k

∩Jk
1Uk

v (f(Xk+1) − f(Xk)) ≤ −1Ic
k

∩Jk
1Uk

v

(
θ̄Ak∥Gk∥2

2

)
.

E, para as demais parcelas da igualdade (4.32), temos, análogo ao respectivo subcaso do caso 1,

que

1Ic
k

∩Jk
1Uk

(1 − v)
1

L2
(Ak+1∥∇f(Xk+1)∥2 − Ak∥∇f(Xk)∥2) ≤

1Ic
k

∩Jk
1Uk

2γ(1 − v)Ak(α2
maxK̄2

2∥Gk∥2 +
1

L2
∥∇f(Xk)∥2)

e

1Ic
k

∩Jk
1Uk

(1 − v)θ̄(∆2
k+1 − ∆2

k) = −1Ic
k

∩Jk
1Uk

(1 − v)θ̄(1 − γ−1)∆2
k. (4.49)

Logo, obtemos que, escolhendo v satisfazendo (4.37), resulta que

1Ic
k

∩Jk
1Succk

1Uk
(Φk+1 − Φk) ≤

1Ic
k

∩Jk
1Succk

1Uk

(
−vθ̄Ak∥Gk∥2

16
− (1 − v)(1 − γ−1)θ̄∆2

k +
2γ(1 − v)Ak∥∇f(Xk)∥2

L2

)
.(4.50)

3º Subcaso (1Succc = 1)
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De maneira idêntica ao subcaso III do caso 1, desigualdade (4.43), permutamos 1Ik∩Jk
por

1Ic
k

∩Jk
, para obtermos

1Ic
k

∩Jk
1Succc

k
(Φk+1−Φk) ≤ −1Ic

k
∩Jk

1Succc
k
(1−v)(1−γ−1)

(
Ak∥∇f(Xk)∥2

L2
+ θ̄∆2

k

)
. (4.51)

Então, temos das relações (4.48), (4.50) e (4.51) que

1Ic
k

∩Jk
(Φk+1 − Φk) ≤ 1Ic

k
∩Jk

2γ(1 − v)

L2
Ak∥∇f(Xk)∥2. (4.52)

Tomando a esperança condicional com relação a F
G,F
k−1 , encontramos que:

E[1Ic
k

∩Jk
(Φk+1 − Φk) | F

G,F
k−1 ] ≤ (1 − pg)(1 − v)

2γAk∥∇f(Xk)∥2

L2
. (4.53)

3º Caso: (1Jc
k

= 1).

Nesse caso, estamos tratando sobre os casos em que temos imprecisão na estimativa da função

f nos pontos xk ou xk + sk, na iteração k, ou imprecisões na estimativa do gradiente, gk, de

f(xk). Notemos que essas imprecisões podem ocasionar que 1Jc
k
(Φk+1 − Φk) > 0. Logo, a

fim de limitar esse crescimento de Φk+1, utilizaremos a condição G.iii, da Hipótese G, que

limita a variância das estimativas da função f nos pontos xk e xk + sk, e escolheremos P(J c
k)

suficientemente pequeno, a fim de alcançarmos o nosso objetivo.

Antes de subdividirmos a análise em subcasos, notemos que no evento {J c
k ∩ Succk}, temos

1Jc
k
1Succk

v (f(Xk+1) − f(Xk)) = 1Jc
k
1Succk

v (f(Xk+1) − f(Xk) + F 0
k − F 0

k + F s
k − F s

k )

≤ 1Jc
k
1Succk

v ((F s
k − F 0

k ) + |F 0
k − f(Xk)| + |F s

k − f(Xk + Sk)|) . (4.54)

Visto que estamos no conjunto {Succk}, temos que

F s
k − F 0

k ≤ θAkGT
k Pk ≤ −7

8

θK̄1Ak∥Gk∥2

K̄2

= −7θ̄Ak∥Gk∥2

8
, (4.55)

uma vez que a Hipótese H é satisfeita para todo iterando k. Então, das desigualdades (4.54) e

(4.55), concluímos que:

1Jc
k
1Succk

v (f(Xk+s) − f(Xk)) ≤ 1Jc
k
1Succk

v
(
θAkGT

k Pk + |F s
k − f(Xk + Sk)| + |F 0

k − f(Xk)|
)

.

(4.56)

Em seguida, dividiremos o caso 3 nos respectivos subcasos.

1º Subcaso (1Rk
= 1)

Visto que −∆2
k ≥ AkGT

k Pk, da desigualdade (4.56), temos

1Jc
k
1Rk

v (f(Xk+1) − f(Xk))

≤ 1Jc
k
1Rk

v

(
θAkGT

k Pk

2
− θ∆2

k

2
+ |F s

k − f(Xk + Sk)| + |F 0
k − f(Xk)|

)

≤ 1Jc
k
1Rk

v

(
−7θK̄1Ak∥Gk∥2

16K̄2

− θ̄∆2
k

2
+ |F s

k − f(Xk + Sk)| + |F 0
k − f(Xk)|

)
.(4.57)
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Para a segunda parcela do lado direito da igualdade (4.32), obtemos, ao utilizarmos o Lema

4.2.6,

1Jc
k
1Rk

(1 − v)

L2
(Ak+1∥∇f(Xk+1)∥2 − Ak∥∇f(Xk)∥2) ≤

1Jc
k
1Rk

2γ(1 − v)Ak(α2
maxK̄2

2∥Gk∥2 +
1

L2
∥∇f(Xk)∥2), (4.58)

e, para a última parcela da igualdade (4.32), de forma análoga aos subcasos análogos dos casos

anteriores, encontramos

1Jc
k
1Rk

(1 − v)θ̄(∆2
k+1 − ∆2

k) = 1Jc
k
1Rk

(1 − v)θ̄(γ − 1)∆2
k. (4.59)

Assim sendo, escolhemos v tal que

−v7θK̄1Ak∥Gk∥2

16K̄2

+ 2γ(1 − v)α2
maxAkK̄2

2∥Gk∥2 ≤ 0, (4.60)

que é satisfeita quando a relação (4.37) é atendida, pois

v

1 − v
≥ 32γα2

maxK̄2
2

θ̄
≥ 32γα2

maxK̄3
2

7θK̄1

=
32γα2

maxK̄2
2

7θ̄
. (4.61)

Posteriormente, observemos dos termos que contêm ∆2
k nas relações (4.57) e (4.59), que

−vθ̄∆2
k

2
+ (1 − v)θ̄(γ − 1)∆2

k ≤ −vθ̄∆2
k

8
+ (1 − v)(γ − 1)θ̄∆2

k ≤ −vθ̄∆2
k

16K̄2

≤ 0, (4.62)

em que a 2◦ desigualdade advém do subcaso 1, caso 1, quando v satisfaz a relação (4.37). Então,

ao combinarmos as desigualdades acima, temos que:

1Jc
k
1Succk

1Rk
(Φk+1 − Φk) ≤

1Jc
k
1Succk

1Rk

(
v|F s

k − f(Xk + Sk)| + v|F 0
k − f(Xk)| +

2γ(1 − v)Ak∥∇f(Xk)∥2

L2

)
.(4.63)

2º Subcaso (1Uk=1) e 3º Subcaso (1Succc = 1)

Para o 2◦ subcaso, utilizando as desigualdades (4.55) e (4.56), concluímos que:

1Jc
k
1Uk

v (f(Xk+1) − f(Xk)) ≤
1Jc

k
1Uk

v
(
−7

8
θ̄Ak∥Gk∥2 + |F s

k − f(Xk + Sk)| + |F 0
k − f(Xk)|

)
. (4.64)

E depois, para as demais parcelas do lado direito da igualdade (4.32), as desigualdades (4.41)

e (4.58) continuam válidas, sendo necessário apenas substituir 1Ik∩Jk
por 1Jc

k
e 1Rk

por 1Uk
,

respectivamente. Já para o 3◦ subcaso (1Succc = 1), é válida a desigualdade (4.43), sendo

necessário substituir 1Ik∩Jk
por 1Jc

k
.

Assim, ao escolhermos v satisfazendo a relação (4.37), temos

1Jc
k
(Φk+1−Φk) ≤ 1Jc

k

(
v|F s

k − f(Xk + Sk)| + v|F 0
k − f(Xk)| +

2γ(1 − v)Ak∥∇f(Xk)∥2

L2

)
,

(4.65)
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em que, tomando a esperança condicional em relação a F
G,F
k−1 e aplicando o Lema 4.2.1 para as

primeiras duas parcelas do lado direito na desigualdade (4.65), obtemos

E[1Jc
k
(Φk+1 − Φk) | F

G,F
k−1 ] ≤ 2v(1 − pf )

1

2 max{kfAk∥∇f(Xk)∥2, θ̄∆2
k}

+(1 − pf )(1 − v)
2γAk∥∇f(Xk)∥2

L2
. (4.66)

Portanto, das relações (4.45), (4.53) e (4.66), resulta que

E
[
Φk+1 − Φk | F

G,F
k−1

]
= E

[(
1Ik∩Jk

+ 1Ic
k

∩Jk
+ 1Jc

K

)
(Φk+1 − Φk) | F

G,F
k−1

]

≤ −pgpf (1 − v)(1 − γ−1)

(
Ak∥∇f(Xk)∥2

L2
+ θ̄∆2

k

)

+pf (1 − pg)(1 − v)
2γAk∥∇f(Xk)∥2

L2

+2v(1 − pf )
1

2 (kfAk∥∇f(Xk)∥2 + θ̄∆2
k)

+(1 − pf )
1

2

4γAk(1 − v)∥∇f(Xk)∥2

L2
, (4.67)

em que, utilizamos as desigualdades (1 − pf ) ≤ (1 − pf )
1

2 e (1 − pg) = pf (1 − pg) + (1 −
pf )(1 − pg) ≤ pf (1 − pg) + (1 − pf )

1

2 . Assim, devemos escolher pg ∈ [0, 1] tal que

−pgpf (1 − v)(1 − γ−1)
Ak∥∇f(Xk)∥2

L2
+ pf (1 − pg)(1 − v)

2γAk∥∇f(Xk)∥2

L2

≤ −pgpf (1 − v)Ak∥∇f(Xk)∥2

2L2
,

ou seja, que
pg

1 − pg

≥ 4γ

(1 − γ−1)
. (4.68)

À vista disso, ao escolhermos pg satisfazendo (4.68), temos uma simplificação na desigualdade

(4.67), que passa a ser reescrita como

E[Φk+1 − Φk | F
G,F
k−1 ] ≤ −pgpf

2
(1 − v)(1 − γ−1)

(
Ak∥∇f(Xk)∥2

L2
+ 2θ̄∆2

k

)

+2v(1 − pf )
1

2 (kfAk∥∇f(Xk)∥2 + θ̄∆2
k) + (1 − pf )

1

2

4γ(1 − v)Ak∥∇f(Xk)∥2

L2
. (4.69)

De forma semelhante ao utilizado para definir pg, iremos definir pf ∈ [0, 1] tal que
pgpf√
1 − pf

atenda

−pgpf

2
(1 − v)(1 − γ−1)

(
Ak

L2
∥∇f(Xk)∥2

)
+ (1 − pf )

1

2

(
2vkf +

4γ(1 − v)

L2

)
Ak∥∇f(Xk)∥2

≤ −pgpf (1 − v)(1 − γ−1)Ak∥∇f(Xk)∥2

4L2
, (4.70)

e

−pgpf

2
(1 − v)(1 − γ−1)2θ̄∆2

k + 2v(1 − pf )
1

2 θ̄∆2
k ≤ −pgpf

2
(1 − v)(1 − γ−1)θ̄∆2

k, (4.71)
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que são satisfeitas ao escolhermos pf tal que

pgpf√
1 − pf

≥ max

{
8L2vkf + 16γ(1 − v)

(1 − v)(1 − γ−1)
,

4v

(1 − v)(1 − γ−1)

}
. (4.72)

Assim, ao atendermos as restrições sobre v, pg e pf , satisfazendo as relações (4.37), (4.68) e

(4.72), respectivamente, teremos que

E(Φk+1 − Φk | F
G,F
k−1 ) ≤ −pgpf (1 − v)(1 − γ−1)

4

(
Ak∥∇f(Xk)∥2

L2
+ θ̄∆2

k

)
. (4.73)

O Lema 4.2.9 mostra como construir uma sequência de variáveis aleatórias {Wk}k≥0, tal

que a Condição I.ii da Hipótese I seja satisfeita.

Lema 4.2.9. Sejam pg e pf tais que pgpf > 1
2
, então a Condição I.ii da Hipótese I é satisfeita

para Wk = 2
(
1Ik−1∩Jk−1

− 1
2

)
com k ∈ N e W0 = 1, λ = log(γ), p = pgpf e

Ā =
β(1 − θ)

kg + LK̄2

2
+

2ϵf

K̄1

. (4.74)

Demonstração. Relembremos a Condição I.ii da Hipótese I a seguir, reescrita de tal forma a ter

todas as informações necessárias para essa demonstração, não tendo o leitor a necessidade de

retornar à Seção 4.1. Ao reescrever a Condição I.ii da Hipótese I adotamos j̄ em vez de jϵ.

Existe uma constante Ā = A0e
λj̄ , para algum j̄ ∈ Z− ∪ {0} tal que, no evento {Tϵ > k}, temos

Ak+1 ≥ min{AkeλWk+1 , Ā }, (4.75)

em que a sequência {Wk}k≥0 satisfaz, para todo k ≥ 0,

P(Wk+1 = 1|Fk) = p e P(Wk+1 = −1|Fk) = 1 − p, (4.76)

com Fk = σ({Φi, Ai, Wi}i=k
i=0) e p > 1

2
.

Logo, podemos, sem perda de generalidade, reduzir Ā de tal forma que Ā = A0e
λj̄ , para algum

Z− ∪ {0}, ou alterando o comprimento de passo inicial, A0, que é definido inicialmente no

Algoritmo 2.

Posteriormente, utilizando a definição da {Wk}k≥0, temos, para todo k ≥ 0, que

AkeλWk+11{Tϵ>k} = (min{αmax, γAk}1Ik∩Jk
+ γ−1

Ak(1 − 1Ik∩Jk
))1{Tϵ>k},

implicando que a desigualdade (4.75) é equivalente, em {Tϵ > k}, a:

Ak+1 ≥ min{Ā , min{αmax, γAk}1Ik∩Jk
+ γ−1

Ak(1 − 1Ik∩Jk
)}. (4.77)

Dessa forma, vamos mostrar que a desigualdade (4.77) é válida nos dois eventos complementares

a seguir.
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• {Ak > Ā }
Temos que αk ≥ γĀ , implicando que αk+1 ≥ Ā , pois notemos que o algoritmo inicia em

α0 = A0 e Ā = A0e
λj̄ = A0γ

j̄ , com j̄ ∈ Z− ∪ {0}, ou seja, αk sempre será α0λ
j para

algum j ∈ Z.

• {Ak ≤ Ā }
Se 1Ik∩Jk

= 1, então, pelo Lema 4.2.4, temos que o passo é aceito, implicando que

αk+1 = min(αmax, γαk) ≥ min(Ā , min(αmax, γαk)).

Por outro lado, se 1Ik∩Jk
= 0, temos que αk+1 =

αk

γ
.

Assim, teremos:

Ak+1 ≥ min{Ā , min(αmax, γA )}1Ik∩Jk
+ γ−1

Ak(1 − 1Ik∩Jk
).

Por fim, notemos, como já mencionado, que P(Ik ∩ Jk | F
G,F
k−1 ) ≥ pgpf >

1

2
.

Uma observação importante é que a relação (4.75) é satisfeita independentemente de

estar restrita ao evento {Tϵ > k}, sendo essa observação importante para a demonstração da

análise de convergência quase certa, realizada no Teorema 4.2.11. Contudo, antes de enunciarmos

e provarmos esse teorema, apresentamos o Lema 4.2.10, que diz que a probabilidade de Ak ≥ Ā

infinitas vezes (i.v.) é quase certa, ou seja, P({Ak ≥ Ā i.v.}) = 1.

Lema 4.2.10. Sejam satisfeitas as hipóteses e condições do Teorema 4.2.8 e Lema 4.2.9. Então,

teremos que P({Ak ≥ Ā i.v.}) = 1.

Demonstração. Defina, como na Seção 4.1, {Zk}k≥0 como:

Zk =





j̄, se k = 0

min(Zk−1 + Wk, j̄), se k ∈ N
,

sendo j̄, {Wk}k≥0, Ā e λ definidos no Lema 4.2.9. Assim, temos da desigualdade (4.77) que

Ak+1 ≥ min{Ā , min(αmax, γAk)1Ik∩Jk
+ γ−1

Ak(1 − 1Ik∩Jk
)}

≥ A0γ
Zk+1 . (4.78)

Como P(Wk | Fk−1) > 1
2

para todo k ∈ N, então, como visto na Seção 4.1, j̄ é um estado

recorrente (positivo), implicando que

P(Zk = j̄ i.v.) = 1.

Tendo que A0γ
j̄ = A0e

λj̄ = Ā e sendo satisfeita a relação (4.78), então concluímos que

P(Ak+1 ≥ Ā i.v.) = 1.
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Por fim, vamos demonstrar que a relação (4.78) é válida, utilizando a prova por indução em k.

Se k = 0, temos que

A1 ≥ min{Ā , min(αmax, γA0)1I0∩J0
+ γ−1

A0(1 − 1I0∩J0
)}

= min{A0γ
j̄, γA01I0∩J0

+ γ−1
A0(1 − 1I0∩J0

)}
= min{A0γ

j̄, A0γ
W1}

= A0γ
min(j̄,W1)

≥ A0γ
min(j̄,j̄+W1)

= A0γ
Z1 .

A última desigualdade é válida, para j̄ ∈ Z− ∪ {0} e W1 ∈ {−1, 1}.

Para k > 0 e Ak = αmax, então:

Ak+1 ≥ min{A0γ
j̄, αmax1Ik∩Jk

+ γ−1αmax(1 − 1Ik∩Jk
)}

≥ min{A0γ
j̄, αmaxγ−1}

≥ A0γ
j̄

≥ A0γ
Zk+1 .

Visto que αmax = A0γ
jmax , em que jmax > j̄.

Se k > 0 e Ak < αmax, então:

Ak+1 ≥ min{Ā , γAk1Ik∩Jk
+ γ−1

Ak(1 − 1Ik∩Jk
)}

≥ min{Ā , γA0γ
Zk1Ik∩Jk

+ γ−1
A0γ

Zk(1 − 1Ik∩Jk
)}

≥ min{A0γ
j̄, A0γ

Zk+Wk+1}
= A0γ

min(j̄,Zk+Wk+1)

= A0γ
Zk+1 .

Na segunda desigualdade, utilizamos a hipótese de indução.

Por fim, no Teorema 4.2.11, enunciamos e demonstramos a convergência quase certa do

Algoritmo 2, o método do gradiente conjugado não linear estocástico.

Teorema 4.2.11. Sejam satisfeitas as hipóteses e condições do Teorema 4.2.8 e Lema 4.2.9.

Então, teremos que:

∇f(Xk) −→ 0 q.c. quando k → ∞
e

Xk −→ x∗ q.c. quando k → ∞.

Demonstração. Da relação (4.31), temos:

E(Φk+1 − Φk|F G,F
k−1 ) ≤ −K̄Ak

L2
∥∇f(Xk)∥2 − K̄θ̄∆2

k, (4.79)
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em que definimos

K̄ =
pgpf (1 − v)(1 − γ−1)

4
. (4.80)

Logo, podemos aplicar o Teorema de Robbins e Siegmund, Teorema 2.1.1, para concluir que

lim Φk existe e é finito q.c.,
∑

k≥0 ∆2
k < ∞ q.c. e

∑
k≥0 Ak∥∇f(Xk)∥2 < ∞ q.c. Em seguida,

da observação realizada ao final do Lema 4.2.9, podemos considerar que, para todo k ≥ 0, é

válida a desigualdade (4.77), reescrita a seguir:

Ak+1 ≥ min{Ā , min{αmax, γAk}1Ik∩Jk
+ γ−1

Ak(1 − 1Ik∩Jk
)}, (4.81)

com Ā = A0e
λj̄, j̄ ∈ Z− ∪ {0}, P(1Ik∩Jk

= 1) ≥ pgpf > 1
2

e tendo que αmax > Ā . Então, do

Lema 4.2.10, teremos que P({Ak ≥ Ā i.v.}) = 1.

Portanto, definamos o conjunto

B =



lim Φk existe e é finito,

∑

k≥0

∆2
k < ∞,

∑

k≥0

Ak∥∇f(Xk)∥2 < ∞, {Ak ≥ Ā i.o.}


 ,

e, teremos que:

C1) P(B) = 1;

C2) limk ∥∇f(Xk)∥2 = 0 q.c.

Para qualquer ω ∈ B, temos que αk = Ak(ω) ≥ Ā > 0 infinitas vezes. Defina K̂ = {k :

αk ≥ Ā } e, podemos afirmar que
∑

k≥0 αk = ∞, pois
∑

k≥0 αk ≥ ∑
k∈K̂ αk = ∞. Dessa

forma, como ω ∈ {∑k≥0 Ak∥∇f(Xkω)∥2 < ∞}, existe pelo menos uma subsequência de

{∥∇f(Xk(ω))∥}k≥0 que converge a zero quando k → ∞, ou seja, ∥∇f(Xk′(ω))∥ −→ 0 quando

k′ → ∞. Também podemos afirmar que δ2
k −→ 0 quando k → ∞, pois ω ∈ {∑∆2

k < ∞}.

Consequentemente, da definição de Φk,

0 ≤ ϕk = Φk(ω) = v(f(xk) − fmin) +
(1 − v)

L2
αk∥∇f(xk)∥2 + (1 − v)θ̄δ2

k,

para algum v ∈ (0, 1). Passando a subsequência k′, encontramos

0 ≤= ϕk′ = Φk′(w) = v(f(xk′) − fmin) +
(1 − v)

L2
αk′∥∇f(xk′)∥2 + (1 − v)θ̄δ2

k′

de onde, ao tomarmos o limite superior quando k′ → ∞, obtemos

lim sup
k′

ϕk′ = v(lim sup f(xk′) − fmin),

pois limk′→∞ ∥∇f(xk′)∥2 = 0, αk ≤ αmax para todo k ≥ 0 e limk→∞ δk = 0.

Como, pela Hipótese E, existe um único x∗ ∈ R
n, tal que

fmin = f(x∗) e ∥∇f(x∗)∥2 = 0 (∥∇f(xk)∥2 > 0 ∀x ̸= x∗),
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então, por f ∈ C1(Rn), temos xk′ −→ x∗, quando k′ → ∞, e

lim sup
k′

f(xk′) = lim
k′→∞

f(xk′) = fmin =⇒ lim sup
k′

ϕk′ = 0 =⇒ lim
k′

ϕk′ = 0.

Contudo, como ϕk′ −→ 0 quando k′ → ∞, podemos afirmar que ϕk −→ 0 quando k → ∞,

pois ω ∈ {lim Φk existe e é finito.} e, consequentemente,

f(xk) −→ fmin e ∇f(xk) −→ 0 quando k → ∞.

Pela continuidade de f e ∇f , da unicidade de x∗, resulta que xk −→ x∗, quando k → ∞. Sendo

o resultado válido para qualquer ω ∈ B, concluímos que:

Xk −→ x∗ q.c., quando k −→ ∞.

4.3 Análise da Taxa de Convergência do Método do Gradi-

ente Conjugado Não Linear Estocástico

Nessa seção, iremos analisar a taxa de convergência do Algoritmo 2 para a solução

do problema de otimização estocástico. Os resultados obtidos nessa parte do texto utilizam os

conceitos, lemas e teoremas desenvolvidos nas duas seções anteriores. Assim, definiremos o

tempo de parada τϵ, para qualquer ϵ ∈ R+, como

τϵ = inf{k ≥ 0 : ∥∇f(Xk)∥ < ϵ}. (4.82)

E, para o Teorema 4.3.1, adotaremos as seguintes definições:

θ̂ = K̄ϵ2; (4.83)

K̄ =
pgpf (1 − ν)(1 − γ−1)

4L2
; (4.84)

h(Ā ) = Ā ; (4.85)

Ā =
β(1 − θ)

kg +
LK̄2

2
+

2ϵf

K̄1

; (4.86)

β =
7

8
; (4.87)

em que a função não decrescente h é definida como h(A ) = A .

Teorema 4.3.1. Assumindo as hipóteses do Teorema 4.2.11, a expressão (4.88) a seguir será

válida:

E[τϵ] ≤ p

2p − 1

E[Φ0]

θ̂h(Ā )
+ 1, (4.88)
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sendo

E[Φ0] = Φ0

= ν(f(x0) − fmin) +
(1 − ν)

L2
α0||∇f(x0)||2 + (1 − ν)θ̄δ0. (4.89)

Demonstração. Do Teorema 4.2.8, sabemos que:

E[Φk+1 − Φk | F
G,F
k−1 ] ≤ −K̄Ak∥∇f(Xk)∥2 − K̄θ̄∆k;

≤ −K̄Ak∥∇f(Xk)∥2, (4.90)

em que K̄ está definido em (4.84). Portanto, multiplicando ambos os lados da desigualdade

(4.90) por 1{τϵ>k}, encontramos que:

1{τϵ>k}E[Φk+1 | F
G,F
k−1 ] ≤ 1{τϵ>k}Φk − 1{τϵ>k}K̄Ak∥∇f(Xk)∥2

≤ 1{τϵ>k}Φk − 1{τϵ>k}K̄Akϵ2,

pois, no evento {τϵ > k}, temos que −∥∇f(xk)∥ ≤ −ϵ, definição do tempo de parada τϵ em

(4.82). Da definição de θ̂, equação (4.83), e da definição da função h, resultando em h(Ak) = Ak,

obtemos, para todo k ≥ 0, que

1{τϵ>k}E[Φk+1 | F
G,F
k−1 ] = 1{τϵ>k}Φk − 1{τϵ>k}θ̂h(Ak).

Logo, aplicando o Teorema 4.1.4, da Seção 4.1, encontramos a desigualdade (4.88).

Como consequência direta do Teorema 4.3.1, temos o seguinte resultado.

Corolário 4.3.1.1. Sob as hipóteses do Teorema 4.3.1, segue que

E[τϵ] = O

(
1

ϵ2

)
.

Assim, finalizamos a análise da taxa de convergência do Algoritmo 2, o método do

gradiente conjugado não linear estocástico. Na próxima seção, fornecemos uma aplicação

desse método na demonstração de convergência de um problema de otimização não linear

determinístico.

4.4 Aplicação Teórica

Iremos escrever uma aplicação do Teorema 4.2.11, que assegura a convergência do

Algoritmo 2, em casos determinísticos, ou seja, em que gk = ∇f(xk), f 0
k = f(xk) e f s

k =

f(xk + sk), para todo k ≥ 0. Notemos que, ao abordarmos o caso determinístico, estamos

utilizando um método de gradiente conjugado não linear, definido no Algoritmo 2, atendendo às
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condições de busca em linha de Armijo, a fim de solucionar problemas de otimização irrestritos,

formulados matematicamente por:
min f(x)

s.t. x ∈ R
n

; (4.91)

em que f : Rn → R satisfaz a Hipótese E.

Outro ponto de atenção, é que estamos permitindo que βN
k , o coeficiente de conjugação,

assuma valores negativos. Pelo que temos conhecimento, este é o primeiro método de gradiente

conjugado não linear na literatura, em que:

• utilizando a busca em linha satisfazendo a condição de Armijo;

• permitindo que βN
k , o coeficiente de conjugação, assuma valores negativos;

provamos a convergência para a solução ótima do problema (4.91).

Corolário 4.4.1. Sejam satisfeitas as hipóteses do Teorema 4.2.11, considerando que o problema

de otimização (4.91) satisfaça a Hipótese E, que gk = ∇f(xk), f 0
k = f(xk) e f s

k = f(xk + sk),

para todo k ≥ 0. Então, teremos que:

∥∇f(xk)∥ −→ 0, quando k → ∞,

e, consequentemente,

xk −→ 0, quando k → ∞.

Demonstração. Basta escolhermos ν, tal que:

ν

1 − ν
≥ 32γα2

maxK̄2

θ̄
. (4.92)

Por exemplo, se definirmos:

γ = 1, 2;

αmax = 0, 25;

K̄2 = 1;

θ = 0, 25;

temos, ao substituirmos os valores acima na relação (4.92), definindo ν ≥ 0, 74, a conver-

gência da sequência {xk}k≥0, gerada pelo Algoritmo 2, à solução do problema de otimização

determinístico (4.91).
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Estimando Gk, F 0
k e F s

k Satisfazendo a Hipótese G

Essa pequena seção tem como base a Seção 2.3 do Artigo (PAQUETTE; SCHEINBERG,

2020), que apresenta uma breve discussão sobre como obter as estimativas do gradiente de f , do

problema estocástico (4.1), assim como as estimativas dessa função avaliadas nos pontos xk e

xk + sk, satisfazendo a Hipótese G. Essas estimativas devem ser obtidas a cada iteração k, a fim

de que tenhamos a convergência quase certa e a análise da taxa de convergência do Algoritmo 2

válidas, como tratadas nas Seções 4.2 e 4.3, respectivamente.

Iremos supor nesta parte do texto que a variância das estimativas do gradiente e das

funções são limitadas, ou seja, que existem um σ2
g e σ2

f finitos, tais que

E[∥∇f̂(x, ξ) − ∇f(x)∥2] ≤ σ2
g e E[| f̂(x, ξ) − f(x)|2] ≤ σ2

f ,

em que ∇f̂(x, ξ) e f̂(x, ξ) são as amostras do gradiente e da função de f , avaliados no ponto x,

respectivamente. Assim, definimos:

• |Sg
k|, o número de amostras necessárias para estimar o gradiente da função f , problema

(4.1), definido por gk, no ponto xk do iterando k, atendendo a Condição G.i da Hipótese G;

• |Sf
k |, o número de amostras necessárias para estimar a função f , representadas por f 0

k e f s
k ,

do problema (4.1), nos pontos xk e xk + sk do iterando k, satisfazendo as Condições G.ii

e G.iii da Hipótese G.

Computamos gk, f 0
k e f s

k , a cada iteração k, como:

gk =
1

|Sg
k|
∑

j∈Sg

k

∇f̂(xk, ξj), f0
k =

1

|Sf
k |
∑

j∈Sf

k

f̂(xk, ξj) e f s
k =

1

|Sf
k |
∑

j∈Sf

k

f̂(xk + sk, ξj).

Escolheremos o número de amostras |Sg
k|, tendo como referência os trabalhos de (TRIPURA-

NENI et al., 2018) e (TROPP et al., 2015), que satisfaça:

|Sg
k| ≥ Õ

(
σ2

g

k2
gα2

k∥gk∥2

)
= C

σ2
g

k2
gα2

k∥gk∥2
log

(
1

1 − pg

)
, (4.93)

na qual Õ oculta o fator log

(
1

1 − pg

)
e C > 0 é uma constante que depende da desigualdade de

concentração utilizada (e.g. Hoeffding, Bernstein), que assegura que a condição G.i da Hipótese

G seja satisfeita. Ou seja, essa escolha assegura que a estimativa do gradiente apresente, com

probabilidade no mínimo pg ∈ (0, 1), um erro suficientemente reduzido em relação ao gradiente

verdadeiro.

Notemos, no entanto, que o valor de gk não é conhecido no momento em que o número de

amostras |Sg
k| é escolhido. Para contornar esse problema, adotamos um processo iterativo: dado

um número inicial de amostras |Sg
k|, computamos gk e verificamos se a condição (4.93) é satisfeita.
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Caso contrário, aumentamos |Sg
k|, computamos novamente gk e repetimos o procedimento até que

a condição seja atendida. Para mais detalhes sobre esse processo, ver (CARTIS; SCHEINBERG,

2018). Na próxima seção, abordamos, por meio de um exemplo numérico, esse processo.

Posteriormente, uma vez definido o valor de gk, podemos, conforme apresentado em

(PAQUETTE; SCHEINBERG, 2020), adotar um procedimento análogo para determinar os

valores de f 0
k e f s

k , de modo a satisfazer a Condição G.ii da Hipótese G, assumindo:

|Sf
k | ≥ Õ

(
σ2

f

k2
fα2

k∥gk∥4

)
,

em que Õ oculta o fator log

(
1

1 − pf

)
. Já com o objetivo de satisfazer a Condição G.iii da

Hipótese G, devemos também garantir que |Sf
k | satisfaça:

|Sf
k | ≥ σ2

f

θ2δ4
k

.

Logo, ao escolhermos os números de amostras |Sg
k| e |Sf

k | tal que

|Sg
k| ≥ Õ

(
σ2

g

k2
gα2

k∥gk∥2

)
e |Sf

k | ≥ max

(
Õ

(
σ2

f

k2
fα2

k∥gk∥4

)
,

σ2
f

θ2δ4
k

)
(4.94)

teremos que a Hipótese G é atendida.

Assim como no artigo de (PAQUETTE; SCHEINBERG, 2020), destacamos que:

• se αk∥gk∥ e δk crescerem de um iteração para a outra, então os números de amostras |Sg
k|

e |Sf
k | podem decrescer de uma iteração para outra, ou seja, se adaptam a cada iteração,

não necessitando serem fixos e grandes o suficiente a fim de atender a Hipótese G;

• os números de amostras |Sg
k| e |Sf

k | estão em função de variáveis disponíveis (conhecidas)

a cada iterando k. Por exemplo, em (BOLLAPRAGADA; BYRD; NOCEDAL, 2018), os

números de amostras |Sg
k| e |Sf

k | estão em função de ∥∇f(xk)∥, que não é conhecida a

cada iteração k;

• se γ > 1 não estiver suficientemente próximo de 1, resultando, pelo Teorema 4.2.8, que

pg não esteja próximo desse valor, e considerando kg ≫ 1, então teremos, pela relação

(4.94), um número moderado de amostras |Sg
k|.

Notemos, a partir da última relação do Teorema 4.2.8 e da equação (4.94), que sempre

existirá um trade-off entre a quantidade de amostras |Sg
k| e |Sf

k |, dependendo dos parâmetros

escolhidos para a solução do problema de otimização estocástico (4.1). Em outras palavras, caso

o valor de pg não seja adequadamente selecionado, o parâmetro pf tenderá a ser suficientemente

próximo de um, o que implica um número elevado de amostras |Sf
k |.
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Por fim, destacamos que à medida que o iterando xk se aproxima da solução do problema

de otimização (4.1), a norma de gk se aproxima de zero, pois ∇f(xk) −→ 0 (consequência

do Teorema 4.2.11). Assim, sabendo que αk ≤ αmax, para todo k ≥ 0, e pela relação (4.93),

necessariamente, o número de amostras |Sg
k| cresce à medida que xk se aproxima da solução.

O mesmo ocorre com o número de amostras |Sf
k |, relação (4.94), de modo que ambos devem

assegurar a validade da Hipótese G.

4.5 Experimento Numérico

Nesta seção, iremos apresentar resultados de um experimento numérico que foi formatado

para exemplificar a aplicação do método do gradiente conjugado não linear estocástico, ilustrando

o processo de verificação das condições para a aplicabilidade do método, com a correspondente

escolha dos parâmetros do algoritmo que garantem a satisfação dessas condições.

Antes de passarmos à apresentação do experimento, é importante pontuar algumas ques-

tões. Primeiro, devemos reportar que, no processo de tentarmos elaborar experimentos numéricos

diversos, pudemos observar que a escolha dos parâmetros do algoritmo que garantem a satisfação

das condições teóricas para a validade do método é relativamente difícil, sendo que tal dificuldade

provavelmente decorre das diversas majorações que foram efetuadas visando à obtenção de rela-

ções facilmente verificáveis, principalmente quando da formulação e demonstração do Teorema

4.2.8. Assim, no curso de tais tentativas, ficou estabelecida a necessidade da reformulação das

condições que são apresentadas como requisitos para a validade do método, com a redução

no conservadorismo que se encontra implícito na escolha das variáveis de projeto. O estudo

de maneiras de realizar tal redução de conservadorismo já se encontra em curso, devendo ser

concluído no âmbito de pesquisas realizadas como continuidade da presente tese.

Tendo em vista tal dificuldade, bem como a conveniência da apresentação de um exemplo

relativamente simples, que favoreça a compreensão da etapa da escolha de parâmetros e a análise

dos resultados, o experimento numérico a ser apresentado nesta seção foi construído considerando

uma situação hipotética: supõe-se a presença de ruído na medição do gradiente da função objetivo,

mas assume-se a ausência de ruído na medição do valor dessa função.

Passamos então à descrição do problema a ser abordado neste experimento numérico.

Exemplo 4.5.1. Desejamos encontrar

x∗ = arg min
x∈R2

f(x), (4.95)

em que a função f : R2 → R é definida como:

f(x, y) = x2 + y2 + 5 sin2(x) sin2(y). (4.96)

A Figura 20 apresenta o gráfico tridimensional da função f , definida na equação (4.96), que

aparenta ser unimodal. Essa conclusão é corroborada pela análise da Figura 21, a qual exibe

as curvas de nível da função f , em que também se constata que essa função não é convexa.
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ao método numérico são os valores de f e ∇f̂(x, y, ξ). De forma ilustrativa, exibimos na Figura

22 o campo vetorial do gradiente da função f , em azul, e, em vermelho, o mesmo campo vetorial

contaminado por ruído Gaussiano, onde percebemos alterações na direção do gradiente ∇f

causadas pelo vetor ξ.

Figura 22 – Campo Vetorial do gradiente da função f(x, y) = x2 + y2 + 5 sin2(x) sin2(y) com
perturbação (∇f̂(x, y, ξ)), em vermelho, e sem pertubação (∇f(x, y)), em azul.

Fonte: figura do autor.

Assim, dadas as características do problema de otimização estocástico, vamos empregar

o Algoritmo 2, o método do gradiente conjugado não linear estocástico, com o objetivo de encon-

trar iterativamente um ponto que se aproxime do mínimo da função f . Para tal, configuramos os

parâmetros iniciais desse algoritmo conforme a Tabela 4 e, com base no valor de γ = 2 (fator

de atualização dos parâmetros δ2
k e αk a cada iteração), escolhido previamente e necessitando

ser maior do que um, definimos o valor de pg = 0, 95 satisfazendo a relação do Teorema 4.2.8

pg

1 − pg

≥ 4γ

(1 − γ−1)
.

Destacamos que pf = 1, pois temos disponível a informação real de f(x, y) avaliada em

qualquer ponto do plano xy.
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Tabela 4 – Valores dos parâmetros do algoritmo 2.

Parâmetros Valor
x0 (−2, −2)
σ2

g 1,00E+00

γ 2,00E+00

θ 1,00E−01

αmax 5,00E−01

α0 6,25E−02

ϵ 1,00E−08

K̄2 1,00E+00

pg 0,95E+00

max_iter 13

Na Tabela 4, x0 ∈ R
2 foi escolhido arbitrariamente, assim como os parâmetros: γ > 1;

θ ∈ (0, 1); ϵ > 0; K̄2 ≥ 1; max_iter ∈ N; αmax > 0. Por sua vez, α0 = γj0αmax, com j0 ∈ Z−

(j0 = −3). Já os parâmetros σ2
g e pg foram determinados nos dois parágrafos anteriores.

Para assegurarmos a convergência quase certa para o mínimo global da função f , com

base no Teorema 4.2.11, é necessário determinar o número de amostras |Sg
k| utilizadas na

estimativa

gk =
1

|Sg
k|
∑

j∈Sg

k

∇f̂(xk, yk, ξj),

que deve satisfazer a Hipótese G, onde ξj = (ξ1
j , ξ2

j ), com ξ1
j ∼ ξ1 e ξ2

j ∼ ξ2 para todo j ∈ N.

Ressaltamos que é suficiente atender à condição G.i dessa hipótese para garantir a convergência

à solução de mínimo global de f , uma vez que pf = 1. Assim, empregaremos o Princípio dos

Grandes Desvios de Crámer (Teorema A.0.5) para definir o valor de |Sg
k| a cada iteração k.

Proposição 4.5.2. Sejam {ξ1
j }j≥1 e {ξ2

j }j≥1 sequências de variáveis aleatórias independentes

e identicamente distribuídas, com ξ1
j ∼ N (0, 1) e ξ2

j ∼ N (0, 1) independentes entre si, para

todo j ∈ N. Se

|Sg
k| ≥ 2

1

k2
gα2

k∥gk∥2
log

(
2

1 − pg

)
, (4.98)

então a condição G.i da Hipótese G é satisfeita.

Demonstração. Dada uma iteração k ≥ 0, definimos nk = |Sg
k| e χk > 0. Devemos encontrar o

valor de nk tal que tenhamos

P(∥Gk − ∇f(xk, yk)∥ ≤ χk) ≥ pg.
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Assim sendo, temos

pg ≤ 1 − P(∥Gk − ∇f(xk, yk)∥ > χk)

= 1 − P

(∥∥∥∥∥
1

nk

nk∑

i=1

∇f̂(xk, yk, ξi) − ∇f(xk, yk)

∥∥∥∥∥ > χk

)

= 1 − P

(∥∥∥∥∥
1

nk

nk∑

i=1

ξi

∥∥∥∥∥ > χk

)

= 1 − P

(∣∣∣∣∣
1

nk

nk∑

i=1

ξ1
i

∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣
1

nk

nk∑

i=1

ξ2
i

∣∣∣∣∣

2

> χ2
k

)

≤ 1 − P

(∣∣∣∣∣
1

nk

nk∑

i=1

ξ1
i

∣∣∣∣∣

2

> χ2
k

)
.

Definindo Snk
=
∑nk

i=1 ξ1
i e retornando à desigualdade anterior, obtemos, pela simetria da

distribuição,

pg ≤ 1 − P

(∣∣∣∣∣
Snk

nk

∣∣∣∣∣

2

> χ2
k

)

= 1 − P

({
Snk

nk

> χk

}
⋃
{

Snk

nk

< −χk

})

= 1 − 2P

(
Snk

nk

∈
(
χk, ∞

))
.

Utilizando o Princípio dos Grandes Desvios de Crámer (Teorema A.0.5) em P

(
Snk

nk

∈
(
χk, ∞

))
,

resulta que

pg ≤ 1 − 2e
−I

(
χk

)
nk+o(nk)

em que I
(
χk

)
é a função taxa, que dada a distribuição normal padrão das variáveis aleatórias, é

igual a

I
(
χk

)
=

χ2
k

2
.

Logo,

2e
−

(
χ2

k

2

)
nk+o(nk)

≤ 1 − pg

e, consequentemente,

2

1 − pg

≤ e

(
χ2

k

2

)
nk−o(nk)

≤ e

(
χ2

k

2

)
nk

.

Aplicando o logaritmo na desigualdade acima, encontramos que:

nk ≥ 2
1

χ2
k

log

(
2

1 − pg

)
.
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Logo, definindo χk = kgαk∥gk∥, concluímos que se

|Sg
k| ≥ 2

1

k2
gα2

k∥gk∥2
log

(
2

1 − pg

)
,

então a condição G.i da Hipótese G é satisfeita.

Nos experimentos numéricos, adotamos kg = 2 e estimamos gk conforme descrito no

Algoritmo 3, assegurando, de acordo com a Proposição 4.5.2, que a Condição G.i da Hipótese G

seja satisfeita.

Algoritmo 3 Algoritmo para calcular gk satisfazendo a condição G.i da Hipótese G.

Entrada: |Sg
k0

| (número de amostras iniciais), kg, αk e pg.
Saída: gk (estimativa de gk atendendo a condição G.i da Hipótese G)

Passo 1: Faça nk = |Sg
k0

|;
Passo 2: Computa gk =

1

nk

∑nk

j=1 ∇f̂(xk, yk, ξj);

enquanto nk < 2
1

k2
gα2

k∥gk∥2
log

(
2

1 − pg

)
faça ▷ xrepetição

Passo 3: Faça nk = 5nk; ▷ Atualiza nk

Passo 4: Computa gk =
1

nk

∑nk

j=1 ∇f̂(xk, yk, ξj); ▷ Refina gk

fim enquanto

Dessa forma, apresentamos os primeiros resultados numéricos, mostrados nas Figuras 23

a 26. Foram realizadas cinco execuções do Algoritmo 2, com parâmetros configurados conforme

a Tabela 4. A cada iteração k, calculou-se a estimativa do gradiente ∇f(xk), denotada por gk,

de acordo com o Algoritmo 3.

Na Figura 23, apresentamos a evolução dos iterandos xk, gerados pelo Algoritmo 2, com

k ∈ {0, 1, . . . ,max_iter}, convergindo ao ponto de mínimo da função f , definida na equação

(4.96), dado por x∗ = 0. A convergência é representada pela distância ∥xk − x∗∥∞. Observemos

que, diferentemente dos métodos determinísticos tradicionais, nos quais os iterandos xk são

sempre modificados de uma interação para outra, no método proposto surgem situações em que

os iterandos xk mantêm o mesmo valor. Por exemplo, na Execução 4 (linha roxa da Figura 23),

os pontos x3, x4 e x5 coincidem, indicando que o Passo 6 do Algoritmo 2 foi malsucedido, isto é,

f(xk+1) > f(xk)+θαkg⊤
k pk, sendo necessário o método numérico restringir (reduzir) os valores

dos parâmetros αk e δ2
k para o próximo iterando k + 1. Isso poderá implicar em um aumento

do número de amostras a fim de termos uma melhor aproximação do gradiente de f e, assim,

termos sucesso na próxima iteração do Passo 6 do Algoritmo 2 (f(xk+1) ≤ f(xk) + θαkg⊤
k pk).
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Figura 23 – Norma l∞ da diferença entre xk e x∗, com f(x∗) = 0, para cada iterando k ∈
{1, ..., 13}.

Fonte: figura do autor.

Essa informação é confirmada pela Figura 24, na qual se observa que, para a mesma

Execução 4 (linha roxa), o valor de f(xk) permanece constante nos pontos correspondentes (x3,

x4 e x5). Nessa figura, representamos os valores de f(xk), para k ∈ {0, 1, . . . ,max_iter},

em relação ao valor ótimo f(x∗) = 0. Em todas as cinco execuções, observamos a convergência

dos pontos gerados pelo método proposto no Algoritmo 2.

Posteriormente, como informação complementar aos gráficos anteriores, apresentamos

na Figura 25 o gráfico da norma l∞ da diferença entre ∇f(xk) e ∇f(x∗), com ∇f(x∗) = 0,

para cada iterando k ∈ {1, ..., 13}. Apesar de utilizarmos a informação de ∇f nessa figura,

destacamos que esses valores não são empregados no Algoritmo 2 para a solução do problema

de otimização (4.95).
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Figura 24 – Módulo da diferença entre f(xk) e f(x∗), com f(x∗) = 0, para cada iterando
k ∈ {1, ..., 13}.

Fonte: figura do autor.

Figura 25 – Norma l∞ da diferença entre ∇f(xk) e ∇f(x∗), com ∇f(x∗) = 0, para cada
iterando k ∈ {1, ..., 13}.

Fonte: figura do autor.
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A Figura 26 tem como objetivo apresentar a diferença entre ∇f(xk) e gk, obtida a

partir do Algoritmo 3, o qual assegura, segundo a Proposição 4.5.2, que a condição G.i da

Hipótese G seja satisfeita. Nessa figura, a diferença vetorial é quantificada por meio da norma

∥gk −∇f(xk)∥∞, evidenciando a discrepância entre a informação utilizada pelo Algoritmo 2, re-

presentada por gk, e o valor real do gradiente ∇f(xk). Realçamos, de acordo com a condição G.i

da Hipótese G, que gk e ∇f(xk) tendem a satisfazer a relação ∥gk − ∇f(xk)∥ ≤ kgαk∥gk∥.

Dessa forma, concluímos as análises numéricas para esse exemplo, em que os valores

do gradiente de f (∇f ) não são conhecidos exatamente, mostrando uma aplicação do método

do gradiente conjugado não linear estocástico, Algoritmo 2, desenvolvido na seção anterior.

Problemas de otimização, formulados matematicamente em (4.95), nos quais temos

acesso exato aos valores de f(x) para todo x ∈ R
n, mas apenas a valores inexatos de seu

gradiente ∇f(x), estão presentes em simulações numéricas complexas, e.g. a função f é um

modelo matemático determinístico bem definido; entretanto, o cálculo exato de seu gradiente

é inviável. Então, podemos utilizar aproximações via diferenças finitas ou técnicas de Monte

Carlo (MOHAMED et al., 2020; BUESING; WEBER; MOHAMED, 2016), que irão introduzir

incertezas (ruídos) no gradiente.

Figura 26 – Norma l∞ da diferença entre gk, estimativa do gradiente no iterando xk, e ∇f(xk),
para cada iterando k ∈ {1, ..., 13}.

Fonte: figura do autor.

Assim, o exemplo numérico a seguir mostra uma aplicação do Algoritmo 2 ao se incorpo-
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rar a incerteza causada pelos métodos das diferenças finitas na estimativa do gradiente da função

f .

Exemplo 4.5.3. O problema de otimização (4.95), cuja função objetivo f foi definida em (4.96),

é solucionado empregando o Algoritmo 2, com gk sendo computado por meio do método das

diferenças finitas progressivos, i.e.

gk =




f(xk + ce1) − f(xk)

c
f(xk + ce2) − f(xk)

c


 , (4.99)

em que {e1, e2} é a base canônica do plano R
2 e c = 1,00E−08 é a constante de perturbação do

método das diferenças finitas. Uma alternativa à estimativa de gk, utilizando a equação (4.99),

seria utilizar o método das diferenças finitas centrais, i.e.

gk =




f(xk + ce1) − f(xk − ce1)

c
f(xk + ce2) − f(xk − ce2)

c


 ,

a qual ocorre uma perturbação no ponto xk ∈ R
2 na direção dos vetores da base canônica tanto

para frente quanto para trás para a estimativa do gradiente de f(xk), ∇f(xk).

Figura 27 – Módulo da diferença entre f(xk) e f(x∗), com f(x∗) = 0, para cada iterando
k ∈ {1, ..., 13}. A aproximação de ∇f(xk) é realizada pelo método das diferenças
finitas para frente, equação (4.99).

Fonte: figura do autor.
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Por conseguinte, apresentamos nas Figuras 27 a 29, os resultados numéricos desse

teste, sendo a aproximação de ∇f(xk) realizada conforme a equação (4.99). O Algoritmo 2 é

parametrizado de acordo com a Tabela 4, não sendo alterado em relação ao exemplo numérico

anterior.

As Figuras 27 e 28 ilustram a convergência dos iterandos xk, gerados pelo Algoritmo 2,

para k ∈ {1, . . . ,max_iter}, ao ponto de mínimo global da função f , representado por x∗.

Observamos que o número máximo de iterações max_iter poderia ter sido reduzido, devido

a uma melhor aproximação de gk em relação ao gradiente ∇f(xk), conforme evidenciado na

Figura 29, a qual apresenta o gráfico do erro das estimativas do gradiente, medido por meio da

∥gk − ∇f(xk)∥∞, para cada iterando k ∈ {1, . . . ,max_iter}.

Figura 28 – Norma l∞ da diferença entre ∇f(xk) e ∇f(x∗), com ∇f(x∗) = 0, para cada
iterando k ∈ {1, ..., 13}. A aproximação de ∇f(xk) é realizada pelo método das
diferenças finitas para frente, equação (4.99).

Fonte: figura do autor.

Concluímos esta seção com resultados de experimentos numéricos que exemplificam

a aplicação do método do gradiente conjugado não linear estocástico. No primeiro exemplo,

destacou-se a verificação das condições de aplicabilidade do Algoritmo 2, as quais asseguram a

convergência à solução do problema de otimização. O segundo exemplo, por sua vez, ilustrou a

aplicação do algoritmo proposto incluindo a incerteza introduzida pelo método das diferenças

finitas na estimação do gradiente da função f .
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Figura 29 – Norma l∞ da diferença entre gk, aproximação do gradiente no iterando xk, realizada
pelo método das diferenças finitas para frente (equação (4.99)), e ∇f(xk), para cada
iterando k ∈ {1, ..., 13}.

Fonte: figura do autor.
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5 Conclusões e Considerações Finais

Nesse trabalho propusemos, no Capítulo 3, um método estocástico baseado no método

do gradiente conjugado linear determinístico (NOCEDAL; WRIGHT, 2006a), denominado o

método do gradiente conjugado linear estocástico, a fim de solucionar os problemas equivalentes

(3.1) e (3.2), realizando a prova de convergência quase certa para a solução desses problemas

e a análise da taxa de convergência. Para essas demonstrações, usamos o conceito de quase

supermartingales não negativos, introduzido por Robbins e Siegmund (ROBBINS; SIEGMUND,

1971), e que teve os seus fundamentos teóricos abordados no Capítulo 2. Quanto à análise da taxa

de convergência, encontramos, para uma sequência {ak}k≥1 específica, uma taxa de convergência

O

(
1

k log k

)
, superior ao método de Robbins e Monro (gradiente estocástico), que possui uma

taxa de convergência O

(
1

k

)
(NEMIROVSKI et al., 2009) para tal classe de problemas (3.2).

Em seguida, utilizando os resultados numéricos obtidos nas tabelas 1 e 2, temos que o

método proposto, o método do gradiente conjugado linear estocástico, é promissor, mostrando-

nos ser robusto à variação (aumento) do número de condicionamento da matriz A e dimensão do

problema quadrático (3.2), o que o torna uma alternativa viável e simples para a referida classe

de problemas de otimização estocásticos.

Posteriormente, no Capítulo 4, desenvolvemos uma versão estocástica do método do

gradiente conjugado não linear determinístico, baseada no método desenvolvido em (HAGER;

ZHANG, 2005), que assegura a direção de descida da função custo f , definida no problema (4.1),

e demonstra a convergência à solução do problema de otimização determinístico utilizando:

• o gradiente exato da função custo f ;

• os valores reais da função custo f ;

• a busca em linha satisfazendo a condição de Wolfe (WOLFE, 1969).

Destacamos, como é prática em demonstrações de convergência de métodos de gradiente con-

jugado não lineares determinísticos, que os autores em (HAGER; ZHANG, 2005) utilizam a

condição de Zoutendijk (ZOUTENDIJK, 1970) para essa finalidade.

Todavia, o método apresentado por nós, no Algoritmo 2, utiliza:

• estimativas do gradiente da função custo f ;

• estimativas dos valores da função custo f nos pontos xk e xk + sk, em que k é o iterando

corrente, xk ∈ R
n é o ponto corrente e sk = αkpk, com αk sendo o comprimento de passo

e pk, a direção de busca;
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• a busca em linha satisfazendo a condição de Armijo (ARMIJO, 1966), uma hipótese menos

restritiva que a condição de Wolfe utilizada em (HAGER; ZHANG, 2005).

Demonstramos a convergência quase certa e fizemos a análise da taxa de convergência desse

método utilizando a teoria da probabilidade desenvolvida no Capítulo 2 e na Seção 4.1.

Em seguida, na última seção do Capítulo 4, onde construímos um experimento numérico

a fim de exemplificar a aplicação do método do gradiente conjugado não linear estocástico, per-

cebemos a consequência prática das diversas majorações que foram concebidas, principalmente

quando da formulação e demonstração do Teorema 4.2.8. Essas majorações impõem que o valor

de pf ∈ [0, 1], definido a fim de atender à última relação do Teorema 4.2.8, seja próximo a um,

tornando o número de amostras necessário para estimar o valor de f demasiadamente grande

e, consequentemente, tornando os experimentos numéricos custosos computacionalmente. Por

esse motivo, o primeiro exemplo desenvolvido tratou das incertezas em relação ao gradiente da

função custo f , tendo o método acesso aos valores reais dessa função. Esse tipo de problema

de otimização pode estar presente em simulações numéricas complexas, em que a função f é

um modelo matemático determinístico bem definido; contudo, o cálculo exato do seu gradiente

é inviável, restando-nos utilizar procedimentos numéricos, e.g. aproximações via diferenças

finitas ou técnicas de Monte Carlo, a fim de estimá-lo. Porém, esses procedimentos introduzem

incertezas no gradiente.

Pontuamos como continuidade desse trabalho a redução no conservadorismo que se

encontra implícito na escolha das variáveis de projeto, principalmente, dos parâmetros do

Teorema 4.2.8. O estudo de maneiras de realizar tal redução de conservadorismo já se encontra

em curso, devendo ser concluído no âmbito de pesquisas realizadas como continuidade da

presente tese.
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APÊNDICE A – Demonstrações

Lema A.0.1. Seja {τk}k≥1 o processo que representa o tempo entre chegadas do processo de

renovação {Ak}k≥0, definido em (4.8). Então, para todo n ∈ N, temos:

E[τn] = p +

(
1 +

1

2p − 1

)
(1 − p) =

p

2p − 1
. (A.1)

Demonstração. Primeiramente, vamos definir o processo estocástico {Zk}k≥0 como: Z0 = −1

e Zk+1 = Zk + Wk+1, para todo k ≥ 0. Notemos que o processo {Zk}k≥0 é o passeio aleatório

não simétrico, pois P(Wk = 1) >
1

2
, para todo k ≥ 0, e {Wk}k≥0 é uma sequência de variáveis

aleatórias independentes e identicamente distribuídas.

Assim sendo, definimos o tempo de parada τ , como

τ = inf{n : Zn = 0},

e o processo parado {Zτ∧n}n≥0, para todo n ≥ 0, como

Zτ∧n = Z0 +
τ∧n∑

k=1

Wk.

Logo, podemos utilizar o teorema da amostragem opcional para concluir que:

E

(
τ∑

k=1

Wk

)
= 1.

Em seguida, pelo Teorema da identidade de Waldi (Capítulo 12 de (ROLLA; DELIMA,

2024)), obtemos

1 = E

(
τ∑

k=1

Wk

)

= E(τ)E(W1)

= E(τ)(p + (−1)(1 − p))

= E(τ)(2p − 1),

resultando em

E(τ) =
1

2p − 1
.
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Adiante, vamos particionar o espaço nos eventos {W1 = 1} e {W1 = −1} para concluir

a demonstração desse lema. Então,

E(τ1) = E(E(τ1 | W1))

= E(E(τ11{W1=1} | W1)) + E(E(τ11{W1=−1} | W1))

= E(E(11{W1=1} | W1)) + E(E((1 + τ)1{W1=−1} | W1))

= E(1{W1=1}) + E(1{W1=−1}E(1 + τ | W1))

= p + E(1{W1=−1}E(1 + τ))

= p +

(
1 +

1

2p − 1

)
(1 − p).

Lema A.0.2. Considerando os processos estocásticos {Ak}k≥0, {Ak}k≥0, {Φk}k≥0, {τk}k≥1,

{Wk}k≥0, {Zk}k≥0, {N(k)}k≥1 e {τϵ}ϵ>0 definidos na Seção 4.1 e as definições de Θ e h,

fornecidas na Hipótese I, então

E[N(τϵ − 1) + 1] ≤ E[Φ0]

Θh(Ā )
.

Demonstração. Definamos o processo estocástico {Rk}k≥0, com R0 = Φ0 e, para todo k ∈ N,

Rk = Φk∧τϵ
+ θ

(k∧τϵ)−1∑

j=0

h(Aj). (A.2)

Observemos que Rk é uma variável aleatória não-negativa, Fk-mensurável. Além disso, temos

que {Rk}k≥0 é um supermartingale, pois

E(Rk+1|Fk) = E(Rk+11{τϵ>k} + Rk+11{τϵ≤k}|Fk)

= E(Rk+11{τϵ>k}|Fk) + Rτϵ
. (A.3)

Já, da equação (A.2), temos que:

E(Rk+11{τϵ>k}|Fk) = E(Rk+1|Fk)1{τϵ>k}

= E

(
Φk+1 + θ

k∑

j=0

h(Aj) | Fk

)
1{τϵ>k}

≤

Φk − θh(Ak) + θ

k∑

j=0

h(Aj)


1{τϵ>k}

=


Φk − θ

k−1∑

j=0

h(Aj)


1{τϵ>k}

= Rk1{τϵ>k}. (A.4)

E, das relações (A.3) e (A.4), obtemos que

E(Rk+1|Fk) ≤ Rk,
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portanto, {Rk}k≥0 é um supermartingale. Como consequência disso e da propriedade da espe-

rança iterada, temos que

E


Φk∧τϵ

+ θ

(k∧τϵ)−1∑

j=0

h(Aj)


 = E(Rk) ≤ E(R0) = E(Φ0)

e, da observação de Φk ≥ 0, para todo k ≥ 0, resulta que

θE




(k∧τϵ)−1∑

j=0

h(Aj)


 ≤ E(Φ0).

Dispondo, por definição, que h é uma função não negativa, encontramos que

(k∧τϵ)−1∑

j=0

h(Aj) ↗
τϵ−1∑

j=0

h(Aj),

quando k → ∞, que é válida inclusive no conjunto {τϵ = +∞}. Assim sendo, utilizando o

Teorema da Convergência Monótona, concluímos que

θE




τϵ−1∑

j=0

h(Aj)


 ≤ E(R0) = E(Φ0). (A.5)

Então, da definição do processo de contagem N e da definição de processo de renovação

{Ak}k≥0, temos que: AAk
≥ Aϵ; {A1, ..., Aτϵ

} ⊆ {1, 2, ..., τϵ}. Para mais, do fato de h ser uma

função não decrescente, procede que:

θ
τϵ−1∑

j=0

h(Aj) ≥ θ
τϵ−1∑

j=0

h(Aj)1{j∈{Ai}∞

i=0
}

≥ θh(Aϵ)
τϵ−1∑

j=0

1{j∈{Ai}∞

i=0
}

= θh(Aϵ)


1 +

τϵ−1∑

j=1

1{j∈{Ai}∞

i=0
}




= θh(Aϵ) [1 + N(τϵ − 1)] . (A.6)

Enfim, das desigualdades (A.5) e (A.6), encontramos o resultado desejado, que

E(N(τϵ − 1) + 1) ≤ E(Φ0)

θh(Aϵ)
.

Proposição A.0.3. Identidade de Wald

Seja {Yk}k≥1 uma sequência de variáveis aleatórias independentes tais que: P(Yk ∈
[0, + inf]) = 1 para todo k ≥ 1; E[Yk] = µk, com µk ∈ [0, + inf] para todo k ≥ 1; e τ

um tempo de parada em relação à filtração natural. Definamos Sk = Y1 + ... + Yk, S0 = 0,

sk = µ1 + ... + µk. Então

E[Sτ ] = E[sτ ] (A.7)
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Demonstração. Seja m ∈ N, definimos, para todo i ∈ N, as variáveis aleatórias truncadas

Y m
i = m ∧ Yi, τm = m ∧ τ , µm

i = E(Y m
i ), Sm

n = Y m
1 + ... + Y m

n e sm
n = µ1 + ... + µm

n . Então,

temos que {Y m
n }n≥1, {µm

n }n≥1, {Sm
n }n≥1, {sm

n }n≥1 e τm são variáveis aleatórias não negativas

e, além disso, não decrescentes em relação a m. Assim sendo, definimos a sequência de variáveis

aleatórias {Mn}n≥1 tal que Mn = Sm
n − sm

n , para todo n ≥ 1, resultando que essa sequência

definida é um martingale. E, pelo teorema da amostragem opcional, obtemos que

E(Sm
τm) = E(sm

τm).

Visto que Sm
τm é não decrescente em m, temos

Sm
τm ↗ Sτ , quando m → ∞.

Se τ = ∞, interpretamos Sτ = supn≥0

∑
m Sm

n . Por outro lado, de forma análoga, obtemos que

sm
τm ↗ sτ , quando m → ∞.

Por fim, utilizando o Teorema da Convergência Monótona, concluímos que

E(Sτ ) = E(sτ ).

Teorema A.0.4. Considerando os processos estocásticos {Ak}k≥0, {Ak}k≥0, {Φk}k≥0, {τk}k≥1,

{Wk}k≥0, {Zk}k≥0, {N(k)}k≥1 e {τϵ}ϵ>0 definidos no decorrer da Seção 4.1, se a Hipótese I é

satisfeita, então

E[τϵ − 1] ≤ p

2p − 1

E[Φ0]

θh(Ā )
.

Demonstração. Definamos, para todo n ≥ 0,

Gn = FAn
= {A ∈ σ (∪∞

n=0Fn) : A ∩ {An ≤ k} ∈ Fk ∀k ≥ 0};

e, como consequências, teremos:

1) Gn é uma σ-álgebra;

2) An é um tempo de parada com relação a filtração {Fk}k≥0 e é Gn-mensurável. Como

τn = An − An−1 para todo n ∈ N, então, τn é também Gn-mensurável;

3) N(τϵ − 1) + 1 é um tempo de parada com relação à {Gn}n≥0.

Para a última consequência, encontramos que

{N(τϵ − 1) + 1 ≤ n} = ∪n−1
k=0{N(k) ≤ n − 1, τϵ − 1 = k}

= ∪n−1
k=0{N(k) + 1 ≤ n, τϵ = k + 1} ⊆ Gn.
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Pois, observemos que N(k) + 1 é um tempo de parada com relação à filtração {Gn}n≥0, visto

que, para todo n ≥ 0:

{N(k) + 1 ≤ n} = {N(k) ≤ n − 1}
= {N(k) < n}
= {An > k}
= {An ≤ k}c ∈ Fk.

Logo, {N(k)+1 ≤ n}∩{An ≤ m} = {An ≤ k}c∩{An ≤ m} e {An ≤ k}c∩{An ≤ m} ∈ Fm

para todo m ≥ 0, uma vez que, {An ≤ k}c = Ω para 0 ≤ k ≤ n − 1. Portanto, temos que

{N(k) + 1 ≤ n} ∈ Gn.

Por sua vez, τϵ também é um tempo de parada com relação à filtração {Gn}n≥0, pois,

para todo m ≥ 0 e 1 ≤ k ≤ n, {τϵ ≤ k} ∩ {An ≤ m} ∈ Fm, visto que {An ≤ m} = ∅ para

m ≤ n − 1. Já para todo m ≥ n, teremos que {τϵ ≤ k} ∈ Fm e {An ≤ m} ∈ Fm. Logo,

{τϵ ≤ k} ∈ Gn para todo 1 ≤ k ≤ n.

Notemos também, pelo fato de {Wk}k≥0 ser uma sequência de variáveis aleatórias

independentes, teremos que

E(τn+1 | Gn) = E(τn+1) =
p

2p − 1
.

Então, visto que, por definição, τn é Gn-mensurável, podemos utilizar a Proposição (A.0.3) para

concluir que

E(AN(τϵ−1)+1) = E(τn)E(N(τϵ − 1) + 1).

Por fim, da definição do processo N , temos que AN(τϵ−1)+1 ≥ τϵ − 1, da igualdade anterior e

dos Lemas A.0.1 e A.0.2, obtemos o resultado desejado, que

E(τϵ − 1) ≤ E(τn)E(N(τϵ − 1) + 1) ≤ p

2p − 1

E(Φ0)

θh(Aϵ)
.

Teorema A.0.5 (Princípio dos Grandes Desvios de Crámer). Sejam {Xn}n≥1 variáveis aleatórias

independentes e identicamente distribuídas, com distribuição comum X , e J um intervalo de R.

Se I(J) < ∞, onde I é a função taxa, então:

e−I(J°)n+o(n) ≤ P

(
Sn

n
∈ J

)
≤ e−I(J̄)n+o(n),

em que Sn = X1 + ... + Xn, J° e J̄ são o interior e o fecho do conjunto J, respectivamente. Em

particular, se I(J°) = I(J̄), temos a seguinte igualdade:

P

(
Sn

n
∈ J

)
= e−I(J)n+o(n). (A.8)

Demonstração. Ver (ROLLA; DELIMA, 2024), páginas 424 a 427.
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