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Resumo

Neste trabalho, desenvolvemos o método do gradiente conjugado linear e ndo linear estocésticos,
demonstrando, utilizando a teoria da probabilidade, a convergéncia quase certa e a andlise
da taxa de convergéncia para a solu¢cdo de problemas de otimizagao estocdsticos. Para essas
demonstragdes, usamos o conceito de quase supermartingales ndo negativos, introduzido por
Robbins e Siegmund (1971), que generaliza o conceito de supermartingales ndo negativos. No que

se refere a andlise da taxa de convergéncia do método linear estocastico proposto, obtemos uma

taxa da ordem O ( ) , superior a do método de Robbins e Monro, cuja taxa de convergéncia

1
klogk
) 1 . . ~
€0 T para a mesma classe de problemas considerada. Em seguida, desenvolvemos uma versao
estocdastica do método do gradiente conjugado ndo linear, cujas principais caracteristicas, no
contexto das demonstracdes de convergéncia quase certa e da andlise da taxa de convergéncia,
incluem o uso de estimativas do gradiente e dos valores da funcio custo e, sobretudo, a adocao

de uma busca em linha que satisfaz a condi¢do de Armijo, a qual € menos restritiva do que a

condicao de Wolfe.

Palavras-chave: otimizacao estocastica; gradiente conjugado; gradiente conjugado estocdstico.



Abstract

In this work, we develop stochastic linear and nonlinear conjugate gradient methods, establish-
ing, based on probability theory, almost sure convergence and convergence rate analysis for
the solution of stochastic optimization problems. For these results, we employ the concept of
nonnegative quasi-supermartingales, introduced by Robbins and Siegmund (1971), which gener-

alizes the concept of nonnegative supermartingales. Regarding the convergence rate analysis of

the proposed stochastic linear method, we obtain a rate of order O , which is superior

klogk
1
to that of the Robbins-Monro method, whose convergence rate is O <k>’ for the same class of

problems analysed. Subsequently, we develop a stochastic version of the nonlinear conjugate
gradient method, whose main features, in the proofs of almost sure convergence and convergence
rate analysis, include the use of estimates of the gradient and the objective function values and, in
particular, the adoption of a line search satisfying the Armijo condition, which is less restrictive

than the Wolfe condition.

Keywords: stochastic optimization; conjugate gradient; stochastic conjugate gradient.
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13

1 Introducao

Motivacao

Iniciamos esse trabalho com trés exemplos ilustrativos, que visam introduzir o leitor a
mudanga de paradigma imposta pela transi¢cdo dos métodos deterministicos para os métodos

estocdsticos. Desse modo, desejamos encontrar a raiz, ou zero, da funcao

f(z) =E[f(z,9)], (1.1)

emquez € R, : Q — Réuma varidvel aleatdria definida no espago de probabilidade (€2, .7, P)

e E[-] a esperanca de uma varidvel aleatdria.

Neste primeiro exemplo, definimos f(z, &) = z+&, & ~ A (u, 02), a distribuigdo normal
com média y = 0 e varifncia 02 = 4. E, desejamos encontrar a raiz de f(z) = E[f(z, )], tendo
"acesso" apenas ao conjunto de varidveis aleatdrias f (z,€), ou melhor dizendo, ao valor da
funcdo f(z) imersa em um ruido gaussiano, dada uma instincia conhecida de x. Portanto, a
Unica alternativa que possuimos € utilizar um método numérico iterativo para alcancarmos esse
objetivo. Isto é, dado um valor inicial zy € R, faremos uso de uma observacdo da varidvel
aleatoria f (20, &), ou de um conjunto finito de observagdes, para definir o préximo valor z; e,
assim, sucessivamente, com o objetivo de nos aproximarmos suficientemente da raiz de f. Se
considerarmos que o método empregado ird gerar uma sequéncia infinita de valores {z }r>0,

esperamos que xr; — 0 (nesse exemplo), quando £ — oo.

A

Definamos o processo estocéstico Y = {Y(x)},er, no qual Y (x) = f(x,§) para todo
x € R, e ilustramos na Figura 1 um conjunto possivel de informagdes (realiza¢des) do processo
Y disponiveis ao método iterativo, no dominio = € [—2, 2|. Esse conjunto pode ser utilizado com
a finalidade de encontrar a raiz de f. Isto €, com o respaldo da Figura 2, podemos utilizar, em
uma rodada de iteracdes, os valores de Y — representados em azul — para gerar uma sequéncia

{zk }x>0 que se aproxima da raiz da fung@o f, cujos valores estdo representados em vermelho.

Para percebermos a diferenca de abordagem matematica, tendo acesso aos valores da
funcdo f, ndo teriamos nenhuma dificuldade em encontrar o valor de sua raiz, podendo ser
empregados métodos deterministicos cldssicos da literatura para essa finalidade, i.e. método
da bissecdo, método de Newton-Raphson, método da secante. Porém, esses métodos cldssicos

requerem o valor de f(zy) a cada iteragdo e ndo "apenas" uma realizagdo da varidvel aleatdria

Por isso, utilizamos a Figura 3 para ressaltar que, fixando x € R, os valores de Y (z)
irdo mudar a cada rodada de iterac¢des, visto que Y (z) é uma varidvel aleatéria. Entdo, podemos

pensar, nesse exemplo, utilizar a segunda lei forte dos grandes nimeros de Kolmogorov para
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tentar estimar os valores da funcdo f, por meio da média. Assim, escolhemos g € N e definimos

flz)==3 y@), (1.2)
em que y(z)* é uma realizaciio, ou observagdo, da varidvel aleatéria Y () = f(z,£). O que
estamos dizendo € que, para um x € R fixo, amostramos ¢ valores de f (z,&), definindo-os
como y(z)!, .., y(z)?, e obtemos a média dessa sequéncia finita. Notemos que, para todo = € R,
f(z) = f(x), quando ¢ — oo, como j& mencionado, pela segunda lei forte dos grandes niimeros
de Kolmogorov (nesse exemplo, poderiamos utilizar também a lei dos grandes nimeros de

Cantelli ou a primeira lei forte dos grandes nimeros de Kolmogorov).

Porém, estamos lidando com métodos iterativos que serdo implementados em software
para serem executados em um computador, necessitando que ¢ seja finito a cada iteracdo e,
ainda mais, que ¢ seja 0 menor nimero de iteracdes necessario para que se tenha uma "boa"
representatividade de f. A titulo de curiosidade, alocamos nos graficos 4 e 5, f, f pontualmente
estimado utilizando a igualdade (1.2), no intervalo z € [—2,2], com ¢ = 100 e ¢ = 1000,
respectivamente, juntamente com o grafico da fungdo f. Ponderamos que ao aumentarmos ¢, o
niimero de amostras, estamos reduzindo a variancia de f(z) — f(z), para todo = € R, mas nio a

tornando nula.

Diante desse cendrio, o método numérico que precisamos empregar com o objetivo de
realizar tal tarefa, encontrar a raiz da funcao (1.1), realizando observagdes do processo Y, podera
até ter a estrutura de métodos deterministicos. Contudo, havera de se ter uma estratégia para
aproximar o valor estimado de f, f , €, consequentemente, definir o nimero de amostras ¢, a fim
de se assegurar a convergéncia para a solucdo do problema abordado. Para esse caso, utilizar
analises de convergéncia cldssicas de métodos deterministicos ndo faz sentido, visto que tais

andlises requerem a informacdo exata de f, e ndo um valor estimado.
Em continuidade, no segundo exemplo, tratamos o problema de otimiza¢do formulado
matematicamente por

x* = argmin f(x), (1.3)

z€R

em que f(z) = E[f(z,€)], f : R x R — R, £ é uma varidvel aleatéria (¢ : Q — R) definida
no espaco de probabilidade (2, .% ,P) e E[-] é a esperanga. Nesse exemplo, adotamos f (x,&) =
22 + 2€, na qual £ ~ A4(0,1) é a distribuigio normal padrdo. Assim sendo, utilizamos a
propriedade da linearidade da esperanca para afirmar que o objetivo é encontrar o minimo da
fungdo f(z) = x2, realizando observagdes (amostras) na varidvel aleatéria f(z,¢), dada uma

instancia de x.

A primeira vista, quando os valores da funcio real f estdo acessiveis, solucionar numeri-
camente o problema (1.3), por meio de um método iterativo, parece ser uma tarefa simples. Nesse

cendrio, é possivel empregar métodos de otimizacio deterministicos consagrados na literatura.
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Considerando as caracteristicas da funcdo custo f, associada ao problema (1.3), destacamos os
seguintes métodos: bissecdo e secante, para a obtengdo das raizes da derivada de f; método de
Newton; método de Brent; e o método da secdo durea. No entanto, o objetivo € determinar o
ponto de minimo da fung¢@o custo f, correspondente ao problema de otimizagdo (1.3), dispondo o
método numérico iterativo acesso apenas a varidvel aleatdria f (x,&), para todo € R. Tal como

no exemplo anterior, definimos o processo estocéstico Y = {Y (x)},cg, onde Y (x) = f(z,€)

para todo z € R.

A titulo de ilustragdo, a Figura 6 apresenta um conjunto possivel de informagdes ao qual
o método iterativo pode ter acesso, no dominio = € [—4, 4], com o objetivo de encontrar o ponto
de minimo da fun¢do f. Notemos que, diferentemente da fungdo f € C*°(R), uma realizagio do
processo estocdstico Y, no mesmo intervalo, ndo € diferencidvel em quase todos os pontos. A
Figura 7 evidencia essa diferenca entre f, representada pela curva vermelha, e uma realizagao
do processo Y, em azul, mostrando que a informacao disponivel ao método numérico iterativo
corresponde a valores de f contaminados por ruido gaussiano. Por fim, a Figura 8 ilustra o
comportamento do processo estocastico Y, no mesmo intervalo, ressaltando que os valores de

Y () variam, mesmo com o valor de x mantido fixo.

Assim sendo, de forma andloga ao procedimento adotado para encontrar a raiz da fungao
no primeiro exemplo, podemos utilizar f(z), definido na igualdade (1.2), para estimar f(z),
variando o niimero de amostras ¢. As Figuras 9 e 10 ilustram a aproximacao de f (curva vermelha)
a medida que aumentamos o niimero de amostras para computar f (curva azul). Empregamos
q = 100, na Figura 9, e ¢ = 1000, na Figura 10. Como ja mencionado, o aumento de ¢ reduz a

variancia de f(z) — f(z), para todo = € R.

Portanto, assim como no primeiro exemplo, concluimos que as estruturas de métodos
deterministicos podem, de fato, ser aplicadas ao presente caso. Contudo, serd necessaria uma
nova abordagem matematica nas demonstragdes das andlises tedricas — como a andlise de
convergéncia e a andlise da taxa de convergéncia — ao se utilizar f, uma vez que as andlises
tedricas cldssicas assumem o acesso ao valor exato da fungédo f, e ndo a uma estimativa. Dessa
forma, torna-se necessario recorrermos a natureza estocdastica do problema e empregar a teoria da
probabilidade para provarmos que os objetivos propostos nos dois exemplos, apresentados nesta
se¢do, serdo alcangados. Com isso, adentramos ao campo dos métodos estocdsticos, destacando

os métodos de Aproximagdes Estocésticas na proxima se¢do deste capitulo introdutoério.
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Figura 1 — Gréfico da fungio Y (z) = f(z, &), definida no intervalo 2 € [—2,2], para uma
realizacdo de &.

Grafico de f(z,¢)

f(z,8)
N

Fonte: figura do autor.

Figura 2 — Grifico da funcio f(z) = E[Y (z)], em vermelho, e grafico da fungio Y (z) = f(z,£),
em azul, definidas no intervalo [—2, 2], para uma realizagdo de &.

Grafico de f(z,€) e f(x)

f(l‘, 3]
f(x)

f(x,6)

Fonte: figura do autor.
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Figura 3 — Gréficos da funcado f (x,&), com 5 realizacdes (observacdes) de &, definidas no inter-

valo [—2,2].

10
8|

6_

\H

f(z,€)

Jl

"

glt ’

-8

-10

Grafico de f(z,¢)

\

,‘\ H l

M‘ ‘l | \\\" ~

"l

Ll
!

M'

H

(\
n ‘
w [’(H ';‘\“ M “ “ \. !

|
&i
! ’)llu

|l U\

il !‘

-2

. 1
Figura 4 — Gréficos das fungdes f(z) = — X7, y(x)*
q
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Fonte: figura do autor.

, em azul, com ¢ = 100, e f(x)

E[Y (x)], em vermelho, definidas no intervalo [—2, 2.

3_

Grafico de f(z,£) e f(x)

-0.5 0.5 1.5

Fonte: figura do autor.
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- 1
Figura 5 — Gréficos das fungdes f(z) = — > {_, y(z)*, em azul, com ¢ = 1000, e f(x) =
q

E[Y (x)], em vermelho, definidas no intervalo [—2, 2.

Grafico de f(z,£) e f(x)

257

Fonte: figura do autor.

Figura 6 — Grafico da fungdio Y (z) = f(x,¢), definida no intervalo z € [—4,4], para uma
realizacdo de &.

Grafico de f(z,€)

15 i

10

Fonte: figura do autor.
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Figura 7 — Grifico da funcio f(z) = E[Y (z)], em vermelho, e grafico da fungio Y () = f(x,£),
em azul, definidas no intervalo [—4, 4], para uma realizagdo de &.

- Grdficos de f(z,¢€) e f(x)
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Fonte: figura do autor.

Figura 8 — Grifico da funcéo f (x,&) com 2 realiza¢des de & no intervalo [—4, 4], em vermelho e
azul.

Grdfico de f(x,f)
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Fonte: figura do autor.
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- 1
Figura 9 — Gréficos das fungdes f(r) = — X7, y(z)*, em azul, com ¢ = 100, e f(z) =
q

E[Y (x)], em vermelho, no intervalo [—4, 4].

Grafico de f(z,£) e f(x)

Fonte: figura do autor.

= 1
Figura 10 — Gréficos das fungdes f(z) = ~ 3%_, y(z)*, em azul, com ¢ = 1000, e f(z) =
q
E[Y (z)], em vermelho, no intervalo [—4, 4].
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Fonte: figura do autor.
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Aspectos Intuitivos do Método de Robbins e Monro

No dltimo exemplo, trataremos da intuicao por trds do primeiro método de aproximacao
estocastica: o método de Robbins € Monro. Assim como no primeiro exemplo, desejamos

encontrar a raiz da fungao

A

f(z) = E[f(z,€)], (1.4)
com f(x,€) = 2 — 1 4 tanh(z) + 2¢ e € ~ 4(0,1), a distribuicio normal padrdo. A Figura
11 ilustra, em azul, a funcdo f. Caso seus valores estivessem disponiveis, poderiamos utilizar
o método de Brent (BRENT, 1971) para encontrar sua raiz, destacando nessa mesma figura a

primeira iteracdo desse método. Notemos, na Figura 12, que, visualmente, apenas trés iteracoes

do método de Brent sdo suficientes para se ter uma "boa" aproximacdo da raiz de f.

Figura 11 — Griéfico da fungdo f(x), destacando uma iteracdo do Método de Brent em vermelho.

Uma Iteragdo do método de Brent

3 T T T T T
—f(x)
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3 | 4
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4 | d
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_5 1 1 1 1 i 1 1 1 1

-2.5 2 -1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

X

Fonte: figura do autor.

Contudo, como no primeiro exemplo, definimos o processo estocdstico Y = {Y (z)} ,er,
em que cada varidvel aleatéria é dada por Y (z) = f(x,€). A Figura 13 ilustra esse processo,
em azul, restrito ao intervalo = € [—2, 2], evidenciando que o método utilizado para encontrar a
raiz da funcdo f — representada em vermelho nessa mesma figura — tem acesso apenas a uma
realizacdo da varidvel aleatdria Y (z), para cada valor fixado de x. Ao aplicarmos o método de
Brent para computar a raiz de f, utilizando a informagao proveniente do processo Y, observamos
que suas duas iteracdes iniciais — representadas nas Figuras 13 e 14, respectivamente — geram

intervalos que contém o zero da funcdo f. Entretanto, ao analisarmos a terceira iteragdo do
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método, ilustrada na Figura 15, verificamos que a raiz se encontra fora do intervalo gerado, o que
inviabiliza a convergéncia para o valor correto de 6, tal que f(#) = 0. Assim, Robbins e Monro
(ROBBINS; MONRO, 1951) definiram um método iterativo, de natureza estocastica, construido
para lidar com essa situacgao.

Figura 12 — Grifico da funcdo f(z), com destaque para trés iteracdes do Método de Brent:
primeira em vermelho, segunda em verde e tltima em laranja. Notemos que hd uma
aproximacao da raiz de f em apenas trés iteracdes.

Trés Iterac6es do método de Brent

T

3 T
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I
|
. Ej |
ol Eixoy | o/
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— — —-Eixox
—O6— lteragao 1
1rF Iteragéo 2

Iteragdo 3 /
O 777777777777777777777777777777777

Fonte: figura do autor.

Visto que dispomos da informagdo do processo Y, entdo, dado um ponto z; € R,
podemos obter uma observagdo da varidvel aleatéria Y (z1), que denotaremos por y(z1). Assim,
seria razoavel supor que o proximo iterando x5, fosse calculado como x5 = x; — y(x1). De
fato, se z; estiver a direita da raiz de f, 0, terfamos f(x;) > f(0), e, portanto, ao assumir que
y(x1) ~ f(x;) implicaria em z5 < x;. Uma anélise andloga vale para o caso em que z; < 6.
Contudo, temos acesso a Y (x1) = f(z1)+&, que pode resultar em y(z1) < f(0) e, ao aplicarmos
x9 = x1 — y(w1), causar um distanciamento de x, em relac¢do a 6. Incidente analogo poderia
ocorrer quando y(z1) > f(z), ocasionando um distanciamento de x5 em relagdo ao ponto 6,
pela sua esquerda. A titulo de curiosidade, definimos o processo iterativo zy1 = x — y(xy)
para todo k > 1, com z; = 1,5 para 100 iteragdes, apresentando as dltimas 10 iteracdes na
Figura 16, acentuando que: a func@o [ estd representada em vermelho; os valores f(xy), em
azul; e y(zy), em verde. Notemos que estes valores ficam alternando entre o primeiro e terceiro

quadrante devido a distribuicao de €.
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Figura 13 — Gréfico da fungdo f(z), em vermelho, e grafico da funcio f(z, &), em azul, para
uma realizagdo de ¢, destacando a primeira iteragdo do método de Brent, em amarelo,
para a fungédo f(x,¢&).

1 Iteracao do Método de Brent com f(x) com ruido
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Fonte: figura do autor.

Figura 14 — Gréfico da funcdo f(x), em vermelho, e grafico da fungdo f(z, ), em azul, para
uma realizagéo de , destacando a segunda iteragdao do método de Brent, em amarelo,
para a fungdo f(z,&).
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Fonte: figura do autor.
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Figura 15 — Gréfico da func¢do f(z), em vermelho, e da fungdo f (x,€), em azul, para uma
realizacdo de &, com destaque para a terceira iteracdo do método de Brent, em
amarelo, aplicada a funcao f (x,€). Note que a raiz de f estd fora do intervalo
considerado nas iteragdes seguintes, o que inviabiliza a utilizagdo desse método para
o0 objetivo estabelecido.
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10

: f(x) com ruido :
8r |[———-y=0 f
| lteragdes |
6" f(x) |
|

|

|

LI | X1.5
Y -2.09596

e
Y -0.891327
I !

!
!
A
!
|

|
|
|
W[ x 1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

!
!
.|
!
!

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
X

Fonte: figura do autor.

Figura 16 — Método de Robbins e Monro ($k+1 =z — aky(a:k)), considerando a sequéncia
ar = 1 para todo k£ > 1. Foram executadas 100 iteragdes, sendo as ultimas 10,
apresentadas neste grafico. A fungdo f esta representada em vermelho; os valores
f(zx), em azul; e y(xy), em verde. O ponto inicial adotado é x; = 1,5.

10 Ultimas Ilteragdes do Método de Robbins e Monro

*  f(x_k)
fgx)
flaw, €)

Fonte: figura do autor.
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Portanto, buscamos atenuar esses casos por meio de um fator de correcao ay, definindo

Tpr1 = T — ary(Tk), ainda que essa constante possa atrapalhar em algumas situagdes —

especialmente quando y(xy) estd préximo de f(zy), valor que ndo estd acessivel. Dessa forma, é

definido o método iterativo de Robbins e Monro. Dado z; € R, o método gera uma sequéncia
{zk }r>1 tal que:

Trp1 = T — apy(Tp), (1.5)

em que {ay }x>1 é uma sequéncia de niimeros reais positivos, que visa assegurar a convergéncia

para o valor correto de 6, sem necessitar da informacao a priori da funcéo f.

Assim, ilustramos na Figura 17 os valores das 10 ultimas iteracdes do método de Robbins
e Monro, definido em (1.5), utilizando a sequéncia {ay },>1 dada por aj, = ]:2, paratodo k£ > 1.
O ponto inicial adotado é x; = 1,5. Na figura, a funcdo [ estd representada em vermelho; os
valores f(zy), em azul; e y(zy), em verde, sendo possivel concluir a convergéncia prematura do

método para um valor diferente de ¢, raiz da fungao f.

Figura 17 — Método de Robbins e Monro (xkﬂ =z — aky(xk)), considerando a sequéncia

ap = e para todo k£ > 1. Foram executadas 100 iteracdes, sendo as ultimas 10,

apresentadas neste grafico. A funcdo f estd representada em vermelho; os valores
f(zy), em azul; e y(xy), em verde. Notamos a convergéncia prematura do método
Robbins e Monro ao escolhermos essa sequéncia {ay }x>1. O ponto inicial adotado é
T = 1,5

10 Ultimas Ilteracées do Método de Robbins e Monr
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Fonte: figura do autor.

Dessa forma, notamos que a sequéncia {ay }r>1 deve ser escolhida de modo a evitar

termos demasiadamente pequenos, a fim de que sua convergéncia a zero nao ocorra de forma
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muito acelerada, o que ocasionaria uma convergéncia prematura do método iterativo definido em
(1.5). Entdo, a fim de contornar esse problema, Robbins e Monro estabeleceram que a sequéncia
{ax }x>1 deveria ser escolhida de modo que
Zak:oo e Zai<oo, (1.6)
k>1 k>1
com o objetivo de controlar a velocidade de convergéncia a zero e impedindo que a convergéncia
para valores distintos da raiz da fungdo f ocorra. Em particular, ao impor a condig¢o >~ a; <
00, estamos controlando a variagdo da trajetéria do processo iterativo em dire¢do ao ponto

desejado.

As Figuras 18 e 19 ilustram, respectivamente, as 10 iteracdes iniciais e as 10 finais do
método de Robbins e Monro, considerando a sequéncia {ay, } x> definida por ay = /1:’ para todo
k > 1, satisfazendo as condi¢des apresentadas em (1.6). Para essas figuras, foram executadas
100 iteragdes, sendo a fungdo f representada em vermelho, os valores f(x)) em azul e y(zy)
em verde. Percebamos, por meio da Figura 18, que com apenas 10 iteragdes temos f(z19) = 0,
apesar de y(z19) ainda estar afastado de zero, como destacado na figura. No entanto, nada se
pode afirmar sobre a convergéncia do método ao valor de § com base apenas nessas primeiras
iteragdes. Ja na Figura 19, observamos a convergéncia a esse valor, visto que todos os 10 ultimos
valores de f(xy) estdo proximos da raiz de f. Mais uma vez, nota-se que os valores de y(zy),
nas iteragdes finais, permanecem significativamente afastados de f(6), embora sejam justamente

esses os utilizados no cdlculo de xj 1, cujo objetivo € aproximar o valor de 6.

Figura 18 — Método de Robbins e Monro (ka =1 — aky(xk.)), considerando a sequéncia

a =+ para todo k£ > 1. Foram executadas 100 itera¢des, sendo as primeiras 10,
apresentadas neste grifico. A funcdo f estd representada em vermelho; os valores

f(zx), em azul; e y(xy), em verde. O ponto inicial adotado € x; = 1,5.

10 Iteracdes do Método de Robbins e Monro
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Fonte: figura do autor.
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Figura 19 — Método de Robbins e Monro ($k+1 =z — aky(xk)), considerando a sequéncia

1
ap = z para todo £ > 1. Foram executadas 100 iteracdes, sendo as dltimas 10,

apresentadas neste grafico. A funcio f estd representada em vermelho; os valores
f(zx), em azul; e y(xy), em verde. Notamos movimento contrario a localiza¢do da
raiz de f, indicando divergéncia ao adotar a; negativo para todo £ > 1. O ponto
inicial adotado € z; = 1,5.

10 Ultimas Iteragdes do Método de Robbins e Monro
- f(xik) T T T T T T T
fgx)

Fonte: figura do autor.

Por fim, salientamos que, na préxima se¢do, sdo apresentados os principais estudos

acerca dos métodos de Aproximagdes Estocasticas.

Os Métodos de Aproximacdes Estocasticas

O primeiro método de aproximacao estocdstica foi introduzido por Robbins e seu aluno
de doutorado, Monro, em 1951 (ROBBINS; MONRO, 1951), sendo um método iterativo para
encontrar a raiz da funcio f : R — R, utilizando medidas (observa¢des) ruidosas de f. Ou seja,
para cada = € R, realizamos a medida (observacg@o) de uma varidvel aleatéria Y (z) = f(z) + &,
em que {, }.cr € um processo estocdstico tal que f(z) = E[Y (z)]. Assumimos que hd um
espago de probabilidade definido por (Q2,.#,P) e E[Y (x)] € a esperanga da varidvel aleatéria
Y (z).

Dado z; € R, buscamos encontrar § € R tal que f(0) = 0, realizando iterativamente
medicdes (observagdes) de Y (X}), em que X, é uma varidvel aleatéria definida por: X; =

q.c. e para todo k > 1 é definida uma sequéncia de varidveis aleatdrias { Xy }r>1 tal que

Xir1 = Xi — apY (Xy), (1.7)
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em que {ay }r>1 € uma sequéncia real positiva, que deve satisfazer

Zak:oo e Zaz<oo, (1.8)

k>1 k>1
a fim de que tenhamos convergéncia do processo estocdstico { Xy }r>1. Esse método é autocorre-
tivo, o que significa que o ruido tende a ser atenuado ao longo das iteracdes, com a convergéncia
para o valor desejado garantida sob as condi¢des da sequéncia {ay }x>1. Em média, o movimento
serd na direcdo correta, ndo havendo ponto fixo diferente da solu¢ao almejada. Um exemplo
de sequéncia {ay };>1, que satisfaz a Condigao (1.8), é aj, = % paratodok > 1eb € R,..Um
outro ponto de atenc¢do é que a distribuicdo de &, para todo z € R, ndo € conhecida; entretanto,
para as provas de convergéncia, realizadas em (ROBBINS; MONRO, 1951), (BLUM, 1954a),
(DVORETSKY, 1955) e (GLADYSHEV, 1965), deve satisfazer certas hipdteses.

Analisando a Condig¢do (1.8) para a sequéncia real positiva {ay }r>1, temos, como con-
sequéncia direta, que a; — 0 quando k — oo. Todavia, ao exigirmos que ) ;- a = 00,
impomos que essa convergéncia a zero nao ocorra de forma muito rdpida, o que ocasiona uma
convergéncia prematura do processo iterativo e faz com que ndo seja possivel alcancar o ponto
desejado 6. Portanto, serd a condi¢do da série ser divergente que atestard a convergéncia do
método numérico iterativo ao ponto 6. Por outro lado, ao requisitarmos que Y ;> ai < 00,
estamos controlando a variacdo da trajetdria do processo iterativo ao ponto desejado, mesmo que

as varidveis do processo estocdstico {, }.cr sejam autocorrelacionadas (LAI; YUAN, 2021).

Dessa forma, ao solucionarmos o primeiro exemplo da se¢@o anterior, utilizando o método

de aproximacao estocdstica de Robbins e Monro, definindo z; = 20,a; = le a; = Tlonk para
0og

todo £ > 1, o ndmero de itera¢des igual a 500 e o nimero de rodadas de execugao desse método

igual a 1000, temos a média e o desvio padrdo do dltimo iterando das rodadas de execugdo igual

al,61E—3 e a88,1E—3, respectivamente.

Enfim, devemos apontar que o método de Robbins e Monro, que € estocéstico, possui
como anélogos deterministicos, os métodos de ponto fixo, no qual podemos citar os métodos de
Newton-Raphson ou Gradiente (BERTSEKAS, 1997).

Kiefer e Wolfowitz (KIEFER; WOLFOWITZ, 1952), baseando-se no método de Robbins
e Monro (ROBBINS; MONRO, 1951), propuseram um método iterativo estocdstico para estimar
o maximo de uma fung¢do f : R — R, utilizando apenas medidas pontuais ruidosas de f(z), dadas
por Y (z) = f(x)+&,, paratodo x € R. Eles trataram problemas de otimizag¢do unidimensionais,
unimodais e sem restricdes (FLETCHER, 1987) e (NOCEDAL; WRIGHT, 2006b), formulados

como:
max f(x) '

1.9
st.zeR (1.9)

em que a fungdo objetivo f : R — R é definida por f(x) = E[Y (z)]. Entdo, Kiefer e Wolfowitz

propuseram um método iterativo que, dado x; € R, gera recursivamente uma sequéncia de
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varidveis aleatorias { Xy }x>1, tal que X; = 2 e, para todo k > 1,

Y(Xp+c,) =Y (X —cy
XkH:Xk—i—ak( (X >C (X )>, (1.10)
em que {ay} e {cx} sdo sequéncias reais positivas satisfazendo:
=0, Y ap=-+400, Y apcp <400, Y aic,’ < +oo; (1.11)
k>1 k>1 k>1
a fim de solucionar o problema de otimizacdo (1.9). Na equacdo (1.10), o termo
Y (X n) — Y (Xp — ¢,

(Xie & cn) = V(Xy = cn) (1.12)

Cn

equivale a uma aproximacao por diferencas finitas centrais da derivada da funcdo f, com o
incremento da diferencga finita na varidvel x igual a ¢,,. Diferentemente dos algoritmos andlogos
de otimizag¢do deterministica, ¢, ndo deve iniciar com valor pequeno; deve comegar com uma
magnitude relativamente grande, quando comparado ao andlogo deterministico, o que assegura
uma probabilidade razodvel de os passos iniciais em (1.10) serem direcionados para o ponto de
maximo. Assim, como no método de aproximagdo estocastica de Robbins e Monro, torna-se
necessdrio adotar certas hipdteses sobre as distribui¢cdes da familia {Y (z) }.cr, para que seja
possivel estabelecer as demonstracdes de convergéncia do procedimento de otimiza¢do, como
se verifica na demonstracdo de convergéncia em L? apresentada por (KIEFER; WOLFOWITZ,
1952) e, quase certamente, por (BLUM, 1954a).

Desse modo, empregando o método de aproximacdes estocasticas de Kiefer e Wolfowitz
a fim de solucionar o segundo exemplo da secdo anterior, definindo a; = ]1 ecp = ey para todo
k > 1, o nimero de iteragdes igual a 200 e o ndimero de rodadas de execucio desse método
igual a 1000. Entao, encontramos a média e o desvio padrdo do dltimo iterando das rodadas de

execugdo igual a 246E—6 e 13,56 E—3, respectivamente.

Em 1954, Julius Blum (BLUM, 1954b) abordou os problemas mencionados acima para
os casos multidimensionais, ou seja, f : R" — R, definida por f(x) = E[Y(z)], em que
{Y(2)}sern € um conjunto de varidveis aleatérias, indexado pelo espago R™. Para tratar o
problema de maximizagdo da fungdo f, Blum propds utilizar a versdo multivariada da itera¢ao
(1.10), em que cada componente do gradiente é aproximado por uma versao em diferencas

progressivas, ao invés de diferencas centrais (1.12).

Ruppert (RUPPERT, 1985), em 1985, desenvolveu uma versao estocdstica do método
deterministico de Newton-Raphson, a fim de encontrar as raizes da fun¢dao F' : R" — R™,
realizando iterativamente observagdes dessa funcao F' na presenca de incertezas (ruido). Seguindo
a cronologia do desenvolvimento dos métodos de aproximagdes estocdsticas, em 1992, James
Spall (SPALL, 1992) apresenta o método das perturbacdes simultaneas (SPSA - Simultaneous
Pertubation Stochastic Approximation), projetado para solucionar numericamente o problema de

otimizagao em alta dimensdo e na presenca de ruido. A principal diferenca do método SPSA e
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da versdo multidimensional do método de Kiefer e Wolfowitz, desenvolvida por Julius Blum
(BLUM, 1954b), reside na estimativa (aproximac¢do) do gradiente da funcdo f: este ultimo
método requer mais observagdes sobre o processo estocdstico {Y (z)},ern do que o primeiro,

para estimar o gradiente da fungdo f.

Em seguida, como uma alternativa estocdstica aos métodos de regides de confianca
deterministicos (CONN; GOULD; TOINT, 2000), que tém como funcionalidade principal
a capacidade de utilizar a curvatura negativa em aproximacdes Hessianas, potencialmente
desviando das vizinhangas dos pontos de sela, os quais podem causar a convergéncia prematura
ou desacelerar significativamente a convergéncia de outros métodos deterministicos que utilizam
busca em linha (DAUPHIN et al., 2014), Chang et al, em 2013, no artigo (CHANG; HONG;
WAN, 2013) desenvolveram o método de regido de confianga estocastico. Posteriormente, Chen
et al. (CHEN; MENICKELLY; SCHEINBERG, 2018) provaram a convergéncia quase certa para

um ponto estaciondrio de primeira ordem.

Overview das Analises de Convergéncia dos Métodos de Aproximacoes
Estocasticas

Uma minuciosa abordagem sobre os métodos de aproximacdes estocdsticas € fornecida
no livro (RUSTAGI, 2014), sendo nosso principal objetivo, nessa se¢do, apontar 0s principais
desenvolvimentos na drea, relacionados as andlises de convergéncia dos métodos de aproximacdes
estocdsticas. Além disso, destacaremos qual a metodologia iremos adotar para as demonstracdes

de convergéncia e andlises de taxa de convergéncia realizadas nos Capitulos 3 e 4.

Robbins e Monro demonstraram, no artigo (ROBBINS; MONRO, 1951), que a sequéncia
{ X4 }x>1 definida na equagdo (1.7) converge em L? e, consequentemente, em probabilidade,
para o ponto desejado 0, tal que f(f) = 0. Seguindo a mesma linha de demonstragio, Kiefer e
Wolfowitz solucionaram o problema de otimizagdo (1.9), provando que E( X} — 0)? converge
para zero quando k — oo, utilizando as hipéteses sobre as séries {ay} e {c;} definidas em
(1.11).

Em 1954, Julius R. Blum (BLUM, 1954b) expande os problemas de aproximagdes esto-
césticas unidimensionais, realizadas pelos autores anteriores, para os casos multidimensionais,
provando a convergéncia quase certa para a solucao do problema de otimizagdo (4.91) e para o
problema de encontrar as raizes de uma funcdo F' : R" — R™ sob a presenca de observagdes
com ruido. E importante ressaltar que Blum, no artigo (BLUM, 1954a), restrito aos casos unidi-
mensionais, utilizou hipdteses menos restritivas do que os primeiros autores utilizaram em 1951

e 1952, para demonstrar as convergéncias quase certas desses métodos.

Contudo, um marco para os métodos de aproximagdes estocasticas, que engloba os méto-
dos de Robbins/Monro e Kiefer/Wolfowitz, foi realizado por Aryeh Dvoretzky (DVORETSKY,

1955). Este autor provou a convergéncia quase certa e em L? de uma classe de métodos de
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aproximagdes estocdsticas, em que os métodos citados até entdo, pertencem a essa classe. Esse
resultado é conhecido como o "teorema de aproximac¢do de Dvoretzky", que foi expandido
em 1986, no artigo (DVORETZKY, 1986). O principal objetivo desse artigo foi provar a con-
vergéncia em L? e quase certamente dos métodos de aproximagdes estocdsticas definidos em
espacos de Hilbert em geral, permitindo tratar o caso em que o ponto procurado se desvia a
medida que as observacdes sdo realizadas. Diferentes provas e interpretacdes foram apresentadas
para o "teorema de aproximagao de Dvoretzky", podendo citar (DERMAN; SACKS, 1959) e
(VENTER, 1966).

Em 1971, Robbins e Siegmund, no artigo "A convergence theorem for non negative
almost supermartingales and some applications"(ROBBINS; SIEGMUND, 1971), introduziram
uma propriedade para sequéncia de varidveis aleatdrias, denominada "quase supermartingale ndo
negativo", e apresentaram um teorema de convergéncia em conjuntos, que tornou o teorema de
aproximacado de Dvoretzky um coroldrio desse teorema. As contribui¢des de Robbins e Siegmund
sdo descritas no Capitulo 2 e sdo amplamente utilizadas para as demonstragdes de convergéncia
quase certa e andlises da taxa de convergéncia dos métodos de gradiente conjugado linear e ndo

linear estocdsticos, propostos nos Capitulos 3 e 4, respectivamente.

Por sua vez, em 1989, Tze Lai (LAI, 2006), utilizando o seu conhecimento de funcao
de Lyapunov estocdstica, que herda a propriedade de ser um supermartingale da dinamica do
sistema estocdstico original, propds o conceito de fungdes de Lyapunov estocdésticas estendidas.
A 1deia por trds desse novo conceito € obter maior flexibilidade ao nao insistir na propriedade
de ser um quase supermartingale nao negativo a fim de garantir a convergéncia quase certa da

sequéncia estocdstica obtida.

Aplicacao dos Métodos de Aproximacao Estocastica

Com a finalidade de justificar a importancia atual dos estudos nos métodos de apro-
ximagdes estocdsticas no ramo da engenharia e computagdo, no artigo (LAI; YUAN, 2021),
Tze Lai e Hongsong Yuan citam a aplicacdo desses métodos estocasticos a: andlise de séries
temporais (YIN; ZHU, 1992); inteligéncia artificial (WOUWER; RENOTTE; REMY, 1999);
aprendizado de maquina profundo; aprendizado por reforco (reinforcement learning); proces-
samento de imagens; otimizac¢ado estocdstica (BRENNAN; ROGERS, 1995), (WARDI, 1988),
(STYBLINSKI; TANG, 1990); controle adaptativo (MAEDA; FIGUEIREDO, 1997); otimizagao
online; identificacdo de pardmetros de sistemas dindmicos lineares e ndo lineares (MACCHI,
EWEDA, 1983).
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Propostas de Métodos de Aproximagdes Estocasticas - Os
Métodos de Gradiente Conjugado Estocasticos

Em vista dessa breve cronologia e descri¢do dos métodos de aproximacdes estocdsticas,
apresentamos, primeiramente, um método de gradiente conjugado linear estocéstico a fim de
solucionar numericamente a equacéo linear estocdstica Ax = E[b,] para x € R", na qual
A € R™™ ¢ uma matriz simétrica definida positiva e E[b,] é a esperanca de um vetor aleatério
b.. Resolver essa equagdo € equivalente a solucionar o problema de minimizacdo da funcao
quadrdtica estocdstica f(x) = 53:TA$ — 2TE[b,]. Entdo, 0 método proposto fundamenta-se em
etapas iterativas de aplicagdo do método de gradiente conjugado linear classico (NOCEDAL;
WRIGHT, 2006a), utilizando como residuo Az — E[b,], com o tamanho de passo controlado por

uma sequéncia real positiva decrescente {ay, }r>o escolhida de forma apropriada.

Assim, devemos observar que nao precisamos aproximar o residuo (gradiente) pelo mé-
todo das diferencas finitas, como o realizado em (BLUM, 1954b), o que reduz consideravelmente
o nimero de avaliacdes da funcdo f, a medida que aumentamos a dimensdo (n) do problema
de otimizagdo. Por exemplo, se 0 método utilizasse o esquema de diferencgas centrais, haveria a
necessidade de 2n avaliacdes da fungdo f. Se empregasse o esquema de diferengas para frente,
n + 1 avaliacdes da funcdo f. Mostramos que o método proposto converge quase certamente

para a solucdo do problema e, além disso, demonstramos que, ao escolhermos uma sequéncia

1
{ag }i>0 especifica, conseguimos que a taxa de convergéncia seja de O <k:lk;> . Superando a
> og

taxa de convergéncia maxima do método de Robbins e Monro multidimensional, que é O <)

k
para essa classe de problemas (NEMIROVSKI et al., 2009).

A seguir, propomos o método do gradiente conjugado ndo linear estocdstico, funda-
mentado no método do gradiente conjugado ndo linear deterministico proposto em (HAGER;
ZHANG, 2005), a fim de solucionar o problema de otimizagao estocdstico, formulado por:

= arg min f(x); (1.13)
em que f(z) = E[g(x,€)], g : R® x R — R, £ é uma varidvel aleatéria. Para as anélises
de convergéncia quase certa e taxa de convergéncia desse método proposto, utilizamos como
referéncias (BLANCHET et al., 2019) e (PAQUETTE; SCHEINBERG, 2020) a fim de construir-
mos uma sequéncia de varidveis aleatdrias que seja um quase supermartingale ndo negativo e,

assim, podermos utilizar suas propriedades para realizarmos as andlises citadas. Encontramos

. e 1 . .
que a taxa de convergéncia assintética € O ( , no qual € € a precis@o da norma do gradiente
€

(IVf(2)|| < €) que se deseja alcangar.
Diferentemente do método do gradiente conjugado linear estocdstico, 0 método ndo
linear estocdstico proposto exige, para as andlises de convergéncia e taxa de convergéncia, que as

estimativas do gradiente e da fung@o f sejam préximas dos valores reais nos pontos gerados pelo
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método desenvolvido, sendo essa nocdo de “proximidade” definida na Secdo 4.2. Dessa forma,
temos uma contrapartida ("trade-off ") ao perdermos a linearidade do problema de otimizacao

estocdstico, que € ter que assegurar boa representatividade do gradiente e da fungio f.

Para finalizar, mostramos uma aplicacdo interessante de como o método do gradiente
conjugado ndo linear estocdstico apresentado pode ser aplicado para demonstrar a convergéncia
de problemas de otimizac¢do deterministicos, empregando a busca em linha atendendo a condi¢do
de Armijo (ARMIJO, 1966). Esse resultado € mais forte que a demonstracdo de convergéncia
realizada em (HAGER; ZHANG, 2005), a qual exige que a busca em linha satisfaca a condi¢ao
de Wolfe (NOCEDAL; WRIGHT, 2006b).

Estrutura do Trabalho

O presente trabalho encontra-se dividido em cinco capitulos, a saber:

* Introdugdo - abrangemos os principais métodos de aproximacgdes estocdsticas e desenvol-
vimentos tedricos dessa area, além de apresentarmos os métodos de gradiente conjugado

linear e ndo-linear estocasticos desenvolvidos neste trabalho.

* Fundamentos Matematicos - apresentamos os fundamentos matemadticos da teoria de quase
supermartingales ndo negativos e fornecemos duas aplica¢des, ndo presentes na literatura,
para a demonstracao da convergéncia quase certa do método de Robbins e Monro e Kiefer

e Wolfowitz utilizando esses fundamentos.

* O Gradiente Conjugado Linear Estocéstico - propomos um método de gradiente conju-
gado linear estocdstico, demonstrando a convergéncia quase certa a solucao do problema
quadratico estocdstico e realizando a andlise da taxa de convergéncia desse novo método.
Além disso, realizamos experimentos numéricos com a finalidade de mostrar que o método

desenvolvido é promissor quando comparado ao método de Robbins e Monro.

* O Gradiente Conjugado Nao-Linear Estocéstico - desenvolvemos o método do gradiente
conjugado ndo linear estocdstico e, similarmente ao capitulo anterior, demonstramos a con-
vergéncia quase certa e a andlise da taxa de convergéncia desse método. Adicionalmente,

apresentamos uma aplica¢do do método desenvolvido e experimentos numéricos.

* Conclusdes e Consideragdes Finais - realizamos as observagdes e reflexdes finais para

encerrarmos este trabalho.

Contribuicbes da Tese de Doutorado

Destacamos, a seguir, as principais contribuicdes desta tese de doutorado, organizadas

por capitulo.
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* Fundamentos Matemdticos - Realizamos uma demonstracdo completa do Teorema 1 e do
Teorema 2 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971) e apresentamos uma aplica¢do do primeiro
teorema na demonstracdo da convergéncia quase certa de (sub)martingales. Com relacdo
ao Teorema 2 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971), apresentamos um contraexemplo que
mostra que nao se pode assegurar que o limite de uma sequéncia aleatdria {Z, },,>1 seja
finito quase certamente ao considerarmos as hipoteses desse teorema. Em seguida, tendo
em vista que os autores de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971) utilizam a propriedade de
martingale local para demonstrar o Teorema 1 e também a utilizam para demonstrar a
Proposicdo 1 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971), neste trabalho, construimos o Teorema
2.1.4, baseado na definicdo de processo parado, o que torna a prova da Proposi¢ao 1
do artigo (ROBBINS; SIEGMUND, 1971) uma aplicacao desse teorema. Dessa forma,
desenvolvemos uma prova mais simples, visando sanar a ndo intuitividade presente na
demonstracao da Proposi¢cao 1 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971). A partir desta pro-
posic¢do, construimos uma demonstracdo simples e completa da Proposicdo 2 do mesmo
trabalho, cuja prova foi fornecida pelos autores apenas em forma de esboco. Por fim,
com base nas propriedades de quase-supermartingales ndao negativos, apresentamos duas
aplicagcdes ndo reportadas na literatura que estabelecem a convergéncia quase certa dos

métodos de Robbins—Monro e Kiefer—Wolfowitz.

* O Gradiente Conjugado Linear Estocdstico - Desenvolvemos o Algoritmo 1, presente neste
capitulo, que denominamos de o método do Gradiente Conjugado Linear Estocéastico, o
qual é baseado no método deterministico de Fletcher-Reeves (NOCEDAL; WRIGHT,
2006a). Além disso, os Teoremas 3.1.2 e 3.1.3, elaborados por nds, estabelecem a anélise
de convergéncia quase certa para o método proposto no Algoritmo 1, juntamente com suas

respectivas demonstragdes. Por fim, desenvolvemos a andlise da taxa de convergéncia,

1
realizada no Teorema 3.2.1, que afirma que essa taxa ¢ da ordem O ook k:) para o
og

método construido neste capitulo. Ressaltamos que os desenvolvimentos citados, e.g.

Algoritimo 1 e Teoremas 3.1.2, 3.1.3 e 3.2.1 sdo contribuicdes inéditas na literatura.

* O Gradiente Conjugado Nao-Linear Estocastico - Construimos o Algoritmo 2, que chama-
mos de o método do Gradiente Conjugado Nao Linear Estocastico, tendo como referéncia
deterministica 0 método de Hager e Zhang (HAGER; ZHANG, 2005). Os lemas, pro-
posi¢des, teorema e coroldrios das Secdes 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5, assim como as respectivas
demonstragdes, sdo contribui¢des legitimas desta tese de doutorado. Esse arcabougo mate-
maético tem por finalidade apresentar: as andlises de convergéncia quase certa e taxa de
convergéncia; aplicacdo tedrica; experimento numérico; para o método desenvolvido no

Algoritmo 2.
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2 Fundamentos Matematicos

Iniciamos o presente capitulo, na Secdo 2.1, apresentando os fundamentos matematicos da teoria
de quase supermartingales ndo negativos, utilizada extensivamente para a demonstracao da
convergéncia quase certa e para a andlise da taxa de convergéncia dos métodos de gradiente
conjugado estocdsticos, desenvolvidos nos Capitulos 3 e 4. Na secdo seguinte, fornecemos
duas aplicagdes do Teorema 2.1.1, na demonstracao de convergéncia quase certa dos métodos
de Robbins e Monro e de Kiefer e Wolfowitz. Enfatizamos que a demonstragdo apresentada
para este método contempla o caso multidimensional, visto que na literatura ndo se tem tal

demonstracao utilizando os conceitos abordados na Sec¢do 2.1.

2.1 Quase Supermartingales Nao Negativos

Robbins e Siegmund (ROBBINS; SIEGMUND, 1971) apresentaram a propriedade de
quase supermartingale ndo negativo, tornando-a uma poderosa ferramenta para a prova de
convergéncia de sequéncias e séries aleatorias em um conjunto especifico, como pode ser aferido
no Teorema 2.1.1. Assim, este capitulo inicia com a defini¢do de uma sequéncia de varidveis

aleatdrias para que esta seja um quase supermartingale nao negativo.

Definicdo 1 (ROBBINS; SIEGMUND, 1971)). Sejam (2, .% , P) um espago de probabilidade
e {Fn}n>1 uma filtragcdo deste espago de probabilidade, i.e. 7, C Fo C F3 C ..., sendo
que a o-dlgebra %, C ¥ para todo n > 1. Se para cada n > 1, existem varidveis aleatorias

ndo-negativas Z,, Pn, &, € 6y, Fp-mensurdveis, tais que
E(Z,1|%) < Zn(1+ B) + &0 — 0. 2.1

Entdo, dizemos que {Z,,},>1 € um quase supermartingale ndo negativo.

Observamos que E(Z,,,1|.%,) estd bem definida, pois Z,, ¢ uma varidvel aleatéria ndo

negativa para todo n > 1, utilizando a defini¢ao da esperanca condicional dada uma o-algebra.

Em seguida, apresentamos o principal teorema da secao de (ROBBINS; SIEGMUND,
1971), Teorema 2.1.1, que € utilizado para as anélises de convergéncia quase certas e analises
da taxa de convergéncia de métodos de aproximacdes estocdsticas, entre os quais podemos
citar o método do gradiente conjugado linear estocdstico, apresentado no préximo capitulo, e o
método do gradiente conjugado ndo linear estocdstico, no Capitulo 4. Além disso, os autores
do artigo citado fornecem uma série de aplicacdes desse teorema, podendo ser destacadas as
demonstragdes de convergéncia quase certa do método de aproximacao estocdstica de Robbins e
Monro (ROBBINS; MONRO, 1951), nas aplicagdes 2 e 3 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971), e
a demonstragdo simplificada do Teorema de Aproximagao de Dvoretzky (DVORETSKY, 1955)
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restrita a andlise de convergéncia quase certa, na aplicacdo 4 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971).
Como j4 mencionado no Capitulo 1, o teorema de DvoretzKy prova a convergéncia quase certa e
em L? de uma classe de métodos de aproximagdes estocdsticas, que englobam os métodos de

aproximacdes estocdsticas.

A demonstracdo do Teorema 2.1.1 estd presente nas paginas 234 e 235 de (ROBBINS;
SIEGMUND, 1971), entretanto, iremos detalhar essa demonstracao, apresentando etapas da

demonstrac@o omitidas e afirmacdes ndo certificadas.

Teorema 2.1.1 (Teorema 1 do artigo (ROBBINS; SIEGMUND, 1971)). Sejam {Z,, } n>1, {Bn }n>1
{&}n>1 € {0n}n>1 Sequéncias de varidveis aleatdrias satisfazendo a Definigdo 1. Entdo, no

conjunto

n>1 n>1

:{Zﬁn<oo,25n<oo},

temos que

C1) lim, Z, existe e ¢ finito quase certamente;

C2) ¥, 0, < 0 g.c.

Demonstragcdo. Temos que o conjunto A € .F estd definido como

A={> B, <00, & < oo}

n>1 n>1
Definamos as sequéncias de varidveis aleatorias {Z) },>1, {£), }n>1 € {0), }n>1, tais que:

n—1

Zn=Z [T L+ 87",
j=1
falng H( "’5]) )

1

<.
Il

5;:5 (1"‘5])

.::1:

1

J

Entdo, paratodon > 1, Z/, & e &/, sdo varidveis aleatdrias ndo negativas, .%, -mensuraveis, que

satisfazem a relacao

B(Z, 1| Fn) < 2, + &, = 0

Em seguida, notemos que no evento A, temos

Z€;§Z€n<ooa

n>1 n>1



Capitulo 2. Fundamentos Matemdticos 37

pois, pela defini¢do de £/, fazemos o uso de que &/, < &, para todo n > 1. Além disso, definindo,
paratodon > 1,

n—1

pn = Zy = D (& — %), (2.2)

k=1

e, para algum a € N,
T, =inf{n: > & > a},
k=1

¢ tempo de parada com relagdo a filtragio {.%,, },>1.

Ademais, afirmamos que o processo parado { (i, an }n>1 € um supermartigale, pois

E(troani1|Fn) = Porg L fra<ny + E(/Ln+1[{Ta>n}’yn)
= NTQI{TQSn} + E(/Jln+1|yn)]{7a>n}
S /J/’Ta/\TH

visto, pela definicao de p,,, ser vdlida a desigualdade:

n

E(Zn 41— 20 (& = 0) | 70)

k=1

E(/Ln—l-l‘yn)

n

= =D (& — ) +E(Z, 1] F0)

k=1
n—1

< Zy=> (& -0)
k=1

Por fim, para concluirmos que {fi;, an}n>1 € um supermartingale, precisamos mostrar que
E(p7, A,) < 00 paratodo n > 1 (pdgina 11 de (CHOW; ROBBINS; SIEGMUND, 1991)), que é

satisfeito, uma vez que
E(pir rn) < @ paratodon > 1.

Portanto, o processo parado { /i, nn }n>1 € um supermartingale.

Imediatamente, notemos que para todo n > 1,

nATe—1 NATg—1

Y. G<a= - > §=-q
k=1 k=1

resultando em sup,, E(x;. »,,) < a. Portanto, utilizando o Teorema de Convergéncia de Martinga-

les, Teorema 2.1 de (CHOW; ROBBINS; SIEGMUND, 1991), obtemos que
lim g, An existe e é finito q.c.

n—oo

Inclusive, lim,, 4, existe e € finito g.c. no conjunto

{7a =00} = {i& < a} , (2.3)
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sendo a igualdade de eventos (2.3) vdlida para todo a € N e, consequentemente

{i@’l ga} 0 {i&; < oo}, quando a — oo.
n=1 n=1

Entdo, lim /1, existe e € finito quase certamente em {> 7>, £/, < oo}. Contudo, reescrevendo a

definicao de u,,, equacdo (2.2), temos
n—1 n—1
k=1 k=1
implicando que, no evento {>°,,>; &, < oo}, que contém {3°,~; &, < oo},

lim Z/ existe e é finito q.c.
> on>10, < 00 q.c.

Y

pois, {Z/ }.>1 € {0], }n>1 sdo sequéncias de varidveis aleatdrias ndo negativas.

Reescrevendo a defini¢do de Z), como

n—1

Z, =2, [](1+ Br),

k=1
e, sabendo que X5 3, < oo g.c. (o que implica em [],>;(1 + ;) < oo q.c.), resulta que
lim,,~ Z, existe e € finito quase certamente. Por outro lado, reescrevendo a defini¢ao de 9/,

como
n—1 00
On =0y [T+ Br) <0, TT(1+ Br),
k=1 k=1

e, tomando o somatdrio em 7, podemos afirmar que

o
> o, < JJA+8k)D 6, <oo qe.,
n>1 k=1 n>1

pois, >_,>1 9, < 0o e, como observado anteriormente, [T, (1 + Bx) < oo (no evento A, temos

ZnZl Bn < OO)

Sendo assim, concluimos a prova desse teorema que, no evento A:

e lim, Z, existe e é finito g.c.;

* >, 0, < 00q.cC.
O

Observamos que na demonstragio acima, provamos que o processo parado {/i-, an }n>1
¢ um supermartingale, utilizando o tempo de parada 7,, com a € N. Ademais, {1, },>1 € um
(super)martingale local (GALL, 2016), tendo a sequéncia de tempos de parada {7, A a},>; como

seu redutor.

A fim de exemplificar uma aplicacdo do Teorema 2.1.1, demonstrado acima, provamos o

Teorema da convergéncia quase certa de martingales.
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Exemplo 2.1.2 (Teorema da convergéncia quase certa de (sub)martingales). Seja { X, }n>1 um

submartingale com
+
sup EX, < oo.
n
entdo lim X,, existe quase certamente.

Demonstragdo. A fim de provar que { X, },,>1 converge quase certamente é suficiente mostrar
que lim,, max{X,,, a} converge quase certamente para todo a € R. Nessa demonstra¢io, estamos

considerando a filtragdo natural de { X, },,>1.

Dado a € R, definamos uma sequéncia de varidveis aleatdrias {Y},},>1, tal que Y,, =
max{X,,a} — a, para todo n € N. Entdo, {Y,,},>1 € um submartingale, pela desigualdade de

Jensen, ndo negativo, .%#,-mensuravel, com sup,, F'Y,, < co. Pois, reescrevendo Y;, como

?

Xn, seX, >
Y, = { se a
0, c.c.

temos dois casos vélidos para todo n > 1.

e Se a < 0, entdo:

EY, = E(Xu[(x,>a)
= EB(Xnl{a<x,<0p) + E(Xnl{x,>0})
< EX|.

e Se a > 0, entdo:

o
&
I

E(X,I(x,>a})

.
Portanto,

0 <EY, <EX;,
para todo n € N, e, consequentemente,

supEY,, <supE(X;) < cc.

Pela definicao de submartingale (CHOW; ROBBINS; SIEGMUND, 1991), temos que

existe &, > 0 q.c., .#,,-mensuravel, para todo n > 1, tal que

E(Yn-i—l'ﬁn) =Y, + gn
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Ao tomarmos a esperanca da equacdo acima e utilizando a propriedade da esperanca iterada,

resulta que

E(gn) = E(Yn—i-l) - E(Yn)a

em que podemos tomar o somatério em n, para afirmar que
> E(&,) <supE(Y,) < oco.
n n
Em seguida, utilizando o Teorema da Convergéncia Monétona, concluimos que

> & <o qe.

Por fim, utilizando o Teorema 2.1.1, temos que {Y}, },>1 converge a um valor finito quase

certamente para todo a € R, implicando que { X, },>; converge quase certamente. [

Seguidamente, apresentamos o Teorema 2 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971), desta-

cando na demonstragdo alguns pontos de atengao.

Teorema 2.1.3 (Teorema 2 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971)). Sejam {Z,,}n>1, {Bn}n>1,

{&.}n>1 € {0n }n>1 sSequéncias de varidveis aleatdrias satisfazendo a Defini¢do 1, b > 0 e:

6n<b) = ﬁnI{anb}a
gn(b> - gn]{Z’!LSb}7
6,(b) = 6017, <3).

Entao, lim,, ., Z, existe g.c. no conjunto:

5= {;w) <0 Y 60) < oo} ,

> 6, < oo g.c. no conjunto B N {liin Zp < 00}

n=1

Demonstragdo. Dado b > 0, temos, da desigualdade (2.1), que:
E(Zpi1 AUF) < [(1+ Br)Zn + & — 0n] A D,

pois, x A b = min{z, b} é uma fun¢do concava ndo decrescente, bastando-nos utilizar a desi-
gualdade de Jensen aplicada as fun¢des concavas em esperancas condicionais para demonstrar a

afirmac¢do acima.
Notemos que, no evento {Z,, < b},

E(Znp1 AbFn) < (14 Ba)Zn+ & — 0a
= (L4 5u(0))(Z A ) + & (b) = 0,(b)-
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E, no evento {Z,, > b},

b
= (14 5u(0))(Zn A D) + £a(b) — 00 (D).

E(Z,41 N b.Z,)

IN

Assim sendo, ao definirmos X,, = Z,, A b, encontramos:
E(Xn-l-l‘tg;n) < (1 + 5n<b))Xn + gn(b> - 5n(b)>
possibilitando-nos afirmar, pelo Teorema 2.1.1, que

lim X, existe e € finito g.c. e > 6,(b) < oo q.c.,
n>1

no evento {3 /3,,(b) < oo, > &,(b) < oo}. Como lim,, Z,, A b existe e é finito quase certamente
para qualquer b > 0, entdo lim,, Z,, existe no evento B = ), {>_,, Bn(b) < 00, >, £n(b) < o0}

Entretanto, vale destacar que no conjunto B = {251 Bn(b) < 00,3,51 &n(b) < 00}
ndo podemos afirmar que lim Z,, < oo g.c. Como contra-exemplo, defina para todo n > 1,

op =&, =0e B, = Z, = n. Entdo, para todo b > 0, obtemos que

gy < (DD

2
c,
lim Z, Ab = limnAb
n—oo n—oo
= b< o
Porém,

lim Z, = lim n = co.
n—oo n—oo

Agora, mostramos a segunda parte do teorema, em que:

> 6, < oo g.c.no conjunto B N {lign Zp < 00}
n>1

Para tal, tome w € B N {lim,, Z,, < oo}, entdo para algum b > 0, temos, para todo n > 1:
Zn(w) < b,

e, consequentemente, d,,(b)(w) = 6, (w) para todo n € N. Assim, novamente pelo Teorema 2.1.1,

concluimos que

> 6u(w) < 0 q.c.

n>1

Sendo a relacdo acima vélida para todo w € B N {lim,, Z,, < oo}, concluimos a demonstragéo

desse teorema. O]
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Tendo em vista que os autores de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971) utilizam a propriedade
de martingale local (GALL, 2016) para demostrar o Teorema 2.1.1 e também a utilizam para
demonstrar a Proposicdo 1 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971), neste trabalho nds construimos
o Teorema 2.1.4, baseado na definicao de processo parado, o que torna a prova da Proposi¢ao 1
do artigo (ROBBINS; SIEGMUND, 1971) uma aplica¢do desse teorema. Para sua demonstragao,
utilizamos conceitos e teoremas fundamentais da teoria de probabilidade, sem a necessidade de
recorrermos a propriedade de martingales locais, como realizado em (ROBBINS; SIEGMUND,
1971). Deve-se notar que empregar essa propriedade envolve definir uma sequéncia de tempos de
parada crescente e ilimitada especifica, criar um processo parado que seja um (super)martingale e
verificar que € integravelmente uniforme (ROLLA; DELIMA, 2024) para cada tempo de parada.
As referidas tarefas, a primeira vista, sdo nao intuitivas, exigindo uma criatividade por parte dos

autores, que dificilmente t€m os insigths iniciais compreendidos pelos leitores.

Logo, visando sanar a ndo intuitividade presente na demonstracdo da Proposi¢do 1
de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971), utilizamos a defini¢do de processo parado € propomos,
semelhante ao Teorema do martingale parado (WILLIAMS, 1991), o Teorema do quase super-

martingale nao-negativo parado.

Teorema 2.1.4 (Teorema do Quase Supermartingale Nao-Negativo Parado). Sejam {Z,,},>1,
{Bn}tn>1, {&n}n>1 € {0n}n>1 sequéncias de varidveis aleatdrias satisfazendo a Defini¢do 1 e T é
um tempo de parada, com respeito a mesma filtracdo. Entdo, ao definirmos, para todo n > 1,

Bn = 1{T>n}6n: gn = ]1{T>n}€nr Zn = ZnAT gn = ﬂ{r>n}5n: femos que {Zn}nZl, {Bn}ner
nfn>1 € n (n>1 Satisfazem a defini do de quase supermartingale ndo-negativo.
{€ntnz1 € {0n}nz1 satisf definicdo de q p ingal gati

Demonstragdo. Visto que, para todo n > 1, temos, da defini¢do de processo parado,

Zmine = ZniiUiesny + D Zilir—py,
k=1

entdo, se 7 € tempo de parada com respeito a mesma filtragao,
E(Z(n+1)/\7'|yn) S Zn/\T + ]1{T>TL} (ﬁnZn + én - 6%) g.c. (24)

Pois, das defini¢des de processo parado e quase supermartingale nao-negativo, Defini¢ao

1, resulta, para todo n > 1, que

E(Z(n+1)/\7|yn) = E( Z Zk]l{r—k:}|<gzn> + E(Z(n—i-l)]l{TSn}C‘gn)
k=1

= > Zlr=iy + B(Znia | Fn) Lz nye

k=1
< Zelppany 11+ B) Zn + & = Onllirenye
= ZT/\n + :[L{T>n}(6nZn + fn - 571) q.c.



Capitulo 2. Fundamentos Matemdticos 43

Defina

Bn = ]l{"r>n}5m én = ]l{T>n}§m Zn = Znnr © gn = ]1{7'>n}5”’

implicando que {Z,}n>1, {Bn}nz1s {€ntns1 € {0 tus1 30 varidveis aleatdrias ndo-negativas,

F,-mensuraveis.

Entdo, da desigualdade (2.4), temos

E(Zni|F0) = E(Zoyins|F)
< Zonn + LomBuZn + Lirsnyln — Lirsn}on
= T+ BnZp +En — 0y
= T+ B+ En — Oy
= (14 B0)Zn+ & — 0 qec,

satisfazendo a relagdo (2.1). ]

A seguir, apresentamos o Lema 2.1.5, utilizado na demonstracdo da Proposi¢ao 2.1.6.

Lema 2.1.5. Sejam {Z,,},>1, {Bn}tn>1, {&ntn>1 € {0n}n>1 Sequéncias de varidveis aleatdrias

satisfazendo a Defini¢do 1. Se m, n € N tal que n > m, entdo

n—1
E[Zn|ym] < Zm+E Zﬁkzk“‘fﬂﬁm

k=m
n—1

= Zn+ Y E[BuZi+&|Fm) q.c (2.5)

k=m

Demonstragdo. Por indu¢do em n, demonstraremos que a desigualdade (2.5) € satisfeita. Assim:

i) Se n = m é imediato que a desigualdade (2.5) é satisfeita, visto que Z,, é .%,,-mensuravel

pela definicdo 1;

ii) Se n = m + 1 também € imediato que a desigualdade (2.5) € satisfeita, pois, {Z, },>1,
{Bn}n>1s {&n}n>1 € {0n}n>1 satisfazem a defini¢do 1, e, consequentemente, a relagido
(2.1). Além disso, temos que 9,, > 0 para todo n > 1;

iii) Se n > m + 1, sabemos pela defini¢do 1, para todo n > 1, que

E[Zn+l’yn] S Zn + 6nZn + gn - 571
< Zn+ BpZn+ & qe. (2.6)
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Em seguida, da desigualdade (2.6) e pela hipétese de indugdo, temos

ElZ,1|Fm] = EE(Zpa|Fn)|Fm)
E(Z, + BnZn + &0 Fm)
E(Zn|Fm) +E(BnZn + &l Fm)

n—1

k=m

IN

IA

= Zn+ > EBrZi+ &|Fm) qe.
k=m

O

Uma observagao importante € que o lema anterior pode ser enunciado como a Proposicao
2.1.6 a seguir, considerando 7 um tempo de parada degenerado em um dado n > m, i.e.
P(r=n)=1.

Entao, utilizando o Teorema 2.1.4 e Lema 2.1.5 desenvolvidos, demonstramos a Propo-
sicdo 1 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971), reescrita na Proposi¢ao 2.1.6. Ressaltamos mais
uma vez, que nessa demonstragio, ndo precisamos recorrer as propriedades de martingales
locais (GALL, 2016). Acreditamos que a demonstracdo apresentada seja mais simples que a
original, além de apresentarmos uma aplicacdo de uma versao de teorema de parada para quase

supermartingale ndo-negativo.

Proposicio 2.1.6 (Proposicdo 1 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971)). Sejam {Z,,}n>1, {Bn}n>1,
{&.}n>1 € {0n}n>1 sequéncias de varidveis aleatdrias satisfazendo a definicdo 1. Se dado

m € {1,2,...} e um tempo de parada finito quase certamente T > m, entdo
T—1
E(ZT|ﬁm) S Zm + E (Z (Bka + fklg\m)> q.cC.
k=m

Demonstragdo. Do Teorema 2.1.4 e Lema 2.1.5, temos
E(Zupe| Fp) = E(Zn|Fm)

n—1

k=m

n—1
= Zn+E (Z Lrony (BrZi + fk;)|ym>

k=m

n—1
= Zn+E (Z Loy (BeZi + fk)|ym> q.c. (2.7)

k=m

Ademais, tendo que 7 € um tempo de parada finito quase certamente, resulta que

lim Z, = Z: qe., (2.8)
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e
n—1 0
Jm S Lo (BeZe + &) = D Ly (BeZi + &)
k=m k=0
T—1
= > (BeZr+&) qc. (2.9)
k=0

Por fim, do lema de Fatou, das relagdes (2.7), (2.8), (2.9) e do Teorema da convergéncia Moné-

tona, concluimos que

E(Z,| %) E(lim inf Z, - |-%m)

lim inf B(Z,|- %)

n—1
= Z,+1liminf E (Z ]1{7—>k} (ﬁka + fk)‘g[m>

k=m

IA

= Zn+E <§: Lirsny (BrZi + ék)lc%n>

k=m

= Zn+E <Tz_: (Br 2 + fk)) q.c.

k=m

O

A proposi¢do a seguir € uma aplicagdo direta da Proposicdo 2.1.6 (e, consequentemente,
do Teorema 2.1.4), uma desigualdade maximal condicionada, que permite provisionar um limite
superior para a probabilidade do comportamento de uma subsequéncia linear (sequencial) de
{Z,}n>1 exceder um certo valor, dada uma sub o-dlgebra do espaco de probabilidade. Essa
proposicao € uma extensao da desigualdade maximal de (super)martingales, também conhecida
como desigualdade maximal de Doob (WILLIAMS, 1991).

Os autores em (ROBBINS; SIEGMUND, 1971) forneceram apenas um esbo¢o para sua

demonstracdo. Abaixo, apresentamos uma demonstragdo simples e completa.

Proposicao 2.1.7 (Proposicdo 2 de (ROBBINS; SIEGMUND, 1971)). Sejam {Z,, }n>1, {Bn }n>1,
{&}n>1 € {00 }n>1 sequéncias de varidveis aleatdrias satisfazendo a definigdo 1, entdo para

todo a > 0, m € Nen > m, temos que

n—1 n—1
P( max Z > alﬁ’m) < q ! lZm +E (Z fklﬁmﬂ +E (Z ﬁk\a@m> g.c. (2.10)
k=m

msksn k=m
Demonstragcdo. Definamos o tempo de parada 7 como
T =1inf{k >m: Z; > a},
e n A 7 € um tempo de parada finito quase certamente. Além disso

P(Znnr = a|Fm) = P( max 7y > a|.Zp),



Capitulo 2. Fundamentos Matemdticos 46

e, pela Proposicao 2.1.6, temos
aP(ZTL/\T 2 a‘ym) S E(Zn/\‘r‘ym>

nAT—1
k=m

IN

IN

nAT—1 nAT—1
k=m k=m
em que na ultima desigualdade, utilizamos a definicao do tempo de parada 7.

Entdo, por {5, }n>1 € {& }n>1 serem sequéncias de varidveis aleatrias ndo negativas,

temos o resultado desejado

nAT—1 nAT—1
P( max 7, >al%,) < a! [Zm ~|—E< > fk’t%nﬂ + 51@’9}1)

m<k<n

O corolério a seguir € uma versdo da desigualdade maximal de (super)martingales
(desigualdade maximal de Doob) para processos estocdsticos que sdo quase supermartingales

nao-negativos, Defini¢do 1.

Corolario 2.1.7.1. Sejam {Z,}n>1, {Bn}n>1, {&n}n>1 € {00 }n>1 sequéncias de varidveis alea-

torias satisfazendo a definicdo 1, entdo para todo a > 0, m € N en > m, temos que
n—1 n—1
>a)<al
P (mnsl%%(” w= a> = [E(Zm) tE (k; fk)] tE (k; ﬁk) .

Demonstragdo. Basta tomar a esperancga na desigualdade (2.10). [

2.2 Aplicacao

Iremos aplicar o conhecimento adquirido na sec@o anterior em duas andlises de con-
vergéncia, para o método de aproximagdes estocésticas de Robbins e Monro e para o método
de Kiefer e Wolfowitz. Ressaltamos que as demonstragdes apresentadas nas proximas duas
subse¢des sdo de nossa autoria e buscam exemplificar a utilidade da teoria de supermartingales
ndo negativos. Antes, enunciamos um lema importante, que € usado na prova de convergéncia
dos métodos citados e dos propostos nos Capitulos 3 e 4, os métodos do gradiente conjugado

linear e ndo linear estocasticos.

Lema 2.2.1. Sejam {a,,}n>1, {bn }n>1 Sequéncias ndo negativas tais que:

i) X510, =005
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ii) >°,>1 anb, < 0.

Entdo, existe pelo menos uma subsequéncia de {b, },>1, denominada {b,, }1>1, tal que

by, — 0 quando k — oo.

Demonstragdo. Suponhamos que nao exista uma subsequéncia de {b,},>; tal que esta sub-

sequéncia convirja a zero. Entao, existe L > 0 tal que
liminfb, = L > 0.
Portanto, existe NV € N tal que
L L
i > = > VYn>N. :
nlg]fvbn_2<:>bn_2Vn_N (2.11)

Assim sendo, como }_,, 1 a,b, < 0o, temos que existe M € N tal que

Z apb, < g

n>M

Definindo P = max{/N, M}, da equivaléncia (2.11) e >_,,>; a, = 00, temos

L L
*>Zanbnzizan:ooa
2 n>P 2 n>P
que € um absurdo.
Portanto, existe uma subsequéncia de {b, },,>1 que converge a zero. 0

2.2.1 Convergéncia Quase Certa do Método de Robbins e Monro

O teorema apresentado a seguir € atribuido a Julius Blum (BLUM, 1954a), que foi o
primeiro pesquisador a provar a convergéncia quase certa do método de Robbins e Monro em
1954, utilizando hip6teses menos restritivas que as utilizadas no artigo (ROBBINS; MONRO,
1951) (relembremos que estes pesquisadores provaram a convergéncia do método em L? e,
consequentemente, em probabilidade). Entretanto, a demonstracao desse teorema apresentada
nesta subsecao, € proposta por nds, utilizando o conceito de quase supermartingales ndo negativos,

Definicdo 1 presente na Se¢do 2.1.

Seja {Y (z)}.er um conjunto de varidveis aleatérias indexadas pelo conjunto R, com
M(z) = E(Y(z)) e VAR(Y (x)) = 0?(x) < oo paratodo x € R, em que VAR() € a variancia

da varidvel aleatéria £. O nosso objetivo é encontrar 6 € R tal que M (0) = 0.

Definamos X; = z; g.c., para um dado z; € R, e facamos iterativamente:
Xpi1=Xn—a,Y,, Vn>1, (2.12)

com {a, },>1 uma sequéncia real positiva.
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Teorema 2.2.2 (Teorema de convergéncia quase certa de Robbins e Monro de (BLUM, 1954a)).

Seja M (x) uma fungdo Lebesgue-mensurdvel satisfazendo:

A. Para algum c,d > 0, temos que |M (x)| < ¢ + d|x| para todo x € R;
B. VARY (z) = 0%(x) < 0% < oo (0%(x) é uniformemente limitado);
C. M(x) < aparatodox < 0, M(x) > a para todo x > 0, com o = 0;

D. infs5 <jo—g<s, |[M(2)] > 0 para 0 < 6, < §y < o0.
E, uma sequéncia real positiva {ay }1>1 tal que:

E. @)}, 510, =00 e b)), a? < oo

Entdo, definindo X, = w1 q.c., para algum x1 € R, e, recursivamente, X,, igual a equacdo

(2.12) paran > 1, temos que

lim X, =46 q.c.

n—00

Demonstragdo. Definamos .%,, = o({X1,Y1,...,Yn 1}, Z, = (X,, — 0)% Entdo, utilizando a
defini¢do de X, 1, equagdo (2.12), as Hipoteses (A), (B), (C) e a desigualdade (a + b)? <
2(a? + b?), obtemos

E[Zvn|Z] = E[(Xps1 —0)°|7]
= E[(X, - a,Y, —0)’|7]
= E([(X, - 0) — a.Y.]’|F)

— OE(Y,|-Z) + a2E(Y,2|.F)
+a

= Zn —2a,(X )

= Zn—2a,(X, — 0O)M(X,) +a2E[((Yn — M(X,)) + M(X,))*|.Z]
< Zp + 200E[(Yo — M(2))* + M(X,)*|F] — 2a,| X, — 0| M (X))
< Zp+2d% (0 + M(X,)?) — 2a,|r — 0||M(X,)|

< Znp+2a2(0* +2( +2d(Z, + 6)) — 2a,|X — ]| M(X,,)|

(1+8a2d)Z, + 2a2(0? + 2¢* + 4d0?) — 2a,|X,, — O||M(X,,)|. (2.13)
Definindo:

B, = 8daZ;
&n = 2(0% 4 2¢% + 4dH*)a?;
On = 2a,| X, — || M (X,,);
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temos, ao utilizar a Hipdétese (E.b), que:

> B < o0

n>1

Z§n<oo.

n>1

Portanto, € visto que a relacdo (2.13) e a sua esperanca satisfazem a Definicdo 1, de
serem quase supermartingales ndo negativos, em que podemos utilizar o Teorema 2.1.1 para

afirmar que

lim Z, existe e ¢ finito q.c.,

n—00

ST E(6,) < oo. (2.14)

n>1

Assim sendo, pela definicdo de ¢,,, encontramos que

> a,E(| X, — 0]|M(X,)]) < oo.

n>1
Sabendo que:
i) 2,51 a, = oo (Hipdtese (E.a));

ii) | X, —0||M(X,)| >0, VzeR;
podemos afirmar que existe uma subsequéncia de { X, },,>1, tal que:

| X, — 0| M(X,,,)] 50, quando k — oc. (2.15)

Pois, como consequéncia do Lema 2.2.1, apresentado no inicio dessa se¢ao, e da condicao
de Y, a, = oo, podemos afirmar que existe {|X,,, — 0||M (X,, )| }x>1, subsequéncia de {|X,, —
0| M (X,,)|}n>1, que converge em L' para zero quando k — oo (| X, — 0||M(X,,)| o
quando k£ — 00). Portanto,

P
| X, — 0||M(X,,)] — 0, quando k — oo,

existindo uma subsequéncia de | X,,, — 0||M (X, )|, que denotaremos por | X, — 0|[M (X, )l,

que converge quase certamente para zero. Isto é,
q.c.
| X, — 0| M (X, )| = 0, quando k" — oo.

Desta forma, basta escolhermos a subsequéncia imediatamente acima para concluirmos a afirma-
cdo.

Em seguida, dos resultados obtidos em (2.14) e (2.15), juntamente com a Hipétese (D),

concluimos que X,, — 6 quase certamente quando n — oc. [
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2.2.2 Convergéncia Quase Certa do Método de Kiefer e Wolfowitz

O objetivo nesta secao € demonstrar o Teorema 3, da Se¢do 6, do artigo (BLUM, 1954b),
que enuncia, mas nao demonstra, a convergéncia quase certa do método de Kiefer e Wolfowitz

para o caso multidimensional, utilizando o Teorema 2.1.1, da Secao 2.1.

Seja {Y, },crr um processo estocdstico, i.e. um conjunto de varidveis aleatérias inde-
xadas pelo conjunto R, com k € N, em que M (z) = E(Y,), sendo M (x) Borel-mensurével.

Gostarfamos de encontrar z* € R” tal que

x* = arg min M (z). (2.16)

zERF

Consideremos, para fins de prova de convergéncia quase-certa do método de Kiefer e

Wolfowitz, as seguintes hipoteses.

H.1 Sejam {a,}n>1 € {c,}n>1 sequéncias positivas satisfazendo:
H.1-1 lim, ¢, = 0;
H.1-2 Y5, a, = oo;
H.1-3 >, a,c, < o0;

H14 ¥, () <o,

Exemplo: a,, = ¢, ¢, = -4 paratodo n > 1 para algum valor de b, d > 0.

n’

3
wu‘&

H.2 M(x) € C*(R*) e M(z) > 0, paratodo z € R”;
H.3 02 =E(Y, — M(z))? < 02 < oo (a variincia é uniformemente limitada);
H.4 Ve > 0, 3 p(e) > 0, tal que:

2]l 2 e = M(z) 2 p(e) e [|D(z)]| = p(e),

em que D(x) = V,M () (gradiente de M no ponto z € R¥);

HS V(z) = 7255 (x) > 0 paratodo & € R* com ||V (z)|| < k.

Definimos o vetor diferenga Y, ., como

Yx,c = {Yx—i—cm - Y. YZ”C-FC/% o Y;},

em que {1, ..., 1} € uma base ortonormal de R¥. Assim, para algum z; € R*, escolhido

arbitrariamente, definamos X; = z; e, recursivamente, Vn > 1,

Iy . (2.17)

n

Xn+1 =X, —
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Notemos que ndo ha perda de generalidade em considerarmos M (z) > 0 para todo
r € R¥ e 2* = 0, solucdo do problema (2.16). Dadas as hipéteses e consideragdes, enunciamos

o teorema que prova a convergéncia quase certa da sequéncia { X, },,>1 a solu¢do do problema
(2.16).

Teorema 2.2.3. Definamos {a,}n>1, {¢n}n>1 satisfazendo a Hipdtese (H.1) e M (x) Borel-
mensurdvel satisfazendo as Hipoteses (H.2) a (H.5). Entdo, ao definirmos iterativamente o
vetor aleatorio { X, }n>1, de acordo com a equagdo (2.17), para todo n > 1, teremos X, 2%,

quando n — Q.

Demonstracdo. Observemos primeiramente que uma fun¢ao fortemente convexa satisfaz a
Hipétese (H.4). Uma funcdo quadratica positiva satisfaz as Hipéteses (H.2), (H.4) e (H.5).
Claramente, para estes casos deterministicos poderiamos utilizar os métodos quasi-Newton
(BROYDEN, 1967), gradiente conjugado (NOCEDAL; WRIGHT, 2006a), etc. Mas, como
temos a presenca de ruidos envolvidos, esses métodos, com alta probabilidade, falhardo, nao

convergindo para a solugdo do problema de otimizagado estocastico (2.16).

Visto que M € C?(R*), por Taylor, temos para algum 6 € [0, 1],
1
M(x+c¢)=M(x)+ (D(x),c) + 3 (e, V(x +6bc)c). (2.18)

Portanto, de (2.17) e (2.18), para algum 6 € [0, 1], temos, para todo n > 1, que

2

(Dy,Yoo,) + o <Y v (Xn + ea"Yn,cn) Y> . (2.19)
Cn

Cn 2¢2

M(Xp1) = M(X,) — 2

Definindo .%,, = o({Xx}}_,), A, = E(Y,|F,) e tomando a esperanga condicional de
(2.19), obtemos, para todo n > 1,

E(M(Xo1)|F0) = M(X,) = 2 (Dy, A,)

Cn

1

2
5 (%) E [<Yn,cn> V(Xn + H%Yn,cn)Yn76n> ‘gé\n] q.c. (220)
Cp, Cn

E, das Hipéteses (H.3) e (H.S), temos que
E [<Yn V(X + e%yn,%)yn,%> |ﬁn] < Fr||An|f? + k2 qec., 2.21)
Cn

para ky > ks e ky > 4ksko?, em que k é a dimensdo do espaco RF.

Novamente, por (2.17) e (2.18), temos, lembrando que {1, ..., ;1 } € uma base ortonor-

mal de R”, que

. 1 ;
A = oDy i) + 565 (10, V(X + 0D cupii)pus) (2.22)
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paratodoi € {1,...,k},com A, = (AWM A® AK) 9@ ¢ [0,1]. Entdo, paratodo n > 1,

temos
1 —
_ P
(Du A = cal Dall? + 565 (D V)
. — 1 _
12017 = NIDu|* + & (D, Vi) + 1GallVall?, (2.23)

em que V (z) = diag(V (x)).

Definamos:

On = ||D7”LH7
pn=(Dn, V), (2.24)

a fim de facilitar as manipulagdes algébricas. Assim, das equacdes (2.20) a (2.24), encontramos

que:
E(M(X,1|%#,) = M
< M) = 2 (i +5en) + 5 (22) (k (202 + dpa+ eiks))

2 2 \ ¢, 4

(
) o (38 s Jarea) )
(X5)
()2 . (2.25)

+
Notemos, da Hipétese (H.5), que existe k3 > 0 tal que para todon > 1,
1{Dn, Vi) |I* < ks | D> (2.26)

Logo, retomando as manipulacdes algébricas na desigualdade (2.25),

1
E(M(Xn+1)|yn) < M(XN) - an(érzz + icnpn)
1, 1 1 /a,\2
202 (ky 02 + yenpy + —kyc2k (”) k
+ 2an(1n—|— 1CnP: +410n3)+2 cn 2
9 1 ki 900 1 5
= M(X,)— a,(0; + icnpn) + Ean(in + iklancnpn
14, 1 <an>2
- kiks+—=(—) k
+ 8ancn 1K3 + 9 cn 2
1 k 1
= M(X,) - anéi — §ancnpn + Elaiég + Ek‘laicnpn
1 1 7a,\?
+ gaicglklkg + 5 <n> k2
= M(X,)—a,, |1— 5 n + 5@nCnPn (kra, — 1)

1 1 7a,\?
+ 8&3107%]{71]{33+2<> kg.
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Utilizando a desigualdade (2.26) e continuando os cédlculos acima, encontramos

9 k1 1 1 kq
EM(X,1)|%,) < M(X,) —a,|1——a,|+ §ancnk§ On |1 — gan

2(1-4
+ 1 225 L +1(an)2k
8%6” 1Ty Ch 2
k 1 1 L
1 2
+ —aicikiks 4+ = (a) ks
2 \c,
= M(Xn) — a,0p, (1 _ klan> (5n @ n)
2 2

Portanto, temos que
k1 by ?
E(M(X,1)| %) < M(X,)—a0, (1 ——=a,] 00— = cn

1 1 /a,\2
+ —a2kiks + - <a> ky. (2.27)
8 2 \¢,

Definindo a varidvel aleatéria \,,, .-%,,-mensurdvel, como

1

kf
1, se d,, > 3¢
)\n: ) n — 9 tn ,

0, caso contrério

encontramos que a igualdade (2.27) € equivalente a

BOM(Xunl ) £ M)~ handall - ) ((sn_’%cn)

1
k k3 2
-0-%@@@-5%%%—;CJ
1 1 /a,\2
+ 8aicik1k3+2<i> ko. (2.28)

A vista disso, existe Ny € N tal que as duas proximas equacdes serdo sempre validas

paran > Ny,
k fey 2
Amﬂﬁ—émma—g%mzo (2.29)
c
k fey 2 kg 2
(1= A)anba(1— a6, =270 < BT 2 M) ancadn
2 2 2
k
< 13(1 — An)anc, (2.30)
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1
pois em (2.30), §,, < %%n.

Entdo, de (2.28), (2.29) e (2.30), afirmamos que para n suficientemente grande (n > Nj),

temos:
i foo 3 i
E(M(Xpi1|Z,) < M(X,) — Anandn(1 — Elan)(én _ 53 ) + fanci
1 1 2
+ gaicihk’?, + 5 <an> ko. (2.31)

Visto estarmos considerando, sem perda de generalidade, que M (x) > 0 para todo = € R*,

definimos Z,, 3,, &, e 0, para todo n € N, como:

Zn = M(Xn+No)§

ﬂn = O;
k’g 2 1 2 2 1 Ap+ N, 2
§n = 7 Gt NoCrt N + §Gn+NOCn+NOk1k’3 + B KNS ka;
1
k1 ks 2
On = Ant-No@nt-NoOn+no (1 — §Cn+No)(5n+No ) Cn+No)-

Observemos que {Z,, }n>1, {Fn}tn>1s {&ntn>1 € {0n}n>1 sA0 .Z, -mensurdveis e ndo negativas.

Portanto, podemos reescrever a desigualdade (2.31), Vn € N, como

Recapitulemos que o nosso objetivo € podermos utilizar o Teorema 2.1.1, de Robbins
e Siegmund, a fim de concluir que M (X, ) — 0 quase certamente quando n — cc. Para tal

finalidade, temos ) 3, < o e, utilizando a Hipétese (H1),

Z&n < 400,

n>1

portanto, utilizando esse teorema, podemos concluir que:

Ci) lim Z,, existe e € finito quase certamente;

Cii) 3", 9, < +00 quase certamente.

Diante da Conclusao (Cii) e da Hipétese (H1-2) (3°,, a,, = 00), podemos afirmar, utili-

zando 0 Lema 2.2.1, que sempre existird uma subsequéncia de { A, ng0nt-no (1= vy ) (G v —
ks 3
2

servemos, das Conclusdes (Ci) e (Cii), que P(A) = 1). Ou seja:

Cn+N,)} que converge a zero no evento A = {3°,~; 0,, < 400, lim Z,, existe e ¢ finito} (ob-

1
k k2
)\n/+N06n/+N0(1 — Elcn’+N0)(5n’+N0 — 730”/4_]\[0) — 0, quandO n/ — OQ0. (232)

Visto que A\, = 0 ou )\, = 1, temos dois casos.
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1

2
1° Caso: A\, = 1 finitas vezes, implicando que 9,; < %cn/ para todo n’ suficientemente grande.
Mas, pela Hipétese (H1-1), ¢, — 0 quando n — oo, entdo, temos que 9,, — 0 quando

n' = oo.

2° Caso: A, = 1 infinitas vezes. Da convergéncia (2.32), concluimos que d,, — 0 quando n’ — ooc.

Logo, concluimos que 6,y = || D,|| — 0 quando n’ — oc.

Por fim, utilizando-se que:

as Hipoteses (H2) e (H4) deste teorema sao satisfeitas;

lim,, M (X,,) existe e é finito quase certamente, Conclusdo (Ci) ao aplicarmos o Teorema
2.1.1, de Robbins e Siegmund;

* sempre existird uma subsequéncia de { X, },,>1, cuja || D(X,,)|| — 0q.c. quandon’ — oo

no evento A;

* P(A) = 1, consequéncia do Teorema 2.1.1.

concluimos que lim,, M (X,,) = 0 e X,, — 0 quase certamente quando n — oc. U
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3 O Gradiente Conjugado Linear Esto-
castico

Neste capitulo é proposta uma versdao do método do gradiente conjugado linear para
casos estocdsticos, intitulado de método do gradiente conjugado linear estocéstico, em que se
utiliza do Teorema 2.1.1, de Robbins e Siegmund, apresentado no Capitulo 2, para provar a
convergéncia quase certa para a solucdo do problema linear quadrético estocastico, formulado
matematicamente em (3.2). A andlise da taxa de convergéncia do método proposto € apresentada
na Secdo 3.2.

Na sec¢ao seguinte, sdo apresentados os resultados dos experimentos numéricos, a fim
de evidenciar que o desempenho computacional do método proposto, o método do gradiente
conjugado linear estocéstico, em relagdo ao método de Robbins e Monro, gradiente estocéstico,

€ promissor.

3.1 Convergéncia Quase Certa do Método do Gradiente
Conjugado Linear Estocastico

E apresentado nesta se¢io um método estocdstico, baseado no método do gradiente
conjugado linear deterministico, que busca solucionar numericamente o problema 3.1.1. Para
mais informacodes sobre o método deterministico, consultar o livro (NOCEDAL; WRIGHT,
2006a), paginas 101 a 112).

Problema 3.1.1. Assume-se que A € R"*" seja uma matriz simétrica definida positiva (A > 0),
b € R", um vetor fixo no espaco R™ e & um vetor aleatorio em R", cujas coordenadas aleatorias
sdo & = (€W .. €D M) com E(€W) = 0 para todo i € {1, ...,n}. Além disso, definamos
b = b+ £. Neste capitulo, iremos desenvolver um método iterativo, gerando uma sequéncia de

vetores { Xy}, que convirja para a solugdo x* do problema

Az* = b, 3.1)

destacando que o valor exato do vetor b = E(b) ndo é conhecido pelo método numérico. Assume-
se que esteja disponivel apenas uma vinica medida (observagdo) do vetor aleatorio b, no ponto

Xk, a cada iteracgdo k.
Deve-se notar que o problema (3.1) € equivalente ao problema de otimizagdao

1 ~
x* = arg min {szAx — a:TE(b)}. (3.2)

reR”™
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Entdo, desenvolvemos uma versao estocastica do método do gradiente conjugado linear, denomi-
nado o método do gradiente conjugado linear estocéstico, descrito no Algoritmo 1, que aborda o

problema na forma (3.2) e busca a "aproximacgao" de z*.

7z 7z

No algoritmo a seguir: X, € R™ € o vetor inicial, escolhido arbitrariamente; A € R"*" ¢
uma matriz simétrica definida positiva; {bx, }r>0 € uma sequéncia de vetores aleatdrios, tal que
bx, ~ Bpara todo k£ > 0; 0 é uma constante real positiva; {ay }r>1 € uma sequéncia real positiva;
max_iter € N é o nimero maximo de iteragdes executadas; { Xx }x>1, {7k fx>1 € { Pk }r>1 sdo
sequéncias de vetores aleatérios definidas no espago R”, e {av }r>1 € {5k }x>1 s80 sequéncias
de varidveis aleatdrias, geradas iterativamente pelo algoritmo a seguir. Além disso, devemos
destacar que para cada k > 0, a realiza¢do do vetor aleatério by, (w) € R™ é fornecida por um

ordculo, estando somente esse valor disponivel para o algoritmo 1.

Algoritmo 1 Método do Gradiente Conjugado Linear Estocdstico

Entrada: X, € R", k = 0, A € R"" (A simétrica definida positiva), 6 > 0, {ax}r>1 uma
sequéncia real positiva, que atende a Condicao (H1) do Teorema 3.1.2, maz_iter € N
Saida: X (solugdo aproximada de (3.2)).
Faca para k = 0:

Yo = AXo — bx, 3.3)
Po=- (3.4)
T

—% Py
= 3.5
Qo POTAPO ( )
Xl :X0+a0P0 (36)
k=k+1 3.7

enquanto k£ < max_iter faca > Xxrepeticao
Ve = AXy — bx, (3.8)
T
Vi APy
= — 3.
Be= Bt ap (3.9)
Py ==+ BePr1 (3.10)
T

—Vi Dk
= A1
e max(PkTAPk’ ) (3.11)
XkJrl = Xk + CLkOékPk. (312)
k=Fk+ 1. (3.13)

fim enquanto
Faca X = X}, > final
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Observemos que para fins de andlise de convergéncia e taxa de convergéncia do método
iterativo proposto no Algoritmo 1, tornamos max_iter = +4o00. Entdo, sob certas hipéteses,

teremos AX; — b quase certamente quando k — oo.

Inicialmente, apresentamos algumas defini¢cdes que s@o essenciais para as provas dos

teoremas que sao enunciados no decorrer desta secao.

Definiciio 2. Dado ¢ : Q — R™ um vetor aleatorio, £V as varidveis (coordenadas) aleato-
rias que compdem o vetor aleatério &, ou seja & = (€W, ... 0 M) F uma o-dlgebra,
{ . }k>1 uma filtragdo do espago de probabilidade (0, %, P) e P uma medida de probabilidade,

definamos:

E(€) = (E(EW| ), . E(E™|F);
E(€) = (E€W, ..., E€™);

n

VAR(¢) = ZE(&“(i) _ E(f(i)))Q;

i=1

VAR, (§7) = E((€% — E(€"))*|.#) = VAR((V|.F) e
VAR (€) = 3" E (€9 — E(@))2.
=1

Ap6s algumas defini¢des, € enunciado o principal teorema deste capitulo, com a finalidade

de demonstrarmos a convergéncia quase certa do método proposto a solu¢do do problema 3.1.1.

Teorema 3.1.2. Seja o processo estocdstico (sequéncia de vetores aleatorios) {&x }r>o, tal que
&g ~ & para todo k > 0. Além disso, considere-se o método iterativo definido no Algoritmo 1,
com maz_iter = +00 e gerando uma sequéncia de vetores aleatérios { Xy }x>1. Se as seguintes

hipdteses sdo satisfeitas, entdo AX;, — b quase certamente quando k — c.

H1) {ax}i>1 € uma sequéncia real positiva, tal que

Zak:oo

k>1

> ap < oo;

E>1
H2) Existe 0, uma constante real positiva;

H3) {&}i>0 € um processo estocdstico, independente da filtragdo { Fy }r>o, tal que:
H3.1) & e &; sdo independentes se i # j, comi,j € {1,2,...};
H3.2) 5,(3) e g,(j) sdo independes se i # j, comi,j € {1,....,n};
H3.3) Ek[f',(;)] =E| ,(;)] =0g.c. paratodox € R"ei € {1,...,n};
H3.3) E,[(€7)?) = E[(€7)?] < 02 < 00 g.c. paratodo x € R" ei € {1,...,n}.
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Demonstragdo. Para todo k > 0, defina . %, = o({ X}, {P,}f2)) e Y}, = AX} — b. Entio,
das definicOes de Y} e de X1, equagdo (3.12), juntamente com a Hipotese (H3), temos

Er([Vieil®) = Ex([AXkr1 — 0%

uma vez que A € uma matriz simétrica definida positiva, sendo )\ e ) seus autovalores maximos

e minimos, respectivamente. Das defini¢des de «y, equagdo (3.11) e Y}, considerando que

b = b+ &, além das Hipéteses (H3), temos que se ;Zal;'“ >0,
ke k
2
Ex(ai|AP[I?) < NEx(al| Pell®)

~2

A

< DIl
_ ;Emm-gku%
_ (;) BV %) — 2Ei (Vi &) + B (1€ ])]
X 2 2 2
< (Q ¥l + no?. (3.15)

Na dltima desigualdade, utilizamos as Hipdteses (H3.3) e (H3.4). Chamamos de p a relagdo X’
que € conhecida como o nimero de condicionamento da matriz A, observando que, pelo fato de

A ser positiva, A > 0. Logo, a desigualdade (3.15) € reescrita como
Ei(ai||AP|?) < p([[Yi|* 4+ no?) q.c.
—7 Pr

PT AP,
(3.10), além das Hipéteses (H3), temos

Por sua vez, se < ¢, entdo, das defini¢des de [, equagdo (3.9) e P, equagdo

Ei(ap||AP:|?)

IN

S°Ex (|| AP|1?)
PNEx(|| Pe])?)

= PNE(|l = + Bl
<2

—2 2\ A
SN [Er([ll” + 7”%”2 + PH%M

IN

IN

= X (1+ p)Bi( )
< X1+ p)2(IVi)l? + no?). (3.16)

Definindo a sequéncia de varidveis aleatdrias {my, }r>o como

i Py

1, se >
0, caso contrério




Capitulo 3. O Gradiente Conjugado Linear Estocdstico 60

temos que

Br(0f AP < (map® + (1= mi)dX (1 + p)?) | Vi

+  (myp® + (1 — mk)52x2(1 + p)Hno? q.c. (3.18)
Prosseguindo com a demonstragdo, devemos analisar o termo Ey(agy{ AP;), em que
se obtém, da relagdo de conjugacio (PF AP, ; = 0 para todo k > 1), que Ex (o, YL AP,) <0

q.c. para todo k£ > 0. Visto que, das defini¢des de Py, equacdo (3.10), da matriz A ser definida

positiva (A > 0) e tomando o produto escalar com PkT A, temos, para todo k£ > 0, que
0< P'AP, = —PlAvy, + BLPF AP = —Pl Ay, q.c., (3.19)
como, por definicdo de ay, equagdo (3.11), ay, > 6 > 0, resulta, da relacdo (3.19), que:
0 < —6P Ay, < —a PF Ay, q.c. (3.20)

Entdo, tomando a esperanca condicional da desigualdade (3.20) com relagédo a .%;,, temos, da
desigualdade (3.20), que

Ex (o Bf Avy,) < SEx(P Ay) <0 qec. (3.21)
Assim, da igualdade (3.14) e desigualdades (3.18) e (3.21), temos, para todo k£ > 1, que
Ex(|Via ) < (1 +ai(np® + (1 — m)dX' (14 p)2) || Vi
+ ai(mka + (1 — mk)52x2(1 + p)2)na2 — 2ak5Ek<—angAPk)
< (460" + PN (1 + )Vl + ad (0> + 8°X (1 + p)*)no”
— 25akEk(—7kTAPk),

resultando em

Ex([|Veir||?) < (1+a2 (026N (140)2) [Vl P+a2 (02 +0° X (14 p)2)no? —28arEx(—f APy g.c.
(3.22)

Definindo, como no Teorema 2.1.1, de Robbins e Siegmund, apresentado no Capitulo 2,
para todo k& > 1:
Z = | Yill%;
B = a(p* + 0* X" (1 + p)?);
& = ai(p? + 0N (1+ p)2)no® e
S = 20a1Bi (v AP);

temos que: {Zx}ti>1, {Okti>1> {&k i1 € {0k }e>1 s@o varidveis aleatdrias .Z-mensuraveis,

nado-negativas, satisfazendo

E(Zk1|Fr) < (1 + Br)Zi — Ok + &
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Portanto, a sequéncia { Zy },>1 é¢ um quase supermartingale ndo negativo, definido no Capitulo 2.
Além disso, da Hipé6tese (H1), resulta que

Zﬁk<00,

k>1

ZSk < o0,

k>1
sendo possivel utilizar o Teorema 2.1.1 para afirmar que:
C1) lim Z,, existe e € finito quase certamente quando k — 0.

Além disso, aplicando a esperanc¢a na desigualdade (3.22) e utilizando novamente o Teorema

2.1.1, obtemos que:

Logo, de (C2) e como consequéncia do Lema 2.2.1, temos que existe uma subsequéncia
tal que v/, AP, — 0 quase certamente e, equivalentemente, da equagio (3.19), enunciar que
PL APy — 0 quase certamente, quando k' — oo. Da defini¢do da matriz A ser definida

positiva, resulta que

Py — 0 g.c., quando & — oo. (3.23)

Em seguida, da Conclusdo (C1), temos que Y, AP, — 0 q.c., quando k' — 0. E, da
definicdo de P, equacdo (3.10), da defini¢do de Sy, equagdo (3.9), encontramos que

’Y]Z,:Apk/il

Y Ay — B8
WA T B T AP,

YZAPy_; — 0 q.c., quando k' — oo. (3.24)

Posteriormente, da defini¢do de ~;, equacdo (3.8), concluimos que

——— | Py 0 q.c., do & . 3.25
PkT/_lAPk'1> » — 0 q.c., quando &' — o0 ( )

Por fim, da equacgdo (3.25), resulta que existe ¢ € R tal que
k/liIEoo Y. =q k’EIEoo Py q.c. (3.26)
Contudo, da Conclusado (C1) e de (3.23), podemos afirmar que
kl_lgloo Y. =0 q.c.

E, portanto

AXp — b q.c., quando k — oo.
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No teorema anterior, uma observacao importante € poder substituir a Hip6tese (H2) por:

H2’) Defina {d },>1, uma sequéncia real positiva, tal que

Z opar, = 00 e Z 5,3@2 < 00. (3.27)

k>1 k>1

E, posteriormente, substituir oy, equacdo (3.11), no Algoritmo 1, por

T
—Vk Py,
aj, = max (Pk,TAPk’ék> , (3.28)

sem alterar a convergéncia quase certa para a solucdo do problema (3.2) e, principalmente,
possibilitando controlar o comprimento dos passos iniciais, permitindo uma convergéncia mais

rapida a solucao.

Assim, € necessario reformular o Teorema 3.1.2 a fim de utilizar (H2’) e a definicdo de

. para solucionar o problema 3.1.1.

Teorema 3.1.3. Seja o processo estocdstico (sequéncia de vetores aleatorios) {&x tr>o, tal que
& ~ & para todo k > 0. Considere-se o método iterativo definido no Algoritmo 1, substituindo
ay, por o, definida na equagdo (3.28), com max_iter = 400 e gerando uma sequéncia de
vetores aleatorios { Xy }r>1. Além disso, tem-se que {a}, }. e {0y }x sdo sequéncias reais positivas
satisfazendo (H1) e (H2’). Se {&,}rern satisfaz (H3), entdo AX, — b quase certamente,
quando k — oc.

Demonstragcdo. A prova deste teorema € semelhante ao, anterior, sendo alterados apenas os
passos que sdo diferentes da demonstragdo daquele teorema. Mantemos as defini¢oes de .7, =
c({Xi o, {PYZ)) e Vi = AX}, — b, tendo em vista que by, = b + &;. De forma equivalente &

obtencdo da equacdo (3.14), temos
Ex(|[Vir1l?) = [IVall® — 2axEx (el APy) + azEx (o [ AP1?). (3.29)
E, utilizando a mesma estratégia do Teorema 3.1.2, analisaremos os termos 2a;Ex ()7} APy) €
aiBy(a?||AP;||?) separadamente.
Iniciando a analise por aEy (2| AP:||?) e distinguindo em dois casos, temos que:

—_— T . .
i) Se P;Y#AI;’; > dy, de forma andloga ao teorema anterior, desigualdade (3.15), encontramos que
k

G Er(of [ AP?) < p*ai([Yell* + no?). (3.30)

ii) Se ;}g’ii,z < 6, entdo, das defini¢des de [, equagdo (3.9), de P, equagdo (3.10), «},, equagdo

(3.28), além das Hipéteses (H3), temos, similarmente a equagdo (3.16), que

GEL (P APP) < a7 (14 p)* (Ve + no?), (3.31)
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em que n € a dimensdo do problema (3.1) e (3.2). Assim, analogamente a definicao da sequéncia

{my }r>0, equagdo (3.17), definimos a sequéncia {m}, } x>0 como

_~T p,

17 SC ;k . Z 5k

my, = Py APy : (3.32)
0, caso contrério

e encontramos, dadas as desigualdades (3.30) e (3.31), que
~2
aER (o |AP?) < (mipPai + (1= m)aidi A (1+ p)*)|[Va)®
+ (mlpPa + (1 — ml)a282X (1 + p)?)no>. (3.33)
O préximo passo € analisar 2a;Ey (a),v/ AP;,), mantendo a afirmagdo que E; (o} y] AP;,) <

0 de forma semelhante ao realizado no Teorema 3.1.2, utilizando as equagdes (3.19) e (3.20).

Logo, podemos concluir, para todo k£ > 1, que

Entdo, das equagoes (3.29), (3.33) e (3.34), resulta que

Be([Ven|?) < (1+[mip’ad + (1 = mi)aisix (1 + p)) ||Vl
+  (mpp*a; + (1 — mk)akéz/\ (1+ p)*)no? — 2a,0,Er(—L APy)
< (1 + p CLk + ak62/\ (1 + p) )||Yk||2 — 2ak(5kEk(—7kTAPk)
+ (pPa} + a} SN (1 + p)*)no?

Definindo

Zi = |IVall*;

& = (0%a} + afoix (1 + p)*)no”

B, = (p*ai + ak52)\ (1+p)?) e

52 = 25kakEk(—7k APk),
temos que {7}, {&, }rs {5 }r € {0} } s@o varidveis aleatdrias .7, -mensurdveis, ndo-negativas,
satisfazendo

Ei(Zp) < (14 BL) 2 — 0, + &

Portanto, {7} } é um quase supermartingale ndo negativo.

Por fim, basta mostrar que: >_;>1 5}, < 00 € >_x>1 &, < 00; para aplicarmos o Teorema
2.1.1, e, assim, manter a mesma sequéncia da demonstracao do Teorema 3.1.2, apresentado
para J constante, para afirmar que AX; — b quase certamente, quando £ — oo. Porém, das
Hipdteses (H1) e (H2’) fica claro que Y, 5}, < oo e >, & < 00.

]

Na préxima secdo € realizada a andlise da taxa de convergéncia do método do gradiente

conjugado linear estocdstico, sendo provado que esta é O( oz k)
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3.2 Andlise da Taxa de Convergéncia do Método do Gradi-
ente Conjugado Linear Estocastico

Nesta se¢do, apresentamos a andlise da taxa de convergéncia do método proposto na
Secdo 3.1, Algoritmo 1, o método do gradiente conjugado linear estocdstico. Por sua vez, para
as andlises da taxa de convergéncia dos métodos de Robbins e Monro e Kiefer e Wolfowitz,
podemos citar os artigos: (CHUNG, 1954); (KOML()S; REVESZ, 1972); (GOODSELL; HAN-
SON, 1976); (FABIAN, 1968); (NEMIROVSKI et al., 2009). Nesse ultimo artigo, os autores
demonstraram que a melhor taxa de convergéncia encontrada para problemas de otimizacao
estocasticos fortemente convexos e suaves (C'*°), utilizando o método de Robbins e Monro, é
O (%) Contudo, para problemas de otimizagao estocasticos convexos, Nemirovski e Yudin, no
artigo (NEMIROVSKIJ; YUDIN, 1983), demonstraram que a taxa de convergéncia 6tima do

método de Robbins e Monro para essa classe de problemas é O (ﬁ)

Teorema 3.2.1. Assuma-se que as hipoteses do Teorema 3.1.2 sejam satisfeitas, e que existe
M € R, tal que || Xk|| < M quase certamente para todo k > 0. Entdo, a taxa de convergéncia

do método do gradiente conjugado linear estocdstico, Algoritmo 1, é O (#)
ogk

Demonstragcdo. Sabendo que

flz) = ;xTAm—xTE(bz)

1
ixTAx — 27b,
temos, ao expandirmos a funcdo f em série de Taylor em torno do ponto 6timo z* = A~'b, que

f(x) = f@*) + (v — 2*) 'V f(2*) + ;(x — ) Az — 2%), (3.35)

emque Vf(z*) = Az* —b = AA™'b — b= b — b = 0. Logo, segue que a igualdade (3.35) é

equivalente a

flz) = f@@")+

resultando que

Entdo, devemos computar a taxa de convergéncia da sequéncia { Xy } x>0, definida pelo Algoritmo

1, como

E(f(Xy) — f(27)) < SE(lz — 27|*). (3.36)
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Por sua vez,

E(| X, —2"[) = B(|ATAX; — A70[%)
< E(lATPlAX, — b]%). (3.37)

Como definido na prova do Teorema 3.1.2, temos que Y, = AX; — b, sendo a desigualdade

(3.37) equivalente a

1
E(IXe = 2°I) < 2 B(YEl®). (3.38)
Das desigualdades (3.36) e (3.38), resulta que
1. _
E(f(X)) = f(27)) < 5A7 pE(IVil?), (3.39)

i ¢ o nimero de condicionamento da matriz A, com \ e \ positivos, maior € menor

em que p =
autovalor da matriz A, respectivamente.

Sabemos, como resultado do Teorema 3.1.2, que ||Y3]|> — 0 quase certamente, quando
k — oo, sendo necessério agora provar a convergéncia em L? da sequéncia {||Y%| }r>0, ou seja,
E(||Y%]|?) — 0, quando k — oc. Para esta finalidade, temos, por hipétese, que || X;|| < M
g.c. para todo k > 0, implicando que existe U > 0 tal que ||Y;||* < U q.c. para todo k& > 0
e, consequentemente, {||Y;||?}x>0 é uma sequéncia uniformemente integravel. Utilizando o
I

Teorema de convergéncia de Vitali e o fato de que ||Y||* — 0 q.c., quando k£ — oo, concluimos

que
E(||Y%|*) — 0, quando k — oo,

ou seja, ||Yxl| L0, quando £ — oo. Portanto, ao calcularmos a taxa de convergéncia da
E(||Y%]|?), estamos definindo a taxa de convergéncia de E(| f(X}) — f(z*)]), por meio da desi-
gualdade (3.39).

Assim, definindo V}, = E(||Y;||?) e utilizando a desigualdade (3.22), concluimos que

Vier = E(|[Yia|?)
= E(Ex(|Yen|?)
< E([(1+a}(p? + X (1+ p)) IVil® + a2 (0 + 62X (1 + p)?)no
— 26akEk(—7kTAPk)D
= (L+a}(p® + N (1+ p)*)Vi + a2 + 62X (1 + p)*)no?
+ 20axE(Bp(7f AP)). (3.40)

Contudo, partindo da definicdo de (3, equacdo (3.9), P, equacdo (3.10), v e tomando o produto
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escalar de P, com YkTA, temos que

YIAP, = Y Ay +B8.Y, AP,
Y AP
(Y FAP1)? AP,

= VI Ay + ViFAP,

= —YAY, + FAY + (3.41)

Tomando a esperanga condicional da igualdade (3.41) com relagio a .7, e sabendo que Ey (v} AP,) =
E, (VI APR,), pois E,(¢F AP,) = 0 g.c., resulta que

(Y APe—1)* | Enl& AP 1)”

E.(vFAP,) < YT AY, "
RO APy) < =Y, AY, + Pl AP, Pr AP, T

(3.42)

visto que o dltimo termo adicionado € uma varidvel aleatéria ndo negativa.

Logo, da convergéncia em L? da sequéncia {||Y;| }x>1, temos que V;, — 0, quando k& — oo,
resultando que existe M > 0 tal que Supg>1 Vi < M (este resultado também é uma consequéncia
do Teorema de convergéncia de Vitali). Em seguida, definimos k= (p* + (52X2(1 + p)?) e das
desigualdades (3.40) e (3.42) , obtemos

Vier < (14 ka2)Vi +no’ka? — 26a,E(Y,T AY,) + 20a,E (

(&h AP)?
P AP,

PT AP,

IN

<2

7o 27 2 T A Y[ P |2

(14 kai)Vi + nokay, — 26a,E(Y,; AY)) + 20axE NI
Al Pr-1

2
ANkl N| P ]I
+ 20a,E
: ( SYFouE
< (1+ %aZ)Vk + na%az — 200a; Vi + 26X pag Vi, + 26 pagno?

= (1 —20Aap)Vi + %ai(vk +no?) + 26 pai Vi, + 20 \pagno®
< (1= 2Xa,)Vi + k(M + no?)a? + 26Xp(M + no?)ay,. (3.43)

Definindo R = max{k(M +no?),20Xp(M +no?)} e @ = sup;s; ax < oo, temos, da desigual-
dade (3.43), que

Vk+1 S (1 - 2(53(%)% + Rak(l + ak)
< (1 —26Xap)Vi + R(1 + a)ay. (3.44)

- o 1
Entdo, para provarmos que V, = O ( Klogk

31‘(*3‘;3; ar = ﬁ;k para k > 3; facamos C' = 6) e 2C'# > 1. Obtendo, como uma
consequéncia da definicdo apresentada, que @ = a; < 26. Assim, para k > 3, encontramos, da

desigualdade (3.44), que

) para a sequéncia {ay }x>1, definida por: a; = 6;

Ay —

209 o
Ver < (1- YV vivRa+0)— 0
’““-( klogk) et RO+ 0) 0
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e, por indugdo, provaremos que para todo k£ > 3, temos

1
V’“:O<klogk>'

R(1+6)0
200 —1 |’

temos, para k = 2 e utilizando a desigualdade (3.44), que

Desta forma, definindo

() = max {4R9(1 +0),

Vé < (1 — 20@2)‘/2 + R(l + 0)&2, <a2 49 )

:310g3
< R(1+9)< 19 )

3log 3
1
= 4RO(1+0
(1+ )310g3
1
Q310g3'

Em seguida, utilizando a hipétese de inducdo (Vj, < ﬁ para k£ > 3), encontramos que

200\ Q 6
< (1- 146
Vi ( klogk:) rogk T U000k

Q R(1+ 0)0klogk
(klog k)2 (klogk)?

= (klogk —2C0)

Q-
(klogk)?
2C0Q

o0 (F
B (k:logk)QO e )’

R(1+6)0
B _ S
(klog k — 200 + klog k(2C6 — 1)), ( 5C0 1 S Q)

Como log (%) < 2(k — 1) log(k — 1) para todo k > 3, temos, da desigualdade anterior, que

2C0Q
k2 (log k)2
< 4C0Q log(k — 1)
— (k+1) (log(k))?

1
S A G g 1 1)

Vi < (2(k — 1) log(k — 1))

. log(k—1 - ‘1
Visto que ‘(’i(g k)z) < 1og(1i 73+ que pode ser demonstrado utilizando o fato de que a média
geométrica € menor ou igual a média aritmética e, posteriormente, que a funcio log € uma funcio
concava.

Portanto,

1
Vi _O<k‘logk‘>'
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Assim, concluimos que o método do gradiente conjugado linear estocdstico, para a
sequéncia {ay}xr>; definida acima, possui uma taxa de convergéncia superior ao método de
Robbins e Monro para problemas de otimizacdo quadraticos estocasticos, representados pela
formulagdo matematica (3.2). Pontuamos que essa sequéncia escolhida {ay }>1 ndo é a tinica
sequéncia que assegura a taxa de convergéncia encontrada, mas representa uma op¢ao dentre uma

A . . . ~ . 1
classe de sequéncias, que faz o algoritmo proposto possuir a taxa de convergéncia O (ng)

Por fim, na préxima sec¢do, sdo apresentados os experimentos numéricos, que dao indicios

do método proposto ser promissor.

3.3 Experimentos Numéricos
Nesta se¢do, é comparado o método do gradiente conjugado linear estocdstico, apresen-
tado na Secao 3.1, e o método de Robbins € Monro multidimensional.

Sao considerados 10 casos de teste para a resolu¢dao do problema

reR™

1
x* = arg min {2xTAx - :L‘TE(bx)}. (3.45)

A métrica de comparacdo escolhida para todos os casos de teste € a norma [, do erro do residuo,
v(X%) = AX) — b, para o dltimo valor de X}, computado pelo Algoritmo 1, lembrando que
b =E(b(z)) para todo x € R".

Para os cinco primeiros casos de teste, altera-se o nimero de condicionamento (p) da
matriz A do problema quadrético (3.45). Para esses experimentos numéricos, sdo definidos:
* o ponto inicial zy = (10, 10, 10);

e o valor de 6 = 1,00e-4;

* a sequéncia real positiva {ay }>1, definida por a; = 1 e a = para todo k£ > 2,

_ B
k- In(k)
com B = 1 (notemos que Y ;> a = +00 € Y p>; af < +00).

As especificidades de cada caso de teste sdo descritas a seguir, destacando que adotaremos a

nomenclatura Ber para nos referir a distribui¢do de Bernoulli.

e Caso de Teste 1

2,1000 0,0197 0,3714 65,7920 4+ &
A=10,0197 1,6747 0,3376|, b, =| 4,07138+& |, p=1,79 (3.46)
0,3714 0,3376 2,3146 —69,5091 + &3

1
em que & ~ N(0,1), & ~ N(0,4) ¢ & ~ 28er<2>.
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e Caso de Teste 2

0,4226 0,3754  0,2116 —4,4745 + &
A=10,3754 3,8560 —1,0421|, by=|—-49,8479+& |, p=29 (3.47)
0,2116 —1,0421 0,8572 91,2709 + &;

1
emque; ~ N(0,1),& ~ N(0,4) e & ~ 2Ber<2>.

¢ Caso de Teste 3

1,7375 0,6427 —0,2052 —3,7948 + &
A= 0,6427 6,1854 2,3179 |, by =[-23,3500+& |, p=1699 (3.48)
—0,2052 2,3179 1,0003 —94,8042 4 &3

1
cm que 61 ~ N(07 1)9 52 ~ N(O,4) € 53 ~ 286r<2>,

¢ Caso de Teste 4

1,1148 —0,1018 —2,8185 —66, 9390 + &
A=1-0,1018 10,2906 0,5560 |, b,=| —4,7619+& |, p=4,935e+4
—2,8185 0,5560  7,4447 07,3784 + &5
(3.49)
emque; ~ N(0,1),& ~ N(0,4) e & ~ 23er<;>.
* Caso de Teste 5
11,5170 2,3895 2,6700 —46,8584 + &
A= 223895 3,4241 0,8501|, b, =|-358530+& |, p=7,769e+7
2,6700 0,8501 0,6489 13,3855 + &3
(3.50)

1
emque §; ~ N(0,1), & ~ N(0,4) e 3 ~ 2Ber<2>.

Por sua vez, os cinco ultimos casos de teste ttm como objetivo investigar 0 compor-
tamento do método proposto — o gradiente conjugado linear estocastico — a medida que se
aumenta a dimensao (n) do problema quadratico (3.45). As particularidades de cada caso de

teste sdo apresentadas a seguir, destacando-se que definimos a sequéncia {ay }x>; como a; =1

ea, = para todo k£ > 2, sendo o valor de B especificado em cada caso.

k- In(k)
¢ Caso de Teste 6

— dimensao (n) do problema (3.45) igual a 50;
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— numero de condicionamento da matiz A p igual a 984;

— condigdo inicial Xy = (X}, ..., X}'), sendo X = 10 para todo i € {1, ...

- &= (&Y ...,&"), sendo & ~ N(0,1) paratodoi € {1,...,n};
- b= (b',...,b"), sendo b’ ~ N(0,50) paratodoi € {1,...,n};
- b, =b+&

- B =25

¢ Caso de Teste 7

— dimensdo (n) do problema (3.45) igual a 100;

— numero de condicionamento da matiz A p igual a 784;

— condigdo inicial Xy = (X}, ..., X}'), sendo X = 10 para todo i € {1, ...

- &= (&Y ...,&"), sendo & ~ N(0,1) paratodoi € {1,...,n};
- b=(b',...,0"), sendo b' ~ N(0,50) paratodoi € {1,...,n};
- b, =b+&

- B =25

¢ Caso de Teste 8

— dimensdo (n) do problema (3.45) igual a 200;

— numero de condicionamento da matiz A p igual a 1, 84e+3;

— condigdo inicial Xy = (X, ..., X{"), sendo X = 10 para todo i € {1, ...

- &= (&Y ..., &), sendo & ~ N(0,1) paratodoi € {1,...,n};
- b=(b',...,b"), sendo b' ~ N(0,50) paratodoi € {1,...,n};
- b, =b+¢&;

- B =25

¢ Caso de Teste 9

— dimensdo (n) do problema (3.45) igual a 1000;

— numero de condicionamento da matiz A p igual a 976;

— condigdo inicial Xy = (X}, ..., X7), sendo X = 10 para todo i € {1, ...

- &= (&Y ...,€"), sendo & ~ N(0,1) paratodoi € {1,...,n};
- b=(b',...,b"), sendo b' ~ N(0,50) paratodoi € {1,...,n};
- b, =b+¢§;
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- B =25

¢ Caso de Teste 10

dimensao (n) do problema (3.45) igual a 2000;

nimero de condicionamento da matiz A p igual a 8, 41e+3;

condigdo inicial Xy = (X}, ..., X}'), sendo X} = 10 paratodoi € {1,...,n};
- &= (&Y ...,&"), sendo & ~ N(0,1) paratodoi € {1,...,n};

- b= (b}, ...,b"), sendo b' ~ N(0,50) paratodoi € {1,...,n};

-b,=b+&;

- B =25

Apresentam-se os resultados dos experimentos numéricos para os casos de teste definidos
acima nas tabelas 1 e 2, comparando os métodos de Robbins e Monro (gradiente estocéstico,
caso multidimensional abordado em (BLUM, 1954b)) e o gradiente conjugado linear estocastico,
Sec¢do 3.1. Pontua-se que GCLE ¢ o acronimo para o método do gradiente conjugado linear
estocéstico, proposto na Secao 3.1. Além disso, os acronimos M e DP representam a média e o

desvio padrdo, respectivamente, do nimero de vezes que cada caso de teste foi executado.

Os resultados dos 8 primeiros casos de teste sdo abordados na tabela 1, em que realizamos
um total de 100 execugdes para cada caso, alterando o nlimero maximo permitido de iteragcdes
(max_iter, Algoritmo 1): 500 iteracdes; 5.000 iteracdes; 50.000 iteragdes; a fim de verificar a

sua influéncia na convergéncia para o ponto 6timo.

Para os dois primeiros casos de teste, nota-se uma pequena diferenca de convergéncia
entre os métodos do gradiente conjugado linear estocéstico proposto e o método de Robbins e
Monro, que é fortemente acentuada a medida que, mantendo a dimensdo do problema quadratico
(3.45) (n = 3), aumenta-se o nimero do condicionamento p da matriz A, tornando-a uma matriz
mal condicionada. Como pode ser averiguado para os casos de teste de 3 a 5, apesar do mal
condicionamento da matriz A, o método proposto mantém a convergéncia para o ponto 6timo
desejado, solug@o do problema (3.45). Uma observacao importante a ser realizada € que para
o caso de teste 5, que apresenta nimero de condicionamento da matriz A igual a 7, 769e+7, o
método de Robbins e Monro converge prematuramente, enquanto o método proposto tende a

convergir para o ponto 6timo desejado.

Outro ponto de atencdo € o método iterativo de Robbins e Monro divergir para os casos
de teste 6 a 8, nos quais se aumentou a dimensao (n) do problema quadrético (3.45), enquanto o
método proposto apresenta sinais de convergéncia ja para o nimero maximo de itera¢des igual a
5.000.

Por sua vez, os resultados dos dois ultimos testes sdo abordados na tabela 2, visto que,

por se tratar de um problema quadratico (3.45) em dimensao elevada (acima de 500 varidveis),
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€ necessdrio aumentar o nimero maximo de iteracdes (max_iter, Algoritmo 1) para 5.000
iteragoes, 50.0000 iteragdes e 500.000 iteragdOes. Além disso, optou-se por reduzir o nimero
méximo de execugdes para 20, visto que realizar operagdes algébricas e, principalmente, gerar
ndmeros aleatérios em dimensao elevada sao processos de alto custo computacional, gastando-se

mais tempo por iteracdo para suas realizagoes.

Novamente, como nos casos 6 a 8, o método de Robbins e Monro divergiu para os casos
9 e 10, fato que pode estar atrelado a sequéncia {ay } > escolhida. Entretanto, mesmo para esta
sequéncia ({ay }x>1) € com a dimensdo elevada, o método proposto, gradiente conjugado linear

estocdstico, converge para o ponto 6timo desejado.

Um teste em maior dimensao € realizado no caso 10, considerando a dimensao do
problema quadratico (3.45) igual a 2.000 e o nimero de condicionamento da matriz A igual a
8, 41e+3, ou seja, a relagdo entre o maior autovalor e menor autovalor da matriz A € 8, 41e+3.
Entdo, ao se analisar a dltima linha da tabela 2 é constatado que o nimero médximo de iteracdes
igual a 5.000 ¢ insuficiente para essa dimensao e condicionamento, sendo necessdario, a depender
da precisdo exigida das respostas, aumentar o nimero miximo de iteracdes permitido, como

pode ser conferido nas colunas para os valores de 50.000 e 500.000 iteracdes.
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Tabela 1 — Resultados dos experimentos numéricos para os 8 primeiros casos de teste definidos

no inicio desta Secdo 3.3, comparando os métodos de Robbins e Monro e o gradiente
conjugado linear estocdstico. Nesta tabela, GCLE € o acronimo para o método do
gradiente conjugado linear estocdstico, proposto nesta tese na Sec¢do 3.1. Além disso,
os acronimos M e DP representam a média e o desvio padrdo, respectivamente. Ja
NA significa que o resultado numérico tendeu para +oc.

Comparacao entre os métodos Estocasticos (100 Execucdes)
Numero de Iteragdes
| 500 | 5000 | 50000
Casos de Testes | Método Numérico M DP M | DP M DP
| GCLE 0,05 {0,021 0,02 0,010,005 ]|0,001
Robbins e Monro | 0,07 | 0,04 | 0,03 | 0,01 | 0,009 | 0,004
) GCLE 0,07 [ 0,04 | 0,02 | 0,01 | 0,007 | 0,003
Robbins e Monro | 0,16 | 0,03 | 0,03 | 0,02 | 0,01 | 0,006
3 GCLE 0,31 [ 0,06 | 0,05 | 0,02 0,014 | 0,007
Robbins e Monro | 47,7 | 0,5 | 38,06 | 0,02 | 28,74 | 0,01
4 GCLE 0,58 [ 0,15 0,11 [ 0,04 | 0,04 | 0,01
Robbins e Monro | 36,1 1,1 | 30,05 | 0,02 | 29,88 | 0,01
5 GCLE 245 | 1,6 | 0,74 | 0,27 | 02 0,1
Robbins e Monro | 25,49 | 0,2 | 25,49 | 0,01 | 25,49 | 0,004
6 GCLE 0,41 | 0,07 | 0,13 | 0,02 | 0,044 | 0,008
RobbinseMonro | NA | NA | NA | NA | NA NA
7 GCLE 045 (0,07 0,16 | 0,02 | 0,05 | 0,01
Robbinse Monro | NA | NA | NA | NA | NA NA
3 GCLE 0,54 | 0,07 | 0,19 | 0,02 | 0,061 | 0,007
Robbinse Monro | NA | NA | NA | NA | NA NA
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Tabela 2 —

Resultados dos experimentos numéricos para os ultimos 2 casos de teste definidos no
inicio desta Se¢do 3.3, comparando os métodos de Robbins e Monro e o gradiente
conjugado linear estocdstico. Nesta tabela, GCLE ¢é o acronimo para o método do
gradiente conjugado linear estocdstico, proposto nesta tese na Sec¢do 3.1. Além disso,
os acronimos M e DP representam a média e o desvio padrdo, respectivamente. Ja
NA significa que o resultado numérico tendeu para +oc.

Comparagao entre os métodos Estocdsticos (20 Execucdes)

Numero de Iteragdes

\ 5000 50000 500000

Casos de Testes| Método Numérico M DP M | DP M DP

9

GCLE 0,57 | 0,04 0,2 | 0,02 | 0,064 | 0,003
Robbins € Monro NA NA NA NA NA NA

10

GCLE 1,37 0,12 | 0,75 | 0,02 | 0,413 | 0,007
Robbins e Monro NA NA NA NA NA NA
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4 O Gradiente Conjugado Nao-Linear
Estocastico

Nesse capitulo desenvolvemos o método do gradiente conjugado ndo linear estocéstico,
Algoritmo 2, a fim de solucionar problemas estocasticos, formulados matematicamente por:

r* = arg min f(x); 4.1)

rEeR™?

em que f(x) = E(g(z,¢)), g : R* x R — R, £ € uma varidvel aleatéria (£ : 0 — R), com
(Q, Z#.P), o espago de probabilidade. Para as analises de convergéncia quase certa e taxa de
convergéncia do método proposto a solugdao do problema estocéstico (4.1), iremos adotar que
f : R™ — R possui gradientes que sdo L-Lipschitz, entre outras conjecturas que sdo tratadas
na Hipodtese E. Essas andlises t€ém como referéncia os artigos (BLANCHET et al., 2019) e
(PAQUETTE; SCHEINBERG, 2020), que abordam os casos de regido de confianca e gradiente
estocdstico utilizando busca em linha, respectivamente, e as propriedades de supermartingales

ndao negativos, tratadas no Capitulo 2.

O método do gradiente conjugado nao linear estocdstico exige, para as andlises de
convergéncia e taxa de convergéncia, que o valor estimado do gradiente de f(z), gk, seja
"préximo" do valor real do gradiente V f(xy), em que z, € o ponto no espago R™ gerado pelo
Algoritmo 2 no iterando k. Exigéncia semelhante € realizada para as estimativas de f nos pontos
da sequéncia {zy }r>0, gerados pelo algoritmo proposto. As terminologias que quantificam o

termo "proximo" sdo definidas ao longo da Sec¢do 4.2.

Uma forma de obtermos boa precisdo na estimativa de f(z) é amostrando g(z, ) uma
quantidade finita de vezes, mantendo z fixo, e calculando a média aritmética dos valores amostra-
dos. Procedimento semelhante pode ser adotado quando temos disponivel a informagao do gradi-
ente de f(z), V f(x,), imerso em ruido, e.g. V f(xy; &) = Vf(zg) + &, com &, = (&), ..., &)
e E[¢!] = 0 parai = 1, ...n. Caso contrdrio, quando ndo temos acesso a V f(zx; &,), podemos
estimar V f(xy) por meio das técnicas de aproximagdo por diferengas finitas generalizada (LIU,
2009). Técnicas com o objetivo de estimar o tamanho das amostras, a fim de atender a Hipdtese
G, tratada na Secdo 4.2, sdo apresentadas e analisadas em (TRIPURANENI et al., 2018), (BOL-
LAPRAGADA; BYRD; NOCEDAL, 2018), (FRIEDLANDER; SCHMIDT, 2012) e (TROPP et
al., 2015).

Por fim, dividimos o presente capitulo em cinco se¢des, a primeira secao € destinada
a abordar os conceitos e propriedades da teoria da probabilidade, que serdo utilizados para as
demonstracdes da andlise de convergéncia quase certa, desenvolvida na Sec¢do 4.2, e para a
analise da taxa de convergéncia do algoritmo proposto, abordada na Secdo 4.3, as quais nao

foram mencionadas no Capitulo 2. Em seguida, na Secdo 4.4, apresentamos uma aplica¢ao
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direta do Algoritmo 2, demonstrando a convergéncia a solucdo de um problema de otimizacao
ndo linear deterministico e, na Secdo 4.5, mostramos uma aplicacdo numérica desse algoritmo

desenvolvido.

4.1 Fundamentos Matematicos

Apresentamos nesta secao as principais defini¢des, hipéteses, lemas, proposicoes e teore-
mas que sao utilizados no decorrer desse capitulo, para as andlises de convergéncia quase certa e
taxa de convergéncia do Algoritmo 2, o método do gradiente conjugado ndo linear estocéstico.
Sao apresentadas no Apéndice A as demonstracdes desses lemas, proposicdes e teoremas tratados

nessa parte do texto, uma vez que sao resultados gerais da teoria da probabilidade.

Sejam {€2,.%, P} um espaco de probabilidade e { Py, o7 }r>o um processo estocdstico
definido nesse espaco, tal que ®, e o7, sdo varidveis aleatdrias ndo negativas para todo k£ > 0.
Além disso, seja { W} }r>0 uma sequéncia de varidveis aleatérias definidas nesse mesmo espaco

de probabilidade, tal que W, = 1 e, para todo £ > 0, temos
PWin=1F)=p e PWi=~-1]%)=1-p, 4.2)

em que F; = o({®;, o, W;}=F) e p € [0, 1]. Como consequéncias da defini¢do da {W}, }x>0

e da expressdo (4.2), obtemos que essa sequéncia de varidveis aleatérias € mutuamente in-

dependente e que W, é independente de {®;, M}Ezlg’l. Notemos que podemos interpretar o
processo { W} } x>0 como sendo um passeio aleatério, classificado como: simétrico, se p = 5;

ndo simétrico, caso contrario.

Por fim, definamos {7, }.~o, uma familia de tempos de parada com relag@o a filtragdo

{%1 } k>0, indexada pelo conjunto R, e a Hipétese I.
Hipdtese I. Temos que:

L.i) Existe uma constante A > 0 € %00 = V™%, COM jimay € Z € Fj, < Himae para todo
k> 0;

Lii) Existe uma constante o = yeMNe, com Je € Z_ U {0}, tal que para todo k > 0, temos

ﬂ{re>k}%+l > ]1{7-5>k} min(&%ke)‘w"'“,ﬁ), 4.3)

1
em que Wy satisfaz (4.2) com p > 5;

Liii) Existe uma fun¢io nio decrescente h : [0,00) — (0, 00) e uma constante positiva © tal

que, para todo k£ > 0, temos
Lo B ®ri | Fi) < Loy @ — Lok OR( ). (4.4)

]
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A Hipétese Lii significa que o7, sempre tende a crescer quando estiver abaixo de 7. J4
a Hipétese Liii menciona que, enquanto ndo pararmos (1 ..~xy = 1), ®54; tende a decrescer
na média ©h(47,) em relagdo ao iterando corrente Py, tendo toda a informagado gerada até o

iterando corrente, .7}, conhecida.

Portanto, enfatizamos que nosso objetivo nessa se¢do é limitar E(7.) em termos de h(<7),

1 . ‘s o
supondo que p > 3 ({ Wy }k>0 € um passeio aleatdrio assimétrico).

Assim sendo, definiremos um processo de renovagio { Ay } x>0 , em que as renovagdes
ocorrerdo sempre que <7, > /. Com essa finalidade, definamos, primeiramente, a sequéncia de

varidveis aleatdrias { Zj }x>¢ como:

ZO = je;
Zppr = min(Zy + Wiy, je). 4.5)

Percebamos que o processo { Z } x>0 € 0 processo de nascimento-morte no conjunto {k : k < j.}.

Podemos também interpretar {7 },>o como uma cadeia de Markov com barreira reflexiva
(Capitulo 8 de (SHIRYAEV, 2016)) em j.. Como p > ;, temos que o estado j. € um estado
recorrente positivo, o que torna toda a cadeia de Markov uma cadeia recorrente positiva. Além
disso, dada a caracteristica recorrente do estado j., temos que P(Z, = j. i.v. (infinitas vezes)) =
1. Ademais, da desigualdade (4.3), podemos afirmar, utilizando indu¢do em k, que, para todo
k>0
Loy @eyr > Lirswy min(&fke)‘w’“+l,£f7)

= P (4.6)

A seguir, definamos o processo de renovagdo { Ay } x>0 como
Ag = 1,
A, = inf{m > Ay 1: Z, = j.}, 4.7

que apresenta, de forma indireta, em quais iteracdes ocorre que %%, > </ no evento {re > k}.
Definamos o processo {7 }r>1, que representa o tempo entre chegadas, ou seja, o tempo entre

renovagdes do processo { Ay }x>0, cOMo
T = An — Apn_1, (4.8)
e, por fim, o processo de contagem,
N(k) = max{n: A, <k}, 4.9)

que quantifica o nimero de renovacdes que ocorrem até o instante k.

Portanto, dadas as defini¢des de todos os processos estocdsticos com que iremos trabalhar

ao longo desta sec¢do, enunciamos e demonstramos, no Apéndice A, algumas propriedades que
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sdo importantes para alcangarmos o objetivo desta parte do texto, que é limitar E(7,) em termos

1
de h(</), supondo que p > 5 na relagdo (4.2).

O Lema4.1.1 é uma consequéncia direta de { Zj },>1 ser um passeio aleatdrio assimétrico
1
(p > ) na relagdo (4.2)) e das defini¢des dos processos { Wi tr>1, { Ak fr>1 € {7k }x>1, que limita

a esperanga do tempo entre renovagdes, Ty, equacdo (4.8), do processo { A }r>1.

Lema 4.1.1. Seja {71, }r>1 0 processo que representa o tempo entre chegadas do processo de

renovagao { Ay }r>o0, definido em (4.8). Entdo, para todo n € N, temos:

Elr) =p+ (1 + )(1 —p) =1L (4.10)

2 — 1 T -1

Demonstragcdo. Ver Apéndice A, Lema A.0O.1. O]

Adiante, o Lema 4.1.2 limita superiormente a esperanca do ndmero de renovacdes NV

imediatamente antes do tempo de parada 7., E[N (7. — 1)].

Lema 4.1.2. Considerando os processos estocdsticos { .} k>0, { Ak }e>0, { Pk br>00 {7k b1,
{Wk b0 {Zk}e>0, {N (k) }i>1 € {7 fes0 definidos acima e as defini¢oes de © e h, fornecidas

na Hipotese I, entdo

E[D]
EN(T.—1)+1] < o)’

Demonstragdo. Ver Apéndice A, Lema A.0.2. 0

A proposicao a seguir € uma variacdo do Teorema da Identidade de Wald. Este teorema,
que € uma aplicacdo do teorema da parada opcional, diz "que sob certas condicoes a média
da soma de uma quantidade aleatoria de parcelas aleatorias é a média das parcelas vezes o
niimero médio de parcelas- Se¢ao 12.3 do Capitulo 12 de (ROLLA; DELIMA, 2024). Entretanto,
como consequéncia do mencionado anteriormente, € comum na literatura exigir que uma dessas
condi¢des (hipdteses) seja que o tempo de parada, com relacdo a filtragao natural, seja integravel,
implicando que o tempo de parada seja finito quase certamente. Portanto, visando suprimir essa

condic¢do, temos a proposicao 4.1.3.

Proposicao 4.1.3. Identidade de Wald

Seja {Yi}k>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes tais que: P(Y), €
[0,+inf]) = 1 para todo k > 1; E[Yy] = ug, com uy € [0,+inf] para todo k > 1; e T
um tempo de parada em relacdo a filtragdao natural. Definamos Sy, = Y1 + ... + Yy, Sop = 0,

Sk = 1 + ... + pg. Entdo

E[S;] = E[s,] @.11)

Demonstracdo. Ver Apéndice A, Proposi¢ao A.0.3. [
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Como observagdes importantes da Proposicdo 4.1.3, temos que:

* se ux = p paratodo k > 1, entdo E[S;| = uE|[7];

*sepup = pu = 0 paratodo k > 1,entdo Y, = 0 q.c. paratodo k > 1e S, = 0 q.c.,
resultando que pE[7] = 0, mesmo que E[7] = o0;

* se P(T =0) = 1, entdo uE[7] = 0, mesmo que p = oo.

Uma pergunta interessante a ser feita € o motivo de ndo ser conveniente considerar
que a esperanca do tempo de parada seja finita, ou, até mesmo, considerarmos algo menos
restritivo, que o tempo de parada seja finito quase certamente. Ora, como iremos propor na se¢ao
seguinte um método de otimizacdo estocdstico que ird gerar processos estocasticos, se adotarmos
a hipétese retirada, ndo precisariamos demonstrar a convergéncia quase certa, pois herdariamos

a conclusdo do fato de todo tempo de parada ser finito quase certamente.

Por fim, no Teorema 4.1.4, sintetizamos, utilizando os lemas e proposi¢cdes anteriores, o

objetivo desta secao.

Teorema 4.1.4. Considerando os processos estocdsticos { % } k>0, { Ak }k>0, { Pk tr>0, {7 Jr>1,
{Wites0, {Zx >0, {N (k) }i>1 € {Te}es0 definidos acima, se a Hipdtese I é satisfeita, entdo
P E[®

Elre =1l = 5= 10h(e)

Demonstragcdo. Ver Apéndice A, Teorema A.0.4. [

4.2 Convergéncia Quase Certa do Método do Gradiente
Conjugado N&o Linear Estocastico

Para andlise de convergéncia do Algoritmo 2, iremos supor a seguinte hipdtese na fung¢ao
ndo linear f, problema (4.1), que € comum ser utilizada para a prova de convergéncia dos

métodos de gradiente conjugado nio lineares deterministicos.

Hipétese E. O gradiente de f, V f, é L-Lipschitz continuo, ou seja, existe L. > 0 tal que
IVf(z) =Vl < Lile—yll, Va,yeR.
Além disso, existe um Unico x* € R" tal que:

* fmin = f(z*) < f(x) paratodo = € R™;

* Vf(x) =0 se, e somente se, x = z*. O



Capitulo 4. O Gradiente Conjugado Néao-Linear Estocdstico 80

Algoritmo 2 Método do Gradiente Conjugado Nao Linear Estocéstico

Entrada: 7o € R, v > 1,0 € (0,1), thnaz > 0, K3 > 1, ap = 770 ay (com jy € Z_), 62,
€ >0, max_iter e Ne k = 0.
Saida: X (solugdo aproximada do problema ndo linear estocastico).
enquanto k < max_iter faca > xrepeticdo
Passo 1: Computar a estimativa do gradiente de f(xy), g, satisfazendo a Hipétese G;
Passo 2: Computar o coeficiente de conjugagdo 3;;

0, sek =0
T
Br=1q 1 oy ;
g b\ U1~ 2pg—1 | kb u gr, sekeN
k k
em que:
(e T
k — T )
Pr-1Yk-1, c.C.

Ye—1 = 9k — Gk—1-
Passo 3:
Computar a dire¢do de busca py;

Pk = —gk + B pr_1,

c

_ grl| _ _ _

i, HpHp se el < Kullgel

Pk = Dk, se KngkH <pr < KZHQI:H ,
_ gk B _ _
95 e lml > Ballgal
™
com K; = —.
8

Passo 4: Definamos s, = agpy;
Passo 5: Computar a estimativa da fungdes de f(zy) e f(xx + sk), fx € fi, respectiva-
mente, com base em g, g € xy, satisfazendo a Hipétese G;
Passo 6: Atualizar ponto corrente € parametros do proximo passo;
se £ < fr + gl pr entdo
Tpy1 = T + Sk» Ok = MIN{ s, YO }> Gk—1 = Gr» Pe—1 = Pr; > Sucesso
se —aglpy > 7 entdo
Op = V0% > Passo Confidvel
fim se
se —agl pr < 07 entdo
O =100 > Passo Nio Confidvel
fim se
senao
Th1 = Ty Q1 =7 Loy, O3y = 7100 > Insucesso
fim se
k=k+1
fim enquanto
Faca X = z;, >
final
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O Algoritmo 2 gera uma sequéncia de elementos aleatérios { G, Xy, B,JCV Sk, e, Pr, Ay,
FY F¢}rso cujas respectivas realizagdes sio Gi(w) = g, Xp(w) = 2, BY (w) = 8V,
Sk(w) = sk, Fi(w) = ap, Pe(w) = pr, Ap(w) = 0, FY(w) = fil e Fi(w) = f{, em que
w € Q, sendo (€2,.%, P) um espago de probabilidade, em que os elementos aleatérios definidos
acima estdo bem definidos. Na Tabela 3 estdo descritos os parametros do algoritmo proposto e
seus significados. O principal objetivo nesta secdo é mostrar que, sob certas hipdteses a respeito
de {Gr}i>0 € {F?, F} }e>o0, teremos que V f(X;) — 0 quase certamente quando k — oo.
Definamos F") = o ({G;, FY, FeYE0") e Fi00 o = o({GiYizh U {F?, Ff}=6 ") para todo
k € N e, para fins de completude, definimos .Z %" = ¢ (). Entdo {Z '} é uma filtragdo
do espaco de probabilidade (2, .7, P).

Tabela 3 — Significados dos pardmetros do algoritmo 2.

Parametros | Significado

To Condicao inicial

y Coeficiente de atualizagdo dos parametros oy, € 07

0 Constante da Condigdo de Armijo (f < fi + Oagl pr)

Oz Maiximo comprimento de passo permitido na direcdo py, na iteracao k
Qg Passo inicial na dire¢do py = —go

o2 Raio inicial de confianca utilizado na Condic¢ao G.iii, da Hipdtese G
K, Constante que limita a norma de p; em relacdo a norma de gy,

€ Constante que nao permite divisdo por zero

max_iter | Ndmero maximo de iteragdes

A seguir, iremos mensurar, na Defini¢do 3, a precisdo da estimativa de G em relag¢do ao

gradiente da fungdo f(X}), V f(Xx), no ponto corrente Xj.

Definicio 3. Dizemos que a sequéncia de vetores aleatorios {Gy,} >0 € pg-probabilisticamente
kq-suficientemente precisa em relagdo as sequéncias { %, Xy } x>0, geradas pelo Algoritmo 2, se

existir uma constante k:g > 0, tal que:
P(L | 707) = E(1y, | F77) = by
em que:
L, = {l|Gx — V(X)) < k| G|}
ep,y € 10,1]. m
De forma andloga, precisamos mensurar a precisdo das estimativas das varidveis aleato-
rias F e F, em relagdo aos valores reais f(Xy) e f(X. + Si).

Definicio 4. Dizemos que a sequéncia de varidveis aleatdrias { F}, F}{ } x>0 é ps-probabilisticamente
€ s-suficientemente precisa em relagdo as sequéncias {7, Xy, Sy, } k>0, geradas pelo Algoritmo

2, se existir uma constante e; > 0, tal que:

P(‘]Jk | ﬂ’,f,ﬁ) = E@Jk | %ﬁfz) > py,
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em que:
T ={|F = f(X)| < ;2N Grll* e [Fy = f(Xi + Si)| < er.94| G|}

epy & [O, 1]. [

Além disso, para as provas de convergéncia, adotaremos que as sequéncias { Gy } x>0 €

{FY, F§}r>0, geradas pelo Algoritmo 2, satisfazem a Hipétese G.
Hipétese G. Temos que:

G.i) A sequéncia estocastica { G}, }1>0, gerada pelo Algoritmo 2, é p,-probabilisticamente -
suficientemente precisa em relagdo a sequéncia {.27;, X } ;>0 para algum p, suficientemente
grande pertencente a (0, 1];

G.ii) A sequéncia estocastica { F}?, F } x>0, gerada pelo Algoritmo 2, é p f-probabilisticamente

. . 30K
¢ s-suficientemente precisa em relacdo a {.<;, Xy, Sk x>0, para algum e; < — 2L em que
- 16002 K2

_ 7
K, = 3 e py € suficientemente grande tal que p; € (0, 1;

G.iii A sequéncia estocdstica {FY, F} }1>0, gerada pelo Algoritmo 2, satisfaz a condi¢do de

k ¢-variancia para todo k > 0, ou seja,

EIF; — (X + S | FE) < max (k32| VF(X) |, %)

e
E[|F — f(Xo)? | Fils] < max{k7of?||V F(Xu)l|*, 6° A%}
em que 0 = @ 0
Ky

Logo, como consequéncias das defini¢cdes apresentadas e da Hipétese G, temos:

E(Lo, | Z07) > pypy; (4.12)
E(Ligan, | Z077) <1 -1y (4.13)
E(]lJ]z ﬁ,&f) <1-—p;. (4.14)

Da Condig¢ao Ge.iii da Hipétese G vem o seguinte lema.

Lema 4.2.1. Seja satisfeita a Condicdo G.iii, da Hipétese G, sejam {Gy,, BY , Py, Sk, &, FY, F¥, X3 }r>0
os processos estocdsticos gerados pelo Algoritmo 2 e sejam { F}, F } 1o estimativas p - proba-
bilisticamente precisas de [ avaliadas nos pontos X, e X, + Sy, respectivamente. Entdo, para

todo k > 0, teremos:

E 15| Fy + f(Xi + S0l | Z00,] < (1= pp)? max{ky ]| VF(X,)|2, 047}, (4.15)
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E Ly FY = fX0)| | F4a] < (1= pp)2 max{kp k[ VF(Xi)|%, 047}, (4.16)

em que 0 = 9%.

Demonstragdo. A demonstracao serd apresentada para a ultima desigualdade do lema, devendo

ser apenas replicada para a primeira desigualdade.

Notemos que: pela desigualdade de Holder, temos:
1 1
G, 2 G, 2
(Bl | 7)) (BUR — (X0 | Fi015))

(1= pp)} (max{k2a72V £(X0) |, 62A0}) "
(1 —pp)? max{kp.al|V f(X0)|?, 042},

E [njlg

F = f(X0)| | F7]

IN

IN

Na segunda desigualdade acima, utilizamos a relagdo da Condi¢do G.iii, da Hipétese G, e que
E(1y

ﬁ,f_lf) < 1 — p; para obtermos a conclusdo desse lema. [

Assim, enunciaremos nosso primeiro teorema.

Teorema 4.2.2. Sejam {Gy}i>0, { Py }r>0 gerados pelo Algoritmo 2. Se { By } >0 for definido

conforme o Passo 2 do algoritmo 2, entdo, para todo k > 0, temos
T 7 2
Gy, Px < _§||Gk|| : (4.17)

Demonstracdo. Dado qualquer w € €, temos que g = Gr(w), pr = Pr(w) e B = BY (w) as

realizagdes, entdo separemos a demonstracdo em dois casos.
e Se k = 0, temos:
910 = gy (—90) = —llgolI*.
¢ Se k € N, temos

g = gt(—gx+ B pr-1)

T o\ T
Pr—1 [ bryp—1 — 2p_ _
_ _Hng2+gkbk 1( kYk—1 bk 1|1l ) "
k k
2
—52llgx 1 + (97 e ) (9F v )b — 2(9f i) lleal®

bi

Definamos

b,

p=g0k € V= 298 Pr1)Yr1
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e substituindo na igualdade anterior, temos:
v
—Allull? = L
lua® = 55 +
b2

L
—alP? = 2L S (el + 1)

g/:fpk =

- 2b2|mr|2

_ 2
= Lol

Notemos que na desigualdade acima, utilizamos que p?v < — (||,uH2 + ||v| ) para finalizarmos

a demonstracdo desse teorema. [
Temos, como consequéncias diretas do Teorema 4.2.2, que, para todo k£ > 0:

* pr # 0 sempre que g; # 0, consequéncia direta da desigualdade (4.17);

7
. g|| gl < -Schwarz na desigualdade
“4.17);
9k Pi 7
o JRIE < , lembrando que, no Passo 3 do Algoritmo 2, temos que ||px| <
(Al 8Ky

K5||g|| para todo k > 0.

A ultima consequéncia implica que o angulo formado entre p; e —g, € agudo em todas as

iteragoes.

Dessa forma, temos que a Hipotese H apresentada a seguir € satisfeita para todo iterando
k> 0.

Hipoétese H. Temos que:

H.i) Existe uma constante 5 > 0, tal que a dire¢do de busca, pg, e o gradiente estimado, gy,

satisfazem, para todo k£ > O:

T
HQkHHPkH
emque 3 = —.
que 3K,
H.ii Para todo & > 0,
Killgull < llpell < Kol gxll, (4.19)

_ 7
sendo K; = 3 O
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A seguir iremos enunciar e provar cinco lemas que sdo fundamentais para a demonstracao
de convergéncia quase certa e andlise da taxa de convergéncia do Algoritmo 2, o método do

gradiente conjugado ndo linear estocdstico. Iniciamos no Lema 4.2.3, que diz que se a estimativa

do gradiente de f(zy), gx, for ky-suficientemente precisa, entdo || gx|| ¢ limitada inferiormente.

Lema 4.2.3. Se gy, é k,-suficientemente preciso, entdo

19/l _

4.20
o g < ol (420

Demonstragdo. Da desigualdade triangular e da defini¢do de g, ser k,-suficientemente preciso,

temos:

IV @l = llgell < IV £ @l = lgell] < 1V F@n) = gill < kgellgell,

implicando em

IVF@i)ll < (1 + kgan)llgrll < (1 + kgamaz)[[grll-
Assim, concluimos que a relagdo (4.20) € satisfeita. O

O Lema 4.2.4, apresentado a seguir, nos diz que, se temos uma boa estimativa do
gradiente de f(xy), gx, € boas estimativas da fun¢do f nos pontos zj, e x5, + g, entdo teremos
que fi < fi + Oargl pr, ou seja, o Passo 6 do Algoritmo 2 terd sucesso sempre que tivermos

pequenos comprimentos de passo.

Lema 4.2.4. Sejam gy, estimativa k,-suficientemente precisa do gradiente de f no ponto xy,
pr satisfazendo a Hipdtese H, [} e fi €;-estimativas precisas de [ nos pontos xy, e vy, + s,

respectivamente. Se

1 —
o < Al — ) 4.21)
LK2 2€f
oty TR

7
ent que 6 = 87, entdo teremos na k-ésima lteragdo um passo de sucesso ou, eqmvalentemente,
2

fi < fR+ Oonglpr.

Demonstracdo. Tendo em vista que o gradiente de f € lipschitziano, utilizando a desigualdade
de Cauchy-Schwarz e o fato de g, ser uma estimativa k,-suficientemente precisa do gradiente de

f no ponto xy, temos
L
flaw+se) < flae) + Vf(ze) s+ §Oéi||pk”2
L
= fla) + an(Vf(xr) — ge) oo + g e + §a;3||m||2
T L 2 2
< flar) + arl|(V (@) — gi) llloell + argy pr + §%||Pk||

L
< flan) + koo llgnllllpell + cngips + Seaillpel* (4.22)
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Em seguida, como temos que f,g e fi sdo estimativas €s-precisas de f nos pontos zj, € xj + sy,

respectivamente, obtemos da desigualdade triangular e da relacao (4.22),

fi—eoillael? < floe+se) — fi + fi

L
< flan) = fi + S+ kil gnllllpell + cngipe + S aillpll®

IN

L
eraillgell” + fil + kool gellllprll + awgic i + S acllpel®,
resultando que

s 0 2 2 2 T L 2 2
fi—fe = 2e50illgell” + kocillgellllpwll + argi pr + S aicllpxl

2e L -
< ?f\!gk!\ k]l + kga gl lpell + angi pr + §KzainkH gl
1

2e L
= i ko + 5K ) lolllgnll + ongi v (4.23)
K, 2
1
Como o Teorema 4.2.2 é vilido, para todo iterando k, entdo ||pk|l||gr| < _ngpk’ e da
desigualdade (4.23) resulta que
a? (2e L -
iR < —616([{ + kg + 2K2>9;:§pk + Qwgp P
(093 2€f L -
= O (1 — F <f21 -+ kg + 2K2>>ggpk
E, se
X 501 6)
b= 26f L -
— 4+ kg + - K,
1 2
entdo fi < f{ + Oorg) pr. O

O Lema 4.2.5 a seguir menciona que, havendo boas estimativas da funcio f nos pontos
T, € Ty + Sp € passo aceito com sucesso (i < fY + Oaygl pr) entdo a fungdo f decrescerd. Note
que, nesse lema, ndo ¢é exigido que a estimativa do gradiente de f(x;) seja k,-suficientemente
precisa.
30K,
16000 K

precisas de f nos pontos . e xy + Sy, respectivamente. Se o iterando for aceito com sucesso

Lema 4.2.5. Sejam ¢; < , pi satisfazendo a Hipdtese H, f} e f; estimativas € -

(f2 < f2+ Oarglpr), entdo ocorrerd um decréscimo no valor de f, ou seja,

0K
Flape) < flaw) — T}gakﬂgku? (4.24)
2

E, se o comprimento de passo for confidvel (—axgip, > 62 = 67 1= v0%), entdo

0 0

f(xrgr) < flan) — EangkHz - 47—(25137 (4.25)
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_ K
sendo que 0 = o—"L.
Ky
Demonstragdo. No iterando k, o passo é aceito com sucesso (0 < — f + 2 + Oax gl py) € temos
que f{ e f; sdo estimativas e;-precisas de f nos pontos xy e xy, + sy, respectivamente. Além
disso, a Hipotese H.2 € satisfeita. Entdo

IN

flxe+ 1) — fi + fi + Oonglpr — flaw) + fa)

f(zx + sk) (

f(ax) + 2e5ai || gill® + Oang i
(
(

IN

IN

fak) + 2epa || gill* — O BK gl
f

IN

Ik) — <HBK1 — 2'5f05max) ||gkl|2

7
Logo, visto que = ——, temos
g que [3 Y

79[( 1

_(QﬁKl — QEmeM) i + 2€ £ Olmaz
< _79{(1 23904771(11[5’1
- 8K, 160002 Ko
2K,
Portanto, definindo 6 = 9 ——_ temos
2
QOék 2
fxp +sk) < fla) — i”g .

Para a demonstracdo da desigualdade (4.25), basta notar que:

Qak Qozk Qc)z;C
— loel* = ——llgell* — —~llgull”
H(Ik 2 é
< — —6;.
< =l 1K,
Pois, da desigualdade de Cauchy (—gi pr. < ||g|lllpxl)s
Gak éak —
7 leel® = = gl (= Kallil)

Gak

< _

< 4K2||9k||( &)
QOék T

<

> 4K29kpk
962

<

- 4K2

Na ultima desigualdade, utilizamos o fato de que o comprimento de passo é confidvel, equivalente

a afirmar que —ay gl pr > 07, O
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O lema a seguir nos diz que em iteragdes aceitas com sucesso, teremos uma variagao do

gradiente de f limitada.

Lema 4.2.6. Seja o Passo 6, da k-ésima iteracdo do Algoritmo 2, bem-sucedido (fi < f? +

Oargl pr). Sabendo que a direcdo de busca, py, satisfaz a Hipotese H, entdo
IV f @) |” < 2(L2ai K3l gell” + IV £ (@)]1). (4.26)

Em particular, a seguinte desigualdade é satisfeita

1 _ 1
feona |91 ar)P = axl 9@ < 2 (@ KZal? + 5V F0)IP). 620

Demonstragdo. Pela hipotese do gradiente ser Lipschitz, obtemos que
IVf(@r)l] = IV f @)l < Lo |[pell,
resultando que
IV f(@rs) |l < Lawllpell + IV f (i)l
Visto que a Hipdtese H.ii é satisfeita, entdo

IV f (@)l < LEsallgill + 1V f ()

e, utilizando a desigualdade (a + b)* < 2(a® + b?) na desigualdade anterior, concluimos a

demonstracdo da desigualdade (4.26).

Para a demonstracao da relacdo (4.27), observamos que, pelo fato de a k-ésima iteracdo

ser aceita com sucesso, temos o, = Y. LOgO

oIVl < 2yan (L2 K3 gl + |V £ (20)]12)
< 2y0u(L202,, K3\l gel® + 1V £ ()II?)

_ 1
= (oKl + LIl

Portanto,
1 2 2 2 1 2
72| WtV Fzee)ll = el V@)l | < 2ven| afae s llgell” + 75 1V F (@)
1
- Sl Vi@l
<

_ 1
(@ KRl + L9 @0lR)
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O ultimo lema prova que, no iterando k, se tivermos estimativas precisas do gradiente
de f no ponto xy, estimativas precisas da fungdo f nos pontos x € x, + si, denominadas f_ e
13, respectivamente, e se, no Passo 6 do Algoritmo 2, for sucesso (f; < fi + 0oy g,{pk), entao

teremos um decréscimo da funcio f.

Lema 4.2.7. Sejam gy, estimativa k,-suficientemente precisa do gradiente de f no ponto xy,

pr satisfazendo a Hipdtese H, f; e fi estimativas €;-precisas de [ nos pontos xy, e Ty + Si,

30 ;0K
respectivamente, em que €5 < 16 e 0 = ——. Se no Passo 6, do Algoritmo 2, houver
Xmax 2
sucesso ([ < fr + Oargl i), entdo
Flae) — Flae) < -2 - 2% Vs @28
x — f(x - — x .
k+1 k 4 9k 4(k:g R ) k

Além disso, se o passo é confidvel (—oxgl py, > 6f = 071 = Y037), entdo:

952 Oy,
2 — \Y 2, 4.29
||g || 8K2 4<kgamax+ ) || f(xk’>|| ( )

Gak

f(xr) — flaow) < =

Demonstragdo. Aplicando o Lema 4.2.3, temos que

0 0 0
—gangkHQ = —ZangkHz—ZangkHZ
é é&k
< - 2 — v 2,
< 404k|!9k|| 4(k:gozmam+1)2” f )l

Em seguida, utilizando o Lema 4.2.5 e a desigualdade anterior, concluimos que

0
flan) = f) < —ganlall?
é éozk
< _Z 2 2
< —qorllal? - = IVl
9[(1

€m que, como _]a menc10nad0 0=
2

Posteriormente, se 0 passo no iterando k é confidvel (—aygi pr, > 7), da relagio anterior

encontramos
0 7 O
f(@ry1) = flog) < —gakHQkH2 - gangkHQ - 4(kgozmaj+ 2 IV f () ||
0 062 Oy,
< —capllgll? - o= — IV f ()],

8 8Ky  4(kgQmar +1)°
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visto que
i g ]
_7 — K
SangkH 8K ol gl (=Kl grll)
0
< —_
< 78[(2 k”ng( ||pk||)
0
= 8?0%(_Hgk””pk”)
0
<
< SKQO‘k(gkpk)
< 0 —G;.
8K2

Na pentiltima desigualdade acima, utilizamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz (o || gk ||| x| >

— kgt pr > 07). [

Definigdo dos Processos {®;, Wy, <7 } >0 para o Algoritmo 2

Definamos, para todo k£ > 0, que
1 _
B = 0(F(X) = fun) + (1 = ) 3NV (XIP + (1 - 0)PAT, @430)

- Kb
comv € (0,1)e = —
Ky

Nossos principais objetivos sdo mostrar que { P, } ,>¢ € um supermartingale ndo negativo
(Definigdo 1), que { Py, o }r>o satisfaz a Hipétese I e, em particular, que a esperanca de Oy,
decresce a cada iteracdo k. Isso equivale a mostrar que o algoritmo converge para a solucao
fmin- Um ponto de atencdo, contudo, é que as imprecisdes nas estimativas do gradiente de
f(z), denotado por g, e nas estimativas dos valores da fungdo objetivo, avaliados em xy e
x1, + s — representados por fp e fi, respectivamente —, podem levar, em uma determinada
iteracdo k, a um aumento no valor de f e, consequentemente, ao crescimento de P, 1. O que
serd demonstrado € que esse crescimento € limitado por um valor proporcional a ||V f(zy)]|?.
Por outro lado, em uma iteragdo k em que o passo é bem-sucedido e as estimativas g, f} €

2 conforme tratado

f# sdo precisas, a fungdo objetivo decresce proporcionalmente a ||V f(xy)
no Lema 4.2.7, o que implicard também no decréscimo de P ;. Por fim, se na iteracdo %k o
passo nao for bem-sucedido, ®; | ainda assim decrescerd, pois 2%, ;1 € Ay diminuem. Logo, a
funcdo @4, equacio (4.30), € escolhida com o propdsito de balancear o potencial de crescimento

e decréscimo da funcdo objetivo f, frente as variacdes causadas por passos mal-sucedidos.

Assim, enunciamos o Teorema 4.2.8, que demonstra que { Py },>o € supermartingale ndo

negativo quando v, p, € p+ satisfazem as relacoes apresentadas nesse teorema.
g f

Teorema 4.2.8. Sejam satisfeitas as Hipoteses E, H e G. Se os processos estocdsticos gerados

pelo Algoritmo 2 sdo {Gy., Xy, BY , S, ,, Py, Ak, FY, Fi} >0, entdo existem DgPf > % e uma
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constante v € (0, 1) tais que:

1—v) 1=~ (|VX)? -
E[®) 1 — @ Z5H] < _Paps( 12( ) ( el £§ Ol +9Ai>. 4.31)
Ademais, a constante v e as probabilidades p; e p, devem satisfazer:
2va2 K2 167(k,mas + 1)% . -
Z max{g ’yOéTLLCL:E 2’ 67( ga_a + ) ,16K2(7_ 1)}7
1—w 0
Pg 4y
L—p, = (=971
2 _
PoPi S lax {SL vky + 16fy(171 v)) 4v _ }
VI="ps 1I-ov)(1=9"1) "(I-0v)1-77)

Demonstracdo. Essa demonstracdo serd dividida em trés casos (eventos) por iterando k:

* 1° caso: boas estimativas de gradiente e da fung@o f - evento {1, N Ji};
* 2°caso: estimativas ruins de gradiente e boas estimativas da fun¢do f - evento {I{ N Ji };

* 3°caso: estimativas ruins da funggo f - evento {J{}.

Quando o passo 6 do Algoritmo 2 for de sucesso, temos o evento
Sucey = {w © na iteracdio k o passo é sucesso, ou seja, F; (w) < FY (w) + OM(w)Pk(w)TGk(w)},

que se divide em:

Ry := {w : naiteragdio k o passo é confidvel, ou seja — Ay (w) Pl (w)G > AZ(w)};

Uy := {w : naiteragdo k o passo é ndo confidvel, ou seja — Ay (w)Pp(w)TG(w) < AZ(w)}.

E, caso contrdrio, teremos o conjunto Succy, representando que se trata de um passo de insucesso.

Portanto, cada caso sera dividido em 3 subcasos, descritos nos eventos:
* Subcaso 1, que representa o evento Succy N Ry;

* Subcaso 2, que representa o evento Succy N Uy;

* Subcaso 3, que representa o evento Succy,.

Antes de iniciarmos as analises dos casos € dos subcasos nos eventos definidos, observe-
mos que a estratégia serd realizar as andlises nesses casos, que geram uma particao do espaco de

probabilidade, visto que,

E(Pri1 — Pk | Fi1) = E[(Lin, + Lz + 1) (Prn — @) | F77]-
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E, dada a defini¢do de {®y }+>0, na igualdade (4.30), temos:

B = = o(f0Xun) = FX0) + 1= 0) 5 (| T £
_%HVf(Xk)W)) + (1= v)0(AF — A7) (4.32)

Sem perda de generalidade, vamos considerar k, > 2 e L > 1. Assim, estamos prontos para

iniciarmos as analises.
o . _
1° Caso: (1;,y, = 1).

Mostraremos que, em média, @5 — Pj serd negativa, ndo importando qual subcaso ocorra, e

que o menor decréscimo ocorrerd quando o passo ndo for aceito, ou seja, quando Lgyece = 1.

1° Subcaso (1, = 1)

Da igualdade (4.32), para o termo, 1, Lr, v(f(Xk+1) — f(Xk)), podemos aplicar o Lema

4.2.7, para obtermos que

0.5 ||GLll? A2 09|V F(X3)|1?
lllkaklle’U(f(Xk+l)_f(Xk!))S]llkmjk]le/U l_ kH kH — =k kH f( k)H]

8 8Ky  4(kyoumax +1)?

0 ||Gill* | OAF | 07|V f (X))
=-1 1 — 4.33
T l 8 8Ky  A(kgQmax + 1) (439

Por sua vez, para a segunda parcela do lado direito da igualdade (4.32), utilizamos o Lema

(4.2.6) para encontrar que

L5 1R, (1= 0) 25 (Fhia |V (X)) 1P = IV F(X)]?) <

L2
> 1
Ll 21 (1 = v)h (@0 K3IGHIE + S5 IV A (X)) @34

Como 1g, = 1, entdo A} = A2, implicando, para a tltima parcela do lado direito da
igualdade (4.32), que

Lrrs e, (1= 0)0(AL, — AF) = 17,05, 1R, (1 —0)0(y — 1)A7. (4.35)

Definamos v € (0, 1) de tal forma que o lado direito da desigualdade (4.33) domine o lado
direito das desigualdades (4.34) e (4.35). Entdo, devemos ter que

_ 0| Gi])®
8

e, visto que, por hipétese, L > 1,

BV (- ) VD b V)P
452 (kg s + 1)2L2 L2 = T 8L2(kyCtmas + 1)’

temos

max

_ vl
+ 201 = 0) 17 KOGl < = e Gl (4.36)

vOA? ~ vOA?
——= 1— — 1A < — kK
TG -nia; < T
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Dessa forma, devemos definir v, tal que

0.2 || Gi|” 9 o 9 v 32va?,, K32
_— > 2 K — > maw
16(1 — ’U) fel fygfkama:c 2||G/€|| (1 _ 1}) = ) )
w07 ||V f (X || o 20— 0)g|V (X v o 169(Kymae + 1)°
8L2(kyQmaz +1)2 L2 (1—wv) ~ 0 ’
UéAz - v _
k> (1 - —1DIA?2 —= —— > 16K,(y — 1).
16K, — ( v)(y JOA 1_0 = 655 (y )

E, portanto, satisfazendo a

> max
1—v ™

v (32704;%}_(; 167 (kyQmaz + 1)
0 ’ )

16Ky (y — 1)) : (4.37)

Assim, ao utilizarmos as desigualdades (4.33), (4.34) e (4.35), resulta que:

WA |V f(Xi)|? | v0AR
8L2(kytmaz +1)2 16K,

]llkﬂJk]lSucck]le((bk-i—l - ¢k2) S _]llkﬂJk]lSucck]le ( > (438)

2° Subcaso (1, -1)

Novamente, da igualdade (4.32), para o termo 1;,nj, Ly, v (f(Xgs1) — f(Xk)), utilizamos o

Lema 4.2.7, para concluir que

0 |Gill> 02|V (X))
4 4(kgOtmaz + 1)?

Linn oo (f(Xe1) — F(Xk)) < 1pagdov ( ) (4.39)

e, do Lema 4.2.6 , obtermos que

1
Lrns 1y, (1 - U)ﬁ(%ﬂﬂvf(Xkﬂ)HQ — ||V f(Xe)|I?)
_ |
< s 10, 27(1 = 0) (0l K5 ||Grl|” + ﬁHVf(Xk)HQ)- (4.40)

Por fim, como 1, = 1, entdo A7, =~y 'A?, implicando que

_ (v —1
Lyl (1= 0)0(A2,, — A2) = —1;, 5 1y, (1 — v)e(7 . >Aﬁ. (4.41)

Portanto, se v atender a relacdo (4.37), da hipétese de L > 1 e das desigualdades (4.39), (4.40) e
(4.41), obteremos que:

w0 ||V f (X))
]]-]kﬁJk]]‘SUCCk]]'Uk<q)k+1 - (I)k) S _]llkmjk]lSHCCk]lUk <8(kgamax + 1)2L2 +
ni1 __ o 2
+ ‘9<1 U)(’}/ 1>Ak> (4.42)
Y

3° Subcaso (1 gyeec = 1)
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Nesse caso, ocorre que X1 = X, € @1 = v~ L4, 0 que nos possibilita afirmar que
Lrng Lsuees v(f (Xgr1) — f(Xg)) =0

1
Ly Lsuee (1= 0) 75 (S | f (X [ = )l f(XR) ) =
I, _

L Lsueer (1= 0) 75 (v = D] V(X[
Ja para a ultima parcela do lado direito da igualdade (4.32), teremos vélida a relacdo (4.41),

sendo necessario apenas substituir 1y, por 1 g, resultando em
V(X5

12

]llkﬂJk]lSuccz(q)k—ﬁ—l_q)k) S _]llkﬂJk]lSucckc(1_,0)(1_’7_1) < + éAz) . (443)

Ao escolhermos v € (0,1) atendendo a relagdo (4.37), temos estabelecido que o 3° subcaso

dominard os demais, ou seja,

0., X2 ,@7 X2
COAIVIOWIE g IS
8L2(kyOumas + 1) L
© 7] 2
vh.at A CINF A9
[ — OA;.
B RS O
Por fim, obtemos, das desigualdades (4.38), (4.42) e (4.43), que:
| |IVFX)IP -
s = 00) < T, (0= 0097 (LI o))

- ~ F,G
e, tomando a esperanca condicional com relagdo a F) ], encontramos:

||V f (Xe)|I?
L2

E[L1,n, (Prr1 — @r) | Fo1] < —pgpy(1 —v)(1 —~7h) ( + 9Ai> (4.45)

2° Caso: (]lf;émk =1).

De forma andloga ao caso 1, realizaremos a andlise da diferenca de @ — P, restrita ao conjunto
{I{ N Ji}. Ou seja, o gradiente ndo é preciso, entretanto, a fungdo f estd bem estimada nos
pontos xy € xy + Si. Mostraremos que Py ; — Py, terd limite superior positivo em funcdo de

IV f(X%)|I%, nesse conjunto, devido a imprecisdo do gradiente.
1° Subcaso (15, = 1)

Para esse caso, utilizamos o Lema 4.2.5, para afirmarmos que a primeira parcela do lado direito

da igualdade (4.32) é limitada superiormente a

(4.46)

— 0| Gy ||? _ 0A7
4 4K, )’

e, para as demais parcelas da igualdade (4.32), sdo validas as relacdes (4.34) e (4.35), substituindo

L, Lo (F(Xir) — F(X0) < Lz L, (

17, porl Ny Assim, obtemos
1
Lign ey (1= 0) 75 (e [V (X)) IIP = Al VA (X)) <

max

— 1
Lge L, (1= 0)2904 (04,0, K3 IGHIP + IV F(X0)1?) (447)
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(ﬂf,iﬁJk)ﬂRk(l - U)é(AiH - Ai) = ]lI,ngk]le(l - 0)9(7 — 1)Ai.

Notemos que, se escolhermos v satisfazendo a relacio (4.37), encontramos

v, || G |? _ 0., || G |? _
Bl S M CR XTI o1 [ P ecls S (R PRI Sl
0| Gl
- 16 '
em que, na ultima desigualdade, utilizamos o subcaso 1 do caso 1, e
vOA? ~ vOA? ~
—ZE 1=y - 1A < ——ZF 1 (1 —0)0(y — 1)A?
1K, ( )0(y — DAL < 8K, ( )0(y )AL
< _U@Ai
16K,
em que, novamente, na ultima desigualdade utilizamos o subcaso 1 do caso 1.
Portanto, para esse subcaso, concluimos que
Lreng, Lsuce, Lr, (Pry1 — @) <
WA Gill®  vIA | 29(1 = 0) V(X))
1ge 1 uce 1 - - = . 4.48
TN i = Sucer = B ( 16 16K L2 (4.48)

2° Subcaso (1, -1)

Na primeira parcela, do lado direito da igualdade (4.32), utilizaremos o Lema 4.2.5, que €

satisfeito, resultando em

0. |Gy |2
—5 ]

Lreng Lo v (f (Xeqr) = f(Xk)) < —Lrens Lyv (

E, para as demais parcelas da igualdade (4.32), temos, andlogo ao respectivo subcaso do caso 1,
que
1
L2
_ 1
Lignn Lo, 2y(1 = 0) (0, K3 G I* + 75 IV A (X))

Lrgng v, (1= v) 5 (@ [V (Xiia) 2 = il [V F(X)[1?) <

]lfﬁka]lUk(]' - U)é(Ai—l—l - Ai) = _]lI,‘;ﬂJk]lUk(l - U)é(l - ’}/_1)Az (449)

Logo, obtemos que, escolhendo v satisfazendo (4.37), resulta que

Lren, Lsuce, Loy (Pry1 — Px) <
0.7 ||Gi|* - 2v(1 — v). ||V f(Xi)|?
_OEE (}.50)

Lrens Lsuee, Lo, ( 16 (1 —v)(1 —y7H)0AE + 12

3° Subcaso (1g,ecc = 1)
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De maneira idéntica ao subcaso III do caso 1, desigualdade (4.43), permutamos 1., por
1 IenJ,» para obtermos

||V f (X |I?
LQ

e L suces (Prr — i) < —Trens, Lsuees (1—v)(1—=77") ( + 9Ai> - (451)

Entdo, temos das relacdes (4.48), (4.50) e (4.51) que

2v(1 —
1 v s x e @52)

. ~ G,F
Tomando a esperanga condicional com relagdo a .%,"; , encontramos que:

279,V f (Xi)I”
L? '

Lreng, (Pryr — Px) < Lpery,

Elrens, (Prrr — @) | FoT] < (1—py)(1—v) (4.53)

3° Caso: (]ng =1).

Nesse caso, estamos tratando sobre 0s casos em que temos imprecisdo na estimativa da funcao
f nos pontos z; ou zj + si, na iteracao k, ou imprecisdes na estimativa do gradiente, gy, de
f(x1). Notemos que essas imprecisdes podem ocasionar que 1 je(®xy1 — ®x) > 0. Logo, a
fim de limitar esse crescimento de @, utilizaremos a condi¢do G.lii, da Hipétese G, que
limita a varilincia das estimativas da fun¢do f nos pontos xy e xy + i, € escolheremos P(.Jf)

suficientemente pequeno, a fim de alcancarmos o nosso objetivo.
Antes de subdividirmos a andlise em subcasos, notemos que no evento {J¢ N Succy }, temos
LyeLsuee, v (f (Xis1) = F(Xk)) = Lyelsuee,v (f(Xiyr) = [(Xi) + F — F + Fp — F})
< el uee, v (Ff — F) 4 [FY — f(X0)| + [Ff — f( X+ Si)]) - (4.54)
Visto que estamos no conjunto {Succy }, temos que

CTOK|GlP _ T0.94]|Gll?
K, 8 ’

uma vez que a Hipdtese H € satisfeita para todo iterando k. Entdo, das desigualdades (4.54) e

(4.55)

F; — FY < 04,Gl P, <

(4.55), concluimos que:

L Lsucey 0 (F (Xiws) = F(X0)) < L Lsuceev (0AGY P+ | — f(Xe + Si)| + [FY = f(X3)])
(4.56)

Em seguida, dividiremos o caso 3 nos respectivos subcasos.
1° Subcaso (1, = 1)
Visto que —A? > .G Py, da desigualdade (4.56), temos

]lJz]leU (f(XkJrl) - f(Xk))

0.<7.GT P, AN
< ]lJ;]le“< Sl 2'“+|sz—f<Xk+Sk>|+|F£—f<xk>|)
—TOK\ 9 ||Gy||?  0A2
< gt (T R g sl 172 - s @3
2
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Para a segunda parcela do lado direito da igualdade (4.32), obtemos, ao utilizarmos o Lema
4.2.6,

1510, U (A |V F )2~ ANV FEDIP) <

_ 1
Lyglg,2v(1 = 0) (a0 K3 Gl + Z IV (X)), (4.58)

e, para a ultima parcela da igualdade (4.32), de forma anédloga aos subcasos andlogos dos casos

anteriores, encontramos

Lyelp, (1 —v)0(AL, — A7) =1yl (1 —0v)8(y — DAL (4.59)

Assim sendo, escolhemos v tal que
RO AAk
16K,

que € satisfeita quando a relacao (4.37) é atendida, pois

+27(1 = v)ad,,, LG Gil* <0, (4.60)

max

v 32va?,, K? S 32va?,, K3 _ 32va?,, K?

max max

1—v— 0 - 9K, 70

(4.61)

Posteriormente, observemos dos termos que contém Ai nas relacoes (4.57) e (4.59), que

OA2 _ OA2 B IA2
SR L (1 0)i(y — DA < TR L (1 0)(y — DAAZ <~ 2R <0, (4.62)
2 8 16 K5

em que a 2° desigualdade advém do subcaso 1, caso 1, quando v satisfaz a relacdo (4.37). Entao,

ao combinarmos as desigualdades acima, temos que:

LreLsuce, L, (Pryr — @) <

279(1 — v)Z ||V F(XE)||?
LyeLsuce, L, <v|F,j — F(Xe + Sk)| + 0| FR — f(X3)| + Bl ) 22|| F(Xe)l )(4.63)
2° Subcaso (1, —;) e 3° Subcaso (Lgyec = 1)
Para o 2° subcaso, utilizando as desigualdades (4.55) e (4.56), concluimos que:
Lyelpv (f (Xp1) — f(Xp)) <
Lely,v <—%§»Q/kHGkH2 +|Ff = f( Xk + Se)| + | FR — f(Xk)‘) - (4.64)

E depois, para as demais parcelas do lado direito da igualdade (4.32), as desigualdades (4.41)
e (4.58) continuam vélidas, sendo necessério apenas substituir 17, por 1 Je € 1g, por 1y,
respectivamente. J4 para o 3° subcaso (Llgu..c = 1), é vdlida a desigualdade (4.43), sendo

necessario substituir 1., por 1.

Assim, ao escolhermos v satisfazendo a relacdo (4.37), temos

_ 2
1J2<q)k+1—q)k) < ]lJ,g <U|st — f( Xk + Sk)| + U|F,S — f(Xp)| + 2y(1 = v) IV (X ) ,

L2
(4.65)
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.. ~ G,F .
em que, tomando a esperanca condicional em relagdo a .#,”; e aplicando o Lema 4.2.1 para as

primeiras duas parcelas do lado direito na desigualdade (4.65), obtemos

E[Lyg(Prs — @) | ZET] < 20(1 = py)? max{hy ||V (X |, 647}

2|V (X1
(1 - pp)(1 — o) 2% L{( Jll (4.66)

Portanto, das relacdes (4.45), (4.53) e (4.66), resulta que

E Qi1 — Oy | ,%f_ﬂ = E [(]llkak + Lreng, + ]1J;<) (Prr1 — i) | J@kG_ﬂ

< —mpst1 = o) -7 (AL )
2
+ps(1 = py)(1 — v)%%”va(XwH

+20(1 — pp) 7 (kpah||V £ (Xi)|? + 0A2)
4y (1= 0) ||V (X))
12 ’

+(1 —py) (4.67)

em que, utilizamos as desigualdades (1 — p;) < (1 —ps)2 e (1 — p,) = ps(1 — py) + (1 —
pe)(1—py) < pr(1 = p,) + (1 — py)2. Assim, devemos escolher p, € [0, 1] tal que

—pgps(1 —v)(1 — 71)42/k|\VIJj§Xk)HQ sl —p)(1— U)Qv%HVL{(Xk)Hz
< _Peps(L = )|V f(Xe)|*
- 212 ’
ou seja, que
B> (4.68)

l—p, — (1—=971)
A vista disso, ao escolhermos p, satisfazendo (4.68), temos uma simplificacio na desigualdade

(4.67), que passa a ser reescrita como

||V f(X3)||? ~
Bl - | ZE0) < <00 - o o (HTEEIE o)
1 - 149(1 — ), ||V F(X3)||?
20(1— )y AV X+ 083) + (1~ py)3 T IHIVIRIE
. . . . DgPy
De forma semelhante ao utilizado para definir p,, iremos definir p; € |0, 1| tal que ———
g9 f [ ] M

atenda

DL = )1 =) (FHITIC0I ) + (= )t (204 O ) g
_ —naprl = D)= NIV

< 73 (4.70)

_1%(1 —0)(1 =7 D)20A2 + 20(1 — py)F0AL < —pgff(l —0)(1—~"H0AF, (471



Capitulo 4. O Gradiente Conjugado Ndo-Linear Estocdstico 99

que sdo satisfeitas ao escolhermos py tal que

8L%vk; + 167(1 — v) 4o }
1-v)A=7") "(I=-v)d =71

DPygDf

VI—=py

Assim, ao atendermos as restri¢des sobre v, p, € py, satisfazendo as relagdes (4.37), (4.68) e

> max { 4.72)

(4.72), respectivamente, teremos que

_ _~1 2 _
E(Byss - @y | FOT) < _Pops1=v){ —7 )(%IIW(Xk)H +9Ai>. 473)

4 L?

]

O Lema 4.2.9 mostra como construir uma sequéncia de varidveis aleatorias { Wy, }x>o, tal

que a Condic¢do Lii da Hipdtese I seja satisfeita.

Lema 4.2.9. Sejam p, e p; tais que pyps > % entdo a Condicdo Lii da Hipotese I é satisfeita
para Wy, = Q(ILIk_lka_l — %) comk € NeWy =1, XA =log(v), p = psps e

S B1-8)

: (4.74)
LK. 2¢
kg + 52 + &

Demonstragcdo. Relembremos a Condi¢ao Lii da Hipdtese I a seguir, reescrita de tal forma a ter
todas as informacdes necessdrias para essa demonstragdo, ndo tendo o leitor a necessidade de

retornar a Secdo 4.1. Ao reescrever a Condicio Lii da Hipétese I adotamos j em vez de j..
Existe uma constante <7/ = e, para algum j € Z_ U {0} tal que, no evento {7, > k}, temos
Ay > min{efeNVer1 of ) (4.75)
em que a sequéncia {Wj} k> Satisfaz, para todo k > 0,
PWri=1|%)=p e P(Wiy=—1|%) =1—0p, (4.76)
com F, = o({®;, o, W;}i=f) e p > 1.

Logo, podemos, sem perda de generalidade, reduzir <7 de tal forma que </ = e, para algum
Z_ U {0}, ou alterando o comprimento de passo inicial, <%, que é definido inicialmente no
Algoritmo 2.

Posteriormente, utilizando a defini¢do da { W} }x>¢, temos, para todo k£ > 0, que
WkeAWk+1]1{Té>k} = (min{maz: Y 10s + 7 (1 — L)) Lz s5y
implicando que a desigualdade (4.75) é equivalente, em {7, > k}, a:
L1 > min{,ng_, min{ Qmaz, 7%} 1.n0, + fy*lengk(l —1r00.)} 4.77)

Dessa forma, vamos mostrar que a desigualdade (4.77) é vdlida nos dois eventos complementares

a seguir.
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(o > o}
Temos que oy, > .7, implicando que a1 > 27, pois notemos que o algoritmo inicia em
o = e o = dhyeMN = oy, com j € Z_ U {0}, ou seja, ay, sempre serd o\ para
algum j € Z.

* { o <}

Se 17,ns, = 1, entdo, pelo Lema 4.2.4, temos que o passo € aceito, implicando que

Qg1 = Min(pae, YOE) > min(egf_, min(Qmaz, Y))-

Qg
Por outro lado, se 1,5, = 0, temos que o1 = —.

Assim, teremos:
%4,1 2 min{;zf_, min(O&maz, ’7%)}]11km<]k + 771%(1 - ﬂfkﬂJk)-

Por fim, notemos, como j4 mencionado, que P(I N J; | Z1) > PgPs > 5- ]

Uma observagdo importante é que a relagdo (4.75) € satisfeita independentemente de
estar restrita ao evento {7, > k}, sendo essa observac¢do importante para a demonstragio da
andlise de convergéncia quase certa, realizada no Teorema 4.2.11. Contudo, antes de enunciarmos
e provarmos esse teorema, apresentamos o Lema 4.2.10, que diz que a probabilidade de .«7, > <

infinitas vezes (i.v.) é quase certa, ou seja, P({, > &/ i.v.}) = 1.

Lema 4.2.10. Sejam satisfeitas as hipoteses e condigcoes do Teorema 4.2.8 e Lema 4.2.9. Entdo,
teremos que P({<t, > o/ iv.}) = 1.

Demonstragdo. Defina, como na Se¢do 4.1, { Zy } x>0 como:

g j, sek=0
g min(Zy_, + Wy, J), sekeN’

sendo j, {W k0,97 e X definidos no Lema 4.2.9. Assim, temos da desigualdade (4.77) que

e5yk+1 Z min{,@%_, min(amam’y%)ﬂlkﬁ‘]k + 77152{1&1 — ]]-IkﬁJk>}
> oy P, (4.78)

Como P(W}, | Zy—1) > % para todo k € N, entdio, como visto na Secdo 4.1, j é um estado

recorrente (positivo), implicando que
P(Z,=j iv) =1
Tendo que %73 = %6)‘3 = o/ e sendo satisfeita a relagdo (4.78), entdo concluimos que

P(h1 > o iv.) = 1.
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Por fim, vamos demonstrar que a relacdo (4.78) € valida, utilizando a prova por inducio em k.

Se k = 0, temos que

o > min{e, min(maz, 7% ) L1yns, +7 (1 — 11,n0,)}
= min{ e, v Ligns + 7 (1 — Lins)}

min{ e, "1}

%,ymin(j7W1)

> %,ymin(i,ﬂwl)

A tltima desigualdade é vélida, paraj € Z_ U {0} e W) € {—1,1}.

Para k > 0 e & = aynqe, €NLAO:

’Q{k—‘rl Z mln{%7§7 amaz]llkﬂJk + fy_lamam(l - ]]-Ikﬂjk)}

v

min{ .y, Amaay '}
yy
%,-sz-;-l .

v

Vv

Visto qUe (ppaz = Y™, em qUe jmez > J-
Sek > 0e . < aymae, €NLAO:

r@{k+1

v

min{egf_, v L g, + 771%(1 — ]llkak)}
min{ﬂf_, Y%VZk]lIkﬁJk + 7_1@{0’72k(1 - ]lfkﬂJk>}

%,ymln(LZk-l—WkH)

I AV,

%,}/Zk-u_

Na segunda desigualdade, utilizamos a hipétese de inducao. [

Por fim, no Teorema 4.2.11, enunciamos e demonstramos a convergéncia quase certa do

Algoritmo 2, o método do gradiente conjugado nao linear estocdstico.

Teorema 4.2.11. Sejam satisfeitas as hipoteses e condi¢oes do Teorema 4.2.8 e Lema 4.2.9.
Entdo, teremos que:
Vf(Xy) — 0 g.c. quandok — oo

Xy — 2" q.c. quando k — oo.

Demonstragdo. Da relagao (4.31), temos:
K.,

B(@r1 — B[ FEY) < =5

IV f(X0)|I> — KOAZ, (4.79)
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em que definimos

- Ppr1—0)(1 =771

1 (4.80)

Logo, podemos aplicar o Teorema de Robbins e Siegmund, Teorema 2.1.1, para concluir que
lim @y, existe e € finito q.c., Y >0 A7 < 00 q.C. € Y0 ||V f(Xy)|]* < 0o q.c. Em seguida,
da observacdo realizada ao final do Lema 4.2.9, podemos considerar que, para todo k£ > 0, é

valida a desigualdade (4.77), reescrita a seguir:
'I(Z{k:—i-l Z min{ﬁgv min{amaxa ’ydk}]llkﬂJk + 7_1%(1 - ]llkﬂJk)}7 (481)

com o = cheN,j € Z_U{0}, P(1,n5 = 1) > peps > 1 e tendo que g, > 7. Entdo, do
Lema 4.2.10, teremos que P({.«7, > o iw.}) =1.

Portanto, definamos o conjunto

B = {hm@k existe e é finito, Y A} < 00, Y ||V f(Xk)|]* < oo, {, > ,Q%_i.o.}} :

k>0 k>0

€, teremos que:

Cl) P(B) = 1;

C2) limg |V f(Xp)]|> =0 q.c.

Para qualquer w € B, temos que aj, = ,(w) > & > 0 infinitas vezes. Defina k' = {k :
o > 427_} e, podemos afirmar que » ;~oQr = 00, POIS > j>o Qx > Do O = 00. Dessa
forma, como w € {34509V f(Xww)|* < oo}, existe pelo menos uma subsequéncia de
{[IV f(Xk(w))| }x>0 que converge a zero quando k — oo, ou seja, ||V (X (w))|| — 0 quando
k' — oco. Também podemos afirmar que §7 — 0 quando k — oo, pois w € {3 A? < oo}

Consequentemente, da defini¢ao de ¥y,

0< ¢p = Pr(w) =v(f(xr) — frnin) + (1L;j)ak||Vf(a7k)||2 + (1 —v)067,

para algum v € (0, 1). Passando a subsequéncia k', encontramos

0 <= b = () = 0( () — fuin) + s D IV S|P+ (1~ )}

de onde, ao tomarmos o limite superior quando k' — oo, obtemos
lim sup ¢y = v(lim sup f(z4:) = fmin),

|2 =0, ar < Qs paratodo k > 0 e limy o 0 = 0.

pois limy o0 ||V f(2xr)

Como, pela Hipoétese E, existe um tnico z* € R", tal que

fmin = f(@") e V@I =0 (IVf(@)l* >0 Vo #27),
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entdo, por f € C'(R"™), temos z — x*, quando k' — oo, e
limsup f(xp) = klim flzr) = fnin = limsupop =0 = likm o = 0.
K ! —00 K /
Contudo, como ¢ — 0 quando k' — oo, podemos afirmar que ¢, — 0 quando k — oo,
pois w € {lim & existe e é finito.} e, consequentemente,
flzg) — fomin € Vf(zx) — 0 quando k — oo.

Pela continuidade de f e V f, da unicidade de =™, resulta que x;, — z*, quando k — co. Sendo

o resultado valido para qualquer w € B, concluimos que:

Xp — 2" q.c., quando kK — oo.

4.3 Analise da Taxa de Convergéncia do Método do Gradi-
ente Conjugado N&o Linear Estocastico

Nessa secdo, iremos analisar a taxa de convergéncia do Algoritmo 2 para a solugdo
do problema de otimizag¢do estocdstico. Os resultados obtidos nessa parte do texto utilizam os
conceitos, lemas e teoremas desenvolvidos nas duas se¢des anteriores. Assim, definiremos o

tempo de parada 7., para qualquer € € R, como
T =1inf{k > 0: |[Vf(Xp)| <€} (4.82)

E, para o Teorema 4.3.1, adotaremos as seguintes defini¢des:

6 = Ke (4.83)
= peps(1 =)A=,
}_<_ ) 17z : (4.84)
(o) = o, (4.85)
o = 1 —9) : (4.86)
k4 2R2 2
972 K,
7
B = g (4.87)

em que a fungdo ndo decrescente h é definida como h(%/) = <.

Teorema 4.3.1. Assumindo as hipoteses do Teorema 4.2.11, a expressdao (4.88) a seguir serd

vdlida:

E[r] < 0, (4.88)
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sendo

E[q)g] = (I)O

= v(f(20) = fmin) + (1L_;/)cv()l|Vf(:co)||2 + (1 — v)656,. (4.89)

Demonstragdo. Do Teorema 4.2.8, sabemos que:

E[@p1 — O | F1] < —Ka4|VF(X3)|? — KOA;
< —Ka ||V (X)), (4.90)

em que K estd definido em (4.84). Portanto, multiplicando ambos os lados da desigualdade

(4.90) por 1,~), encontramos que:

Lo EB@1 | FOT] < Lpon @ — Lo K| V(X))
< ]]-{T€>k‘}(bk - ]].{T€>k}K%€2,

pois, no evento {7, > k}, temos que —||V f(zx)|| < —¢, defini¢do do tempo de parada 7. em
(4.82). Da defini¢do de é, equacdo (4.83), e da definicdo da funcéo h, resultando em h(<7,) = o,
obtemos, para todo k£ > 0, que

LrsnE[@pi | F0T] = Lprory @ — Lirsny0h().
Logo, aplicando o Teorema 4.1.4, da Secdo 4.1, encontramos a desigualdade (4.88). [

Como consequéncia direta do Teorema 4.3.1, temos o seguinte resultado.

Corolario 4.3.1.1. Sob as hipéteses do Teorema 4.3.1, segue que

1
E[r] = O (62) .
Assim, finalizamos a andlise da taxa de convergéncia do Algoritmo 2, o método do
gradiente conjugado ndo linear estocdstico. Na proxima secdo, fornecemos uma aplicacao
desse método na demonstracao de convergéncia de um problema de otimizagdo nao linear

deterministico.

4.4 Aplicagao Tedrica

Iremos escrever uma aplicacdo do Teorema 4.2.11, que assegura a convergéncia do
Algoritmo 2, em casos deterministicos, ou seja, em que g, = Vf(z), f2 = f(zr) e fi =
f(zy + si), para todo k£ > 0. Notemos que, ao abordarmos o caso deterministico, estamos

utilizando um método de gradiente conjugado ndo linear, definido no Algoritmo 2, atendendo as
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condigdes de busca em linha de Armijo, a fim de solucionar problemas de otimizagdo irrestritos,

formulados matematicamente por:
min f(x)

; 491
s.t.z € R" ( )

em que [ : R™ — R satisfaz a Hip6tese E.

Outro ponto de atengdo, € que estamos permitindo que (35, o coeficiente de conjugacio,
assuma valores negativos. Pelo que temos conhecimento, este € o primeiro método de gradiente

conjugado ndo linear na literatura, em que:

* utilizando a busca em linha satisfazendo a condi¢ao de Armijo;

» permitindo que /3;', o coeficiente de conjugagdo, assuma valores negativos;

provamos a convergéncia para a solu¢cdo 6tima do problema (4.91).

Corolario 4.4.1. Sejam satisfeitas as hipoteses do Teorema 4.2.11, considerando que o problema
de otimizagdo (4.91) satisfaca a Hipdtese E, que g, = V f(x1,), f2 = f(zx) e fi = f(zh + sp),

para todo k > 0. Entdo, teremos que:
IVf(xp)|]| — 0, quando k — oo,
e, consequentemente,

xr — 0, quando k — oo.

Demonstracdo. Basta escolhermos v, tal que:

v 32va? K,
> Doz 4.92
1—v ™ 0 ( )
O
Por exemplo, se definirmos:
7= L2
AXmar — 07 25a
KQ = 1,
0 = 0,25;

temos, ao substituirmos os valores acima na relagdo (4.92), definindo v > 0,74, a conver-
géncia da sequéncia {xy }>0, gerada pelo Algoritmo 2, a solu¢do do problema de otimizacdo

deterministico (4.91).
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Estimando G, I} e F; Satisfazendo a Hipétese G

Essa pequena secao tem como base a Secdo 2.3 do Artigo (PAQUETTE; SCHEINBERG,
2020), que apresenta uma breve discussdo sobre como obter as estimativas do gradiente de f, do
problema estocdstico (4.1), assim como as estimativas dessa fun¢do avaliadas nos pontos xj €
Tk + Si, satisfazendo a Hipétese G. Essas estimativas devem ser obtidas a cada iteragdo k, a fim
de que tenhamos a convergéncia quase certa e a andlise da taxa de convergéncia do Algoritmo 2

vdlidas, como tratadas nas Secdes 4.2 e 4.3, respectivamente.

Iremos supor nesta parte do texto que a variancia das estimativas do gradiente e das

funcgdes sao limitadas, ou seja, que existem um ag e aj% finitos, tais que

E[|Vf(z,8) - Vf(@)|] <02 e E[| f(z,8)— f(a)P] <o},

em que V f (x,&) e f (x, &) sdo as amostras do gradiente e da fungdo de f, avaliados no ponto z,

respectivamente. Assim, definimos:

* |S7|, o nimero de amostras necessarias para estimar o gradiente da fungdo f, problema

(4.1), definido por g, no ponto xj, do iterando £, atendendo a Condi¢do G.i da Hipdtese G;

. |S,]; |, o ndmero de amostras necessdrias para estimar a fungdo f, representadas por f e f3,
do problema (4.1), nos pontos xy e z + si do iterando k, satisfazendo as Condig¢des G.ii
e G.iii da Hipétese G.

Computamos g, f¢ e fi, a cada iteragdo k, como:

1 - 1 ; 1 :
g = 1grr 2 V&) o= 1om 2 Fen&) e fi= o 20 flaet s ).
|S7 jesy S| jes] Skl jes]

Escolheremos o ndmero de amostras |S7 |, tendo como referéncia os trabalhos de (TRIPURA-
NENI et al., 2018) e (TROPP et al., 2015), que satisfaga:

|SZ|ZO<2;922> —o_ % 210g< ! ) (4.93)
kg llgwll kgl gl 1 —pg

e C' > 0 é uma constante que depende da desigualdade de

na qual O oculta o fator log
concentragdo utilizada (e.g. Hoeffgigng, Bernstein), que assegura que a condi¢do G.i da Hipétese
G seja satisfeita. Ou seja, essa escolha assegura que a estimativa do gradiente apresente, com
probabilidade no minimo p, € (0, 1), um erro suficientemente reduzido em relagdo ao gradiente

verdadeiro.

Notemos, no entanto, que o valor de g;, ndo é conhecido no momento em que o nimero de

amostras |Sj | é escolhido. Para contornar esse problema, adotamos um processo iterativo: dado

um ndmero inicial de amostras |S7 |, computamos g, e verificamos se a condigdo (4.93) é satisfeita.



Capitulo 4. O Gradiente Conjugado Ndo-Linear Estocdstico 107

Caso contrdrio, aumentamos |S{ |, computamos novamente g, e repetimos o procedimento até que
a condi¢do seja atendida. Para mais detalhes sobre esse processo, ver (CARTIS; SCHEINBERG,

2018). Na préxima sec¢do, abordamos, por meio de um exemplo numérico, esse processo.

Posteriormente, uma vez definido o valor de g, podemos, conforme apresentado em
(PAQUETTE; SCHEINBERG, 2020), adotar um procedimento andlogo para determinar os

valores de f{ e f;, de modo a satisfazer a Condigdo G.ii da Hipétese G, assumindo:

~ 0‘2
20( ),
’ kol gell*

). Ja com o objetivo de satisfazer a Condi¢do G.iii da

em que O oculta o fator log <
1 —py
Hipoétese G, devemos também garantir que |S£| satisfaca:

2

g
ST > L.
6257

Logo, ao escolhermos os niimeros de amostras |S?| e [S/] tal que

|Si\20<“ﬁ7922> e |S]| > max <O< . ;712’ 4>, Zi) (4.94)
kaail gl ktaillgll* ) 0%6%

teremos que a Hipdtese G € atendida.

Assim como no artigo de (PAQUETTE; SCHEINBERG, 2020), destacamos que:

* se ay| gkl e Ok crescerem de um iteragdo para a outra, entdo os nimeros de amostras |S7|
e |S£ | podem decrescer de uma itera¢@o para outra, ou seja, se adaptam a cada iteracao,

ndo necessitando serem fixos e grandes o suficiente a fim de atender a Hip6tese G;

« os ntimeros de amostras |SY| e |S/| estdo em funcio de varidveis disponiveis (conhecidas)
a cada iterando k. Por exemplo, em (BOLLAPRAGADA; BYRD; NOCEDAL, 2018), os
niimeros de amostras |S?| e |S{| estio em fungdo de ||V f(x)||, que ndo é conhecida a

cada iteragdo k;

* se v > 1 ndo estiver suficientemente proximo de 1, resultando, pelo Teorema 4.2.8, que
pgy Ndo esteja proximo desse valor, e considerando k, > 1, entdo teremos, pela relagdo

(4.94), um nimero moderado de amostras |SY|.

Notemos, a partir da dltima relagdo do Teorema 4.2.8 e da equacgdo (4.94), que sempre
existird um trade-off entre a quantidade de amostras |S?| e |S{|, dependendo dos pardmetros
escolhidos para a solug¢do do problema de otimizagado estocastico (4.1). Em outras palavras, caso
o valor de p, ndo seja adequadamente selecionado, o pardmetro p tenderd a ser suficientemente

préximo de um, o que implica um nimero elevado de amostras |S7].
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Por fim, destacamos que a medida que o iterando z;, se aproxima da solu¢io do problema
de otimizag@o (4.1), a norma de g; se aproxima de zero, pois V f(xx) — 0 (consequéncia
do Teorema 4.2.11). Assim, sabendo que o < 4., para todo k& > 0, e pela relacdo (4.93),
necessariamente, o nimero de amostras |S| cresce & medida que x; se aproxima da solug@o.
O mesmo ocorre com o nimero de amostras |S£ |, relagdo (4.94), de modo que ambos devem

assegurar a validade da Hipétese G.

4.5 Experimento Numeérico

Nesta secdo, iremos apresentar resultados de um experimento numérico que foi formatado
para exemplificar a aplicagdo do método do gradiente conjugado nao linear estocdstico, ilustrando
o processo de verificacdo das condi¢des para a aplicabilidade do método, com a correspondente

escolha dos parametros do algoritmo que garantem a satisfacdo dessas condigdes.

Antes de passarmos a apresentacdo do experimento, € importante pontuar algumas ques-
toes. Primeiro, devemos reportar que, no processo de tentarmos elaborar experimentos numéricos
diversos, pudemos observar que a escolha dos parametros do algoritmo que garantem a satisfagdo
das condicdes tedricas para a validade do método € relativamente dificil, sendo que tal dificuldade
provavelmente decorre das diversas majoracdes que foram efetuadas visando a obtencao de rela-
coes facilmente verificaveis, principalmente quando da formulacio e demonstragdo do Teorema
4.2.8. Assim, no curso de tais tentativas, ficou estabelecida a necessidade da reformulagdo das
condi¢des que sdo apresentadas como requisitos para a validade do método, com a redugao
no conservadorismo que se encontra implicito na escolha das varidveis de projeto. O estudo
de maneiras de realizar tal reducao de conservadorismo ja se encontra em curso, devendo ser

concluido no ambito de pesquisas realizadas como continuidade da presente tese.

Tendo em vista tal dificuldade, bem como a conveniéncia da apresentacdo de um exemplo
relativamente simples, que favoreca a compreensdo da etapa da escolha de parametros e a andlise
dos resultados, o experimento numérico a ser apresentado nesta se¢do foi construido considerando
uma situagdo hipotética: supde-se a presenca de ruido na medi¢ao do gradiente da fungdo objetivo,

mas assume-se a auséncia de ruido na medicao do valor dessa func¢do.

Passamos entdo a descri¢do do problema a ser abordado neste experimento numérico.

Exemplo 4.5.1. Desejamos encontrar

r* = arg min f(z), (4.95)

z€R?

em que a funcdo f : R? — R é definida como:
f(z,y) = 2° + 9> + 5sin’(x) sin’(y). (4.96)
A Figura 20 apresenta o grdfico tridimensional da fungdo f, definida na equagdo (4.96), que

aparenta ser unimodal. Essa conclusdo é corroborada pela andlise da Figura 21, a qual exibe

as curvas de nivel da funcdo f, em que também se constata que essa funcdo ndo é convexa.
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Figura 20 — Gréfico da fungdo f(z,y) = 2% + y? + 5sin?(z) sin?(y).

Grafico 3D da funcao f(x, y) = x? + y? 4+ 5-sin?(x)-sin?(y)

16

f(x, y)

Fonte: figura do autor.

Para definirmos o niimero de pontos criticos de f, é necessdrio determinar o seu gradi-

ente e verificar os pontos no plano xy em que estes se anulam. Assim, temos:

2z + 5sin(2z) sin’(y)
Viz,y) = , , :

2y + 5sin(2y) sin?(z)
o0 qual se anula apenas no ponto de minimo global * = (0, 0), conforme o campo vetorial
ilustrado na Figura 21. Em seguida, para atender a Hipotese E, verificamos que o gradiente
de f, V f, é L-Lipschitz, cujo valor da constante de Lipschitz L é igual a 12, sendo o maior
autovalor em modulo da Hessiana da fungdo f, que é

Hiz.y) 2+ 10cos(2z) sin®(y)  Hsin(2x) sin(2y)
r,Y) =

5sin(2z) sin(2y) 2 + 10 cos(2y) sin?(x)
Assim, ao verificarmos que H(0,0) = 21,, onde I, denota a matriz identidade de ordem 2,
concluimos (provamos) — sem a necessidade de recorrermos a andlise grdfica — que o ponto

(0,0) é o minimo global de f.
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Portanto, temos que os autovalores da matriz H (z, y) sdo:

A = —5VA—20sin’(z)sin®(y) + 5sin®(z) + 5sin?(y) + 2
Xo = +5VA —20sin®(z)sin’(y) + 5sin®(x) + 5sin?(y) + 2

em que

A = 16sin(z)sin*(y) — 16 sin*(z) sin?(y) — 16sin?(x) sin*(y) + 14sin(x) sin*(y)
+sin(z) + sin'(y),
encontrando numericamente que L = 12. Assim, concluimos que a Hipotese E é satisfeita.
Figura 21 — Curvas de Nivel da fungdo f(z,y) = 2* + y* + 5sin?(x) sin?(y) e campo vetorial

do gradiente de f. O ponto em vermelho representa o ponto (0, 0), minimo global
da funcio f.

Campo Vetorial do Gradiente com Curvas de Nivel e Ponto Critico

r16.8

14.4

12.0

9.6

7.2

4.8

2.4

F T T T T T T

0.0

Fonte: figura do autor.

Conforme exposto, nosso objetivo é solucionar o Problema (4.95), considerando a fungdo
[ definida na equacdo (4.96), ressaltando que os valores de f estdo disponiveis para todos os
pontos do plano xy. Porém, os valores do gradiente V f estdo contaminados por ruido gaussiano,
ou seja,

) 2z + 5sin(2z) sin?(y) + &

Viz,y €)= (4.97)

2y + 5sin(2y) sin?(z) + & 7

em que £ = (£1,&2), &1 e & sdo varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas,

com distribui¢cdo comum N ([, 03), sendo p=0e 03 = 1. Portanto, as informagoes disponiveis
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ao método numérico sdo os valores de f e V f(x,y, ). De forma ilustrativa, exibimos na Figura
22 o campo vetorial do gradiente da funcdo f, em azul, e, em vermelho, o mesmo campo vetorial
contaminado por ruido Gaussiano, onde percebemos alteracoes na direcdo do gradiente V f

causadas pelo vetor €.

Figura 22 — Campo Vetorial do gradiente da fungdo f(z,y) = 2% + 3 + 5sin?(x) sin?(y) com
perturbagio (V f(z,y, £)), em vermelho, e sem pertubagio (V f(x,y)), em azul.

Campo Vetorial do Gradiente de f(x, y)
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Fonte: figura do autor.

Assim, dadas as caracteristicas do problema de otimizagdo estocdstico, vamos empregar
o Algoritmo 2, o método do gradiente conjugado ndo linear estocdstico, com o objetivo de encon-
trar iterativamente um ponto que se aproxime do minimo da funcdo f. Para tal, configuramos os
parametros iniciais desse algoritmo conforme a Tabela 4 e, com base no valor de v = 2 (fator
de atualizagdo dos pardmetros 0; e oy, a cada iteracdo), escolhido previamente e necessitando

ser maior do que um, definimos o valor de p, = 0, 95 satisfazendo a relagdo do Teorema 4.2.8

Py - 4y )
1_pg_(1_771)

Destacamos que py = 1, pois temos disponivel a informagado real de f(x,y) avaliada em

qualquer ponto do plano xy.
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Tabela 4 — Valores dos parametros do algoritmo 2.

Parametros Valor
Zo (-2, =2)
o) 1,00E™™
v 2,00ET%
9 1,00E~%
Cmag 5,00E~%¢
o 6,25E
€ 1,00E~%®
K, 1,00ET%
Dy 0,95E T
max_iter 13

Na Tabela 4, zy € R? foi escolhido arbitrariamente, assim como os parametros: v > 1;
0e€(0,1)e>0; Ky > 1; max_iter € N; aypaz > 0. Por sua vez, g = Y pgas com jo € Zi

. » A 2 . . P .
(jo = —3). Jd os pardmetros o, e p, foram determinados nos dois pardgrafos anteriores.

Para assegurarmos a convergéncia quase certa para o minimo global da fungdo f, com
base no Teorema 4.2.11, é necessdrio determinar o nimero de amostras |Sj| utilizadas na

estimativa .
gk = @ z:g Vf(xmyk,fj);
JES,
que deve satisfazer a Hipdtese G, onde §; = (£],E2), com & ~ & e £ ~ & para todo j € N.
Ressaltamos que é suficiente atender a condi¢do G.i dessa hipotese para garantir a convergéncia
a solugdo de minimo global de f, uma vez que py = 1. Assim, empregaremos o Principio dos

Grandes Desvios de Cramer (Teorema A.0.5) para definir o valor de |S| a cada iteragéo k.

Proposicao 4.5.2. Sejam {&]};>1 e {£}};>1 sequéncias de varidveis aleatorias independentes
e identicamente distribuidas, com §§ ~ N (0,1) e £ ~ (0, 1) independentes entre si, para
todo 7 € N. Se

1 2
S| > 2 log ( >, (4.98)
Sl = 2 g e\ T,

entdo a condi¢do G.i da Hipotese G ¢é satisfeita.

Demonstragdo. Dada uma iteragdo k > 0, definimos ny = |S{| e xx > 0. Devemos encontrar o

valor de ny, tal que tenhamos

P(||Gr — V(@r, y)ll < X&) = pg-
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Assim sendo, temos

pg < 1=P(|Gr = V(e ye)ll > xx)
1T & s
= 1= p(| 3 o e,6) ~ Vo) > )
i=1
1 &
= 1—P< —> & >Xk:>
Lt
R b B
= 1=P(|=> & +|=>.&| >xi
Mk =1 Mk =1
1o P
< 1 —P< —> & > Xi)-
Nk =1
Definindo S, = >1'*, ¢! e retornando a desigualdade anterior, obtemos, pela simetria da

distribuic¢ao,
2

Sy
Py = 1—P<k >Xi>
ng

R B
- 1 2P<i’:“ € (Xk,oo)>.

Sn
Utilizando o Principio dos Grandes Desvios de Crdmer (Teorema A.0.5) em P (’“ € (Xk, oo)) ,
ny

resulta que
Py < 1-— 2e_I(Xk)nk+0(nk)

em que I(Xk) € a funcdo taxa, que dada a distribui¢cdo normal padrio das varidveis aleatdrias, é

igual a

Logo,

€, consequentemente,

() 3)
ng—o(ng —_ |k

1—py —

Aplicando o logaritmo na desigualdade acima, encontramos que:

1 2
nk2210g< )
Xi 1—p,
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Logo, definindo x;, = ko ||gk||, concluimos que se

1 9
IS7| > 2 log ( >7
N A 1—p,

entdo a condi¢do G.i da Hipétese G € satisfeita. 0

Nos experimentos numéricos, adotamos k, = 2 e estimamos g;, conforme descrito no
Algoritmo 3, assegurando, de acordo com a Proposicdo 4.5.2, que a Condi¢cdo G.i da Hipotese G

seja satisfeita.

Algoritmo 3 Algoritmo para calcular g, satisfazendo a condicao G.i da Hipétese G.

Entrada: |Sj | (nimero de amostras iniciais), kg, o € py.
Saida: g; (estimativa de g, atendendo a condi¢do G.i da Hipétese G)
Passo 1: Faga n;, = [S{, [

1 .
Passo 2: Computa g, = — 375, V f (2, Yk, &5)s
ng

1 2
enquanto ny < 2-———/ log — faca > xrepeti¢do
kgoillgnl 1 —pg
Passo 3: Faca n, = dng; > Atualiza ny,
1 A
Passo 4: Computa g;, = - Sk Vi (@h, Yk, ) > Refina g,

fim enquanto

Dessa forma, apresentamos os primeiros resultados numéricos, mostrados nas Figuras 23
a 26. Foram realizadas cinco execugées do Algoritmo 2, com parametros configurados conforme
a Tabela 4. A cada iteracdo k, calculou-se a estimativa do gradiente V f(xy,), denotada por gy,

de acordo com o Algoritmo 3.

Na Figura 23, apresentamos a evolugdo dos iterandos xy, gerados pelo Algoritmo 2, com
ke€{0,1,...,max_iter}, convergindo ao ponto de minimo da fungdo f, definida na equagdo
(4.96), dado por x* = 0. A convergéncia € representada pela distdancia ||xy, — z*|| . Observemos
que, diferentemente dos métodos deterministicos tradicionais, nos quais os iterandos xj sao
sempre modificados de uma interacdo para outra, no método proposto surgem situacoes em que
os iterandos xj mantém o mesmo valor. Por exemplo, na Execugdo 4 (linha roxa da Figura 23),
0s pontos xs3, T4 e x5 coincidem, indicando que o Passo 6 do Algoritmo 2 foi malsucedido, isto é,
f(zra1) > f(zg)+H0ay ngpk., sendo necessdrio o método numérico restringir (reduzir) os valores
dos pardmetros oy, e 52 para o proximo iterando k + 1. Isso poderd implicar em um aumento
do niimero de amostras a fim de termos uma melhor aproximacdo do gradiente de f e, assim,

termos sucesso na préxima iteracdo do Passo 6 do Algoritmo 2 (f(xr41) < f(ar) + Oargl pr)-
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Figura 23 — Norma [, da diferenga entre x; e z*, com f(x*) = 0, para cada iterando k €

{1,...,13).
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Fonte: figura do autor.

Essa informagdo é confirmada pela Figura 24, na qual se observa que, para a mesma
Execucdo 4 (linha roxa), o valor de f(xy) permanece constante nos pontos correspondentes (s,
x4 e T5). Nessa figura, representamos os valores de f(xy), para k € {0,1,... max_iter},
em relagdo ao valor étimo f(x*) = 0. Em todas as cinco execugdes, observamos a convergéncia

dos pontos gerados pelo método proposto no Algoritmo 2.

Posteriormente, como informagdo complementar aos grdficos anteriores, apresentamos
na Figura 25 o grdfico da norma l, da diferenca entre NV f(zy) e V f(z*), com V f(z*) = 0,
para cada iterando k € {1, ...,13}. Apesar de utilizarmos a informagdo de V f nessa figura,
destacamos que esses valores ndo sdo empregados no Algoritmo 2 para a solucdo do problema

de otimizacdo (4.95).
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Figura 24 — Médulo da diferenga entre f(zy) e f(2*), com f(z*) = 0, para cada iterando

ke{l,.., 13}
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Fonte: figura do autor.
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Figura 25 — Norma [, da diferenca entre V f(zy) e Vf(z*), com V f(z*)

iterando k € {1,...,13}.

Grdfico da ||V f(zr) — Vf(z*)
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A Figura 26 tem como objetivo apresentar a diferenca entre V f(xy,) e gx, obtida a
partir do Algoritmo 3, o qual assegura, segundo a Proposicdo 4.5.2, que a condi¢do G.i da
Hipotese G seja satisfeita. Nessa figura, a diferenca vetorial é quantificada por meio da norma
llgr — V f(xk) || 0o, evidenciando a discrepdncia entre a informagdo utilizada pelo Algoritmo 2, re-
presentada por gy, e o valor real do gradiente V f (). Realcamos, de acordo com a condi¢do G.i

da Hipdtese G, que g, e V f () tendem a satisfazer a relagdo ||gx, — V f(xy)|| < kgoul| gxl|-

Dessa forma, concluimos as andlises numéricas para esse exemplo, em que os valores
do gradiente de f (V f) ndo sdo conhecidos exatamente, mostrando uma aplicacdo do método

do gradiente conjugado ndo linear estocdstico, Algoritmo 2, desenvolvido na secdo anterior.

Problemas de otimizacdo, formulados matematicamente em (4.95), nos quais temos
acesso exato aos valores de f(x) para todo x € R”™, mas apenas a valores inexatos de seu
gradiente V f(z), estdo presentes em simula¢des numéricas complexas, e.g. a fungdo f é um
modelo matematico deterministico bem definido; entretanto, o cdlculo exato de seu gradiente
¢ invidvel. Entdo, podemos utilizar aproximacdes via diferencas finitas ou técnicas de Monte
Carlo (MOHAMED et al., 2020; BUESING; WEBER; MOHAMED, 2016), que irdo introduzir

incertezas (ruidos) no gradiente.

Figura 26 — Norma [, da diferenga entre gy, estimativa do gradiente no iterando x, e V f(zy),
para cada iterando k € {1,...,13}.

Grdfico da [|gr — V f(zr)]]
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Fonte: figura do autor.

Assim, o exemplo numérico a seguir mostra uma aplicagdo do Algoritmo 2 ao se incorpo-
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rar a incerteza causada pelos métodos das diferencas finitas na estimativa do gradiente da func¢do
f.

Exemplo 4.5.3. O problema de otimizacdo (4.95), cuja funcdo objetivo f foi definida em (4.96),

é solucionado empregando o Algoritmo 2, com g, sendo computado por meio do método das
diferencas finitas progressivos, i.e.

f(@e + cex) — f )
96 = | fa + cea) — flae) | (4.99)
C

em que {e1, es} é a base canonica do plano R* e ¢ = 1,00E~" ¢ a constante de perturbagdo do

método das diferengas finitas. Uma alternativa a estimativa de gy, utilizando a equagdo (4.99),
seria utilizar o método das diferencas finitas centrais, i.e.

[z + cer) — f(zr — ceq)

gk = ¢

[z + cex) — f(xy — ces) |7

C

a qual ocorre uma perturbagdo no ponto x;, € R? na direcdo dos vetores da base candnica tanto

para frente quanto para trds para a estimativa do gradiente de f(xy), V f(zy).

Figura 27 — Médulo da diferenca entre f(xy) e f(z*), com f(2*) = 0, para cada iterando

k€ {1,...,13}. A aproximagdo de V f(x) é realizada pelo método das diferencas
finitas para frente, equacao (4.99).
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Fonte: figura do autor.
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Por conseguinte, apresentamos nas Figuras 27 a 29, os resultados numéricos desse
teste, sendo a aproximagdo de V f(xy,) realizada conforme a equagdo (4.99). O Algoritmo 2 é

parametrizado de acordo com a Tabela 4, ndo sendo alterado em relacdo ao exemplo numérico
anterior.

As Figuras 27 e 28 ilustram a convergéncia dos iterandos xy, gerados pelo Algoritmo 2,
para k € {1,... ,max_iter}, ao ponto de minimo global da fun¢do f, representado por x*.
Observamos que o niimero mdximo de iteracoes max_iter poderia ter sido reduzido, devido

a uma melhor aproximagdo de gy, em relacdo ao gradiente V f(xy,), conforme evidenciado na

Figura 29, a qual apresenta o grdfico do erro das estimativas do gradiente, medido por meio da
llgr — V f(zx)||oo» para cada iterando k € {1, ..., max_iter}.

Figura 28 — Norma [, da diferenca entre V f(z;) e Vf(z*), com V f(z*) = 0, para cada

iterando k € {1,...,13}. A aproximagdo de V f(z}) é realizada pelo método das
diferengas finitas para frente, equagdo (4.99).
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Fonte: figura do autor.

Concluimos esta se¢do com resultados de experimentos numéricos que exemplificam
a aplicacdo do método do gradiente conjugado nao linear estocéstico. No primeiro exemplo,

destacou-se a verificagdo das condi¢des de aplicabilidade do Algoritmo 2, as quais asseguram a

convergéncia a solucdo do problema de otimizacdo. O segundo exemplo, por sua vez, ilustrou a

aplicagdo do algoritmo proposto incluindo a incerteza introduzida pelo método das diferencas
finitas na estimacdo do gradiente da funcdo f.
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Figura 29 — Norma [, da diferenca entre g, aproximagao do gradiente no iterando xy, realizada
pelo método das diferengas finitas para frente (equacdo (4.99)), e V f(zy), para cada
iterando k € {1, ..., 13}.
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5 Conclusoes e Consideracoes Finais

Nesse trabalho propusemos, no Capitulo 3, um método estocéstico baseado no método
do gradiente conjugado linear deterministico (NOCEDAL; WRIGHT, 2006a), denominado o
método do gradiente conjugado linear estocdstico, a fim de solucionar os problemas equivalentes
(3.1) e (3.2), realizando a prova de convergéncia quase certa para a solu¢io desses problemas
e a andlise da taxa de convergéncia. Para essas demonstragdes, usamos o conceito de quase
supermartingales niao negativos, introduzido por Robbins e Siegmund (ROBBINS; SIEGMUND,
1971), e que teve os seus fundamentos tedricos abordados no Capitulo 2. Quanto a anélise da taxa

de convergéncia, encontramos, para uma sequéncia {ay } ;> especifica, uma taxa de convergéncia

1
O <M> , superior ao método de Robbins e Monro (gradiente estocdstico), que possui uma
0g

1
taxa de convergéncia O <k> (NEMIROVSKI et al., 2009) para tal classe de problemas (3.2).

Em seguida, utilizando os resultados numéricos obtidos nas tabelas 1 e 2, temos que o
método proposto, o0 método do gradiente conjugado linear estocdstico, € promissor, mostrando-
nos ser robusto a variagdo (aumento) do nimero de condicionamento da matriz A e dimensado do
problema quadratico (3.2), o que o torna uma alternativa vidvel e simples para a referida classe

de problemas de otimizacao estocdsticos.

Posteriormente, no Capitulo 4, desenvolvemos uma versao estocdstica do método do
gradiente conjugado ndo linear deterministico, baseada no método desenvolvido em (HAGER;
ZHANG, 2005), que assegura a direcao de descida da fun¢do custo f, definida no problema (4.1),

e demonstra a convergéncia a solu¢do do problema de otimizagdo deterministico utilizando:

* o gradiente exato da funcdo custo f;
* 0s valores reais da funcédo custo f;

* a busca em linha satisfazendo a condi¢ao de Wolfe (WOLFE, 1969).

Destacamos, como € pratica em demonstragdes de convergéncia de métodos de gradiente con-
jugado ndo lineares deterministicos, que os autores em (HAGER; ZHANG, 2005) utilizam a
condicdo de Zoutendijk (ZOUTENDIJK, 1970) para essa finalidade.

Todavia, o método apresentado por nds, no Algoritmo 2, utiliza:

* estimativas do gradiente da funcdo custo f;

* estimativas dos valores da fungdo custo f nos pontos xy € zj + si, em que k € o iterando
corrente, x; € R" € o ponto corrente e s, = Pk, com ay sendo o comprimento de passo

e pk, a dire¢do de busca;
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* abusca em linha satisfazendo a condi¢do de Armijo (ARMIJO, 1966), uma hip6tese menos
restritiva que a condi¢do de Wolfe utilizada em (HAGER; ZHANG, 2005).

Demonstramos a convergéncia quase certa e fizemos a andlise da taxa de convergéncia desse

método utilizando a teoria da probabilidade desenvolvida no Capitulo 2 e na Secdo 4.1.

Em seguida, na tltima sec@o do Capitulo 4, onde construimos um experimento numérico
a fim de exemplificar a aplicacdo do método do gradiente conjugado nao linear estocdstico, per-
cebemos a consequéncia pratica das diversas majoracdes que foram concebidas, principalmente
quando da formulacdo e demonstra¢dao do Teorema 4.2.8. Essas majoragdes impdem que o valor
de py € [0, 1], definido a fim de atender a tltima relagdo do Teorema 4.2.8, seja proximo a um,
tornando o nimero de amostras necessario para estimar o valor de f demasiadamente grande
e, consequentemente, tornando os experimentos numéricos custosos computacionalmente. Por
esse motivo, o primeiro exemplo desenvolvido tratou das incertezas em relacdo ao gradiente da
funcdo custo f, tendo o método acesso aos valores reais dessa fun¢do. Esse tipo de problema
de otimizagdo pode estar presente em simulacdes numéricas complexas, em que a fungao f é
um modelo matemaético deterministico bem definido; contudo, o cdlculo exato do seu gradiente
€ invidvel, restando-nos utilizar procedimentos numéricos, e.g. aproximacoes via diferengas
finitas ou técnicas de Monte Carlo, a fim de estima-lo. Porém, esses procedimentos introduzem

incertezas no gradiente.

Pontuamos como continuidade desse trabalho a reducdo no conservadorismo que se
encontra implicito na escolha das varidveis de projeto, principalmente, dos parametros do
Teorema 4.2.8. O estudo de maneiras de realizar tal reducido de conservadorismo j4 se encontra
em curso, devendo ser concluido no ambito de pesquisas realizadas como continuidade da

presente tese.
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APENDICE A — Demonstracdes

Lema A.0.1. Seja {7 }x>1 0 processo que representa o tempo entre chegadas do processo de

renovagao { A }r>0, definido em (4.8). Entdo, para todo n € N, temos:

Efr] =p+ (1+ )(1—p>= P A

2p — 1 2p— 1

Demonstragdo. Primeiramente, vamos definir o processo estocdstico {Zj } x>0 como: Zg = —1

e Zpp1 = Zj + Wiy, para todo k& > 0. Notemos que o processo {Zk}k>0 € o passeio aleatorio
o . 1 . o o

ndo simétrico, pois P(W;, = 1) > 5 para todo k > 0, e {Wj }x>0 é uma sequéncia de varidveis

aleatdrias independentes e identicamente distribuidas.

Assim sendo, definimos o tempo de parada 7, como
7=inf{n: Z, =0},

e 0 processo parado { Z=n, }n>0, para todo n > 0, como
L L TAN
Zinn = Zo+ Y Wy

k=1

Logo, podemos utilizar o teorema da amostragem opcional para concluir que:
7
E (Z Wk> 1
k=1

Em seguida, pelo Teorema da identidade de Waldi (Capitulo 12 de (ROLLA; DELIMA,
2024)), obtemos

resultando em
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Adiante, vamos particionar o espaco nos eventos {W; = 1} e {I/¥; = —1} para concluir

a demonstracio desse lema. Entdo,

E(ri) = E(E(m | W)
= E(E(nlw,=1 | W1)) + E(E(mlw,——1 | Wh))
= E(E(1Lgw,=1y | W1)) + EE((L +7)Liw=—1y | W1))
= E(lyw,-1) + E(Lgw,=—yE(1 + 7 | W1))
— p+E(lmw—E(1+7))

= p+<1+2p1_1>(1—p).

O]

Lema A.0.2. Considerando os processos estocdsticos { <t }r>0, { Ak k>0, { Pk te>00 {7k i1,
{Witeso, {Zk}tiso, {N(k)}i>1 e {Tc}eso definidos na Segdo 4.1 e as defini¢oes de O e h,

fornecidas na Hipotese I, entdo

E[D]
BN~ 1) +1) < g o2

Demonstragdo. Definamos o processo estocdstico { Ry } x>0, com Ry = @ e, paratodo k € N,

(kATe)—1
Ry =Qpar. +60 > h()). (A.2)
j=0
Observemos que R;, é uma variavel aleatoria ndo-negativa, .%-mensuravel. Além disso, temos

que { R }r>0 € um supermartingale, pois

E(Rip1|Zk) = E(Ripilirsiy + Rev1lin<iy| i)
= E(Rpp1lirsiy|Ze) + R (A.3)

Ja, da equacdo (A.2), temos que:
E(Rilirom|Fr) = B(Rewa|Fr) Lz

k
— B[00+ 0 ) | 7)o

§=0

< ((I)k — Oh() + 0 Xk: h(ﬂfj)) Lrony

§=0
k—1
= | =0 W) | Lrony
§=0
= Rl (A4)
E, das relagcdes (A.3) e (A.4), obtemos que

E<Rk+1’yl€) < Rka
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portanto, { R }r>0 € um supermartingale. Como consequéncia disso e da propriedade da espe-

ranca iterada, temos que

(kATe)—1
E («p S h(%)) — E(Ry) < E(Ro) = E(®)

j=0

e, da observacdo de ¢, > 0, para todo k£ > 0, resulta que
(kATe)—1
0E ( > h(%)) < E(®p).
§=0

Dispondo, por defini¢do, que i € uma funcdo ndo negativa, encontramos que

(k/\Te - Te—1

)—1
> ) S5 bl

quando k — oo, que € vdlida inclusive no conjunto {7, = +o00}. Assim sendo, utilizando o

Teorema da Convergéncia Monétona, concluimos que
Te—1
0E (Z h(,;z%])) < E(Ry) = E(P). (A.S5)
j=0

Entdo, da definicdo do processo de contagem N e da definicao de processo de renovacao
{Ak} k>0, temos que: o7y, > s {Ay, ..., Ar } C {1,2,...,7.}. Para mais, do fato de h ser uma
funcdo nao decrescente, procede que:
Te—1 Te—1

0> hiey) > 03 M) jeiay=,)
j=0 J=0

Te—1

On(e) Y Tjeqane=,)

=0

Te—1
— Oh(,) (1 + > ]l{je{Ai}foo})

Jj=1

Vv

= On(A)[1+ N(r. - 1)]. (A.6)

Enfim, das desigualdades (A.5) e (A.6), encontramos o resultado desejado, que

E(®)
e-AN

E(N(r. —1)+1) <

Proposicao A.0.3. Identidade de Wald

Seja {Yy }r>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes tais que: P(Y} €
[0,+inf]) = 1 para todo k > 1; E[Yy] = ur, com p, € [0,+inf] para todo k > 1; e T
um tempo de parada em relacdo a filtracao natural. Definamos Sy, = Y1 + ... + Yy, Sop = 0,

Sk = M1 + ... + pg. Entdo

E[S;] = E[s,] (A7)
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Demonstragcdo. Seja m € N, definimos, para todo ¢ € N, as varidveis aleatérias truncadas
Y =mAY, T =mAT, " =EY™),Sr=Y"+..+Y"es" =pu +..+ pu. Entlo,
temos que {Y,"" }s1, {1 bos1, {S0 Fns1, {8 }n>1 € T so varidveis aleatdrias ndo negativas
e, além disso, ndo decrescentes em relagdo a m. Assim sendo, definimos a sequéncia de varidveis
aleatorias { M, },>1 tal que M,, = SI" — s, para todo n > 1, resultando que essa sequéncia

definida € um martingale. E, pelo teorema da amostragem opcional, obtemos que

E(S7) = E(sTh).

Visto que S, € ndo decrescente em m, temos
St /Sy, quando m — oo.
Se 7 = oo, interpretamos S; = Sup,,>q >m St Por outro lado, de forma andloga, obtemos que

s /Sy, quando m — 0o.

Por fim, utilizando o Teorema da Convergéncia Monétona, concluimos que
E(S.) = E(s,).
O

Teorema A.0.4. Considerando os processos estocdsticos { <t }r>0, { Ak tr>00 { Pk k>0, {7k }i>1,
{Wktis0 {Zk}e>0, {N (k) }i>1 € {7 }es0 definidos no decorrer da Se¢do 4.1, se a Hipdtese I é

satisfeita, entdo

Elr.—1] < =

Demonstragcdo. Definamos, para todo n > 0,
Gy=Fn, ={Aco (U 0T AN{A, <k} € F Yk >0}

e, como consequéncias, teremos:

1) ¢, é uma o-élgebra;

2) A, é um tempo de parada com relagdo a filtracdo {. % }i>0 e é ¥,-mensurdvel. Como

Tn = A, — A,y paratodo n € N, entdo, 7,, € também ¥, -mensuravel,
3) N(7. — 1) + 1 € um tempo de parada com relagio a {¥, },,>o.

Para a dltima consequéncia, encontramos que

{(Nr.—1)+1<n} = UZ{NE) <n-171 —1=k}
= USiNk) +1<nr=k+1} C %,
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Pois, observemos que N (k) + 1 é um tempo de parada com relagio a filtragdo {¥,, },,>0, visto
que, para todo n > 0:
INB)+1<n} = {N(K)<n-1)
N(k) < n}
= {A, >k}
= {A, <k} e F.

Logo, {N(k)+1 < n}n{A, <m} ={A, <k}n{4, <m}e{A, <k}N{A, <m} e Z,
para todo m > 0, uma vez que, {4, < k}° = Q para0 < k < n — 1. Portanto, temos que
{N(k)+1<n}ed,.

Por sua vez, 7. também é um tempo de parada com relagdo a filtragdo {¥, },>¢, pois,
paratodom > 0el < k <n, {r. <k} N{A, <m} € F#,, visto que {4, < m} = () para
m < n — 1. J4 para todo m > n, teremos que {7. < k} € %, e {A, < m} € %,,. Logo,
{r. <k} €%, paratodo 1 <k <n.

Notemos também, pelo fato de {W}},>o ser uma sequéncia de varidveis aleatérias
independentes, teremos que
p
2p—1°

Entdo, visto que, por defini¢do, 7,, é ¢,,-mensuravel, podemos utilizar a Proposic¢do (A.0.3) para

E(TnJrl | gn) = E<Tn+1> =

concluir que
E(An(re—1)41) = B(Ta)E(N (e — 1) +1).

Por fim, da defini¢do do processo IV, temos que A N(re—1)+1 = Te — 1, da igualdade anterior e

dos Lemas A.0.1 e A.0.2, obtemos o resultado desejado, que

E(r. — 1) < E(r)E(N(7, — 1) + 1) <

]

Teorema A.0.5 (Principio dos Grandes Desvios de Cramer). Sejam { X, },>1 varidveis aleatérias
independentes e identicamente distribuidas, com distribuicao comum X, e J um intervalo de R.

Se I(J) < oo, onde I € a funcdo taxa, entdo:
e—[(JO)q—H-o(n) S P<S’n c J> S e—l(j)n+0(n)7
n

em que S, = X + ... + X,,, J° e J sdo o interior e o fecho do conjunto J, respectivamente. Em

particular, se 1(J°) = I(J), temos a seguinte igualdade:

Sn
P( € J) = g 1Un+to(n) (A.8)

n

Demonstragdo. Ver (ROLLA; DELIMA, 2024), paginas 424 a 427. L]
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