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Resumo
Controle preditivo baseado em modelos (
onhe
ido pela sigla de sua expres-são em inglês MPC - Model Predi
tive Control) é uma té
ni
a de 
ontrolemoderno que possui diversas variações e apli
ações na indústria. Uma novaestratégia de MPC robusto, a qual 
hamaremos de RMPC-SC - Robust MPCwith Stability Constraints, é proposta neste trabalho.Um 
onjunto de restrições para o in
remento da variável de 
ontrole, parao qual se garante a estabilidade de um sistema monovariável, des
rito por ummodelo linear, de tempo dis
reto, por meio de uma função de transferên
ia
onhe
ida, porém 
om in
ertezas politópi
as em seus parâmetros, é 
al
uladoexpli
itamente. A 
ondição desenvolvida é su�
iente para a estabilização dosistema, qualquer que seja a instân
ia da função de transferên
ia dentro dafaixa de in
ertezas admitidas. Além disso, este 
onjunto de restrições podeser utilizado junto 
om qualquer té
ni
a de MPC robusto, que admita ain
lusão de restrições na variável de 
ontrole.Ademais, um novo método de otimização Bran
h and Bound é proposto
om o objetivo de se aprimorar o pro
edimento de otimização inerente aoalgoritmo RMPC desenvolvido neste trabalho. O mesmo pode ser utilizadona otimização global de funções que podem ser des
ritas 
omo a diferençaentre funções 
res
entes, em um politopo do tipo 
aixa.Palavras-
have: Controle Preditivo; Controle Robusto; In
erteza de Mo-delo; Estabilidade; Modelo Linear; In
erteza Politópi
a; Função de Transfe-rên
ia, Bran
h and Bound.
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Abstra
t
Model Predi
tive Control (MPC) is a modern 
ontrol te
hnique that hasseveral variations and many appli
ations in industry. A new robust MPCstrategy - RMPC-SC (Robust MPC with Stability Constraints) - is proposedin this work.A set of 
onstraints on the in
rement of the 
ontrol variable that guaran-tees the stability of a monovariable dis
rete time linear dynami
al system,des
ribed by a known transfer fun
tion, but with polytopi
 un
ertainty inthe parameters, is expli
itly 
al
ulated. The 
ondition developed is su�
ientto stabilize the system at every instan
e of the transfer fun
tion within theadmitted un
ertainty range and 
an be used in 
onjun
tion with any robustMPC te
hnique that admits in
lusion of restri
tions on the 
ontrol variable.Furthemore, a new optimization method Bran
h and Bound is proposedin order to improve the optimization pro
edure inherent to the RMPC al-gorithm, developed in this work. This method 
an be used in the globaloptimization of fun
tions that 
an be des
ribed as the di�eren
e betweenin
reasing fun
tions, 
onstrained to a box.Keywords: Predi
tive Control; Robust Control; Model Un
ertanty; Sta-bility; Linear Model; Polytopi
 Un
ertanty; Transfer Fun
tion, Bran
h andBound.
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omplexa
∆ operador de in
remento em um dado sinal (∆x(k) = x(k)− x(k − 1))
T (z) função de transferên
ia
i valor da in
erteza a ser 
onsiderada em um modelo nominal
Θ matriz de in
ertezas
x valor máximo assumido pela variável x
x valor mínimo assumido pela variável x
x∗ valor ótimo da variável x
w trajetória de referên
ia
‖·‖2 norma quadráti
a
‖·‖

∞
norma in�nito

J(·) função 
usto
O ordem do �ltro passa-baixas
ωc frequên
ia de 
orte do �ltro passa-baixas
C politopo de in
ertezas
A notação para matrizes (letras maiús
ulas)
AT (T ), pós-posto a um vetor ou matriz, indi
a a operação de transposição
I matriz identidade de dimensão apropriada
R 
onjunto dos números reais
R

n 
onjunto das n-úplas (x1, . . . ,xn) de números reais
R

n
+ 
onjunto das n-úplas (x1, . . . ,xn) de números reais, em que xi > 0,

∀i = 1, . . . ,n
N 
onjunto dos números naturais
N

n 
onjunto das n-úplas (x1, . . . ,xn) de números naturaisxiv
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Capítulo 1IntroduçãoControle Preditivo Baseado em Modelo, ou MPC - Model Predi
tive Control,é o nome dado a um 
onjunto de métodos de 
ontrole que foram desenvolvidos
onsiderando-se o 
on
eito de predição e a obtenção do sinal de 
ontroleatravés da minimização de uma função objetivo [Cama
ho & Bordons (2007)℄.De forma geral, as diferenças entre os diversos algoritmos existentes devem-sebasi
amente à forma de es
olha dos modelos, ao tipo de função objetivo, aopro
edimento para manipular as restrições e ao 
ál
ulo do 
ontrole [Rossiter(2003)℄.O modelo do sistema é um elemento de grande importân
ia em um 
on-trolador MPC. O mesmo deve ser 
apaz de representar, de forma adequada,as 
ara
terísti
as do pro
esso. Dessa forma, ao falarmos em 
ontrole predi-tivo baseado em modelo, não podemos deixar de men
ionar a importân
ia deuma etapa preliminar bastante signi�
ativa, que é a identi�
ação de modelos.O modelo a ser utilizado em um 
ontrolador MPC deve ser 
apaz de 
al
ular,
om e�
iên
ia, as predições da saída, além de ser intuitivo e de permitir umaanálise teóri
a do 
omportamento do pro
esso.Naturalmente, ao des
revermos o 
omportamento de uma planta 
om ouso de modelos, temos que levar em 
onsideração as in
ertezas advindas dessades
rição. Isso motiva a ne
essidade de se desenvolverem té
ni
as de 
ontrolepreditivo robusto, que tenham 
omo objetivo o projeto de 
ontroladores quepreservem a estabilidade e o desempenho do sistema em malha fe
hada, ape-sar das impre
isões ou in
ertezas dos modelos. Dessa forma, a robustez 
o-meçou a ser 
onsiderada no projeto de 
ontroladores MPC, surgindo, assim,o Controlador Preditivo Robusto Baseado em Modelos, também 
onhe
idopela sigla RMPC -Robust Model Predi
tive Control.Este trabalho visa apresentar um projeto de 
ontrolador preditivo robustobaseado em modelo, o qual será 
hamado de Controle Preditivo Robusto Ba-seado em Modelo 
om Restrições de Estabilidade e será denotado pela sigla1



RMPC-SC - Robust MPC with Stability Constraints. A té
ni
a propostaapresenta um 
onjunto de restrições para a variável de 
ontrole. Se tais res-trições forem satisfeitas, garante-se a estabilidade de um sistema des
rito porum modelo linear, de tempo dis
reto, monovariável, por meio de uma funçãode transferên
ia 
onhe
ida, porém 
om in
ertezas politópi
as em seus parâ-metros. A 
ondição apresentada garante a estabilidade do sistema, quaisquerque sejam os valores assumidos pelos parâmetros, dentro do politopo de in-
ertezas. Além disso, o 
onjunto de restrições a ser en
ontrado pode serutilizado junto 
om qualquer té
ni
a de RMPC que admita a in
lusão derestrições na variável de 
ontrole.As in
ertezas do modelo de predição, a ser utilizado pelo 
ontroladorRMPC proposto, 
onsistem em in
ertezas politópi
as do tipo 
aixa: ai ≤
ai ≤ ai. Em 
ada passo do algoritmo RMPC-SC é ne
essária a apli
ação deum método de otimização para en
ontrar os valores mínimo e máximo de umpolin�mio multivariável, nas variáveis ai, 
om uma pre
isão pré-estabele
ida.Surgiu, então, a motivação para o desenvolvimento de um método de oti-mização bran
h and bound, 
om base na de
omposição de qualquer funçãopolinomial, em domínios de sinais de�nidos, 
omo uma diferença de funções
res
entes. O algoritmo resultante, tornou-se adequado para a otimizaçãode qualquer função des
rita 
omo uma diferença de funções 
res
entes, 
omrestrições do tipo 
aixa.1.1 Estrutura do TextoEste trabalho está organizado em 5 
apítulos. Parte da revisão bibliográ�
aestá des
rita na seção 1.3 e a restante é feita ao longo dos 
apítulos de a
ordo
om 
ada tema.O 
apítulo 1 traz uma breve introdução aos temas abordados nesta tese.Uma revisão bibliográ�
a sobre os 
ontroladores MPC e RMPC, e sobre ométodo de otimização bran
h and bound, é apresentada. Serão dis
utidos osprin
ipais trabalhos publi
ados sobre estes temas e as ideias bási
as 
ontidasem alguns deles, bem 
omo algumas de suas vantagens e desvantagens.O 
apítulo 2 expõe a metodologia geral de um 
ontrolador MPC e seus
omponentes fundamentais. Uma des
rição su
inta sobre os tipos de modelode predição e de função objetivo mais utilizados, é apresentada. Na sequên-
ia, o algoritmo de um 
ontrolador MPC bastante re
onhe
ido, 
hamado deControlador Preditivo Generalizado (GPC - Generalized Predi
tive Control-ler), é des
rito em detalhes. Posteriormente, o desempenho do 
ontroladorGPC é ilustrado para dois exemplos de plantas simuladas. Nesses exem-plos também será analisada a robustez do 
ontrolador GPC, tendo em vista2



que o mesmo será utilizado 
omo método 
omparativo junto às simulaçõesrealizadas no 
apítulo 5.O 
apítulo 3 estuda o tratamento de in
ertezas em um 
ontrolador MPC.Nesse 
apítulo estão des
ritos os modelos 
om in
ertezas que apare
em 
ommais frequên
ia na literatura, 
omo fazer o tratamento destas in
ertezas,
omo 
onsiderar a função objetivo e de que forma deve-se resolver o pro-blema de otimização na presença dessas in
ertezas. Um 
ontrolador predi-tivo robusto, que resolve problemas semelhantes àquele proposto nesta tese,é apresentado. O mesmo 
onsiste em uma forma de se tratar in
ertezas 
omo uso do 
ontrolador GPC e será denotado por FSPGPC (Filtered SmithPredi
tor-based Generalized Predi
tive Controller). Além disso, um simples
ontrolador RMPC, baseado em uma pequena mudança na estratégia Min-Max, será proposto e seu desempenho será 
omparado ao do 
ontroladorMin-Max bási
o e ao do 
ontrolador FSPGPC, no 
ontrole robusto de duasplantas simuladas. Essas simulações servirão de justi�
ativa para a meto-dologia do novo 
ontrolador RMPC, des
rito no 
apítulo 5, bem 
omo paraes
olha do RMPC proposto neste 
apítulo e do FSPGPC, para atuarem juntoàs 
omparações de desempenho no mesmo 
apítulo.Interrompendo brevemente a 
ontinuidade do tema 
entral deste trabalho(o 
ontrolador MPC), será proposto, no 
apítulo 4, um método bran
h andbound para a otimização global de funções que podem ser des
ritas 
omoa diferença entre funções 
res
entes (ou, equivalentemente, 
omo a soma defunções 
res
entes 
om funções de
res
entes), em um politopo do tipo 
aixa.O 
onteúdo exposto neste 
apítulo servirá 
omo pré-requisito ao 
apítuloseguinte, uma vez que o algoritmo de otimização desenvolvido será utilizadoem 
onjunto 
om o 
ontrolador RMPC apresentado no 
apítulo posterior.Uma nova proposta de 
ontrolador RMPC, 
hamada de Controle PreditivoRobusto Baseado em Modelo 
om Restrições de Estabilidade, o RMPC-SC, édes
rita, no 
apítulo 5, para o 
ontrole robusto de sistemas lineares dis
re-tos, monovariáveis, 
ausais e invariantes no tempo. Será apresentada uma
omparação do desempenho do RMPC-SC 
om outras té
ni
as de 
ontrolepreditivos, des
ritas ao longo desta tese, para três exemplos de sistemas,visando a 
on�rmação da e�
iên
ia e robustez do novo método.Finalmente, o 
apítulo 6 apresenta as 
on
lusões desta tese, detalhandosuas as prin
ipais 
ontribuições. Além disso, são des
ritas algumas perspe
-tivas de atividades futuras, rela
ionadas ao trabalho proposto neste texto.Todas as simulações realizadas nesta tese foram realizadas 
om o uso dosoftware MatLab R© (R2014a), em um 
omputador CORE i7 CPU 1.8 GHz.Para medições do tempo de CPU, analisado em algumas simulações, utilizou-se os 
omandos ti
 to
, do MatLab.Vale ressaltar que o grande interesse deste trabalho reside na estabilização3



da saída do sistema, em estado esta
ionário. Ou seja, em todos os resultadosde simulações, serão 
onsiderados e�
ientes aqueles 
ontroladores que fazem
om que a saída da planta se estabilize a partir de um determinado tempo.Não serão feitas análises do estado transiente da saída do sistema.Além disso, as dis
ussões sobre os resultados de simulações serão feitasa partir de análises qualitativas. Ou seja, as 
on
lusões e 
omparações dedesempenho dos 
ontroladores estudados nesta tese, serão feitas a partir daobservação e análise dos grá�
os da entrada e saída do sistemas 
ontrolados,dada uma 
ondição ini
ial. Este tipo de análise é usual no 
ampo de 
ontrolepreditivo baseado em modelo, 
omo pode ser observado em diversas referên-
ias, das quais pode-se 
itar [Kouvaritakis et al. (2000), Clarke & S
attoline(1991), Wan & Kothare (2003), Kothare et al. (1996)℄.1.2 Publi
ações1.2.1 Artigos Publi
ados em Revistas
• Ottoni, A. G. S., Takahashi R. H. C e Ra�o G. V. (2015). 'Stabi-lity Constraints for Robust Model Predi
tive Control'. Mathemati
alProblems in Engineering, 2015, 1-11.1.2.2 Artigos Publi
ados em Congressos
• Ottoni, A. G. S., Barbosa, A. M., Takahashi R. H. C e Aguirre, L. A.(2013). 'Controle Preditivo Baseado em Modelo 
om In
erteza Interva-lar: Formulação e Análise de Estabilidade'. XI Simpósio Brasileiro deAutomação Inteligente (SBAI), 13 a 17 de Outubro de 2013, Fortaleza- CE - Brasil.1.3 Levantamento Bibliográ�
o1.3.1 MPCO método de 
ontrole apresentado neste trabalho perten
e a uma grande
lasse de métodos de 
ontrole, 
onhe
ida prin
ipalmente por Controle Pre-ditivo Baseado em Modelo ou pelas siglas MPC - Model Predi
tive Controlou MBPC - Model-Based Predi
tive Control. As ideias bási
as 
ontidas nosalgoritmos MPC podem ser des
ritas brevemente 
omo [Cama
ho & Bordons(2007)℄: 4



• uso explí
ito de um modelo para predizer as saídas futuras da plantadentro do horizonte de predição;
• 
ál
ulo de uma sequên
ia de 
ontrole que minimiza uma função obje-tivo;
• estratégia de re
uo, isto é, apli
ação à planta somente do primeiroelemento da sequên
ia de 
ontrole, 
al
ulada no passo anterior.De forma geral, pode-se dizer que as diferenças entre os diversos algorit-mos MPC existentes devem-se basi
amente à forma de es
olha dos modelos(espaço de estados, função de transferên
ia, resposta ao impulso ou degrau,equação de diferença), ao tipo de função objetivo a ser utilizada no pro
essode otimização e à forma de se manipularem restrições [Rossiter (2003)℄.Como des
rito em [Ma
iejowski (2002)℄, é difí
il analisar a origem exatado MPC e suas prin
ipais ideias. Datas de publi
ações forne
em algumaideia de sua pre
edên
ia, entretanto os pioneiros deste método estão entrediversos pesquisadores e 
ientistas industriais que apli
avam estes métodosem situações práti
as antes das primeiras publi
ações.Ri
halet et al. (1978) propuseram o 
hamado Model Predi
tive Heuristi
Control, um método direto de 
ontrole preditivo 
omo alternativa ao tradi
i-onal 
ontrolador PID. Pou
o tempo depois, Cutler & Ramaker (1980) apre-sentaram o DMC (Dynami
 Matrix Control), tradi
ional método de 
ontrolepreditivo que resolve problemas 
om restrições, fazendo uso de programaçãolinear.Rapidamente, o MPC tornou-se bastante popular, prin
ipalmente dentreos pro
essos industriais quími
os, área na qual surgiu. A grande maioriadessas apli
ações é relativa a problemas multivariáveis e 
om restrições, eforam exatamente problemas desse tipo que provo
aram o desenvolvimentodas té
ni
as de 
ontrole MPC. Um relatório 
ompleto sobre diversas apli
a-ções na indústria petroquími
a durante os anos 1980, pode ser en
ontradoem [Gar
ía et al. (1989)℄.Um segundo ramo do MPC, baseado no 
ontrole adaptativo, 
omeçouentão a emergir. Podemos 
itar 
omo prin
ipais referên
ias os métodos de
ontrole preditivos de Peterka (1984), de Ydstie (1984), de DeKeyser et al.(1985) e o GPC [Clarke et al. (1987a) e Clarke et al. (1987b)℄. Em [Normey-Ri
o & Cama
ho (1996), Normey-Ri
o et al. (1998)℄, o uso do preditor deSmith no GPC foi apresentado, dando origem ao SPGPC. Os métodos ex-postos nesses artigos são essen
ialmente limitados a sistemas SISO (singleinput, single output) 
om algumas extensões a sistemas MIMO (multiple in-put, multiple output). O 
aso 
om restrição não é 
onsiderado em detalhesem nenhum deles. Outros métodos 
ontendo abordagens semelhantes podem5



ser vistos em [Gre
o et al. (1984), Lemos & Mos
a (1985), Ri
halet et al.(1987), Söeterboek (1982)℄.Existem ainda diversas formulações do MPC em espaço de estados, o quefa
ilitou a generalização do método para sistemas 
om perturbações esto
ás-ti
as e erro nas variáveis [Morari (1994), Lee et al. (1984)℄. A abordagemutilizando espaço estados é espe
ialmente útil para o 
ontrole de sistemasmultivariáveis.Na dé
ada de 1990, surgiram os métodos de 
ontrole preditivo 
om ga-rantia de estabilidade mediante a imposição de restrições. Dentre essesdesta
am-se o CRHPC de Clarke & S
attoline (1991), o SIORHC de Mos
aet al. (1990) e o GPC estável sem restrições de Kouvaritakis et al. (1992)e 
om restrições de Rossiter & Kouvaritakis (1993). Algumas formulaçõesem espaços de estados, 
om restrições e garantia de estabilidade podem seren
ontradas em [Rawlings & Muske (1993), Mayne et al. (2000), Rao & Ra-wlings (1999)℄.1.3.2 RMPCO desempenho do MPC pode ser 
omprometido quando dis
repân
ias entrea planta e o modelo usado para realizar a predição aumentam. Por este mo-tivo, o pro
edimento de modelagem da planta e a manipulação de in
ertezasno MPC 
omeçaram a re
eber bastante atenção de diversos pesquisadores,surgindo, assim, o 
ontrolador robusto baseado em modelos, que será deno-tado pela sigla de sua expressão em inglês, RMPC - Robust Model Predi
tiveControl. Re
entemente, o RMPC tem sido amplamente investigado [Bumro-ongsri & Kheawhom (2012)℄.Em situações práti
as, uma atenção espe
ial deve ser dada ao pro
edi-mento de modelagem. Segundo uma nota té
ni
a da Honeywell, �ferramentasde modelagem disponíveis atualmente envolvem quantidades signi�
ativas detentativas para produzir modelos que estão em 
onformidade 
om a realidadedos dados industriais. No �nal do exer
í
io de modelagem, o engenheiro de
ontrole �
a 
om, no máximo, uma sensação intuitiva para o valor das in
er-tezas nos modelos. Uma vez que os modelos formam o 
oração de qualquerapli
ação do MPC, é fundamental que o engenheiro de 
ontrole avançadotenha 
on�ança nos modelos antes de implementá-los� [Closed Loop Identi-�
ation for Model Predi
tive Control: Appli
ation to Air Separation Pro
ess(2011)℄.Uma proposta de RMPC, que leva em 
onta in
ertezas inerentes ao mo-delo, foi proposta ini
ialmente por Kothare et al. (1996). Foi apresentadauma té
ni
a de RMPC 
om garantia de estabilidade robusta, usando LMI's(Linear Matrix Inequalities). O método 
onsiste em minimizar, em 
ada6



passo, uma função objetivo para o pior 
aso das in
ertezas, 
om horizontede 
ontrole in�nito, sujeito a restrições na entrada e na saída da planta. Ca-savola et al. (2000) ampliaram o método de Kothare et al. (1996) usandoum horizonte de 
ontrole �nito, o que reduziu bastante o 
usto 
omputa-
ional. Desde então, o uso de LMI's em algoritmos de RMPC tornou-sebastante popular, sendo adotado até os dias de hoje. Exemplos de trabalhosde RMPC que usam LMI's podem ser en
ontrados nas referên
ias [Casavolaet al. (2004), Ding et al. (2008), Guzman et al. (2009)℄ e em diversos outrostrabalhos publi
ados re
entemente.Uma té
ni
a bastante utilizada no pro
edimento de otimização em diver-sos métodos de RMPC é o 
hamado método Min-Max, em que o sinal de
ontrole ótimo é 
al
ulado de forma a minimizar uma função 
usto para opior 
aso possível de in
ertezas, 
onsiderando as in
ertezas. Té
ni
as ba-seadas neste pro
edimento podem ser 
lassi�
adas 
omo Min-Max ModelPredi
tive Control (MMMPC). Lee & Yu (1997) desenvolveram uma formu-lação ini
ial do MMMPC. Posteriormente, Lee & Cooley (2000) utilizarama otimização Min-Max no MPC 
om modelos baseados em espaço de esta-dos 
om in
ertezas paramétri
as que variam 
om o tempo. Casavola et al.(2004) apresentaram uma té
ni
a MMMPC para sistemas dis
retos LTV (Li-near Time-Varying) des
rito por modelos politópi
os in
ertos. Ottoni et al.(2015) propõe um 
onjunto de restrições a serem utilizadas em 
onjunto 
omum 
ontrolador MMMPC, agregando garantia de estabilidade junto à té
ni
aMMMPC. A estratégia Min-Max é utilizada em diversos trabalhos, algunsdeles podem ser en
ontrados em [Bouzouita et al. (2007)℄, em que um RMPCé desenvolvido para modelos ARX (Auto Regressive with eXogenous input)
om in
ertezas paramétri
as, além das referên
ias [Bemporad et al. (2003),Wang & Rawlings (2004), Gruber et al. (2011), Kheriji et al. (2011)℄.Muitas da atuais pesquisas sobre RMPC objetivam a redução do 
usto
omputa
ional envolvido na té
ni
a MMMPC, sem entretanto 
omprometero desempenho de 
ontrole. Bus
ando esse objetivo, Wan & Kothare (2003)propuseram uma formulação o�-line do RMPC usando LMI's. A ideia deum elipsoide que delimita uma região onde se garanta a 
onvergên
ia assin-tóti
a da saída, foi usada no algoritmo RMPC 
om restrições. Ding et al.(2007) propuseram um método RMPC semelhante, porém uma função de
usto nominal é usada para substituir a função 
usto do pior 
aso, utilizadapor Wan & Kothare (2003). Angeli et al. (2008) apresentaram um método de
ontrole RMPC baseado, também, no 
ál
ulo o�-line de elipsoides invarian-tes, bus
ando a questão da viabilidade re
ursiva, para tratar problemas 
omrestrições nos estados e nas entradas de plantas politópi
as, lineares, sujeitasa perturbações 
onstantes. Mais re
entemente, uma abordagem do RMPCusando poliedros invariantes, 
al
ulados de maneira o�-line, foi apresentada7



por Bumroongsri & Kheawhom (2012). O 
ontrolador RMPC, proposto nestatese, faz uso da té
ni
a Min-Max em sua lei de 
ontrole. A partir de uma pe-quena mudança no algoritmo de de�nição da estratégia Min-Max, obtêm-seuma lei de 
ontrole satisfatória, 
om 
usto 
omputa
ional reduzido. Detalhespodem ser vistos no 
apítulo 3 deste texto.Baseada nas ideias apresentadas pelos 
ontroladores RMPC, des
ritos noparágrafo anterior, uma nova 
lasse de métodos de 
ontrole, que pode ser 
ha-mada de MPC robusto baseado em tubos (Tubes-RMPC) emergiu. A ideiabási
a 
onsiste em 
al
ular uma região (�tubo�) e uma lei de 
ontrole quemantém as trajetórias 
ontroladas no interior deste tubo, apesar das in
er-tezas do problema. Um 
ontrolador Tubes-RMPC foi proposto ini
ialmentepor Chis
i et al. (2001), para sistemas lineares, e por Limon et al. (2005), parasistemas não lineares, em que, desde que o estado ini
ial pertença à regiãofa
tível, a estabilidade re
ursiva é garantida. Além disso, um RMPC baseadoem tubos no qual a lei de 
ontrole é variante 
om o tempo foi apresentado porLangson et al. (2004). Mayne et al. (2009) propuseram um método Tubes-RMPC que 
ontrola plantas 
om a presença de perturbações nos estados ena saída. Limon et al. (2010) desenvolveram uma estratégia Tubes-RMPCque resolve problemas em que há in
ertezas não só no modelo da planta, mastambém na referên
ia. Outros métodos baseados no Tubes-RMPC, podemser en
ontrados nas referên
ias [Gonzalez et al. (2011), Cannon et al. (2011,2009), Rakovi¢ et al. (2012)℄.Todos os trabalhos de RMPC 
itados a
ima usam uma representação emespaços de estados para o modelo da planta, 
om ex
eção de [Bouzouitaet al. (2007)℄, [Lew & Juang (2012)℄, [Huang & Wang (2009)℄ e [Ottoni et al.(2015)℄, que abordam o RMPC usando modelos em função de transferên-
ia. No trabalho de Bouzouita et al. (2007), a lei de 
ontrole é obtida pelaresolução de um problema de otimização Min-Max, não-
onvexo, no qualum método de otimização determinísti
o, o GGP (Generalized Geometri
Programming) é proposto. Lew & Juang (2012) tratam da quanti�
ação dein
ertezas em modelos lineares des
ritos por função de transferên
ia e, pos-teriormente, de�nem uma função objetivo para o RMPC para minimizar aexpe
tativa de erro, dada a in
erteza. Huang & Wang (2009) estudam aapli
ação do RMPC em um pro
esso des
rito por função de transferên
iaque possui in
ertezas e atraso de tempo. Um RMPC usando LMI's é entãomodi�
ado e apli
ado para resolver o problema proposto. No trabalho deOttoni et al. (2015), um 
onjunto de restrições para a variável de entrada éproduzido. Se tais restrições forem satisfeitas, garante-se a estabilidade deum sistema des
rito por um modelo do tipo ARX, 
om in
ertezas politópi
asnos 
oe�
ientes do modelo.A té
ni
a RMPC, proposta neste trabalho, insere-se nesse 
ontexto. O8




ontrolador RMPC-SC proposto, bus
a a estabilização de sistemas que po-dem ser des
ritos por funções de transferên
ia. In
ertezas politópi
as 
omrelação aos parâmetros do modelo são 
onsideradas. Além disso, o problemaé abordado sob a óti
a de garantia de estabilidade da planta em malha fe-
hada.Outros métodos de 
ontrole RMPC que utilizam modelos des
ritos porfunção de transferên
ia, são aqueles que inserem o tratamento de in
ertezasno 
ontrolador GPC. O efeito que a inserção de um �ltro 
ausa na robustezde um sistema em malha fe
hada, 
ontrolado pelo GPC, tem sido analisadoem diversos artigos [Clarke & Mohtadi (1989), Robinson & Clarke (1991),Yoon & Clarke (1993, 1995)℄. Em [Ansay & Wertz (1997)℄, uma formulaçãorobusta do GPC leva em 
onta o desempenho de 
ontrole e a robustez. Outrasmetodologias que tratam in
ertezas, 
om o uso do GPC, podem ser vistasem [M
intosh et al. (1991), Kouvaritakis et al. (1992)℄. Em [Normey-Ri
o &Cama
ho (1999)℄, um �ltro é utilizado para aprimorar a robustez do SPGPCe em [Normey-Ri
o & Cama
ho (2000)℄, uma ideia semelhante é apli
ada asistemas multivariáveis.1.3.3 Bran
h and BoundOs algoritmos denominados bran
h and bound, 
onsistem de métodos de oti-mização global para solução de problemas não 
onvexos. Eles podem ser 
on-siderados não heurísti
os, pois terminam 
om um 
erti�
ado de que a soluçãoretornada pelo algoritmo é ǫ-próxima do ponto ótimo [Boyd & Mattingley(2007)℄. Este tipo de algoritmo realiza bus
as inteligentemente estruturadasno espaço de todas as soluções viáveis.Considerando-se problemas de maximização, por exemplo, a região de to-das as soluções viáveis é repetidamente dividida em partes 
ada vez menorese um limite superior é 
al
ulado para o valor da função objetivo dentro de
ada sub
onjunto. Após 
ada parti
ionamento, aqueles sub
onjuntos, den-tro dos quais os limites superiores da função objetivo são menores do que ovalor da função objetivo de uma solução viável 
onhe
ida, são ex
luídos dequalquer outra partição. O parti
ionamento 
ontinua até que uma soluçãoviável seja en
ontrada, de tal forma que o valor da função objetivo nessasolução não seja diferente do limite superior da função objetivo, em qualquersub
onjunto, em mais que um dado valor ǫ de tolerân
ia [Lawler & Wood(1966)℄.Segundo Kohler & Steiglitz (1974), os algoritmos bran
h and bound emer-giram 
omo o prin
ipal método para en
ontrar as soluções de problemas deotimização dis
reta.A apli
ação da té
ni
a bran
h and bound tem 
res
ido rapidamente e9



algumas dessas apli
ações podem ser vistas nos seguintes problemas: inteli-gên
ia arti�
ial [Korf (1999), Kumar & Kanal (1983), Lawler & Wood (1966),Mits
hele-Thiel (1994), Nilsson (1971, 1978), Webb (1995)℄, seleção de re
ur-sos [Narendra & Fukunaga (1977), Fukunaga (1990), Hamamoto et al. (1990),Kudo & Sklansky (2000), Yu & Yuan (1993), Somol et al. (2004)℄, 
lustering[Koontz et al. (1975)℄, problemas de sequen
iamento �ow-shop e job-shop[Ignall & S
hrage (1965), S
hrage (1970a,b)℄, problema do 
aixeiro viajante[Held & Karp (1971)℄ e os problemas de programação inteira [Geo�rion &Marsten (1972)℄.Os algoritmos bran
h and bound são 
omumente lentos, uma vez que, nopior dos 
asos, eles exigem um esforço 
omputa
ional que 
res
e exponen-
ialmente 
om o número de variáveis do problema. Por este motivo, a suautilidade é limitada a problemas de dimensões menores, sendo essen
ial aidenti�
ação e implementação de algoritmos 
omputa
ionalmente e�
ientes[Kohler & Steiglitz (1974)℄.Diversas revisões e generalizações do método bran
h and bound foramfeitas e algumas delas podem ser vistas na seguintes bibliogra�as: [Aginn(1966), Balas (1978), Lawler & Wood (1966), Mitten (1970), Nollemeier(1971), Roy (1969), Kohler & Steiglitz (1974)℄.Será proposto nesta tese, um método bran
h and bound para a otimizaçãoglobal de funções que podem ser des
ritas 
omo a diferença entre funções
res
entes, em um politopo do tipo 
aixa. O mesmo será utilizado em 
ertaetapa de otimização, no algoritmo do 
ontrolador RMPC proposto nesta tese.

10



Capítulo 2Controle Preditivo Baseado emModelosEste 
apítulo 
ontém uma introdução aos 
on
eitos bási
os do método de
ontrole denominado Controle Preditivo Baseado em Modelos, 
onhe
ido pelasigla de seu nome na língua inglesa, MPC - Model Predi
tive Control.A seção 2.1 apresenta a metodologia geral do 
ontrolador MPC. Sua es-trutura geral será apresentada e uma breve des
rição será feita sobre os tiposde modelos de predição mais utilizados e sobre o aspe
to da função obje-tivo. Posteriormente, a seção 2.2 será dedi
ada à des
rição de um método de
ontrole MPC, denominado GPC - Generalized Predi
tive Controller. Nessaseção será des
rito o algoritmo bási
o e a lei de 
ontrole do 
ontrolador GPC.Na seção 2.3 o desempenho do 
ontrolador GPC é ilustrado dois exemplossimulados. Finalmente a seção 2.4 fe
ha este 
apítulo 
om suas 
on
lusões.2.1 MPCControle preditivo baseado em modelos é uma té
ni
a de 
ontrole moderno
om vasta apli
abilidade e, provavelmente, a que teve mais êxito em apli
a-ções na indústria [Takatsu et al. (1998)℄. As prin
ipais 
ausas deste êxitodevem-se ao fato de que as estratégias MPC podem ser apli
adas tanto a sis-temas monovariáveis 
omo a sistemas multivariáveis, lineares ou não lineares.Além disso, as restrições podem ser usadas no projeto da lei de 
ontrole emtempo de exe
ução [Normey-Ri
o (2007)℄.Na verdade, o nome 
ontrole preditivo baseado em modelos (ou MPC),não se refere a uma estratégia de 
ontrole espe
í�
a, mas sim a um 
onjuntode métodos de 
ontrole que foram desenvolvidos, 
onsiderando-se as seguintes
ara
terísti
as fundamentais: Uso de um modelo explí
ito para o sistema 
om11



o objetivo de predizer a saída do pro
esso em um determinado horizonte depredição; 
ál
ulo de uma sequên
ia de 
ontrole a partir da otimização de umafunção objetivo; uso apenas do primeiro elemento da sequên
ia de 
ontroleno passo atual [Cama
ho & Bordons (2007)℄.Abaixo serão apresentados os elementos bási
os 
ontidos em qualquer
ontrolador MPC e algumas das 
ara
terísti
a que podem existir em 
adaum desses elementos.2.1.1 Estrutura GeralA estrutura geral de um 
ontrolador perten
ente à família dos 
ontroladorespreditivos baseados em modelo é apresentada na Figura 2.1.

Figura 2.1: Estrutura do 
ontrole preditivo baseado em modelo.A 
ada instante k, usa-se o modelo do pro
esso para prever as futurassaídas em um determinado horizonte de predição Hp. Estas saídas pre-ditas, ŷ(k +m|k) (a notação indi
a o valor predito de y no instante k +m,
al
ulado no instante k), param = 1 · · ·Hp, dependem dos valores 
onhe
idosaté o instante k (entradas e saídas passadas), bem 
omo dos sinais de 
ontrolefuturos û(k+n|k), n = 0 · · ·Hc− 1, em que Hc é 
hamado de horizonte de
ontrole (Hc ≤ Hp).Se Hc < Hp, û(k + i|k) = û(k + Hc|k), ∀ i = Hc + 1, · · · ,Hp. A Figura2.2 ilustra a sequên
ia das saídas preditas, bem 
omo a sequên
ia dos futurossinais de 
ontrole para o 
aso Hc < Hp.12



Figura 2.2: Entradas futuras e saídas preditas para o 
aso Hc < HpCom o uso das predições ŷ(k + m|k) e das entradas e saídas passadas,
al
ula-se a sequên
ia de sinais de 
ontrole futuros, û(k + n|k), que faz 
omque a saída predita ŷ se torne o mais próximo possível de uma referên
ia,por meio da otimização de uma dada função objetivo. Este pro
edimentotambém está ilustrado na Figura 2.2.Finalmente, apli
a-se a 
hamada estratégia de re
uo, isto é, o sinal de
ontrole û(k|k) é enviado ao pro
esso enquanto os seguintes sinais de 
ontrole
al
ulados são desprezados, 
omo ilustra a Figura 2.3. Todo o pro
edimentoé, então, repetido 
om os valores de todas as sequên
ias atualizados.2.1.2 Modelo do SistemaO modelo do sistema é provavelmente o elemento mais importante em um
ontrolador MPC. O mesmo deve ser 
apaz de representar adequadamente adinâmi
a do pro
esso, de forma a permitir o 
ál
ulo das predições da saída,além de ser intuitivo e de permitir uma análise teóri
a do 
omportamento dosistema [Normey-Ri
o (2007)℄.Na práti
a, os modelos lineares são os mais utilizados devido ao fato deserem mais simples e de mais fá
il apli
ação. Além disso, a maioria dospro
essos, prin
ipalmente industriais, fun
ionam em torno do ponto de ope-ração. Um modelo linear dis
reto pode apare
er no formato entrada-saída13



Figura 2.3: Estratégia de re
uo.(equação de diferença, resposta ao impulso, função de transferên
ia) ou emsua representação em espaço de estados.O método MPC a ser apresentado nesta tese faz uso de modelos linearesno 
ál
ulo das predições da saída, 
omo pode ver visto no 
apítulo 5. Poreste motivo, este texto restringe-se a apenas modelos lineares. [Mi
halska &Mayne (1993), Doyle et al. (1995), Chen & Allgower (1998), Henson (1998),Magni et al. (2001), Mhaskar et al. (2005)℄ são exemplos de algumas referên-
ias que utilizam modelos não lineares no 
ontrolador MPC.Mais espe
i�
amente, serão utilizados pelo 
ontrolador MPC robusto pro-posto neste trabalho, modelos lineares, monovariáveis, 
ausais e invariantesno tempo. Seguem abaixo as de�nições de sistemas 
ausais e de sistemasinvariantes no tempo.De�nição 2.1.2.1 Um sistema é dito 
ausal se suas saídas em um deter-minado instante de tempo não dependem das entradas apli
adas após esteinstante de tempo. Caso 
ontrário, o sistema é dito não-
ausal.14



De�nição 2.1.2.2 Considere o estado e uma entrada de um sistema no ins-tante k0, gerando uma 
erta saída. Um sistema é dito invariante no tempose, dado o mesmo estado e apli
ando-se a mesma entrada em um instantede tempo k0 +∆k, a mesma resposta é obtida em k0 +∆k. Caso 
ontrário,o sistema é dito variante no tempo.Serão apresentadas a seguir, as prin
ipais formas de se 
al
ular a prediçãoda saída de um pro
esso, em um 
ontrolador MPC, utilizando-se modelosmonovariáveis, 
ausais e LIT (sigla para lineares e invariantes no tempo).Equação de diferençaOs sistemas representados por equação de diferença, possuem o seguinte mo-delo:
y(k) = −a1y(k − 1) + . . .− any(k − n)+

+b0u(k − (d+ 1)) + b1u(k − (d+ 2)) + . . .+ bmu(k − n),
(2.1)em que ai, i = 1 . . . n e bj , j = 0 . . .m são es
alares, n > m e d = n−m− 1é o atraso de tempo.Caso o 
ontrolador MPC utilize o modelo des
rito na equação (2.1), apredição da saída é 
al
ulada da seguinte maneira:

ŷ(k + l|k) = −a1ŷ(k − 1 + l|k) + . . .− anŷ(k − n+ l|k)+
+b0û(k − (d+ 1) + l|k) + b1û(k − (d+ 2) + l|k) + . . .+ bmû(k − n+ l|k),(2.2)em que, se k−n+ l < k, então ŷ(k−n+ l|k) = y(k−n+ l) e û(k−n+ l|k) =
u(k − n+ l).Resposta ao ImpulsoNos modelos de resposta ao impulso, a predição da saída ŷ(k+m|k) é normal-mente 
al
ulada a partir de uma soma trun
ada para os N primeiros termosdo somatório de 
onvolução [Cama
ho & Bordons (2007)℄:

ŷ(k +m|k) =
N∑

i=1

h(i)û(k +m− i|k), (2.3)em que h(i) é o i-ésimo valor da resposta ao impulso, do sistema.Este tipo de modelo é bastante utilizado em situações práti
as, uma vezque são bastante intuitivos, não pre
isam de um 
onhe
imento a priori dopro
esso e podem ser usados em plantas multivariáveis sem a
res
entar gran-des di�
uldades. Além disso, des
revem de maneira simples, efeitos 
omple-xos de um sistema, 
omo atrasos e 
omportamentos de fase não mínima.15



Por outro lado, a representação de sistemas, usando a equação (2.3), apre-senta alguns in
onvenientes, pois a mesma não pode ser usada para des
reverplantas instáveis, além disso, ne
essita de um grande número de valores emsua representação [Cama
ho & Bordons (2007)℄.Função de Transferên
iaPara modelos des
ritos por funções de transferên
ia, a predição é 
al
ulada
omo:
ŷ(k +m|k) =

B(q)

A(q)
û(k +m|k), (2.4)em que G(z) = B(z)

A(z)
é a transformada Z da resposta do sistema ao impulsoe B(z) e A(z) são polin�mios na variável 
omplexa Z.As prin
ipais vantagens dessa representação 
onsistem na possibilidadeda mesma ser usada para des
rever sistemas instáveis e no fato de que nãosão ne
essários muitos parâmetros. O MPC proposto neste trabalho (veja o
apítulo 5), bem 
omo o 
lássi
o 
ontrolador GPC [Clarke et al. (1987a,b)℄,des
rito na seção 2.2, utilizam este tipo de modelo para realizar as prediçõesda saída.Equações de EstadoOutra forma de se representar um sistema LIT 
ausal, é por meio das 
ha-madas equações de estado:x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k)y(k) = Cx(k) + Du(k), (2.5)em que A, B, C e D são matrizes 
onstantes e y(k), x(k) e u(k) são vetoresde variáveis da saída, estado e entrada, respe
tivamente, no instante k. Essarepresentação é espe
ialmente utilizada para sistemas multivariáveis.Nesse 
aso, a predição da saída é 
al
ulada da seguinte maneira:ŷ(k +m|k) = Cx̂(k +m|k) +Dû(k +m|k) =C(Amx(k) +∑m

i=1Am−iBû(k + i− 1|k)) +Dû(k +m|k).
(2.6)2.1.3 Função ObjetivoOs diversos métodos MPC existentes utilizam diferentes tipos de funçõesobjetivo no 
ál
ulo da lei de 
ontrole. Na maioria dos 
asos, utiliza-se umafunção quadráti
a J que 
onsidera o erro entre as predições ŷ(k+ j|k) e uma16



referên
ia 
onhe
ida w(k + j), e a variação no 
ontrole ∆u(k) [Cama
ho &Bordons (2007)℄:
J =

N2∑

j=N1

δ(j)(ŷ(k + j|k)− w(k + j))2 +
Hc∑

i=1

λ(i)(∆û(k + i− 1|k))2, (2.7)em que N1 e N2 são os horizontes de predição mínimo e máximo, Hc é ohorizonte de 
ontrole e δ(j) e λ(i) são as sequên
ias de ponderação do erro edo esforço de 
ontrole, respe
tivamente.A função objetivo des
rita pela equação (2.7) utiliza em sua forma anorma quadráti
a. Outros tipos de norma podem ser 
onsideradas na funçãoobjetivo em um 
ontrolador MPC, 
omo por exemplo a norma in�nito ou anorma um (veja seção 3.2).2.2 Controlador Preditivo GeneralizadoUm algoritmo MPC bastante re
onhe
ido no meio a
adêmi
o e industrialé o 
hamado Controle Preditivo Generalizado, 
onhe
ido pela sigla de suanomen
latura em inglês, GPC -Generalized Predi
tive Control [Clarke et al.(1987a,b)℄. Será apresentada nesta seção, uma versão original do métodoGPC, que 
al
ula de forma analíti
a o valor do 
ontrole ótimo. Por simpli
i-dade, nos restringiremos ao 
aso monovariável.2.2.1 Modelo de PrediçãoO modelo usado pelo método GPC para representar um sistema é um tipode modelo 
onhe
ido 
omo ARX (Auto Regressive with eXogenous input) epode ser des
rito da seguinte maneira:
A(q−1)y(k) = q−dB(q−1)u(k − 1) +

e(k)

∆
, (2.8)em que ∆ = 1− q−1, e(k) é um ruído bran
o de média nula, d é o atraso dosistema, e A e B são os seguintes polin�mios na variável q−1.

A(q−1) = 1 + a1q
−1 + a2q

−2 + · · ·+ anaq
−na, (2.9)

B(q−1) = b0 + b1q
−1 + b2q

−2 + · · ·+ bnbq
−nb, b0 6= 0. (2.10)Para o 
ál
ulo do 
ontrole, o GPC utiliza a função 
usto (2.7) 
om N1 =

d+ 1, N2 = Hp, δ(j) = 1 ∀j e λ(i) = λ ∀i [Cama
ho & Bordons (2007)℄.17



Podemos rees
rever a equação (2.8) 
omo
Ã(q−1)y(k) = q−dB(q−1)∆u(k − 1) + e(k), (2.11)
om Ã = A(1−q−1) = 1− ã1q

−1−· · ·− ãna+1q
−(na+1). Dessa forma, obtemosuma equação de diferença para o sistema a partir de (2.8), dada por

y(k+1) =

na+1∑

i=1

ãiy(k+1− i) +
nb+1∑

i=1

bi−1∆u(k− d− i+1)+ e(k+1). (2.12)O melhor valor possível para a predição y(k+1|k) é a esperança matemáti
ada saída, dessa forma
ŷ(k + 1|k) =

na+1∑

i=1

ãiy(k + 1− i) +
nb+1∑

i=1

bi−1∆u(k − d− i+ 1). (2.13)Esta equação pode ser utilizada re
ursivamente de forma tal que ŷ(k+1|k)seja usada para o 
ál
ulo de ŷ(k+2|k) e assim su
essivamente. Dessa forma,todas a predições podem ser es
ritas 
omo funções das saídas e entradaspassadas e da sequên
ia de futuros 
ontroles. Na verdade, a dependên
ia dasequên
ia de 
ontrole em ŷ(k+m|k), só o
orre para m > d, quando podemoses
rever:
ŷ(k+d+1|k) =

na+1∑

i=1

αiy(k+1−i)+
nb+1∑

i=1

βi−1∆u(k−i+1)+b0∆u(k|k), (2.14)em que αi e βj são funções dos 
oe�
ientes ãi e bj .Portanto, a predição ótima em k + d + 1 é 
omposta da resposta livre(
al
ulada em termos das saídas e entradas passadas) e da resposta forçada(que depende da entrada futura ∆u(k|k)) [Clarke et al. (1987a), Cama
ho &Bordons (2007)℄. Repetindo esse pro
edimento até ŷ(k+d+Hp|k), obtém-seo vetor 
om as predições desejadas:ŷ = (ŷ(k + d+ 1|k), ŷ(k + d+ 2|k), · · · , ŷ(k + d+Hp|k))
T , (2.15)que pode ser expresso 
omo uma função do vetor resposta livre fr e do vetorde 
ontroles futuros u = (∆u(k|k), · · · ,∆u(k + Hc − 1|k))T , da seguinteforma: ŷ = Gu+ fr. (2.16)Os elementos do vetor fr 
onsistem das saídas do sistema 
al
uladas re-
ursivamente, usando a equação (2.13), 
om o 
ontrole futuro valendo zero.18



A matriz G é 
onstituída da seguinte forma:G =




g0 0 · · · 0
g1 g0 · · · 0... ... ... ...

gHp−1 gHp−2 · · · gHp−Hc


 , (2.17)

gj =

j∑

i=1

aigj−i +

j−1∑

i=0

bi j = 0, · · · , Hc − 1, gj = 0 ∀j < 0.Os elementos gj também podem ser 
al
ulados usando a equação (2.13)re
ursivamente, 
om 
ondições ini
iais nulas e apli
ando o degrau unitário emu. Nesse 
aso, a sequên
ia de saída (ŷ(k+ d+1|k), ŷ(k+ d+2|k), · · · , ŷ(k+
d + Hp|k))

T obtida é igual à primeira 
oluna de G [Cama
ho & Bordons(2007)℄.2.2.2 Lei de ControleConsiderando o vetor de referên
iasw = (w(k + d+ 1), w(k + d+ 2), · · · , w(k + d+Hp))
T ,a equação de 
usto pode ser es
rita 
omo (veja (2.7) e (2.16) ):

J = (ŷ−w)T (ŷ−w)+λuTu = (Gu+fr−w)T (Gu+fr−w)+λuTu. (2.18)A equação quadráti
a a
ima pode ser rees
rita 
omo:
J =

1

2
uTHu+ bTu+ f0, (2.19)
om H = 2(GTG+ λI)bT = 2(fr −w)TGf0 = (fr −w)T (fr −w).Quando não há restrições, o mínimo de J pode ser 
al
ulado igualandoseu gradiente a zero. Dessa forma, obtém-seu = −H−1b = (GTG+ λI)−1GT (w− fr). (2.20)De a
ordo 
om a estratégia de re
uo, apenas o primeiro elemento da sequên
iade 
ontrole u é apli
ado ao sistema. Esse elemento pode ser, �nalmente,expresso 
omo:

∆u(k) = K(w− fr), (2.21)19



em que K é a primeira linha da matriz (GTG+ λI)−1GT .Atualmente, o 
ontrolador preditivo GPC é bastante utilizado nas indús-trias, devido à sua simples e e�
iente implementação. Diversas variações eadaptações do GPC foram feitas desde o seu surgimento, provo
ando umagrande evolução e apli
abilidade desta té
ni
a em diversos 
ampos.2.3 Resultados de SimulaçãoCom o objetivo de ilustrar o desempenho do 
ontrolador GPC, o mesmo foiapli
ado para o 
ontrole robusto de dois exemplos de plantas simuladas. Oprimeiro trata-se do 
lássi
o sistema de posi
ionamento angular proposto porKwakernaak & Sivan (1972) e o segundo de um exemplo de planta simuladaapresentado por Rossiter et al. (1996).A função 
usto utilizada foi aquela des
rita na equação (2.7) 
om δ(j) =
λ(i) = 1, ∀i,j. Considerou-se a 
ondição ini
ial u(0) = 0.05 e uma trajetóriade referên
ia w 
onstante e igual a um. Em ambos os exemplos, 100 iteraçõesforam utilizadas.2.3.1 Exemplo 1O sistema, representado na Figura 2.4, 
onsiste na rotação de uma antena emtorno da origem do plano, dire
ionada por um motor elétri
o. O problemade 
ontrole é forne
er uma tensão de entrada (uV ) para o motor, de forma adire
ionar a antena para um objeto que se move pelo plano (Kothare et al.(1996)).

Figura 2.4: Sistema de Posi
ionamento Angular.20



A rotação da antena pode ser des
rita pelo seguinte modelo, adaptado deKothare et al. (1996):
θ(k) =

0,0078

q2 + (0,1α(k)− 2)q + (1− 0,1α(k))
u(k), (2.22)em que o período de amostragem é de 0,1s, θ(k) é a posição angular (rad) e

0,1s−1 ≤ α(k) ≤ 10s−1.O parâmetro α(k) é propor
ional ao 
oe�
iente de vis
osidade do pontode rotação da antena e pode variar 
om o tempo, assumindo qualquer valorno intervalo [0,1; 10]. Neste exemplo, o parâmetro α(k) será 
onsiderado �xono tempo, porém 
om seu valor in
erto, isto é, α(k) = α ∈ [0,1; 10].Para as simulações realizadas neste exemplo, 
onsiderou-se 
omo modeloda planta, o modelo (2.22) 
om α(k) = 1. O GPC foi apli
ado utilizando-sehorizontes de predição e 
ontrole, Hp = 12 e Hc = 6, respe
tivamente.Primeiramente, 
onsiderou-se o modelo de predição 
orrespondente a
α(k) = 1 (o modelo da planta é o mesmo do modelo nominal). A Figura2.5 apresenta a resposta do sistema em malha-fe
hada. Pode-se notar umbom desempenho do GPC, em que houve uma rápida 
onvergên
ia do sinalde saída.

Figura 2.5: Modelo da planta igual ao modelo nominal: (a) Resposta dosistema 
ontrolado pelo GPC. (b) Ação de 
ontrole.A �m de se analisar a robustez do método GPC, 
onsiderou-se diferentesvalores para α(k) junto ao modelo nominal. Os resultados das simulaçõespodem ser vistos nas Figuras 2.6 e 2.7, para os 
asos em que α(k) = 0.1 e21



α(k) = 2, respe
tivamente. Apesar dos resultados mostrarem 
onvergên
iaem ambos os 
asos, pode-se notar um desempenho mais satisfatório do GPCno 
aso α(k) = 0.1, 
om rápida 
onvergên
ia da saída do sistema. No 
aso
α(k) = 2, o sinal de saída, 
ontrolado pelo GPC apresentou grande os
ilaçãono estado transiente do sistema.

Figura 2.6: Modelo nominal
om α(k) = 0.1: (a) Res-posta do sistema 
ontroladopelo GPC. (b) Ação de 
on-trole. Figura 2.7: Modelo nominal
om α(k) = 2: (a) Resposta dosistema 
ontrolado pelo GPC.(b) Ação de 
ontrole.Para os 
asos α(k) = 5 e α(k) = 10, em que as dis
repân
ias entreo modelo da planta e o modelo nominal são maiores, o 
ontrolador GPCapresentou resultados de divergên
ia, 
omo mostram as Figuras 2.8 e 2.9.Este era um fato esperado, pois o método foi implementado sem 
onsiderarqualquer tipo de in
ertezas no modelo nominal.2.3.2 Exemplo 2O modelo da planta, utilizado para simular o pro
esso, é dado por [Rossiteret al. (1996)℄:
T (q) =

2q2 + 0,45q + 1

q3 − 2,2q2 + 0,09q + 0,252
. (2.23)22



Figura 2.8: Modelo nominal
om α(k) = 5: (a) Resposta dosistema 
ontrolado pelo GPC.(b) Ação de 
ontrole. Figura 2.9: Modelo nominal
om α(k) = 10: (a) Res-posta do sistema 
ontroladopelo GPC. (b) Ação de 
on-trole.Trata-se de uma planta instável, uma vez que possui {2,1; 0,4;−0,3} 
omopolos. Neste exemplo, o GPC foi apli
ado utilizando-se horizontes de predi-ção Hp = 3 e 
ontrole Hc = 3.A Figura 2.10 apresenta o resultado do 
ontrolador GPC para o 
aso emque o modelo nominal é igual ao modelo da planta, em que um ex
elentedesempenho pode ser observado.Com o objetivo de se analisar a robustez do GPC, também neste exem-plo, 
onsiderou-se in
ertezas nos 
oe�
ientes da função de transferên
ia domodelo nominal. Uma vez estabele
ido o valor de in
erteza desejado, o qualvamos denotar por i, novos 
oe�
ientes são gerados aleatoriamente da se-guinte forma: Considerando a, um 
oe�
iente qualquer do modelo (2.23), o
oe�
iente equivalente do modelo nominal será es
olhido dentro do intervalo
[a− i%a,a + i%a].As Figuras 2.11 e 2.12 apresentam os resultados para valores de in
erteza
i = 2 e i = 5, respe
tivamente. Em ambas as Figuras pode-se notar um bomdesempenho do método para estes valores de in
erteza, onde uma rápida
onvergên
ia é obtida pela saída da planta. Os modelos nominais utilizadospara gerarem os resultados expostos nas Figuras 2.11 e 2.12 são
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Figura 2.10: Modelo da planta igual ao modelo nominal: (a) Resposta dosistema 
ontrolado pelo GPC. (b) Ação de 
ontrole.
T2(q) =

1,984q2 + 0,4435q + 1,005

0,9915q3 − 2,198q2 + 0,09049q + 0,2527
(2.24)e

T5(q) =
2,045q2 + 0,4389q + 1,001

0,9708q3 − 2,195q2 + 0,08912q + 0,2591
(2.25)respe
tivamente.Para analisar a 
onvergên
ia do GPC para valores maiores de in
ertezas,
onsiderou-se in
ertezas nos valores i = 10 e i = 15 e os seguintes modelosnominais foram utilizados:

T10(q) =
1,918q2 + 0,4431q + 0,9012

1,008q3 − 2,203q2 + 0,09407q + 0,2442
(2.26)e

T15(q) =
2,281q2 + 0,3952q + 1,039

0,9512q3 − 1,901q2 + 0,101q + 0,238
. (2.27)As Figuras 2.13 e 2.14 mostram os resultados obtidos pelo 
ontroladorGPC, fazendo-se uso do modelo nominal (2.26) e (2.27), respe
tivamente.Em ambos os 
asos, pode-se observar a 
onvergên
ia da saída sistema, po-rém 
om a presença de os
ilação nos sinais de entrada e saída. A Figura2.14 apresenta um resultado de 
ontrole inferior, se 
omparado aos demais24



Figura 2.11: Modelo nominal(2.24), 
om i = 2% de in
er-teza: (a) Resposta do sistema
ontrolado pelo GPC. (b) Açãode 
ontrole. Figura 2.12: Modelo nominal(2.25), 
om i = 5% de in
er-teza: (a) Resposta do sistema
ontrolado pelo GPC. (b) Açãode 
ontrole.resultados expostos neste exemplo, dado que o
orre grande os
ilação no es-tado transiente do sistema. Este fato era esperado e justi�
a-se pela grandedis
repân
ia entre o modelo da planta e o modelo de predição.2.4 Con
lusõesEste 
apítulo apresentou uma introdução ao 
ontrolador preditivo baseadoem modelos. Foi des
rita sua estrutura geral e uma breve explanação sobreos tipos de modelos mais utilizados e o aspe
to da função objetivo, foi feita.Posteriormente apresentou-se o algoritmo do 
ontrolador GPC e o desem-penho do mesmo foi ilustrado a partir do 
ontrole robusto de duas plantassimuladas.Ao analisar os resultados apresentados pelo GPC em tais simulações,pode-se 
on
luir que o 
ontrolador mostrou um bom desempenho ao utilizarum modelo nominal bem próximo ao modelo da planta. Quando as dis
re-pân
ias entre o modelo nominal e o modelo da planta aumentaram o GPCpassou a apresentar resultados em que o
orreram os
ilações ou divergên
ia.Este 
omportamento era esperado, pois o algoritmo do GPC deduz, de formaanalíti
a, a lei de 
ontrole, supondo não haver in
ertezas no modelo de pre-25



Figura 2.13: Modelo nominal(2.26), 
om i = 10% de in
er-teza: (a) Resposta do sistema
ontrolado pelo GPC. (b) Açãode 
ontrole. Figura 2.14: Modelo nominal(2.27), 
om i = 15% de in
er-teza: (a) Resposta do sistema
ontrolado pelo GPC. (b) Açãode 
ontrole.dição da saída da planta.O 
ontrolador GPC será utilizado no 
apítulo 5, para �ns de 
omparaçãode desempenho do mesmo 
om outros métodos MPC a serem des
ritos node
orrer desta tese.
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Capítulo 3Controle Preditivo RobustoBaseado em ModelosUm modelo matemáti
o de um pro
esso real, por mais pre
iso que seja, nãoé 
apaz de 
ontemplar todos os aspe
tos da realidade. Simpli�
ações devemser 
onsideradas, prin
ipalmente quando o modelo for ser utilizado no projetode 
ontrolador. Dessa forma, um modelo matemáti
o des
reve a dinâmi
ade uma planta, apenas de forma aproximada.Em situações práti
as, pode-se observar que o desempenho do métodoMPC pode ser 
omprometido quando dis
repân
ias entre a planta real e omodelo utilizado no pro
edimento de predição aumentam. Com o objetivode sanar este tipo de problema, a robustez 
omeçou a ser 
onsiderada noprojeto de 
ontroladores MPC, surgindo, assim, o Controle Preditivo RobustoBaseado em Modelos, também 
onhe
ido pela sigla RMPC -Robust ModelPredi
tive Control.Este 
apítulo traz uma introdução à metodologia geral de um 
ontroladorRMPC, priorizando as ideias mais utilizadas. Serão apresentados alguns deseus prin
ipais 
omponentes, bem 
omo algumas vantagens e desvantagensdos mesmos. Além disso, serão des
ritos os algoritmos de algumas té
ni
asde 
ontrole RMPC.A seção 3.1 apresenta diferentes formas de se 
onsiderar in
ertezas em ummodelo linear a ser utilizado em 
ontroladores RMPC. A seção 3.2 mostra deque forma as in
ertezas podem ser 
onsideradas na função objetivo e 
omose dá o pro
edimento de otimização na presença de in
ertezas. Na seção 3.3um 
ontrolador RMPC, de simples algoritmo, será proposto e sua té
ni
aserá utilizada pelo 
ontrolador preditivo robusto, apresentado no 
apítulo 5.A seção 3.4 apresenta uma maneira de se 
onsiderar robustez no 
ontrola-dor GPC. Na seção 3.5, os desempenhos de três 
ontroladores RMPC serão
omparados. Finalmente, a seção 3.6 apresenta as 
on
lusões deste 
apítulo.27



A dis
ussão introduzida neste 
apítulo vai nortear o objetivo prin
ipaldeste trabalho, 
uja proposta é uma nova estratégia de 
ontrolador RMPC,des
rita de forma explí
ita no 
apítulo 5.3.1 Modelos 
om In
ertezasExistem diferentes maneiras de se 
onsiderar in
ertezas no modelo de umpro
esso. Na maioria delas, assume-se uma família de modelos, em que aplanta pode ser des
rita por um modelo dessa família. Serão apresentadas,nesta seção, de forma su
inta, algumas das prin
ipais formas de modelos
om in
ertezas, utilizados em 
ontroladores RMPC, segundo a literatura.Este texto restringe-se ao 
aso de modelos lineares in
ertos.3.1.1 Resposta ao ImpulsoGeneralizando a des
rição na seção 2.1.2, para sistemas MIMO, pode-se 
on-siderar que a predição da saída ŷ(k+ r|k) ∈ R
n, nos modelos de resposta aoimpulso, é normalmente 
al
ulada a partir de uma soma trun
ada para os Nprimeiros termos do somatório de 
onvolução:

ŷ(k + r|k) =
N∑

l=1

H(l)û(k + r − l|k), (3.1)em que o elemento (i,j) da matriz H(l) ∈ R
n×m, 
orresponde à i-ésima saídada planta quando um impulso é apli
ado na variável de entrada uj (u ∈ R

m).Suponha que os 
oe�
ientes dessa soma trun
ada, H(l) (que podem ser
al
ulados experimentalmente), apresentem in
ertezas. Umamaneira simplesde des
rever tais in
ertezas é 
onsiderar que
(H(l))ij ≤ (H(l))ij ≤ (H(l))ij,em que,
(H(l))ij(Θ) = (Hm(l))ij −Θlij ,
om Θ, a matriz de in
ertezas, de�nida por

(Hm(l))ij − (H(l))ij ≤ Θlij ≤ (Hm(l))ij − (H(l))ije Hm(l) é a resposta nominal do sistema.Apesar dessa ser uma maneira simples de se 
onsiderar in
ertezas nomodelo da planta, a dimensão da matriz de in
ertezas Θ é N × (m× n), emque (m,n) são as dimensões dos vetores de entrada e saída, respe
tivamente.28



Por exemplo, se N = 40 e m = n = 5, o número de parâmetros de in
ertezasserá de 1000, o que torna o problema inviável para ser apli
ado em situaçõespráti
as, dado seu alto 
usto 
omputa
ional [Cama
ho & Bordons (2007)℄.3.1.2 Matriz Função de Transferên
iaSuponha que um sistema MIMO 
omm entradas e n saídas, seja representadopelo seguinte modelo dado em termos da matriz de transferên
ia:
A(q−1)y(k) = B(q−1)u(k − 1), (3.2)em que A(q−1) e B(q−1) são matrizes 
om entradas polinomiais em funçãodo operador q−1, 
om dimensões apropriadas.Considerando que o modelo des
rito pela equação (3.2) é o modelo no-minal, in
ertezas paramétri
as podem ser 
onsideradas nesse sistema da se-guinte maneira:

(A)ij ≤ (A)ij ≤ (A)ij e (B)ij ≤ (B)ij ≤ (B)ij ,
om
(A)ij = (A)n +Θaij e (B)ij = (B)n +Θbij .Uma das grandes vantagens dessa representação é o pequeno número deparâmetros de in
ertezas, usados para a sua des
rição, que é de na×n×m+

(nb+1)×n×m, em na e nb são as somas dos graus dos polin�mios 
ontidos nasentradas das matrizes A e B, respe
tivamente [Cama
ho & Bordons (2007)℄.Por outro lado, as equações de predição são expressas em termos dosparâmetros de in
ertezas, o que, para o 
aso geral, resultam em expressões
ompli
adas e pou
o utilizadas, dado que o problema de otimização torna-sedifí
il de se resolver em tempo de exe
ução [Cama
ho & Bordons (2007)℄.Entretanto, grande parte dessas di�
uldades pode ser eliminada 
om o usoda nova proposta de MPC robusto, des
rita mais adiante neste trabalho.O modelo utilizado pelo 
ontrolador MPC robusto proposto nesta tese,tem a estrutura de uma função de transferên
ia 
om in
ertezas, no formatode intervalos de 
on�ança, asso
iadas a 
ada um de seus parâmetros. Pormeio de uma 
erta 
ondição de estabilidade imposta à saída da planta, pode-se obter uma lei de 
ontrole a partir de 
ál
ulos mais simpli�
ados. Detalhessobre este método estão des
ritos no 
apítulo 5 deste texto.
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3.1.3 Espaço de EstadosOutra forma de se representar um sistema MIMO in
erto é pelo uso de equa-ções de estado, da seguinte forma:
x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k).

(3.3)Se 
onsiderarmos que (3.3) des
reve o modelo nominal do sistema, damesma forma 
omo nos 
asos anteriores, in
ertezas paramétri
as podem serintroduzidas no modelo:
(A)ij ≤ (A)ij ≤ (A)ij, (B)ij ≤ (B)ij ≤ (B)ij,

(C)ij ≤ (C)ij ≤ (C)ij e (D)ij ≤ (D)ij ≤ (D)ij
om
(A)ij = (A)n +Θaij , (B)ij = (B)n +Θbij ,

(C)ij = (C)n +Θcij e (D)ij = (D)n +ΘdijComo des
rito na seção 2.1.2, o modelo de predição é dado por:
ŷ(k+m|k) = C(Amx(k)+

m∑

i=1

Am−iBû(k+ i−1|k))+Dû(k+m|k)). (3.4)3.1.4 In
ertezas GlobaisA ideia 
entral nesse tipo de modelagem de in
ertezas, é 
onsiderar que todosos erros de modelagem são reunidos em um vetor de parâmetros, de tal formaque a planta possa ser des
rita pela seguinte família de modelos [Cama
ho& Bordons (2007)℄:
ŷ(k + 1) = f̂(y(k), · · · ,y(k − na),u(k), · · · ,u(k − nb)) + Θ(k).Esse tipo de abordagem pode se rela
ionar 
om outros tipos de modela-gem de in
ertezas. Por exemplo, no 
aso da resposta ao impulso, des
ritona subseção 3.1.1, a saída predita em k + j, 
al
ulada no instante k, 
omin
ertezas paramétri
as, é dada por:

ŷ(k + j|k) =
N∑

i=1

(H(i) + Θi)u(k + j − i).
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O que impli
a que Θ(k + j) =
∑N

i=1Θiu(k + j − i). Logo, os limites inferiore superior para a 
omponente i do vetor Θ(k+ j) (quando u é limitado) sãodados por:
Θi = min

u∈U,Θi∈Θ

N∑

i=1

Θiu(k + j − i),

Θi = max
u∈U,Θi∈Θ

N∑

i=1

Θiu(k + j − i).Dessa forma, o número de parâmetros de in
ertezas foi reduzido de N×(m×
n) para n.Pode-se 
onsiderar, ainda, a des
rição por in
ertezas globais, de umaplanta representada por uma matriz de transferên
ia. Neste 
aso, o modelo
om in
ertezas será dado por:

A(q−1)y(k) = B(q−1)u(k − 1) + Θ(k), (3.5)em que Θ(k) ∈ Θ é de�nido por Θ(k) ≤ Θ(k) ≤ Θ(k).Observe que este tipo de modelagem não exige que o modelo seja linear.Na verdade, assume-se que o pro
esso pode ser aproximado por um modelolinear de forma que todas as trajetórias estejam in
luídas entre as bandassuperior e inferior, que dependem de Θ(k) e Θ(k).No modelo des
rito em (3.5), as bandas de in
ertezas podem se tornarmaiores 
om o passar do tempo [Cama
ho & Bordons (2007)℄, o que torna
ompli
ado o projeto do 
ontrolador.Qualquer outra forma de se representar um sistema in
erto, pode tambémser es
rita usando-se in
ertezas globais. Para isso, basta generalizar as ideiasapresentadas nesta subseção.3.1.5 Modelos Politópi
osConsidere um sistema LTV (Linear and Time-Varying) des
rito pelas se-guintes equações em espaço de estados:
x(k + 1) = A(k)x(k) + B(k)u(k)
y(k) = Cx(k),

(3.6)
[A(k) B(k)] ∈ Ω.31



Um sistema dis
reto LIT 
om in
ertezas, pode ser representado pelasequações (3.6), se as in
ertezas do modelo são de�nidas da seguinte maneira.Considere o 
ojunto Ω:
Ω = C0{[A1 B1], [A2 B2], · · · , [AL BL]}, (3.7)em que C0 denota o fe
ho 
onvexo do 
onjunto de�nido pelos vérti
es [Ai Bi],ou seja, dado qualquer par [A B] ∈ Ω, podemos es
revê-lo 
omo

[A B] =
L∑

i=1

λi[Ai Bi],
om λi ≥ 0 e ∑L

i=1 λi = 1. Se L = 1 as equações (3.6) 
orrespondem aomodelo nominal do sistema LIT [Kothare et al. (1996)℄.A ideia é des
rever a planta 
omo uma 
ombinação linear de L sistemaslineares LIT 
ujos modelos são determinados pelas matrizes [Ai Bi].Esse tipo de representação das in
ertezas do modelo é parti
ularmente útilquando os dados de entrada e saída do sistema (possivelmente não linear)foram obtidos por diferentes métodos ou em diferentes períodos de tempo.Se para 
ada 
onjunto de dados, um modelo linear foi identi�
ado, (porsimpli
idade, vamos supor que os vários modelos lineares 
ontém o mesmovetor de estado), então é razoável que esse tipo de des
rição por modelospolitópi
os, 
om vérti
es de�nidos pelos modelos lineares, des
reva de formasatisfatória o sistema real [Kothare et al. (1996)℄.Pode-se mostrar que, no 
aso de plantas SISO, um modelo in
erto, des-
rito pela resposta ao impulso, pode ser trans
rito para modelos politópi
osin
ertos. Para maiores detalhes, veja o trabalho de Kothare et al. (1996).3.1.6 Modelos 
om In
ertezas EstruturadasOutra forma de se 
onsiderar in
ertezas em um sistema LIT pode ser esque-matizada 
omo na Figura 3.1 e representada pelas equações (3.8):
x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) + Bpp(k)
y(k) = Cx(k)
q(k) = Cpx(k) + Dquu(k)
p(k) = ∆(q)(k).

(3.8)O operador ∆ é diagonal em blo
os:
∆ =




∆1

∆2 . . .
∆r


 , (3.9)32



Figura 3.1: Esquema de um modelo 
om in
ertezas estruturadas.
om ∆i : R
i → R

i. A entrada auxiliar p(k) do sistema é a resposta dooperador ∆ à saída auxiliar q(k).O operador ∆ pode representar uma matriz sem memória variante 
om otempo, tal que ‖∆i‖2 ≤ 1, i = 1, . . . , r, k ≥ 0; ou um operador 
onvolução (seo sistema LIT for estável), 
om operador norma induzido pelo trun
amentoda norma ℓ2 menor que um, ou seja:
k∑

j=0

pi(j)
Tpi(j) ≤

k∑

j=0

qi(j)
Tqi(j), i = 1, . . . ,r, ∀k ≥ 0.Cada blo
o ∆i pode ser um es
alar ou uma matriz e são usados para mo-delar vários tipos de fatores, 
omo por exemplo: não linearidades, dinâmi
asou parâmetros que são des
onhe
idos, não modelados ou negligen
iados. Ou-tros tipos de modelos 
om in
ertezas, podem ser 
olo
adas em termos dessesistema de referên
ia [Kothare et al. (1996)℄.Pode-se mostrar [Kothare et al. (1996)℄, que o sistema representado pelasequações (3.8), 
orresponde ao sistema (3.6) 
om

Ω = {[A+Bp∆Cq B+Bp∆Dqu] : ∆ satisfaz (3.9) 
om ‖∆i‖2 ≤ 1}.Foram des
ritas nesta subseção as prin
ipais formas de se modelar umsistema 
om in
ertezas. Outras maneiras, bem 
omo variações das formasaqui desenvolvidas, são também utilizadas nos diversos métodos RMPC.Como 
itado anteriormente, a forma de se modelar uma planta levandoem 
onta as in
ertezas do modelo, utilizada pelo MPC robusto propostonesta tese, tem a estrutura de uma função de transferên
ia 
om in
ertezasasso
iadas a 
ada um de seus parâmetros. Entretanto, para maior 
lareza esimpli
idade de notação, a exposição do método, des
rita no 
apítulo 5 destatese, faz uso de uma des
rição em espaço de estado do sistema.33



Optou-se por resolver problemas 
om modelos dados por funções de trans-ferên
ia, pelo fato desta des
rição apresentar pou
os parâmetros (fa
ilitandoassim o pro
esso de identi�
ação), além de ser uma maneira bastante intui-tiva de se des
rever uma planta 
ausal por modelos lineares, 
om in
ertezas.Além disso, devido ao elevado grau 
omplexidade em resolver problemasdesta natureza, não existem muitos trabalhos publi
ados dentro da área deControle Preditivo Robusto Baseado em Modelos, que utilizam esse tipo demodelagem, sendo essa, portanto, uma 
ontribuição a mais para esse ramo.3.2 Função ObjetivoApós a es
olha de um modelo que des
reva a dinâmi
a da planta e que leveem 
onta as in
ertezas oriundas dessa des
rição, uma sequên
ia de 
ontrolesfuturos û(k + n|k), n = 0 · · ·Hc − 1, deve ser 
al
ulada de forma que aspredições da saída ŷ(k + m|k), �quem o mais próximas possível, de umatrajetória de referên
ia w(k + m), m = 1 · · ·Hp, dadas as in
ertezas Θ domodelo. Para isso, geralmente es
reve-se ŷ(k+m|k) em termos de û(k+n|k),
∀ n,m e de Θ, para então apli
ar um pro
esso de otimização em uma dadafunção objetivo.Uma maneira usual de se pro
eder, na presença de in
ertezas, é minimizara função objetivo para o pior 
aso possível de in
ertezas. Isto é, 
onsidera-se a função objetivo em que as in
ertezas atuam da pior maneira possível,para então apli
ar um pro
edimento de minimização. Esta té
ni
a é bastanteutilizada nos algoritmos RMPC e é 
hamada de Min-Max, em que bus
a-seresolver o seguinte problema:

min
u ∈ U

max
θ ∈ Θ

J(u,θ).A função a ser minimizada é o máximo de uma norma que tenta medir oquanto a saída do pro
esso aproxima-se da trajetória de referên
ia [Cama
ho& Bordons (2007)℄. Diferentes tipos de normas, podem ser usadas nesse
ontexto. Algumas delas serão apresentadas nas subseções subsequentes.3.2.1 Norma Quadráti
aUma das formas mais utilizadas de função objetivo, pelos algoritmos RMPC,é 
onstruída levando-se em 
onta a norma eu
lidiana e está des
rita na equa-ção (3.10), abaixo.
J(u,θ) =

Hp∑

j=1

δ(j)[ŷ(k+ j|k)−w(k+ j)]2+
Hc∑

i=1

λ(i)[∆u(k+ i−1|k)]2. (3.10)34



Considere o 
onjunto das predições ŷ, j passos a frente, para j = 1, . . . ,Hp,utilizando-se algum dos modelos in
ertos des
ritos na seção 3.1. Essas pre-dições podem ser rees
ritas na seguinte forma 
ondensada:
y = Guu+Gθθ + f , (3.11)em que y = [ŷ(k + 1|k),ŷ(k + 2|k), . . . ,ŷ(k + Hp|k)]

t, u = [û(k|k),û(k +

1|k), . . . ,û(k +Hc − 1|k)]t, θ = [θ̂(k + 1|k),θ̂(k + 2|k), . . . ,θ̂(k +Hp|k)]
t e f éa resposta livre do pro
esso, isto é, é a resposta do sistema ao se apli
ar asentradas e saídas passadas, 
om o 
ontrole futuro valendo zero, nas equaçõesde predição [Cama
ho & Bordons (2007)℄.3.2.2 Norma ∞A função 
usto (3.10) foi 
onstruída levando-se em 
onta a norma quadráti
a.Existem algumas abordagens que levam em 
onta outros tipos de normas,
omo por exemplo a norma ∞. Considerando-se a norma ∞, a função obje-tivo pode ser dada por:

J(u,θ) = max
j=1,··· ,Hp

‖ŷ(k + j|k)− w(k + j)‖∞ + max
i=1,··· ,Hc

‖∆u(k + i− 1|k)‖∞

= maxj=1,··· ,Hp
[maxl=1,··· ,n |ŷl(k + j|k)− wl(k + j)|]+

+maxi=1,··· ,Hc
[maxr=1,··· ,m |∆ur(k + i− 1|k)|], (3.12)em que n é o número de saídas e m o número de entradas do sistema.Com o uso da norma ∞, o problema Min-Max pode ser reduzido a umproblema de otimização linear, reduzindo de forma signi�
ativa o 
usto 
om-puta
ional empregado neste pro
edimento.Apesar das vantagens já men
ionadas da norma∞, ela leva em 
onsidera-ção apenas o máximo desvio entre a predição e a referên
ia, não levando em
onta o restante do 
omportamento das demais predições. Existem outrostipos de normas, 
apazes de medir o desempenho 
ompleto das predições dasaída, entre elas estão a norma quadráti
a, des
rita na subseção 3.2.1 e anorma 1, des
rita a seguir.3.2.3 Norma 1Em um pro
esso des
rito por sua resposta ao impulso trun
ada, é 
onvenienteutilizar uma função objetivo de�nida a partir da norma 1 [Allwright (1994)℄:

J(u,θ) =

Hp∑

j=1

n∑

i=1

|ŷi(k+j|k,θ)−wi(k+j)|+λ
Hc∑

j=1

m∑

i=0

|∆ui(k+j−1|k)|. (3.13)35



Se as sequên
ias µi ≥ 0 e βi ≥ 0 são de�nidas de tal forma que, para todo
θ ∈ Θ,

−µi ≤ ŷi(k + j|k)− wi(k + j) ≤ µi,

−βi ≤ ∆ui(k + j − 1|k) ≤ βi,

0 ≤

n×Hp∑

i=1

µi + λ
m×Hc∑

i=1

βi ≤ γ,então γ é uma 
ota superior para
µ∗(u) = max

θ

[
Hp∑

j=1

n∑

i=1

|ŷi(k + j|k,θ)− wi(k + j)|+ λ
Hc∑

j=1

m∑

i=1

|∆ui(k + j − 1|k)|

]
.O problema �
a, então, reduzido a minimizar a 
ota superior γ.Certamente, existem outros tipos de função objetivo, bem 
omo váriosmétodos de otimização que podem ser apli
ados nessa etapa do 
ontroladorRMPC. Quanto ao método RMPC proposto no 
apítulo 5, o pro
edimentode otimização utilizado foi a té
ni
a Min-Max e�
iente, apresentada na seção3.3, abaixo, apli
ada 
om o uso da função fmin
on (utilizando o algoritmo dospontos interiores) do MATLAB. A função objetivo utilizada foi uma análogaà des
rita pela equação (3.10).3.3 Método Min-Max E�
ienteNa té
ni
a Min-Max MPC (MMMPC) [Campo & Morari (1987)℄, o valordo sinal de 
ontrole a ser apli
ado é en
ontrado pela minimização do pior
aso de um índi
e de desempenho (geralmente quadráti
o) que é, por suavez, 
al
ulado pela maximização sobre os possíveis valores de distúrbios ein
ertezas [Ramírez & Cama
ho (2006)℄.A té
ni
a Min-Max, se apli
ada em sua forma original ao 
ontrolador,a
arreta em uma grande 
arga 
omputa
ional no algoritmo de 
ontrole, oque limita a sua apli
abilidade na indústria [Ramírez & Cama
ho (2006)℄.Bus
ando 
ontornar este problema, diversas formulações distintas e apro-ximações da té
ni
a Min-Max, foram propostas para serem apli
adas em
ontroladores MPC robustos. Alguns desses trabalhos, que apresentam oMMMPC 
om um esforço 
omputa
ional reduzido, podem ser vistos nas se-guintes referên
ias [Lee & Yu (1997), S
okaert & Mayne (1998), Lee & Cooley(2000), Ramírez et al. (2003), Bemporad et al. (2003), Ramírez & Cama
ho(2006), Bouzouita et al. (2007)℄. 36



A té
ni
a Min-Max a ser utilizada pelo 
ontrolador RMPC, propostonesta tese, baseia-se em uma pequena (mas importante) alteração do métodoMin-Max original. A mesma será 
hamada deMétodo Min-Max E�
ientee 
onsiste em separar o problema min-max em duas etapas: primeiro resolve-se o problema de maximização 
om o sinal de 
ontrole �xo 
omo o 
ontrole
al
ulado no passo anterior, obtendo o valor máximo do vetor de in
ertezas;depois, 
om o valor da in
erteza �xo 
om a in
erteza máxima, resolve-se oproblema de minimização, obtendo o sinal de 
ontrole mínimo. O algoritmoMin-Max E�
iente pode ser des
rito 
omo:1. k ← 1.2. Se k ≤ kmax, faça:3. θ∗ ← argθ max
θ∈Θ

J(u∗(k − 1),Θ).4. u∗(k)← argu min
u∈U

J(u,θ∗).5. k ← k + 1.6. Volte ao passo 2.A grande vantagem do método Min-Max e�
iente, em relação ao métodoMin-Max original, é a a
entuada diminuição do esforço 
omputa
ional re-querido, possibilitando, dessa forma, sua apli
ação em problemas 
om maior
omplexidade ou em pro
essos industriais.A seção 3.5 apresenta uma 
omparação dos desempenhos de três 
ontro-ladores RMPC. O primeiro utiliza o Min-Max em sua formulação original, osegundo faz uso da té
ni
a Min-Max e�
iente, des
rita nesta seção e o ter
eirotrata-se do 
ontrolador GPC robusto a ser des
rito na próxima seção.3.4 Controlador Preditivo Generalizado RobustoEsta seção dedi
a-se a uma maneira de se 
onsiderar robustez no 
ontrola-dor preditivo generalizado. Ini
ialmente, será feita uma introdução ao Con-trolador Preditivo Generalizado 
om Preditor de Smith, método 
onhe
idopela sigla de seu nome em inglês, SPGPC - Smith predi
tor-based generali-sed predi
tive 
ontroller, apresentado em [Normey-Ri
o & Cama
ho (1996),37



Normey-Ri
o et al. (1998)℄. Posteriormente, será analisada a robustez doSPGPC após a introdução de um �ltro no sistema em malha fe
hada. Estemétodo de 
ontrole RMPC, bastante respeitado na literatura, foi apresentadopor Normey-Ri
o & Cama
ho (1999) e será denotado pela sigla FSPGPC -Filtered SPGPC, nesta tese.3.4.1 Controlador Preditivo Generalizado 
om Preditorde SmithO método SPGPC é bastante semelhante ao GPC. Seu algoritmo 
onsisteem apli
ar uma sequên
ia de 
ontroles que minimiza uma função 
usto daseguinte forma:
J(N1,N2) =

N2∑

j=N1

δ(j)(ŷ(k + j|k)− w(k + j))2 +

N2−d∑

i=1

λ(i)(∆u(k + i− 1|k))2,(3.14)em que N1 e N2 são os horizontes de predição mínimo e máximo, d é o atrasodo modelo do pro
esso, e δ(j) e λ(i) são as sequên
ias de ponderação do erroe do esforço de 
ontrole, respe
tivamente.Ao des
rever a planta por um modelo da forma
A(q−1)y(k) = q−dB(q−1)u(k − 1), (3.15)em que

A(q−1) = 1 + a1q
−1 + a2q

−2 + · · ·+ anaq
−na, (3.16)

B(q−1) = b0 + b1q
−1 + b2q

−2 + · · ·+ bnbq
−nb, (3.17)e 
onsiderar N1 = d+ 1 e N2 = Hp + d, obtêm-se a seguinte lei de 
ontrole:

∆u(k) = ly1 ŷ(k+d|k)+ ly2ŷ(k+d−1|k)+ · · ·+ lyna+1
ŷ(k+d−1−na|k)+ · · ·+

+lu1
∆u(k − 1) + lu2

∆u(k − 2) + · · ·+ lunb∆u(k − nb)+ (3.18)
+

Hp∑

i=1

fiw(k + d+ i) ,em que lyi, lui
e fi são 
onstantes.A diferença entre o GPC e o SPGPC se dá neste ponto: a predição dasaída da planta é 
al
ulada utilizando-se o modelo (3.15) em malha aberta,adi
ionando-se à saída predita para os instantes k+1 até k+ d, o erro entrea saída e a predição, da seguinte forma:

ŷ(k + d− i|k)← ŷ(k + d− i|k) + y(k − i)− ŷ(k − i|k). (3.19)38



Para 
al
ular os 
oe�
ientes da lei de 
ontrole (3.18), usa-se o mesmopro
edimento do GPC. Ao apli
ar o modelo de predição (3.15) re
ursivamentepara j = 1, · · · , Hp, obtem-se:



ŷ(k + d+ 1|k)
ŷ(k + d+ 2|k)...
ŷ(k + d+Hp|k)


 = (3.20)

G




∆û(k)
∆û(k + 1)...

∆û(k +Hp − 1)


+H




∆u(k − 1)
∆u(k − 2)...
∆u(k − nb)


+ S




ŷ(k + d|k)
ŷ(k + d− 1|k)...
ŷ(k + d− na|k)


 ,em que G, H e S são matrizes de dimensões Hp×Hp, Hp×nb e Hp×na+1,respe
tivamente.A equação (3.20) pode ser es
rita no seguinte formato vetorial:

ŷ = Gu+Hu1 + Sy1, (3.21)em que Hu1 + Sy1 depende de entradas e saídas passadas e 
orresponde àresposta livre do sistema, isto é, a saída do sistema obtida ao manter o sinalde 
ontrole 
onstante.Ao utilizar a equação (3.21) para a predição da saída, a função 
usto(3.14) �
a em termos de y1,u,u1 e do sinal de referên
ia. Minimizando
J(Hp) 
om relação a u = [∆u(k),∆u(k+1), · · · ,∆u(k+Hp− 1)]t, obtem-sea seguinte expressão:

M




∆û(k)
∆û(k + 1)...

∆û(k +Hp − 1)


 = (3.22)

P0




ŷ(k + d|k)
ŷ(k + d− 1|k)...
ŷ(k + d− na|k)


+P1




∆u(k − 1)
∆u(k − 2)...
∆u(k − nb)


+R




w(k + d+ 1)
w(k + d+ 2)...
w(k + d+Hp)


 ,em que as matrizes M = GtQδG+Qλ e R = GtGδ, possuem dimensão

Hp × Hp, P0 = −GtQδS possui dimensão Hp × na + 1 e P1 = −GtQδH39



tem dimensão Hp × nb. As matrizes Qλ e Qδ são as seguintes matrizes deponderação:
Qλ =




λ(1) 0 · · · 0
0 λ(2) · · · 0... ... ... ...
0 0 · · · λ(Hp)


 e (3.23)

Qδ =




δ(d+ 1) 0 · · · 0
0 δ(d+ 2) · · · 0... ... ... ...
0 0 · · · δ(d+Hp)


 .Ao 
hamar de q, a primeira linha da matriz M−1, ∆u(k) é dado por:

∆u(k) = qP0




ŷ(k + d|k)
ŷ(k + d− 1|k)...
ŷ(k + d− na|k)


+ qP1




∆u(k − 1)
∆u(k − 2)...
∆u(k − nb)


+ (3.24)

qR




w(k + d+ 1)
w(k + d+ 2)...
w(k + d+Hp)


 .Dessa forma, o in
remento do sinal de 
ontrole ∆u(k), pode ser es
rito 
omo

∆u(k) = qP0y1 + qP1u1 +

Hp∑

i=1

fiw(k + d+ i), (3.25)
om qP0 = [ly1,ly2, · · · ,lyna+1], qP1 = [lu1,lu2, · · · ,lynb] e fi = ∑Hp

i=1 qjrji.Os índi
es rji são os elementos da matriz R e qj são os elementos de q. Os
oe�
ientes lyi , lui
e fi são funções de ai, bi, Hp,δ(i) e λ(i).Note que a lei de 
ontrole pode ser 
al
ulada usando-se a resposta livredo sistema, fr, assim 
omo no 
aso do GPC (veja seção 2.2). Neste 
aso, apredição é dada por

ŷ = Gu+ fr, (3.26)em que, de k+1 até k+d, fr é 
al
ulada 
om o uso o modelo de predição (3.15)em malha aberta, 
om o sinal de futuros 
ontroles igual a zero, adi
ionando-se
40



a 
orreção 


y(k)− ŷ(k)
y(k − 1)− ŷ(k − 1)...

y(k + 1− na)− ŷ(k + 1− na)


 , (3.27)e, de k + d + 1 até k + Hp, utilizando-se o pro
edimento normal do GPC,des
rito na seção 2.2. O esquema do SPGPC pode ser visualizado na Figura3.2.

Figura 3.2: Estrutura do SPGPCNeste 
aso, a lei de 
ontrole é dada por:
∆u(k) = (GtQδG+Qλ)

−1GtQδ(fr −w), (3.28)em que w = [w(k + d+ 1), · · · , w(k + d+Hp)].3.4.2 Robustez no SPGPCSuponha que uma planta possa ser des
rita por um modelo dado pela fun-ção de transferên
ia (3.15), 
om a presença de in
ertezas não estruturadas(assuma que o 
omportamento do pro
esso possa ser des
rito por uma fa-mília de modelos lineares). Com o objetivo de 
ontrolar essa planta, apesardas in
ertezas, utilizando o método de 
ontrole SPGPC, um �ltro F podeser usado junto a este 
ontrolador, da forma em que está apresentado naFigura 3.3. Ou seja, o erro entre a saída da planta e o modelo de predição,
y(k) − ŷ(k), deve passar pelo �ltro F , antes de ser 
onsiderado na lei de
ontrole do SPGPC.Mais espe
i�
amente, ao 
onsiderar a predição da saída, des
rita pelaequação (3.26), a resposta livre do sistema fr, de k+1 até k+ d, é 
al
ulada41




om o uso o modelo de predição (3.15) em malha aberta, mais a 
orreção(3.27), �ltrada pelo �ltro F . De k+d+1 até k+Hp, utiliza-se o pro
edimentonormal do GPC.

Figura 3.3: Estrutura do FSPGPCObserve que o desempenho nominal do sistema em malha fe
hada não éalterado pela in
lusão do �ltro F . Isto é, quando o pro
esso e o modelo daplanta são iguais, o sinal de erro y(k)− ŷ(k) vale zero e, portanto, o �ltro nãoatua no sistema. Entretanto, nesse 
aso, a rejeição de pertubação do sistemaé afetada pela in
lusão do �ltro.Como des
rito em [Normey-Ri
o & Cama
ho (1999)℄, a sintonia do �ltro
F provo
a um equilíbrio entre robustez e rejeição de pertubação, de forma di-reta, ou seja, quanto maior for a rejeição de pertubação, menor será robustezdo método e vi
e-versa.O �ltro F deve ser es
olhido de forma a reduzir o efeito das in
ertezasno sistema, mantendo-se o ganho unitário do mesmo. Dessa forma, F deveser um �ltro passa-baixas 
om a 
ondição de estabilidade F (1) = 1. Paramaiores detalhes, veja [Normey-Ri
o & Cama
ho (1999)℄.O 
ontrolador robusto FSPGPC deve projetado segundo dois passos:a) Es
olha os parâmetros de 
ontrole Hp, δ e λ de forma a obter umbom desempenho para saída do modelo nominal da planta, utilizandoo 
ontrolador SPGPC.b) Es
olha a ordem e a frequên
ia de 
orte do �ltro passa-baixas F , deforma a reduzir os efeitos provo
ados pelas in
ertezas do modelo.O pro
edimento de projeto do 
ontrolador FSPGPC, des
rito a
ima,refere-se ao SPGPC 
om modelo de 
ontrole interno [Morari & Za�riou42



(1989)℄, em que um 
ontrolador é projetado ini
ialmente e, em seguida, um�ltro é in
luído para aperfeiçoar a robustez do mesmo.O desempenho do FSPGPC será 
omparado ao desempenho de outrosdois 
ontroladores preditivos robustos, na seção seguinte, para dois exemplossimulados.3.5 Resultados de SimulaçãoNo presente 
apítulo foram apresentadas as metodologias de três 
ontrolado-res RMPC: (1) o 
ontrolador MPC robusto, asso
iado ao método Min-Maxe�
iente, apresentado na seção 3.3, que será denotado pela sigla MMEMPC(Min-Max E�
iente - MPC); (2) o MPC robusto, asso
iado ao método Min-Max original, que será denotado pela sigla MMMPC (Min-Max MPC) - neste
aso a lei de 
ontrole é 
al
ulada a partir de um pro
edimento de otimiza-ção dentro do outro, ou seja, bus
a-se o mínimo, 
om relação a u, do valormáximo da função 
usto no 
onjunto de todas as in
ertezas; (3) o FSPGPC(des
rito na subseção 3.4.2).Dado que o tema 
entral desta tese é o 
ontrolador MPC robusto, estaseção apresenta uma 
omparação entre os desempenhos dos três métodos de
ontrole RMPC, des
ritos no parágrafo anterior, para dois exemplos. Alémdisso, essa 
omparação de desempenho justi�
a o algoritmo do RMPC pro-posto no 
apitulo 5.O primeiro exemplo trata do sistema de posi
ionamento angular, des
ritona subseção 2.3.1 e o segundo refere-se a uma planta 
om função de trans-ferên
ia instável (polos 
om módulo maior que um) e de fase não mínima(zeros 
om módulo maior que um).Os valores es
olhidos para os parâmetros da função objetivo 3.10, foram:
δ(j) = 1, j = 1, · · · , Hp, para os três 
ontroladores, λ(i) = 1, i = 1, · · · , Hc,para o MMEMPC e MMMPC e λ(i) = 0,005, i = 1, · · · , Hc para o FSPGPC.Além disso, 
onsiderou-se a 
ondição ini
ial u(k) = 0,05, ∀k ≤ k0 e umatrajetória de referên
ia 
onstante e igual a um. Usaram-se 100 iterações emambos os exemplos.Para obtenção dos resultados exibidos nesta seção, uma 
uidadosa sinto-nia dos parâmetros de 
ontrole Hp, Hc, λ, ωc e O (os dois últimos utilizadosapenas pelo FSPGPC) foi realizada. O resultados apresentados 
orrespon-dem àqueles em que 
ada 
ontrolador obteve o melhor desempenho quantoà 
onvergên
ia da saída da planta, em estado esta
ionário.
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3.5.1 Exemplo 1Considere o sistema de posi
ionamento angular, des
rito na subseção 2.3.1,
ujo modelo é dado por:
θ(k) =

0,0078

q2 + (0.1α(k)− 2)q + (1− 0,1α(k))
u(k), (3.29)em que θ(k) é a posição angular (rad) e 0,1s−1 ≤ α(k) ≤ 10s−1.Novamente neste exemplo, o parâmetro α(k) será 
onsiderado �xo notempo, porém 
om seu valor in
erto, podendo assumir qualquer valor nointervalo [0,1; 10].Para as simulações realizadas neste exemplo, 
onsiderou-se 
omo modeloda planta, o modelo (3.29), e observou-se os resultados dos 
ontroladoresMMEMPC, MMMPC e FSPGPC, para diversos valores de α(k) no intervalo

[0.1; 10]. No 
ontrolador FSPGPC, utilizou-se 
omo modelo nominal, o mo-delo (3.29), 
om αn(k) no lugar de α(k), e a 
onvergên
ia da saída de 
adaplanta simulada foi analisada para diversos valores αn(k).Para o 
ontrole de todas as plantas simuladas, propostas neste exemplo, oFSPGPC foi projetado utilizando horizonte de predição Hp = 12 e horizontede 
ontrole Hc = 6. Além disso, utilizou-se um �ltro passa-baixas de ordemdois, 
om frequên
ia de 
orte ωc rad/s assumindo diferentes valores para 
ada
aso.Ao 
onsiderar α(k) = 0,1 e α(k) = 1, os 
ontroladores MMEMPC eMMMPC tiveram o mesmo 
omportamento, mostrando-se ine�
ientes no
ontrole do sistema, 
omo pode ser observado nas Figuras 3.4 e 3.7, respe
-tivamente. Em ambos os 
asos, utilizou-se um horizonte de predição Hp = 5e um horizonte de 
ontrole Hc = 3, para ambos os métodos.Para a planta simulada 
om α(k) = 0,1, o FSPGPC apresentou umbom desempenho para os modelos da planta 
orrespondentes a αn(k) = 1e αn(k) = 3, de a
ordo 
om a Figura 3.5. A Figura 3.5 também mostrauma 
onvergên
ia lenta e os
ilatória se o modelo da planta é asso
iado a
αn(k) = 5. Para valores de αn(k) maiores do que 
in
o, o método passaa apresentar divergên
ia. A Figura 3.6 mostra esse 
omportamento para
αn(k) = 7. Neste 
aso, utilizou-se ωc = 0,85.Supondo a planta 
om modelo asso
iado a α(k) = 1, o 
ontroladorFSPGPC apresentou um desempenho satisfatório, utilizando modelos nomi-nais 
orrespondentes a αn(k) = 0,1, αn(k) = 3 e αn(k) = 5. Estes resultadosestão expostos na Figura 3.8. Por outro lado, segundo a Figura 3.9, ao 
onsi-derar um modelo 
om αn(k) = 7, a saída da planta apresenta 
omportamentoos
ilatório e, para αn(k) = 8, o
orre divergên
ia. Obviamente, se αn(k) ≥ 8,44



a saída da planta diverge. Novamente o valor da frequên
ia de 
orte foi
ωc = 0,85.

Figura 3.4: Modelo da planta 
om α(k) = 0,1: (a) Resposta do sistema
ontrolado. (b) Ação de 
ontrole - MMMPC (linha 
ontínua) e MMEMPC(linha tra
ejada).Os resultados apresentados pelos métodos MMEMPC e MMMPC, paraplantas asso
iadas aos valores α(k) = 5 e α(k) = 10, são apresentados pelasFiguras 3.10 e 3.12, respe
tivamente. Para estes valores de α(k), observa-se uma melhora quanto à 
onvergên
ia da saída do sistema, entretanto, a
onvergên
ia se dá de forma bastante lenta nos dois 
asos, para ambos osmétodos. Para estes resultados, os 
ontroladores MMEMPC e MMMPCforam projetados utilizando horizontes de predição Hp = 6 e de 
ontrole
Hc = 4.Por outro lado, o 
ontrolador FSPGPC apresentou um bom resultado no
ontrole das plantas 
om modelos 
orrespondentes a α(k) = 5 e α(k) = 10,utilizando diversos valores diferentes para αn(k), 
omo mostra as Figuras3.11 e 3.13. Para estes resultados, utilizou-se ωc = 9 e ωc = 0,99, respe
tiva-menteA Tabela 3.1 mostra o tempo de CPU demandado pelos três 
ontroladoresrobustos, no 
ontrole da saída de 
ada planta simulada asso
iada aos valoresde α(k). No 
aso do FSPGPC, tomou-se a média aritméti
a do tempo deCPU das simulações feitas 
om diferentes valores de αn(k), para 
ada valorde α(k). 45



Figura 3.5: Modelo da planta 
om
α(k) = 0,1: (a) Resposta do sis-tema 
ontrolado pelo FSPGPC. (b)Ação de 
ontrole - Modelo nomi-nal 
om: αn(k) = 1 (linha 
ontí-nua), αn(k) = 3 (linha tra
ejada)e αn(k) = 5 (linha pontilhada).

Figura 3.6: Modelo da planta 
om
α(k) = 0,1 e modelo nominal 
om
αn(k) = 7: (a) Resposta do sistema
ontrolado pelo FSPGPC. (b) Açãode 
ontrole.

Figura 3.7: Modelo da planta 
om α(k) = 1: (a) Resposta do sistema 
ontro-lado. (b) Ação de 
ontrole - MMMPC (linha 
ontínua) e MMEMPC (linhatra
ejada).
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Figura 3.8: Modelo da planta 
om
α(k) = 1: (a) Resposta do sis-tema 
ontrolado pelo FSPGPC. (b)Ação de 
ontrole - Modelo nomi-nal 
om: αn(k) = 0,1 (linha 
on-tínua), αn(k) = 3 (linha tra
ejada)e αn(k) = 5 (linha pontilhada).

Figura 3.9: Modelo da planta 
om
α(k) = 1: (a) Resposta do sis-tema 
ontrolado pelo FSPGPC. (b)Ação de 
ontrole - Modelo nominal
om: αn(k) = 7 (linha 
ontínua) e
αn(k) = 8 (linha tra
ejada).Embora os métodos MMEMPC e MMMPC tenham mostrado um de-sempenho semelhante quanto à 
onvergên
ia da saída do sistema, pode-seobservar, pela Tabela 3.1, uma grande superioridade do MMEMPC, em re-lação ao MMMPC, quanto ao tempo de CPU. Por outro lado, as Figurasdeste exemplo, bem 
omo a Tabela 3.1, mostram que o método de 
ontroleFSPGPC apresentou-se superior aos 
ontroladores MMEMPC e MMMPC,no 
ontrole das plantas simuladas propostas neste exemplo, tanto quanto à
onvergên
ia da saída da planta, quanto ao tempo de CPU requerido.Tabela 3.1: Tempo de CPU - Exemplo 3.5.1

α(k) Tempo de CPUMMMPC MMEMPC FSPGPC0,1 41,261741 s 1,621168 s 0,008031 s1 53,692365 s 1,597147 s 0,013745 s5 238,657795 s 1,842209 s 0,008108 s10 210,415769 s 1,906373 s 0,008078 s47



Figura 3.10: Modelo da planta
om α(k) = 5: (a) Resposta do sis-tema 
ontrolado. (b) Ação de 
on-trole - MMMPC (linha 
ontínua) eMMEMPC (linha tra
ejada). Figura 3.11: Modelo da planta
om α(k) = 5: (a) Resposta dosistema 
ontrolado pelo FSPGPC.(b) Ação de 
ontrole - Modelo no-minal 
om: αn(k) = 0,1 (linha
ontínua), αn(k) = 3 (linha tra-
ejada), αn(k) = 8 (linha ponti-lhada) e αn(k) = 10 (linha traço-pontilhada).3.5.2 Exemplo 2Existem situações em que o modelo do sistema apresenta um número ele-vado de parâmetros in
ertos. Nestes tipos de situações, por razões óbvias,espera-se um desempenho inferior dos métodos de 
ontrole preditivo robus-tos. Este exemplo apresenta uma análise da robustez dos métodos MMMPC,MMEMPC e FSPGPC no 
ontrole de uma planta simulada que apresentaquatro parâmetros in
ertos.Suponha que o modelo da planta seja 
onhe
ido, porém 
om in
ertezaspolitópi
as em seus parâmetros, ou seja, suponha que o modelo nominal sejadado por:
y(k) =

b0q + b1
q2 + a1q + a2

u(k), (3.30)em que os 
oe�
ientes da função de transferên
ia, ai e bj , podem assumir
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Figura 3.12: Modelo da planta
om α(k) = 10: (a) Respostado sistema 
ontrolado. (b)Ação de 
ontrole - MMMPC(linha 
ontínua) e MMEMPC(linha tra
ejada).
Figura 3.13: Modelo da planta
om α(k) = 10: (a) Resposta dosistema 
ontrolado pelo FSPGPC.(b) Ação de 
ontrole - Modelo no-minal 
om: αn(k) = 0,1 (linha 
on-tínua), αn(k) = 3 (linha tra
ejada)e αn(k) = 8 (linha pontilhada).quaisquer valores no seguinte politopo:

C =





0,7 ≤ b0 ≤ 1,3
3,5 ≤ b1 ≤ 6,5
0,7 ≤ a1 ≤ 1,3
1,05 ≤ a2 ≤ 1,95

. (3.31)Observe que a função de transferên
ia (3.30) é instável e de fase nãomínima, quaisquer que sejam os valores dos parâmetros ai e bj em C.Analisou-se os desempenhos dos métodos MMMPC, MMEMPC e FSPGPC,no 
ontrole da planta (3.30), para três diferentes 
onjuntos de valores assumi-dos pelos 
oe�
ientes, ai e bj , no politopo (3.31). Nos três 
asos utilizou-se
Hp = 4 e Hc = 2, no MMMPC e no MMEMPC, e Hp = 8 e Hc = 4, noFSPGPC. Além disso, utilizou-se um �ltro passa-baixas de ordem dois, 
omfrequên
ia de 
orte ωc assumindo diferentes valores para 
ada 
aso.
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Caso 1Suponha que o modelo da planta seja dado pela função de transferên
ia(3.30), 
om os parâmetros assumindo os valores médios de 
ada intervalo em
C. Dessa forma, a planta é dada pelo seguinte modelo:

y(k) =
q + 5

q2 + q + 1,5
u(k), (3.32)Os 
ontroladores MMMPC e MMEMPC foram apli
ados no 
ontrole daplanta (3.32), supondo que os parâmetros do modelo são in
ertos e estão
ontidos no politopo (3.31). Os resultados obtidos estão expostos na Figura3.14, onde pode-se observar a e�
iên
ia de ambos os métodos, 
om umasuperioridade do MMMPC, quanto à 
onvergên
ia da saída.Analisou-se o desempenho do FSPGPC para o 
ontrole da planta (3.32),
onsiderando três possibilidades de modelos de predição. Os modelos de pre-dição utilizados 
orrespondem aos modelos des
ritos pela função de trans-ferên
ia (3.30), 
om parâmetros assumindo os seguintes valores: Modelo 1:

{b0,b1,a1,a2} = {0,7; 3,5; 0,7; 1,05}, Modelo 2: {b0,b1,a1,a2} = {1,3; 6,5; 1,3; 1,95}e Modelo 3: {b0,b1,a1,a2} = {1,3; 6,5; 0,7; 1,05}. As Figuras 3.15 e 3.16 mos-tram os resultados destas simulações, onde pode-se 
onstatar o bom desem-penho do método ao utilizar os modelos 1 e 2, na predição da saída. Aoutilizar o modelo 3, o FSPGPC mostrou pou
a e�
iên
ia e uma lenta 
onver-gên
ia da saída da planta. Para estas simulações, o FSPGPC foi projetado
om uma frequên
ia de 
orte ωc = 0,9.Caso 2Suponha que o modelo da planta seja dado pela função de transferên
ia(3.30), 
om os parâmetros assumindo os valores extremos mínimos de 
adaintervalo em C, ou seja, a planta é dada pelo modelo:
y(k) =

0,7q + 3,5

q2 + 0,7q + 1,05
u(k), (3.33)Os resultados obtidos pelos 
ontroladores MMMPC e MMEMPC, quandoapli
ados ao 
ontrole da planta (3.33), supondo que parâmetros do modeloestão 
ontidos em C, são apresentados pela Figura 3.17, que mostra grandee�
iên
ia dos métodos na 
onvergên
ia da saída da planta.Novamente, o desempenho do FSPGPC foi analisado, para três possibi-lidades de modelos de predição, no 
ontrole da planta (3.33). Os modelosde predição utilizados, neste 
aso, 
orrespondem aos modelos asso
iados aosseguintes 
onjuntos de parâmetros: Modelo 1: {b0,b1,a1,a2} = {1; 5; 1; 1,5},50



Figura 3.14: Planta (3.32): (a) Resposta do sistema 
ontrolado. (b) Ação de
ontrole - MMMPC (linha 
ontínua) e MMEMPC (linha tra
ejada).

Figura 3.15: Planta (3.32): (a)Resposta do sistema 
ontrolado peloFSPGPC. (b) Ação de 
ontrole -Modelo nominal: 1 (linha 
ontínua)e 2 (linha tra
ejada). Figura 3.16: Planta (3.32) e mo-delo nominal 3 : (a) Resposta do sis-tema 
ontrolado pelo FSPGPC. (b)Ação de 
ontrole.Modelo 2: {b0,b1,a1,a2} = {1,3; 6,5; 1,3; 1,95} e Modelo 3: {b0,b1,a1,a2} =
{1,3; 6,5; 0,7; 1,05}. Pode-se observar pela Figura 3.18, que o FSPGPC mos-trou um 
ontrole satisfatório para todas as possibilidades de modelo. Utilizou-51



se uma frequên
ia de 
orte ωc = 0,8.

Figura 3.17: Planta (3.33): (a)Resposta do sistema 
ontrolado. (b)Ação de 
ontrole - MMMPC (linha
ontínua) e MMEMPC (linha tra
e-jada). Figura 3.18: Planta (3.33): (a)Resposta do sistema 
ontrolado peloFSPGPC. (b) Ação de 
ontrole -Modelo nominal: 1 (linha 
ontínua),2 (linha tra
ejada) e 3 (linha ponti-lhada).Caso 3Finalmente, suponha que o modelo da planta seja dado por:
y(k) =

0,7q + 3,5

q2 + 1,3q + 1,95
u(k). (3.34)Os algoritmos MMMPC e MMEMPC foram apli
ados no 
ontrole daplanta (3.34), supondo os parâmetros do modelo 
ontidos em (3.31), e osresultados estão apresentados pelas Figuras 3.19 e 3.20, respe
tivamente.Pode-se notar que a saída da planta 
ontrolada pelo MMMPC, diverge dareferên
ia. Por outro lado, o MMEMPC apresenta um bom desempenhonesse 
aso.O FSPGPC foi apli
ado para o 
ontrole da planta (3.34), utilizandoos seguintes modelos de predição: Modelo 1: {b0,b1,a1,a2} = {1; 5; 1; 1,5},Modelo 2: {b0,b1,a1,a2} = {1,3; 6,5; 1,3; 1,95} e Modelo 3: {b0,b1,a1,a2} =

{0,7; 3,5; 0,7; 1,05}, e em todos os 
asos, a saída da planta apresentou diver-gên
ia. Para estes resultados, a frequên
ia de 
orte foi ωc = 0,99. A Figura52



Figura 3.19: Planta (3.34): (a)Resposta do sistema 
ontro-lado pelo MMMPC. (b) Açãode 
ontrole. Figura 3.20: Planta (3.34): (a)Resposta do sistema 
ontro-lado pelo MMEMPC. (b) Açãode 
ontrole.

Figura 3.21: Planta (3.34) e modelo nominal 1: (a) Resposta do sistema
ontrolado pelo FSPGPC. (b) Ação de 
ontrole.3.21 mostra o resultado do FSPGPC, utilizando o modelo 1 para a prediçãoda planta.A tabela 3.2 mostra o tempo de CPU requerido pelos 
ontroladores MMMPC,MMEMPC e FSPGPC, ao 
ontrolar 
ada uma das plantas des
ritas nos 
a-53



sos 1, 2 e 3. No 
aso do FSPGPC, tomou-se a média aritméti
a do tempo deCPU das simulações feitas, utilizando-se os diferentes modelos, des
ritos em
ada 
aso.Assim 
omo no Exemplo 3.5.1, pode-se notar um tempo muito maior utili-zado pelo MMMPC em relação aos demais métodos, 
omo era de se esperar,dada a natureza do algoritmo MMMPC. Além disso, a Tabela 3.2 mostrauma grande superioridade do FSPGPC, em relação aos outros 
ontroladores,quanto ao tempo de CPU.Tabela 3.2: Tempo de CPU - Exemplo 3.5.2Caso Tempo de CPUMMMPC MMEMPC FSPGPC1 80,891126 s 2,185101 s 0,011627 s2 51,762926 s 1,435533 s 0,011346 s3 213,974402 s 2,119017 s 0,011337 sAs Figuras deste exemplo mostram o bom desempenho de 
ontrole emestado esta
ionário, do 
ontrolador MMEMPC, em todos os 
asos analisados.Além disso, pode-se observar que a e�
iên
ia do FSPGPC, no 
ontrole dasplantas propostas pelos 
asos 1 e 2, depende da es
olha do modelo a serutilizado na predição da saída da planta.3.6 Con
lusõesEste 
apítulo abordou a metodologia geral de 
ontroladores preditivos ro-bustos baseados em modelos. Primeiramente, uma des
rição sobre as prin
i-pais formas de se 
onsiderar in
ertezas em modelos lineares, foi apresentada.Em seguida, foram des
ritas algumas possibilidades de funções objetivos aserem 
onsideradas em 
ontroladores RMPC. Posteriormente, uma introdu-ção à metodologia Min-Max foi introduzida e um novo método Min-Max, oMMEMPC, foi proposto, a partir de pequenas alterações do método origi-nal. Na sequên
ia, foi apresentado o FSPGPC, um algoritmo que a
res
entarobustez ao 
ontrolador GPC. Finalmente, os desempenhos dos 
ontrolado-res MMMPC, MMEMPC e FSPGPC, foram 
omparados para dois exemplossimulados.Em ambos os exemplos, os 
ontroladores MMMPC e MMEMPC apre-sentaram desempenho semelhante quanto à 
onvergên
ia da saída do sistema(ex
eto no 
aso 3 do exemplo 2). Os resultados apresentados no exemplo 1,54



mostram divergên
ia, os
ilações e lenta 
onvergên
ia dos métodos MMMPCe MMEMPC. No exemplo 2, ambos os métodos mostraram-se e�
ientes no
ontrole da planta, apenas no 
aso 2. Entretanto o MMEMPC mostrou-semuito superior em relação ao MMMPC, quanto ao tempo de CPU deman-dado, em todos os 
asos dos dois exemplos. Da forma 
omo foi de�nido, oalgoritmo do 
ontrolador MMEMPC mostrou um desempenho pou
o satis-fatório no 
ontrole das plantas propostas. Entretanto, no 
apítulo 5 serãodeduzidas diversas restrições a serem in
orporadas à entrada da planta e,
omo será mostrado mais adiante no mesmo 
apítulo, a imposição dessasrestrições junto ao 
ontrolador MMEMPC é 
apaz de adi
ionar robustez eestabilização ao 
ontrolador.Por outro lado, o FSPGPC mostrou e�
iên
ia no 
ontrole de algumasplantas propostas na seção anterior, prin
ipalmente nos 
asos em que a plantanão difere muito do modelo nominal. Para os demais 
asos, o FSPGPCapresentou resultados de os
ilação e divergên
ia. Entretanto, os resultadosapresentados pelo FSPGPC mostraram-se superiores quando 
omparados aosresultados obtidos pelos 
ontroladores MMEMPC e MMMPC, na estabiliza-ção da saída da planta em estado esta
ionário.Como o FSPGPC trata in
ertezas do tipo não estruturadas, sua meto-dologia não pode ser utilizada junto ao 
ontrolador RMPC proposto nestetrabalho (que trata de in
ertezas politópi
as). Porém, o FSPGPC (apli
adoao 
aso de in
ertezas politópi
as) será utilizado 
omo método 
omparativonas simulações apresentadas no 
apítulo 5.
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Capítulo 4Método de Otimização Bran
hand Bound para funções DFCInterrompendo um pou
o a sequên
ia metodológi
a que vinha sendo apre-sentada nesta tese, este 
apítulo propõe um novo método de otimização,perten
ente à 
lasse dos algoritmos denominados bran
h and bound. Todaa teoria desenvolvida ao longo deste 
apítulo, servirá 
omo pré-requisito aomaterial apresentado no 
apítulo 5.Ao implementar o algoritmo Min-Max, presente no algoritmo de um 
on-trolador preditivo robusto baseado em modelo, ne
essita-se de um método deotimização que seja 
apaz de resolver problemas não lineares 
om restrições.Ao bus
ar por um pro
edimento de otimização que resolva os problemas espe-
í�
os surgidos na implementação do algoritmo RMPC, proposto no 
apítulo5, nas
eu a proposta de um novo método de otimização bran
h and bound.Este 
apítulo dedi
a-se a des
rição deste novo método.No próximo 
apítulo, a abordagem sobre o 
ontrolador MPC será reto-mada e um 
ontrolador RMPC, que utiliza a metodologia exposta no presente
apítulo, em 
erta parte de seu algoritmo, será apresentado.Os algoritmos denominados bran
h and bound 
onsistem de métodos deotimização global para solução de problemas não 
onvexos 
om restrição. Asolução en
ontrada pelo algoritmo apresenta uma pre
isão ǫ, dada, o verda-deiro ponto ótimo.Será proposto neste 
apítulo, um método bran
h and bound para a oti-mização global de funções que podem ser des
ritas 
omo a diferença entrefunções 
res
entes em um politopo do tipo 
aixa. Por simpli
idade, o termodiferença de funções 
res
entes será denominado, neste texto, 
omo funçõesDFC.A seção 4.1 apresenta a de�nição de várias terminologias que serão uti-lizadas ao longo do 
apítulo e, na sequên
ia, des
reve o problema 
entral a56



ser tratado, bem 
omo o algoritmo do método bran
h and bound proposto.A subseção 4.1.1 trata da apli
ação do método proposto para o 
aso de par-ti
ular de posim�mios. Na seção 4.2 estão apresentados os resultados desimulação para dois exemplos e a seção 4.3 en
erra o 
apítulo 
om as 
on
lu-sões.4.1 Des
rição do ProblemaAlgumas de�nições preliminares serão apresentadas ini
ialmente. O tipo dedomínio de função a ser 
onsiderado, o 
onjunto 
aixa, será de�nido emprimeiro lugar.De�nição 4.1.0.1 (Caixa) Uma 
aixa C ∈ Rn é um 
onjunto de�nido
omo:
C , {x ∈ Rn | xi ≤ xi ≤ xi, i = 1, . . . ,n} (4.1)para dados valores de xi e xi. O ponto minimal e o ponto maximal de C sãodados por

x =



x1...
xn


 x =



x1...
xn


 (4.2)respe
tivamente.De�nição 4.1.0.2 (Partição) Uma partição da 
aixa C é de�nida 
omo o
onjunto Ω = {C1, . . . , Cq} que satisfaz:

C1 ∪ C2 ∪ . . . ∪ Cq = Cvol(Ci ∩ Cj) = 0 ∀i 6= j
(4.3)em que Ci representa uma 
aixa. O ponto minimal e o ponto maximal de
ada 
onjunto Ci são denotados, respe
tivamente, por xi e xi.Considere C = Ω1 uma 
aixa, 
omo des
rito na de�nição (4.1.0.1). Em
ada passo k do algoritmo bran
h-and-bound a ser proposto, uma partiçãode 
ada Cj ∈ Ωk 
onsiste em subdividi-la em 2n 
aixas 
ongruentes. A Fi-gura (4.1) mostra o esquema para su
essivas partições de C para o 
aso n = 2.O tipo de função de interesse neste trabalho, as 
hamadas diferenças defunções 
res
entes � funções DFC � será de�nido a seguir.57



Figura 4.1: Esquema para partições de C ∈ R
2.De�nição 4.1.0.3 (Funções 
res
entes e de
res
entes) A função ψ(x) :

C 7→ R, 
om domínio C ⊂ R
n, é dita uma função 
res
ente se
ψ(x+ δ) > ψ(x), (4.4)para qualquer δ ∈ R

n
+ tal que x ∈ C e (x + δ) ∈ C. Se −ψ(x) é uma função
res
ente, então ψ(x) é dita uma função de
res
ente.De�nição 4.1.0.4 (Funções lips
hitz-
ontínuas) A função ψ(x) : C 7→

R, 
om domínio C ⊂ R
n, é dita uma lips
hitz-
ontínua, se existe uma 
ons-tante positiva A, tal que

|ψ(x)− ψ(y)| ≤ A ‖x− y‖ , ∀x,y ∈ C. (4.5)De�nição 4.1.0.5 (Função DFC) A função f(x) é uma função DFC (Di-ferença de funções 
res
entes) no domínio C, se existem funções 
res
entes
ψ+(x) e ψ−(x), de�nidas em C, tais que

f(x) = ψ+(x)− ψ−(x) (4.6)O próximo lema pode ser usado 
omo base para o algoritmo bran
h andbound, apresentado neste trabalho, 
uja meta é en
ontrar os valores extremosde uma função DFC, f(x), em uma 
aixa C.Lema 4.1.0.6 Seja f(x) = ψ+(x) − ψ−(x), em que ψ+(x) e ψ−(x) sãofunções 
res
entes em uma 
aixa C. Considere a partição de C dada por
Ω = {C1, . . . , Cq}, em que xi e xi denotam, respe
tivamente, o ponto minimale o ponto maximal de Ci. Então:

max
x∈C

f(x) = max
i

max
x∈Ci

f(x) ≤ max
i

(
ψ+(xi)− ψ−(xi)

)
,

min
x∈C

f(x) = min
i

min
x∈Ci

f(x) ≥ min
i

(
ψ+(xi)− ψ−(xi)

)
.

(4.7)58



Para 
ada partição Ci, 
onsidere a seguinte notação:
m(i) = max

{
f(xi), f(xi)

} e M(i) = ψ+(xi)− ψ−(xi). (4.8)De a
ordo 
om o lema (4.1.0.6), o valor máximo da função DFC, f(x), em
ada partição Ci, satisfaz a seguinte desigualdade:
m(i) ≤ maxx∈Ci f(x) ≤M(i). (4.9)O lema (4.1.0.7), a seguir, des
reve o pro
edimento usado pelo algoritmobran
h and bound, proposto neste trabalho, para dete
ção e ex
lusão daquelaspartições que não possuem o ponto de máximo global de uma função DFC.Um pro
edimento análogo pode ser apli
ado, 
aso busque-se pelo mínimoglobal de uma função DFC.Lema 4.1.0.7 Seja f(x) uma função DFC, restrita a uma 
aixa C. Con-sidere a partição de C dada por Ω = {C1, . . . , Cq}, em que xi e xi deno-tam, respe
tivamente, o ponto minimal e o ponto maximal de Ci. Se existem

i,j ∈ {1, . . . , q}, i 6= j, tais que:
M(j) < m(i), (4.10)então, o ponto xmax, tal que f(xmax) = maxx∈C f(x), não pode estar 
ontidoem Cj.O algoritmo proposto, em sua versão de maximização, está des
rito noAlgoritmo 1, abaixo. O algoritmo para en
ontrar o valor mínimo é análogoàquele proposto para en
ontrar o valor máximo. O método proposto permite,ainda, o uso 
on
omitante de um algoritmo de bus
a lo
al, sempre que possí-vel, 
omo, por exemplo, o método Quasi-Newton para funções diferen
iáveis(por partes).No Algoritmo 1, a sentença x∗ ← Bus
a Lo
al(f,C,x̃) realiza uma bus
alo
al para o máximo da função f restrita à 
aixa C, ini
iando do ponto x̃.Isso signi�
a que f(x∗) ≥ f(x̃). Se nenhum algoritmo de bus
a lo
al estiverdisponível, então a mesma sentença pode ser substituída por x∗ ← x̃, naslinhas 5 e 25.
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Algorithm 1 Bran
h and Bound 
om Bus
a Lo
al: Maximização1: Ω← {C}2: M(1)← ψ+(x1)− ψ−(x1)3: x̃(1)← argx max
x={x1,x1}

f(x)4: m(1)← f(x̃(1))5: x∗ ← Bus
a Lo
al(f,C,x̃(1))6: k ← 1 % número de sub-regiões ativas em Ω7: j ← 1 % sub-região que 
ontém o máximo atual m(i)8: while M(j)− f(x∗) ≥ ǫ do9: Ω̄← ∅10: for i← 1 : k do11: if M(i) > f(x∗) then12: Partição de Ω(i) em 2n sub-
onjuntos 
ongruentes13: Ω̄← Ω̄ ∪ 
onjunto de 2n sub-
onjuntos da partição de Ω(i)14: end if15: end for16: Ω← Ω̄17: k ← |Ω|18: for i← 1 : k do19: M(i)← ψ+(xi)− ψ−(xi)20: x̃(i)← argx max
x={xi,xi}

f(x)21: m(i)← f(x̃(i))22: end for23: j ← argi max
i=1,...,k

{m(i)}24: if m(j) > f(x∗) then25: x∗ ← Bus
a Lo
al(f,C,x̃(j))26: end if27: end while28: x̂← x∗O resultado prin
ipal a respeito do método bran
h and bound proposto,está des
rito no teorema a seguir.Teorema 4.1.0.8 Sejam ψ+(x) e ψ−(x) funções 
res
entes, lips
hitz-
ontínuas
∀ x ∈ C ⊂ R

n, e seja f(x) = ψ+(x)−ψ−(x). Então, dado ǫ > 0, o Algoritmo1 
onverge, após um número �nito de passos, para um ponto x̂ tal que
(
max
x∈C

f(x)

)
− f(x̂) < ǫ (4.11)60



Prova. Sejam Ωk =
{
Ck1 , . . . , C

k
qk

} o 
onjunto das partições válidas, nopasso k, e xik e xik, os pontos minimal e maximal, respe
tivamente, de 
ada
Cki . Se L = ‖x− x‖, então ∥∥xik − xik

∥∥ = L/2kn, ∀i = 1, . . . ,qk.As funções Ψ− e f são lips
hitz-
ontínuas, logo existem 
onstantes posi-tivas A1 e A2, tais que
|Ψ−(x)−Ψ−(y)| ≤ A1 ‖x− y‖ e
|f(x)− f(y)| ≤ A2 ‖x− y‖ , ∀x,y ∈ C

k
i , i = 1, . . . ,qk.

(4.12)Seja k0 = 1
n
max{log2(A1L/ǫ),log2(A2L/ǫ)}. Se k ≥ k0, então, ∀i =

1, . . . ,qk, vale que
|f(xik)− f(x

i
k)| ≤ A1

∥∥xik − xik
∥∥ =

A1L

2kn
≤
A1L

2k0n
≤ ǫ e

|Ψ+(xik)−Ψ−(xik)− f(x
i
k)| = |Ψ

+(xik)−Ψ−(xik)−Ψ+(xik) + Ψ−(xik)| =

= |Ψ−(xik)−Ψ−(xik)| ≤ A2

∥∥xik − xik
∥∥ =

A2L

2kn
≤
A2L

2k0n
≤ ǫ.Como mk(i) ≤ maxx∈Ck

i
f(x) ≤ Mk(i), ∀i = 1, . . . ,qk, pelo teorema do 
on-fronto, para 
ada i ∈ {1, . . . ,qk}, existe um inteiro positivo ki1, tal que

|mk(i)−max
x∈Ck

i

f(x)| < ǫ, ∀k ≥ ki1.Se k1 = maxi k
i
1, então |mk(i) − maxx∈Ck

i
f(x)| < ǫ, ∀k ≥ k1. Além disso,existe um índi
e j ∈ {1, . . . ,qk1} tal que

max
x∈Ck

j

f(x) = max
x∈C

f(x).De a
ordo 
om o Algoritmo 1, mk(j) = f(x̂). Sendo assim, se k ≥ k1, então
(
max
x∈C

f(x)

)
− f(x̂) < ǫ.

24.1.1 Polin�mios em Variáveis 
om Sinais De�nidosNa sequên
ia, será mostrado que funções polinomiais 
ujas variáveis possuemsinais de�nidos, podem ser tratadas 
omo funções DFC.61



De�nição 4.1.1.1 (Mon�mio) m(x,a) denota um mon�mio multivariável:
µ(x,a) =

n∏

i=1

xaii (4.13)
om x ∈ R
n e a ∈ N

n.De�nição 4.1.1.2 (posin�mio) φ(x,A,c) denota o posin�mio:
φ(x,A,c) =

m∑

j=1

cj µ(x,Aj) (4.14)em que A ∈ N
m×n, Aj denota a j-ésima linha de A, e cj ∈ R, 
om cj > 0.O lema a seguir a�rma a monotoni
idade de uma função posinomial de-�nida em variáveis não-negativas:Lema 4.1.1.3 A função posinomial φ(x,A,c), restrita a valores �xos de Ae c, de�nida para valores de x tais que xi ≥ 0 ∀ i = 1, . . . ,n, é uma função
res
ente de x.O resultado do próximo lema, permite es
rever qualquer polin�mio 
omvariáveis não-negativas, 
omo a diferença entre dois posin�mios.Lema 4.1.1.4 Seja p(x) uma função polinomial qualquer, de�nida para va-riáveis não-negativas. Então, existem A+, A− ∈ N

m×n e c+, c− ∈ R+
m, taisque:

p(x) = φ(x,A+,c+)− φ(x,A−,c−) (4.15)Finalmente, deve-se notar que qualquer polin�mio 
ujas variáveis possuemsinais de�nidos, pode ser rees
rito 
omo um polin�mio 
om variáveis não-negativas, realizando-se uma mudança de variável de tal forma que x̄i = xino 
aso xi ≥ 0 e x̄i = −xi no 
aso xi ≤ 0. Na nova variável x̄, segue que
x̄i ≥ 0. Portanto, nas variáveis transformadas, o polin�mio torna-se umafunção DFC, o que permite a sua otimização pelo método bran
h-and-boundproposto.4.2 Resultados de SimulaçãoDois exemplos serão apresentados nesta seção, 
om o objetivo de ilustrar ométodo proposto. Em ambos os exemplos, uma função polinomial, restrita62



a uma 
aixa 
om xi · xi > 0 é 
onsiderada. O Algoritmo 1 é apli
ado sem apresença da sub-rotina de bus
a lo
al, no primeiro exemplo.O primeiro exemplo refere-se a um polin�mio de grau dois, em duas va-riáveis. Dois 
asos serão analisados: no primeiro deles, o ponto de máximoglobal do problema irrestrito está 
ontido no interior da 
aixa; no segundo
aso, 
onsidera-se uma 
aixa que não 
ontém este ponto. O segundo exemploutiliza um polin�mio de grau três, 
om sete variáveis, em que uma sub-rotinade bus
a lo
al é empregada.4.2.1 Problema 1Este exemplo resolve o problema de maximização da função f(x), des
ritaabaixo, restrita a duas diferentes 
aixas. Primeiramente, 
onsidere o seguinteproblema de otimização:5.2.1.1. Maximizar f(x1,x2) = −x
2
1 − x

2
2 + x1x2 + 3x1 − 4x2 + 5,Sujeito a 0 ≤ x1 ≤ 2, −3 ≤ x2 ≤ −1.

(4.16)Como o polin�mio não está de�nido apenas em variáveis não-negativas,uma mudança de variáveis deve ser realizada. De�na x̄1 = x1 e x̄2 = −x2, oque impli
a em:
f(x̄1,x̄2) = −x̄

2
1 − x̄

2
2 − x̄1x̄2 + 3x̄1 + 4x̄2 + 5.Então:

f(x̄1,x̄2) = (3x̄1 + 4x̄2 + 5)− (x̄21 + x̄22 + x̄1x̄2),

0 ≤ x̄1 ≤ 2, 1 ≤ x̄2 ≤ 3,que está no formato requerido, ou seja, está es
rita 
omo a diferença entredois posin�mios 
om variáveis positivas. Embora o 
ál
ulo seja realizadonas variáveis transformadas, os resultados são apresentados, a seguir, nasvariáveis originais.A Figura 4.2 mostra o mapa de 
ontorno de f(x) restrita à 
aixa C =
{(x1,x2) ∈ R

2 : 0 ≤ x1 ≤ 2, −3 ≤ x2 ≤ −1}. Pode-se observar que o pontode máximo global está no interior da 
aixa C.O algoritmo foi rodado 
om ǫ = 0.5. O ponto de ótimo e o valor máximo,assim 
omo o tempo de CPU e o número de iterações até se al
ançar a
onvergên
ia, estão apresentados na tabela 4.1.A tabela 4.2 mostra, para 
ada iteração k, o número de partições Ω(j) de
C usadas e des
artadas, e as Figuras 4.3-4.6 mostram a evolução das parti-ções 
om o tempo (as partições des
artadas estão representadas 
om um 'x').63
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Figura 4.2: Mapa de 
ontorno de f(x1,x2) = −x21−x22+x1x2+3x1−4x2+5,
0 ≤ x1 ≤ 2, −3 ≤ x2 ≤ −1.Tabela 4.1: Ponto de ótimo, valor máximo, tempo de CPU e número deiterações - Exemplo 5.2.1.1.Ponto de ótimo (x1,x2)

∗ = (0.6875,− 1.6875)Valor máximo f((x1,x2)
∗) = 9.332Tempo de CPU 0.032432 sIterações 5Tabela 4.2: Iterações × número de partições válidas e des
artadas - Exemplo5.2.1.1. Iteração Partições Válidas Partições Des
artadas1 1 02 4 03 16 04 51 135 84 120Finalmente, a Figura 4.7 mostra a evolução do limite inferior e do limitesuperior do valor máximo, no de
orrer das iterações do algoritmo.Na sequên
ia, a mesma função será maximizada, porém restrita a uma
aixa C1 que não 
ontém o ponto de máximo global irrestrito (x1,x2) =64
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Figura 4.3: Partições válidas e des-
artadas no passo 2. 4.5

5
5.5

6

6

6.5

6.
5

7

7

7.5

7.5

7.
5

8

8

8

8

8

8.5

8.
5

8.5

8.5

8.5

9

9

9

9

9

9

9.3

9.3

x

y

0 0.5 1 1.5 2
−3

−2.8

−2.6

−2.4

−2.2

−2

−1.8

−1.6

−1.4

−1.2

−1

Figura 4.4: Partições válidas e des-
artadas no passo 3.

Figura 4.5: Partições válidas e des-
artadas no passo 4. Figura 4.6: Partições válidas e des-
artadas no passo 5.
(0.6875,− 1.6875). O problema é des
rito 
omo:5.2.1.2. Maximizar f(x1,x2) = −x

2
1 − x

2
2 + x1x2 + 3x1 − 4x2 + 5,Sujeito a −5 ≤ x1 ≤ −2, −4 ≤ x2 ≤ 0

(4.17)Apesar da transformação de variáveis ser ne
essária, também neste 
aso,a omitiremos do texto. A Figura 4.8 mostra o mapa de 
ontorno da função
f , restrita à 
aixa C1 = {(x1,x2) ∈ R

2 : −5 ≤ x1 ≤ −2, −4 ≤ x2 ≤ 0}.O ponto de ótimo, o valor máximo, o tempo de CPU e o número de ite-rações apare
em na tabela 4.3.A tabela 4.4 
ontém o registro das partições válidas e des
artadas em
ada iteração. A evolução das partições 
om o tempo está apresentada nasFiguras 4.9-4.14. 65
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Figura 4.7: Evolução dos limites inferior e superior do valor máximo, noExemplo 5.2.1.1.
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Figura 4.8: Mapa de 
ontorno de f(x1,x2) = −x21−x22+x1x2+3x1−4x2+5,
−5 ≤ x1 ≤ −2, −4 ≤ x2 ≤ 0.Tabela 4.3: Ponto de ótimo, valor máximo, tempo de CPU e número deiterações - Exemplo 5.2.1.2.Ponto de ótimo (x1,x2)

∗ = (−2,− 3)Valor máximo f((x1,x2)
∗) = 4Tempo de CPU 0.03226 sIterações 7A Figura 4.15, abaixo, apresenta a evolução dos limites inferior e superior,do valor máximo de f , em função das iterações.66



Tabela 4.4: Iterações × número de partições válidas e des
artadas - Exemplo5.2.1.2. Iterações Partições Válidas Partições Des
artadas1 1 02 3 13 6 64 11 135 18 266 19 537 4 72

Figura 4.9: Partições válidas e des-
artadas no passo 2. Figura 4.10: Partições válidas edes
artadas no passo 3.

Figura 4.11: Partições válidas edes
artadas no passo 4. Figura 4.12: Partições válidas edes
artadas no passo 5.
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Figura 4.13: Partições válidas edes
artadas no passo 6. Figura 4.14: Partições válidas edes
artadas no passo 7.
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Figura 4.15: Evolução dos limites inferior e superior do valor máximo, noExemplo 5.2.1.2.4.2.2 Problema 2Esse exemplo trata de uma função de sete variáveis. Considere o seguinteproblema de otimização:Maximizar g(x) = −1.3412x31 − 2.7876x21x2 − 1.4188x21x4 − 2.2284x1x
2
2(4.18)

−1.8904x1x2x4 − 0.7112x1x
2
4 + 2.1258x1 − 0.6282x32 − 0.6297x22x4-0.4738 x2x24− 0.0039x33− 0.0417x23x7− 0.1475x3x

2
7 +0.1577x3− 0.1188x34+0.4916 x4 − 0.6642x35 + 1.3576x2 − 1.0463x25x6 − 0.7594x5x

2
6 + 1.3517x5-0.1837 x36 + 0.5685x6 − 0.1780x37 + 0.7161x7.68



Sujeito a 0.5 ≤ x1,x5 ≤ 1, 0 ≤ x2,x3,x4,x6 ≤ 0.5, 0 ≤ x7 ≤ 1. (4.19)O valor utilizado por ǫ, neste exemplo, foi ǫ = 0.7, e uma sub-rotina debus
a lo
al, foi 
onsiderada.A tabela 4.5 mostra o ponto de ótimo, o valormáximo, o tempo de CPU e o número de iterações usadas pelo Algoritmo 1.A tabela 4.6 apresenta o número de partições de C utilizadas e des
artadasa 
ada iteração.Tabela 4.5: Bran
h and Bound: Ponto de ótimo, valor máximo, tempo deCPU e número de iterações - Exemplo 5.2.2.Ponto de ótimo x∗ = (0.7269; 0; 0.1196; 0; 0.8236; 0; 1)Valor máximo g(x∗) = 2.3110Tempo de CPU 42.233961 sIterações 3
Tabela 4.6: Iterações × número de partições válidas e des
artadas - Exemplo5.2.2. Iterações Partições Válidas Partições Des
artadas1 128 02 1112 152723 1 142335Vale ressaltar que, apesar de lento, o método bran
h and bound propostopossui e�
iên
ia garantida na bus
a do ótimo global de uma função restrita auma 
aixa, o que não a
onte
e 
om alguns respeitados algoritmos de otimiza-ção. Ao utilizar, por exemplo, a função fmin
on (utilizando o algoritmo dospontos interiores) do Matlab para en
ontrar o ponto de máximo de g, de�-nida em (4.18), restrita a (4.19), o resultado obtido foi um ponto de máximolo
al, 
omo pode ser visto na tabela 4.7.A Figura 4.16 mostra a evolução do limite inferior e do limite superior dovalor máximo da função g, no de
orrer das iterações do algoritmo.
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Tabela 4.7: fmin
on: Ponto de ótimo, valor máximo, tempo de CPU e númerode iterações - Exemplo 5.2.2.Ponto de ótimo x∗ = (1; 0.5; 0; 0.5; 1; 0.5; 0)Valor máximo g(x∗) = 1.5970Tempo de CPU 0.011770 s
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Max(m)
Max(M)Figura 4.16: Evolução dos limites inferior e superior do valor máximo de g -Exemplo 5.2.2.4.3 Con
lusõesEste 
apítulo apresentou um novo algoritmo Bran
h-and-Bound, utilizadopara en
ontrar os valores extremos de funções, que podem ser des
ritas 
omodiferença de funções 
res
entes (funções DFC), em domínios do tipo 
aixa.Um 
aso parti
ular importante são as funções polinomiais 
ujas variáveispossuem sinal de�nido. A e�
á
ia da metodologia proposta foi ilustrada emdois exemplos.O método proposto será utilizado para resolver problemas de otimizaçãonão linear, 
om restrições, em uma 
erta etapa do algoritmo do 
ontroladorpreditivo robusto, apresentado no 
apítulo seguinte.
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Capítulo 5Restrições de Estabilidade noControlador Preditivo RobustoBaseado em ModelosUma nova proposta de 
ontrolador preditivo robusto baseado em modelos,
hamada de Controle Preditivo Baseado em Modelo 
om Restriçõesde Estabilidade, e denotada pela sigla RMPC-SC - RMPC with StabilityConstraints, será apresentada neste 
apítulo, para o 
ontrole robusto de sis-temas dis
retos, monovariáveis, 
ausais, des
ritos por modelos LTI por meiode um modelo do tipo ARX (Auto Regressive with eXogenous input). Ométodo estabele
e 
ertas restrições para o in
remento do sinal de 
ontrole,de tal forma que se garanta a estabilidade do sistema em malha fe
hada,admitindo-se in
ertezas politópi
as nos 
oe�
ientes do modelo nominal daplanta.O modelo utilizado pelo 
ontrolador tem a estrutura de uma função detransferên
ia 
om in
ertezas, no formato de intervalos de 
on�ança, asso
ia-das a 
ada um de seus 
oe�
ientes. Dessa forma, ao ini
iarmos o projeto do
ontrolador, admite-se 
onhe
ido o modelo nominal da planta, bem 
omo asin
ertezas asso
iadas a 
ada um de seus 
oe�
ientes.O método de otimização Bran
h and Bound, proposto no 
apítulo 4, seráutilizado no algoritmo do RMPC-SC. A utilização do mesmo visa a
res
entarao método a 
erteza quanto à otimalidade da solução en
ontrada.A seção 5.1 apresenta a formulação do problema a ser tratado e introduz anotação a ser utilizada. A seção 5.2 des
reve e justi�
a a formulação proposta.Na seção 5.3 são apresentados todos os elementos que 
ompõe o algoritmodo 
ontrolador RMPC-SC, proposto. A Seção 5.4 apresenta os resultadosde simulação em que uma 
omparação dos desempenhos do RMPC-SC, doMMEMPC (seção 3.3), do FSPGPC (seção 3.4) e do GPC (seção 2.2) é71



feita para três exemplos de sistemas. Na seção 5.5, diferentes formulações doRMPC-SC são propostas, bus
ando um melhor desempenho 
omputa
ionaldo método. Finalmente, a Seção 5.6 des
reve as 
on
lusões deste 
apítulo.5.1 Formulação do ProblemaConsidere um sistema des
rito por um modelo ARX da seguinte forma:
∆y(k) = Ta,b(q)∆u(k), (5.1)em que ∆ = 1− q−1 (q−1 é o operador de atraso de tempo) e

Ta,b(q) =
b0q

m + b1q
m−1 + · · ·+ bm

qn + a1qn−1 + a2qn−2 + · · ·+ an
(5.2)é a função de transferên
ia do modelo junto ao vetor de parâmetros (a,b) =

(a1, . . . ,an,b0, . . . ,bm), 
om n > m.Suponha que o atraso de tempo do sistema seja dado por d = n−m− 1,dessa forma a equação (5.1) é equivalente a:
∆y(k) = b0∆u(k − (d+ 1)) + b1∆u(k − (d+ 2)) + . . .+
+bm∆u(k − n)− a1∆y(k − 1)− . . .− an∆y(k − n).

(5.3)Para o problema proposto nesta tese, supõe-se que o pro
esso é des
ritopelo modelo (5.1) e sujeito a in
ertezas politópi
as nos 
oe�
ientes da funçãode transferên
ia. Cada parâmetro aj e bi perten
e aos respe
tivos intervalosde in
erteza aj ≤ aj ≤ āj e bi ≤ bi ≤ b̄i. O politopo de in
ertezas C, dadopor:
C =





aj ≤ aj ≤ āj

bi ≤ bi ≤ b̄i

, (5.4)des
reve todas as possíveis instân
ias do vetor de parâmetros do sistema.O sistema (5.1), 
om in
ertezas politópi
as des
ritas por (5.4), será 
on-trolado por um método RMPC, em que a seguinte notação será empregada:
• w(k): sinal de referên
ia que a saída y(k) deve a
ompanhar;
• ∆y(k + i|k): valor predito para o in
remento da saída ∆y, no instante
k + i, 
al
ulado no instante k, para i = {1, . . . , Hp}, em que Hp é ohorizonte de predição;
• ∆u(k + i|k): futuro in
remento do sinal de 
ontrole no instante k + i,
al
ulado no instante k, usado na predição do in
remento da saída, para
i = {0, . . . , Hc − 1}, em que Hc é o horizonte de 
ontrole (Hc ≤ Hp).72



O problema proposto neste trabalho pode ser de�nido da seguinte ma-neira:De�nição 5.1.0.1 - Problema de Convergên
ia Assintóti
a: Consi-dere o sistema (5.3) 
om in
ertezas politópi
as des
ritas por (5.4), 
om 
on-dições ini
iais dadas por {∆u(−m), . . . ,∆u(0),∆y(−n), . . . ,∆y(0)}, e umdado sinal de referên
ia 
onstante w(k) = ρ, ρ ∈ R. En
ontrar uma sequên-
ia de 
ontroles futuros u(k|0), k > 0, tal que:
lim
k→∞

y(k|0)− w(k) = 0, (5.5)para todo (a,b) ∈ C.5.2 Restrições de EstabilidadeDeste ponto em diante, 
onsidere que todas as variáveis foram avaliadas noinstante k. A notação ∆y(k + i|k) será substituída pela forma 
ompa
ta
∆y(k + i) e ∆u(k + i|k) por ∆u(k + i), por 
onveniên
ia.Os resultados a serem estabele
idos mais adiante dependem do seguinteLema.Lema 5.2.0.2 Suponha que a sequên
ia de saída y(k) de um sistema dis
retoestável satisfaça a seguinte 
ondição:

|y(k + r)| < ε|y(k)|, 
om 0 < ε < 1 ∀k, (5.6)em que r é um inteiro positivo. Então |y(k)| → 0 quando k →∞.Prova. A expressão (5.6) impli
a que qualquer subsequên
ia de |y(k)|, daforma ỹl(k) = |y(k · ℵ)|, em que ℵ = r + l 
om l = 1, . . . , r, satisfaz:
|ỹl(k)| < |ỹl(0)| e

|ỹl(k)| < ε|ỹl(k − 1)| < |ỹl(k − 1)| ∀k.
(5.7)Logo ỹl(k) é monótona e limitada e, portanto, 
onvergente. Além disso, asubsequên
ia ỹl(k) satisfaz:

|ỹl(k)| < εk|ỹl(0)| ∀k > 0. (5.8)Como 0 < ε < 1, segue que εk → 0 quando k →∞ e a equação (5.8) permite
on
luir que |ỹl(k)| → 0 quando k →∞, ∀l = 1, . . . ,r. Logo, a sequên
ia dosvalores absolutos |y(k)| 
onverge e |y(k)| → 0 quando k →∞. 273



A ideia bási
a é impor a 
ondição de 
onvergên
ia (5.6) à saída da planta,transformando-a em restrições para futuras entradas u(k) de tal forma quea saída satisfaça (5.6).Deseja-se que a saída da planta �que o mais próximo possível de umsinal de referên
ia w(k). Para isso, será imposta a seguinte 
ondição deestabilidade à saída da planta:
|y(k + r)− w(k + r)| < ǫ|y(k)− w(k)|, (5.9)em que 0 < ǫ < 1 e r é um inteiro positivo.A expressão (5.9) é equivalente ao 
ritério (5.6) para o sinal y(k)−w(k).Dessa forma, se (5.9) for satisfeita ∀k > 0, o sistema deve ne
essariamentesatisfazer |y(k)− w(k)| → 0.Considerando k 
omo o instante de tempo atual, bus
a-se por uma sequên-
ia de futuros in
rementos de entrada ∆u = {∆u(k),∆u(k+ 1), . . . ,∆u(k+

r−1)}, de tal forma que a 
ondição de estabilidade (5.9) seja satisfeita. Parauma formulação mais 
on
isa, o 
ál
ulo dessa sequên
ia será feito 
om o usode uma des
rição em espaço de estados do sistema. Para estabele
er essarepresentação em espaço de estados é ne
essário de�nir as seguintes matrizes:
0(i,j): matriz 
om i linhas e j 
olunas e todas as entradas iguais a 0;
Ij: matriz identidade 
om j linhas e j 
olunas;

Sj =
[
Ij 0(j,1)

] e
a =

[
a1 a2 . . . an−1 an

]
.De�na também os vetores:

z(k) =




∆y(k)
∆y(k − 1)...

∆y(k − (n− 1))
∆u(k − 1)
∆u(k − 2)...

∆u(k − (n− 1))




(m+n+d)×1e
Ψ =

[
1 0(1,m+n+d−1)

]
.74



Além disso, as matrizes Φ ∈ R
(m+n+d)×(m+n+d) e Ω ∈ R

(m+n+d)×1 sãode�nidas de formas diferentes, dependendo do valor do atraso de tempo d,isto é:1. d > 0:
b =

[
b0 b1 . . . bm−1 bm

] e b′ =
[
0(1,d−1) b

]
,

Φ =




−a b′

Sn−1 0(n−1,m+d)

0(1,n−1) 0(1,m+d)

0(m+d−1,n) Sm+d−1


e

Ω =




0(n,1)

1
0(m+d−1,1)


 .2. d = 0:

b =
[
b1 . . . bm−1 bm

]
,

Φ =




−a b

Sn−1 0(n−1,m)

0(1,n) 0(1,m)

0(m−1,n) Sm−1


e

Ω =




b0
0(n−1,1)

1
0(m−1,1)


 .Pode ser veri�
ado por inspeção que o sistema representado pela funçãode transferên
ia (5.2) é equivalente ao sistema 
uja representação em espaçode estados é dada por:

z(k + 1) = Φ z(k) + Ω∆u(k)
∆y(k + 1) = Ψ z(k + 1).

(5.10)Ao de�nir a matriz:
Θr =

[
Φr−1Ω Φr−2Ω . . . ΦΩ Ω

]
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e o vetor de variáveis de de
isão:
∆ur(k) =




∆u(k)
∆u(k + 1)...

∆u(k + r − 1)


 .O seguinte lema pode ser estabele
ido 
omo um resultado da apli
açãore
ursiva de (5.10).Lema 5.2.0.3 O modelo de predição do sistema (5.2), r passos à frente, édado por:

z(k + r) = Φr z(k) + Θr ∆ur(k)

∆y(k + r) = Ψ z(k + r).
(5.11)As matrizes Φr e Θr dependem apenas dos parâmetros in
ertos aj , j =

1, · · · , n e bi, i = 0, · · · , m. Além disso, no instante de tempo k, o vetor z(k)é 
omposto por es
alares 
onhe
idos (valores passados de u(·) e y(·), até oinstante k). Dessa forma, a variável y(k + r) depende de Φr, Θr e do vetorde variáveis de de
isão ∆ur(k), que deve ser obtido de modo que a 
ondição(5.9) o
orra - este é o objetivo prin
ipal deste trabalho.O seguinte lema, enun
iado sob a hipótese de que não há nenhuma in
er-teza no modelo do sistema, 
onstitui um resultado bem 
onhe
ido rela
ionadoao 
ontroladores deadbeats [Cadzow & Martens (1970), Kuo (1980)℄. Ele éapresentado aqui 
omo um limite para o desempenho realizável do sistema.Lema 5.2.0.4 Suponha que o sistema (5.10) seja 
ontrolável. Neste 
aso,para qualquer 
ondição ini
ial z(k), existe um vetor de variáveis de de
isão
∆ur(k) 
om r ≤ n +m, tal que z(k + r) = 0.Prova. Nota-se que Θr torna-se equivalente à matriz de 
ontrolabilidadedo sistema quando r = n + m. No 
aso de um sistema monovariável e
ontrolável, a matriz de 
ontrolabilidade é uma matriz quadrada de posto
ompleto e tamanho (n + m) × (n + m). Logo, quando r = n + m, serápossível obter {∆u(k), . . . ,∆u(k + r − 1)} tal que:

∆u(n+m)(k) = −Θ
−1
(n+m) Φ

(n+m) z(k)Em alguns 
asos espe
iais é possível que um número de passos inferior a
n +m seja su�
iente. 276



Considerando o 
aso 
om parâmetros in
ertos, o análogo ao 
ontroladordeadbeat é:
∆u∗

r = min
∆ur

max
C
|y(k + r)|, (5.12)em que C é o politopo de in
ertezas e a referên
ia w(k) é 
onstante e nula.O Lema 5.2.0.4 sugere que a es
olha r = m + n é razoável, mesmo no
aso de sistemas 
om in
ertezas, pois 
om um menor valor para r, a ação de
ontrole pode ser in
apaz de produzir uma 
ontração arbitrária da variável
ontrolada.Uma formulação mais �exível pode ser obtida requerendo apenas a 
on-dição de estabilidade (5.9):

∆ur(k)
∗ = max

C
[|y(k + r)| : |y(k + r)| < ǫ |y(k)|].(5.13)Para resolver (5.13), vale notar que

y(k + r|k) = ∆y(k + r|k) + ∆y(k + r − 1|k) + · · ·+∆y(k + 1|k) + y(k).(5.14)Usando a expressão (5.11), a equação (5.14) pode ser rees
rita 
omo:
y(k + r|k) = Ψ(Φr + Φr−1 + · · ·+ Φ)z(k) + ΨΘ̄∆ur(k) + y(k), (5.15)em que Θ̄ é a matriz:

Θ̄ = [(Φr−1 + Φr−2 + · · ·+ Φ+ Im+n+d)Ω (Φr−2+
+Φr−3 + · · ·+ Φ + Im+n+d)Ω · · · (Φ + Im+n+d)Ω Ω].

(5.16)Considere
Λ = Ψ (Φr + Φr−1 + · · ·+ Φ) z(k) + y(k) e

Γr = ΨΘ̄ =
[
γr γr−1 . . . γ2 γ1

]
.

(5.17)Com o uso de métodos de otimização, é possível obter
Λ = min

C
Ψ (Φr + Φr−1 + · · ·+ Φ) z(k) + y(k) e

Λ = max
C

Ψ (Φr + Φr−1 + · · ·+ Φ) z(k) + y(k).
(5.18)Suponha, sem perda de generalidade, que o sinal de referên
ia w(k) sejanulo. Utilizando o modelo de predição r-passos à frente, (5.11), a 
ondiçãode estabilidade (5.9) pode ser rees
rita 
omo:

|Γr ∆ur(k) + Λ| < ǫ |y(k)|. (5.19)77



Equivalentemente:
−ǫ |y(k)| < Γr ∆ur(k) + Λ < ǫ |y(k)|, (5.20)o que leva a:
−ǫ |y(k)| − Λ ≤ Γr ∆ur(k) ≤ ǫ |y(k)| − Λ. (5.21)Os 
oe�
ientes γi do vetor Γr são limitados por:





γi = max
C

γi

γi = min
C
γi

i = 1, . . . ,r. (5.22)Considere a matriz M 
ujas linhas 
orrespondem a todas as possíveis
ombinações dos valores mínimos e máximos das 
omponentes do vetor Γr:
M =




γr γr−1 · · · γ2 γ1
γr γr−1 · · · γ2 γ1
γr γr−1 · · · γ2 γ1
γr γr−1 · · · γ2 γ1... ... · · ·

... ...
γr γr−1 · · · γ2 γ1
γr γr−1 · · · γ2 γ1
γr γr−1 · · · γ2 γ1




. (5.23)
Note que:

M∆ur(k) ≤ 1(2r ,1)(ǫ |y(k)| − Λ)

⇒ Γr ∆ur(k) ≤ ǫ |y(k)| − Λ, ∀(a,b) ∈ C
(5.24)e:

M∆ur(k) ≥ 1(2r ,1)(−ǫ |y(k)| − Λ)

⇒ Γr ∆ur(k) ≥ −ǫ |y(k)| − Λ, ∀(a,b) ∈ C.
(5.25)Neste ponto é possível estabele
er a Teorema 5.2.0.5, que 
onstitui oprin
ipal resultado desta tese.Teorema 5.2.0.5 Seja ∆ur(k) o vetor 
omposto dos r próximos in
remen-tos de 
ontrole a serem apli
ados ao sistema (5.2) após o instante k. Se

[
M

−M

]
∆ur(k) ≤

[
1(2r ,1)(ǫ |y(k)| − Λ)
1(2r ,1)(ǫ |y(k)|+ Λ)

] (5.26)78



o
orre, então a 
ondição
|y(k + r)| < ǫ|y(k)|é satisfeita ∀(a,b) ∈ C.As restrições de�nidas em (5.26) serão 
hamadas de restrições de es-tabilidade. Pela forma em que foram deduzidas, pode-se dizer que sãorestrições 
onservadoras, isto é, são su�
ientes para a estabilização da saídado sistema, mas exigem mais do que o ne
essário. A respeito disso, é impor-tante men
ionar que, a partir de uma análise geral dos métodos de 
ontrolepreditivo robustos, nota-se que robustez fun
iona a base de 
onservadorismo.O algoritmo de 
ontrole proposto, pode ser des
rito 
omo:1. Ini
iação: De�na o modelo e o politopo de in
ertezas C, assim 
omoos parâmetros de 
ontrole Hp, Hc, ǫ e r, o sinal de referên
ia w e as
ondições ini
iais z. Faça k ← 0;2. Determine a matriz M de a
ordo 
om (5.22) e (5.23).3. Cal
ule Λ e Λ, de a
ordo (5.18).4. Cal
ule ∆ur(k) de a
ordo 
om algum 
ritério de preferên
ia, sujeito àsrestrições (5.26).5. Aplique u(k) = ∆u(k) + u(k − 1) na entrada da planta.6. Faça k ← k + 1 e vá ao passo 3.Vale ressaltar que o algoritmo a
ima, pode ser usado em 
onjunto 
omqualquer outro 
ontrolador RMPC que resolva o mesmo tipo de problemades
rito na seção 5.1.5.3 RMPC-SCO 
ontrolador preditivo robusto, denominado RMPC-SC, proposto nestatese, 
onsiste de um 
ontrolador RMPC em que a predição é feita por ummodelo do tipo ARX (5.1), 
om in
ertezas politópi
as (5.4) nos parâmetrosdo modelo nominal da planta. As restrições de estabilidade (5.26) devem ser79




onsideradas junto aos futuros in
rementos de entrada no 
ál
ulo da lei de
ontrole.O 
ál
ulo dos extremos, de�nidos pela expressão (5.22), é realizado pormeio do algoritmo bran
h and bound, proposto no 
apítulo 4, bus
ando-sea garantia de otimalidade da solução. Observe que este pro
edimento deotimização é realizado uma úni
a vez, de forma o�-line, na parte ini
ial doalgoritmo.Por outro lado, o 
ál
ulo dos valores ótimos, de�nidos pelas expressões em(5.18), são realizados de forma on-line e o uso do método bran
h and bound,proposto no 
apítulo 4, para resolver estes 
ál
ulos, iria requerer um grandetempo de pro
essamento, deixando o algoritmo RMPC-SC inviável para di-versas apli
ações. Neste 
aso, a função fmin
on (utilizando o algoritmo dospontos interiores) do MatLab foi utilizada para resolver os problemas de�ni-dos em (5.18).Além disso, a função objetivo J , a ser 
onsiderada, é uma função quadrá-ti
a (veja seção 3.2) que 
onsidera o erro entre as predições ŷ(k+ j|k) e umareferên
ia 
onhe
ida w(k + j), e a variação no 
ontrole ∆u(k):
J =

Hp∑

j=1

δ(j)(ŷ(k + j|k)− w(k + j))2 +

Hc−1∑

i=0

λ(i)(∆u(k + i|k))2. (5.27)Finalmente, a té
ni
a de otimização a ser utilizada junto à função ob-jetivo é a estratégia Min-Max E�
iente, des
rita na seção 3.3 deste texto.O método de otimização bran
h and bound, proposto no 
apítulo 4, podeser utilizado também nesta etapa do algoritmo do 
ontrolador RMPC-SC,junto à estratégia Min-Max e�
iente. Entretanto, optou-se por não utilizá-lo nesta etapa, pelo mesmo motivo 
itado anteriormente, isto é, tratam-sede otimizações feitas on-line, 
ujo uso do bran
h and bound a
arretaria emum grande esforço 
omputa
ional. Novamente, a função fmin
on (utilizandoo algoritmo dos pontos interiores) do MatLab foi utilizada para resolver ospro
edimentos de otimização junto ao método Min-Max e�
iente.5.4 Resultados de simulaçãoNesta seção serão 
omparados os desempenhos de quatro té
ni
as de 
ontrolepreditivo: O GPC - não-robusto, apresentado no 
apítulo 2 desta tese; oMMEMPC - RMPC 
om abordagem min-max e�
iente, des
rito na seção 3.3;O FSPGPC - método GPC robusto, apresentado na seção 3.4 e o RMPC-SCproposto neste 
apítulo.Serão analisados três exemplos simulados. O primeiro exemplo trata-sedo sistema de posi
ionamento angular, des
rito na subseção 2.3.1. O segundo80



exemplo refere-se a uma planta simulada 
ujo modelo apresenta um elevadonúmero de parâmetros in
ertos, 
om grandes valores de in
ertezas, asso
iadosa alguns desses parâmetros. O ter
eiro exemplo 
onsidera uma planta simu-lada 
ujo modelo foi baseado no problema proposto por Ramírez & Cama
ho(2003), apresentando restrições no in
remento do sinal de entrada.Apenas uma análise qualitativa dos resultados de simulação será feitanesta seção. Este tipo de análise é usual na área de 
ontrole MPC, 
omodes
rito anteriormente no 
apítulo 1 desta tese.Em 
ada simulação, a função objetivo será a mesma para todos os méto-dos. Além disso, a úni
a diferença entre o MMEMPC e o RMPC-SC são asrestrições (5.26) na sequên
ia dos sinais de in
remento de 
ontrole, utiliza-das no método RMPC-SC. A 
omparação entre o MMEMPC e o RMPC-SCobjetiva mostrar a vantagem de se 
onsiderar as restrições de estabilidadejunto a um 
ontrolador RMPC.Em todos os métodos e todos os exemplos, 
onsiderou-se δ(j) = 1, j =
1, · · · , Hp na função objetivo (5.27), uma 
ondição ini
ial u(0) = 0,05 e umatrajetória de referên
ia w 
onstante e nula. Além disso, 100 iterações foramutilizadas.É importante salientar que para a obtenção dos resultados apresentadosabaixo, uma 
uidadosa sintonia dos parâmetros de 
ontrole Hp, Hc, λ, ωc, O(estes dois últimos utilizados apenas pelo FSPGPC), ǫ e r (estes dois últimosutilizados apenas pelo RMPC-SC) foi realizada. O resultados exibidos nospróximos exemplos 
orrespondem àqueles em que 
ada 
ontrolador obteveo melhor desempenho quanto à 
onvergên
ia da saída da planta, em estadoesta
ionário.5.4.1 Exemplo 1Considere o sistema de posi
ionamento angular, des
rito na subseção 2.3.1,
ujo modelo é dado por:

θ(k) =
0,0078

q2 + (0,1α(k)− 2)q + (1− 0,1α(k))
u(k), (5.28)em que θ(k) é a posição angular (rad) e 0,1s−1 ≤ α(k) ≤ 10s−1.Ini
ialmente o parâmetro α(k) será 
onsiderado �xo no tempo, porém 
omvalor in
erto. Posteriormente, α(k) poderá variar 
om o tempo, assumindoqualquer valor no intervalo [0,1; 10].Suponha que o parâmetro α(k) seja �xo no tempo. Para as simulaçõesrealizadas neste exemplo, 
onsiderou-se 
omo modelo da planta, o modelo(5.28), e observou-se os resultados dos 
ontroladores RMPC-SC, FSPGPC,MMEMPC e GPC, para alguns valores de α(k) no intervalo [0,1; 10]. No81




ontrolador não-robusto, GPC, bem 
omo no FSPGPC, utilizou-se 
omomodelo nominal, o modelo (5.28), 
om αn(k) no lugar de α(k).A Figura 5.1 apresenta os resultados obtidos pelos 
ontroladores RMPC-SC, FSPGPC e GPC no 
ontrole da planta 
om modelo 
orrespondente a
α(k) = 0,1. Para estes resultados utilizou-se αn(k) = 1 na expressão domodelo nominal, nas simulações do FSPGPC e do GPC. Como pode serobservado na Figura 5.1, todos os três métodos (RMPC-SC, FSPGPC eGPC) apresentaram um bom desempenho de 
ontrole em estado esta
ionário.A Figura 5.2 mostra o desempenho inferior do MMEMPC nesse 
aso.Os valores dos parâmetros de 
ontrole Hp, Hc e λ, utilizados por 
ada umdos métodos, bem 
omo os valores referentes ao �ltro passa-baixas, ordem Oe frequên
ia de 
orte ωc, utilizados no projeto do 
ontrolador FSPGPC, alémdos valores de ǫ e r, utilizados no algoritmo do RMPC-SC, para obtençãodos resultados des
ritos nas Figuras 5.1 e 5.2, estão des
ritos na Tabela 5.1.

Figura 5.1: Modelo da planta
om α(k) = 0,1 e modelo no-minal 
om αn(k) = 1: (a) Res-posta do sistema 
ontrolado.(b) Ação de 
ontrole - RMPC-SC (linha 
ontínua), FSPGPC(linha tra
ejada) e GPC (linhatraço-pontilhada).
Figura 5.2: Modelo da planta
om α(k) = 0,1: (a) Res-posta do sistema 
ontroladopelo MMEMPC. (b) Ação de
ontrole.

A Figura 5.1 mostra divergên
ia e os
ilação do RMPC-SC no estado tran-siente do sistema. Tal 
omportamento pode ser justi�
ado pela es
olha dos82



Tabela 5.1: Parâmetros de 
ontrole do RMPC-SC, MMEMPC, FSPGPC eGPC para planta (5.28), simulada 
om α(k) = 0,1.
Hp Hc λ ǫ r O ωcRMPC-SC 12 6 1 0,6 3 - -MMEMPC 5 3 3 - - - -FSPGPC 14 10 0,05 - - 2 0,8GPC 14 10 0,05 - - - -parâmetros de 
ontrole ǫ = 0,6 e r = 3. Esta es
olha a
arreta em um grandeesforço de 
ontrole do método, pois a saída deve obede
er a seguinte 
on-dição: |y(k + 3)| < 0,6|y(k)|. Vale ressaltar que a es
olha dos parâmetrosde 
ontrole do RMPC-SC (assim 
omo dos outros 
ontroladores) foi feita apartir de uma 
uidadosa sintonia e que os resultados apresentados 
orres-pondem àqueles que apresentaram melhor 
onvergên
ia da saída em estadoesta
ionário.O bom resultado apresentado pelos métodos FSPGPC e GPC, mostradosna Figura 5.1, justi�
a-se pela proximidade do modelo da planta e do mo-delo nominal, utilizado pelos métodos. Ao tomar outros valores de αn(k), oFSPGPC e o GPC apresentaram resultados diferentes, 
omo era de se espe-rar. Se αn(k) = 10, por exemplo, espera-se um desempenho inferior desses
ontroladores. Tal fato o
orre e pode ser observado pelas Figuras 5.3 e 5.4,que mostram divergên
ia na saída da planta 
ontrolada pelo FSPGPC e peloGPC.Ao 
onsiderar α(k) 
omo o outro extremo do intervalo de in
erteza, istoé, α(k) = 10, pode-se observar, pela Figura 5.5, um desempenho razoável detodos os métodos, em estado esta
ionário, 
om uma superioridade do RMPC-SC em relação aos demais. Para estes resultados, utilizou-se αn(k) = 5,05(ponto médio do intervalo 0,1 ≤ αn(k) ≤ 10) no projeto do FSPGPC e doGPC. Os valores dos parâmetros de 
ontrole, utilizados neste 
aso, estãodes
ritos na Tabela 5.2.Ao observar a Figura 5.5, pode-se notar, novamente, grande os
ilaçãona entrada do sistema, 
ontrolado pelo RMPC-SC, em estado transiente.Tal fato pode ser atribuído ao próprio algoritmo do 
ontrolador RMPC-SC que impõe, na forma de restrições, que a saída do sistema satisfaça

|y(k + r)| < ǫ|y(k)| (neste 
aso utilizou-se r = 3 e ǫ = 0,9). Os resultadosexpostos nas Figuras 5.1 e 5.5 indi
am que o 
onjunto de restrições (5.26)garantem a estabilidade do sistema apenas em estado esta
ionário, permi-tindo os
ilações na entrada e saída da planta, em estado transiente. Esta83



Figura 5.3: Modelo da planta
om α(k) = 0,1 e modelo no-minal 
om αn(k) = 10: (a)Resposta do sistema 
ontro-lado pelo FSPGPC. (b) Açãode 
ontrole.
Figura 5.4: Modelo da planta
om α(k) = 0,1 e modelo no-minal 
om αn(k) = 10: (a)Resposta do sistema 
ontro-lado pelo GPC. (b) Ação de
ontrole.Tabela 5.2: Parâmetros de 
ontrole do RMPC-SC, MMEMPC, FSPGPC eGPC para planta (5.28), simulada 
om α(k) = 10.

Hp Hc λ ǫ r O ωcRMPC-SC 12 6 3 0,9 3 - -MMEMPC 6 4 1 - - - -FSPGPC 12 6 0,05 - - 2 0,9GPC 12 6 0,05 - - - -
on
lusão pare
e razoável ao se analisar a 
ondição |y(k + r)| < ǫ|y(k)|, queimpõe a estabilidade da saída da planta, r passos a frente, deixando o sistemalivre nos passos anteriores. Para obter essa estabilidade r passos a frente,pode-se perder o 
ontrole do sistema nos passos k + 1 até k + r − 1, 
omoilustram as Figuras 5.1 e 5.5. Este fen�meno pode ser observado, não apenasnas Figuras 5.1 e 5.5, 
omo nas demais �guras que mostram o desempenhodo 
ontrolador RMPC-SC, no de
orrer desta seção.A �m de se analisar de que forma a variação no parâmetro ǫ interfere na84



Figura 5.5: Modelo da planta 
om α(k) = 10 e modelo nominal 
om αn(k) =
5,05: (a) Resposta do sistema 
ontrolado. (b) Ação de 
ontrole - RMPC-SC (linha 
ontínua), MMEMPC (linha tra
ejada), FSPGPC (linha traço-pontilhada) e GPC (linha pontilhada).resposta do sistema, o RMPC-SC foi apli
ado ao 
ontrole da planta (5.28),
om α(k) = 10, utilizando-se diferentes valores para ǫ. Para 
ada valor de
ǫ no 
onjunto {0,4; 0,6; 0,8; 0,9}, o RMPC-SC foi apli
ado 
om Hp = 12,
Hc = 6, λ = 3 e r = 3 e os resultados de simulação apare
em na Figura 5.6.Pode-se observar na Figura 5.6, ummelhor desempenho de 
ontrole quandoo parâmetro ǫ assume maiores valores (0 < ǫ < 1). Este fato o
orre nesteexemplo, em parti
ular, e não se repete para exemplos gerais. Por outrolado, os resultados mostrados pela Figura 5.6, motivam a seguinte dis
ussãosobre a relação entre o valor de ǫ e fa
tibilidade das restrições (5.26): paravalores pequenos de ǫ, a 
ondição |y(k+ r)| < ǫ|y(k)| provo
a, teori
amente,uma rápida 
onvergên
ia da saída para zero, mas, por outo lado, as restrições(5.26) podem se tornar infa
tíveis para estes valores; para valores maiores doparâmetro ǫ, espera-se uma 
onvergên
ia menos rápida da saída da planta,porém, a 
ondição de estabilidade |y(k+r)| < ǫ|y(k)| torna-se mais relaxada,havendo mais possibilidade de fa
tibilidade das restrições (5.26), nestes 
a-sos. Baseado nesta dis
ussão, uma sintonia 
riteriosa deve ser feita no valordo parâmetro ǫ antes de se apli
ar o RMPC-SC em 
ada exemplo parti
ular.Na sequên
ia, usou-se o 
ontrolador RMPC-SC junto ao sistema represen-tado pelo modelo (5.28) 
om α(k) variando 
om o tempo, randomi
amente.85



Figura 5.6: Modelo da planta 
om α(k) = 10: (a) Resposta do sistema
ontrolado pelo RMPC-SC. (b) Ação de 
ontrole - Valores de ǫ: 0,4 (linha
ontínua), 0,6 (linha tra
ejada), 0,8 (linha traço-pontilhada) e 0,9 (linhapontilhada).A Figura 5.7 mostra a resposta do sistema LTV ao RMPC-SC, 
om parâ-metros de 
ontrole Hp = 12, Hc = 6, r = 3, ǫ = 0,8 e λ = 3. Ao realizaroutras simulações, resultados diferentes daquele apresentado pela Figura 5.7,foram en
ontrados. Alguns desses resultados 
onvergiram mais rápido paraa referên
ia, outros mais lentamente, porém nenhum deles apresentou di-vergên
ia, o que demonstra a e�
á
ia do método RMPC-SC no 
ontrole dosistema LTV, proposto neste exemplo.Com o objetivo de se analisar o desempenho do 
ontrolador RMPC-SC,qualquer que seja o valor do parâmetro α(k), simulações foram feitas paradiversos valores de α(k), igualmente espaçados dentro do intervalo [0,1; 10]. ORMPC-SC foi apli
ado utilizando-se horizontes de predição e 
ontrole, Hp =
12 e Hc = 6, respe
tivamente, e r = 3. Os valores dos parâmetros de 
ontrole
ǫ e λ foram tomados dentro dos intervalos [0,7; 0,9] e [1; 3], respe
tivamente,de a
ordo 
om 
ada valor assumido por α(k). A Figura 5.8 exibe os resultadosobtidos, onde a robustez e a e�
iên
ia do método RMPC-SC podem ser
on�rmadas para este exemplo.
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Figura 5.7: Modelo LTV: (a) Resposta do sistema 
ontrolado pelo RMPC-SC. (b) Ação de 
ontrole.5.4.2 Exemplo 2Este exemplo explora a apli
ação do 
ontrolador robusto RMPC-SC a umaplanta 
ujo modelo apresenta um número maior de parâmetros in
ertos, 
omelevados valores de in
ertezas em alguns desses parâmetros.Considere a planta simulada, apresentada na subseção 2.3.2, porém 
omin
ertezas politópi
as nos 
oe�
ientes da função de transferên
ia. Isto é,suponha que o modelo da planta seja dado por:
T (q) =

b0q
2 + b1q + b2

q3 + a1q2 + a2q + a2
, (5.29)
om os 
oe�
ientes ai e bj 
ontidos no seguinte politopo:

C1 =





1,5 ≤ b0 ≤ 2,2
0,1 ≤ b1 ≤ 0,6
1 ≤ b2 ≤ 1,2
−2,35 ≤ a0 ≤ −2,12
0 ≤ a1 ≤ 0,15
0,1 ≤ a2 ≤ 0,35

. (5.30)Pode-se observar que os 
oe�
ientes do modelo apresentado por Rossiter et al.(1996), e des
rito na subseção 2.3.2, estão 
ontidos no politopo (5.30).O objetivo deste exemplo é analisar os resultados obtidos pelos 
ontro-ladores RMPC-SC, MMEMPC, FSPGPC e GPC, ao 
ontrolar a planta si-mulada, dada pelo modelo (5.29), utilizando-se dois diferentes 
onjuntos de87
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Figura 5.8: Resposta do sistema 
ontrolado pelo RMPC-SC em função dotempo, para valores de α(k) variando no intervalo [0,1; 10].valores para os parâmetros ai e bj , no politopo C1. Em ambos os 
asos, o 
on-trolador não robusto, GPC, bem 
omo o FSPGPC, �zeram uso do seguintemodelo nominal:
Tm(q) =

2,2q2 + 0,1q + 1,2

q3 − 2,12q2 + 0,15q + 0,1
. (5.31)Considerou-se, ini
ialmente, que o modelo da planta simulada é igual aomodelo des
rito em [Rossiter et al. (1996)℄ e na subseção 2.3.2, isto é:

Tp1(q) =
2q2 + 0,45q + 1

q3 − 2,2q2 + 0,09q + 0,252
. (5.32)A Figura 5.9 apresenta os resultados obtidos pelos métodos RMPC-SC,MMEMPC, FSPGPC e GPC, no 
ontrole da planta 
om modelo (5.32). Aoanalisar a Figura 5.9, pode-se observar um bom desempenho obtido por to-dos os 
ontroladores, 
om uma 
onvergên
ia mais rápida do FSPGPC e uma
onvergên
ia mais lenta do MMEMPC. Os valores dos parâmetros de 
on-trole, utilizados para obtenção dos resultados apresentados na Figura 5.9,estão des
ritos na Tabela 5.3. 88



Figura 5.9: Planta (5.32): (a) Resposta do sistema 
ontrolado. (b) Açãode 
ontrole - RMPC-SC (linha 
ontínua), MMEMPC (linha tra
ejada),FSPGPC (linha traço-pontilhada) e GPC (linha pontilhada).Tabela 5.3: Parâmetros utilizados pelo RMPC-SC, MMEMPC, FSPGPC eGPC no 
ontrole da planta (5.32).
Hp Hc λ ǫ r O ωcRMPC-SC 12 5 1 0,6 5 - -MMEMPC 10 5 1 - - - -FSPGPC 12 7 3 - - 2 0,99GPC 12 7 3 - - - -Ao 
onsiderar o modelo da planta 
omo:

Tp2(q) =
1,5q2 + 0,6q + 1

q3 − 2,35q2 + 0,35
, (5.33)os 
ontroladores RMPC-SC, MMEMPC, FSPGPC e GPC foram apli
ados.Os resultados obtidos pelo RMPC-SC e pelo MMEMPC estão expostos naFigura 5.10, onde pode-se observar um desempenho satisfatório desses mé-todos, 
om 
onvergên
ia mais rápida al
ançada pelo RMPC-SC. As Figuras5.11 e 5.12 exibem os desempenhos ruins dos métodos FSPGPC e GPC,respe
tivamente, no 
ontrole da planta (5.33).A Tabela 5.4 mostra os valores dos parâmetros de 
ontrole, utilizados89



Figura 5.10: Planta (5.33): (a) Resposta do sistema 
ontrolado. (b) Ação de
ontrole - RMPC-SC (linha tra
ejada) e MMEMPC (linha pontilhada).

Figura 5.11: Planta (5.33): (a)Resposta do sistema 
ontro-lado pelo FSPGPC. (b) Açãode 
ontrole. Figura 5.12: Planta (5.33): (a)Resposta do sistema 
ontro-lado pelo GPC. (b) Ação de
ontrole.pelo métodos RMPC-SC, MMEMPC, FSPGPC GPC e MPC, na obtençãodos resultados expostos pelas Figuras 5.10 a 5.12.
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Tabela 5.4: Parâmetros utilizados pelo RMPC-SC, MMEMPC, FSPGPCGPC e MPC no 
ontrole da planta (5.33).
Hp Hc λ ǫ r O ωcRMPC-SC 10 8 1 0,7 8 - -MMEMPC 10 8 1 - - - -FSPGPC 10 5 0,05 - - 2 0,99GPC 10 5 0,05 - - - -5.4.3 Exemplo 3Neste exemplo, 
onsiderou-se uma planta simulada 
om restrições no in
re-mento do sinal de entrada. O modelo da planta possui apenas dois 
oe�
i-entes in
ertos e foi baseado no problema proposto por Ramírez & Cama
ho(2003).Com o objetivo de mostrar a vantagem de se 
onsiderar as restrições deestabilidade (5.26) junto a um 
ontrolador RMPC, uma 
omparação entreos métodos RMPC-SC e MMEMPC será realizada neste exemplo. Observeque a úni
a diferença entre o MMEMPC e o RMPC-SC é que o RMPC-SC
onsidera as restrições de estabilidade, junto ao método min-max e�
iente, nomomento da minimização. Além disso, os desempenhos dos métodos RMPC-SC e MMEMPC serão 
omparados ao desempenho do 
ontrolador robustoFSPGPC, des
rito no 
apitulo 3 desta tese.Devido ao mal 
ondi
ionamento obtido pelo 
ontrolador GPC nas simula-ções propostas neste exemplo, o desempenho deste método não será estudadoneste exemplo.Considere uma planta representada pela seguinte função de transferên
ia:
T (q) =

bq + 1

q2 − 1,9q + a
, (5.34)
om os 
oe�
ientes a e b 
ontidos no seguinte politopo:

C2 =

{
0,7 ≤ a ≤ 1
0,5 ≤ b ≤ 1,5

. (5.35)Deseja-se uma lei de 
ontrole que seja 
apaz de 
ontrolar a planta (5.34),quaisquer que sejam os valores dos 
oe�
ientes a e b em C2, sujeita à restrição
−2 ≤ ∆u ≤ 2. 91



Para as simulações realizadas neste exemplo, os seguintes parâmetros de
ontrole foram utilizados pelo MMEMPC e pelo RMPC-SC: Hp = 8, Hc = 4e λ = 1. Além disso, os valores dos demais parâmetros de 
ontrole, utiliza-dos pelo 
ontrolador RMPC-SC, foram: ǫ = 0,9 e r = 3. O FSPGPC foiprojetado 
om o uso dos seguintes parâmetros: Hp = 15, Hc = 10 e λ = 3,
O = 2 e ωc = 0,9, e utilizou o modelo nominal (5.34) 
om a = 1 e b = 1.Considere, ini
ialmente, o seguinte modelo para a planta (fase não mí-nima):

Tp1(q) =
0,5q + 1

q2 − 1,9q + 1
. (5.36)Os métodos RMPC-SC, MMEMPC e FSPGPC foram apli
ados no 
on-trole da planta (5.36) e apresentaram resultados bastante satisfatórios, 
omopode ser visto na Figura 5.13.

Figura 5.13: Planta (5.36): (a) Resposta do sistema 
ontrolado. (b) Açãode 
ontrole - RMPC-SC (linha 
ontínua), MMEMPC (linha tra
ejada) eFSPGPC (linha pontilhada).Por outro lado, ao 
onsiderar que a planta seja simulada pelo modelo(planta instável)
Tp2(q) =

1,5q + 1

q2 − 1,9q + 0,7
, (5.37)apenas os métodos RMPC-SC e FSPGPC apresentaram resultados satisfa-tórios, 
omo pode ser observado nas Figuras 5.14 e 5.15.92



Figura 5.14: Planta (5.37): (a)Resposta do sistema 
ontro-lado. (b) Ação de 
ontrole -RMPC-SC (linha 
ontínua) eFSPGPC (linha pontilhada). Figura 5.15: Planta (5.37): (a)Resposta do sistema 
ontro-lado pelo MMEMPC. (b) Açãode 
ontrole.Com o objetivo de analisar a robustez dos 
ontroladores RMPC-SC eMMEMPC, ambos foram apli
ados no 
ontrole da planta (5.34), para di-versos 
onjuntos de valores assumidos pelos 
oe�
ientes a e b em C2. Maisespe
i�
amente, foram gerados 36 pares de 
oe�
ientes (a,b), tais que a ∈
{0,5; 0,7; 0,9; 1,1; 1,3; 1,5} e b ∈ {0,7; 0,76; 0,82; 0,88; 0,94; 1} e a e�
iên
ia dosmétodos RMPC-SC e MMEMPC foi testada no 
ontrole da planta asso
iadaa 
ada um desse pares.Como o objetivo é medir a 
apa
idade de estabilização do 
ontroladorem estado esta
ionário, dado um par de 
oe�
ientes (a,b), de�niu-se o índi
edesempenho de estabilização, que será denotado por D, 
omo: D é amédia da diferença (y(k)−w(k)), para N/2 ≤ k ≤ N , em que N é o númerode passos do algoritmo (neste exemplo, utilizou-se N=100).A Figura 5.16 mostra para quais pares de 
oe�
ientes (a,b), os métodosRMPC-SC e MMEMPC obtiveram um desempenho de estabilização D <
0,01. Pode-se observar na Figura 5.16, a robustez do 
ontrolador RMPC-SC no 
ontrole da planta proposta neste exemplo. Além disso, o 
ontroladorRMPC-SC apresentou desempenho de estabilizaçãoD < 0,01, em mais 
asos,quando 
omparado ao 
ontrolador MMEMPC, o que demonstra a vantagemde se 
onsiderar as restrições de estabilidade junto ao 
ontrolador RMPC.93
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bFigura 5.16: Planta (5.34) asso
iada a diversos pares (a,b). ◦: RMPC-SC
om D < 0,01, ×: MMEMPC 
om D < 0,01.O mesmo tipo de análise foi realizada para 
omparar a estabilização forne-
ida pelos 
ontroladores RMPC-SC e FSPGPC, no 
ontrole da planta (5.34).Considerou-se o mesmo 
onjunto de valores dos parâmetros a e b, isto é
a ∈ {0,5; 0,7; 0,9; 1,1; 1,3; 1,5} e b ∈ {0,7; 0,76; 0,82; 0,88; 0,94; 1}. Nesta aná-lise, os parâmetros de 
ontrole do FSPGPC foram sintonizados de formadiferente para 
ada um dos pares (a,b).As Figuras 5.17 e 5.18 mostram os desempenhos dos métodos RMPC-SC e FSPGPC, no 
ontrole da planta (5.34) asso
iada a 
ada par (a, b),
om o modelos nominais (usados pelo FSPGPC) 
orrespondentes a (a, b) =
(0,7, 0,5) e (a, b) = (0,85, 1,0), respe
tivamente. Os resultados apresentadosnas Figuras 5.17 e 5.18 revelam maior robustez do RMPC-SC, em relaçãoao FSPGPC, para o 
ontrole da planta 
om modelo in
erto, proposta nesteexemplo.Quanto ao par em que o RMPC-SC não obteve desempenho de estabili-zação D < 0,01, o par (a,b) = (0,7; 0,5), basta um ajuste nos parâmetros de
ontrole para que o problema seja resolvido. De fato, ao 
onsiderar Hp = 12,
Hc = 6, r = 3, λ = 1 e ǫ = 0,1, a saída da planta, 
ontrolada pelo RMPC-SC,
onverge para a referên
ia, 
omo pode ser visto na Figura 5.19. Neste 
aso,
D < 0,001598.
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a

bFigura 5.17: Planta (5.34) as-so
iada a diversos pares (a,b).
◦: RMPC-SC 
om D < 0,01,
×: FSPGPC (modelo nominal
(a,b) = (0,7,0,5)) 
om D <
0,01.
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a

bFigura 5.18: Planta (5.34) as-so
iada a diversos pares (a,b).
◦: RMPC-SC 
om D < 0,01,
×: FSPGPC (modelo nominal
(a,b) = (0,85,1,0)) 
om D <
0,01.

Figura 5.19: Planta (5.34) asso
iada ao par (a,b) = (0,7; 0,5): (a) Respostado sistema 
ontrolado pelo RMPC-SC. (b) Ação de 
ontrole.
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5.5 Outras Formulações do RMPC-SCA lei de 
ontrole do RMPC-SC, des
rita na seção 5.2, faz uso de um pro
edi-mento de otimização não-linear, restrito, on-line (veja equações (5.18)). Issoa
arreta um alto 
usto 
omputa
ional e limita a apli
ação do RMPC-SC asistemas 
om tempos de amostragem pequenos.Ao bus
ar por alternativas que visam melhorar o desempenho 
omputa-
ional do método RMPC-SC, sem, entretanto, 
omprometer o seguimento dereferên
ia al
ançado pelo mesmo, surgiram duas diferentes propostas, base-adas em pequenas alterações no algoritmo do 
ontrolador RMPC-SC. Estesnovos dois método de 
ontroles serão denotados pela sigla RMPC-SC(a) eRMPC-SC(b), e os algoritmos de ambos estão des
ritos nas subseções 5.5.1e 5.5.2, a seguir.A subseção 5.5.3 apresenta uma 
omparação do desempenho dos trêsmétodos: RMPC-SC, RMPC-SC(a) e RMPC-SC(b), para um exemplo simu-lado, em que serão analisados a 
onvergên
ia da saída da planta, bem 
omoo tempo de CPU por amostra, demandado por 
ada um dos 
ontroladores.5.5.1 RMPC-SC(a)Denotou-se por RMPC-SC(a) o método de 
ontrole robusto 
ujo algoritmodifere do algoritmo do RMPC-SC em apenas um ponto: A 
ondição de es-tabilidade (5.9) é imposta a um 
onjunto �nito de pontos, denotado por K,dentro do politopo de in
ertezas (5.4), ao invés de ser imposta a todos ospontos do politopo (5.4), 
omo é o 
aso do RMPC-SC.A es
olha do 
onjunto K depende do problema em que o RMPC-SC(a)está sendo apli
ado. Para uma maior e�
iên
ia do método RMPC-SC(a), Kdeve ser es
olhido 
omo um dos seguintes 
onjunto de pontos:1. (i) Os vérti
es do politopo (5.4).2. (ii) Os vérti
es do politopo (5.4), mais s pontos igualmente espaçados,nas arestas do politopo (5.4).3. (iii) Os vérti
es do politopo (5.4), mais s pontos igualmente espaçados,nas arestas do politopo (5.4), mais t pontos igualmente espaçados, nointerior do politopo (5.4).Esta mudança evita o pro
edimento de otimização o�-line (5.22). Defato, se K = {(a,b)1, (a,b)2, · · · , (a,b)t}, em que 
ada (a,b)i ∈ C é uma
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sequên
ia de parâmetros no politopo C, uma nova matriz de dimensão t× r,
M′ =




γr((a,b)1) γr−1((a,b)1) · · · γ1((a,b)1)
γr((a,b)2) γr−1((a,b)2) · · · γ1((a,b)2)... ... · · ·

...
γr((a,b)t) γr−1((a,b)t) · · · γ1((a,b)t)


 , (5.38)deve ser usada no lugar da matriz M , dada em (5.23), na lei de 
ontroledes
rita na seção 5.2.Além disso, o pro
edimento de otimização on-line, dado em (5.18), tam-bém é evitado e, ao invés dos valores ótimos, de�nidos em (5.18), o seguintevetor de dimensão t× 1, deve ser 
al
ulado:

ΛK =




Λ((a,b)1)
Λ((a,b)2)...
Λ((a,b)t)


 . (5.39)Dessa forma, as restrições de estabilidade, de�nidas pela inequação ma-tri
ial (5.26), são substituídas pelas restrições:

[
M′

−M′

]
∆ur(k) ≤

[
1(t,1)(ǫ |y(k)|)−ΛK

1(t,1)(ǫ |y(k)|) +ΛK

]
. (5.40)O algoritmo de 
ontrole do RMPC-SC(a), pode então ser des
rito 
omo:1. Ini
iação: De�na o modelo, o politopo de in
ertezas C e o 
onjunto K,assim 
omo os parâmetros de 
ontrole Hp, Hc, ǫ e r, o sinal de referên
ia

w e as 
ondições ini
iais z. Faça k ← 0;2. Determine a matriz M′ de a
ordo 
om (5.38).3. Cal
ule o vetor ΛK, de�nido em (5.39).4. Cal
ule ∆ur(k) utilizando o método min-max e�
iente, des
rito na se-ção 3.3, sujeito às restrições (5.40).5. Aplique u(k) = ∆u(k) + u(k − 1) na entrada da planta.6. Faça k ← k + 1 e vá ao passo [3].97



5.5.2 RMPC-SC(b)O algoritmo do método de 
ontrole denotado por RMPC-SC(b) é muito se-melhante ao algoritmo do RMPC-SC(a). A úni
a diferença se dá no momentode apli
ação do pro
edimento de otimização min-max e�
iente.O RMPC-SC(a), utiliza o método min-max e�
iente, des
rito na seção3.3, para obter o in
remento do sinal de 
ontrole, ∆u(k). Por outro lado,o RMPC-SC(b) 
onsidera o pro
edimento de maximização, do min-max e�-
iente, apenas nos 
onjuntos de parâmetros 
ontidos no 
onjunto K. Dessaforma, o algoritmo do 
ontrolador RMPC-SC(b) pode ser des
rito da seguintemaneira:1. Ini
iação: De�na o modelo, o politopo de in
ertezas C e o 
onjunto K,assim 
omo os parâmetros de 
ontrole Hp, Hc, ǫ e r, o sinal de referên
ia
w e as 
ondições ini
iais z. Faça k ← 0;2. Determine a matriz M′ de a
ordo 
om (5.38).3. Cal
ule o vetor ΛK, de�nido em (5.39).4. (a,b)∗ ← arg(a,b) max

(a,b)∈K
J(∆u(k − 1),(a,b)).5. ∆u(k)← arg

∆u
min
∆u∈U

J(∆u,(a,b)∗), sujeito às restrições (5.40).6. Aplique u(k) = ∆u(k) + u(k − 1) na entrada da planta.7. Faça k ← k + 1 e vá ao passo [3].5.5.3 RMPC-SC × RMPC-SC(a) × RMPC-SC(b)Os métodos de 
ontrole RMPC-SC(a) e RMPC-SC(b) originaram-se a par-tir de pequenas alterações no algoritmo do 
ontrolador preditivo robusto,RMPC-SC, proposto na seção 5.3. Ambos os métodos, RMPC-SC(a) eRMPC-SC(b), foram propostos 
om o objetivo de se reduzir o 
usto 
ompu-ta
ional do método original.A seção 5.4 mostrou o desempenho superior do RMPC-SC, no 
ontrole devárias plantas simuladas, quando 
omparado a quatro outros 
ontroladoresMPC. Para testar o desempenho dos 
ontroladores RMPC-SC(a) e RMPC-SC(b), em relação ao RMPC-SC, os três métodos foram apli
ados ao exemplo5.4.1. Os parâmetros de 
ontrole utilizados pelo RMPC-SC, RMPC-SC(a) e98



RMPC-SC(b) foram: Hp = 12, Hc = 6, r = 3, ǫ = 0.6 e λ = 1. As Figuras5.20 e 5.21 apresentam os resultados obtidos pelos três métodos, no 
ontroleda planta (5.28) 
om α = 0,1 e α = 1, respe
tivamente, e a tabela 5.5 mostrao tempo de CPU por amostra, gasto pelos mesmos.

Figura 5.20: Planta (5.28) 
om
α = 0.1: (a) Resposta dosistema 
ontrolado. (b) Açãode 
ontrole - RMPC-SC (linha
ontínua), RMPC-SC(a) (li-nha tra
ejada) e RMPC-SC(b)(linha traço-pontilhada).

Figura 5.21: Planta (5.28) 
om
α = 1: (a) Resposta do sis-tema 
ontrolado. (b) Açãode 
ontrole - RMPC-SC (linha
ontínua), RMPC-SC(a) (li-nha tra
ejada) e RMPC-SC(b)(linha traço-pontilhada).Tabela 5.5: Tempo de CPU por amostra.Tempo de CPU

α RMPC-SC RMPC-SC(a) RMPC-SC(b)0,1 0,03814871 s 0,02377186 s 0,01891044 s1 0,03703982 s 0,02742665 s 0,01987434 sAo tomar valores de α ≥ 2, os métodos RMPC-SC(a) e RMPC-SC(b)mostraram-se ine�
ientes no 
ontrole da planta (5.28), permitindo a diver-gên
ia da saída da planta. Por outro lado, o 
ontrolador RMPC-SC apresen-tou bom desempenho ao 
ontrolar a planta (5.28), qualquer que seja o valorde α, 
omo mostram os resultados expostos pelo exemplo 5.4.1.99



Os 
ontroladores RMPC-SC(a) e RMPC-SC(b) foram apli
ados tambémno 
ontrole das plantas simuladas, propostas nos exemplos 5.4.2 e 5.4.3. No-vamente, observou-se a divergên
ia da saída da planta em todos os 
asospropostos nestes exemplos, após a apli
ação de ambos 
ontroladores.Os resultados apresentados nesta subseção mostram que, apesar dos 
on-troladores RMPC-SC(a) e RMPC-SC(b) apresentarem um tempo de CPUinferior ao do 
ontrolador RMPC-SC, eles mostraram resultados muito in-feriores ao RMPC-SC, quanto à 
onvergên
ia da saída da planta. De fato,os métodos RMPC-SC(a) e RMPC-SC(b) foram e�
ientes apenas no 
on-trole da planta (5.28), para α = 0,1 e α = 1, apresentando resultados dedivergên
ia para todas as demais plantas propostas na seção 5.4.O 
ontrolador RMPC-SC proposto nesta tese, apresentou resultados sa-tisfatórios no 
ontrole de todas as plantas simuladas, expostas na seção 5.4.Entretanto, seu alto 
usto 
omputa
ional, limita sua apli
ação a sistemas
om tempos de amostragem pequenos. Em relação a esta questão, os se-guintes pontos devem ser men
ionados: (i) Várias plantas importantes têmtempos de amostragem valendo de vários minutos a várias horas. Nesses
asos, é preferível apli
ar um algoritmo mais pre
iso, que é exe
utado emalguns segundos, do que um algoritmo menos pre
iso, exe
utado em algunsmilissegundos. (ii) Qualquer proposta de MPC robusto que utiliza aproxi-mações para al
ançar um desempenho 
omputa
ional mais veloz, deve ser
omparada a uma versão menos 
onservadora da mesma estratégia. A abor-dagem proposta neste trabalho pode ser usada 
omo um ponto de referên
iapara o desempenho de outros pro
edimentos de projeto de MCP.5.6 Con
lusõesEste 
apítulo 
ontém o prin
ipal resultado proposto por esta tese. A partirde um 
ritério para a garantia de estabilidade da saída de uma planta, um
onjunto de restrições (para a sequên
ia dos futuros in
rementos de 
ontro-les) foi obtido. Estas restrições, as quais foram 
hamadas de restrições deestabilidade, podem ser utilizadas em um 
ontrolador preditivo robusto ba-seado em um modelo linear do tipo ARX, 
om in
ertezas politópi
as em seusparâmetros. Se tais restrições forem satisfeitas, garante-se a estabilidade dasaída do sistema, quaisquer que sejam os valores dos parâmetros do modelo.Os resultados de simulação fazem uma 
omparação entre o método pro-posto e outros 
ontroladores preditivos, em que o RMPC-SC mostrou resul-tados satisfatórios no 
ontrole dos sistemas propostos nos três exemplos.
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Capítulo 6Con
lusõesEsta tese apresenta e desenvolve uma dis
ussão sobre o 
ontrolador preditivobaseado em modelo, o 
ontrolador MPC, sendo seu tema 
entral fo
ado notratamento de in
ertezas em tais 
ontroladores. Uma introdução à metodo-logia geral dos 
ontroladores MPC, bem 
omo ao tratamento de in
ertezasnesses 
ontroladores, foi apresentada nos 
apítulos ini
iais desta tese.Com o objetivo de se obter garantia de otimalidade da solução, na etapade otimização de um algoritmo RMPC, um método de otimização bran
h andbound foi proposto 
om base na de
omposição de qualquer função polinomial,em domínios de sinais de�nidos, 
omo uma diferença de funções 
res
entes.Tal método se mostrou e�
iente na otimização de quaisquer funções DFC,restritas a um politopo do tipo 
aixa.O resultado prin
ipal desta tese 
onsiste em uma nova proposta de 
on-trolador preditivo robusto baseado em modelo, o RMPC-SC, que faz usoda té
ni
a de otimização bran
h and bound proposta, em seu algoritmo. Ométodo proposto pode ser apli
ado para o 
ontrole robusto de sistemas dis-
retos, monovariáveis, 
ausais, des
ritos por modelos LIT por meio de ummodelo do tipo ARX. A ideia geral da té
ni
a 
onsiste em estabele
er um
onjunto de restrições para o in
remento do sinal de 
ontrole, de tal formaque se garanta a estabilidade do sistema em malha fe
hada, admitindo-sein
ertezas politópi
as nos 
oe�
ientes do modelo nominal da planta.O 
ontrolador RMPC-SC se mostrou bastante e�
iente no 
ontrole ro-busto de três plantas simuladas.Prin
ipais ContribuiçõesAs prin
ipais 
ontribuições desta tese estão des
ritas nos tópi
os a seguir:
• Um estudo a respeito do tratamento de in
ertezas em 
ontroladores101



MPC foi feito e um simples método RMPC, baseado na té
ni
a Min-Max, o MMEMPC, foi proposto. Além disso, foi des
rito um métodoque 
onsidera robustez no 
ontrolador GPC, o FSPGPC. Uma 
ompa-ração entre os desempenhos dos métodos MMMPC (método min-maxoriginal), MMEMPC e FSPGPC, no 
ontrole robusto de duas plantassimuladas, foi apresentada.
• Proposição de um método de otimização bran
h and bound para aotimização global de funções que podem ser des
ritas 
omo a diferençaentre funções 
res
entes, em um politopo do tipo 
aixa.
• Proposição de um 
ontrolador preditivo robusto, o RMPC-SC, parao 
ontrole de sistemas SISO, 
ausais, des
ritos por modelos LTI. Oalgoritmo do 
ontrolador RMPC-SC faz uso da té
ni
a MMEMPC,proposta nesta tese, bem 
omo do método de otimização bran
h andbound, também proposto neste trabalho.
• Propostas de diferentes formulações do 
ontrolador RMPC-SC, o RMPC-SC(a) e RMPC-SC(b), visando uma redução do 
usto 
omputa
ional.Comparação do desempenho de 
ontrole e 
omputa
ional dos méto-dos RMPC-SC, RMPC-SC(a) e RMPC-SC(b) para alguns exemplos jápropostos anteriormente.
• Possibilidade de desenvolvimento da hibridização da té
ni
a proposta,que forne
e um 
onjunto de restrições para o in
remento do sinal de
ontrole, 
om outras té
ni
as de 
ontrole RMPC que admitam a intro-dução de restrições.
• Simples formulação matemáti
a do RMPC-SC, possibilitando sua apli-
ação à solução de problemas práti
os em pro
essos industriais e te
-nológi
os.Perspe
tivas de Atividades FuturasComo perspe
tivas de atividades futuras, a serem desenvolvidas após o dou-torado, desta
am-se os seguintes pontos:
• Hibridização do 
ontrolador RMPC-SC(b) 
om o 
ontrolador FSPGPC,des
rito em [Normey-Ri
o & Cama
ho (1999)℄. Expe
tativa de bomdesempenho robusto do novo método, a partir da 
orreta sintonia do�ltro. Além disso, espera-se que o algoritmo do 
ontrolador resultantepossa ser generalizado para o 
ontrole de plantas multivariáveis.102



• Apli
ação do RMPC-SC no 
ontrole de um heli
óptero quadrotor, em
onjunto 
om o 
ontrolador des
rito em [Ra�o et al. (2010)℄.
• Hibridização do RMPC-SC 
om outro método de 
ontrole preditivorobusto que a
eite restrições na variável de 
ontrole, de forma a seobter 
ontroladores RMPC e�
ientes.
• Demonstrar sob que 
ondições as restrições estabilidade formam um
onjunto viável, não-vazio.
• Generalização do método RMPC-SC para modelos de predição não-lineares do tipo NARX (Nonlinear Autoregressive Exogenous Model).
• Generalização do algoritmo do 
ontrolador RMPC-SC para sistemasmultivariáveis.
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