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Resumo

Neste trabalho analisamos a transformacao da energia e frequéncia angular
de ondas eletromagnéticas classicas e fétons sob transformagoes de Lorentz
e mostraremos que uma relagdo de proporcionalidade entre essas grandezas
é compativel para ambos. Analogamente, trataremos a transformagao do
momento linear e vetor de onda da radiacao eletromagnética e mostraremos
que, a exemplo da energia e frequéncia angular, essas grandezas permitem
uma regra de proporcionalidade similar. Analisaremos também a transfor-
magao do estado de polarizagao sob essas transformacoes e verificaremos que
ele é invariante sob estas transformagoes, tanto do ponto de vista classico
quanto quéantico.

Para o tratamento do féton usaremos o formalismo de func¢ao de onda
de fétons introduzidos por Bialinicki-Birula e Sipe. Abordaremos, contudo,
o assunto de maneira diferente: abriremos mao da linguagem explicitamente
covariante adotada pelas referéncias em prol de uma abordagem mais intui-
tiva. Esperamos que este trabalho possa ajudar na compreensao fisica das
relagoes analisadas e acreditamos que possa também ser ttil em teoria da
informagao quantica relativistica.
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Abstract

In this work, we analyze the the classical electromagnetic waves and photon
behavior under Lorentz transformations. We show that a proportionality
ratio between energy and angular frequency is compatible with not only the
quantum case (photons) but also with the classical phenomena. Likewise
we treat the transformation of the momentum and wave vector showing an
equal proportionality ratio. We analyze also the polarization state under this
transformations and we verify that this state is invariant under the change
of reference frame in classical and quantum cases.

For the photon treatment we use the photon wave function introduced
by Bialinicki-Birula and Sipe, but unlike the references, we will give up the
explicitly covariant approach taken by then for more intuitive approach. We
hope this work help the physical comprehension of the phenomena analy-
zed, and we also hope that this work can be useful in relativistic quantum
information theory.
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Capitulo 1

Introducao

A proporcionalidade entre energia do féton e sua frequéncia angular de
acordo com a equacao de Einstein &/ = hw é normalmente creditada & na-
tureza quantica da luz, assim como a proporcionalidade entre o momento
linear e vetor de onda dados pela relagao de De Broglie P = hk. Isto é, essas
regras de proporcionalidade sao geralmente atribuidas como propriedades

quanticas da radiacao eletromagnética.

O objetivo deste trabalho é estudar o comportamento de ondas eletro-
magnéticas classicas e fotons em diferentes referenciais inerciais e mostramos
que, com respeito as transformagoes de Lorentz, as regras de proporciona-
lidade entre energia e frequéncia angular, momento linear e vetor de onda
nao sao meramente impressoes quanticas da radiacao eletromagnética, mas
consequéncias naturais dessas transformagoes. Sera mostrado que para pul-
sos eletromagnéticos classicos com a direcao de propagacao bem definida, os
pares de grandezas citados sao transformados quando observados em diferen-
tes referenciais inerciais de forma que as razoes U/w e |P|/|k| permanecem

independentes do referencial mesmo no caso classico. Mostraremos também



que essa razao é a mesma para ambas as fragdes. Isto ¢ U/w = [P|/|k| em
qualquer referencial inercial. Observe que tal razao tem o valor da constante
de Plank normalizada h para foétons. Mostraremos também que o estado
de polarizagdo da onda eletromagnética classica, assim como o do féton, é

invariante sob transformacoes de Lorentz.

Para estudar o comportamento de fétons em diferentes referenciais
inerciais nao usaremos a descricdo usual de fotons, que decorre da quan-
tizagdo do campo eletromagnético usando um formalismo em termos dos
operadores aniquilagao e criacao que criam ou destroem excitacoes em mo-
dos do campo eletromagnético (para uma introdugdo veja, por exemplo, a
referéncia [1, 2]). Quando o estado quantico da radia¢ao possui apenas um
foéton, caso estudado neste trabalho, é mais simples usar o formalismo de
fungao de onda de fotons proposto pelas referéncias [3, 4]. Uma vantagem
deste formalismo é que a semelhanca entre os valores esperados de grande-
zas de interesse segundo o formalismo e as grandezas classicas fornecem um

terreno fértil para insights fisicos a respeito do comportamento quantico da

radiacao eletromagnética.

O capitulo 2 é dividido em duas se¢oes. A primeira introduz conceitos
bésicos a respeito da teoria eletromagnética e discutimos os pulsos estudados
neste trabalho. Na segunda se¢ao discutimos a abordagem quéntica do as-
sunto apresentando uma deducao euristica do formalismo de fungao de onda
de fotons. Também discutimos nesta se¢cao algumas questoes interessantes a

respeito do proprio formalismo.

No capitulo 3, sao apresentados os resultados deste trabalho. Na
primeira se¢ao analisamos a polarizacao do pulso classico e mostramos que

ele é invariante sob transformagoes de Lorentz. Na segunda se¢ao analisamos



o comportamento da energia observada por diferentes referenciais inerciais e
comparamos com o comportamento da frequéncia angular. Na terceira se¢ao
analisamos o comportamento do momento linear e comparamos com o vetor
de onda. Na quarta segdao apresentamos os resultados do ponto de vista do

formalismo de func¢ao de onda para fotons.

Finalmente o capitulo 4 é reservado as discussoes e conclusoes deste

trabalho.



Capitulo 2

Conceltos Basicos

2.1 Ondas eletromagnéticas

Comegamos essa introdugao partindo das famosas equagdes de Maxwell no

vacuo:

(i) V.E =0, (i) V.B=0,
. (2.1)
(i) VxE=-0B, (v) VxB=;)E.

A constante ¢ é a velocidade da luz, E o campo elétrico e B o campo
magnético. Seguiremos de perto a referéncia [5] capitulo 9 nesta segao. Apli-
cando o operador rotacional as equagoes (1.1 (iii) ) e (1.1 (iv)) e usando a
identidade V x V x U = V(V.U) — V2U e também as equagoes (1.1 (ii)) e
(1.1 (1)) chegamos as relagoes:

V’E :%OEE,

C1 (2.2)

V’B 267633.

Essas expressoes representam um movimento ondulatério dos campos elétrico

e magnético, isto é, as equagoes de Maxwell prevéem a existéncia de ondas



eletromagnéticas que sao o objeto de estudo deste trabalho.

Em coordenadas cartesianas, uma possivel solugao das equagoes (2.2)
para uma componente dos campos, é do tipo g(z—ct). A demonstracao segue

substituindo-se diretamente essa forma funcional nas equagoes (2.2).

A fungao g(z—ct) é diferenciavel e representa uma perturbagao que se
propaga ao longo do eixo 2 na diregao positiva com velocidade ¢ sem alterar

a propria forma. E conveniente reescrevermos esta solugao:
f(z,t) = g(k(z —ct) +9) = g(kz —wt +6),

onde we = k. f(z,t) também satisfaz a equagdo de onda. Uma forma

bastante utilizada para f(z,t) é :
f(z,t) = Acos(kz — wt + 9), (2.3)

em que a onda se propaga senoidalmente com amplitude A. & é chamado
de constante de fase, é definida entre 0 < § < 27 e depende das condigoes
iniciais. Podemos usar a identidade de Euler, exp{i¢} = cos(¢) + isen(o)

para propor uma solu¢ao com a forma complexa:
F(z,t) = Aexpli(kz — wt + 9)]. (2.4)

Trataremos neste texto algebricamente com a fun¢ao F(z,t) por convenién-
cia, j& que célculos envolvendo exponenciais sao frequentemente mais sim-
ples. Observamos que tanto f(z,t) = Re{F'(z,t)} quanto a parte imaginaria

de F(z,t) satisfazem a equagao de onda.

As expressoes (2.1) preveem o movimento ondulatério e também im-
poem restrigoes especiais as solugdes das equagoes (2.2). Consideremos uma

onda eletromagnética plana que se propaga numa direcao escolhida como



eixo Z e que o carater vetorial dos campos eletromagnéticos seja considerado
simplesmente com a adog¢do de amplitudes vetoriais constantes de forma que

elas possam ser representadas pelas expressoes:

E(z,t) = Egexpli(kz —wt + 0)] = EoF(z,1),

cB(z,t) = cByexpli(kz — wt + )] = cBoF(z,t). (2:5)
Para satisfazer (1.1(i)):
V.E=0,FE,+0,FE,+0,E, =0,
e (1.1(i1))
V.B=0,B,+0,By+0.B, =0,
observando que segundo as expressoes (2.5): 0,B, = 0yBy = 0,E, =
O0yE, = 0. Entao é necessario que :
E,.=C=0,
B,=C"=0. (2:6)

Escolheremos as constantes C' e C’ como nulas ja que estamos trabalhando

ondas propagantes .

Agora trabalhamos as equagoes (2.5) usando a lei de Faraday (equa-
cao (1.1(iii)))
V xE=-0B,

Componente a componente:
—(V X E)y = (0yE, — 0.Ey)x = ikEoy F(2,t)% = 0;B,& = iwBo, F(2,t)z,
—(VXE)y = (—0,E,+0,E;)y = —ikEy, F(2,t)y = 0.Byy = iwBo, F(z,1)y,
—(VxE), =(0.Ey — 0yE;)z2 = 0,8,z =0.

Em forma mais compacta:

cB=%xE. (2.7)

Onde ¢, a velocidade da luz, é dada por ¢ = w/k.



Essa equagao implica que ondas eletromagnéticas sao ondas trans-
versais cujos constituintes, os campos elétrico e magnético, oscilam em fase
com modulos relacionados e manifestam-se em dire¢oes mutuamente perpen-
diculares. Esses resultados sao vélidos para qualquer solugao das equagoes

(2.1) e (2.2).

Para prosseguir vamos escolher formas simples para as amplitudes
vetoriais que respeitem as condigbes impostas. Seja uma amplitude para
campo elétrico constante orientada ao longo do eixo Z, se a onda eletro-
magnética propaga-se ao longo do eixo 2z positivo, segue que a amplitude
do campo magnético estd orientada ao longo do eixo y. As equagodes (2.5)

assumem a forma:
E = EyF(z,t)z
c¢B = EyF(z,t)y

Nessas Equagoes Fy é uma constante que tem unidades de campo elétrico,

(2.8)

uma representagao dessa onda é apresentada na figura 2.1.

A polarizagao é definida como um vetor associado a onda eletromag-
nética que tem a direcao do vetor campo elétrico. Os campos com a forma
(2.8) possuem a chamada polarizacao linear que é assim denominada porque

o campo elétrico sempre permanece orientado ao longo da mesma linha.

Devido a linearidade das equagoes (2.2) qualquer superposicao de
solugbes é também uma solugdo. Se superpusermos dois campos do tipo
(2.8) orientados ao longo de eixos ortogonais com a constante de fase com o
valor £7/2, o vetor campo elétrico resultante assumira a forma:

Re{E} = Re{E; + E3}
= Eo Re{exp{i(kz — wt)}& + exp{i(kz —wt £ 7/2)}y}
— By Re{expli(kz — wt)} (& + i§)} 29

= FEp[cos(kz — wt)x £ sin(kz — wt)y],

7



Figura 2.1: Representagao esquematica de uma onda eletromagnética plana:
duas fungoes senoidais acopladas (em vermelho o campo elétrico, em verde
o campo magnético) propagando-se na dire¢do 2z, os campos se manifestam
em eixos perpendiculares em relagao & direcao de propagagao e entre si.

nesta equacgao absorvemos a fase no segundo componente e usamos a identi-
dade cos(f £ w/2) = £sin(f). Observe que essa superposicao especial apre-
senta o modulo do vetor campo elétrico constante, porém, as componentes
do vetor formam equagdes paramétricas de um circulo (veja a figura 2.2). A
essa superposicao especial da-se o nome de polarizacao circular, direita caso
o sentido seja horéario (sinal negativo) ou circular esquerda caso o sentido

seja anti-horario (sinal positivo), uma vez que o vetor campo elétrico des-



fixo em um ponto

polarizacao eliptca

Figura 2.2: Representagao esquematica do vetor polarizagao associado a
ondas planas. A esquerda representagoes do vetor polarizacdo. A direita
representacao do vetor campo elétrico em um ponto do espago, conforme a

onda se desenvolve.



creve um movimento circular conforme a onda se propaga (reveja as equagoes
(2.9) e figura 2.2 ). Caso as amplitudes dos campos superpostos nao sejam
as mesmas, equagoes analogas a (2.9) sdo obtidas e representam as equa-
¢oes paramétricas de uma elipse e, portanto, tal superposicao é chamada de

polarizagao eliptica ( figura 2.2).

E possivel representar qualquer estado de polarizacio da radiacio
eletromagnética como uma superposicao de polarizagoes lineares. Neste tra-
balho trataremos ondas da forma:

E = Eyp(r,t)exp{i(kz — wt)}(cos 0% — e¥senby)

cB = Ey(r,t) expli(kz — wt) (e ¥sends + cos 0), (2.10)

o(r,t) corresponde & amplitude dos campos do pulso e Ey é uma constante
que carrega dimensao de campo elétrico. Essas superposi¢oes podem re-
presentar qualquer polarizacao, por exemplo, a polarizacao linear pode ser

facilmente construida tomando ¢ = 0.

Argumentos tedricos solidos a favor da existéncia de energia e mo-
mento linear associado ao campo eletromagnético sao abundantes na litera-
tura. Argumentos especialmente simples sao encontrados na excelente refe-

réncia [6] Vol.II capitulo 17.

Nos limitaremos a citar férmulas matemaéticas simples que descrevem

a energia e o momento linear presentes na radiagao eletromagnética.

Para um campo eletromagnético geral onde observamos campos elé-

tricos e magnéticos nao-estaticos a energia e momento linear associados a

10



estes campos, segundo [5], sdo descritas pelas equagoes !:

U= 3 [dV(EP+|cBP),

(2.11)
€
P= - [dV(E* x cB).
c
Estas expressoes simples, que envolvem apenas os campos E e B serao muito

uteis ao decorrer deste trabalho.

As equagoes de Maxwell no vacuo (equagoes (2.1)) implicam as gran-
dezas representadas pelas equagoes (2.11) sdo conservadas, conforme mos-

traremos abaixo:
OU = %’ dV[9,(|E)? + |cBP)]
= eo/dV[E .O,E + ¢B . d;cB]
= c%o/dV[E. (VxB)—B.(V xE)] (2.12)

:c2eo/dV[—V.(ExB)+V.(B><E)]

:/dV[V.S].

Onde 8 = €yc?(E x B) e usamos a propriedade do produto misto :
U.VxW)=-V.U xW). Podemos usar o teorema da divergéncia para

transformar essa integral de volume em uma integral de superficie:

/dV[V.S]:J(éS.dA.

U = % S.dA. (2.13)
S

Logo

Nessas equacdes é adotada a forma complexa dos campos eletromagnéticas de forma
que apenas a parte real dessas equagOes tem significado fisico

11



S recebe o0 nome de vetor de Poynting e tem dimensées de energia
por unidade de area por unidade de tempo. Essa é uma forma integral de
uma equagao de continuidade para a energia anéloga & equagao de conti-
nuidade para cargas. Em um determinado volume os termos que aparecem
como integrais de superficie complementam as leis de conservacgao pois a
quantidade de energia contida neste volume em um tempo t é proporcional
a energia contida no espago (integral no volume, sem fontes ou sorvedouros)
somada(subtraida) da quantidade de energia que flui para dentro(para fora)
deste volume(veja as referéncias 7] capitulo 6 e [5] capitulo 8) conforme ja

argumentamos nos paragrafos anteriores.

Como por hipotese ndo ha entrada ou saida de energia pelas extre-

midades do volume concluimos que:

oU = 0.

O método é o mesmo para mostrar a invariancia temporal do mo-
mento linear da radiacao eletromagnética, entretanto, abordaremos um ob-

jeto um pouco mais complicado: o Tensor de Maxwell ([5] capitulo 8)
P =" / AV (E* x B)]
- %0 / dV[(0,E*) x B + E* x (9,B)]
= eco/dV[(V x cB*) x ¢B — E* x (V x E)]
:?/dv—[ch (V x ¢B*) + E* x (V x E)].
Usamos as equagoes (1.1 - iii) e (1.1 -iv) e a identidade U x V = =V x U.

Podemos reescrever esta expressao com a identidade U x (V x W) = —(W .

VWU + V(U .W)/2:

oP — ECO/dV[;(WcBF + VIER) - (¢B.V)cB" — (E.V)E]

12



Finalmente subtraimos, por conveniencia, os termos (V.cB)cB* e (V.E)E*
aproveitando o fato que as equagoes (1.1 - 1) e (1.1 - ii) implicam em V.E =

V.cB=0:

€o 1 2 2 * *
P =— | dV][=(V|cB VIE|*) = (cB.V)cB* — (E.V)E
P = [VIG(TIBE + VIER) - (B.V)eB - (B.VE

—(V.cB)cB* — (V.E)E™].

Vamos agora definir o Tensor de Maxwell T cujos componentes sao
dados por:
0351 E|? dijc?|BJ®
2 )

Tij = €0 |:E:<E] — + CB;CB]' —

e também definir o produto interno deste tensor com um vetor, em termos

de componentes :

U.T);= > UTy,
I=T,Y,%

observe que o produto interno do Tensor de Maxwell com um vetor é um
vetor cujo componente j é o produto interno entre o vetor e a coluna j do

Tensor. Tratando o operador V = 0,& 4 0y + 0.2 como um vetor teremos :

(V.T); = —(V|E[*+V;|c*B|?) /2+[(V.cB+cB.V)cB; +(V.E+E.V)E]]

Finalmente todo esse malabarismo matemético se justifica compa-
rando a equagao (2.14) com a expressao anterior e com o uso do teorema da

divergéncia para tensores :

8tP—m/dV(V.?)_m7{f“.dA, (2.15)
S

Cc C

a expressao (T'.n)ep/c € um vetor que tem dimensées de momento linear por
unidade de area. O significado desta expressao é similar ao significado da
expressao (2.13). Uma mudanga no momento linear da radiagao eletromag-

nética contida num volume surge devido & entrada (ou saida) de momento

13



linear pelos contornos da superficie. Como néo estamos considerando tal

situagao, as integrais de superficie sdo nulas e portanto:

oP = 0.

Estes resultados sao tteis porque eles nos dizem que nao precisamos
nos preocupar com o instantes ¢t em que os calculos serao feitos, o resultado

é o mesmo. Portanto, os célculos serao feitos no instante ¢ = 0

2.2 Funcao de onda de fé6tons

Essa se¢@o ¢ baseada nas referéncias [3, 8, 9, 10, 11| e especialmente [4].
Usaremos uma argumentagao euristica, cujos resultados, entretanto, sao ri-

gorosamente provados de varias maneiras nas referéncias jé citadas.

Baseado na definigdo moderna de féton segundo a referéncia [4], fo-
tons estao relacionados as excitagoes quénticas do campo eletromagnético.
Se nos restringimos a excitagoes monocrométicas, o estado excitado com me-
nor energia corresponde & existéncia de um tunico féton na regiao. Estados
excitados de maior energia envolvem varios fétons com a mesma frequéncia.
Com base nessa definigdo podemos argumentar que para estados com um
dnico foton, cujo estudo é o objetivo deste trabalho, ha estados quanticos
do campo eletromagnético que estao relacionados com sua presenca de tal
maneira que descrever o estado do campo eletromagnético corresponde a
descrever o estado do féton presente naquela regido do espago. Isso nao é
possivel em todos os casos. Em estados coerentes, por exemplo, nao é clara
esta associacdo. Contudo, para estados de um tnico féton é possivel atri-

buir uma descrigao campo eletromagnético que pode ser interpretada como

14



fungao de onda de fétons.

A argumentacao parte das equagoes de Maxwell (2.1). Primeiro de-

finimos duas superposi¢oes especiais dos campos E e B:

Belrt) = \[ DB r0) + B r,0)
(2.16)

V_(r,t) = %O(E_ (r,t) — icB_(r,1)).

Argumentaremos a frente que os subscritos estao relacionados & heli-
cidade do foton. Em seguida escrevemos as equagoes (2.1) em termos destes

vetores:
Vipi(r,t)=0
10y (r,t) = cV x Py (r,t) (2.17)
i0p_(r,t) = —cV xP_(r,t).
Para chegar a essas equagoes, multiplicamos a equacao (1.1 - ii) por i(—i)c;
somamos(subtraimos) a equagao (1.1 - i) e comparando com as defini¢oes de

Yy (r,t) e p_(r,t) e obtemos a primeira equagao:

0=V .E+(_) +i(—i)V. (CB_.,_(_))

€ . .
= EOV (Epy+i(=i)cBy)) =V y(r, ).

Em seguida multiplicamos a equagao (1.1 - iv) por —ic e subtraimos da equa-
¢ao (1.1 - iii), novamente comparamos as definigdes e chegamos & segunda
equacao:

%ZatEJr + 8tcB+ = —icV X CBJr —V x E+,

—i[0,E + i0ycB.), /%0 = —¢|[V xicBs +V x B4, /%0,

iﬁt¢+(r, t) =cV X ’l,[)_:,_(’f', t)
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Finalmente a terceira equagao é obtida multiplicando-se a equagao (1.1 - iii)

por ic e somando-se & equagao (1.1 - iv).

OE_ —i0;cB_ =cV x cB_ +icV x E_,

[O.E_ — iatCB—]\/§ = cl[v xicB_ —V x E_], /%0,
1

i0p_(r,t) = —cV x¢_(r,t).

Podemos reescrever essas equagoes usando uma das formas de se

escrever o rotacional de um campo vetorial em coordenadas cartesianas:
V X F = (0yF, — 0.Fy)x — (0, F, — 0, Fy)y + (0. Fy — 0y Fy)z

Considere as matrizes :

0 0 O 0 0 ¢ 0 —¢ 0
s, =0 0 —i|,s, =10 0 Of es;=1]72 0 O
0 7 0 - 0 0 0 0
E também os produtos :
(0 0 0] [d,] [0 ]
5:. V=10 0 —i|.|0y| =|—10;]|,
0 « 0] |[0:] | 0y |
[0 0 i] [0, [ 30, ]
5y V=10 0 0|.[|0y]| = 0 |,
|—i 0 0] |0- | —10; |
e também ) - ) )
0 — 0 Oy —10y
5:eV =11 0 0]|.|0| =110
0 0 0] ]9:] | 0 |

Se denotarmos a matriz cujas colunas sao formadas pelos produtos acima
por(observe a semelhanga com as manipulagoes do Tensor de Maxwell feitas
na segao anterior):
0 10,  —i0y
(s.V)=|—i0, O 10z |,
i0y —i0; 0
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entdo verificamos que :

0 id, —id,] [Fu 0,F. — 0,F,
(s.V)F=|—-i0, 0 10y |« |Fy| =1 |—0F, +0,F,| =iV x F.
i0y —i0y 0 F, OyFy — 0, F,

(2.18)
E portanto podemos reescrever as equagoes (2.16) como :
V. ’l,b:t(r, t) =0
, h
ihOapy(r,t) = c(s . ZV)¢+(7@ t) (2.19)

ihopp_(r,t) = —c(s. EV)’!/)_(T, t).

(4

A matriz s esté relacionada om o spin do féton de forma que o pro-
duto s. (h/i)V esta relacionado com a projegao do spin sobre o momento
linear do foton que é definido como helicidade. Observe que o vetor ¥ esta
relacionado com o autovalor de helicidade +1 e o vetor ¥_ esté relacionado

com o autovalor de helicidade —1.

Este conjunto de quatro equagbes descrevem os mesmos fendémenos
fisicos que as equagoes de Maxwell no vacuo (equagoes (2.1)). Podemos
simplificd-las ainda mais com o advento da notagdo spinorial. Uma vez
que os vetores ¥4 e ¥_ estdao em subespagos diferentes (ja que representam

diferentes helicidades), isto é:

entao podemos representar a funcao de onda de féton de maneira muito
simples através de um objeto, chamado de espinor de dois componentes, que
representa um vetor de estado composto por elementos que se comportam

de forma independente, que denotaremos por :

U(r,t) = [ﬁ: g] . (2.20)
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O correspondente bra é dado pelo adjunto da equagao (2.20)

Uir,t) = [i(r,t) 9-(r.t)]. (2.21)

A notacdo espinorial tem vantagem sobre a notacdo usual quando
queremos lidar com operadores que agem em graus de liberdade indepen-
dentes como o spin e graus de liberdade de momento ou posigao. Para o
caso de operadores de spin, por exemplo S, podemos fazer :

S.]U(r, 1) = [’g _Oh] [ ¢j2:3] _h [_’”J_(’("Tti)} 222

Para o caso de operadores em representacao de posicao, por exemplo
h

o operador (o .—V) que neste trabalho desempenha o papel de operador
i

Hamiltoniano, podemos fazer:

h
P n— | 7Y O | [par0)] _ [ ihdp (1)
oV = |70 by ] = ]
(2.23)

Com essa representagao podemos condensar a segunda e terceira das

equagoes (2.18) na forma:

i (r,t) = c(o . ?V)‘Il(n ). (2.24)

Observe que esta equagao se apresenta como uma equagao do tipo

Dirac, a qual tomamos emprestado da referéncia [12](equagao (5.3.1)):
. h 2
ihOy) = (av. =V) + Bmca. (2.25)
i

Essa equacao relativistica descreve o comportamento de uma particula livre

de massa m e spin 1/2, a matriz « esta relacionada com o spin da particula.
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Observe que as equagoes (2.19) sao similares as equagdes (2.25) com m = 0
exceto pelas matrizes « e s (elas tém, entretanto, um significado similar) e

a condicao adicional dada pela primeira das equagoes (2.19).

Agora que concluimos a aproximagao euristica retornaremos nossa
atencao ao vetor 9. A referéncia [13] demonstra que particulas de massa
nula e spin maior que 1/2, como o féton, ndo apresentam operador posi¢ao
de forma que a expressdo |1|2dV nao é interpretada como probabilidade
de encontrarmos o féton no volume dV. Observe que das definigoes (2.16)
observamos que a expressao

/ Vg2 = @ / V(B + |cB[?),
v 2 Jy

tem dimencao de energia e é compativel com medidas da energia média do

foton.

Assumimos uma postura semelhante a da referéncia [4]e cunharemos
por funcao de onda o objeto que é util nos nossos célculos e para a compreen-
sao do problema de maneira consistente mesmo que rigorosamente expressoes

envolvendo o operador posi¢ao explicitamente nao existam.

O vetor de Riemann-Silberstein nao é o Gnico objeto que pode ser
considerado como fung¢ao de onda de fotons dentro das limitagoes expostas
no paragrafo acima. Por exemplo, hd uma fungdo de onda disponivel na
literatura na representacao de posigao, a funcao de onda de Landau-Peierls
(4] e artigo original [14]) que, contudo, tem propriedades nao-locais e logo
nao tem significado fisico direto (|15]) em acordo com a discussao ja feita
nesta segao. Entretanto o vetor de Riemann-Silberstein tem uma vantagem

consideravel para este trabalho. Os valores esperados da energia e momento
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linear segundo a referéncia [4] sao dados por:

U= / AV + [ ? (i),
(2.26)
P = ;ic/dv¢+ XYyt +o x_* (ii).

Com a notagao spinorial, e observando as relagoes

2
€—|‘I’+’2 = (B4 +icBy). (B —icBY) = |[E4[* + [cB [,
0

2 . . .
—VU, x V¥ =(Ey +icBy) x (B, —icB) =2i(E, x cBY),
€o

analogamente para o caso em que lidamos com W¥_

2
—W_|>=(E_+icB_).(E* —icB*) = |E_|* +|cB_]*
€0

2
—VU_xVU* =(E_ —icB_) x (E* —icB*)=2i(E_ x cB"),
€0

as expressoes (2.26) assumem as formas simples :

U= /dV[\IIT\II] =2 [av(ER + cBR), ()
(2.27)

1 €
P 2ic/d[/ (U7 x U] - dV (E* x ¢B). (ii)

Usamos a equagao (2.16) para explicitar os campos do féton em ter-

mos das fungdes de onda ¥ e ¥_ como
E=E, +E_ =2¢[(¥; +¥})+ (¥ +¥")],

¢B=cB, +cB_ = —i\2[(¥y -0 )+ (¥ —w ).

Observe a semelhanga com as equagoes (2.11) 2.

20bserve, entretanto, que ao passo que algebra complexa foi utilizada nas equacdes
(2.11) para facilitar os calculos, nas equagoes (2.27) ela adquire um carater fundamental
intrinseco & teoria quéntica
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Uma observacao importante é a compatibilidade entre a descricao
adotada aqui com a linguagem usual da segunda quantizagdo. As referéncias
[3, 8, 9] abordam este problema de diferentes pontos de vista, em especial,
a primeira demonstra a compatibilidade entre os valores esperados das duas
abordagens. As outras (e uma segao da primeira) partem da representagao
do féton no espago de momento, que é bem definida, e obtém em represen-
tagdo de posigdo vetores compativeis com o vetor de Riemann-Silberstein
que usamos neste texto. Em resumo a abordagem do féton usando o vetor
de Riemann-Silberstein adotada aqui é compativel com a abordagem usual

quanto & obtencao de valores esperados, contudo, tem a vantagem de ser

simples e fisicamente intuitiva.

21



Capitulo 3

Polarizacao, energia e
momento linear de ondas
eletromagnéticas e f6tons em
diferentes referenciais inerciais

O objetivo deste trabalho é estudar o comportamento de ondas eletromag-
néticas cléssicas e fétons observados segundo diferentes referenciais inerci-
ais. Para tanto, analisaremos a polarizagao, energia e momento linear da
onda eletromagnética, no regime cléssico, em diferentes referenciais inerciais
e mostraremos que as relagoes entre quantidades como energia e frequéncia

angular, vetor de onda e momento linear, especificamente as razoes

u Pl
.

w K|
sao preservadas sob transformacoes de Lorentz. Posteriormente encontrare-
mos uma relagao entre o feixe classico e o foton usando as equagoes (2.27) e

interpretacao pertinente.

A abordagem feita aqui é menos elegante do que a abordagem feita
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pelas referéncias [3, 4, 8], porém, tem a vantagem de ser mais simples e
intuitiva no sentido de que as operagoes mateméticas utilizadas nao sao
mais avangadas que as lecionadas em um curso bésico de célculo de varias

variaveis e um curso de algebra linear.

3.1 Polarizacao

Nesta secao adotaremos as simples ondas planas.

Para analisar a polarizagao observada pelo referencial R, que se movi-
menta com velocidade v = ¢ = ¢(5,Z + B,y + .2) em relacao ao referencial
‘R, precisamos analisar o comportamento dos campos observados por este

referencial. Pegamos emprestado, das referéncias |7, 16|, as expressoes:

E= ~y(E+BxcB)—aB(E.B) (3.1)

cB= ~(cB—-BxE)—aB(cB.pB). (3.2)

Nessas expressoes v = (1 — |ﬂ|2)_% ca=R)+1D)t=(n-1)|B2 E
e cB representam os campos elétrico e magnético no referencial R, com as

coordenadas do referencial R.
Suponha os campos da forma (2.10) :

E = Eyei*=“Y (cos 0 — e'sendy)
cB = Eye'F#=w1) (¢~ %senfz + cos 0y),
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Vamos substituir essa expressao diretamente nas equagoes (3.1) e (3.2) :

E = Eyeltkz=wt) ('7 [(cos 0T — ¢'?sendy) + B x (cos 0y + ei‘psenﬁfl:\)]

—af [,3 . (cos 0 — e“"sen&’ﬂ)})
(3.4)

= Eye'kz=wt) ('7 [COS 0x + B X cos 937] —af(B . cos 0?13)) +

€% Byetth= =) (’y [ —senfy + B x SGD@I/L‘\] —af(B. senH(—@))) :

Analogamente o campo magnético é percebido como:

¢B = Eye'k#=wt) (’y [(cos 0y + ¢ ““senbz) — B x (cos bz — ei“psenﬁﬁ)]

—af [,B . (cos by + e_wsenﬁ.'/z:\)] )

= Eye'tkz=wt) (’y |:COS 0y — B x cos 6??1;\} — aB(B . cos 0@)) +

e~ Fpetha—wt) (7 [senﬁzi — B x sen@(—@)} —aB(B. sen@?i)) .
(3.5)
De acordo com as equagoes (3.3), podemos dividir os campos elétrico e mag-

nético em componentes ortogonais:

E| = EyeiF2=9t) cos0Z, ¢B = Eye! ") cos 0y,
Ey = EyelF==whgendy, c¢By = Eye'k#=“tgendz;

comparando essas expressoes com as equagoes (3.4) e (3.5) observamos que
podemos escrever as tltimas de maneira muito simples:

E = El — ei@Eg,
¢B = ¢B; + e ¢B,. (3.6)
Onde os campos E,.E,, cB; e ¢By sao definidos por :

E_z' = Y(E;+BxcB;)—aB(E;.pB)
c¢B; = ~(cB;— B x E;) — af(cB;.p).
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O significado fisico dessas equagoes é bastante intuitivo. Devido a
linearidade das transformacoes de Lorentz, cada componente da polarizagao

transforma-se de maneira independente.

E interessante tomarmos o produto escalar das equacoes (3.1):

E.E*

[V(E +B xcB) - aB(E. 3)} : %(E* + B x cB*) — of(E* .ﬁ)]

72 [|E|2 + (B8 x cB)|>? + E . (B x cB*) + E*. (B x cB)]
—270|(E . B)* + o’|E . B*|BJ?,

(3.7)
onde usamos o fato de que o vetor B é real. Podemos usar agora as identi-

dades :

UxV).(UxW)=U.UV.W)—U.V)U.W)

U.(VxW)=-V.UxW)

para reescrever a expresséo na forma :

E.E* = 72[\E]2—,B.(E*ch)—,B.(Ech*)—H,BP\E\Q—|cB.,B|2
~270E . B* + (v — 1)alE . B|?

Podemos agora utilizar o fato de que para ondas eletromagnéticas no vacuo
|E| = |cB| (relagao (2.7)) e podemos também usar a definigdo do vetor de
onda unitario k = E x ¢B" e o fato que tal vetor é real, o que implica :
E X clA?* = E'* X cﬁ, para reescrever novamente a equagao (usamos também

a definicio do parametro a: o = 2(1 +~v)71) :

E.E*

)2 [rEP _OEPB.k+ BRI — |cB. B - \E-ﬂF]
(3.8)
_ ’VQIE\Q[l—%-EHBP—!cﬁ-ﬂP—!E“-ﬂ!z}
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Podemos interpretar os trés ultimos termos de maneira bem simples: seja 8
um vetor tridimensional e E, B e k sdo vetores ortogonais entao eles formam

uma base neste espacgo. Nesta base :
B =|B.BI> +|E.BI” + k. B,

isto é :
k. 51> =|B]*— |B.BI” —|E.BI
Temos entao uma expressao final simpatica para a transformagao do médulo

do vetor campo elétrico:
B2 = |E>4*(1-B.k)? . (3.9)
Analogamente, o médulo do vetor campo magnético transforma-se como:
2|B|2 = 2|B|?y2(1 — B.k)? . (3.10)

Aplicando estes resultados as equagoes (3.6), notamos que além dos modulos
dos campos elétrico e magnético sofrerem a mesma transformacao, os moédu-
los de cada componente E1, Es, cB1 e cBy também sofrem a mesma trans-
formagao. Fisicamente esse resultado, associado ao resultado (3.6), significa
que além da fase relativa entre as ondas componentes de uma polarizacao ge-
ral, seus médulos relativos também sao preservados. Isto é, uma polarizagao

circular no referencial R é também circular no referencial R.

E também interessante tomar o produto interno e o produto vetorial
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entre as equagoes (3.1) e (3.2) :

E.cB* = |v(E+BxcB)—ap(E ,3)} . [’y(cB* — B x E*) — aB(cB* ﬂ)}

= 72 -E .cB* — (B xcB). (B x E*)] —2av(B.cB*)(E.B)

+(y = 1)a(B.cB*)(E.B)

::%bwﬁ—ﬁ%&@ﬂﬂ&@@&?%@iﬂ&wﬂ

(3.11)
Isto é, a perpendicularidade entre os campos é preservada pela transformagcao
de Lorentz. Isso permite definir o vetor de onda percebido pelo referencial

R com as coordenadas do referencial R:

k=ExcB=

V(B x cB) + (B x E) x (B x cB)] ~1al(B.cB)(E x B) + (8. B)(8 x cB)]
V(1= B.k)2E3p(x,y, 2 — ct)?

(3.12)
Observamos que , em geral, a diregdo de propagagao do pulso (dire¢ao do
vetor de onda k) ndo é preservada exceto quando o referencial R se move em
uma direcao colinear a diregao k. Como os campos permanecem perpendicu-
lares entre si e & direcao de propagagao concluimos suas dire¢oes também nao
sao preservadas. Fisicamente, podemos discutir o exemplo de uma polariza-
cao eliptica no referencial R que é percebida como uma polarizagao eliptica
com a mesma excentricidade pelo referencial R pois ja observamos que os
campos que formam essa polarizacao tem os moédulos transformados pelo
mesmo fator, entretanto, seus eixos podem sofrer uma rotagao que depende
da direcao do vetor de onda k e da velocidade relativa entre os referenciais

ReR (cB).

Para ilustrar essas ideias e trabalharmos um pouco nossa intui¢cao no

problema podemos aplicar os resultados (3.9) aos campos (3.3). As equagoes
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(3.6) mostram que as componentes de polarizagao deste pulso se transformam
de maneira independente:
E=FE,+iE,
cB = ¢B1 + icBs.

Podemos entao definir o moédulo relativo entre as componentes da polari-
zagao como uma razao entre os modulos destes componentes. Segue entao
trivialmente dos resultados (3.9) que no referencial R o médulo relativo entre
os novos componentes de polarizagao é:

Bi| _A(1-B.K)E\| _|E)|
|E2|  ~(1—B.k)|Ey| |E2

(3.13)

Observe que este resultado é valido para qualquer soma de componentes
perpendiculares bastando substituir os indices que aparecem nas equagoes

acima por indices mudos.

Observe que se a fase relativa entre os componentes da onda eletro-
magnética( resultado (3.6) ) e o modulo relativo entre esses componentes
sao preservados ( resultado (3.13), todos os componentes tem os respectivos
modulos transformados pelo mesmo fator ) entdo concluimos que a polari-
zagao é preservada por transformagoes de Lorentz. Entretanto é necessario
alguma atencao porque a direcao de propagacao, em relacao a qual definimos
a polarizacao, nao é preservada por essas transformacoes. Por exemplo, se
tomarmos um feixe se propagando na dire¢ao z com polarizacao eliptica em
um referencial com eixo maior ao longo do eixo ¥, e o observarmos de um re-
ferencial inercial R que se move na direcio Z simplesmente com sua projecio
perpendicular & direcio Z entdo podemos observar uma maior excentricidade

na elipse ou mesmo uma polarizagao circular, um resultado incoerente.
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3.2 Energia e frequéncia angular

Nesta secao lidaremos com a energia do pulso eletromagnético dada pela
primeira equagao (2.11) e sua relagdo com a frequéncia angular do pulso
classico e para tanto precisaremos lidar com a fungao ¢(r,t) percebida pelo
referencial R e a maneira como essa expressao é percebida pelo referencial R.
Trabalharemos fungoes do tipo (3.3), dotadas de uma amplitude quadrado

integravel que obedece as equagoes de onda (2.2) :
E = Ey¢(x,y, z — ct)(cos T — ¢'Psenby)

cB = Eyp(z,y, z — ct)(e”¥sendZ + cos 0y),

Precisaremos das coordenadas normais do referencial R, [t,z,y, 2],
em fun¢ao das coordenadas normais do referencial R | [t,Z, ¥, ], que podem
1.

ser obtidas das referéncias [7] capitulo 11 e [17| capitulo

ct = (et + BT + Byy + B:Z)

r= Bzt + (1+aBd)T + BBy + afuB.z (3.14)
y= Byt +afyfet+ (1+af))y+ abyB.z '
2= yBucl+ aB.BuT + BBy + (1 +af?)z

Vamos derivar agora uma relagao importante a partir dessas equagoes. No

referencial R, seja o vetor de onda da forma
k = kz,

entdo, segundo um observador no referéncial R, a fase da onda eletromag-
nética apresenta-se como:

kz —wt = k(yBsct + aB.fe + afB.By5 + (1 + aB2)z)
—(w/e)y(ct + BoT + ByY + B-Z).

Podemos coletar os termos proporcionais a t e usar o fato de que w = c|k|

para chegar a :

kz—wt = K[(ef:Be —vBe)T + (aB:By — vBy)y + (—7B: + (1 + af2))Z]
—y(1 — Bz)wt.
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Podemos finalmente definir as componentes do vetor de onda k percebido

pelo referencial R:

k(a/Bzﬁx - ’Yﬁx)

k(aB.8, —18,) (3.15)
k(—yB. + 1+ af?).

eI
<8
]

n

Obtemos a expressao final
kz —wt =k, T + kg + k.2 — (1 — B wt =k .7 — @t (3.16)
Observe que a expressdo tem a mesma forma da expressao para a fase do

referencial R.

Diretamente dessas expressoes:
[k[* = K*[(a?82 + 7% — 209B:) (B2 + B + 57) — 298 + 2057 + 1]

= k*[a(y — 1)82 +72|B)* — 27(7 — 1)B: — 298: + 2282 + 1]

. (317)
= kK a(y+ )82+ (VIBI? + 1) — 29°5.]
— 1292(1 - B,)?
e também :
@ =wy(1 - B). (3.18)

Observamos dessa expressao e da expressao (3.16) que o modulo do vetor
de onda, |k|, e a frequéncia angular, @, sdo multiplicadas pelo mesmo fator:
v(1 = 5;) ( para uma dire¢ao de propagagao em uma diregao arbitraria este

fator pode ser escrito na forma (1 — . ic\) ).

Observe que poderfamos encontrar essa expressao mais diretamente
(para ondas eletromagnéticas) usando a invariancia da velocidade da luz e a
forma da nova frequéncia angular @:

w @ wy(1-B.k)
K| k| k| ’
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e portanto:

k| = |k|y(1— B .k) (3.19)

As equagoes (3.18) representam o efeito Doppler relativistico que lida com
mudanca da frequéncia angular da luz percebida por diferentes referenciais
inerciais e os calculos feitos ilustram um pouco do que faremos a seguir. De-
talharemos um pouco as contas nesta segao pois a analise do momento linear

feita na préxima segao é essencialmente a mesma em termos matematicos.

Consideremos a energia da onda eletromagnética no referencial R,

isto é, tomemos a primeira das equagoes (2.11):
U= [ V(Bw, P +[cBr.0)P),

como os calculos envolverao as transformagoes (3.14) que misturam as quatro
coordenadas e esta expressao envolve apenas trés é conveniente estender esta
integral a quatro dimensoes, isso pode ser feito de maneira muito simples

inserindo uma funcao delta de Dirac com parametro temporal:
U= ?/dV/dté(t)ﬂE(r,t)\Q—k cB(r,1)[%). (3.20)
Com a expressao (3.3), essa equagao pode ser simplificada para :
U= eoEg/dV/dté(tﬂqb(x,y,z — )|, (3.21)

Essa é a expressao matematica da energia da onda eletromagnética cléssica
no referencial R. Analogamente, do ponto de vista de um observador no

referencial R, a energia deste mesmo pulso é dada pela expressao:

i = EQO/dV/dt_d(ﬂ(]E‘(r,t)\Q +[cB(r 1)2). (3.22)

As equagoes (3.9) e (3.10) nos permitem simplificar um pouco essa expressao
=B8R2 [V [a@lowy:- P, (323
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Para avaliar essa integral precisaremos explicitar os perfis dos campos

é(x,y,z — ct) em fungio das varidveis do referencial R, isto &, ¢(r,f) —

qﬁ(a‘c,gj,é - Ct_):

€0 Eg

_ _ a2
S0 [ av [ a@o.y.z - o)
2
eofo /dV / dté(f)]d)('yﬁmct—i- (14 aB2)Z + aBuByy + aBef.z
'VByCE‘i‘ O‘ﬁyﬁzf"i’(l + aﬁ;)g + aﬁyﬂzz )

’Y/BZCt_‘f' (aﬁzﬁw - 'YBI)-f + (aﬁzﬂy - ’Yﬁy)g + (1 + 0463 - 752’)2 - C’YE ) ’2-
(3.24)

Essa expressao é aparentemente formidavel para qualquer fung¢ao nao cons-
tante ¢(T, 7, Z—ct), porém uma grande simplificagao no cauculo surge quando

definimos as novas variaveis:
X =2 =7Bzct + (1 + af2)z + afBeBy§ + aBuB:7;

Y =y =Byct + afyBe + (1 + aB2)j + aByB.7;
(3.25)
Z = (a/Bz - ’Y)ﬁocj + (a/Bz - V)ﬁyg + (1 + 05/3,3 - 7/62)2;
T =t;

Observe que o parametro Z é semelhante ao parametro k definido na expres-
sa0 (3.16) de maneira que se o pulso tem a dependencia em z,¢ da forma
z —ct = 1/k(kz — wt) no referéncial R, no referéncial R essa dependéncia se
apresentara como Z —cy(1—,)T = 1/k(kZ —&T) . Portanto a dependéncia

da fungdo ¢(7,t) nas novas variaveis ¢ simplificada para
o(r,t) = (X, Y, 1/k(kZ — &T)).

Isto é: o comportamento ondulatério do movimento é preservado por essa

mudanca de coordenadas.

A seguir, para calcular a integral nas novas variaveis precisamos cal-

cular o determinante Jacobiano da transformagao ( referéncia [18], capitulo

15).
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O determiante Jacobiano dessa mudanca de variaveis é dada por :

Oxx Oyx Ozx Ork
0J(%,9,2t) _||0xy Ovy 0Ozy Ory (3.26)
8(X,K Z, T) Oxz Oyz Ozz Orz| | '
Oxt Oyt Ozt Ort
Observe que precisamos de explicitar as variaveis Z, y, z,t como & = (X, Y, Z,T),
y=y(X,Y,Z,T), z=2(X,Y,Z,T) et = t(X,Y, Z,T) invertendo as equa-
¢oes de transformagao (3.25). O procedimento é factivel porque temos trés

icognitas e trés equagoes, porém é desnecessario.

Vamos dizer que ha uma fun¢ao F(Z, 7, z,t) escrita nas coordenadas

(Z,7, z,t) que desejamos integrar no espaco inteiro :

I- [0@5a0F@s), (3:27)
trasnformamos para as variaveis (X, Y, Z,T'), que supomos serem compostas
por combinagoes lineares das variaveis (Z, 9, z,t). Obtemos:

2J (z,y,z,1)

I= /dV(X,Y,Z,T>F(XvaZ’T) d(X,Y,Z,T)

(3.28)
_19J(z,9,%,1)
- o(X,Y,Z,T)

/ AV(X,Y, Z,T)F(X,Y, Z,T).

Retiramos o determinante de dentro da integral por que as trasnformagoes
sao lineares por hipdtese. Vamos agora inverter a transformagao, isto é,
temos uma funcao F'(X,Y, Z,T') escrita nas coordenadas (X,Y, Z,T) e que-
remos reescrevé-la nas coordenadas (7,7, Z, t), neste caso :

2J (z,7,2,t)
o(X,Y,ZT)

0J(X,Y,Z,T)
o(z, 7, z,1)

Novamente o determinante Jacobiano é constante porque a transformagao

I =

/dV(f,g,Z,f)F(z‘:,gj,Z,f). (3.29)

inversa de uma transformacao linear também é linear. Fazendo isso, para

que a equagao (3.27) seja consistente com a equagao (3.28) precisamos que :

2J(z,9,%,t)
o(X,Y,Z,T)

0J(X,Y, Z,T)
(z,y,z,1)

(3.30)
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de forma que nao é necessario inverter as equacoes de transformacao lineares
para calcular o determinante Jacobiano. Observe que chegariamos ao mesmo

resultado pela relacao
det(.A . .A_l) =det A.det A7t =1,

mas precisaremos de um pouco de pratica em diferentes espacos metricos.

Retomando e aplicando o resultado & equagao (3.26), observando que

as transformacoes (3.25) sao transformacoes lineares, teremos:

1+ap} a BBy BBz 0

oJ(X,Y,Z,T) By By (1+afB2) aByB: 0
a(j’ g’ 27 ﬂ B (Oéﬁz - ’7)506 (Oéﬂz - 7)5@/ (1 + 0453 - ’Yﬁz) 0 ’

VB VBy 0 1

calculamos o determinante dessa matriz partindo da coluna com trés zeros,

verificamos que :

1+ a2 aB.f aB.p.
M = ' aﬁyﬁx (1 + aé;) aﬁyﬁz
Kt (@B —V)Be (@B =By 1+ aB2—~B,

34



Logo
0J(X,Z,Y,T)
J(z,9,7,1)

(14 af?) [(1 +aB)(1+ af? —vB.) — af;B.(af. — 7)}
- aﬁ:pﬂy [aﬁyﬁx(l + Oéﬂ,g - '757:) - aﬁyﬂz/@x(aﬂz - '7):|

+aB.b, [aﬁf,ﬁx(aﬁz ) = (1 + aB2)(ahs - m]
=(1+aB2)(1+ a(B2 + B2) + a*B232 — a*B2532)
— (aB: — )1 + a2 aB2B. + 2072628, — af2B.(1+ afb?)
+ 70’ B2B2B. — vB-(1 + a(B2 + B7) + o* B252)
=(1+aB) 1+ a(B: + 8}) — (aB. — v)eB(8 + 5;)
— 8.1+ (87 + 57))
=1+ a(B] + By) + o822 + a*B, 82 + aff?
— a?B3B2 — o By B2 — 7B
=1+ a(Bs + B2 + B7) — 7B-

:1+(7_1)_’75z :7(1_ﬁz)
(3.31)
E portanto, segundo o resultado (3.30) e de maneira mais geral para uma
diregao arbitraria de k:

2T (z,9,2,t)

=N —1
AX.Y,Z.T) :[”(1‘ﬁ"“>] ' (3.52)

Retomando a expressao (3.23):

Z/_{ _ EoEg

y(1-B.k) / AXdYdZdTs(T)|¢(X,Y, Z —~v(1—B.)cT) 2, (3.33)

Podemos comparar essa expressao com a expressao (3.21), observamos que
o volume de integragao em ambas é infinito e a forma funcional do pulso é
preservada (a coordenada T a exemplo da coordenada t é nula em ambas as

expressoes) e, portanto, as variaveis (X, Y, Z,T) sao varidveis mudas:
U=~(1-B.kU. (3.34)

35



Observe que a energia total do feixe sofre a mesma mudanca que sua frequén-
cia angular conforme explicitado pela expressao (3.18). Das expressoes (3.18)

e (3.34) podemos escrever!:

(3.35)

Este é um resultado importantissimo e, embora familiar, nao é trivial
j& que a expressao (3.22) é uma expressao classica para a energia do feixe e
nao depende da frequéncia. Em seu trabalho sobre o efeito fotoelétrico ([19])
Einstein postula uma relacao linear entre energia de fétons e sua frequéncia
na forma F = lw usando um argumento diferente do que foi utilizado neste
trabalho, sem recorrer a transformacoes de Lorentz. E reconfortante o fato
de chegarmos a um resultado similar. Observamos que classicamente nao ha
evidéncia de uma relagdo em que a energia e a frequéncia angular da onda
eletromagnética se relacionem de forma tao simples, entretanto, segundo
estes resultados podemos dizer que ha também um efeito Doppler no espectro
de energias da radiacao eletromagnética equivalente ao efeito Doppler das

frequéncias.

'A forma quadrado integravel foi necessaria para que as integrais (3.20) e (3.22) sejam
convergentes e, portanto, que os respectivos intervalos de integragdo possam ser estendidos
ao infinito. N&o é este o caso quando lidamos, por exemplo, com ondas planas. Direta-
mente das equagdes (3.14), pode-se mostrar que se assumimos que em uma unidade de
volume contém a mesma "porg¢ao"da onda (um comprimento de onda digamos) em qual-
quer referencial inercial (conforme assumido quando usamos as equagoes (3.20) e (3.22)),
entdo um elemento de comprimento ao longo da diregao da velocidade do referencial R
se compara com o elemento de comprimento do referencial R por dl = (1 — B.k)dl. A
relatividade da simultaneidade desempenha um papel fundamental. Como as dimensdes
perpendiculares & B8 nao sofrem tais efeitos relativisticos e que rotagbes nao alteram a mé-
trica do espago (volume da unidade de volume néo é alterado por rotagoes), verifica-se que
estes fatos sdo suficientes para estender estes resultados & ondas ndo quadrado-integraveis.
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3.3 Momento linear e vetor de onda

Trataremos aqui com momento linear do pulso dado pela segunda das equa-

goes (2.11) ja inserindo a funcao delta de Dirac :

€

P CO/dV/dt(S(t)(E* % cB) = GCO/dV]E*HcBKE‘* « cB)

(3.36)
_ of / dv / ats()|é(x,y, = — ct) k.

C

Simplificamos a expressdao usando a equacao (3.3). Novamente, propomos

analisar o momento linear do pulso do ponto de vista do referencial R ex-

pressando essa func¢dao em termos das coordenadas normais deste referéncial

(ct, T, 7, Z) que se relacionam com as coordenadas normais do referencial R
Yy

(ct,z,y, z) pelas equagoes (3.14).

Retomando os céalculos, no referencial R o momento linear do pulso

é representado pela equacao:

P Ec()/df//dt_é(f)(E* x cB)

T .EQeoEg dXdYydzdT 1 BNTVE(B x B

1B Rt [ RSO 2 21 = e B B
2 ~

—9(1- 8.8 [aVSD6(X,Y. 2~ 5(1 - )T

(3.37)

Observe a semelhanga entre essa expressao e a expressao para a ener-

gia da onda eletromagnética classica calculada na se¢ao anterior.
O momento linear é um vetor que tem a mesma direcdo que a pro-

pagagao do pulso, j4 que esta diregao é uma constante podemos retirar as

direcoes, kek , das integrais em (3.36) e (3.37). Com isso, por inspegao

37



dessas equagoes observamos que
[Pl =~(1-B.k)P|, (3.38)

mesmo fator multiplicativo que a energia do pulso analisada na se¢ao an-
terior. A direcdo do vetor momento linear, entretanto, geralmente nédo é
preservada (73 # 73) Este efeito é atribuido ao movimento relativo ao refe-
rencial R que provoca a aparicdo de novos componentes nos vetores campo
elétrico e campo magnético 2, como E ¢é definido como o produto vetorial
dos unitarios destes campos para ondas eletromagnéticas, concluimos que
em ambos os referenciais o vetor P tem a mesma diregdo que o vetor k.
Segundo as equagoes (3.19) e (3.38) podemos escrever :
[Pl _20-B-K)P| _'B'E”P' _ Pl (3.39)
k|l v —-B.k)k Ikl
O moddulo destes vetores obedecem a uma regra de transformagdo similar
a regra (3.35), ou seja, a razao entre o modulo do momento linear para o

moédulo do vetor de onda do feixe é invariante sob transformagoes de Lorentz.

Novamente observamos que do ponto de vista da teoria eletromag-
nética nao evidente de uma relagao simples entre o momento linear e vetor
de onda de uma onda eletromagnética. Entretanto anélogamente a rela-
¢ao entre energia e frequéncia angular, podemos dizer que hi também um
efeito Doppler no espectro de momento linear da radiacao eletromagnética

equivalente ao efeito Doppler do vetor de onda 3.

Como ultimo comentéario, podemos observar que segundo as equagoes

2contudo a perpendicularidade entre esses vetores é preservada, logo a definicdo do
vetor unitario k = B x cB também é preservada

3usamos o termo efeito Doppler porque a frequéncia angular e o médulo do vetor de
onda estdo relacionados, assim como a energia e momento linear da radiagdo eletromag-
nética classica
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(2.11), (3.3) e a relagao entre vetor de onda e frequencia angular:

Pl _at_u
k| w W

(3.40)

Isto é, a proporcionalidade entre os moédulos do momento linear e
vetor de onda, assim como energia e frequencia angular, é dada pela mesma
constante, analogamente ao caso quéntico onde o momento linear de um

foton é dado pela relacdo de De Broglie P = hk.

3.4 Fotons em diferentes referenciais inerciais

Na introducao observamos a possibilidade, apontada pioneiramente pelas
referéncias [3] e [8], de descrever adequadamente os estados quanticos de um

foéton em estado puro usando os vetores de Riemann-Silberstein :

$olr.0) =SB 1) +icB 1),
(3.41)

W (rt) = %O(E_(r,t) —icB_(r,t)).

Cada vetor descreve um diferente estado de polarizagdo. Neste formalismo
verificamos na introducdo que os valores esperados da energia, momento
linear e momento angular sdo dadas pelas equagoes (2.27) que sdo analogas

as expressoes classicas (2.11) em notagao spinorial.

U= /dV[\IIT\II] _ 620/dV(|E|2+ cBl?), ()
(3.42)

p— 21,C/dvmﬁ < W] = ECO/dV(E* « cB). (i)

Nessas equagoes



Discutimos que essa semelhanga pode ser ilusiva ja que as expressoes (2.11) e
(3.42) tem significados diferentes. As primeiras representam a energia e mo-
mento linear classico do feixe. As tltimas representam os valores esperados

da energia e momento linear de um féton.

Essa divergéncia de interpretagoes pode ser melhor explicitada se
considerarmos um experimento imaginério: suponha um feixe composto de
fotons todos preparados em um mesmo estado, propagante na direcao z.
Suponha que néo integremos a energia no espago inteiro, mas em uma caixa
retangular com profundidade infinita (diregdo z), porém, largura e altura

com tamanhos Az (diregao z) e Ay (diregao y).

Nestas condi¢oes ambas as equagoes (2.11) e (3.42), agora com os
intervalos de integracdo definidos nos limites acima, fornecem o mesmo re-
sultado para os valores esperados de energia e momento linear para o féton
e para o pulso classico. Contudo, reduzindo-se os intervalos Ax e Ay as
equagoes (2.11) sugerem que a energia e momento linear do feixe eletromag-
nético classico convergem a zero continuamente quando o volume integrado
converge a zero. Ja as equagoes (3.42) sugerem que a probabilidade de que a
energia e momento linear do féton detectado seja bem sucedida converge a
zero com o volume. Isto é, em um ntmero grande de eventos detectaremos
ou nao o féton com frequéncia relativa proporcional a porcao do moédulo
quadrado da funcdo de onda ¥(z,y,z — ct) contida neste volume, porém,
quando essas grandezas sao detectadas seus valores sao os mesmos que 0S
medidos no volume infinito. Esse experimento imaginério ajuda a entender
neste contexto os limites entre as descri¢oes classica e quantica da radiagao
eletromagnética. Observe que se o experimento é composto por um nimero
arbitrariamente grande de eventos como os descritos acima, se no fim do

experimento comparamos os resultados classicos com os valores esperados
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quénticos da energia e momento linear observamos que eles convergem aos
mesmos valores. De forma que as equagoes (2.11) e (3.42) realmente impli-

cam os mesmos resultados porém com interpretagoes diferentes.

Com essas ideias em mente vamos discutir os resultados alcangados
nas secoes anteriores e suas relagoes com uma interpretagao quéntica das
expressoes (3.42). Nas segoes 3.1, 3.2 e 3.3 respectivamente, demonstramos

que:
$ =i X R
U=91-B. kU , ©=~(1-B.k)w; (3.43)
[Pl=~(1—-B.k)P| , [k|=~(1—B.k)kl

os pares de vetores (P, k) e (P, k), tem a mesma direcio. @ e ¢ representam
os estados de polarizacdo do pulso percebido pelos referenciais R e R res-
pectivamente. Se observarmos de passagem que em mecéinica quantica, no
referencial R os valores esperados da energia e momento linear se relacionam

com a frequéncia angular e vetor de onda pelas equacoes:
U=hv e P =nhk, (3.44)

entao concluimos que no referencial R essas relagoes sao preservadas;

U=ho e P=hk. (3.45)

Observe que essas relagoes sao todas compativeis com a interpreta-
¢ao quantica das equagoes (3.42), de valores esperados da energia e momento
linear. Observe que a polarizagao do féton é invariante sob transformagoes
de Lorentz pois a helicidade do fé6ton nao muda de sentido em nenhum refe-

rencial inercial [4].

A relacdo entre os resultados classicos analogamente aos valores espe-
rados quénticos sao preservadas por uma transformagao de Lorentz. Obser-

vamos novamente que a conservagao dessa proporcionalidade entre energia e
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frequéncia angular, momento linear e vetor de onda do feixe nao sao intuiti-

vos do ponto de vista da teoria eletromagnética.
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Capitulo 4

Conclusoes

Neste trabalho analisamos a polarizacao, energia e momento linear da ra-
diacao eletromagnética em diversos referenciais inerciais. Abrimos méao de
assumir uma forma funcional fixa para o pulso eletromagnético para tra-
balharmos com um conjunto de requisitos fisicos em prol de uma maior

generalidade.

Verificamos na se¢ao 3.1 que a polarizagdo apresenta uma mudanga
na dire¢do do seu eixo quando observado em outro referencial inercial que
aparece devido & mudanca na dire¢ao de propagacgao do feixe entre referenci-
ais inerciais, mas nao é possivel uma alteragao em sua natureza, em especial
a polarizagao circular se apresentara circular em qualquer referencial inercial
e a polarizagao eliptica conserva sua excentricidade em qualquer referencial,

porém, os eixos podem sofrer uma rotagao que depende do novo referencial.

Na secao 3.2 analisamos comportamento da energia do pulso em dife-
rentes referenciais inerciais e comparamos com o comportamento da frequén-

cia angular. Verificamos que uma rela¢do do tipo U/w ¢é invariante sob
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transformagoes de Lorentz e, portanto, uma relagdo linear entre energia e
frequéncia angular para o pulso cléssico também é compativel com a teoria

da relatividade.

Na se¢ao 3.3 analisamos o momento linear sob transformacoes de Lo-
rentz e comparamos com o vetor de onda. Verificamos que analogamente as
relacoes entre energia e momento linear, ha uma relagao entre essas grande-
zas que permanece invariante sob mudangas de referenciais inerciais: |[P|/|k|.
Portanto, uma relagao linear entre o momento linear e o vetor de onda de
pulsos classicos é compativel com a teoria da relatividade. Verificamos ainda
que, analogamente a fotons, a constante de proporcionalidade é igual para

as duas razoes.

Na secao 3.4 procuramos uma conciliagao entre os resultados obtidos
nas subsegoes anteriores e a mecénica quantica baseada na correspondéncia e
interpretacao das expressoes pertinentes. Concluimos que os resultados sin-
tetizados nos paragrafos acima, embora nao triviais, decorreram de maneira

simples e intuitiva da utilizacao do formalismo de funcao de onda de fétons.

Esperamos que este trabalho possa auxiliar na compreensao das pro-
priedades quénticas e relativisticas da radiagao eletromagnética e também
que estes resultados possam tornar-se uteis em uma teoria da informacao

quantica.
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