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Resumo

Este trabalho combina, pela primeira vez, andlises eletromagnéticas de proble-
mas axialmente simétricos com métodos sem malha, os quais sao, relativamente,
novos e, apenas recentemente, vém sendo utilizados como uma ferramenta para a
obtengao de solugdes numéricas em engenharia. Os problemas eletromagnéticos
com simetria axial foram estudados no passado usando outros métodos numeéricos,
tais como métodos dos momentos, dos elementos finitos e das diferencas finitas.
Entretanto, o objetivo neste trabalho é construir implementacoes de métodos sem
malha, consolidando-os como uma alternativa para prover solucoes numeéricas
para estes problemas. O método escolhido é o MLPG (meshless Local Petrov-
Galerkin) que, em sua versao original, ndao requer nenhum tipo de grade ou malha
para a construcao da solucao aproximada. Todavia neste trabalho é acrescida uma
malha de fundo que traz mais estabilidade ao método, principalmente em distri-
buigoes de ndés nao uniformes que possuem uma grande variacao de densidade.
O MLPG também é conhecido por produzir matrizes esparsas como resultado de
sua andalise local.

O MLPG ¢ aplicado em problemas eletromagnéticos axialmente simétricos,
sendo, primeiramente, analisados problemas em que os campos também possuem
simetria axial, como a analise de um monopolo sobre um plano condutor elétrico
perfeito excitado por um guia coaxial operando em modo TEM e a anélise de uma
cavidade ressonante. Estas andlises propiciaram avaliar a precisao, a convergéncia
e a estabilidade do método. Uma técnica para a abordagem de problemas ele-
tromagnéticos axialmente simétricos em que os campos nao apresentam simetria

axial também é apresentada e dois resultados preliminares desta sao mostrados.

Palavras-chave: Corpos de Revolucao, Eletromagnetismo,

Métodos sem Malha, MLPG.
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Abstract

This work combines, for the first time, axisymmetric electromagnetic analy-
ses with meshless methods, which are relatively new and have only recently been
applied as a tool for the obtention of numerical solutions in engineering. Elec-
tromagnetic problems with axial symmetries have successful been studied in the
past using others numerical methods such as the Method of Moments and the
Finite Element Method. However, the objective here is to develop simple and ef-
ficient meshless implementations, consolidating meshless methods as an excellent
way to provide numeric solutions to these problems. These tasks are performed
considering the Meshless Local Petrov Galerkin method. It does not require any
type of grid or mesh for the construction of the approximate solution. However
this work is added a background mesh that gives more stability to the method,
especially in non-uniform nodes distribution that have a large variation in den-
sity. The MLPG is also known to produce sparse matrices as a result of a local
analysis.

MLPG is applied in electromagnetic problems with axial symmetry, being,
first analyzed, problems in which fields also have axial symmetry, such as the
analysis of a monopole over a perfect electric conductor plane excited by a coaxial
guide operating in TEM mode and the analysis of a resonant cavity, a coaxil one.
These analyses propitiated to evalute the accuracy, the convergence and stability
of the method. One technique for addressing electromagnetic problems with axial
symmetriy in which the fields do not have axial symmetry is also presented and

two preliminary result is shown.

Keywords: Body of revolution, electromagnetism, meshless

methods, MLPG, LPIM.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Apresentacao

Nas ultimas décadas, as técnicas computacionais tém sido empregadas como
importantes ferramentas no projeto e desenvolvimento de sistemas na engenha-
ria. Estas técnicas sao utilizadas na simulacao de diferentes problemas fisicos.
Neste trabalho, os problemas analisados sao eletromagnéticos, os quais sao go-
vernados por equagdes diferenciais parciais (Partial Diferencial Equation-PDE)
baseadas nas equacoes de Maxwell e pelas condicoes de contorno, definidas em
uma geometria especifica. Estes problemas, dependendo da complexidade da
geometria ou propriedades especificas do meio sob analise, podem possuir uma
solucao analitica ou esta ser invidvel, fazendo com que uma solu¢ao computacional
obtida por métodos numeéricos torne-se imprescindivel.

Dentre os diversos métodos numéricos utilizados em problemas eletro-
magnéticos se destacam os Métodos dos Momentos (Methods of Moments-MoM)
[Harrington, 1993] e [Gibson, 2008], das Diferencas Finitas (Finite Difference
Method-FDM) [Taflove and Hagness, 2000] e dos Elementos Finitos (Finite Ele-
ment Method-FEM) [Jin, 2002]. J& os Métodos sem Malha (Meshless Methods),
empregados neste trabalho, tém sido utilizados, recentemente, em alguns proble-
mas eletromagnéticos, tais como: distribuicoes de campo elétrico e magnético
em maquinas elétricas [Coppoli et al., 2012], andlise de propagacdo de ondas
eletromagnéticas [Correa et al., 2011], espalhamento de ondas eletromagnéticas
[Nicomedes et al., 2010] e [Manzin and Bottauscio, 2008], ressonancia eletro-
magnética [Soares et al., 2011a], [Soares Jr, 2013] e [Kaufmann et al., 2010],
técnica para o tratamento de descontinuidades em meios dielétricos
[Lima et al., 2012] e andlise de cristais fotonicos [Nicomedes et al., 2012].

Nos métodos FDM e FEM, a representacao do dominio do problema é cons-

truida usando uma malha, a qual é composta por um conjunto de nés conectados
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seguindo um padrao especifico. Cabe enfatizar que esta malha é imprescindivel
nestes métodos, estabelecendo a relagao de conectividade entre os nos.

O FDM usa uma malha estruturada, conhecida como grade, a qual pode ser
observada na Figura 1.1a. Neste tipo de malha, torna-se simples determinar os nés
vizinhos a um determinado né 7, pois os nés do dominio sao organizados de forma
sistematica. Entretanto, a malha nao se adapta facilmente as geometrias que
possuem contornos curvos ou mesmo contornos retos que contenham inclinagoes.
No FEM, a malha é constituida de elementos, os quais podem assumir diferentes
geometrias. Todavia as geometrias mais utilizadas sao triangulos para problemas
em duas dimensoes (2D) (ver Figura 1.1b) e tetraedros para problemas em trés
dimensdes (3D). A malha do FEM nao é estruturada e consegue se adequar bem
a geometrias com contornos curvos ou retos com inclinagoes. Todavia, o FEM
exige malhas de boa qualidade. Caso a malha contenha elementos mal formados?,
o FEM pode ter a precisao de seus resultados numéricos afetada. Atualmente,
malhas em duas dimensoes de boa qualidade podem ser obtidas por diversos
geradores. Entretanto, a geracao automatica de malhas de boa qualidade em
3D exige muito tempo de processamento e, normalmente, requer algum tipo de
intervencao humana [Idelsohn and Onate, 2006].

grade

\ g RRRsY

elementos

(a) (b)

Figura 1.1: Representacao de dominios: (a) malha estruturada, FDM; (b) malha ndo
estruturada, FEM. Figura retirada de [Fonseca., 2011].

J& a representacao do dominio segundo o MoM apresenta uma grande dife-
rencga ao ser comparado com o dominio dos métodos FDM e FEM. Esta principal
diferenca reside no fato que o MoM nao requer a implementacao da regiao do
dominio composta por espaco livre ou dielétricos. Este fato se deve ao método
satisfazer a condigao de radiagao através utilizacao da fungao de Green. Isto
propicia que problemas especificos, em geral problemas contendo o espago livre
e materiais impenetraveis ou homogéneos, possam ser analisados com uma di-

mensao a menos que os problemas implementados com FEM [Jin, 2002] ou com

Lelementos triangulares mal formados apresentam um angulo interno préximo préximo a 180
graus.
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FDM. Entretanto, devido a utilizacao da funcao de Green, torna-se necessario,
ao se empregar o método, lidar com singularidades durante o procedimento de
integracao.

Em alguns trabalhos com método dos momentos, como o apresentado na Secao
2.5 de [Peterson et al., 1997], o qual analisa o problema de uma onda transversal
magnética (TM) espalhada por um cilindro ndo homogéneo, faz-se necesséria a
construcao de uma malha para representar a geometria do problema. As malhas
usadas no método dos momentos sao formadas por células, as quais podem as-
sumir diferentes geometrias. No estudo apresentado em [Peterson et al., 1997],
foi utilizado o formato quadrado para as células, resultando em uma malha se-
melhante a usada em FDM, a qual também nao se adapta a geometrias com
contornos curvos ou retos com inclinagoes. Em [Gibson, 2008], sdo empregados
formatos triangulares para as células, propiciando uma maior adequacao da ma-
lha & geometria do problema. Na referéncia [Gibson, 2008] também sao relatadas
exigencias de qualidade para as malhas empregadas no MoM constituidas de
células triangulares.

Os métodos sem malha propiciam a solucao do problema sem o estabeleci-
mento de uma grade ou malha. Nestes métodos, o dominio é representado por
nos, os quais sao espalhados arbitrariamente em seu interior e em seu contorno.
Este conjunto de nds nao constituem uma grade, nao existindo qualquer tipo
de conexao entre eles [Liu, 2009] (ver Figura 1.2). Entretanto, em anélises de
problemas de irradiacao de ondas eletromagnéticas, tanto para os métodos sem
malha quanto aos métodos FEM e FDM adota-se uma condicao de contorno ab-
sorvente. Esta condicao, construida computacionalmente, simula um dominio
ilimitado, sendo comumente utilizada tanto para os métodos sem malha quanto
o FEM a Radiation Boundary Condition (RBC).

O 00
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Figura 1.2: Representag¢ao do dominio sequndo os métodos sem malha.

Os métodos sem malhas podem ser classificados em duas categorias: métodos
baseados em forma forte e métodos baseados em forma fraca. Os primeiros
usam técnicas de colocacao para obter as equacoes algébricas diretamente das

PDE que governam o problema sob analise. Desta maneira, estes métodos pos-
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suem uma implementacao simples e sao eficientes na perspectiva computacional.
Entretanto eles geralmente sao instaveis, nao robustos e imprecisos [Liu, 2009].
Pode ser citado como métodos de forma forte o Finite Point Method (FPM),
o Smoothed Particle Interpolation (SPI) e o Radial Point Interpolation Method
(RPIM). Algumas andlises recentes com métodos de forma forte usando técnicas
de colocagao sao apresentadas em [Shaterian et al., 2012],[Kaufmann et al., 2010]
e [Ala et al., 2006].

J& para os métodos de forma fraca faz-se necessario a construcao de uma
equacao integro-diferencial. Esta equacao, referida como forma fraca, é obtida
usando o métodos dos residuos ponderados [Liu, 2009]. Logo em seguida, sao ob-
tidas as equagoes algébricas usando o método de Galerkin ou de Petrov-Galerkin.
O Element Free Galerkin (EFG) [Lu and Belytschko, 1994] usa uma formulagao
fraca global, a qual deve ser satisfeita em todo o dominio. Este método, usado
por [Manzin and Bottauscio, 2008], em andlises de problemas de espalhamento,
requer uma grade para execucao da integracao numérica. Ao contrario, o Meshless
Local Petrov-Galerkin (MLPG) [Atluri and Zhu, 1998], usado neste trabalho, nao
requer qualquer tipo de grade ou malha. Todavia uma malha de fundo também
pode ser utilizada, o que torna o método mais eficiente computacionalmente, exi-
gindo menor tempo para construcao do sistema de equacoes algébricas, o qual
conduz, depois de resolvido, a solugao numérica do problema.

A escolha do método MLPG dentre os métodos sem malha presentes na litera-
tura, para ser utilizado neste trabalho, se deve, principalmente, as caracteristicas
particulares do método. Primeiramente, o MLPG ¢é um método de forma fraca,
possui mais estabilidade, precisao e robustez quando comparado aos métodos
de colocagao [Liu, 2009]. Faz-se também necessario afirmar que o MLPG é um
método de andlise local, diferentemente do EFG que é global. Isto significa que
a forma fraca do MLPG é satisfeita localmente, nas proximidades dos noés do
dominio do problema, o que simplifica o procedimento de integragao o que sim-
plifica o procedimento de integracao, nao sendo necesséaria a utilizagao de uma
malha de fundo.

Neste trabalho, as andlises apresentadas sao construidas com uma malha de
fundo. Esta estratégia visa, principalmente, a obtencao de solugoes mais estaveis
para distribui¢oes nao regulares dos nés, tal como as utilizadas nas analises apre-
sentadas nas Secoes 3.4 e 3.5, onde as distribui¢oes de ndés possuem elevadas
variacoes de densidade. Além disso, esta estratégia torna a implementacao mais
simples e 4gil na perspectiva computacional. Isto possibilitou a equiparagao do
método ao FEM, o qual é conhecido por suas elevadas taxas de convergéncia e
por sua agilidade (pequeno tempo de processamento). Esta andlise, apresentada
na Secao 3.3, equipara os desempenhos computacionais entre MLPG e FEM na
perspectiva da convergéncia e do tempo de processamento.
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1.2 Objetivo e Contribuicoes

O objetivo principal deste trabalho é desenvolver o formalismo necessario
para a analise de problemas eletromagnéticos com simetria axial usando métodos
sem malha, mais especificadamente, o método MLPG. Um segundo objetivo, que
também tornou-se relevante, foi adotar medidas que pudessem ser acrescidas ao
método para que o mesmo apresenta-se maior estabilidade para distribuigoes de
nos nao regulares. Neste sentido, optou-se por adicionar uma malha de fundo
que, diferentemente da utilizada pelo FEM, nao apresenta exigéncias de quali-
dade, podendo existir elementos mal formados sem que isto implique na perda de
precisao do método.

Durante o desenvolvimento deste trabalho foram propostas novas estratégias
que tornaram o método ainda mais estavel e agil, tais como a determinacao, a
partir da malha de fundo, dos dominios de teste? e de suporte® de um ponto
qualquer no dominio. Outra importante contribuicao foi a utilizacao de uma
combinagao de formulagoes axissiméticas, apresentadas no Capitulo 4, que pos-
sibilitaram a utilizacao do MLPG de forma eficiente em analises de problemas
em trés dimensoes (3D) sem o desenvolvimento de um formalismo vetorial. O
formalismo proposto reduziu o nimero de incognitas (componentes de campo)
de 3 para 2, diminuindo o tamanho do sistema de equagoes e simplificando a
imposicao das condi¢oes de contorno.

As analises axialmente simétricas sao possiveis desde que as caracteristicas do
meio em questao (permissividade e permeabilidade) sejam invariantes na dire¢ao
¢, ou seja, que o meio analisado possa ser obtido simplesmente pela rotagao
de uma curva geratriz em torno de um eixo de simetria (analises de cavidades
e guias de onda) ou pelas rotagoes das curva geratriz e da curva da condic¢ao
absorvente (problemas de irradiacao de ondas eletromagnéticas). Estas estruturas
sao conhecidas como corpos de revolucao ou estruturas de simetria axial. Nestes
desenvolvimentos, assume-se que o eixo de simetria coincide com o eixo z do
sistema de coordenadas cilindricas. Em sequéncia, uma série de Fourier em ¢
é utilizada para desmembrar a andlise de um problema 3D em analises de duas
dimensoes com equagoes independentes para cada harmonico.

Na primeira metade deste trabalho, foi desenvolvido um formalismo para
analise de casos especificos de problemas eletromagnéticos com simetria axial,
nos quais o campo eletromagnético nao varia com a coordenada cilindrica ou
esférica ¢. Nestes casos, o estudo se reduz a andlise do campo eletromagnético
de um tunico semiplano p-z dentre os diversos possiveis para valores de ¢ per-
tencentes ao intervalo [0, 27|, haja visto que para os demais semiplanos p-z o

2Regido préxima ao né, onde a integracdo da forma fraca local é realizada.
3Regido utilizada na construcio da aproximacdo necessiria & obtencdo do sistemas de
equagoes, o qual, depois de resolvido, fornece a solu¢gao numérica do problema analisado.
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campo eletromagnético apresenta comportamento idéntico. Deve-se destacar que
estas andlises geraram 3 artigos publicados em congressos: [Soares et al., 2012,
[Soares et al., 2011c] e [Soares et al., 2011b]. Neste periodo, também foi publi-
cado em um artigo em periddico [Soares et al., 2011a]. Estas andlises foram cons-
truidas sem a utilizagao de uma malha de fundo.

Durante a obtengdo dos resultados numéricos [Soares et al., 2011c] e
[Soares et al., 2012], verificou-se uma certa dependéncia destes com a distribui¢ao
de nods usada, a qual possuia uma alta variacao na densidade de nds. Este fato le-
vou, em uma segunda fase do trabalho, ao estudo de possibilidades que tornassem
o método mais estavel para distribuicoes de nés com elevada variagao de densi-
dade e trouxessem mais estabilidade aos problemas analisados. Esta pesquisa
conduziu a utilizacao de uma malha de fundo. Esta nova estratégia culminou na
publicagao do artigo em congresso [Soares et al., 2013], onde o método proposto,
mais agil e estavel, teve sua convergéncia e tempo de processamento comparados
ao FEM. Estes resultados também geraram um artigo aceito para publicagao em
periddico [Soares et al., 2014].

As técnicas propostas em [Soares et al., 2013] foram aplicadas ao estudo de um
monopolo sobre um plano Condutor Elétrico Perfeito (Perfect Eletric Conductor-
PEC), problema que também possui campo eletromagnético com simetria axial.
Em sequéncia, usando as mesmas proposicoes anteriores no que se refere ao for-
malismo adotado para o métodos sem malha, foi analisado um problema que nao
possui campos com simetria axial, ou seja, em que os campos variam também
com a coordenada ¢. O problema analisado foi o espalhamento de uma onda

plana por uma esfera PEC.

1.3 Organizacao do Texto

No Capitulo 2, sao apresentados os procedimentos gerais aos métodos sem ma-
lha e outros especificos para as andlises usando o MLPG, como a determinagao
do dominio de suporte e do dominio de teste utilizando informacoes da malha
de fundo. Nesta oportunidade, também sao detalhados o procedimento de cons-
trucao das fungoes de forma Radial Point Interpolation Method with Polinomial
Reproduction (RPIMp) e suas derivadas, as quais sao usadas pelo MLPG para
a obtencao do sistema de equacoes. O capitulo é finalizado com a escolha da
funcao de teste adotada nas analises. Esta funcao é necesséaria para a construcao
da forma fraca usando o método dos residuos ponderados.

O Capitulo 3 apresenta a equacao diferencial parcial (partial differential
equation-PDE) que governa os problemas eletromagnéticos sob anélise, proble-

mas com simetria axial e nos quais o campo eletromagnético nao varia com a
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coordenada ¢. A PDE é obtida a partir da equacao de Helmholtz assumindo que
campo eletromagnético € invariante com a coordenada ¢. A partir desta equacao,
sao obtidas as formas fraca global e local, sendo esta tltima utilizada na imple-
mentacao do MLPG. Ainda neste capitulo sdo apresentados dois estudos usando
o método MLPG com o formalismo desenvolvido: as andlises de uma cavidade
axissimétrica e o estudo de um monopolo posicionado sobre um plano PEC. Na
primeira analise, sao obtidas numericamente as frequéncias de ressonancia da ca-
vidade, o que possibilitou, em sequéncia, analisar as taxas de convergéncia e o
tempo de processamento do método, sendo estes resultados comparados aos ob-
tidos com o FEM usando duas diferentes malhas: uma apenas com elementos
de boa qualidade e outra composta parcialmente por elementos mal formados.
Para o monopolo, foram determinadas sua corrente superficial e sua admitancia
de entrada, cujos resultados foram comparados aos presentes em [King, 1971],
em [Shen and MacPhie, 1996] e aos obtidos com o FEM, evidenciando a pre-
cisao do procedimento proposto. Em sequéncia, um versao diferente desta an-
tena é analisada, a qual estd parcialmente imersa em um dielétrico. Para esta
analise, adiciona-se ao método proposto um critério de visibilidade, que possibi-
lita o tratamento da interface. Este critério de visibilidade segue sugestoes de
[Lima et al., 2012].

No Capitulo 4 sao realizadas anélises de problemas axissimétricos onde os cam-
pos sao invariantes com a coordenada ¢. Para isto, sao apresentados a forma fraca
e o formalismo vetorial necessario para as andlises destes problemas. Finaliza-
se o capitulo referido analisando o espalhamento de uma onda plana por uma
esfera PEC. Os resultados numéricos sao apresentados para duas esferas com di-
mensoes elétricas diferentes: uma com raio de 0,5\ e a outra com raio de 0,02X. A
avaliagdo do método numérico usando duas dimensoes diferentes deve-se ao nao
tratamento de uma singularidade presente na formulacao. Esta singularidade nao
estd presente em problemas com dimensoes pequenas em relagao ao comprimento
de onda, localizando-se fora do dominio computacional destes. Esta estratégia
possibilitou primeiramente mostrar a instabilidade numérica devido ao nao trata-
mento da singularidade (problema com a esfera de raio de 0,5)) e depois avaliar
com precisao o formalismo proposto (problema com a esfera de raio de 0,02\).
O estudo e tratamento desta singularidade sao propostos nos trabalhos futuros
apresentados no Capitulo 5, no qual também estao presentes as consideracoes
finais.



Capitulo 2

MLPG proposto

Neste capitulo sao apresentados alguns procedimentos comuns aos métodos
sem malha em geral e alguns sugeridos, tal como a escolha dos dominios de teste
e de suporte. Os formalismos dos métodos sem malha apresentados neste capitulo
sao destinados a analises de problemas com simetria axial estudados nos Capitulos

3 e 4, onde as construcoes deste método sao limitadas ao semiplano p — z.

2.1 Definicoes Basicas dos Métodos sem Malha
e a Escolha da Funcao de Forma RPIMp

Nos métodos sem malha, os nés podem ser espalhados arbitrariamente sobre
o dominio do problema € (nés internos) e sobre seu contorno I' (nds de contorno),
como ilustrado na Figura 2.1. A posicao de um dado né ¢ é indicada por x; =
(pi, z:), representado em duas dimensoes e no sistema de coordenadas cilindricas.
A cada um dos nés internos e de contorno é associada uma funcao de forma
[Liu, 2009], a qual apresenta valores diferentes de zero em uma pequena regido
préxima ao no. Estas fungoes possibilitam a construcao de aproximacgoes locais
utilizadas na obtencao do sistema de equagoes e, em seguida, da solugao numérica
do problema.

A aproximacio local " de uma fungao u em um ponto x = (p, z) qualquer
pertencente ao dominio {2 é obtida segundo a expressao abaixo:

0 = Y (0, = [ () (0] | | =070 (2)
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No6s do contorno x1 = (p1,21)

VA

Figura 2.1: Representacdo do dominio ) seqgundo os métodos sem malha e de seu
contorno I' em um dos semiplanos p — z de ¢.

na qual n é o nimero de nés do subconjunto S = {s1,82,...,8,}, 0 qual estd
contido no conjunto de nés {1,2,...n,} do dominio €2 e de seu contorno I', sendo
n; o numero total de nés deste conjunto. Os n nés de S sao conhecidos como
dominio de suporte x, €)s. u,, representa o parametro nodal correspondente ao
no s; contido no dominio de suporte €2, e o vetor u contém todos os n parametros
nodais pertencentes ao dominio de suporte do ponto x. ¢, (x) é a fungao de
forma do né s;, a qual é determinada usando-se todos os n nés do dominio de
suporte Qg; o vetor ®7(x) contém todas as fungoes de forma dos n nés de €.

As fungoes de forma, utilizadas nos métodos sem malha para gerar as apro-
ximacoes locais, podem ser construidas usando-se diferentes métodos, como o
Moving Least Squares (MLS), o Point Interpolation Method (PIM), o Smooth
Particle Hydrodynamic (SPH) e o Reproducing Kernel Particule Method (RKPM).
Especificamente usando o método MLPG, sao comumente encontradas analises
usando o MLS [Atluri and Zhu, 1998] ou usando o PIM [Viana et al., 2004] e
[Lima et al., 2012].

Estas funcoes de forma devem ser capazes de garantir a convergéncia' aos
métodos sem malha, para isto, estas fungoes devem satisfazer um determinando
grau de consisténcia. O grau de consisténcia de uma fun¢ao de forma é descrito
por [Liu, 2009] como capacidade que estas fun¢oes possuem de gerar aproximagoes
para uma funcao polinomial de ordem conhecida. Caso um aproximagao seja
capaz de reproduzir de modo exato apenas uma funcao constante, entao é dito
que a aproximacao possui consisténcia de ordem zero, ou consisténcia C°. De
forma geral, em [Liu, 2009] é definido que se uma aproximagao pode reproduzir
de modo exato um polinomio de ordem k, entao ela possui uma consisténcia de
ordem k, ou consisténcia C¥.

O MLS produz fungoes de aproximacao que sao continuas e suaves em todo

lsignifica que a solucdo numérica construida deve-se aproximar da solucio exata quando o
espago entre os nos aproxima de zero.
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o dominio, quando um numero minimo de nés é utilizado. O MLS também se
destaca dentre os demais por ser capaz de gerar aproximacoes com a ordem de
consisténcia que se desejar [Liu, 2009], ou seja, ele é capaz de reproduzir de forma
exata polinomios com o grau que se desejar. Diferentemente do MLS, o PIM
usa interpolacoes para construgao de sua funcao de forma, as quais satisfazem a

propriedade do delta de Kronecker, ou seja:

1 sei=y,
pi(x;) = (2.2)
0 sei#j.

Esta propriedade garante que u"(x;) = u;. Como o MLS nao satisfaz a propri-
edade do delta de Kronecker, tem-se que u"(x;) # wu;. Portanto, suas funcoes
de forma nao sao interpolantes e algum método adicional deve ser utilizado para
impor as condigoes de contorno, sendo comum o uso do método da penalidade ou
da colocagao [Liu, 2009].

As fungoes de forma construidas usando o PIM possuem desvantagens, sendo
a principal delas a singularidade que pode ocorrer em seu processo de obtencao
para certas disposicoes dos nés no dominio de suporte, inviabilizando a sua cons-
trucao. Objetivando garantir a existéncia da funcao de forma para distribuigoes
arbitrarias de ndés em €, sdo introduzidas fungoes de base radiais (Radial Base
Functions-RBF) na formulagao do PIM. Este procedimento dé origem ao RPIM
(Radial Point Interpolation Method). Este método, com a adi¢do de fungoes
de base radais puras, ¢ um método nao consistente?. Adicionando, também, po-
linomios as fungoes de base, garante-se consisténcia ao método, o qual é conhecido
como RPIMp (Radial Point Interpolation Method with Polinomial Reproduction).
A consisténcia garantida possuird a mesma ordem do polinomio adicionado a base.

Neste trabalho, tem-se como um dos objetivos principais a construcao de
solugoes simples e eficientes para problemas eletromagnéticos com simetria axial.
Em face disso, optou-se por uma das variagoes do PIM devido a propriedade
do delta de Kronecker, possibilitando a imposicao das condicoes de Dirichlet de
modo facil e direta. Esta mesma propriedade possibilita também a imposicao
das condigoes de contorno em interfaces de modo simples e eficiente, seguindo
sugestoes apresentadas em [Lima et al., 2012], sem a necessidade da duplicidades
dos nés neste contorno como sugerido por [Nicomedes et al., 2011]. A escolha da

" nas anélises, que

opcao radial do PIM garante a existéncia da aproximacao u
utilizam distribuicoes de nés nao regulares, com elevada variacao de densidade

de nés em €. A opcao pela versao polinomial do RPIM, que possui também a

20 qual gera aproximacdes que nao sio capazes de reproduzir de forma exata polinémios de
quaisquer ordem.
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propriedade de consisténcia, foi feita tendo por base a experiéncia relatada em
[Fonseca., 2011], onde mostra-se que as fungoes de base radiais puras nao geram
boas aproximacoes para problemas simples.

As proximas secOes apresentam os procedimentos para determinacao do
dominio de suporte (Sec¢ao 2.2), os procedimentos para construgao das fungdes de
forma e da aproximagao do RPIMp (Secao 2.3) e a introdug¢ao ao MLPG com suas
variagoes, a funcao de teste escolhida e o formato dos dominios de teste (Segao
2.4).

2.2 Determinacao do Dominio de Suporte, Pla-

nos Propostos: T6 Modificado e T8

O dominio de suporte de um ponto x determina o niimero de nés usados para
aproximar o valor da funcao em x. O dominio de suporte pode ter diferentes
formas e dimensoes, as quais podem variar entre diferentes pontos de interesse X,

como mostrado na Figura 2.2. Os formatos mais usados sao circular ou retangular
[Liu, 2009].

Figura 2.2: Formatos diferentes para dominios de suporte de pontos x, sequndo o0s
métodos sem malha.

O conceito de dominio de suporte funciona bem quando a densidade nodal
nao varia muito ao longo do dominio. Todavia, em problemas reais, a densidade
nodal pode variar drasticamente. Em tais casos, podem ocorrer erros de apro-
ximagao devido a escolha ruim dos nés de suporte, por exemplo, quando estes
se localizam apenas em um lado do dominio de suporte. A fim de se evitar pro-
blemas desse tipo, uma abordagem diferente é sugerida por [Liu, 2009], a qual
emprega o conceito de dominio de influéncia. O dominio de influéncia é definido
como o dominio sobre o qual um né exerce influéncia. Observe que dominio de

influéncia refere-se a um no e estd ligado a regiao local, enquanto dominio de su-
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porte refere-se a um ponto e esta ligado a nés locais. O dominio de suporte pode
ser determinado através dos dominios de influéncia e é uma forma alternativa
de selecionar nds de suporte (vide Figura 2.3). Essa estratégia funciona relativa-
mente bem para problemas nos quais a densidade nodal varia muito no dominio,
mas apresentou uma certa instabilidade nos problemas estudados neste trabalho.
Além de ser uma estratégia que requer um maior tempo de processamento, pois
envolve estruturas de busca (geralmente uma kd-tree) as quais sao usadas para a
determinacao dos raios 7% de influéncia de cada né i do dominio e, depois, para
determinar os nés que influenciam o ponto x (estabelecendo o dominio de su-
porte deste ponto). Outra proposta, que apresentou resultados mais estéveis nos
problemas estudados neste trabalho, emprega o uso dos esquemas 7' [Liu, 2009].

Figura 2.3: Dominios de influéncia dos nds, especificamente nds 1, 2 e 3. O dominio
de suporte do ponto x € composto pelos nos cujos dominios de influéncia cobrem x - os
nos 1 e 2 cobrem e o né 3 nao.

Neste trabalho, as fungoes de forma RPIMp sao construidas usando esquemas
T modificados para a selecao dos nés do dominio de suporte. Os esquemas T em
geral baseiam-se em uma malha triangular de fundo e garantem mais eficiéncia
computacional na construgao da fungao de forma [Liu and Zhang, 2009]. Existem
dois tipos de esquemas T: um baseado na célula e outro no contorno da célula,
os quais sao selecionados dependendo da posicao (x) onde se deseja construir a
funcao de forma ®(x). O primeiro é usado quando x estd no interior da célula e
o outro é usado quando x estd na contorno da célula.

Para o esquema T6 original [Liu and Zhang, 2009] baseado na célula, vide

3 a selecao de 6 nds, sendo

Figuras 2.4 (a) e (b), tem-se para uma célula interior
3 destes nos os vértices da célula e os outros 3 nds os trés vértices opostos das
3 células vizinhas (vide Figura 2.4 (a)). Caso a célula seja de contorno?, tem-se
a selecao do mesmo niimero de nés, sendo 3 destes nds os vértices da célula. Os

demais nés sao 2 vértices opostos de duas células vizinhas e um né adicionado

3Célula que possui todos os seus contornos interiores ao dominio €
4Célula que possui pelo menos um de seus contornos em I’
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usando estruturas de busca, a qual seleciona o né mais préximo ao ponto x (vide
Figura 2.4 (b)). O esquema T6 proposto, vide Figuras 2.4 (a) e (c), distingue-se
do original para as células de contorno, no qual nao se adiciona nés por estruturas
de busca. Logo, para estas células, sdo selecionados apenas 5 nés (vide Figura 2.4
(c)). Este esquema proposto é mais simples e mais eficiente se comparado com o
original, pois nao utiliza estruturas de busca, além de apresentar altas taxas de

convergéncia, as quais sao mostradas na andlise realizada na Secao 3.3.

O vértices da célula que contém x, 3 nés selecionados

vértices opostos das células vizinhas existentes, 3 ou 2 nds selecionados
né mais préximo a x

(a) (b) (©)

Figura 2.4: Esquema T6: (a) 6 nos selecionados para uma célula interior a 2, esque-
mas T6 original e T6 proposto, (b) 6 nds selecionados para uma célula de contorno,
esquema T6 original e (c) 5 nds selecionados para uma célula de contorno, esquema
T6 proposto.

Em [Liu and Zhang, 2009] sao propostas trés sugestoes para esquemas T de
contorno de células: T2, T4 e T2L. Dentre os quais, os esquemas T4 e T2L
sao sugeridos para a construcao de funcoes de forma usando o RPIM, sendo o
T2L indicado para ser usado em distribuicoes de nés extremamente irregulares. O
primeiro esquema (T4), vide Figuras 2.5 (a)-(c), seleciona 4 nés para os contornos
de células que estao dentro de €2, sendo estes os vértices das células que contém
este contorno (vide Fig. 2.5 (a) e (b)). Para contorno de células que estao em
', apenas os dois nés deste contorno sao selecionados (vide Figuras 2.5 (¢)). O
outro esquema sugerido (T2L), vide Figuras 2.6 (a)-(c), seleciona para contorno
de células que estao dentro de €2 os vértices das células que contém este contorno
e os nos diretamente ligados a estes vértices (vide Figuras 2.6 (a) e (b)). Observa-
se que este esquema seleciona quantidades de nés diferentes para contornos de
células interiores a  (vide Figuras 2.6 (a) e (b)). Para os contorno de células
que estao em I'; o esquema T2L seleciona, tal como no esquema T4, os dois nés
do contorno examinado, vide Figura 2.6 (c).

Neste trabalho, sugere-se um esquema T8 que seleciona uma quantidade de
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contorno examinado contorno examinado contorno examinado

O vértices das células que contém o contorno examinado

O nés do contorno examinado

() (b) (©)

Figura 2.5: Plano T): (a) 4 nés selecionados para um contorno de célula interior a €
(b) 4 nds selecionados para um contorno de célula interior a Q (c) 2 nds selecionados
para um contorno em T.

contorno examinado contorno examinado contorno examinado

=
O vértices de duas células que contém o contorno examinado

D nos diretamente ligados aos vértices das células que contém o contorno examinado
O nés do contorno examinado

@ (b) (©

Figura 2.6: Plano T2L: (a) 14 nds selecionados para um contorno de célula interior a
Q (b) 11 nds selecionados para um contorno de célula interior a § (c¢) 2 nds selecionados
para um contorno em T'.

nos intermediaria entre os esquemas T4 e o T2L para contorno de células in-
teriores ao dominio §2. Esta proposicao apresenta uma eficiéncia computacional
melhor que o T2L, pois seleciona um menor numero de nés, e também mostrou-se
eficiente quando tem-se distribuicoes de nds irregulares, com uma grande variacao
de densidade de nds em (2, problema analisado na Secao 3.3. O esquema proposto
(T8), Figuras 2.7 (a) e (b), seleciona até 8 nds para contorno de células internas

a 2, sendo 4 noés dos vértices das duas células que contem este contorno e até 4
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nos, que sao vértices opostos de até 4 células vizinhas as estas duas células. Para
contorno de células em I'; Figura 2.7 (c), sado selecionado os 3 vértices da célula
que contém este contorno e até 2 nés que sao vértices opostos de até duas células
vizinhas existentes. Este esquema proposto seleciona para contorno de células em
I' uma maior quantidade de nés quando comparada a selecao feita pelos esquemas
T4 eT2L.

contorno examinado contorno examinado contorno examinado

O vértices das células que contém o contorno examinado
<> vértices opostos das células vizinhas existentes

(a) (b) (©)

Figura 2.7: Plano T8 proposto: (a) 8 nds selecionados para um contorno de célula
interior a 2 (b) 6 nds selecionados para um contorno de célula interior a 2 (¢) 5 nds
selecionados para um contorno em T.

2.3 Aproximacgao e Funcao de Forma do RPIMp

A funcgao de aproximagao RPIMp de u no ponto x usando n nés do dominio
de suporte é obtida pela expressao [Liu, 2009

uh(x) = Z R, (x)as, + Zm:pj(x)bj = R'(x)a + p'(x)b, (2.3)

onde a,, ¢ o coeficiente das RBF R,,, b; é o coeficiente do monomio p; da base
polinomial, n é o nimero de nés do dominio de suporte de x e n,, é o niimero
de monomios da base polinomial. O vetor R contém todas as R, relativas aos
nos de suporte de x e o vetor p contém, normalmente, monomios de baixa ordem

para garantir completeza da aproximacao. O vetor R é dado por:

R(x)' = [Ry, (x), Ryy(x), -+, Ry, (x)], (2.4)



2.3. APROXIMACAO E FUNCAO DE FORMA DO RPIMP 16

sendo a fungao de base radial adotada a Multiquadrics [Liu, 2009], que em duas

dimensoes e em coordenadas cilindricas (semiplano p — z) é descrita por:

R, (x) = R, (p,2) = [(p - psi)2 + (2 — zsi)2 +pﬂpq ) (2.5)

onde p. e p, sdo parametros com valores sugeridos em [Liu, 2009]. p. é obtido
pela multiplicacao de uma constante ao espacamento médio entre néds, sendo a
constante adotada igual a 8. p, segue sugestoes de [Liu, 2009] sendo o adotado
igual a 1,03. O vetor p é definido em duas dimensoes e em coordenadas cilindricas

(semiplano p — z) por:

p(x)' =p(p,2) =1, p, 2, pz, p*, 2°, ..., p, 2%]. (2.6)

onde g, ¢ o grau do polinomio, sendo neste trabalho utilizado g, = 1, no qual
tem-se p(x)" = [1, p, 2] e, portanto, n,, = 3.
Os vetores a e b sao definidos por:

a=[as, Qs -, asn]T, (2.7)

b = [b1, by, ..., bn,]", (2.8)

onde os coeficientes as, e b; sao calculados forcando que a interpolagao passe pelos
n nés do dominio de suporte, ou que a Equacao (2.3) seja satisfeita nestes n nos.

Para cada no6 de suporte k tem-se:
up =Y Re(xi)as,+ Y pi(xi)b; = R (xp)a+p” (xp)b, k=12, n (29)
i=1 j=1

onde uy, é o valor da fungao no né k. A Equagao (2.9) escrita na forma matricial

torna-se:
u=Rpa+P,Db, (2.10)

onde u é definido da mesma forma apresentada na Equagao (2.1) e Rg ¢ a matriz
de momentos de RBFs. Esta matriz possui dimensao n X n e é definida por:

X (%)
R

Xs, R, (x5,
S1 Xs R82 X52 Rsn Xs
oo |F) Rl < R
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Ja P, é a matriz de momentos de polinomios, possui dimensao n X n,, e é descrita

por: i )
P(Xs) P2(Xsy) o Pon(Xs)

P, = pl(%”) p2(§32) pnm(.XSZ) . (2.12)
| P1 (Xs,) P2(Xs,) * DPa, (Xsn)_

Os termos da base polinomial devem satisfazer, para garantir uma apro-

ximagao tnica para a fungao, a seguinte condigao extra [Liu, 2009]:
D pixa)as, =0, j=12- n,, (2.13)
i=1
ou na forma matricial:
Pla=0. (2.14)

Combinando as Equagoes 2.10 e 2.14, obtem-se o sistema

RQ Pm a u
= : (2.15)
P” 0| |b 0
ou _
a u
G = : (2.16)
b 0

Como Ry é simétrica, a matriz G também ¢é simétrica. Se G for inversivel, entao

uma solucao tnica para os vetores de coeficientes a e b é obtida como

=Gt b 2.17
ol o (2.17)

Em vez de tentar resolver o sistema desta maneira, [Liu, 2009] sugere um
procedimento mais eficiente, o qual é possivel devido a inversibilidade da matriz
R. Este procedimento parte da Equacao (2.10) para escrever o vetor a como:

a=Rgy'u—Ry'P,b, (2.18)
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e substituindo a Equacao (2.18) na Equacao (2.14), tem-se que
b = Syu, (2.19)

onde

S, = [P, R,'P,] 'PIR,". (2.20)

Substituindo a Equagao (2.19) em (2.18), obtém-se:
a=S,u, (2.21)

onde
S. =Ry'[1 —P.Sy] = Ry — R,'Py.Se. (2.22)

Finalmente, a Equagao (2.3) é escrita como:
u'(x) = ®(x)u = [R7(x)S, + p’ (x)Sy]u. (2.23)
Logo, as fungoes de forma sao dadas por:
P(x) = R'(x)S. + P (x)S = [p1(x), ¢2(x), -+, ga(x)]: (2.24)

As derivadas das fungoes de forma em relagao a p e a z sao obtidas da Equagao

(2.24) derivando R” e p” em relacio a estas varidveis, o que resulta, respectiva-

mente, em:

A derivada de primeira ordem da func¢ao de forma em uma direcao n, definida
por um vetor unitario 7 com componentes n, e n,, pode ser obtida com a seguinte

expressao:

2] plo] en L], e
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2.4 Funcao Teste, Formato do Dominio de Teste

e a Construcao da Forma Fraca Local

O MLPG usa formulagao Petrov-Galerkin e sua integracao é realizada em
dominios locais pequenos em torno dos nés de €2 e de I', os quais sao denominados
de quadratura ou de teste. A utilizacao desta formulacao nao impéem ao método
restrigoes para escolha da funcao de forma, sendo usado neste trabalho a funcgao
de forma RPIMp.

A formulacao Petrov-Garlerkin é obtida da PDE, forma forte, que governa o
problema sob anélise. Esta equacao é convertida em uma forma fraca, usando o
método dos residuos ponderados. Este procedimento é aqui demonstrado utili-
zando a equacao de Helmhotz em seu formato genérico, para os problemas eletro-
dinamicos e com simetria axial investigados nos Capitulos 3 e 4, as formas fortes
e a obtencao das formas fracas sao apresentadas nas Secgoes 3.1 e 4.2, respectiva-

mente. A equagao de Helmholtz é definida por:
Vu(x) — k*u(x) = f(x), x € () (2.28)
onde u é o potencial a ser determinado, f(x) é a funcao fonte e o dominio §2

¢ cercado pelos contornos com condicao de Dirichlet, I'y, ou de Neumann, Iy,
sendo expressos por:

u=g, em I, (2.29)
ou
o V(u) = h, em I (2.30)

onde g e h sao o potencial e a derivada normal do potencial prescritos, respectiva-
mente, nos contornos I'y e I'y, e n é vetor que aponta na direcao normal externa
ao contorno I'.

A forma fraca é obtida multiplicando a Equacao (2.28) por uma fungao de
teste ¢ e integrando em 2 (método dos residuos ponderados), resultando em

[ 197060 = Kt = 760] )2 = 0. 231)

Nesta equagao o potencial u, tal como na Equacao (2.28), é derivado duas vezes.

Esta formulacdo impoe que u possua continuidade C!, o que pode ser alterado
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bastando utilizar a identidade vetorial
(V2u)ip = [V - (Va)l = V - (V) — V- Vi, (2:32)

e, em seguida, o teorema da divergéncia, resultando na formulacao,
Ju 9
—dl' — | Vu-VodQ — | k*updQ — | fd) = 0. (2.33)
r on Q Q Q

Esta formulacio impoe a mesma condigao de continuidade (CY) para u e 1, e
por isso é definida em [Atluri and Zhu, 1998] como forma fraca simétrica. A
Equacao (2.33) difere da apresentada em [Atluri and Zhu, 1998], que possui mais
um termo (termo de penalidade) que é adicionado para imposicao da condig¢ao
de contorno de Dirichlet. Isto se deve a adocao da funcao de forma MLS que
nao atende ao Delta de Kronecker. Logo, fez-se necessario a utilizagao de um
método adicional para a imposi¢ao desta condi¢ao de contorno, sendo sugerido em
[Atluri and Zhu, 1998] o método da penalidade. No MLPG proposto, a imposi¢ao
desta condigao de contorno ¢é feita de modo direto, pois é utilizada a funcao de
forma RPIMp que atende ao Delta de Kronecker, o que simplifica o procedimento
e a formulacao, nao sendo necessario o temo de penalidade.

Em [Atluri and Zhu, 1998], sugere-se algumas fungoes de teste 1; para o
MLPG, as quais possuem formato compacto, sendo diferentes de zero apenas
nas proximidades dos nés j e estabelecendo o dominio de teste do né j (7). Ao
substituir ¢» da Equacao (2.33) por v; em (2.33) obtém-se

/A S—ZWZF — [ Vu-Vy;dQ —/‘kQijdQ — [ fudQ=0. (2.34)
I (9] QJ Qi

Esta equacao ¢ valida apenas em )’ e em seu contorno I'V. Portanto, a integracao
desta a forma fraca é realizada em um dominio local, sendo independente de um
no para o outro. Além disso, esses dominios podem assumir qualquer forma, mas,
normalmente em 2D, utilizam-se circulos e quadrados por serem mais simples. A
Unica exigéncia imposta aos dominios de teste é que a uniao de todos eles deve
cobrir inteiramente o dominio €2.

As fungoes de teste apresentadas em [Atluri and Zhu, 1998] definem as va-
riagoes do MLPG, as quais sao apresentadas abaixo:

e MLPGI, a funcao de teste é a fungao peso usada para construir as funcoes
de forma MLS;

e MLPG2, a funcao de teste ¢ a funcao Delta de Dirac, resultando em um
método de colocacao;
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e MLPGS3, a funcao de teste é o residuo da equagao diferencial da forma forte,

resultando em um problema de minimos quadrados;

e MLPG4, a funcao de teste é a solucao fundamental modificada da equacao
diferencial;

e MLPGH, a funcao de teste é a funcao de Heaviside;
e MLPG6, A fungao de teste é idéntica a funcao de forma;

O MLPG2, por utilizar a funcao de teste delta de Dirac, torna-se apenas mais
uma variagao de métodos de colocagao, nao envolvendo integragoes para a cons-
trucao do sistema linear. Ja o MLPG4 possui uma forma fraca local que nao
possui integracoes de dominio (em ©7), mas apenas em I'V. Todavia, devido ao
uso de solugoes fundamentais modificadas, envolvem integrais com singularidades.
Os Métodos MLPG1, MLPG3 e MLPG6 possuem integragoes de dominio, o que
¢ dificil em métodos sem malha devido & elevada complexidade dos integrandos®.
Isto ocorre principalmente para os métodos MLPG3 e MLPG6. O MLPGH5 é o
método escolhido para este trabalho, pois dependendo da forma forte, apresenta
forma fraca sem integracoes de dominio ou possuem estas com baixa complexi-
dade. Este método também nao possui integrais com singularidades e apresenta
elevadas taxas de convergeéncia, como apresentadas em [Atluri and Zhu, 1998] ou
verificadas na andlises apresentas na Segao 3.3. A funcao de teste utilizada no
MLPGS5, a funcao de Heaviside, é definida por

1 se xe& @V,
i(x) = | (289
0 se x¢ W,

que, substituida na equagao (2.34), resulta em

/ | qu%dI‘ _ / udQ — [ by fd =0, (2.36)
T QI QJ

a qual possui um termo a menos que a Equagao 2.34, pois tem-se Vi; = 0,
anulando uma integral de dominio. A Equacdo (2.36) é valida para a regido
préxima ao né j onde ¢; = 1.

Os dominios de teste, neste trabalho, nao apresentam formato fixo, sendo utili-
zadas informacoes da malha para estabelecé-lo, o que garante que todas as regioes
de Q serao cobertas, o que nao ocorre, por exemplo, em [Nicomedes et al., 2011],
onde pequenas regioes do dominio €2 proximas a ' nao sao cobertas. Os dominios

Sintegrandos que possuem derivadas do potencial a ser determinado w.
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de teste (¥ propostos sao formados pela unidao de células que possuem o né j
como um de seus vértices. A Fig. 2.8 mostra trés dominios de teste (', Ve
OF) e seus contornos (I'", TV e I'*) para nés localizados em diferentes posigoes do
dominio (i, j e k).

Figura 2.8: Dominios de teste dos nos i, j e k, sequndo MLPG proposto.

2.5 Consideracoes Finais Deste Capitulo

Neste capitulo foi apresentado todo o formalismo dos métodos sem malha ne-
cessario as analises efetuadas nos Capitulos 3 e 4. Especificamente, foi realizada
uma pequena introducao aos métodos sem malha onde foram apresentadas algu-
mas propriedades de suas fungoes de forma e justificada a escolha da RPIMp. Na
sequéncia, foram apresentadas todas as formulagoes necessarias a construcao de
uma aproximagao RPIMp. Finalizando o capitulo, foram apresentas as variagoes
do MLPG e justificada a escolha da opcao 5, MLPG5. No préximo capitulo sao
apresentadas analises com o MLPG proposto em problemas com simetria axial
que nao possuem variacao do campo eletromagnético com a coordenada ¢.



Capitulo 3

Analise de Problemas
Eletromagnéticos Axialmente
Simétricos com Campos

Invariantes em ¢

Os estudos propostos neste capitulo visam a utilizacao da técnica MLPG em
problemas eletromagnéticos com simetria axial e com campos eletromagnéticos
invariantes na direcao ¢. As andlises propostas permitem que problemas origi-
nalmente definidos em trés dimensoes possam ser estudados em duas dimensoes,
especificamente no semiplano p — z.

Assim, neste capitulo, sao apresentadas duas analises. A primeira delas refere-
se a analise de uma cavidade com simetria axial, onde se determina as frequéncias
de ressonancia da mesma. FEste estudo possibilitou avaliar a convergéncia do
método proposto usando duas malhas diferentes, uma regular e outra preenchida
parcialmente por elementos distorcidos. Este resultado de convergéncia é compa-
rado ao resultado de convergéncia obtido com o FEM.

A comparacao entre o MLPG proposto e o FEM usando uma malha de qua-
lidade inferior de 2D, com elementos distorcidos, objetiva demonstrar a menor
sensibilidade do método proposto a qualidade da malha. Todavia é importante
ressaltar malhas de qualidade inferior sao comuns em 3D, onde as construgoes
destas malhas de forma automatica, sem supervisao, ainda sao objeto de estudo.
Logo os resultados das andlises em 2D apresentadas neste trabalho objetivam evi-
denciar que os resultados menos sensiveis as malhas de qualidade inferior também

sao esperados para as andlises em 3D.

23
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Na outra andlise, um monopolo vertical sobre um plano PEC é estudado,
sendo determinadas sua distribuicao superficial de corrente e sua impedancia de
entrada em funcao de seu tamanho elétrico!. Em seguida, uma nova geometria
deste monopolo com a presenca de uma camada dielétrica sobre o plano PEC é
analisada. Para esta nova geometria também sao determinadas a impedancia de
entrada e a corrente superficial da antena. Esta nova versao da antena possui
uma camada dielétrica sobre o plano PEC e que encobre metade da antena.
Para esta andlise, adiciona-se ao método proposto um critério de visibilidade, que
possibilita o tratamento da interface. Este critério da visibilidade foi apresentado
em [Lima et al., 2012].

Este capitulo é iniciado com uma secao referente as equacgoes que ditam o
comportamento dos campos eletromagnéticos, as quais sao obtidas manipulando-
se as equacoes de Maxwell. Estas equagoes sao apresentadas na forma forte e na
forma fraca. Na sequéncia é apresentada a forma fraca local, que é empregada
nas analises usando MLPG. O capitulo é finalizado com a exposicao e solucao

dos problemas eletromagnéticos propostos.

3.1 Equacoes: Forma Forte e Forma Fraca Glo-
bais

Uma regiao no espago pode ser caracterizada pela permeabilidade relativa e
permissividade relativa?, respectivamente u, e €. Esta regido, quando ilumi-
nada por uma onda eletromagnética, tem o comportamento dos campos elétrico
e magnético descrito pelas equagoes de Maxwell, as quais podem ser expressas no
dominio da frequéncia® por:

V x E = —jwpopH, (3.1)
V x H = J + jwee, E, (3.2)
V- (e E) = pe, (3:3)
V - (popr H) = 0, (3.4)

Ldimenséo relativa ao comprimento de onda.

2as permissividades relativas presentes nos problemas analisados neste trabalho sao reais, to-
davia problemas com permissividade complexas (utilizadas para representar meios com perdas)
podem ser analisados com formalismo proposto.

3no qual os campos sdo harménicos no tempo com variacio e’“*.
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sendo w a frequéncia angular em rad/s; EeH representam os fasores dos cam-
pos elétrico [Volts/m] e magnético [Amperes/m]|, respectivamente; €y e iy sao,
respectivamente, a permissividade e a permeabilidade do vacuo; J é a densidade
volumétrica de corrente elétrica [Amperes/m?| e p. é a densidade volumétrica de
carga elétrica [C/m?].

Neste estudo, os problemas analisados possuem densidade de cargas nulas
(pe = 0) e a densidade de corrente J esté presente para propiciar a andlise de
problemas que contenham fontes, tal como nos estudos dos monopolos sobre um
plano PEC, Se¢oes 3.4 e 3.5. As equagbes (3.1) e (3.2) sdo combinadas e resultam
na forma vetorial da equagao de Helmholtz,

]_ — — ]_ —
V X (—V X H) — K*p,H =V x (—J) , (3.5)
€r €r
]_ — — —
V x (—V X E) — ke, E = —jwuo, (3.6)
Lo

em que k = w,/lp€-

Faz-se necessario ressaltar que alguns problemas axialmente simétricos, como
a andlise de um monopolo alimentado por uma fonte axissimétrica® e o estudo
de cavidades axissimétricas, podem ser realizados em duas dimensoes. Isto per-
mite proceder a analise na forma escalar, a qual é feita em funcao das com-
ponentes ¢ dos campos [Peterson et al., 1997]. As expressoes escalares corres-
pondentes as equagoes vetoriais de Helmholtz podem ser obtidas admitindo que
as componentes ¢ dos campos possuem apenas variagoes nas diregoes p e z
(i.e. H = Hy(p, z)qAS com Ey(p,z) = 0 e 0Hy/0p = 0 para solugdes TM e
E = E4(p, z)¢ com Hy(p,z) =0 e dE;/d¢ = 0 para solucdes transversal elétrica
(TE) [Peterson et al., 1997]). Aplicando estas consideragoes nas Equagoes (3.6)
e (3.5), obtém-se:

O | 1 9(pHy)| 0 [ 1 0(pHy)| | 2

o - Hy = .
dp [pq dp + 0z | pe, 0z R Hy = 1, (37)
O | 1 0(pEs)| 0 | 1 9(pEy) 2

dp [pur dp E Py 0% theR =1 (3:8)

as quais sao definidas como as formas fortes para as solucoes TE e TM, respecti-

vamente. f é o termo fonte, o escalar originado pelos lados direitos das Equacoes

“fonte que gera campos eletromagnéticos invariantes em ¢.



3.1. EQUACOES: FORMA FORTE E FORMA FRACA GLOBAIS 26

(3.6) e (3.5), definido por:

— {V X (if)} 'qg, modo TM,

€

jwluo‘](ﬁ(pv Z), modo TE,

em que o produto escalar, presente no caso TM, retém a componente ¢ da den-
sidade de corrente .J.

Ja a forma fraca pode ser construida usando método dos residuos pondera-
dos, multiplicando-se uma funcao de teste® 1(p, z) pela equagao diferencial em
sua forma forte e, em sequéncia, procede-se a integracao do resultado desta mul-
tiplicacao no dominio 2. De maneira mais detalhada, nos problemas analisados
neste capitulo, o dominio €2 ¢é definido pela drea limitada pela curva geratriz do
corpo de revolugdo em um semiplano p — z (problema da cavidade coaxial, ilus-
tradas nas Figuras 3.1 (a) e (b), que apresentam, respectivamente, a perspectiva
3D e o dominio 2D usado nas anélises numéricas) ou pela drea externa a curva
geratriz limitada pelo contorno absorvente em um semiplano p — z (problema do
monopolo), sendo o infinitésimo desta area definido por dQ2 = dpdz. A Figura
3.1 também apresenta as dimensoes da cavidade coaxial: o comprimento [, o raio

interno r, e o raio externo ry.

* 5 Eixo de Curva
Simetria Geratriz
:‘/ /
€ Hr
ldQ = dzdp !
| Q
—_ o - — —_—
Ta P
S
| r
(b)

Figura 3.1: Cavidade coazial: (a) perspectiva 3D; (b) geometria de revolugao e
dominio 2D usado nas andlises numéricas.

5nos problemas analisados neste capitulo esta funcdo apresenta apenas variacoes em p e z.
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Aplicando o método dos residuos ponderados na Eq. (3.7), obtém-se:

A B e it

Ey (qus)w}m ~ [[vraa. 9

+

a qual, admitindo f = 0 (meio sem fontes), pode ser encontrada em
[Peterson et al., 1997]. O primeiro termo desta equagao pode ser expandido em:

o { 1 5‘(pH¢)] p=2 { Y a(pH¢)] _%a(quﬁ)a_@z) (3.10)

dp Lper  Op dp Lper  Op dp Op

Procedendo-se de modo semelhante com o segundo termo, pode-se reescrever a
Eq. (3.9) como:

L3 [ 25
L Lo

+k2// (o H ) d) = // WS, (3.11)

Esta equacao pode ser reescrita em um formato mais compacto usando-se o teo-

rema de Green e identidades vetoriais, o que resulta na forma fraca para a solugao
TM:

F% = V(pH,) - Vibd)

= //Q ’urpw(pH(;,)dQ://Q@bfdQ, (3.12)

em que [" é o contorno global, formado pela uniao da curva geratriz com o contorno

dI‘

do eixo de simetria e, no problema do monopolo, com o contorno absorvente.

A forma fraca para a solucao TE pode ser obtida aplicando o mesmo procedi-
mento usado na construcao da forma fraca da solucao TM, ou de modo alterna-
tivo, aplicando o teorema da dualidade [Harrington, 1961] na Eq. (3.12). Ambos
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os procedimentos conduzem a formulacao abaixo:

(pEy)
;ﬁ gn¢ dr — V(pE,) - VipdQ)

= //Q €;¢(pE¢)dQ:/Q¢fdQ. (3.13)

As equagoes (3.12) e (3.13) podem ser escritas em uma tnica expressao, dada

por:
YO0 // Vu Wd9+k2// 1Y ey — // YFdQ,  (3.14)
r pp On
onde:
€-, modo TM i, modo TM pHy, modo TM
p= ) q = e u= .
W, modo TE €., modo TE pEy, modo TE

3.2 Forma Fraca Local e o Sistemas de Equacoes

A forma fraca local é obtida substituindo ¢ na Equagao (3.14) por v;, definido
na Equacgio (2.35), que possui valor unitdrio no interior de Q' (dominio de teste
do né 7) e no seu contorno I'*. Esta substitui¢ao resulta na seguinte formulagao

——dF+k2// Wit e, — / bifdQ, ¥ (3.15)
ri pp On i Qi

local:

a qual é valida para a regiao préxima ao né i onde 1; # 0. I'* contém o contorno
interno I' ao dominio Q e também pode conter contornos globais com condicao
de Dirichlet (I'}) ou Neumann (I'}). Esta forma local possui apenas dois termos,
diferentemente da Equacao (3.14) que apresenta 3 termos. Isto ocorre devido a
nulidade do segundo termo de (3.14), pois tem-se para este termo V; = 0.

A solucao numérica para a andlise de problemas eletromagnéticos axis-
simétricos invariantes na diregao ¢ é obtida transformando-se a Equagao (3.15)
em um sistema de equacoes lineares com n; equacoes, o qual é construido com a
aproximacao da varidvel de campo u por u" que é definida pela Equacao (2.3).

Esta aproximacao, que usa fungoes RPIMp, resulta no sistema de equacoes
[T-FV]|U=W, (3.16)

onde
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[ tll t12 C.e tlnt | [ V11 V12 ce Ulm |
T _ tgl t22 ce tgm ’ V _ V21 V29 Ce ’Ugm
i tm1 tm2 oo tam | | Uml Um2 oo Ungng |
- " - - " -
U= 2 e W = 2 ,
L Un . L Wn, .

em que U é o vetor que agrupa todos parametros nodais do dominio 2. J& os
elementos de T, V e W sao descritos, respectivamente por:

po— [ Y% (3.17)

ri Pp On

= [ S 515

em que 1); = 1 internamente ao dominio ¢ e no contorno I'* do mesmo, sendo
1; = 0 para as demais regioes de €.

A condigao de contorno de Neumann em I' é imposta assumindo du/dn = h
e, consequentemente, possibilitando a determinacao de um valor para a integral
de contorno, ou seja, para o elemento ¢;;. Por exemplo, no caso da condigao de
Neumann homogénea, o valor do elemento ¢;; é nulo. A condi¢ao de contorno
de Dirichlet é imposta de modo simples e direto, devido a propriedade do delta
de Kronecker da funcao RPIMp. Esta condicao, em que u = g, é imposta es-
tabelecendo o valor g diretamente para os nés ¢ do contorno I’;. No sistema de
equagoes (3.16), os elementos ¢;; assumem os valores unitarios quando i = j e os
valores nulos para os demais casos, ¢ # j. Os elementos v;; assumem valor nulo
para todos os valores de 7 e j. J& o elemento w; assume o valor g.

Esta formulacao local mostra-se versatil, pois pode ser empregada em analises



3.3. DESEMPENHO DO MLPG PROPOSTO NO ESTUDO DE UMA CAVIDADE
AXIALMENTE SIMETRICA 30

de meios com diferentes camadas de permissividades ou permeabilidades. Neste
caso € necessario lidar com descontinuidades presentes no meio, o que é realizado
usando procedimentos apresentados em [Lima et al., 2012]. Além disso faz-se ne-
cessdrio a adigao de um novo contorno I'y ao conjunto I'* da forma fraca (3.15), o
qual representa uma interface. Esta abordagem ¢é aplicada na andlise de um mo-
nopolo sobre um plano PEC e parcialmente coberto com uma camada dielétrica,
apresentada na Secao 3.5.

Nas préximas secoes, serao apresentadas as analises da cavidade axissimétrica
e do monopolo sobre um plano PEC, as quais se realizam utilizando o sistema de

equagoes (3.16).

3.3 Desempenho do MLPG Proposto no Estudo

de uma Cavidade Axialmente Simétrica

Nesta segao, os procedimentos propostos para o MLPG (Capitulo 2) sao apli-
cados na andlise de uma cavidade com simetria axial, em que seus autovalores
(frequéncias de ressonancia) sao determinados. No sistema de equagoes (3.16),
busca-se o valor de k£ admitindo f = 0 (w; = 0 para todos os valores de ), por se
tratar de um problema sem fontes. Os resultados numéricos obtidos possibilitam
avaliar a convergencia e o tempo de processamento do método proposto.

O MLPG proposto utiliza informagoes da malha em seu procedimento, logo
o método tornou-se dependente de uma malha. Todavia este método apresenta
algumas vantagens. Em relacao ao FEM, ele mostrou-se menos sensivel as ma-
lhas de méa qualidade, as quais sao compostas por elementos com angulos in-
ternos préximos a 180°. Quando comparado com o MLPG original, o método
proposto requer menor tempo de processamento, pois nao usa estruturas de
busca e também possibilita a utilizacao de algumas estratégias adicionais que
minimizam ainda mais este tempo, as quais sao detalhadas no Capitulo A. Em
[Soares Jr, 2013] é descrito que o uso de esquemas T, presente no MLPG proposto,
conduzem a resultados mais estaveis. Objetivando demonstrar a maior robustez
do método proposto as malhas de qualidade inferior, avaliou-se o seu desempenho
usando duas diferentes malhas: a primeira (malha-A) composta apenas por ele-
mentos de boa qualidade (vide Figura 3.2 (a)) e a segunda (malha-B) composta
parcialmente por elementos de ma qualidade, obtidos a partir de compressoes ho-
rizontais de elementos de boa qualidade (vide Figura 3.2 (b)). Estas malhas tém
seus procedimentos de construcao apresentados no Capitulo B. Os resultados sao

comparados com os do FEM. Esta andlise foi publicada em [Soares et al., 2013].
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0.6/ 106/
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0.4/ 1 04f
0.2} 102}
0 : : : : 0 : : : :
1 1.2 1.4 p 1.6 1.8 2 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
(a) (b) P

Figura 3.2: Malhas de boa qualidade e de qualidade inferio: (a) malha-A somete com
elementos de boa qualidade, 41 nds (b) malha-B construida parcialmente com elementos
de qualidade inferior, 122 nds.

3.3.1 Resultados

Uma cavidade coaxial com raio interno r, = 1m, raio externo r, = 2m, altura
[ = 1m, com vacuo em seu interior (¢, = 1 e pu, = 1) é analisada. Esta cavidade é
admitida ser constituida por PEC. Logo, tem-se, para os contornos de sua curva
geratriz no modo TM, a condigao de Neumann homogénea (Ju/0n = 0), sendo os
elementos ¢;; do sistema de equagoes (3.16) nulos neste contorno. Estes contornos
sao denominados I',.

O procedimento para o MLPG proposto inicia-se preenchendo todas as linhas
das matrizes matrizes T e V do sistema de equagdes (3.16). Os valores da cons-
tante de onda k sdao determinados calculando os autovalores deste sistema. E
preciso enfatizar que a formulacao fraca desenvolvida neste capitulo (Eq. (3.14))
nao possibilita a obtencao de todos os autovalores presentes na solugao analitica
[Harrington, 1961], pois foi assumido que os campos nao apresentam variagoes
com a coordenada ¢. Os autovalores avaliados sao os cinco menores valores de k
com campos nao variantes em ¢, sendo estes apresentados na Tabela 3.1 e com
o modulo da distribuicao de campo pH¢ apresentados na Figura 3.3. Os resul-
tados numéricos (solugoes do MLPG proposto e do FEM) para os valores de k
sao apresentados na Tabela 3.1, onde estas solugoes sao comparadas as solugoes

analiticas, sendo o erro relativo calculado por:

N Exat
_ |k,yurn _ k,yxa a|

E.R.

- 100% (3.20)

Exact
ky

em que k‘g“m e k’gxata sao as solugoes numérica e exata do autovalor y, sendo

ky = wy/lo€o € wy ¢ a frequéncia de ressonancia do modo y da cavidade.
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Figura 3.3: Distribuicoes de campos (pHgy - em Amperes) dos modos analisados da
cavidade Coazxial. Os cinco primeiros modos sao: (a)ki ou T Moy (b)ka ou T Mo11
(c)ks ou T Moo (d)ky ou T'Mysy e (e)ks ou T Myia.

Na Tabela 3.1, os resultados numéricos foram obtidos usando a malha-A apre-
sentada na Figura 3.2 (a), a qual possui 41 nds. Pode ser observado nesta tabela
que o MLPG possui um menor erro relativo para 3 dos 5 primeiros autovalo-
res da cavidade, sendo o erro relativo menor para os autovalores ko, k3 € k5. O
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desempenho do MLPG também mostra-se superior ao do FEM na Figura 3.4,
que apresenta o erro relativo para o segundo autovalor da cavidade coaxial ko
considerando os dois tipos de malhas e variagoes da quantidade de nés em cada

uma.

Tabela 3.1: Numero de onda ressonante k(rad/m) de uma cavidade coazial e sua
correspondente notacao T Mypg sequndo [Harrington, 1961]. Solugoes numéricas do
MLPG e do FEM usando a Malha-A.

Solucoes | Analitica MLPG FEM
y \ Médulo k, k, \ E.R. (%) k, \ E.R. (%)
1| TMyy | 3,1230309 | 3,0925699 | 0,9754 | 3,1526466 | 0,9483
2 | TMy; | 3,1415927 | 3,1104935 | 0,9899 | 3,2191548 | 2,4689
3| TMyo | 4,4297773 | 4,3433649 | 1,9507 | 4,5362372 | 2,4033
4| TMysy | 6,2734357 | 5,8894389 | 6,1210 | 6,5047965 | 3,6879
51 TMyo |6,2831853 | 6,0412301 | 3,8508 | 6,9074120 | 9,9349
10' ¢
O,
a, O

10’ 3

S

&

m10 ¢

5

=

= o2l FEM, malha A

& | —=— MLPG, malha A

€ | o FEM, malhaB

107l ——  MLPG, malha B

]0_4 . N | . L . L . |

10" 10° 10° 10" 10°

Numero de Nés

Figura 3.4: Erros relativos do MLPG e FEM em fun¢do do mimero de nés para o
autovalor ko usando malhas dos tipos A e B.

A Figura 3.4 também apresenta o parametro ¢; que define a diferenca lo-
garitmica de nivel entre os erros do FEM e do MLPG para cada ponto j da
curva. A média desta diferenga d,, é determinada usando todos os §; de um
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mesmo tipo de malha, de modo mais especifico, pode ser determinada por:

Npontos
1

Oav = Z lOg(ER?\/[LPG) —log(ER}5) (3.21)

n
pontos j=1

onde ER},, pe € ER}y,, sio os erros relativos do MLPG e do FEM para cada
ponto j das curvas com a malha de boa qualidade ou com a malha com elementos
de qualidade inferior. n,nt0s € 0 nimero total de pontos de cada tipo de curva.
Este parametro assume um valor positivo quando a curva do MLPG estiver abaixo
da curva do FEM, indicando uma maior precisao do MLPG quando comparado
ao FEM. O valor negativo deste parametro indicarda a maior precisao do FEM
quando comparada ao MLPG. Na Figura 3.4, os valores de d,, sao 0,6062 e 1,2118
para malhas A e B, respectivamente. Estes resultados mostram que o d,, aumenta
da malha A para a B, evidenciando a menor sensibilidade do MLPG a distorgao
da malha.

A Tabela 3.2 mostra os valores de d,, obtidos com o MLPG e o FEM para
as malhas A e B, 04,-A e d,,-B, respectivamente. Nesta tabela sao apresentados
resultados para os cinco primeiros modos da cavidade. O parametro d,,-A, in-
dica que as curvas de erro do MLPG sao mais precisas que as curvas do FEM
para os modos ks, ky, e ks (estas curvas do MLPG estao abaixo das curvas do
FEM os valores médios de 0,6062, 0,0789 e 0,5741, respectivamente). O FEM
obteve os resultados mais precisos para os modos k; e k4, que possuem curvas
abaixo das curvas obtidas com o MLPG os valores médios de 0,1571 e 0,1937,
respectivamente. Pode ser observado que o MLPG foi expressivamente superior
ao FEM para os modos ky e k5, 0os quais possuem variacoes de distribuicao de
campo apenas com a coordenada z (Vide Figuras 3.3 (b) e (e)). Para a malha B,
o MLPG apresentou apenas um resultado menos preciso, o qual foi encontrado
para o modo k4 que possui um pequeno d4,-B, aproximadamente -0,2827. Ja para
os demais para demais modos (k, ko, k3, € k5), 0 MLPG mostrou-se mais preciso,
sendo encontrados grandes valores de §,,-B (0,4663, 1,2118, 0,4389, e 1,3432, res-
pectivamente) o que evidencia a maior precisdao deste método quando comparado
ao FEM para estes modos. Pode ser observado também que os maiores valores de
dqv-B ocorrem para os modos ks e k;, 0os mesmos modos que o MLPG apresentou

desempenho superior ao FEM para a malha A.

Tabela 3.2: Diferenca média de niveis em escala logaritmica.

Modos k’l kQ ]{?3 /{34 k?5
dao-A | -0,1571 | 0,6062 | 0,0789 | -0,1937 | 0,5741
dar-B | 0,4663 | 1,2118 | 0,4389 | -0,2827 | 1,3432
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A taxa de convergeéncia para ambos os métodos, para cada modo da cavidade,
é calculada pela razao, em escala logaritmica, entre o erro relativo e o maximo
espacamento entre nos de cada malha. A Tabela 3.3 apresentam as taxas de con-
vergéncia para os cinco primeiros autovalores da cavidade, determinados usando o
FEM para a malha A e B (FEM-A e FEM-B) e para o MLPG usando as mesmas
malhas (MLPG-A e MLPG-B). Usando a malha A, o MLPG obteve melhores ta-
xas de convergéncia para os modos ks, k3 e ks, e o FEM teve melhores resultados
para ki e k4. As taxas de convergéncias foram similares, evidenciando que o FEM
e 0 MLPG possuem desempenhos similares para a malha regular A. Entretanto,
considerando a malha de qualidade inferior B, o MLPG obteve melhor taxas de
convergéncia que o FEM para os modos ki, ks, k3 e k5, enquanto o FEM teve
um desempenho ligeiramente superior para o modo ks, o que mostra o melhor
desempenho do MLPG nesta malha.

Tabela 3.3: Tazxas de Convergéncia do MLPG e do FEM.

Modos ky ko ks ka ks
FEM-A | 2,0928 | 1,9327 | 1,9809 | 2,0924 | 1,9347
MLPG-A | 1,9477 | 2,2015 | 1,9848 | 2,054 | 2,0869
FEM-B | 2,1059 | 1,2595 | 1,7622 | 2,0835 | 1,1982
MLPG-B | 2,4599 | 1,3876 | 1,8058 | 2,0339 | 1,5765

O tempo computacional do MLPG para resolver o problema ¢é sempre maior
que o FEM para a mesma malha, como é mostrado na Tabela 3.4. Entretanto
uma comparacao justa entre os dois métodos pode ser feita analisando o erro
relativo em funcao do tempo computacional, a qual é apresentada na Figura
3.5 para o segundo modo (k;) usando malhas A e B. Estes resultados foram
obtidos utilizando um computador pessoal (Intel Core i7, com quatro nucleos e
processador de 2GHz). Esta figura evidencia o desempenho semelhante de ambos
os métodos para a malha A e o desempenho superior do MLPG para a malha B,
que possui curva de erro relativo abaixo da curva do FEM com valor médio de
0,8329.

Na Figura 3.5, um novo parametro é definido (A;) para apresentar os re-
sultados dos outros quatro modos (ki, k3, k4 e ks) na perspectiva do tempo
computacional e também para propiciar uma avaliagao geral para os 5 modos
avaliados nesta mesma perspectiva. Este parametro mostra a diferenca de niveis
em escala logaritmica entre MLPG-B; e um ponto na curva FEM-B, o qual foi
obtido por uma interpolacao linear. Os parametros A; sao usados para determi-
nar as diferencas de nivel média em escala logaritmica A,,-A e A,,-B, as quais
sao apresentadas na Tabela 3.5 para os modos k; — k5. Para a malha A, o FEM
apresentou melhores resultados para os modos kq, k3 e k4, 0s quais estao abaixo
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Tabela 3.4: Tempo total para resolver o problema (sequndos) X nimero de nds.

Malhas A A1 A2 A3 A4 A5 A6
Nés 41 | 145 | 545 | 2113 | 8221 | 33025
Tempo FEM | 0,07 | 0,24 | 0,85 | 3,42 | 15,05 | 77,39
Tempo MLPG | 0,30 | 1,1 | 4,35 | 17,8 | 75,42 | 345,26

Malhas B B, B, Bs By Bs
Nés 122 | 451 | 1733 | 6793 | 26897
Tempo FEM | 0,18 | 0,68 | 2,57 | 11,31 | 56,12
Tempo MLPG | 0,90 | 3,57 | 14,60 | 60,57 | 269,88
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Tempo de computacional (segundos)

Figura 3.5: Erro relativo do MLPG e FEM wusando malhas A e B para o sequndo
modo da cavidade coaxial em relacdo ao tempo.

das curvas de erros do MLPG os valores médios sao de 0,7858, 0,5341, e 0,8321,
respectivamente. O MLPG e o FEM apresentaram resultados similares para os
modos ks e ks, sendo que as curvas do FEM continuaram abaixo das curvas do
MLPG os valores médios de 0,0341 e 0,039, respectivamente. Para a malha B, o
MLPG nao apresentou resultados melhores para os modos k; e k4. Para o terceiro
modo, k3, os resultados foram proximos e o MLPG apresentou melhores resulta-
dos para os modos ks e k5. Os resultados de A, evidenciaram que o desempenho
de ambos os métodos foram similares na perspectiva do tempo para malha B.
As analises acima mostram que o FEM nao apresentou resultados ruins de
convergéncia na malha B quando comparada a malha A para os modos k; e ky.
Isto pode ser observado na Tabela 3.3 que mostra resultados de convergéncia
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Tabela 3.5: Diferenca média de niveis em escala logaritmica em relacdo ao tempo.

Modos k1 ko ks k4 ks
Ag-A | -0,7858 | -0,0341 | -0,5341 | -0,8321 | -0,039
Ag-B | -0,3518 | 0,8329 | -0,1235 | -0,9407 | 0,9106

muito préximos, o modo k; apresentou a taxa de 2,0928 para a malha A e de
2,1059 para a malha B. Nesta tabela, também pode ser visto que o modo ky
apresentou taxas semelhantes: para a malha A foi de 2,0924 e para a malha B foi
de 2,0835. Isto ocorre devido a distorcao regular dos elementos, que no intervalo
[1,4, 1,6] da coordenada p foram todos comprimidos apenas horizontalmente (vide
Figura 3.2). Esta compressao regular nao impactou os resultados de convergéncia
dos modos k; e k4, que apresentam variagoes nas distribuicoes de seus campos
apenas com a coordenada p (vide Figuras 3.3 (b) e 3.3 (b)). J& os modos kq e k;
que apresentam variacoes nas distribuicoes de campos apenas com a coordenada
z tiveram seus resultados de convergeéncia fortemente impactados na malha B
quando comparados aos resultados obtidos com a malha A. Na Tabela 3.3 pode-
se observar que para o modo ky ouve uma queda brusca da taxa de convergéncia
de 1,9327 (malha A) para 1,2595 (malha B). Para o modo k; a queda na taxa
apresentada nesta tabela foi de 2,0924 (malha A) para 1,1982 (malha B). O modo
ks apresenta variagoes na sua distribuicao de campo com as coordenadas p e z,
por isto nao mostrou uma queda expressiva em sua taxa de convergéncia da malha
A para B (na Tabela 3.3, a taxa foi de 1,9809 para 1,7622).

Os resultados apresentados nesta segao objetivaram fazer comparagoes entre
os métodos FEM e MLPG proposto em malhas compostas por somente elementos
de qualidade (Malha A) e composta parcialmente por elementos distorcidos que
prejudicassem os desempenhos dos métodos numéricos (malha B). Todavia, o for-
mato regular da distorcao dos elementos apenas gerou resultados expressivamente
ruins usando o FEM para os modos que possuem variagoes de distribuicoes de
campo com a coordenada z (kg e k5). Logo, as comparagoes entre os dois métodos
sao realizadas apenas para estes dois modos. Para estes modos e usando a malha
B, o desempenho do MLPG proposto foi superior em todos os resultados. A taxa
de convergéncia obtida para a malha B e o modo ks foi de 1,2595 para o FEM e
de 1,3876 para o MLPG proposto. Para o modo ks, este resultado foi de 1,1982
para o FEM e de 1,5765 o MLPG proposto. A Tabela 3.2 mostra que, para a ma-
lha B, as curvas de convergéncia em funcao dos nés usando MLPG estao abaixo
das curvas usando o FEM a média logaritmica de 1,2118 para o modo ky e de
1,3432 para o modo k5. Ja a Tabela 3.5 mostra que a média logaritmica quando
ponderada em relacao ao tempo também apresentou bons valores para o MLPG

proposto, sendo que este apresentou menor tempo de processamento. As curvas
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do MLPG na Tabela 3.5 ficaram abaixo das curvas do FEM os valores de 0, 8329
para o modo kg e de 0,9106 para o modo ks.

Uma anadlise adicional é proposta trabalhos futuros no Capitulo 5, na qual
a malha possuiria elementos de ma qualidade obtidos de compressoes verticais
dos elementos de boa qualidade. Espera-se, com esta analise, obter desempenhos
ruins, usando o FEM, para os modos que apresentem variacoes com a coordenada

14 (k’l € k4)

3.4 Analise de um Monopolo Verticalmente Po-

sicionado sobre um Plano PEC

O monopolo vem sendo vastamente utilizado em aeronaves e em diversos sis-
temas de comunicagao [Shen and MacPhie, 2003] devido a sua estrutura sim-
ples e caracteristicas atrativas. Algumas aplicaces especificas desta antena
podem ser listadas: as antenas parcialmente cobertas por ambientes nao ho-
mogéneos, contendo dgua ou éleo [Shen and MacPhie, 1996]; e antenas envolvidas
por diferentes meios, como ocorre em monopolos encapados [Sumbar et al., 1991]
[Lockard and Butler, 2006].

Tendo isso em vista, sao citados aqui alguns trabalhos analisando monopo-
los, como por exemplo o apresentado em [Lockard and Butler, 2006], que avalia
o efeito das cavidades em monopolos usando equacgoes integrais e método dos
momentos. O método dos elementos finitos foi usado em [Sumbar et al., 1991]
e [Ali and Costache, 1994], fornecendo resultados precisos. Todavia, como ja
mencionado, o método exige a construcao de uma malha com vérias exigéncias
de qualidade. Em [Shen and MacPhie, 2003], [Shen and MacPhie, 1996] e
[Lockard and Butler, 2006], foram obtidos bons resultados utilizando técnicas de
expansao modal. Estas andlises foram implementadas adotando um plano condu-
tor elétrico perfeito (PEC) sobre a antena. Este plano PEC, que é utilizado para
limitar o espaco modelado, pode nao ter influenciado negativamente os resultados
numéricos dado caracteristicas especificas da antena analisada, a qual possui sua
maior radiacao na dire¢ao horizontal.

O estudo realizado mnesta secao analisa dois monopolos com di-
mensoes diferentes usando MLPG. Um destes monopolos foi avaliado por
[Sumbar et al., 1991] usando FEM. A outra configuragdo da antena foi anali-
sada por [Shen and MacPhie, 1996] usando expansao modal. Ambas antenas
possuem modelo tedrico apresentado em [King, 1971], todavia somente para as
versoes sem dielétricos destas antenas. Nessa direcao, o estudo proposto avalia

monopolos verticais sobre um plano PEC, determinando sua corrente superficial,
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além de avaliar o comportamento de sua impedancia em funcao do seu com-
primento elétrico. Algumas analises preliminares desta antena usando o MLPG
original (ndo dependente de malhas) foram publicadas em [Soares et al., 2012]
e [Soares et al., 2011c]. Todavia os resultados apresentados a seguir utilizam o
MLPG proposto (dependente de malhas), o que possibilitou resultados mais pre-
cisos, estaveis e com menor custo computacional em relagao ao MLPG original.

O monopolo analisado tem simetria axial e a excitacao é realizada pelo modo
TEM de um guia coaxial. Consequentemente, a solu¢ao nao depende da coorde-
nada ¢ e pode ser obtida através do sistema de equagdes (3.16). Todavia nesta
andlise a frequéncia de operacao do monopolo é conhecida, logo o valor de k
também. FKEsta andlise, diferentemente do problema da cavidade que é um pro-
blema de autovalor (no qual foram determinadas as frequéncias de ressonancia
da cavidade), visa determinar o campo u (sendo u = pHy, caso TM) e a partir
dele a impedancia de entrada e a corrente na superficie da antena.

Nas Figuras 3.6 (a) e 3.6 (b), apresentam-se, respectivamente, a perspectiva
3D e o dominio computacional do mencionado monopolo. A Figura 3.6 apre-
senta medidas que caracterizam o monopolo: a altura [ e o raio r,. A varidvel
rp representa o raio externo do cabo coaxial que o alimenta. Esta figura apre-
senta também o dominio computacional e os seus contornos: I'y, I'y, I'y e I'; que
representam, respectivamente, a superficie dos condutores, o eixo simetria, a ali-
mentacao e o arco que delimita o espaco do modelo, onde se impoe uma condicao
de contorno de radiagdo (RBC). Vale ressaltar que a RBC implementada é uma
Bayliss-Turkel de primeira ordem, a qual é imposta em uma circunferéncia com
raio 2 ou 3 vezes o valor da altura do monopolo. Esta condicao de radiacao é
descrita por [Peterson et al., 1997]:

ik

L (ptt,) + S 20T

p On

—0. (3.22)

O sistema de equacoes 3.16 é novamente usado. Todavia neste problema existe
uma fonte, diferentemente do problemas de autovalores da Secao 3.3. Esta fonte,
a alimentagao do monopolo, é implementada no guia coaxial em I'¢, impondo a

condi¢ao de Dirichlet nao homogénea dada por:
E .
pHy = —2e k=, (3.23)
U]

na qual Ey é a amplitude do campo elétrico imposto em I'y (a amplitude aqui
adotada é Ey =1 V/m) e n é a impedancia intrinseca do guia coaxial com vécuo
no seu interior (n = /o /€). Esta condi¢do é implementa no sistema de equagoes

(3.16) fazendo t;; = 1 quando 7 = j e nulo para demais condigoes(i # j); v;; = 0
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Figura 3.6: Monopolo sobre um plano PEC: (a) perspectiva 3D; (b) geometria de
revolucao e dominio 2D usado nas andlises numéricas.

para qualquer valor de i e j; e adotando os elementos w; = (Ey/n)e % para os
noés i do respectivo contorno. As demais condigoes presentes no monopolo sao:
Dirichlet homogénea para o eixo de simetria I'; (imposta adotando procedimento
similar ao imposto na condi¢ao nao homogénea, mas fazendo w; = 0), Neumman
homogénea para os condutores I'y, (Ju/dn = 0, imposta fazendo ¢;; = 0 para
qualquer valor de i e j) e Neumman nao homogénea para o contorno que delimita
o modelo T, (imposta fazendo du/On = —jku, vide Eq. 3.22). Logo, em I',, o
elemento t;; do sistemas de equacoes (3.16) é definido por:

: (%
J F}; /)f J ( )

Nesta andlise, diferentemente da analise da cavidade, busca-se determinar o
campo magnético. Logo, é estabelecido, primeiramente, o valor de k e, depois,
resolve-se o sistema (3.16), o qual fornece os valores nodais u; que sao utilizados
para aproximar o valor de pHy em qualquer ponto x do dominio usando a seguinte

expressao:
pHy(x) ~ u' () = ) oi(x)us. (3.25)
i=1

A geometria do problema (Figura 3.6) impde uma dimenséao de 7, proxima a
de r,, definindo um guia coaxial muito estreito, o qual necessita de uma elevada
densidade de nés (ou elevada quantidade de elementos) para cobrir totalmente
o guia sem a presenca de elementos distorcidos. A densidade de nds usada no

guia nao pode ser a mesma para todo o dominio, pois implicaria em uma grande



3.4. ANALISE DE UM MONOPOLO VERTICALMENTE POSICIONADO SOBRE UM PLANO
PEC 41

quantidade de nés para o modelo, tornando inviavel o procedimento computaci-
onal. Por isso, tem-se uma distribui¢ao nao homogénea dos nés no dominio, com
maior densidade no guia e uma variacao gradual para obter-se menores densida-
des em regioes distantes do monopolo. Esta distribuicao apresentada na Figura
3.7, foi gerada pelo software FEMM [FEMM, 2013]. Quanto aos dominios de
teste e de influéncia, sao obtidos seguindo a mesma estratégia adotada na analise

da cavidade e detalhados nas Secoes 2.2 e 2.4.
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Figura 3.7: Malha para dominio Q do monopolo, gerada pelo programa FEMM: (a)
Dominio completo, (b) Ampliagio do topo da antena e (¢) Ampliagio da abertura do
guia coazxial na base do monopolo.



3.4. ANALISE DE UM MONOPOLO VERTICALMENTE POSICIONADO SOBRE UM PLANO
PEC 42

3.4.1 Resultados

Nesta subsecao, os resultados encontrados através da técnica MLPG sao
comparados aos resultados numéricos obtido com o FEM e aos resultados de
[King, 1971].

A corrente superficial é derivada a partir do valor encontrado para a incégnita
pH, ao longo da superficie do monopolo (7 x H= j;)’ onde j; ¢é a distribuicao
superficial de corrente elétrica. A Figura 3.8 apresenta a distribui¢ao de corrente
elétrica normalizada pela tensao através da abertura do guia coaxial na base do
monopolo (em z = 0). Esta tensdo, por sua vez, é obtida integrando o campo
elétrico desta abertura na direcao p:

L1 M 10(pH
Wbra:j{Edl:/ E-pdp= / LopH) (3.26)
ra wereo Jr, p Op

Esta figura apresenta os resultados obtidos com o MLPG proposto e o FEM para
a malha apresenta na Figura 3.7, a qual possui 1870 nés, com I'y posicionado em
z = —0,1)\ (sendo A o comprimento de onda no vacuo) e para uma frequéncia
de 114MHz (sendo A aproximadamente 2,63 metros). Deve-se destacar, também,
que a antena analisada possui dimensao dada por r, = 0,0254\, r,/r, = 1,189 e
[ =0,375X. A RBC foi imposta usando um arco de circunferéncia com raio 2 vezes
o valor da altura do monopolo. A Figura 3.8 apresenta também os resultados para
a mesma antena retirados de [King, 1971] (Tabela 2.2, pdgina 17 do mesmo), os
quais sao utilizados para avaliar os resultados numéricos. Observa-se que ambas
técnicas apresentaram resultados semelhantes para a mesma malha e préximos
aos resultados tedricos de [King, 1971].

A impedancia de entrada do monopolo (Z;,) é obtida dividindo a tensao
através da abertura do guia coaxial na base do monopolo pela corrente total em
z = 0. A antena que teve a impedancia de entrada determinada possui dimensoes
ro = 0,009525)\ e /7, = 2,301. As medidas r, e 7, s20 menores do que a antena
que teve a corrente determinada (a nova configuragdo possui um guia de ondas
mais estreito). Esta nova configuragao, para a altura de 0,37\, possui 5117 nés e
pode ser vista na Figura 3.9. Nesta configuragao foi mantida a posigao da fonte
em —0, 1)\, todavia a posicao da RBC foi alterada, sendo posicionada em 2, 5\.
Os resultados da admitancia de entrada (Y;, = 1/Z;,) desta antena em funcao do
seu tamanho elétrico podem ser encontrados em [King, 1971] (Tabela 2.4, pdgina
34 do mesmo). Este resultado é usado para validar os resultados numéricos, sendo
os mesmos apresentados na Figura 3.10, a qual mostra impedancia de entrada
do monopolo em funcao do seu tamanho elétrico. Observa-se, que para a malha
utilizada, os resultados usando o FEM e o MLPG foram préximos aos encontrados
em [King, 1971].
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Figura 3.8: Distribuicao de corrente para um monopolo sobre um plano PEC com
comprimento de 0.375\. Resultados apresentados como King foram retirados da Tabela
2.2, pagina 17 de [King, 1971].

Esta andlise demonstrou a robustez do MLPG proposto quando uma grande
variacao da densidade de nés é empregada. A corrente superficial e a impedancia
de entrada da antena foram obtidas usando usando o MLPG proposto e o FEM.

3.5 Analise de um Monopolo Verticalmente Po-
sicionado sobre um Plano PEC e Parcial-

mente Coberto por um Dielétrico

Esta secao apresenta os resultados de admitancia e de corrente de um mo-
nopolo sobre um PEC e parcialmente coberto por um dielétrico. Esta antena,
mostrada na Figura 3.11 (a) com sua perpectiva 3D e na (b) com sua geometria
de revolugao, foi analisada em [Shen and MacPhie, 1996] com expansao modal,

sendo estes resultados de admitancia usados para validar os resultados encontra-
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Figura 3.9: Sequnda malha utilizada para o monopolo, gerada pelo programa FEMDM:
(a) dominio completo, (b) ampliagcdo do topo da antena e (c) ampliagdo da abertura do
gquia coazial na base do monopolo.

dos com o FEM e com o MLPG proposto. A Figura 3.11 mostra as medidas deste
monopolo: a altura da antena [, a altura da camada dielétrica [/2, o raio interno
do guia 7, e o raio do monopolo r,. A figura também apresenta o dominio 2D
usado nas andlises numéricas e os contornos: I'y, I'y, I's, I'; e I', sendo este iltimo
o contorno da interface entre os dielétricos, o qual esta presente na terminacao
do guia e inicio da antena e na metade da altura do monopolo (1/2).

A analise desta antena usando o MLPG proposto é semelhante a realizada para
o monopolo sem dielétrico. Todavia um tratamento para o contorno da interface

¢ adicionado. Logo, assim como no caso anterior, tem-se uma analise TM, sendo
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Figura 3.10: Impedancia versus comprimento da antena, monopolo sobre um plano
CEP: (a) resisténcia de entrada e (b) reatancia de entrada. Os resultados apresentados
como King foram retirados da Tabela 2.2, pdgina 17 de [King, 1971].

u = pHy. Este campo u, nesta nova andlise, deve satisfazer as seguintes condigoes

de contorno nas duas interfaces:

U1p = U2 (327)
1 8u1 1 GuQ

2 O - T2 3.28
pp1 On  pp2 On (3.28)
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Figura 3.11: Monopdlo sobre um plano PEC e com camada dielétrica: (a) perspectiva
3D; (b) geometria de revolugao e dominio 2D usado nas andlises numéricas.

sendo uy e us 0s campo nos dielétricos 1 e 2, respectivamente, e p; e py as per-
missividades relativas dos dielétricos 1 e 2, respectivamente.

A analise proposta nesta secao segue sugestoes publicadas em
[Lima et al., 2012], as quais possibilitam que o MLPG proposto lide com a
interface entre dois materiais. Este método utiliza um procedimento de inte-
gragao nas proximidades das interfaces, o qual é mais robusto, quando comparado
ao método de colocacao, e também simples, nao exigindo a duplicacao dos nés
da fronteira. Este método também nao exige a utilizagao de func¢oes de forma
especiais.

3.5.1 Meétodo de Visibilidade

O método proposto em [Lima et al., 2012] sugere uma nova abordagem para
analise de um dominio composto por dois diferentes materiais separados por uma
interface I';. Este método, ilustrado na Figura 3.12 (a), agrupa os nds presente
em todo o dominio computacional em 3 subgrupos: Si, Sy e Sy, dentre os quais,
o subconjunto S} contém apenas os nds pertencentes ao meio 1 (i.e. né j), o
subconjunto Sy contém os nds pertencentes ao meio 2 (i.e. né m) e Sy contém os
nos da interface (i.e. né k).

Em [Lima et al., 2012], a construcao das fungoes de forma segue o critério
original de visibilidade proposto em [Liu, 2009], no qual o dominio de suporte
de um ponto na regiao 1 pode conter apenas nés dos subconjuntos S; e Sj.
Similarmente, o dominio de suporte para um ponto na regiao 2 pode conter
apenas nos dos subconjuntos S, e S;. Por ultimo, o dominio de suporte de um

ponto na interface pode conter nés dos trés subconjuntos: Sy, Sy e Sy.
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Figura 3.12: Método da visibilidade: (a) Representacdo do dominio §) e seu contorno
I' Q=01UQ. T € formado pela unido dos contornos de Dirichlet (I'y), de Neumann
(T'1) e a interface (I'r). Para um dominio de teste Q¥ qualquer, definido para o né w,
tem-se I'" = I'7 Uy U U I'Y.(b) Integracdo para o dominio de teste de um nd i
localizado na interface de dois meios. O critério da visibilidade € aplicado dividindo €2
em dois: um para a regigo 1 (') e outro para a regidgo 2 (2).

O critério de visibilidade proposto em [Lima et al., 2012] distingue-se do ori-
ginal por apresentar um processo de integragao. No procedimento apresentado,
a forma fraca local, Equacao (3.15), somente levard em consideracao a regiao 1
se o dominio de teste a ser integrado pertencer a um né ¢ do subconjunto S;.
Caso este dominio de teste contenha em seu contorno a interface I'y, o mesmo
é considerado interno ao dominio, sendo admitido como I'. O procedimento é
similar para a regiao 2.

Um né ¢ pertencente ao subconjunto S; possui um dominio de teste a ser
integrado nas regioes 1 e 2, o que pode ser expresso pela divisao do dominio de
teste €' em dois subdominios: Q' e Q2. O contorno da interface é considerado

separado em cada um dos subdominios e a forma fraca local, Equagao (3.15),
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deve ser satisfeita para o né i e consequentemente para Q% e Q%2 resultando em

/ i %dF+ i 3”1 dF L2 // QleuldQ / i 19
i, PP1Om rit pp1 0 Qi an

(3.29)

/ i Ouz o [ Wi 8u2dr 2 // qmzude / o)
v, PPz O riz ppa 0 i Qe

(3.30)

onde o contorno I', diferentemente da Equacao (3.15), foi expresso pela unido
dos contornos I';, T'j,, I'} e T'7.

As Equagoes (3.29) e (3.30) podem ser agrupadas em uma tnica equagao. Isto
é possivel devido a estas equagoes satisfazerem a condigao (3.28), a qual garante
a mesma interface para ambos subdominios (I'Y! = I'?); e ao uso das fungoes de
forma RPIMp que atendem a propriedade do delta de Kronecker. Dado que as
normais a interface sdo como apresentadas na Figura 3.12 (7 = —ng) pode-se
reescrever a Equagao (3.28) como

i O ;O
Vi Oy [ 00Uz n (3.31)
rit Pp1 ong riz PP2 Oone

Esta igualdade garante que a integracao ao longo da interface entre os meios 1 e

2 é cancelada na equacao local do né k e que a expressao final para este né é:

/ wz%dr_'_/ wz aquP—l—k’Q// QIwz 1dQ—|—l€2// QQ’(/JZ’U,QdQ_
riy o, PP1 ony T2 o, PP2 Ong Qit i

/ . %‘fldQ—i‘/ Vi f2d€2, (3.32)
Qi1 Oi2

O precedimento apresentado garante a imposi¢ao da condi¢ao de contorno de
Neumamm (3.28). A condicao de continuidade do campo w é automaticamente
garantida pela propriedade do delta de Kronecker da fun¢ao de forma do RPIMp.

3.5.2 Resultados

Nesta secao é determinada a impedancia de entrada e a corrente superficial de
um monopolo sobre um PEC e parcialmente coberto por uma camada dielétrica.
Os meios dentro do guia e sobre a camada dielétrica sao admitidos vacuos. Para
a camada dielétrica sobre o PEC sao apresentados resultados para duas diferentes

configuragoes do monopolo: a primeira com €, = 2,2 e a segunda com €, = 5, 6.
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As dimensoes dos raios da antena sao as mesmas adotadas anteriormente,
antena que teve a admitancia determinada (Secdo 3.4), r, = 0,009525\ e
rp/Ta = 2,301, sendo a frequéncia adotada 300MHz e A = 1m. Os contornos
I'; e I'y também foram posicionados nas mesmas alturas: 2,5\ e —0, 1), respec-
tivamente. Estas medidas sao as mesmas do monopolo sem dielétrico que teve a
impedancia de entrada determinada (vide Segao 3.4.1). Logo a malha utilizada
nesta analise segue o mesmo formato da malha apresentada na Figura 3.9, a qual
ja foi construida admitindo a separacao necessaria as interfaces.

Na Figura 3.13 é apresentada a impedancia de entrada em fungao do compri-
mento da antena, obtida usando o MLPG proposto e o FEM para o monopolo
com uma camada dielétrica com €, = 2,2. Especificamente, na Figura 3.13 (a)
¢ apresentado o resultado da resisténcia de entrada e na Figura 3.13 (b) é apre-
sentada a reatancia de entrada. Ja na Figura 3.14 é apresentado o resultado da
impedancia de entrada, usando as mesmas técnicas numéricas, para um monopolo
com camada dielétrica com €, = 5,6, sendo a resisténcia e a reatancia de entrada
apresentadas nas Figuras 3.14 (a) e 3.14 (b), respectivamente.

Os resultados de impedancia de entrada foram obtidos construindo uma
malha para cada comprimento da antena. Estes resultados obtidos com
FEM e com o MLPG foram comparados aos resultados capturados de
[Shen and MacPhie, 1996] que analisa estes monopolos usando expansao modal
e um PEC sobre a antena para limitar o dominio computacional. Nas Figuras
3.13 (a) e 3.13 (b), os resultados mostraram-se precisos, sendo a maior diferenga
entre os trés resultados apresentada na resisténcia de entrada para o monopolo
de comprimento de 0,6875\. De mesmo modo, nas Figuras 3.14 (a) e 3.14 (b),
os resultados também mostram-se proximos, sendo a maior diferenca encontrada
para resisténcia de entrada da antena de comprimento 0, 2813\, em que os resul-
tados do MLPG proposto e do FEM se mostraram préximos entre si e diferentes
de [Shen and MacPhie, 1996].

Os resultados para as correntes superficiais destas duas configuracoes de
antenas sao apresentados na Figura 3.15, ambos resultados para antenas de
[ = 0,375\. Especificamente, a Figura 3.15 (a) apresenta a corrente da an-
tena com dielétrico com €, = 2,2 e a Figura 3.15 (b) apresenta o resultado para
a antena com dielétrico com €, = 5,6. As correntes estao normalizadas pela
tensdo na entrada (A/V) e estao apresentadas no formato retangular, onde tem-
se a parte real e a parte imaginaria de cada configuracao. Os resultados de cada
configuragao sao apresentados apenas usando as técnicas MLPG e FEM, pois em
[Shen and MacPhie, 1996] nao foi apresentado a corrente superficial das antenas.
Os resultados numéricos obtidos com as duas técnicas foram préximos para as
duas configuracoes de antenas.

As andlises do monopolo com camada dielétrica mostram que a técnica de
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Figura 3.13: Impedancia de entrada versus comprimento da antena, monopolo so-
bre um plano CEP e com camada dielétrica ¢, = 2,2: (a) Resisténcia de Entrada e
(b) Reatincia de Entrada. Os resultados apresentados como Shen foram retirados de
[Shen and MacPhie, 1996].

visibilidade empregada para lidar com a interface entre dois dielétricos é simples
e eficiente.
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Figura 3.14: Impedancia de entrada versus comprimento da antena, monopolo so-
bre um plano CEP e com camada dielétrica ¢, = 5,6: (a) Resisténcia de Entrada e
(b) Reatincia de Entrada. Os resultados apresentados como Shen foram retirados de
[Shen and MacPhie, 1996].

3.6 Consideracoes Finais deste Capitulo

Neste capitulo foram analisados problemas eletromagnéticos com campos in-
variantes com a coordenada ¢ usando o método FEM e o método MLPG, sendo
estudados uma cavidade e dois monopolos diferentes (o primeiro sem camada
dielétrica e outro com uma camada dielétrica cobrindo pela metade a antena).
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Figura 3.15: Distribuicao de corrente normalizada para wm monopolo sobre um plano
PEC com comprimento de 0,375\ e com uma camada dielétrica de permissividades:
(a) permissiwvidade €, = 2,2 e (b) ¢, = 5,4.

O primeiro problema possibilitou avaliar o desempenho do MLPG proposto na
perspectiva da taxa de convergéncia e do tempo de processamento usando duas
malhas diferentes, uma construida com elementos de qualidade e outra parcial-
mente construida com elementos distorcidos. Esta andlise mostrou que o MLPG
proposto possui um desempenho superior ao FEM na perspectiva do tempo de

processamento quanto da taxa de convergéncia para os modos ks e k5 usando a
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malha com elementos parcialmente distorcidos. Estes dois modos foram escolhi-
dos para a comparacao, pois foram os modos que apresentaram maior perda de
desempenho quando comparados os resultados das malhas A e B usando o FEM.

Na anélise dos monopolos, foi demonstrado a robustez do MLPG proposto
quando uma grande variacao da densidade de nés é empregada. Nestas andlises,
a corrente superficial e as impedancias de entrada das antenas foram obtidas
usando usando o MLPG proposto e o FEM. Os resultados apresentados pelas
duas técnicas foram proximos e também foram comparados a outros resulta-
dos encontrados na literatura. Especificamente usando o monopolo com camada
dielétrica, uma técnica de visibilidade foi empregada para para lidar com a in-
terface entre dois dielétricos, a qual se mostrou simples e eficiente. Esta técnica
utiliza integracoes e apresenta a vantagem de nao necessitar de duplicar os nés
no contorno.

No préoximo capitulo é apresentada uma formulagao para a analise de pro-

blemas com simetria axial em que os campos também variam com a coordenada

0.



Capitulo 4

Analise de Problemas
Eletromagnéticos Axialmente
Simétricos com Variacao do

Campo em ¢

O formalismo desenvolvido neste capitulo objetiva ampliar os estudos dos
métodos sem malha, propiciando analisar problemas em eletromagnetismo com
simetria axial, onde os campos eletromagnéticos apresentem variagoes nas 3 di-
mensoes (3D). Neste formalismo, os meios possuem suas caracteristicas (e, e
{y) invariantes em relacdo a coordenada ¢ (i.e. 0e¢./0¢p = 0 e Ou,/0p = 0),
enquanto que os campos eletromagnéticos podem variar. Este formalismo visa
andlises de espalhamentos em regioes sem fontes (f = 0), nas quais o campo
eletromagnético incidente é fornecido. O formalismo, apresentado em sequéncia,
combina desenvolvimentos presentes em [Peterson et al., 1997], [Lee et al., 1993]
e [Gordon and Mittra, 1991].

Neste capitulo, apresentam-se as equagoes de Maxwell (3.1) e (3.2) com suas
variacoes em ¢ expressas por uma série de Fourier, sendo o resultado destas
manipulacoes aplicado na equagao vetorial de Helmholtz. Em seguida, é sugerida
uma possivel opcao para a forma fraca e apresentados resultados para uma analise
preliminar, o estudo de um espalhamento de uma onda eletromagnética plana
sobre uma esfera PEC.

o4
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4.1 Representacao das Componentes de EeH
com as Variacoes em ¢ Descritas por uma

Série de Fourier

O desenvolvimento das formulagoes vetoriais com simetria axial é realizado

de forma eficiente descrevendo as variacoes em ¢ dos campos com uma série de

Fourier:
E(p,¢,2) = fj (0, 2)p + B p, )0+ X (p,2)2] € (4.)
e
Hp,¢,2) = fj H(p,2)p+ HE (p, 2)0 + HI'(p,2)2] €7 (42)

Substituindo (4.1) e (4.2) na equagao de Ampere (Eq. 3.1), obtém-se:

i { {ij;n B 8E$] . {8}3’;‘ B 6E;”} - Fa(pEg”) B ij;n} g}em

= p 0z 0z dp p Op p
—— 3 ke [H;”ﬁ +HI'G+ H;”z] eIme (4.3)

fazendo de modo semelhante, substituindo (4.1) e (4.2) na equagao de Faraday

(Eq. 3.2), assumindo para esta equagao J = 0, obtém-se:

i { [ij;n B 8H;”] it [8H;” B aH;n] - F@(pH;”) B ij;n] A}eﬂ'mqﬁ

= p 0z 0z dp p Op p :
_y it E"p+ ETd+ EMz| ™o 4.4
—Zyﬁer "o+ Epd+ Erz| e, (4.4)

onde k = \/lig€g € 1 = /fo/€o- Os elementos m de cada uma das séries (4.3) e
(4.4) sao ortogonais. Logo, cada termo do somatério pode ser analisado indepen-
dentemente dos demais, possibilitando expressar estas equacoes em uma forma

compacta, a qual evidencia apenas o harmonico /¢ de cada uma delas. Desse
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modo, obtém-se de (4.3) e (4.4) as seguintes igualdades:

_ am oLy
ik H™ = gm0 45
Jhene Hy' = == B = = (4.5)
oLy OE™
kg HT = e 92 4.6
sk HE' = == = =5 (4.6)
10(pEg")  jm
—jknu,H" = — ——FE" 4.7
p Op p " &0
e
k jm OH'
e pm=1"pgm 0 48
ey =T (4.8)
k OH  OH™
Lo pm— 0 2% 4.9
k 10(pHY '
ke g 190HT) I gy, (4.10)
p  Op P
Substituindo (4.10) em (4.5), tem-se a seguinte sequéncia de manipulagoes
: m_Jdm o [LOpHE)  jm 1 OEY
_jk/r/luT'Hp = T - ¢ __Hp - ¢7
p  jke [p  Op p 0z
m_ _d_ am [1OHS) jm.) gt OEF
7 knu, kep lp  Op p "1 knuep* 0z
gl m® ] __gm OHF)  jp* OEF
? K uep?]  kK2epp®  Op knp,p* 0z’
I(pH] ke, p? OET
Hmfm:]m (p ¢)_J€Tp ¢7
r dp n 0z
resultando em
IpHy) k  O(pEY)
H"=7fn — —€ 4.11
T (4.11)
onde
fon = (k:Qerur,o2 — mz)f1 ) (4.12)
Procedendo de modo semelhante, substituindo (4.5) em (4.10), obtem-se:
I(pE} I(pHY
E™ = jfo |m (p ¢)_ (pHJ') (4.13)

P 5
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As equagoes (4.7) e (4.8) ao serem combinadas, também de modo semelhante,

originam as seguintes equagoes:

o A(pEy') d(pH')
EY =jfm {mﬁ—p + /W?NTPT} (4.14)
e
A(pHT k. O(pET
H? =jfm [m¥ + —erpM} . (4.15)
z n dp

Como percebido, as equagoes (4.11)-(4.15), encontradas em [Lee et al., 1993],
demonstram que as componentes H)", E7', EJ", e H" podem ser expressas em
fungao das componentes Ej' e HJ', possibilitando que problemas com simetria
axial possam ser resolvidos em funcao destas duas componentes e da imposicao
das condicoes de contorno pertinentes. Na proxima secao, estas equacoes sao
substituidas nas equagoes vetoriais de Helmholtz e alternativas para a forma

fraca sao propostas.

4.2 Forma Fraca Local

Nesta se¢ao, o campo elétrico é expresso considerando a simetria rotacional

do problema analisado. Desta forma, a Eq. (4.1) pode ser reescrita por:

o

Blp.0.2) = Y. |Ei(p,2) + 9B (p. )] e, (4.16)

m=—0oQ

onde E{” ¢ o harmonico m da componente transversal de campo elétrico, sendo
definido por:
E(p,2) = E} (p, 2)p + B (p, 2)%. (4.17)
A forma forte é obtida substituindo a Eq. (4.16) na equagao vetorial de
Helmholtz (3.6) e resulta, depois de algumas manipulagoes (detalhadas no Anexo
C), em uma equagao para a componente ¢ e outra para um vetor transversal a
direcao ngS Sendo assim, a componente ¢ é descrita pela seguinte equacao:

o0

S (- [ ;

m=—0o0

EZ”] elme —kQGTE;"ejm‘b} = 0.

r

(4.18)
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Ja a componente transversal a direcao é da equacao de onda E pode ser

descrita por:

2
2} E;"ejm¢} = 0. (4.19)

Multiplicando (4.18) por uma funcio de teste escalar 1, = 1(p,z)e ™% e
integrando sobre o volume da regiao tridimensional, produz-se a seguinte equacao:

- k:2er
//{ o 0 VRES)= B p > E¢)}dQ
—]f{ ! ¢8<pE¢’) ™ o Em}dF_O (4.20)
o On puy

na qual a integragao em ¢ foi realizada com o calculo produto interno

2T se M = mo,

Z/ eImeeTIm20 g — (4.21)

m=—00 0 se m#ms.

Na Equagao (4.20), tem-se d2 = pdpdz e dI' = pdl, onde dl é o infinitésimo
do contorno da geometria de revolucao. A Equagao (4.20) pode ser encontrada
na Secao 11.10 de [Peterson et al., 1997]. Similarmente, multiplicando (4.19) por
uma funcao de teste vetorial Jt = J(p, z)e™9™2% orientada no plano p — z, e

integrando sobre o volume, resulta em:

//{u va [VxEm}

R AR
P2 b
+7{i@5-[ﬁxvxﬁﬂ dr = 0, (4.22)
r Hr
esta equacao foi obtida depois de resolvido o produto interno de modo idéntico
ao apresentado na Equacao (4.21). A Equagao (4.22) também é apresentada na
Secao 11.10 de [Peterson et al., 1997].

As expressoes (4.20) e (4.22) foram inicialmente utilizadas no estudo de pro-
blemas eletromagnéticos usando uma técnica numérica que possui funcgoes de
forma vetoriais (FEM com elementos de aresta), a qual é capaz de construir apro-
ximagcoes para uma incognita vetorial, tal como a E;”. Logo, usando este método,

torna-se necessdrio apenas a determinacio das incégnitas £’ e E" (sendo esta
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ultima obtida da circulagao de E? ao longo de cada aresta, que se reduz a um es-
calar). Isto é possivel empregando as expressoes (4.20) e (4.22) simultaneamente
para a construcao do sistema de equacoes e resolvendo-o na sequéncia.

Ja usando os métodos sem malha ou FEM sem elementos de aresta, que
possuem apenas fungoes de forma escalares, torna-se necessario descrever o vetor
E{” em coordenadas cilindricas ou esféricas (originando duas componentes, E,
e £, ) e, também, expressar a Eq.(4.22) em duas novas equagoes (uma para
a componente p do campo e outra para a z). Este procedimento, conduz a
trés incognitas (componentes ¢, p e z do campo) e trés equagoes linearmente
independentes. Entretanto, uma combinacao alternativa de formulagoes mostra-
se mais simples e atrativa, pois apresenta somente duas incognitas escalares, Ey" e
Hj'. Para isto, algumas exigéncias devem ser atendidas. A primeira delas requer
a utilizagdo da Equacgao (4.20) e a sua equagao dual. Esta segunda equagio
pode ser obtida usando o teorema da dualidade [Harrington, 1961] ou partindo
da equagao de Helmholtz Eq. (3.5) e seguindo passos semelhantes aos usados na

obtengao da Eq. (4.20). Estes procedimentos conduzem a seguinte expressao:

pEr p

O(pH™) i 3
—7{ L owHs) gm e gimVar — o (4.23)
r | per on PEr

. . L2 :
//Q{ VG V(pH) -1y - p‘bw(pH;”)}dQ

O sistema de equagoes construido com as expressoes (4.20) e (4.23), ao invés
das expressoes (4.20) e (4.22), simplifica a implementacao numérica, pois usa
duas expressoes mais compactas e que apresentam apenas a funcao de teste 1.
Isto isenta o desenvolvimento da funcao de teste vetorial J, necessaria quando a
Equagao (4.22) ¢ utilizada. Além disso, as expressoes (4.20) e (4.23) correspon-
dem somente as componentes ¢ dos campos elétrico e magnético, o que torna a
imposicao das condi¢oes de contorno mais simples.

A 1ltima condicdo necessaria para a implementacao deste formalismo em
métodos sem malha requer que as incognitas EZ” e I—Zm presentes, respectiva-
mente, nas expressoes (4.20) e (4.23) sejam definidas usando expressoes contidas
na Segao (4.1), possibilitando descrevé-las em fungao de Ef* e Hj'. Isto viabiliza
o emprego deste formalismo sem o desenvolvimento das funcoes de forma vetori-

ais para métodos sem malha. Para descrever o vetor E)fl, Eq. (4.17), em funcao
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de B e HJ' usam-se as expressoes (4.14) e (4.13), o que resulta em:

—

S I(pEy") A(pHy)
E" =jfm |m 25+ witopep 2
dp 0z

A(pEY) IpH

p)
+ Jfm |m — W/toflyp ) z
" 0z " 0p

=J fm {mV(pE;”) + whtopirp [(5 X V(PHZ"”)} }

= fu { MV (OEF) + knpiop |6 x V(o] } (4.24)
Substituindo-se esta equagao em (4.20) obtem-se:

J[{ecorave - wiomg)+ ml 1,0 (6% Viot] - Zop) bao

a(pE$> n ~ n m _

A segunda equagao a ser utilizada, Eq. (4.23), deve ser descrita de modo

similar, em funcao de EJ" e HJ', para isto reescreve-se o vetor H;", definido por:

—

A" = Hrp+ H' 2, (4.26)

a qual deve ser expressa usando (4.11) e (4.15), o que resulta em:

i = j fa{mV (pHg) = =2 16 x V(pED)] }. (4.27)

Substituindo esta equagao em (4.20) obtem-se:

//Q {urpfmvw - V(pHg') — nmkfmvw‘ [95 X V(pE;”)] - %w(pH;”)}dQ

dpHJ') m .
— ¢ 3 1P = 2t 6 X V(pE)] par =0, 4.28
F o2 I gn [ v | (1.28)

Constata-se que as expressoes (4.25) e (4.28) possuem duas incégnitas (Ej' e
H(;”) e apenas derivadas de primeira ordem das mesmas. Assim, torna-se possivel
a construcao de aproximagoes utilizando funcoes de forma e de teste iguais as

presentes no Capitulo 3. Adotando-se a fungao (2.35) para funcao de teste e
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substituindo ¢ por ¢; nas expressoes (4.25) e (4.28) resultam em:

(4.29)

// b H' S + é urpfmwz OWPHE) oy f - fthif ¢ X V(pEL )] dr =0,
(4.30)

as quais sao mais simples que (4.25) e (4.28), pois possuem apenas trés termos,
devido a condi¢ao Vi); = 0 que anula dois termos destas equagoes. As expressoes
(4.29) e (4.30) juntas constituem a forma fraca local para o formalismo proposto,
nas quais o contorno do dominio de teste I'¥ contém o contorno interno ao dominio
I e também pode conter parte do contorno global I'. Esta parcela do contorno
global, neste formalismo, pode conter um segmento de um condutor I'’; do eixo
de simetria ') ou do contorno que delimita o espago do modelo I'.. Logo, o
contorno I'* ¢ formado pela unido destes (i.e. I'" = TC UT, UT: UTY). Estas duas
expressoes sugerem os termos pEg‘ e pHy' como incognitas primarias a serem
determinadas ao invés de £’ e Hj'. Sendo assim, como realizado no Capitulo 3,
define-se u. = pEj' e up, = pH}j' e reescrevem-se as expressoes (4.29) e (4.30) por:

// m/;i%cm + jér el a((;:;)dl“ + }é ?fmwm . [@ X V(uh)} dr = 0,

(4.31)

/. b0+ 7{ 2 ﬁ bt 9% V(u)] dr =0
(4.32)

As expressoes (4.31) e (4.32) possibilitam proceder andlises de diversos es-
palhamentos. Neste trabalho analisa-se o espalhamento de uma onda plana
por uma esfera PEC. Este problema possui solu¢ao analitica apresentada em
[Harrington, 1961]. Um segunda anélise ¢ proposta como um dos trabalhos futu-
ros e encontra-se listada no Capitulo 4, a qual deseja-se analisar o espalhamento
de uma onda plana também por uma esfera dielétrica.

Nestas expressoes nao € possivel isolar a variavel k, pois a mesma estd contida
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no parametro f,,. Este fato inviabiliza a andlise de problemas de autovalores.
Entao, sugere-se, com o intuito de validar o modelamento, o estudo de um pro-
blema de espalhamento. Neste sentido, propoe-se a andlise do espalhamento de
uma onda plana incidindo sobre uma esfera metalica.

As Equagoes (4.31) e (4.32) possuem uma singularidade em p = 0 e outra
que pode ser identificada ao se averiguar o parametro f,,, expressao (4.12). Esta
outra singularidade ocorre ao longo de uma linha paralela ao eixo z no dominio

), especificamente, em

m

NG

p (4.33)

A andlise da proxima secao, o espalhamento de uma onda plana por uma es-
fera PEC, utiliza as formulages (4.31) e (4.32) sem tratar esta singularidade.
Uma sugestao para avaliacao desta singularidade usando FEM é apresentada em
[Morgan and Mei, 1979]. Esta avaliagdo também é uma das propostas para tra-

balhos futuros, sendo apresentada no Capitulo 5.

4.3 Analise de uma Onda Plana Incidindo sobre

uma Esfera Metalica

Nesta secao, apresenta-se o formalismo necessario para analisar o espalha-
mento de uma onda plana por uma esférica metalica, usando a técnica MLPG.
Admite-se que esta esfera estd centrada na origem do sistema de coordenadas
e que uma onda propagando na direcao Z incide sobre a mesma. A Figura 4.1
(a) ilustra a perspectiva 3D do problema, na qual também sdo apresentadas as
frentes de onda propagando no sentido indicado pelo vetor k. Na Figura 4.1 (b)
é apresentado a geometria de revolucao e o dominio computacional do problema.
Nesta figura sao ressaltados os contornos I';, 'y e I',.. O raio da esfera r, e o raio
do contorno de limitagao do dominio computacional r, também sao apresentados
na Figura 4.1 (b).

4.3.1 Condicoes de Contorno do Problema Proposto

As formas fracas locais que governam o problema (4.31) e (4.32) possuem duas
incognitas u. e u,. Logo, em cada contorno devem ser estabelecidas condigoes
para cada uma delas. Na superficie do condutor I'? (admitido ser um PEC), tem-
se contornos com condi¢oes homogéneas de Dirichlet u, = 0 em I'y e d(uy,)/On =0

em Neumann I} homogéneas, respectivamente, para u. e u,. No eixo de simetria
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Figura 4.1: Espalhamento de uma onda plana sobre uma esfera PEC: (a) perspectiva
3D; (b) geometria de revolugcao e dominio 2D usado nas andlises numéricas

'y tem-se um contorno com as condi¢oes homogéneas de Dirichlet v, = 0 e uj, = 0
em Fg para ambas as incognitas.

A condigdo de contorno de Neumann é imposta ao contorno do condutor
usando o segundo termo da Equagao (4.32), a qual pode ser reescrita como

[ mwtiaos § - ppnan 25 ar = § 2 [ V()] ar =0

Ugur

(4.34)

que foi obtida fazendo

8(uh) .
fﬂ pep fnti =5 22l = 0. (4.35)

As condicoes de contorno de Dirichlet u, = 0 e u;, = 0 em F; ¢é imposta de
modo simples e direto, devido a propriedade do delta de Kronecker da funcao
RPIMp. Esta condigao ¢ imposta sobre o contorno I'j estabelecendo o valores
nulos para u, = 0 e u, = 0 diretamente nos nés ¢ do mesmo. J& para o con-
torno I'. a condigao de Dirichlet é imposta apenas fazendo u. = 0 aos nds deste
contorno.

O contorno I'! limita o dominio computacional. Neste contorno é imposta uma
RBC Bayliss-Turkel de primeira ordem para as componentes elétrica e magnética
usando as identidades (D.10) e (D.12), as quais estao descritas no Anexo D.
Estas duas identidades sao acopladas nos segundos termos das formas fracas
locais (4.31) e (4.34), mais especificamente na parcela que refere-se ao contorno
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', resultando em

d(pEL™
// Erl/}z_dQ + % fmerpwz ( >dr —+ fmerpszdF
i T Fi 6”

iUgUh
Im
mfmn ~ n I,m . 45, . Ue
+ Pif - [ x V(pH, dF+]§ JYi——dl' — ¢ jihj——dl’
i k | (v ¢ ) I kp T kpp
e T [6x V()] dr = (4:36)
F;"Uguh

( n) A(p Hl’m)
//Z ,U/r¢z dQ + - fm/ﬁrpwz dl’ + fm,u,rfnpl dl
_ mfmlb [QE < V( E’I’m)]df—{—j{ ‘wﬂdl—‘—}{ .wﬂdr
1"2 i1 P o) F;j 7 kﬁ 1"75] zkep
- % nkfm¢z [925 X V(ue)} dl' = 0, (4.37)

'LUgU}L

I I X o .
onde os campos E;™ e H,™ referem-se a onda plana incidente. Admitindo-
se uma polarizagdo na dire¢do & e mddulo unitario para o campo elétrico (i.e.
ET = e7*23), tém-se as componentes ¢ de campos elétrico e magnético descritas,

respectivamente, por:

Eé = —sen(¢)e Ik e Hé = e ke, (4.38)

Expressando as variacoes em ¢ destas componentes como um somatorio de termos

e’™m?  tem-se:

e—jkz ] e—jk’z ) e—jkz . e—jkz
qu5 — el® + e J? e Hé — el® +

—i¢ 4.39
2j 2j oy o C (4.39)

com os quais pode-se concluir que somente dois valores de m sao necesséarios para

representar as variagoes em ¢ dos campos incidentes, m = {—1,1}, e que as
Im Im ~

componentes E¢ e H 4 Sa0 expressas por:

efjkz efjkz

El,m _ _ HI,m — )
@ m 2j € ¢ 2n

(4.40)
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4.3.2 Construcao do Sistema de Equacoes Lineares

A implementacao numérica inicia-se construindo o dominio computacional, o
qual sera realizado de modo semelhante ao executado no Capitulo 3, usando o pro-
grama FEMM para construir a malha [FEMM, 2013]. Na Figura 4.2 apresenta-se
a malha que é utilizada para a andlise do espalhamento. Os dominios de teste
¢, referente a nés que nao estdao nos contornos que posstem a condicao de Diri-
chlet, também seguem a mesma construcao proposta na Secao 2.4, a qual utiliza
todos os elementos conectados ao né i para construi-lo (vide Figura 2.8). Estes
dominios de teste atendem as equagoes (4.36) e (4.37). J4 os nés i que estao em
contornos de Dirichlet sao usados para impor esta condicao de modo direto.
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Figura 4.2: [Malha usada mo problema do espalhamento (gerada pelo programa
FEMM): (a) dominio completo, (b) ampliagao do topo da malha e (c) amplia¢ao
prozima ao centro da malha.
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Em sequéncia, para a construcao do sistema de equagoes lineares, faz-se ne-
cessario aproximar as variaveis u,. e uy, usando fungoes de forma PIM e seguindo

as expressoes:

e = B(x) e = [0, (), 90 ()] | (1.41)
up = B(x) - up = [ps, (X), ..., @5, (X)] : . (4.42)
U

Sn

onde ®(z) contém as n fungoes de forma PIM do dominio de suporte de x, que
correspondem a um subconjunto S de m nds contidos no conjunto de noés do
dominio €, {1,2,...,n,} e n; é o nimero total de nés de 2. Nestas equagoes, os
vetores U, € up contém os n parametros nodais do dominio de suporte de x que
correspondem, respectivamente, as incognitas u. e up. A metodologia adotada
neste modelo considera que cada né do sistema possui dois parametros nodais,
diferente das andlises apresentadas no Capitulo 3, em que cada né apresentava
um tunico parametro nodal. Logo, o sistema de equagoes possui uma matriz de
dimensao 2n; X 2n;. Nesta matriz, cada né tem correspondéncia com duas linhas
e duas colunas do sistema. Admite-se, em carater organizacional, que o né 1
terd correspondéncia com as linhas 1 e (n; + 1), e com as colunas 1 e (n; + 1),
sendo aplicada a mesma légica aos demais nds. Seguindo este critério, pode-se
agrupar os vetores e € up em um tnico vetor coluna definido por U’ = [ue, us]".
Finalmente, substitundo-se (4.41) e (4.42) em (4.36) e (4.37) resulta, para os
noés internos ou nds de contorno (somente os nds que nao estdo no contorno de

Dirichlet), nas equagoes:
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usl usl

1 . Ji
erwi_ Ps1s -+ Psp, df : _% Ps1s -+ Psy dl’
// p[ | ri kup[ |

Us,, Us

n

i f  Fmeeptiit [V(a), - V(gs,)] dD
I

7{Uguh
Usn
Unytsy
m “ ~ .
+ f _nfm¢ln ’ {Qb X [V(Sant-‘rm)v cee 7v<()0nt+sn)]} dr : =
o Uny+sp
A(p E““) mfan . B
b e =gt = e (9 Vo Ar —
i I %
(4.43)
e
1 Unp+sq
// ,urwz'; [¢nt+51> . 7‘Pnt+sn] df2
Unyts,
Uny+s;
JVYi
- 7{ Fep [Qpnzﬂn S ‘ant-&-sn] dl’
ri NEp
unt+sn
Uny+sq
+ Jmbtr p0sT0 - [V(@nﬂrSl)? ) V(‘Pnﬁsn)] dr’
Fqu
Unyts,
Usl
m " ~ .
_f{ _k’fmwln {¢X [V(@Sl),...,V(QDSn)]} dr’ . =
iUgUh usn
op H“n) Mo L H
fmﬂrpwz dl’ + 77—1/11 6 x V(pE )]dF ]4 ]wi?dr-
rr I

(4.44)
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Para os nés do contorno que possuem a condicao de Dirichlet, tem-se para a

incognita u,,, referente ao né 7, a seguinte equacao:

Uy Unp;+1

u2 unt+2
[0,0,...,1,...,0,0] - u +1[0,0,...,0,...,0,0] - | wp4i | =0i (4.45)

Up,y—1 Uoni—1

unt u2nt

na qual g; é o valor prescrito para o né i referente a incégnita u., (caso a condi¢ao

de Dirichlet seja homogénea, g; = 0). Para a incégnita uy,, tem-se a seguinte

equacao:
Uy Uny+1
U Un,;4-2
[0,0,...,0,...,0,0]- u; —i—[0,0,...,l,...,0,0]- Uyt = Gm+i,
Up,y—1 Uon,—1
unt u2nt

(4.46)
na qual g,4; ¢ o valor prescrito para o né i referente a incognita uy, (caso a

condigao de Dirichlet seja homogénea, g,,+; = 0).
As equagoes (4.44)-(4.46) originam um sistema linear definido por:

VU =W, (4.47)

onde
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V1,1 V1,2 ces V1,ny ’ V1,ns+1 V1,ns+2 ce U1,2n;
V2.1 V2,2 . V2,ny | V2 ns+1 V2 ns+2 - V2, 2n;
Uﬂml UﬂmQ ‘e Uﬂmnt ’ Unmnt+1 vnhnt+2 e Uannt
V = _ _ _ _ _ - _ — _
Uny+1,1 Ung+1,2 -+ Ungtlmy | Ung4+-1,m+1 Ung+1m+2 -+ Ung41.2ny
Unr+21 Unr+22 cee vnr+lnt ’ Unr+ZN¢+l Unr+ln¢+2 ... Unt+22nt
Vong,1 Vong 2 e Uopgng | Vong,mi+1 Vong,ni+2 <o Uopgong
U wq
unt wnt
U= e W = ,
uTLt+1 wnt“l‘l
U/QTLt w2nt

nos quais, para os nos interiores e de contorno que nao possuem a condicao de

Dirichlet, os elementos das matrizes sao:

U@',j = .
i1JgUh
m R N
Ving+j :éi ?nfmi/}zn {¢ X [V(Wnt+j)]} dr,
iJgUh
a El,m
wim— e g f I
r; n r;
Im
. ¢
— ¢ ji——drl,
]gg kp

Unytij = — j{ %fmwnt+iﬁ' {95 X [V(SOJ')]} dr,

X2
iUgUh

J[ evZaasd o igpar- ¢ 2
i P r ri RUp

Jti

~

- ¢ x V(pHy™)dl

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)
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Creiinetd = // UV 4i Spn,:_j dd + S llr PV, 4T - [V(Spnﬁ—j)] dl’
F'L

Ug

JUn,4i
— o dIl’ 4.52
f\lr k’ﬁp Sperj d ) ( 5 )
€
8(,0HI mfm m
Wpyti = % fmﬂrpwnﬁrz a dF "‘7{ f ¢nt+zn [¢ X V( EI )]dF
Im
f Jneti Ij dr. (4.53)

Torna-se importante ressaltar que os subindices 7 e j contém valores perten-
centes ao conjunto {1,2,...,n,}. Para os nés do contorno que possuem a condi¢ao
de contorno de Dirichlet e correspondem as linhas do intervalo [1, n,] tém-se:

1 sei=j,
Vij = (454)
0 sei# 7,

que representam a condicao de contorno relativa a incégnita u.. Logo, para
os noés posicionados sobre o eixo de simetria e sobre o contorno do condutor,
tem-se ¢g; = 0. Para os nds do contorno que possuem a condicao de Dirichlet e
correspondem as linhas do intervalo [n; 4+ 1, 2n;] tém-se:

v bosei=7, (4.56)
ng+i,neg+j — .
! 0 sei#j,
Wny4i = Gny+is (457)

que compoem a condi¢ao de contorno relativa a incégnita uy. Logo, para os nés

posicionados sobre o eixo de simetria, tem-se g,,+; = 0.

4.4 Resultados

No problema proposto para anélise, a onda plana possui Fy = 1 V/m, é
polarizada na direcdo T e propaga-se na direcao +2. A esfera metdlica analisada

é assumida PEC e possui raio a = 1 metro. Os resultados numéricos para o FEM
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e para o MLPG proposto sao obtidos assumindo o raio da RBC igual a 5 metros
e 0 meio vacuo(eg e po).

No formalismo apresentado neste capitulo, o tratamento da singularidade pre-
sente no parametro f,, nao foi proposto. Logo, alternativamente, optou-se por
apresentar os resultados para duas analises com diferentes dimensoes elétricas.
Na primeira, a singularidade esta presente dentro do dominio computacional e na
outra, a singularidade esta fora deste dominio. Estas duas analises sao procedidas
usando a mesma malha (Vide Figura 4.2), mas usando duas frequéncias diferen-
tes. A primeira frequéncia adotada é igual a 150 MHz, que coloca a singularidade
dentro do dominio computacional (segundo a Equagao (4.33) na posigao aproxi-
mada de p = 0,3183 metros), e a outra é igual a 6 MHz, que coloca singularidade
fora do dominio computacional (na posi¢ao aproximada de p = 7,95 metros).
Os resultados destas andlises sdo apresentados para o semiplano ¢ = 7/4 e sdo
organizados em duas subsecoes, sendo a primeira intitulada analise para a esfera

de a = 0,5\ e a segunda andlise para a esfera de a = 0, 02\.

4.4.1 Resultados para a Esfera de Raio 0,5\

A Figura 4.3 apresenta a distribui¢ao do moédulo do campo E; de um es-
palhamento por uma esfera PEC com raio de tamanho elétrico 0,5\. Nesta
figura sao apresentados trés resultados: o primeiro (Figura 4.3 (a)) mostra a
solucdo analitica [Harrington, 1961]; o segundo (Figura 4.3 (b)) mostra a solucao
numérica obtida usando FEM e a malha de 5944 nés apresentada na Figura 4.2;
o ultimo (Figura 4.3 (c)) apresenta a solu¢do numérica usando MLPG para a
mesma malha. De modo semelhante sao apresentados, na Figura 4.4, os resul-
tados para a distribuicao do médulo do campo Hy. Pode ser observado que os
trés resultados apresentados na Figura 4.3 estao préoximos e que a singularidade
(localizada em p = 0,3183 metros) causa uma imprecisao numérica, distorcendo
as linhas dos campos proximos a mesma. Este fato também pode ser observado
nos tres resultados apresentados na Figura 4.4.

Uma comparacao mais precisa na perspectiva das amplitudes destes resultados
pode ser observadas nas Figuras 4.5(a) e 4.5(b), que exibem, respectivamente, os
valores do |Ey| e do |H,| para p no intervalo [1, 5] metros com z = 0. A Figura
4.5(a) apresenta o valor de |E,| obtido com a solugao analitica [Harrington, 1961],
com a solu¢ao numérica do FEM e com a solu¢gao numérica do MLPG. De modo
semelhante o médulo de Hy é apresentado na Figura 4.5(b). Pode ser observado
nestes resultados que as solucoes numéricas para os moédulos dos campos nao
foram precisos, mesmo o percurso avaliado estando afastado da singularidade, a
qual encontra-se em p = 0,3183 metros. Logo, objetivando apenas evidenciar a

precisao do método na auséncia da singularidade interna ao dominio, efetua-se a
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Figura 4.3: FEspalhamento de uma onda plana (Ey = 1(V/m), polarizada em x e
propagando na direcao +z), por uma esfera PEC. Distribuicdo de campo |E¢| (apre-
sentados em V/m) para o plano ¢ = pi/4: (a) solucdo analitica [Harrington, 1961],
(b) solug¢io numérica do FEM e (c) solugao numérica do MLPG.

analise de um espalhamento por uma esfera com menor tamanho elétrico, a qual

¢é apresentada na préxima subsecao.

4.4.2 Resultados para a Esfera de Raio 0,02\

A Figura 4.6 apresenta a distribuicao do médulo do campo E4 de um es-
palhamento por uma esfera PEC com raio de tamanho elétrico 0,02)\. Nesta
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Figura 4.4: FEspalhamento de uma onda plana (Eg = 1(V/m), polarizada em x e
propagando na dire¢cao +z), por uma esfera PEC. Distribuicao de campo |H@| (apre-
sentados em A/m) para o plano ¢ = pi/4: (a) solu¢ao analitica [Harrington, 1961],
(b) solugao numérica do FEM e (c) solugdao numérica do MLPG.

figura sdo apresentados trés resultados: o primeiro (Figura 4.6 (a)) mostra a
solugdo analitica [Harrington, 1961]; o segundo (Figura 4.6 (b)) mostra a solugao
numérica obtida usando FEM e a malha de 5944 nés apresentada na Figura 4.2; o
ultimo (Figura 4.6 (c)) apresenta a solugao numérica usando MLPG para a mesma
malha. De modo semelhante sao apresentados, na Figura 4.7, os resultados para
a distribuicao do médulo do campo Hy. Pode ser observado nas Figuras 4.6 e 4.7
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Figura 4.5: FEspalhamento de uma onda plana (Eg = 1(V/m), polarizada em x e
propagando na direcao +z), por uma esfera PEC. Distribuicao de campo para o plano
¢ = pi/4 e para o percurso de p no intervalo (1,5) com z = 0: (a) |Eg| e (b) [Hyl.
Nestas figuras sao apresentadas as solugoes analiticas [Harrington, 1961], numérica do
FEM e numérica do MLPG.

que as solucoes numéricas do MLPG e do FEM para os médulos Ey e Hy estao
proximas a solugoes analiticas encontradas em [Harrington, 1961]. Constata-se
também que a singularidade (localizada fora do dominio computacional aproxi-
madamente em p = 7,95 metros) nao afeta as linhas da distribuicao de campo
das solugoes numéricas.

Objetivando comparar o erro entre as solugoes apresentadas nas Figuras 4.6 e
4.7 utiliza-se uma forma simples [Liu, 2009], usando a norma L2 para o calcular
a diferenca entre os valores numérico e analitico sobre o né. Este erro é calculado

por:

YT )
el =

| ‘
VB2

(4.58)

onde E}"™ é o resultado numérico para componente Ey (usando FEM ou o MLPG
proposto) no né i e Eg?a“t' é o resultado analitico [Harrington, 1961] para compo-
nente Ey né 7. As solugdes numéricas e analitica apresentam uma singularidade
em § =0ef =7 (ie. p=0). No caso das solugdes numéricas, a singulari-
dade esta presente nos modulos dos campos, pois as incognitas primarias contém
a coordenada p (i.e. |Ey| = |uc/p| e |Hy| = |un/p| ). J& a solucao analitica
apresenta a singularidade devida a presenca do termo 1/sen(f) na formulacao
[Harrington, 1961]. Logo, no calculo de |e|] nao sao avaliados os erros causados
pelos nés com p = 0. O erro na norma L2 para o médulo do campo E, usando
o FEM foi de 0,0026 e usando o MLPG foi de 0,0074. Ja para o médulo do
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Figura 4.6: FEspalhamento de uma onda plana (Ey = 1(V/m), polarizada em x e
propagando na direcao +z), por uma esfera PEC. Distribuicdo de campo |E¢| (apre-
sentados em V/m) para o plano ¢ = pi/4: (a) solucdo analitica [Harrington, 1961],
(b) solugcao numérica do FEM e (c) solug¢do numérica do MLPG.

campo Hy o erro na norma L2 usando FEM de 0,0053 e usando MLPG 0,0029.
Como pode ser observado o erro encontrado para o MLPG foi préximo ao do
FEM, sendo maior para a varidvel |Ey| e menor para |H,|. Este comportamento
era previsto dado a excelente qualidade da malha utilizada (4.2), que nao possui
elementos de ma qualidade ou distorcidos. Este resultados estao em concordancia
com os apresentados no Capitulo 3, nos quais o MLPG apresentou um desem-
penho superior ao FEM apenas em malhas de méa qualidade que influenciaram
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Figura 4.7: FEspalhamento de uma onda plana (Ey = 1(V/m), polarizada em x e
propagando na direcao +z), por uma esfera PEC. Distribuicao de campo |H@| (apre-
sentados em A/m) para o plano ¢ = pi/4: (a) solugdo analitica [Harrington, 1961],
(b) solugao numérica do FEM e (c) solu¢ao numérica do MLPG.

negativamente mais os resultados do FEM que do MLPG.

A Figura 4.8 apresenta os mddulos dos campos para p no intervalo [1, 5]
metros com z = 0, sendo (a) o valor do |Ey| e (b) o valor do |Hy|. A Figura 4.8(a)
apresenta os valores de |E,| obtidos com a solugao analitica [Harrington, 1961],
com a soluc¢ao numérica do FEM e com a solu¢gao numérica do MLPG. De modo
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semelhante, o médulo de H, é apresentado na Figura 4.8(b). Estes resultados
numéricos foram obtidos usando a malha de 5944 nds apresentada na Figura 4.2.
Pode ser observado nestes resultados que as solugoes numéricas obtidas com o
FEM e com o MLPG para os médulos dos campos apresentaram uma elevada
precisao quando comparadas as solugoes analiticas.
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Figura 4.8: FEspalhamento de uma onda plana (Eg = 1(V/m), polarizada em x e
propagando na direcao +z), por uma esfera PEC. Distribuiciao de campo para o plano
¢ = m/4 e para o percurso de p no intervalo (1,5) com z = 0: (a) |Ey4| e (b) [Hyl.
Nestas figuras sao apresentadas as solugoes analiticas [Harrington, 1961], numérica do
FEM e numérica do MLPG.

A malha de 5944 nos foi utilizada tanto para a andalise com a esfera de raio 0, 5\
quanto para a andlise com a esfera de raio 0,02\. Esta escolha pode ter benefici-
ado os resultados numeéricos encontrados para a esfera que é menor eletricamente
(0,02)). Estes resultados foram obtidos usando uma maior quantidade de nds
por area do dominio, sendo esta area medida eletricamente, ou seja, em fungao
de \2. Objetivando avaliar a resposta para uma malha com menor densidade de
nos por area, propoem-se determinar numericamente os valores dos modos dos
campos elétricos e magnéticos usando uma segunda malha, a qual possui apenas
476 noés e é apresentada na Figura 4.9. Os resultados numéricos para esta malha
sao mostrados na Figura 4.10. Especificamente, a Figura 4.10 (a) apresenta os
valores de |Ey4| obtidos com a solugao analitica [Harrington, 1961], com a solucao
numeérica do FEM e com a solu¢ao numérica do MLPG. Os valores de |E,| apre-
sentados nesta figura correspondem ao percurso de p pertencente ao intervalo
(1,5) metros com z = 0. De modo semelhante, o médulo de Hy, é apresentado
na Figura 4.10(b). Os resultados mostram que as solu¢oes numéricas obtidas
com o MLPG para os médulos dos campos usando esta segunda malha também
apresentaram uma boa precisao quando comparadas a solucao analitica. Ja os
resultados obtidos com o FEM apresentaram uma precisao inferior que o MLPG.
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Logo para esta analise o MLPG apresenta resultados mais precisos quando um

menor numero de noés é usado.
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Figura 4.9: Segunda malha usada para a andlise do espalhamento de uma onda plana
por uma esfera PEC, a qual possui 476 nds.
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Figura 4.10: Espalhamento de uma onda plana (Ey = 1(V/m), polarizada em x e
propagando na dire¢cao +z), por uma esfera PEC. Distribuicao de campo para o plano
¢ = pi/4 e para o percurso de p no intervalo (1,5) com z = 0: (a) |[Eg| e (b) [Hyl.
Nestas figuras sao apresentadas a solugao analitica [Harrington, 1961] e as solugoes
numéricas do FEM e do MLPG, sendo estas ultimas solugoes obtidas usando uma
malha com 476 nos.
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4.5 Consideracoes Finais deste Capitulo

O formalismo apresentado neste capitulo propicia a analises de problemas ele-
tromagnéticos com simetria axial e que apresentem variacoes nas trés dimensoes
usando o MLPG. A formulacao desenvolvida mostra-se atrativa, pois nao re-
quer um formalismo vetorial, no qual seriam necesséarios funcoes de teste e de
forma vetoriais, ainda nao desenvolvidas para métodos sem malha. O forma-
lismo apresentado foi validado com a analise do espalhamento de uma onda
plana por uma esfera PEC de 0,02\. Ja para anélises rigorosas de espalhamento
por grandes corpos ou de antenas com simetria axial, torna-se imprescindivel
o tratamento da singularidade presente na formulacao. Alguns possiveis cami-
nhos para tratamento destas sigularidades usando o FEM sao apresentados em
[Gordon and Mittra, 1991 e [Morgan and Mei, 1979]. J4& para a formulagao do
MLPG, uma nova proposta devera ser apresentada. Esta andlise esta listada nos
trabalhos futuros, apresentados no Capitulo 5.

Este formalismo apresenta o ponto positivo de necessitar apenas de duas
incognitas de campo (Ey e Hy) ao invés de utilizar trés incognitas de campo,
que sao requeridas em andlises de problemas em 3 dimensoes sem a utilizacao
de um formalismo vetorial. A desvantagem desta formulacao é a presenca de
uma singularidade que pode estar presente dentro do dominio dependendo da
dimensao elétrica do mesmo. Outra desvantagem ¢ a adocao das fontes nulas
(j = 0), impossibilitando que este formalismo possa ser utilizado em problemas
que possuam estas fontes no dominio computacional. A extrapolagao deste for-
malismo para possibilitar analises de problemas com fontes também esta listada
nas propostas para trabalhos futuros apresentadas no Capitulo 5.

As solugoes numéricas para o espalhamento de uma onda eletromagnética por
uma esfera PEC de raio de 0,5\ evidenciaram imprecisao dos resultados tanto para
o FEM quanto para o MLPG. Esta imprecisao, esta relacionada a presenca da
singularidade dentro do dominio computacional e também a baixa quantidade de
nos utilizada. Objetivando determinar qual é o verdadeiro causa desta imprecisao
propoem-se, como trabalho futuro, uma avaliagao deste problema com uma malha
de maior quantidade de nés. Ja para a esfera de raio menor 0,02\ os resultado
numéricos obtidos com o FEM e o MLPG apresentaram um pequeno erro quando
comparadas com a solucao analitica. Os erros obtidos com as duas solugoes
numeéricas foram préximos devido a utilizacdo de uma malha de boa qualidade,
que propicia bons resultados a ambos os métodos.

No préximo capitulo sao apresentadas as consideracoes finais desta tese e a
proposta para trabalhos futuros.



Capitulo 5

Consideracoes Finais e Trabalhos

Futuros

5.1 Consideracoes Finais

Este trabalho combinou andlises axialmente simétricas com os métodos sem
malha. Nessa direcao, o método sem malha escolhido foi o MLPG, por apresen-
tar um procedimento de andlise local, gerando matrizes esparsas e também por
ser um método de forma fraca, que apresenta melhor estabilidade se comparado
aos métodos de forma forte. Durante o desenvolvimento deste trabalho foram
propostas novas estratégias que tornaram o método ainda mais estavel e agil, tais
como a determinacao, a partir da malha de fundo, dos dominios de teste e de
suporte.

Para a determinacao do dominio de suporte foram propostas novas estratégias
(novos esquemas T) que trouxeram maior agilidade computacional sem perder a
estabilidade ou a convergéncia do método. Isto foi verificado na analise da cavi-
dade apresentada no Capitulo 3, que propiciou comparar a eficiéncia do método
com o FEM na perspectiva da convergéncia e do tempo de processamento, usando
duas diferentes malhas, uma construida com elementos de qualidade e outra parci-
almente construida com elementos distorcidos. Esta andlise mostrou que o MLPG
proposto apresentou melhores resultados de tempo de processamento e de taxa
de convergéncia quando comparado ao FEM para alguns modos da cavidade, os
quais tiveram seus resultados afetados pela malha de ma qualidade quando ana-
lisados pelo FEM. Para os demais modos, nos quais os resultados numéricos do
FEM nao foram afetados pela ma qualidade da malha, o MLPG apresentou em
desempenho inferior o que é devido ao maior tempo de processamento exigido
pelo método.

30
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Na anélise dos monopolos, foi mostrada a robustez do MLPG proposto quando
uma grande variagao da densidade de nos é empregada. Nestas andlises, a corrente
superficial e as impedancias de entrada das antenas foram obtidas usando usando
o MLPG proposto e o FEM. Os resultados apresentados pelas duas técnicas fo-
ram proximos e também foram comparados a outros resultados encontrados na
literatura. Especificamente para a andlise do monopolo com camada dielétrica,
uma técnica de visibilidade foi empregada para lidar com a interface entre dois
dielétricos, a qual se mostrou simples, eficiente e precisa. Esta técnica utiliza
integracoes e apresenta a vantagem de nao necessitar de duplicar os nés no con-
torno.

Outra importante contribuicao foi a utilizacdo de uma combinacao de for-
mulacoes axissiméticas, apresentadas no Capitulo 4, que possibilitaram a uti-
lizagao do MLPG de forma eficiente em analises de problemas em trés dimensoes
sem o desenvolvimento de um formalismo vetorial. O formalismo proposto re-
duziu o nimero de incégnitas (componentes de campo) de 3 para 2, diminuindo
o tamanho do sistema de equacoes e simplificando a imposicao das condigoes de
contorno. A desvantagem desta formulagao é a presenga de uma singularidade
que pode estar presente dentro do dominio dependendo da dimensao elétrica do
mesmo. Outra desvantagem é a adocao das fontes nulas (J = 0), impossibili-
tando que este formalismo possa ser utilizado em outras problemas que possuam
fontes, tal como a andlise de antenas de abertura. O estudo de um caminho
para lidar com a singularidade e a extrapolagao deste formalismo para possibili-
tar andlises de problemas com fontes estao listadas nas propostas para trabalhos
futuros apresentadas na préxima secao. Este formalismo propiciou a andlise do
espalhamento de uma onda eletromagnética sobre uma esfera constituida de um
condutor elétrico perfeito. As solu¢oes numéricas para uma esfera com raio de
0.02X usando o FEM e o MLPG foram comparadas com a solucao analitica,
sendo o erro segundo a norma 2 determinado. Ambas as solucoes apresentaram
um pequeno valor para o erro, sendo os erros para o MLPG e para o FEM muito
préximos. Isto deve-se a utilizacao de uma malha de boa qualidade, que propicia
bons resultados a ambos os métodos.

Na préxima segao sao apresentados as propostas para trabalhos futuros.

5.2 Trabalhos Futuros

Pretende-se dar continuidade as pesquisas realizadas durante o doutorado,

sendo propostos os seguintes itens para serem executados:

[.1 Obter resultados para a andlise da cavidade coaxial usando uma malha com
elementos de ma qualidade obtidos de compressoes verticais dos elementos
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I.2

L3

1.4

L.5

1.6

L7

de boa qualidade. Espera-se, com esta analise, obter desempenhos ruins,

usando o FEM, para os modos que apresentem variagoes com a coordenada

P (k}l [§ k4)

Acrescentar ao formalismo proposto uma estratégia para célculo do campo
distante, que possibilitara avaliar para o monopolo estudado no Capitulo 3,
caracteristicas tais como a diretividade e o diagrama de radiacao dentre
outras;

Avaliar no problema do espalhamento de uma onda eletromagnética por
uma esfera PEC de raio de 0,5\ (Capitulo 4) se a imprecisao dos resultados
de campo obtidos em posigoes afastadas da singularidade deve-se a presenga
da mesma ou a baixa quantidade de nds usada na malha.

Avaliar e propor um tratamento para a singularidade presente na for-
mulacao apresentada no Capitulo 4, a qual possibilita avaliar problemas
com simetria axial em que os campos eletromagnéticos possuem variagoes
nas trés dimensoes. Em [Gordon and Mittra, 1991] um possivel tratamento
desta singularidade é apresentado para a equacao utilizada pelo FEM.

Pretende-se estender o tratamento desta singularidade para a formulagao
do MLPG.

Usando os desenvolvimentos apresentados no Capitulo 4, analisar o espa-
lhamento de uma onda plana por uma esfera dielétrica.

Propor uma extrapolacao para o formalismo apresentado também no
Capitulo 4, possibilitando que o mesmo possa também analisar problemas

que possuam fontes no Dominio Computacional (.J # 0).

Analisar outros problemas eletromagnéticos com simetria axial em que os

campos variam nas trés dimensoes como o projeto de antenas de aberturas.
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Anexo A

Estratégias Adotadas para
Minimizar o Tempo de

Processamento do MLPG

Proposto

Neste apéndice, apresentam-se um conjunto de estratégias de programacao
que sao possiveis de ser implementadas no MLPG proposto visando minimizar
o tempo de processamento. Como visto na Secao 2.2, os esquemas T6 e T8
propostos foram usados para determinacao dos dominios de suporte do MLPG
proposto. Estes planos, além de nao utilizar estruturas de busca estabelecem
que os dominios suporte sejam vinculados as células e as arestas da mesma. Isto
significa que todas as fungoes de aproximacao de pontos x (u(x)) internos a
uma célula sao construidas utilizado mesmo dominio de suporte. O mesmo fato
ocorre para aproximacoes de pontos x (u”(x)) sobre uma mesma aresta, os quais
também possuem o mesmo dominio de suporte. A Figura A.1 apresenta o dominio
de suporte para miltiplos pontos x de uma mesma célula (Figura A.1 (a)) ou de
uma mesma aresta de célula (Figura A.1 (b)).

Este fato garante que simplificagoes no procedimento de construcao das apro-
ximagoes u"(x) possam ser realizados, sendo possivel que a matriz R seja cal-
culada uma tunica vez para todos os pontos x de uma mesma célula ou de uma
mesma aresta de célula. Esta simplificacao é possivel devido a matriz Ry nao
depender da coordenada do ponto x e sim apenas do dominio de suporte, veja
expressao 2.11. Esta estratégia resulta em uma diminuicao do tempo total de

processamento, pois o calculo da matriz R¢ representa uma parcela significativa
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O Nos do dominio de suporte de pontos x

(@) (b)

Figura A.1: Dominio de suporte para pontos x de um mesma (a) célula ou (b) aresta.

do tempo gasto para a construcao de uma aproximacao u”(z).

Outra simplificagao realizada deve-se a estratégia adotada para a construgao
dos dominios de teste (vide Secao 2.4). Esta estratégia, ilustrada na Figura A.2,
apresenta areas comuns para dominios de teste de nés préoximos. Na Figura A.2,
os dominios de teste dos nos vizinhos i, j e k possuem a area da célula L em
comum. Este procedimento poderia significar uma perda de eficiéncia computa-
cional se esta area do dominio fosse integrada multiplas vezes. Todavia no MLPG
proposto, esta area é integrada uma unica vez e sua contribuicao adicionada aos
trés dominios de teste. Isto resulta em uma mudanca de concepcao, em que o
procedimento do MLPG proposto se assemelha ao FEM, no qual o algoritmo
percorre todas as células e nao todos os dominios de teste como proposto pelo
MLPG original.

t-—

-— -

Figura A.2: Cé€lula ou drea de integracao comum a trés dominios de teste.
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As integracoes de contorno dos dominios de teste que estao internos a w
também sao realizadas uma tnica vez e contabilizadas a dois dominios de teste.
A malha apresentada na Figura A.3 ressalta os dominios de teste i e j que pos-
suem um contorno em comum, uma aresta L, o qual é integrado apenas uma vez
e contabilizado paras estes dois dominios de teste. Logo, o algoritmo do MLPG
proposto percorre todos as células e todas as arestas, integrando as areas e os

contornos dos dominios de teste, respectivamente.

Avresta L
° » °
N [ ] ..
o* °
[ ] L ]
.
° [ ] .C
" J o.
L] . °
[ ] [ ]
[ ] [ ]
i .

Figura A.3: Aresta ou contorno de integracdo comum a dois dominios de teste.



Anexo B

Construcao das malhas usadas na

analise da cavidade coaxial

Neste apéndice, detalha-se o procedimento de construcao das malhas utiliza-
das na andalise da cavidade coaxial. Este detalhamento, incia-se pela apresentacao
da construcao das malhas de boa qualidade (malha A). A primeira malha A apre-
sentada pode ser observada na Figura B.1, a qual possui menor quantidade de
noés, apenas 41 nés. Esta malha é referida neste descritivo como a malha que pos-

sui o maior espacamento horizontal e vertical entre nods, exatamente 0.25 metros
(ou spc =1/4 [m]).

0.87

0.6f

0.4r

0.2y

1 1.2 14 5 16 1.8 2

Figura B.1: Malha de boa qualidade com maior espacamento vertical e horizontal
entre nds, igual a 0.25m (spc =1/4 [m]).

A segunda malha usada, com 145 nés (vide Figura B.2 (a)), possui um
espacamento horizontal e vertical entre nés duas vezes menor que a malha A

com 41 nds, exatamente 0.125 metros (spc = 1/8 [m]). Ja a terceira malha
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usada, com 545 nés (vide Figura B.2 (b)), apresenta o espagamento horizontal
e vertical entre os nés também duas vezes menor que a malha A com 145 nos,
exatamente 0.0625 metros (spc = 1/16 [m]).

0.8

0.67

0.4y

0.2f

1 12 14 5 16 18 2

0.8

0.6y

0.4y

0.2

Figura B.2: Malhas de boa qualidade com espa¢amentos de: (a) spc =1/8 [m] e (b)
spc=1/16 [m].

A malhas subsequentes, com mais nés ou um menor espacamento vertical
e horizontal entre estes nao sao ilustradas neste documento devido a elevada
densidade nés utilizada, o que poderia dificultar a visualizagao da mesma quando
impressa. Todavia estas malhas subsequentes seguem a mesma construgao das
malhas com spcigual a 1/4, 1/8 e 1/16, apenas com espagamentos menores, sendo
seus valores de spc igual a 1/32 e 1/64 e 1/128, os quais correspondem a malhas
com 2113, 8321 e 33025, respectivamente.
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A construc¢ao das malhas de ma qualidade (Malha B) é feita de modo seme-
lhante, mas apresenta uma distor¢ao que é causada aos elementos da faixa vertical
da malha com p maior que 1,375 e menor que 1,625 (3/8 < p < 5/8), definida
como faixa de compressao. Nesta regiao, os elementos distorcidos possuem uma
compressao horizontal 10 vezes maior que regiao fora faixa de compressao. A pri-
meira malha B utilizada, com 122 nés (vide Figura B.3), possui um espagamento
horizontal entre nés igual a 0.25 metros (spc, = 1/4 [m]) para regiao fora da
faixa de compressao. Ja para a regiao da malha dentro da faixa de compressao, o
espacamento horizontal é 0.025 metros (spcy, = 1/40 [m]). O espagamento verti-
cal entre os nés dentro e fora da faixa de compressao é o mesmo, sendo para esta
primeira malha B igual & 0.25 metros (spc, = 1/4 [m]).

0.8f

0.6f

0.4¢

0.2y

1 1.2 14 1.6 1.8 2
p

Figura B.3: Malha de md qualidade com maior espacamento horizontal entre nds
0.25m (speyp, = 1/4 [m]).

As demais malhas B utilizadas, com maior nimero de nds, seguem o mesmo
procedimento de construcao da malha B com 122 nés, onde os elementos na faixa
de compressao possuem um espacamento horizontal 10 vezes menor que os ele-
mentos fora desta faixa. As Figuras apresentam duas malhas B com mais nos e
que sao utilizadas em sequéncia, respectivamente, 451 e 1733 nés. A malha B.4
(a), com 451 nés, apresenta fora da faixa de compressdo um espalhamento ho-
rizontal de 0.125 metros (spc, = 1/8 [m]) e dentro desta faixa o espagamento
horizontal de 0.0125 metros (spc, = 1/80 [m]). J& a malha B.4 (b), com 1733
nds, apresenta spcy, de 1/16 e 1/160, respectivamente, para regioes fora e dentro
da faixa de compressao.

As demais malhas B, com maior niimeros de nés, também nao sao ilustradas,
mas seguem construcao semelhante as malhas B ja apresentas apresentadas. Estas
demais malhas possuem 6793 e 26897 nds, sendo os seus valores de spc fora da

faixa de compressao iguais & 1/32 e 1/64. Na faixa de compressao, os valores de
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Figura B.4: Malhas de md qualidade com maior espacamento horizontal entre nos:
(a) spcy, =1/8 [m] e (b) spep, = 1/16 [m].

spc para estas malhas sdo também dez vezes menores, sendo iguais a 1/320 para
a malha com 6793 nés e 1/640 para a malha com 26897 nés.



Anexo C

Desenvolvimento da Forma Forte

Vetorial

Neste anexo, detalha-se o desenvolvimento da forma forte presente na secao
4.2. Este desenvolvimento inicia-se substituindo a equagao (4.16), na equacao

vetorial de Helmholtz:
1 L, =
Vx —=VxFE-—-kijeE =0, (C.1)
b
resultando em:
1 - R :
V x —V x { > [E;”ﬁ+ E7é+ Emz} eam¢}
Her m=—o0
~Re Y [E;”ﬁ + BT+ Emz} eime — (), (C.2)

A operacgao com primeiro rotacional é dada por:

ke > [E;”ﬁ + BN+ EMz| eme =0, (C.3)

m=—0Q
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resultando em:

in i

/’L'f" m=—00

JmET  10(pEY') st OE;  QET 3
0z dp

p p 0z
10(pEF) ij}?} o mo
p  Op p

(C.4)

|

~Ke Y |Bro+ Epd+ BNz e o,
A operacao com segundo rotacional é dada por:
po

am

Imé

‘?lQJ Q>

1 OpEF)  jmE}
op prp

§ Z 9
op

P
prp prp 0Oz

(o]

~Re Y [E;"ﬁ +ET+ Emz] eimé = (),

1 9ES) ] p [9E;  BET
e 0z dp

Hrp

| |

(C.5)

m=—0Q

Esta operagao resulta, para a componente ¢, na seguinte equagao:
pime

1 d(pEY) _ij;”} ejm¢+£ jmET 1 o(pLy)
[ Oz | wp  prp 0Oz

|

. 5 [
(C.6)

> {-%

m=—o00o
— kgerEg‘ejm¢} =0.

pep  Op

rescrevendo, em formato mais compacto, vem:

E[”] elme —kgerE;"ejm‘b} = 0.

> { -V [—V(pEgb)] ™ 4 jmV - [
m=—oo Plr Plr
(C.7)
onde E;" é dado por:
Er = Erp+ ET2. (C.8)

A operacao rotacional (C.5) também resulta em um vetor transversal a dire¢ao
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¢ descrito por:
i 5™ d(pEY) N m’ B 109 <£6E;” B ﬁaEgL) Jims
= [ er? Op pep®  pOZ \py 9z Op )|
[ jm O(pE} 2pm 19 (p BT p OE™\] |
I ]m2 (p ¢)+m ;+__(£ b P z>€jm¢
pep? 02 pep® pOp \pr 9z pr Op )|
— kie, [E)p+ EZ] ejm¢} =0. (C.9)
rescrevendo, em formato mais compacto, vem:
Z {V X (EV x Ej ) eIme 4 Nrp2V(pE¢ )ed™m?
(C.10)

2
— (k:gq — %) Emel™ L =0
Hrp

onde o termo V x (1/u,V x E}™) é apresentado, minunciosamente, a seguir:

1 1 b 1 (OE™ QE™
_ _’m = ﬁ Q = A— P .
Vx(uerEt) quTp 5 0 & ngbur(az 6p)
E™ 0 EM2
7 P 5
_ o) 0
_; 8_p 0 52
oOE" OE™
0 ;f‘( 27 —a—p> 0
OE™ OE™ 10 OE™ OE™
22 L85 ao |25 - 222 o
pOp L Oz py Op

tr Op

 Upoz

10
Wy 0z



Anexo D

Desenvolvimento da RBC

Bayliss-Turkel para 3 Dimensoes

Neste anexo, detalha-se o desenvolvimento da RBC para o problema de 3 di-
mensoes apresentado no capitulo 4. Este desenvolvimento segue sugestoes apre-
sentadas em [Peterson et al., 1997] na segao 11.7, na qual a condigao de primeira
ordem Bayliss-Turkel para problemas de espalhamento em trés dimensoes ou para

analise de antenas ¢ expressa por:

FXV xE —jkES =0, (D.1)

tan

onde E* é o campo vetorial elétrico espalhado, o qual é definido pela subtracao do

campo total pelo campo incidente (i.e. ES=F — EI) E$ ¢ a parcela vetorial

tan

do campo tangente a RBC, que é definida, em coordenadas cilindricas, por:

o Es . . E3
Ejp=—2o b+ E5p+ —2%, (D.2)
sen(3) cos ()

na qual 8 ¢é o angulo entre vetor normal n ao contorno RBC e o eixo z. Este vetor

normal, em coordenadas cilindricas, é descrito por:

n =7 =sen(f)p+ cos(P)z. (D.3)

Neste anexo, a Equagao (D.1) é manipulada, da mesma forma adotada no
capitulo 4, descrevendo as variagoes ¢ das componentes dos campos usando uma

série de Fourier, o que resulta em:
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1 > 5 :
P x —V X { > [E;’mp +E"¢ + Emz] eﬂw}
,U/,« m=—oo
[ee] Es,m R R Esvm ‘
— k%, 0 ES™ z 3| eimé = . D.4
3 @B (B4

A operagao rotacional é dada por:

L] f pd 2
FoX — - ; 9 jme
Txurmz_:oop o M e |©
B pEJ™ B3
(D.5)

~

oE;™  oEs™ 5

|

1 00 T 16 Es,m
e p p 0z 0z dp
10(pES™) ijS””] 2}ejm¢

p  Op p
0o 5 . Esm '
¢ s,m z 2 meé __
FE Jme — ().
¢+ E, ¢+008<ﬂ)z}e

ke 2 o

=—0Q

(D.6)

|

No modelamento presente no capitulo 4, faz-se necessario saber a condicao
de contorno de radiacao apenas das componentes ¢ dos campos. Logo, apenas
a equagao referente a componente E,, obtida da Equagao (D.6), é apresentada

neste anexo, sendo descrita por:

|

I(pES™ O(pES™
_Sen(e) (p ¢ ) _]mEs,m _ COS(0> (p ¢ ) _]mEj,m —j]ﬂE;;’m — O,
p dp g p 0z
(D.7)

a qual pode ser reescrita em formato mais compacto, usando identidades

geométricas, por:
(D.8)

- V(pE,"™) + jmlsen(B)Ey™ + cos(B)E™] — jkpEy™ = 0.
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A Equacao (D.8) pode ser reescrita somente em fungao das componentes E¢

e H¢ usando as relagoes (4.14) e (4.13), o que resulta em

OpES™)  mfun. smy 4 Eo

(D.9)
a qual pode ser definida em relacao ao campo incidente e campo total, bastando
para isso somar e subtrair termos incidentes iguais aos termos espalhados presente
na mesma. HEste procedimento resulta na formulagao utilizada no capitulo 4, que
define a derivada dada componente Ej" em relagao a normal ao contorno RBC,

sendo expressa por:

d(pET) OPES™)  mfun. P O
1

kp,

_ mfmn

Lo [0 X V(pH)] = j

(D.10)

em que E¢™ = E¢*>™ + E¢l'™ sendo E¢'™ o harmoénico m da componente Eg
do campo incidente no contorno RBC.
Objetivando determinar a derivada da componente Hg" em relagao a normal
ao contorno RBC, utiliza-se a equacao dual a (D.1), que é definida por:
P xV x H — jkH;, =0, (D.11)
seguindo passos semelhantes ao utilizados para determinar (D.10) ou usando o
teorema da dualidade [Harrington, 1961], obtem-se

I(pHy) OPHy™)  mfm. oy HYT
fm,U/rpT _fmﬂrp on - 77/<? n- [¢ X V(pE¢ )] +J ke,
Mfm . m H
o 19X VED)] =5 P (D.12)

em que H¢!'™ é o harmoénico m da componente Hy do campo incidente no con-
torno RBC.
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