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Resumo

A capacidade de aprendizado de uma rede neural artificial depende das restrições impos-

tas ao seu espaço de soluções que podem ser determinadas pelo número de parâmetros

do modelo ou por outras formas de restrições de busca neste espaço. A complexidade da

rede neural pode ser controlada pela decomposição da esperança do erro quadrático em

dois termos que representam o viés e a variância da famı́lia de modelos. Uma técnica uti-

lizada para controlar o trade-off entre o viés e a variância é a regularização, que controla

a variância pela modificação da função de erro com adição de um termo de penalização.

A proposta deste trabalho é definir um classificador de margem larga baseado na adição

de amostras sintéticas no conjunto de treinamento em seu espaço de caracteŕısticas. A

abordagem proposta é baseada em um modelo de adição de rúıdos no treinamento e das

informações estruturais dos dados. Os experimentos foram realizados para comparar o

modelo proposto denominado como Regularization with Noise of Extreme Learning Ma-

chine (RN-ELM) em relação a Extreme Learning Machine (ELM) padrão e o modelo

de Extreme Learning Machine com regularização (ELM-REG). Os resultados mostram a

capacidade de reduzir a norma e suavizar a superf́ıcie de separação dos modelos RN-ELM

e ELM-REG. Na avaliação estat́ıstica da acurácia média dos modelos foi visto que exis-

tem diferenças significativas entre os modelos. Pela formalização matemática foi posśıvel

verificar que o método proposto possui efeito semelhante a regularização de Tikhonov. O

modelo RN-ELM leva a função de separação para região de margem, sem a necessidade

de cobrir exaustivamente todo o espaço de entrada, onde os parâmetros utilizados foram

definidos pelas informações estruturais dos dados.

Palavras-chave: Classificador. Redes Neurais. Regularização. Treinamento com rúıdo.



Abstract

The learning capability of the artificial neural networks (ANN) depends the imposes cons-

traints on solutions space which can be defined by the number of parameters of the model

or by another constraints on it search space. To control the complexity of the neural

network is used the decomposition the expectation of mean squared error into bias and

variance terms of the model family. A technical used to control the tradeoff between bias

and variance is the regularization that control the variance by a modification into error

function by including a penalization term. The propose of this work is to define a classifier

of large margin based on local resampling into training set in feature space. The thesis

approach is based in the addition of noise during neural network training and on struc-

tural information of the data. Experiments were carried out to compare the proposed

model called Regularization with Noise of Extreme Learning Machine (RN-ELM) against

the standard Extreme Learning Machine (ELM) and Extreme Learning Machine with re-

gularization (ELM-REG). The results showed that the methods RN-ELM and ELM-REG

yield smoother solutions and decrease the weight norm. The Statistical test was applied

on the mean accuracy of the models was observed that there are significative difference

between the models. A mathematical formulation of the proposed method shows that the

addition of synthetic samples has the same effect as the Tikhonov regularization. The

RN-ELM approach leads the separation function to the margin region, without the need

to exhaustively cover the whole input space and the parameters are fitted using the struc-

tural information of the samples.

Keywords: Classifier. Neural Networks. Regularization. Training with noise.
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A.16 Relação da média da variância em relação a adição de amostras sintéticas . 104
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na camada oculta (L). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79



Lista de Abreviaturas

CD Critical Difference
CDD Critical Difference Diagram
DNN Deep Neural Network
ELM Extreme Learning Machine
ELM-REG Extreme Learning Machine com regularização
GAN Generative Adversarial Network
GG Gabriel Graph
MLP MultiLayer Perceptron
MSE Mean Square Error
PMCMR The Pairwise Multiple Comparison of Mean Ranks Package
RBF Radial Basis Function
RNA Rede Neural Artificial
RN-ELM Regularization with Noise of Extreme Learning Machine
SLFN Single hidden Layer Feedforward Neural network
SSE Sum Square error
SVM Support Vector Machine



Lista de Śımbolos
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4.2.2 Bases de dados reais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.2.2.1 Resultados das bases de dados reais . . . . . . . . . . . . . 56

4.2.2.2 Teste de Friedman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

4.2.2.3 Resultado do teste de Friedman . . . . . . . . . . . . . . . 79

4.2.2.4 Teste de Nemenyi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

4.2.2.5 Resultado do teste de Nemenyi . . . . . . . . . . . . . . . 80
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A.2 Rúıdos entorno do ponto médio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

A.2.1 Adição de vetores simétricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Contextualização

A definição da estrutura da rede neural artificial (RNA) para resolução de um problema

não é uma tarefa fácil, pois depende da complexidade do problema, da dimensão dos dados

de entrada, do conhecimento a priori sobre o problema e da representatividade dos dados.

Muitos algoritmos de treinamento das redes neurais visam minimizar o risco emṕırico por

meio da minimização do erro quadrático médio (Mean Square Error - MSE), com algoritmo

de gradiente descendente (usado no backpropagation) não tendo como objetivo principal a

maximização da margem entre as classes de um problema de classificação (Bishop, 1995a).

O processo de aprendizado pode ser visto como um problema de mapeamento não

linear dos dados de entrada e seus rótulos e está relacionado com a capacidade do modelo

de descrever os dados a partir de um conjunto de amostras da população. A RNA é

avaliada pela sua capacidade de generalização que consiste em mapear corretamente os

dados de entrada e sáıda de amostras da mesma população que nunca foram usadas no

treinamento da rede neural (Haykin, 2009). Uma rede neural tem boa capacidade de

generalização quando consegue identificar amostras que possuem pequenas diferenças do

conjunto de treinamento da rede neural. As situações extremas do treinamento da rede

neural são overfitting e underfitting, em que na primeira situação a rede neural memoriza

as amostras de treinamento, inclusive os rúıdos, o que deixa a rede incapaz de reconhecer

amostras similares. Já a segunda situação no treinamento da rede neural ela não é capaz

de realizar o mapeamento entre a entrada e rótulo (Duda et al., 2000). No treinamento da

rede neural não é necessário aprender uma exata representação do conjunto de treino, mas

construir um modelo para entender como os dados são gerados. Portanto o estudo das

redes neurais é motivado pela proposta de modelos que sejam capazes de buscar equiĺıbrio

entre a complexidade da rede neural e a sua acurácia.

Otimizar a complexidade do modelo para obter uma boa generalização são requisitos

primordiais no aprendizado de máquina. Para os modelos inflex́ıveis ou muito simples,

tem-se um grande viés e uma pequena variância, o que significa que o modelo não está
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no treinamento, devido a construção dinâmica das camadas isto pode gerar redes peque-

nas. Tem como desvantagem a incorporação de rúıdo dos dados que adequam ao conjunto

de treinamento. A Regularização é um método usado para controlar a complexidade do

modelo e tende a evitar overfitting usando um modelo flex́ıvel com restrições dos valores

que os parâmetros do modelo podem assumir, normalmente por meio da adição de um

termo de penalização. A regularização pode ser obtida por diferentes formas pelos algo-

ritmos de weight decay (Krogh & Hertz, 1992), early stopping (Hagiwara, 2002), adição

de rúıdos (Zur et al., 2009) e data augmentation (Bouthillier et al., 2016).

O método de adição de rúıdos nos dados de entrada durante o treinamento de uma rede

neural melhora a capacidade de generalização (Holmstrom & Koistinen, 1992; Matsuoka,

1992). No trabalho de Bishop (1995), foi visto que o treinamento com rúıdo é equivalente

a regularização de Tikhonov. Desta forma, a minimização da função de erro regularizada

é uma alternativa para o treinamento com rúıdo.

No trabalho de DeVries & Taylor (2017) transformações nos dados ocorrem no espaço

de caracteŕısticas onde a amostra gerada nem sempre tem a mesma classe da amostra

original. A proposta Smart Augmentation (Lemley et al., 2017) é usar GAN (Generative

Adversarial Network) para aprender a gerar amostras com caracteŕısticas combinadas

que melhor descrevem um problema espećıfico, e assim conseguem evitar o overfitting e

aumentar o desempenho da rede neural.

Para criar modelos de redes neurais que melhor representem os dados de entrada,

técnicas que exploram as informações estruturais dos dados são empregadas. O traba-

lho de Bennett & Bredensteiner (2000) descreve a interpretação geométrica do algoritmo

de aprendizado de máquina Support Vector Machine(SVM) para dados linearmente se-

paráveis, em que a margem máxima de separação entre dois conjuntos é equivalente a

encontrar os pontos mais próximos sobre o feixe convexo de cada conjunto.

Para maximizar a margem de separação entre classes busca-se extrair informações

geométricas dos dados de treinamento. No trabalho de Torres et al. (2015) é definido

um grafo planar, grafo de Gabriel, para obter as informações geométricas dos dados de

treinamento e identificar as amostras que estão mais próximas da margem de separação.

Assim, uma combinação a ser explorada neste trabalho é obter informações geométricas

dos dados de treinamento para adicionar amostras sintéticas ruidosas na região de mar-

gem de separação das classes com o objetivo de obter o mesmo efeito de regularização de

Tikhonov (Bishop, 1995). Para redes superdimensionadas o modelo deve ser capaz de des-

crever os dados de treinamento e suavizar a superf́ıcie de separação evitando o overfitting

o que melhora a capacidade de generalização da RNA.
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1.2 Problema de pesquisa

A definição de uma rede neural artificial (RNA) que seja adequada para tratar problemas

de classificação e regressão tem sido um grande desafio e uma área muito estudada. O

conjunto de amostras que trata o problema muitas vezes não é grande o suficiente para

que a RNA aprenda o problema e possa generalizar para casos não conhecidos.

A qualidade dos modelos degradam em problemas de classificação com base de dados

pequenas e desbalanceadas. As bases de dados pequenas afetam a capacidade de gene-

ralização enquanto as bases com classes desbalanceadas tornam enviesado o classificador

para a classe dominante (Silva & Adeodato, 2011). Em problemas reais como casos de

fraude, casos de doenças e regiões de simulações de larga escala as classes de interesse são

as de menor ocorrência.

É de grande interesse a busca de métodos para RNA que sejam capazes de aprender

com os dados de entrada e realizar previsões corretas de amostras não conhecidas dos

modelos, ou seja, modelos com grande capacidade de generalização. A regularização

tem sido estudada no contexto de redes neurais, normalmente usada para melhorar o

desempenho de generalização quando o número de amostras é relativamente pequeno ou

contaminado por rúıdo. Foi visto também que a adição de rúıdos durante o treinamento

da RNA pode obter o efeito de regularização (Bishop, 1995; Chandra & Singh, 2003; Rifai

et al., 2011).

Outro desafio é definir a complexidade da rede que seja capaz de relacionar um con-

junto de caracteŕısticas a uma sáıda esperada. Quanto mais complexa a RNA, maior

a sua capacidade para resolver problemas. Essa rede complexa é definida pelo número

de neurônios nas camadas ocultas e o grande número de parâmetros da rede que de-

vem ser ajustados. RNAs complexas exigem mais tempo de treinamento e um conjunto

de dados que sejam capazes de descrever corretamente o problema uma vez que a rede

neural também aprende os rúıdos que são amostras de dados que não representam as

caracteŕısticas do problema.

A capacidade da rede neural depende das restrições impostas ao espaço de soluções,

podendo estas serem determinadas pelo número de parâmetros do modelo ou por outras

formas de restrições de busca no espaço de soluções. No trabalho de Geman et al. (1992)

pode ser visto que a variabilidade da famı́lia de modelos aproximadores influencia na

qualidade da função de aproximação. A decomposição da esperança do erro quadrático,

apresentada no trabalho de Geman resulta na Equação 1.1, que é conhecida por apresentar

a decomposição do erro de aproximação E[(f(x,w)−E[y|x])2] em dois termos que repre-

sentam o viés e a variância da famı́lia de modelos, onde x representa a amostra de entrada

e y é a sáıda desejada e E[.] é a esperança matemática. O objetivo da aproximação é apro-

ximar o valor esperado de sáıda, E[y|x] e, assim ambos os termos (E[f(x,w)]− E[y|x])2

(viés) e E[(f(x,w)− E[f(x,w)])2] (variância) devem ser minimizados.
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E[(f(x,w)− E[y|x])2] = (E[f(x,w)]− E[y|x])2
︸ ︷︷ ︸

µ{f(x,w)}

+

E[(f(x,w)− E[f(x,w)])2]
︸ ︷︷ ︸

σ2
{f(x,w)}

(1.1)

A fim de melhorar a capacidade de generalização da rede neural e ajustar a complexi-

dade da rede de acordo com o problema de entrada, este trabalho propõe um método que

utiliza as informações geométricas dos dados para adicionar amostras sintéticas ruidosas

no conjunto de treinamento. Os vetores próximos a margem de separação das classes são

identificados a partir da estrutura geométrica dos dados e serão utilizados como referência

para definição das regiões de adição das amostras ruidosas no conjunto de treinamento.

Desta forma, busca-se o efeito de regularização para que seja posśıvel reduzir o erro de

generalização e maximizar a margem de separação entre as classes nos problemas de clas-

sificação.

1.3 Hipótese

A hipótese deste trabalho é a de que a adição de amostras sintéticas ruidosas, no espaço

de caracteŕısticas, durante o treinamento de uma rede neural artificial possa maximizar a

margem de separação entre as classes e melhorar a capacidade de generalização da rede

neural. Os parâmetros serão definidos a partir das informações estruturais dos dados de

treinamento, como a região de adição das amostras sintéticas, a dispersão das amostras

sintéticas e a quantidade de amostras a ser adicionada.

1.4 Objetivos

1.4.1 Objetivos gerais

Propor um modelo de classificação que utilize as informações geométricas dos dados de

entrada e seja capaz de maximizar a margem de separação entre as classes a partir da

adição de amostras sintéticas ruidosas no conjunto de treinamento.

1.4.2 Objetivos espećıficos

1. Propor um modelo de classificação com adição de amostras sintéticas ruidosas.

2. Utilizar as informações geométricas dos dados de entrada para encontrar a margem

de separação.
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3. Definir a formalização matemática do modelo proposto que busca ter o mesmo efeito

da regularização de Tikhonov.

4. Melhorar a capacidade de generalização da rede neural.

5. Maximizar a margem de separação entre as classes.

1.5 Organização do texto

O restante deste texto está organizado da seguinte forma: O Caṕıtulo 2 apresenta a

revisão bibliográfica, no caṕıtulo 3 é apresentada a proposta do trabalho, no caṕıtulo 4

os experimentos e resultados e no caṕıtulo 5 a conclusão e os trabalhos futuros.
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Caṕıtulo 2

Revisão bibliográfica

Neste caṕıtulo serão apresentados os principais métodos para melhorar a generalização

no treinamento de uma rede neural artificial, as técnicas de regularização e a influência

da adição de rúıdos durante o treinamento de uma rede neural artificial.

2.1 Treinamento com rúıdo

Nesta seção serão abordados os principais estudos sobre a adição de rúıdo e suas aplicações.

A adição de rúıdo durante o treinamento de uma rede neural artificial pode melhorar

sua capacidade de generalização (Holmstrom & Koistinen, 1992; Matsuoka, 1992; Sum

& Leung, 2021; Wang & Principe, 1999). Métodos de adição de rúıdos podem evitar

overfitting durante o treinamento de uma rede neural artificial (An, 1996; Zur et al.,

2009) e reduzir a complexidade da rede neural (Sum & Leung, 2021). Foi demonstrado

por Bishop (1995) que o efeito de regularização de Tikhonov pode ser obtido com a adição

dos rúıdos durante o treinamento da rede neural.

O rúıdo injetado nos rótulos da base de dados permite desenvolver métodos de filtra-

gem de rúıdo e algoritmos que sejam capazes de tratar rúıdo no rótulo (Garcia et al.,

2015, 2019; Tanaka et al., 2018). No trabalho de An (1996) foi realizado um estudo sobre

os efeitos da injeção de rúıdos de três formas: rúıdo nos dados (2.1), rúıdo nos pesos (2.2)

e rúıdo de Langevin (2.3).

1. Rúıdos nos dados: zt → zt + ζ (2.1)

2. Rúıdos nos pesos: w→ w + ξ (2.2)

3. Rúıdo Langevin: ∆w→∆w + ξ (2.3)

onde ζ é um vetor de rúıdos com a mesma dimensão de zt, e ξ tem a mesma dimensão de

w. A perturbação dos dados de entrada pode ser por adição ou multiplicação, ou seja, a

primeira quando um rúıdo gaussiano é adicionado aos atributos de entrada e a segunda é

proporcional a magnitude dos atributos da entrada (Isaev & Dolenko, 2018).
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Os experimentos foram realizados em problemas de classificação e regressão em que

foram avaliados como os rúıdos afetam a função de custo de aprendizado. Foi avaliado

como a função de penalização induzida pelos rúıdos afeta o desempenho de generalização

no treinamento. Para injeção de rúıdos nos dados foram utilizadas distribuições gaussi-

anas N(µ, σ2) e uma distribuição uniforme em um intervalo [−a, a]. A função de erro

padrão possui dois termos de penalidade um idêntico ao termo de suavização da teoria

de regularização e o segundo dependente do ajuste dos reśıduos. O termo de penalização

induzido pelo rúıdo na entrada fazem com que a rede neural seja menos senśıvel a variação

dos dados de entrada. Desta forma o efeito de suavização melhora o desempenho de ge-

neralização. O rúıdo adicionado na sáıda não melhora a generalização, porque define uma

constante na função de custo. Os rúıdos adicionados no peso da rede alteram a função de

custo de forma similar a penalização feita pelos rúıdos na entrada. As restrições na rede

neural induzida pelos pesos da rede tem efeito de generalização distintos, pois deixam a

rede menos senśıvel a variação dos pesos em relação a variação dos dados de entrada. O

treinamento com os rúıdos de Langevin não tem efeito de regularização, mas é capaz de

encontrar o mı́nimo local.

2.1.1 Treinamento com rúıdo em redes neurais profundas

A adição de rúıdos em redes neurais profundas (DNN - Deep neural network) tem sido

proposta para obter o efeito de regularização por dropout1, melhorar a capacidade de

generalização e tornar as redes mais robustas à presença de rúıdos. Para o reconheci-

mento de fala, os modelos de DNN são utilizados devido a flexibilidade no aprendizado de

padrões complexos (Yin et al., 2015). Os dados da fala com adição de rúıdos são usados

no treinamento da DNN que aprende o padrão de rúıdo e compensa a interferência na

fala. Desta forma, a perturbação gerada pelos rúıdos pode melhorar a capacidade de

generalização do modelo.

Um desafio para as DNN são aplicações de reconhecimento de imagem e rank de si-

milaridade, devido aos diversos processamentos na imagem como compressão, mudanças

de escalas e recortes. Para obter estabilidade no processamento da DNN, um método

de treinamento baseado na adição de rúıdo gaussiano não correlacionado a ńıvel de pixel

na imagem de entrada é proposto por Zheng et al. (2016). No trabalho de Noh et al.

(2017), para tratar aplicações de visão computacional, os rúıdos são adicionados em uni-

dades ocultas determińısticas para formar unidades estocásticas e explorar as formulações

probabiĺısticas com o Importance Weighted Stochastic Gradient Descent que melhoram o

desempenho de acurácia do modelo de DNN. Um classificador de margem larga é pro-

posto por You et al. (2019) que para problemas de classificação visual nas rede neurais

1Técnica utilizada para remover aleatoriamente neurônios e suas conexões (entrada e sáıda) da rede
neural durante o treinamento (Srivastava et al., 2014).
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convolucionais, um método com adição de rúıdos no treinamento, faz com que aumente a

perda de entropia cruzada e movimenta a superf́ıcie de separação para uma região mais

distante das amostras de treinamento, aumentando assim a margem de separação.

A capacidade de reduzir o espaço de dimensionalidade tem demonstrado grande po-

tencial do grafo autoencoder. Os dados de entrada são incorporados no grafo por uma

matriz de fatorização que preserva a estrutura do grafo da matriz de entrada. A proposta

de Wang et al. (2021b) é desenvolver uma estratégia de treinamento com adição de rúıdos

que utiliza o treinamento clássico do grafo de autoencoder. A abordagem consiste em

remover aleatoriamente um conjunto de arestas e adicionar o mesmo número de arestas,

sem alterar o número das mesmas.

2.1.2 Rúıdo nos dados de entrada

A possibilidade de melhorar a capacidade de generalização na rede neural com adição

de rúıdos nas amostras do conjunto de treinamento tem sido amplamente estudada. No

trabalho de Holmstrom & Koistinen (1992) o algoritmo de treinamento utilizado é o

back-propagation e a adição de rúıdo no conjunto de treinamento é interpretada como

uma estimativa de kernel da densidade de probabilidade que descreve a distribuição dos

vetores de treinamento. As caracteŕısticas dos rúıdos injetados dependem da definição

da função kernel e do parâmetro de suavização para controlar a intensidade do rúıdo.

Os experimentos realizados mostram a melhora na capacidade de generalização. Um

problema crucial no algoritmo de back-propagation durante o treinamento é a capacidade

de generalização. Essa dificuldade é justificada por selecionar um conjunto de treinamento

limitado em relação a população que seja capaz de mapear entrada/sáıda de amostras

desconhecidas do treinamento.

Assim no trabalho de Matsuoka (1992) é feito o desenvolvimento matemático que

explica a ocorrência de suavização no mapeamento do espaço de entrada para o espaço de

sáıda que melhora a capacidade de generalização no aprendizado usando back-propagation.

No trabalho de Piotrowski & Napiorkowski (2013) a rede neural artificial é utilizada

como uma ferramenta para hidrologia. A adição de rúıdo na entrada dos dados durante

o treinamento é feita para evitar overfitting. A implementação em problemas reais é

dif́ıcil e o desempenho do modelo depende de um grande número de detalhes técnicos

que podem limitar sua aplicação prática. As amostras de treinamento onde o rúıdo deve

ser adicionado são escolhidas por uma estimação da função de densidade do vetor de

treinamento. Portanto, deve ser definida a forma da função de kernel e o parâmetro de

suavização.
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2.1.3 Rúıdo nos pesos da rede neural

A injeção de rúıdo nos pesos durante o treinamento é proposto com o objetivo de melhorar

a generalização, a convergência e a tolerância a falhas da rede neural. Nos trabalhos de

Ho et al. (2008) e Sum et al. (2012) é analisada a convergência do treinamento da radial

basis function (RBF) com injeção de rúıdos nos pesos e a função objetivo após a adição

do rúıdo. Foi visto que com a injeção de rúıdo por multiplicação ou por adição a função

a ser minimizada é a média dos erros quadráticos, como mostra a Equação 2.4 de ajuste

dos pesos.

w̃i(t) =

{
wi(t) + βi para injeção de rúıdo por adição,
wi(t) + βi.wi(t) para injeção de rúıdo por multiplicação.

(2.4)

onde w̃i é o peso atualizado, wi é o peso atual e βi é uma variável gaussiana aleatória com

média zero e variância dada por Sb de valor pequeno.

Portanto, a adição de rúıdo online nos pesos da rede RBF não melhora a tolerância a

falha ou a generalização. Na rede multilayer perceptron (MLP), com o método de adição

de rúıdo nos pesos, a função objetivo possui dois termos: o primeiro sendo a média dos

erros quadráticos e o outro um termo regularizador da magnitude da sáıda da camada

oculta. Um estudo dos efeitos no algoritmo de aprendizado causados pela adição de

rúıdos nos pesos foi feito por Sum et al. (2012), em que é combinada a injeção de rúıdo

nos pesos com weight decay durante o treinamento. Foi demonstrado que para injeção de

rúıdos por adição ou multiplicação nos pesos da rede MLP, os algoritmos convergem com

probabilidade 1, desde que o tamanho do passo atenda a certas condições: seja J(w) a

função objetivo do algoritmo de treinamento, sendo α > 0 a constante de weight decay

e µ(t) o tamanho do passo. Se µ(t) → 0, então tem probabilidade igual a 1, E[||w||2
2
]

é limitada e ∃ limt→inf ||w(t)||2. A partir dessas duas propriedades mostrou-se que se

µ(t) → 0,
∑

t µ(t) = inf e
∑

t µ(t)
2 < ∞ então com probabilidade igual a um esses

algoritmos convergem. Além disso, w(t) converge com probabilidade igual a um para um

ponto onde ∇wJ(w) = 0.

2.1.4 Rúıdo no rótulo

Foi proposto por Wang & Principe (1999) a adição de rúıdo no valor da sáıda desejada

(target output). O termo de rúıdo adicionado tem uma distribuição gaussiana com média

zero e a variância independente dos sinais de entrada e sáıda desejada. Na abordagem de

Wang & Principe, durante o treinamento, o rúıdo adicionado tem influência na função do

erro total, mas não afeta o valor final dos pesos da rede neural. Durante o treinamento

houve melhora na capacidade de busca pelo tamanho do passo do algoritmo de back-

propagation. O método é simples e eficaz para pegar o processo de aprendizado em um

mı́nimo local. Entretanto, não há garantia que uma solução ótima seja encontrada pois a
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superf́ıcie de busca pode ter diferenças significativas mesmo que o rúıdo adicionado tenha

restrição de média zero.

O tratamento de injeção de rúıdos no rótulo aumenta a complexidade do modelo, au-

menta a demanda de processamento e reduz a capacidade de predição do classificador

para novas amostras. Desta forma, o pré-processamento da base de dados se faz impor-

tante para melhorar a qualidade dos dados e reduzir os efeitos prejudiciais no processo de

aprendizado. No trabalho de Garcia et al. (2019) foram propostos modelos de injeção de

rúıdos no rótulo nas bases de dados de classificação. Estes modelos são capazes de pro-

duzir base de dados com rúıdos mais realistas com a perturbação no rótulo de amostras

cŕıticas situadas próximas da superf́ıcie de decisão e também melhoram a avaliação da

filtragem de rúıdos.

No estudo de Garcia et al. (2015) foi avaliado como os rúıdos afetam a complexidade

nos problemas de classificação. A sensibilidade dos ı́ndices de complexidade dos dados

foram monitorados em relação a diferentes ńıveis de rúıdos. Para caracterizar a comple-

xidade de um problema de classificação foram feitas medições geométricas, estat́ısticas

e estruturais extráıdas dos dados. Com a identificação das medidas mais senśıveis dos

rúıdos no rótulo foi posśıvel desenvolver técnicas de pré-processamento e algoritmos mais

tolerantes aos rúıdos. Foi proposto um novo filtro de identificação de rúıdos no rótulo

com base nas medidas de complexidade.

O treinamento com rúıdo tem efeito equivalente a uma forma de regularização que

adiciona um termo extra a função de erro. Entretanto, o termo de regularização que trata

da segunda derivada da função de erro não é limitado inferiormente, o que o torna dif́ıcil

de ser usado diretamente no algoritmo de aprendizado baseado na minimização do erro.

Foi proposto por Bishop (1995) que o termo de regularização seja positivo e com a forma

que envolva somente a primeira derivada no mapeamento da rede. Desta forma, com

a injeção de rúıdos nas amostras do conjunto de treinamento a função de somatório de

erros quadráticos tem o termo de regularização pertencente a classe dos regularizadores

de Tikhonov.

2.1.5 Conclusão

A injeção de rúıdos nos dados de entrada durante o treinamento da rede neural melhora

o desempenho de generalização da rede. Os rúıdos adicionados nos dados e nos pesos da

rede auxiliam para que os modelos sejam mais resilientes a variação dos dados de entrada,

o que os torna menos senśıveis à pequenas variações dos dados. Os rúıdos adicionados

nos rótulos auxiliam no desenvolvimento de filtros e a desenvolver modelos tolerantes a

falhas. Os filtros executam um pré-processamento na base de dados para tornar os dados

mais confiáveis e, desta forma, é posśıvel desenvolver modelos mais realistas.
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As abordagens de adição de rúıdos tratadas na literatura consistem em alterar os

dados de entrada, os pesos e os rótulos. Na abordagem proposta neste trabalho é feita

a adição de uma nova amostra sintética ruidosa ao conjunto de treinamento baseada em

um subconjunto do conjunto de treinamento. Este subconjunto de amostras é definido

de acordo com suas caracteŕısticas, como os pontos situados na região da margem de

separação.

2.2 Regularização

Regularização é uma técnica utilizada para controle do viés e variância (bias and variance)

do modelo. O viés é a diferença entre a esperança de predição do modelo e o valor correto

de sáıda do modelo, já a variância mede a variabilidade de predição do modelo para

uma determinada base de dados (Bishop, 1995a). São normalmente utilizadas para evitar

overfitting1 no mapeamento da entrada para sáıda do modelo.

2.2.1 Early stopping

Uma forma simples de evitar overfitting é com a interrupção do processo de treinamento

quando o erro no conjunto de validação começa a aumentar (Murphy, 2012). Durante o

treinamento com o algoritmo back-propagation a complexidade da função de mapeamento

tende a aumentar com a evolução das épocas. O overfitting pode ser identificado por

meio da validação cruzada, em que as amostras do conjunto de treinamento são divididas

em conjunto de estimação e conjunto de validação. O conjunto de estimação treina a

rede e o conjunto de validação testa a rede para detectar quando o overfitting começa

durante o treinamento supervisionado (Haykin, 2009; Prechelt, 2012). Na Figura 2.1 é

apresentada a forma conceitual das curvas de aprendizado dos subconjuntos de estimação

e de validação, e é indicado o ponto de parada no treinamento, chamado de early stopping

2.2.2 Weight decay

O weight decay é um método utilizado para melhorar a generalização da rede por meio da

minimização da magnitude dos pesos da rede neural (Duda et al., 2000). Grandes valores

de pesos fazem com que o modelo tenha um ajuste irregular, mapeando os rúıdos, causando

overfitting. A abordagem do método consiste em iniciar uma rede com muitos pesos ou

neurônios na camada oculta e realizar o decaimento dos pesos durante o aprendizado da

rede neural. A regularização deste procedimento consiste em adicionar à função de custo,

1Modelo que aprende as amostras de treinamento (classificação perfeita), mas não é capaz de classificar
corretamente novas amostras (Duda et al., 2000).
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w = arg min
w∈Rm

||y −Xw||2
2

(2.6)

por

w = arg min
w∈Rm

{||y −Xw||2
2
+ λ2||L(w −w0)||

2

2
} (2.7)

em que λ é o parâmetro de regularização, ||y −Xw||2
2
é o erro de aproximação, ||L(w −

w0)||
2

2
é o termo de penalização e w0 é a aproximação inicial da solução quando dispońıvel,

mas se não tiver informação inicial tem-se w0 = 0. A matriz L é normalmente a matriz

identidade L = I ou uma aproximação discreta de algum operador diferencial definido,

por exemplo, a 1a ou 2a derivada. O desafio é escolher λ tal que w se aproxime da solução

ótima representada por w∗. A Equação 2.7 é resolvida como um problema de mı́nimos

quadrados e representada na equação normal, Equação 2.8.

(XTX+ λ2LTL)w = XTy + λ2LTLw0 (2.8)

esta é a equação normal regularizada, caso seja considerado L = I então o problema está

na forma padrão, caso contrário está na forma geral. Considerando w0 = 0 a Equação 2.8

pode ser reescrita como

w = (XTX+ λ2LTL)−1XTy (2.9)

A técnica de regularização de Tikhonov tem como objetivo suavizar o mapeamento da

rede pela adição de um termo de penalidade, λΩ(.), como mostra a função de erro 2.11

(Bishop, 1995b; de Campos Velho, 2001; Poggio & Girosi, 1990).

Je =

N1∑

i=1

(yi − f(xi,w))2 (2.10)

onde N1 é o número de amostras no conjunto de treinamento.

O termo de penalização penaliza o mapeamento que não é suavizado. E o efeito

da regularização na rede neural permite controlar o sobreajuste, overfitting, que ocorre

quando a capacidade do modelo excede a complexidade do problema. A expressão de

regularização pode ser descrita na Equação 2.11.

J̃e = Je + λΩ(f(xi,w)) (2.11)

onde J̃e é a função do erro total, Je é o erro padrão de sáıda, λ é o parâmetro de regu-

larização que controla o compromisso entre a suavidade da solução e a aproximação dos

dados e o Ω é o termo de regularização que geralmente é expresso em termos da função

da rede f(xi,w) (Bishop, 1995).
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2.2.4 Conclusão

A regularização é uma importante técnica para melhorar o desempenho da generalização.

Consiste em utilizar mecanismos de controle dos pesos da rede para ajustar o modelo

as caracteŕısticas dos dados de entrada durante o aprendizado da rede. Para o método

early stopping nem sempre é uma tarefa fácil decidir quando exatamente parar o treina-

mento (Piotrowski & Napiorkowski, 2013). O treinamento pode ser interrompido imedi-

atamente quando o erro de validação começa a aumentar ou quando for 20% maior que

o valor mı́nimo do erro de validação. O algoritmo de weight decay propõe controlar a

complexidade da rede com a penalização dos pesos, fazendo com que elementos de me-

nor importância tenham valores próximo a zero e os mais significantes tenham maiores

valores.

No estudo realizado por Bishop (1995) foi visto que o efeito de regularizaçao pode ser

obtido com a injeção de rúıdos nos dados durante o treinamento. Nossa proposta consiste

em adicionar amostras sintéticas ruidosas nas proximidades da superf́ıcie de separação

para obter um modelo que seja capaz de maximizar a margem de separação. Diferente

da abordagem usada por Bishop (1995) que injeta rúıdos nos dados de entrada, neste

trabalho foram adicionadas novas amostras em regiões, no espaço de caracteŕısticas, a fim

de obter o mesmo efeito da regularização de Tikhonov.

2.3 Geometria computacional

2.3.1 Grafo de Gabriel

O Grafo de Gabriel (GG) (Gabriel, K. Ruben and Sokal, 1969) é um grafo planar onde os

vértices são as amostras e as arestas definidas pela distância Euclidiana entre dois vértices

de tal forma que nenhum outro vértice esteja mais próximo dos vértices conectados pela

aresta. A proposta do GG é encontrar regiões de uma área de acordo com as caracteŕısticas

dos indiv́ıduos presentes em diferentes localidades desta área. O GG é constrúıdo com

base nas informações geométricas do conjunto de amostras de entrada x ∈ R
m conexo que

pode ser definido pelo conjunto de vértices V = {xi}
N
i=1

e o conjunto de arestas formadas

por A = {(xi,xj)|i 6= j} satisfazendo a seguinte inequação 2.12

δ(xi,xj)
2 ≤ [δ(xi,xk)

2 + δ(xj,xk)
2], ∀xk ∈ V e i 6= j 6= k (2.12)

onde δ(.) é a distância euclidiana entre vetores.

A representação gráfica de uma aresta (xi,xj), definida pela inequação 2.12 é mostrada

na Figura 2.2. Já a Figura 2.3 apresenta uma aresta (xi,xj) que não pertence ao GG,

porque o vértice xk está inserido dentro da circunferência entre xi e xj. A Figura 2.5
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Figura 2.6: Grafo de Gabriel com so-
breposição.

Figura 2.7: Grafo de Gabriel com eliminação
da sobreposição.

posśıvel remover vetores de sobreposição entre os dados para encontrar superf́ıcies mais

simples de separação.
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onde L é o número de neurônios na camada oculta, g(.) é a função de ativação, vj =

[vj1, vj2, . . . , vjm]
T são os pesos que conectam a entrada na camada oculta e wj são os

pesos que conectam a camada oculta a camada de sáıda. Finalmente, bj é o termo de bias

do j-th neurônio da camada oculta. Para uma SLFN com L neurônios na camada oculta,

que é capaz de aproximar para uma função de N amostras, então existe w,vj e bj de tal

modo que a Equação 2.14 é satisfeita.

Hw = y (2.14)

onde

H =





g(v1x1 + b1) . . . g(vLx1 + bL)
. . . . . . . . .

g(v1xN + b1) . . . g(vLxN + bL)





N×L

(2.15)

w =








w1

w2

...
wL








L×1

y =








y1
y2
...
yN








N×1

(2.16)

A solução que minimiza a norma pela equação dos mı́nimos quadrados do sistema linear

apresentado na Equação 2.14 é w = H†y, onde H† é a matriz inversa generalizada de

Moore Penrose da matriz H (Huang et al., 2006). Quando a projeção ortogonal HTH é

não singular, podemos escrever a matriz pseudo-inversa como H† = (HTH)−1HT (Barata

& Hussein, 2012; Ferrari & Stengel, 2005). Desta forma, a matriz de melhor aproximação

da solução pode ser escrita como

w = (HTH)−1HTy (2.17)

Assim, os pesos de sáıda w são calculados em uma única etapa o que evita o proce-

dimento de um treinamento longo em que os parâmetros da rede neural são ajustados

iterativamente até que as restrições de parada sejam atendidas (Zheng et al., 2013).

2.4.1 ELM com regularização

O método da ELM utiliza o prinćıpio de minimização do risco emṕırico, erro de treina-

mento, o que tende a obter um modelo com overfitting (Vapnik, 1995). Para tratar essa

dificuldade do ELM é proposto por Deng et al. (2009) um modelo ELM regularizado, que

se fundamenta na minimização do risco estrutural.

De acordo com a teoria do aprendizado estat́ıstico, um modelo com boa capacidade

de generalização deve controlar o trade-off entre o risco emṕırico e o risco estrutural
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do modelo. O risco emṕırico é dado pela soma dos erros quadráticos (||ε||2) e o risco

estrutural é dado pela norma dos pesos (||w||2) (Vapnik, 1995).

A ELM regularizada utiliza penalização L2 ou seja, regularização de Tikhonov, para

deixar o modelo mais robusto em relação a interferência de outliers. A variável de erro

||ε||2 é ponderada pelo fator sj e será estendida para ||Dε||2. O termo de regularização

γ é adicionado para realizar o ajuste do risco emṕırico e risco estrutural. A expressão de

regularização pode ser definida por

w =

(
I

γ
+HTD2H

)†

HTD2y (2.18)

onde D é uma matriz diagonal com os pesos s1, s2, . . . , sj onde L << N . Para a matriz

D = I matriz identidade, temos a ELM regularizada não ponderada (unweighted regula-

rized ELM ):

w =

(
I

γ
+HTH

)†

HTy (2.19)

A ELM regularizada proposta por Huang et al. (2012), adiciona um termo de regu-

larização, C no cálculo da pseudo-inversa. Nesta abordagem é analisada a relação do

número de amostras de treinamento (N) e o número de neurônios na camada oculta (L).

Obtém-se o cálculo dos pesos de sáıda dado pelo seguinte sistema:

w =







HT

(
I

C
+HHT

)−1

y, se L > N

(
I

C
+HTH

)−1

HTy, se L << N

(2.20)

onde o termo de regularização C é definido normalmente com validação cruzada. A

Equação 2.20 leva em conta o custo computacional e sua eficiência de acordo com a

aplicação. Quando o conjunto de treinamento for muito grande (L << N) o custo com-

putacional por ser reduzido.

2.4.2 Conclusão

As redes neurais ELM tem sido amplamente estudadas e aplicadas em grande variedades

de problemas. Por ser tratar de uma rede neural de treinamento rápido, a boa capacidade

de convergência e a fácil implementação justificam o interesse de aplicação.

A simplicidade do seu treinamento, em que somente os pesos de sáıda são ajustados

as tornam atrativas para implementação. A abordada deste trabalho consiste na reamos-

tragem no espaço de caracteŕıstica da rede neural maximizando a margem de separação

e a capacidade de generalização. A suavização da superf́ıcie de separação é obtida pelo

efeito da regularização de Tikhonov. O modelo ELM regularizado proposto por Huang
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et al. (2012) foi implementado para comparar o desempenho do modelo proposto. O ELM

regularizado foi utilizado como referência para demonstrar que o modelo proposto neste

trabalho tenha o efeito de regularização.

2.5 Lei dos Grandes números

Dado um conjunto de amostras que são independentes e identicamente distribúıdas (iid)

como a sequência {X1, X2, X3, . . . , Xn}, que segue uma distribuição que existe interesse

em gerar novas variáveis aleatórias, Y = h(X1, X2, X3, . . . , Xn), a partir de uma função h.

A variável Y é estimada a partir de amostras que seguem uma dada distribuição. Desta

forma, o conjunto de Y será usado para estimar a caracteŕıstica da distribuição de Xi,

onde a média amostral X será uma estimativa para a média da distribuição de Xi. Se

os estimadores forem bem definidos e um grande conjunto de amostras aleatórias forem

geradas, ocorre convergência para a média do conjunto amostrado (Evans & Rosenthal,

2004).

2.5.1 Lei fraca dos grandes números

A lei fraca dos grandes números é uma importante aplicação de convergência em pro-

babilidade. Suponha a sequência de variáveis aleatórias independentes X1, X2, . . . onde

cada uma possui o mesmo valor esperado de µ e variância σ2. Então, a média amostral,

Xn converge em probabilidade para µ e expressa pela Equação 2.21 (Cao & Qiao, 2008;

Evans & Rosenthal, 2004) .

Xn =
1

n
(X1 +X2 + . . .+Xn) (2.21)

para todo ε > 0, não importa o quão pequeno ele seja.

lim
n→∞

P (|Xn − µ| ≥ ε) = 0 (2.22)

Assim, de acordo com a lei fraca dos grandes números, para n muito grande o valor

médio Xn converge em probabilidade para µ.

2.5.2 Lei forte dos grandes números

A lei forte dos grandes números conclui convergência com probabilidade 1 ao invés de

convergir em probabilidade como na lei fraca dos grandes números. Considere a sequência

de variáveis aleatórias independentes e igualmente distribúıdas X1, X2, . . . , Xn, onde cada

uma tem média finita µ. Assim temos,

P
(

lim
n→∞

Xn = µ
)

= 1 (2.23)
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o que significa que a média amostral converge com probabilidade 1 para a média µ.

2.5.3 Conclusão

As amostras sintéticas geradas em cada hiperesfera tem o objetivo de suavizar a superf́ıcie

de separação reproduzindo o efeito de regularização. Com base na lei fraca dos grandes

números a geração de um grande número de amostras aleatórias independentes e identi-

camente distribúıdas faz com que a média amostral se aproxime da média populacional

(Kruglov, 2011). No entanto, para reduzir o número de amostras geradas em cada hipe-

resfera foi proposto a simetria das amostras para aproximação da média populacional das

mesmas.
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Caṕıtulo 3

Proposta

Neste caṕıtulo será apresentado o método de regularização proposto com a adição de

amostras sintéticas Regularization with Noise of Extreme Learning Machine (RN-ELM).

O modelo proposto é baseado na estrutura geométrica dos dados de entrada que permite

explorar a margem de separação entre as classes para o problema de separação. Será

apresentada a formulação matemática que mostra que o modelo proposto se assemelha a

regularização de Tikhonov.

3.1 Contextualização

A capacidade de uma rede neural artificial depende das restrições impostas ao seu espaço

de soluções que podem ser determinadas pelo número de parâmetros do modelo ou por

outras formas de restrições à busca neste espaço. Assim, um grande desafio no treina-

mento de uma rede neural é definir a complexidade ótima do modelo que seja capaz de

classificar corretamente os dados desconhecidos do mesmo. Desta forma, várias propostas

de algoritmos de aprendizado tem sido desenvolvidas para que redes neurais artificiais

sejam capazes de se adaptarem aos problemas e melhorar a capacidade de generalização

(Ludermir et al., 2006; Zhang & Zhou, 2006).

Uma forma de controlar a complexidade da rede neural por meio da decomposição da

esperança do erro quadrático que mostra a decomposição do erro de aproximação em dois

termos, o viés e a variância da famı́lia de modelos (Geman et al., 1992; Geurts, 2010).

Uma técnica utilizada para controlar o trade-off entre o viés e a variância é a regularização

que controla a variância pela modificação da função de erro com adição de um termo de

penalização (Bishop, 1995c; Hagiwara, 2002; Poggio & Girosi, 1990).

3.1.1 Proposta do modelo RN-ELM

A proposta deste trabalho é um método de classificação baseado na reamostragem local,

na margem de separação, que seja capaz de restringir o espaço de soluções da rede neural
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Algoritmo 1: RN-ELM Treinamento com RN-ELM

Input: Xtreino,ytreino : Conjunto de treinamento ,V : Pesos da camada oculta
Output: wsaida : Pesos de sáıda da ELM

1 accmax ← 0; // Maior acurácia

// 10-folds validaç~ao cruzada

2 for k ← 1 to 10 do

3 Xval ← Xtreino[−k],yval ← ytreino[−k]
4 Xval teste ← Xtreino[k],yval teste ← ytreino[k]
5 H← φ(Xval.V) // Espaço de caracterı́sticas

6 vertices← GG(H,yval) // Funç~ao Grafo de Gabriel (GG)

// Ruı́dos por classe dentro da hiperesfera

7 for i← 1 to 10 do

8 (R,E)← GerarRuidos(vertices)
9 Λ = RTR+ ETE+RTE+ ETR

10 w← (HTH+Λ)−1(HTyval)
11 ŷ← φ(Xval testeV)w
12 acc← Media(ŷ = yval teste)
13 if acc > accmax then

14 wsaida ← w

15 return wsaida

O método de filtragem de sobreposição no GG foi proposto por Torres (2016) e baseia-

se no grau do vértice. A medida de qualidade de cada vértice é determinada pela razão

entre o número de arestas que conecta vértices de mesma classe pelo número total de

arestas do vértice. Um limiar de remoção do vértice no grafo é definido como a razão

entre a soma da qualidade do vértice de um grupo pelo número de vértices dentro do

grupo, em que o grupo é formado por vértices de mesma classe. Assim, os vértices que

tiverem ı́ndice de qualidade menor que o limiar definido serão removidos. Após a remoção

dos vértices sobrepostos é definido um novo grafo, em que serão obtidos os vértices de

borda para adição das amostras sintéticas no conjunto de treinamento.

3.1.2 Formulação matemática

Para avaliar o ajuste do modelo ao conjunto de treinamento foi utilizada a expressão geral

da soma dos erros quadráticos (Sum Square Error - SSE) descrita na Equação 3.1.

Je =

N1∑

i=1

(yi − f(hi,w))2 (3.1)

onde N1 é o número de amostras no conjunto de treinamento.

Para exemplificar a adição de amostras sintéticas na região de borda o conjunto de

treinamento foi definido por meio da base de dados two moons, mostrada na Figura 3.2.

O GG é gerado a partir do conjunto de treino onde cada vértice representa uma amostra
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Figura 3.2: Grafo de Gabriel na base de dados two moons com amostras sintéticas geradas nas
hiperesferas da superf́ıcie de separação.

e as arestas definidas conforme a Equação 2.12. O conjunto de treinamento inicial é

representado por duas classes, uma com ćırculo vazio na cor preta (−1) e a outra com

ćırculo cheio na cor vermelha (+1). As amostras sintéticas ruidosas estão próximas da

superf́ıcie de separação e são representadas por um triângulo azul, 4, da classe (−1), e

por um triângulo invertido vermelho, 5, da classe (+1).

Com a adição das amostras sintéticas no treinamento a função de custo Equação 3.1

será atualizada para Equação 3.2.

Je =

N1∑

i=1

(yi − f(hi,w))2 +

N2∑

k=1

(vk − f(rk + εk,w))2 (3.2)

onde N2 é o número de amostras sintéticas adicionadas no conjunto de treinamento, o

termo (rk+εk) refere-se a k-th amostra sintética, sendo rk um ponto de referência definido

a partir das informações geométricas do grafo, formado pelo conjunto de treinamento, e

εk um termo de rúıdo aleatório em relação ao ponto de referência. O termo vk é o rótulo

atribúıdo a amostra sintética.

O termo adicional na Equação 3.2 causa, portanto, um deslocamento da solução em
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direção às amostras (rk + εk). Assim, quanto maior N2 maior será a importância das

amostras sintéticas na minimização do erro total. Considera-se que as amostras sintéticas

estão na região de separação entre os vetores de borda. Nesta região a função discriminante

encontra-se na região de transição entre os valores discretos correspondentes às duas

classes, que serão aproximadas por uma função linear apresentada pela ELM, de forma

que f(hi,w) ≈ wThi e f(rk + εk,w) ≈ wT (rk + εk). Substituindo as funções lineares que

são uma aproximação da amostra no espaço de caracteŕısticas e os pesos da camada de

sáıda na Equação 3.2, temos a Equação 3.3.

Je =
1

2

N1∑

i=1

(yi −wThi)
2 +

1

2

N2∑

k=1

(vk − (wT rk +wT εk))
2 (3.3)

Considerando-se que ŷi = wThi, v̂k = wT rk e ûk = wT εk a Equação 3.3 pode ser

reescrita na forma da Equação 3.4, em que ŷi é a resposta do modelo para a amostra

de treinamento xi, v̂k é a resposta do modelo para a amostra de referência rk e ûk é a

resposta do modelo para o vetor de rúıdos adicionado a rk.

Je =
1

2

N1∑

i=1

(yi − ŷi)
2 +

1

2

N2∑

k=1

(vk − (v̂k + ûk))
2 (3.4)

Para encontrar o separador w que minimiza a Equação 3.3, a mesma deve ser di-

ferenciada em relação wj, a derivada deve ser igual a 0 (zero) assim temos a equação

normal para o problema de mı́nimos quadrados (Bishop, 1995a). O desenvolvimento leva

à Equação 3.5 e as equações seguintes.

∂Je
∂wj

= −
∑N1

i=1
yihij −

∑N2

k=1
vkεkj −

∑N2

k=1
vkrkj

+
∑N1

i=1
ŷihij +

∑N2

k=1
v̂krkj +

∑N2

k=1
ûkεkj

+
∑N2

k=1
ûkrkj +

∑N2

k=1
v̂kεkj

(3.5)

Igualando-se a Equação 3.5 a zero temos a Equação 3.6 .

−
∑N1

i=1
yihij −

∑N2

k=1
vkεkj −

∑N2

k=1
vkrkj

+
∑N1

i=1
ŷihij +

∑N2

k=1
v̂krkj +

∑N2

k=1
ûkεkj

+
∑N2

k=1
ûkrkj +

∑N2

k=1
v̂kεkj = 0

(3.6)

A Equação 3.6 pode ser reescrita na forma a seguir,

∑N1

i=1
ŷihij +

∑N2

k=1
v̂krkj +

∑N2

k=1
ûkεkj

+
∑N2

k=1
ûkrkj +

∑N2

k=1
v̂kεkj =

∑N1

i=1
yihij +

∑N2

k=1
vkrkj +

∑N2

k=1
vkεkj

(3.7)

∑N1

i=1
wThihij +

∑N2

k=1
wT rkrkj +

∑N2

k=1
wT εkεkj

+
∑N2

k=1
wT εkrkj +

∑N2

k=1
wT rk εkj =

∑N1

i=1
yihij +

∑N2

k=1
vkrkj +

∑N2

k=1
vkεkj

(3.8)
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Para facilitar o desenvolvimento da Equação 3.8 a mesma será reescrita na notação

matricial, resultam-se nas seguintes equações.

HTHw +RTRw + ETEw +RTEw + ETRw =
HTy +RTv + ETv

(3.9)

(HTH+RTR+ ETE+RTE+ ETR)w = HTy + (RT + ET )v (3.10)

w = (HTH+RTR+ ETE+RTE+ ETR)−1(HTy + (RT + ET )v) (3.11)

As matrizes iniciais do conjunto de treinamento e da sáıda desejada são representados

por H e y respectivamente,

H =








h11 h12 . . . h1L

h21 h22 . . . h2L

...
...

. . .
...

hN11 hN12 . . . hN1L








y =








y1
y2
...

yN1








(3.12)

A matriz das amostras sintéticas com rúıdo é representada por P na Equação 3.13

que é a soma das matrizes R (vetor de referência) e E (rúıdo aleatório), representadas

respectivamente nas Equações 3.14 e 3.15. A matriz de rótulos das amostras com rúıdo é

dado por v na Equação 3.16.

P = R+ E (3.13)

R =








r11 r12 . . . r1L
r21 r22 . . . r2L
...

...
. . .

...
rN21 rN22 . . . rN2L








(3.14)

E =








ε11 ε12 . . . ε1L
ε21 ε22 . . . ε2L
...

...
. . .

...
εN21 εN22 . . . εN2L








(3.15)

v =








v1
v2
...

vN2








(3.16)

A matriz Λ na Equação 3.17 representa o termo de regularização
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Λ = RTR+ ETE+RTE+ ETR (3.17)

Assim, ao se substituir a Equação 3.17 na Equação 3.11 temos a nova Equação 3.18

de atualização dos pesos.

w = (HTH+ Λ)−1(HTy + (RT + ET )v) (3.18)

A Equação 3.18 é a solução proposta para ajuste dos pesos do modelo quando a reamos-

tragem é aplicada ao conjunto de treinamento. O termo de regularização Λ, Equação 3.17,

é composto pelos termos de reamostragem R e E que produzem o efeito de suavização na

superf́ıcie de separação. Na ausência de rúıdos os termos R e E são nulos e a Equação 3.18

é reduzida a equação padrão dos mı́nimos quadrados, Equação 2.17.

A reamostragem local nas hiperesferas esferas foram realizadas de forma balanceada,

ou seja, o número de amostras sintéticas da classe −1 e +1 são iguais. Será apresentado o

efeito esperado das amostras sintéticas ruidosas na suavização da superf́ıcie de separação.

Portanto, suponha que N = Np+Nn, onde Np é o número de amostras com rótulo positivo

e Nn o número de amostras com rótulo negativo.

N∑

k=1

(rk + εk)vk =

Np∑

k=1

(rpk + εpk)(+1) +
Nn∑

k=1

(rnk + εnk)(−1) (3.19)

A referência, r, para geração das amostras em cada hiperesfera é única. Como o número

de amostras gerado de cada classe é o mesmo, então temos que rpk = rnk = r é constante.

N∑

k=1

(rk + εk)vk = Npr +

Np∑

k=1

εpk −Nnr −
Nn∑

k=1

εnk (3.20)

Se o conjunto de amostras é balanceado, ou seja, Np = Nr = M :

N∑

k=1

(rk + εk)vk =
M∑

k=1

εpk −

M∑

k=1

εnk =
M∑

k=1

(εpk − εnk) (3.21)

Se as amostras sintéticas foram geradas por uma distribuição gaussiana, εp ∼ N(µ = 0, σ2)

e εn ∼ N(µ = 0, σ2), εd = (εp − εn) ∼ N(µ = 0, 2σ2),

N∑

k=1

(rk + εk)vk =
M∑

k=1

εdk (3.22)

Finalmente de acordo com a Lei dos Grandes Números (DeGroot & Schervish, 2012),

como as variáveis εd são independente e identicamente distribúıdas , quando M → ∞,
1

M

∑M

k=1
εdk converge provavelmente para µ,
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N∑

k=1

(rk + εk)vk =
M∑

k=1

εdk = Mµ = M(0) = 0 (3.23)

O resultado apresentado na Equação 3.23 prova que, para uma quantidade suficientemente

grande de amostras geradas, o termo (RT + ET )v na Equação 3.18 é igual a zero, desta

forma a Equação 3.18 pode ser reescrita como a Equação 3.24.

w = (HTH+ Λ)−1(HTy) (3.24)

Analisando a Equação 3.24, pode ser visto que a adição suficiente de amostras sintéticas

é equivalente a regularização de Tikhonov.

A fim de evitar a necessidade de geração de um número assintoticamente grande de

amostras, a simetria das amostras é realizada. A simetria é obtida desde que cada amostra

seja espelhada em relação a r e tenha o mesmo rótulo. As Equações 3.25 e 3.26 apresentam

a simetria das amostras.

P′ = R− E (3.25)

v′ = v (3.26)

Para o conjunto sintético temos então a Equação 3.27.

PTv +P′Tv′ = 0 (3.27)

Esta estratégia tem o objetivo de fazer com que a soma de todas as amostras sintéticas

geradas seja zero para que não ocorra interferência com as caracteŕısticas da base de dados.

Portanto, as amostras ruidosas geradas influenciam somente no efeito de regularização.

3.1.3 Conclusão do caṕıtulo

O método proposto neste trabalho tem como objetivo reduzir a complexidade da rede

neural para evitar overfitting de uma rede neural superdimensionada em relação ao pro-

blema. A ideia de adição de amostras sintéticas no treinamento da rede neural foi baseado

no treinamento com adição de rúıdos que tem como efeito a regularização de Tikhonov. A

abordagem deste trabalho é realizar reamostragem na margem de separação em um espaço

de alta dimensionalidade onde a classes podem ser linearmente separáveis. A partir do

desenvolvimento matemático da função de custo com a adição das amostras sintéticas no

treinamento foi posśıvel observar que o método proposto apresenta o mesmo efeito da

regularização de Tikhonov.

Para a suavização da superf́ıcie de separação as amostras sintéticas adicionadas no

conjunto de treinamento foram balanceadas sendo o mesmo número de amostras para
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ambas as classes e com amostras simétricas dentro da hiperesfera na margem de separação.

Pela lei dos Grandes Números vimos que para um grande número de amostras temos que

as amostras sintéticas convergem para a região mais provável de maximização da margem

de separação.
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Caṕıtulo 4

Experimentos e resultados

Este caṕıtulo descreve a avaliação do modelo de adição de amostras sintéticas proposto

no caṕıtulo 3 chamado RN-ELM. Dois conjuntos de bases de dados foram utilizados: 4

bases de dados sintéticas bidimensionais e 18 bases de dados reais.

Nos experimentos com bases de dados sintéticas foram comparados os métodos ELM

padrão (Huang et al., 2006) e o método proposto neste trabalho (RN-ELM). Nas bases

dimensionais é posśıvel visualizar a superf́ıcie de separação e os efeitos dos modelos aplica-

dos. Nos experimentos com bases de dados reais para comparar com o modelo RN-ELM,

foram utilizados dois modelos: o ELM padrão (Huang et al., 2006) e ELM-REG (Hu-

ang et al., 2012; Silvestre, 2015) que acrescenta um termo de regularização no cálculo da

pseudo-inversa.

Os modelos ELM, ELM-REG e RN-ELM foram comparados em redes neurais com

grandes números de neurônios na camada oculta. A acurácia e a norma dos pesos da rede

serão utilizados para comparação dos modelos. A primeira em relação a capacidade de

generalização dos modelos e a segunda em relação ao ajuste da complexidade do modelo ao

problema proposto. A influência da regularização serão observadas no modelo proposto,

RN-ELM, e no modelo ELM-REG. Para verificar se existem diferenças significativas entre

os modelos serão utilizados o teste não paramétrico de Friedman e o teste post hoc de

Nemenyi para comparação dos modelos dois a dois.

4.1 Metodologia

Foram avaliados problemas de classificação binária em que os dados de entrada foram pré-

processados da seguinte forma: as amostras que possuem dados ausentes foram removidas

do conjunto de dados, foi feita a padronização dos dados com média 0 e desvio padrão 1,

e por fim, o rótulo das amostras foram ajustados para -1 ou +1. A rede neural ELM foi

escolhida devido a simplicidade de configuração e por possuir apenas uma camada oculta.

Desta forma, somente os pesos da camada de sáıda são ajustados no treinamento e assim,

sua rapidez por não utilizar métodos iterativos.
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Segundo o Teorema de Cover (1965), um problema não linearmente separável quando

projetado em um espaço de alta dimensão tem a probabilidade de ser linearmente se-

parável. Assim, ao projetar as bases de dados em um espaço de alta dimensionalidade

em uma rede neural de maior complexidade com grande número de neurônios na camada

oculta, o modelo deve ser capaz de configurar a rede neural para a complexidade do

problema e desta maneira, melhorar a capacidade de generalização e evitar overfitting.

A configuração geral das redes neurais foram assim definidas. Os pesos da camada de

entrada foram selecionados a partir de uma distribuição uniforme no intervalo de −0, 5

até +0, 5, a função de ativação utilizada na camada oculta foi a tangente hiperbólica,

o número de neurônios da camada oculta foram definidos como 10, 30, 100, 500 e 1000

(Silvestre et al., 2015). Para o modelo ELM-REG o parâmetro de regularização C foi

selecionado no intervalo de 2−24 até 225 conforme (Huang et al., 2012; Silvestre et al.,

2015).

4.1.1 Determinar a região dentro da margem para adição de

rúıdos

Os primeiros experimentos realizados foram para determinar a região dentro da margem

de separação para adição das amostras sintéticas ruidosas. Para identificar a melhor região

de ajuste do modelo foram adicionadas amostras sintéticas ruidosas nas seguintes regiões:

no entorno do ponto médio Figura 4.1(a), no entorno dos vetores de borda Figura 4.1(b),

entre o ponto médio e o vetor de borda Figura 4.1(c) e entre vetores de borda Figura 4.1(d).

As amostras simétricas foram avaliadas nesta etapa e as métricas utilizadas foram o erro

quadrático médio e a norma dos pesos.

O resultado indicou que a região entorno do ponto médio diminuiu a complexidade das

rede com adição das amostras sintéticas com simetria. Nos demais casos ocorreu aumento

da norma dos pesos da rede com adição das amostras sintéticas. Os experimentos foram

descritos no Apêndice A.
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graficamente a superf́ıcie de separação do modelo e comparar o desempenho do modelo

proposto RN-ELM que utiliza regularização em relação ao modelo ELM padrão. Neste

momento serão comparados os modelos ELM padrão e RN-ELM, com 500 neurônios na

camada oculta. A comparação entre os modelos ELM-REG e RN-ELM será realizada

utilizando bases de dados reais. A etapa de treinamento com as bases sintéticas utiliza

todas as amostras e tem como resultado a superf́ıcie de separação apresentada nas figuras

dos modelos. Para o modelo proposto foram realizadas 30 repetições para determinação

de sua complexidade. Embora o conjunto de treinamento seja o mesmo, as amostras

sintéticas adicionadas no treinamento alteram em cada repetição e, assim, a norma dos

pesos do modelo RN-ELM foi a média de 30 repetições.

4.2.1.1 Resultados da base de dados sintética two moons

Para comparar a capacidade de regularização do modelo proposto RN-ELM com o modelo

padrão ELM, em ambos os métodos foi aplicada a base de dados two moons. A superf́ıcie

de separação do modelo ELM com 500 neurônios na camada oculta pode ser visto na

Figura 4.1, a acurácia do modelo foi de 94, 23% e a complexidade da rede dada pela

norma dos pesos foi de 7, 62 x 1010, que resultou em overfitting,

A superf́ıcie de separação do modelo RN-ELM com o mesmo número de neurônios

na camada oculta e com regularização aplicada pela reamostragem local pode ser vista

na Figura 4.2. A acurácia do modelo foi de 94, 87% e a norma dos pesos do modelo foi

de 2, 85x104. Nesta comparação não houve diferença significativa na acurácia entre os

modelos. No entanto, houve redução da complexidade da rede neural pela redução da

norma dos pesos em seis ordens de grandezas.

4.2.1.2 Resultado da base de dados sintética half kernel

A rede neural ELM com 500 neurônios na camada oculta e o treinamento utilizam todas

as amostras e tem como resultado a superf́ıcie de separação. Ambos os modelos ELM

padrão e o RN-ELM foram capazes de definir uma superf́ıcie de separação que divide as

duas classes. O modelo ELM padrão tem a norma dos pesos de 1, 00x106 e a superf́ıcie

de separação pode ser vista na Figura 4.3. A norma dos pesos do modelo RN-ELM foi

de 78, 24 e a superf́ıcie de separação pode ser vista na Figura 4.4. Com a comparação

das duas superf́ıcies foi posśıvel observar que o modelo proposto foi capaz de reduzir a

complexidade da rede neural e suavizar a superf́ıcie em uma rede neural para o problema

proposto.

4.2.1.3 Resultados da base de dados sintética corners

Ambos os modelos ELM padrão e o RN-ELM foram capazes de definir uma superf́ıcie

de separação que divide as duas classes. A superf́ıcie de separação da rede neural ELM
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Tabela 4.1: Caracteŕısticas das bases de dados

Bases de dados # de variáveis # de amostras

(-1)(+1) Total

Appendicitis (apd) 8 (85)(21) 106
Audit data (aud) 18 (289)(486) 775
Australian Credit Approval (aca) 15 (383)(307) 690
Wisconsin Diagnostic Breast Cancer (bcr) 31 (357)(212) 569
Bupa (bpa) 7 (145)(200) 345
Diabetic Retinopathy (drp) 20 (540)(611) 1151
Ecoli1 (ec1) 8 (259)(77) 336
Gollub (glb) 51 (25)(47) 72
Haberman (hbm) 4 (225)(81) 306
Hess (hes) 31 (34)(99) 133
Ionosphere (ion) 35 (126)(225) 351
Monk2 (mk2) 7 (204)(228) 432
Parkinsona(pks) 23 (48)(147) 195
Pima Indians Diabetes (pid) 9 (500)(268) 768
QSAR biodegradation (qsr) 42 (699)(356) 1055
Sonar (snr) 61 (111)(97) 208
Statlog (sth) 14 (150)(120) 270
Breast Cancer Wisconsin Original (wcs) 10 (444)(239) 683

4.2.2.1 Resultados das bases de dados reais

O desempenho geral dos métodos de treinamento ELM, ELM-REG e RN-ELM foram com-

parados pela acurácia média demonstrado na Tabela 4.2 e pela norma dos pesos (||w||)

demonstrado na Tabela 4.3. Os valores médios foram resultados de 30 execuções em cada

configuração da rede neural. O número de amostras sintéticas (nA) e o número de hiperes-

feras (nH) geradas pelo modelo RN-ELM pode ser visto na Tabela 4.4 para cada base de

dados reais. O total de amostras geradas é dado por (nA ∗ nH). Para comparar os resul-

tados entre os modelos em cada configuração da rede neural L = {10, 30, 100, 500 e 1000}

foram realizados testes estat́ısticos de Friedman (1937, 1940) e o teste post hoc de Nemenyi

(1963).

A representação das Figuras 4.9, 4.11, 4.13, 4.15, 4.17, 4.19, 4.21, 4.23, 4.25, 4.27, 4.29,

4.31, 4.33, 4.35, 4.39, 4.37, 4.41 e 4.43 mostram o desempenho dos modelos pela acurácia

média em relação ao número de neurônios na camada oculta (L). As Figuras 4.10, 4.12,

4.14, 4.16, 4.18, 4.20, 4.22, 4.24, 4.26, 4.28, 4.30, 4.32, 4.34, 4.36, 4.40, 4.38, 4.42 e 4.44

mostram o logaritmo natural da norma dos pesos (ln(||w||)) de cada modelo em função

do número de neurônios na camada oculta (L).

Os resultados mostraram que a complexidade do modelo ELM apresentou uma relação

direta em relação ao aumento do número de neurônios. O desempenho diminuiu com o

aumento da complexidade da rede neural. Este comportamento foi observado em 10 bases

de dados representadas nas Figuras: 4.11 e 4.12 (aud), 4.13 e 4.14 (aca), 4.17 e 4.18

(bpa), 4.19 e 4.20 (drp), 4.21 e 4.22 (ec1), 4.25 e 4.26 (hbm), 4.35 e 4.36 (pid), 4.39 e
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4.40 (qsr), 4.41 e 4.42 (sth) e 4.43 e 4.44 (wcs). Então, com o aumento do número de

neurônios na camada oculta fez com que a norma dos pesos aumentasse e dimimuiu a

acurácia do modelo ELM. Nas demais bases de dados os modelos ELM, ELM-REG e RN-

ELM obtiveram os mesmos valores para a norma dos pesos com o aumento do número

de neurônios na camada oculta, uma relação direta de aumento. Este comportamento foi

representado nas Figuras: 4.15 e 4.16 (bcr), 4.23 e 4.24 (glb), 4.27 e 4.28 (hes), 4.29 e

4.30 (ion), 4.33 e 4.34 (pks), 4.37 e 4.38 (snr) e 4.41 e 4.42 (sth). Apesar dos modelos

ELM-REG e RN-ELM não reduzirem a complexidade da rede os mesmos tiveram melhor

desempenho na maioria das bases de dados. Pode-se sugerir que a projeção das bases de

dados no espaço de caracteŕısticas não possuem sobreposição, portanto não houve redução

da norma dos pesos.

Os modelos ELM-REG e RN-ELM alcançaram melhores resultados de acurácia em

relação ao modelo ELM padrão. Os modelos ELM-REG e RN-ELM apresentaram com-

portamentos semelhantes de desempenho e complexidade da rede com o aumento do

número de neurônios na camada oculta. Este comportamento pode ser visto em todas

as de dados representadas pelas Figuras de 4.11 até 4.44, o único caso que ocorreu au-

mento da norma dos pesos da rede RN-ELM e diminuição da acurácia foi na base apd

nas Figuras 4.9 e 4.10.

O número de amostras sintéticas ruidosas adicionadas durante o treinamento do mo-

delo RN-ELM nas bases de dados reais estão demonstrados na Tabela 4.4. O número

máximo de 40 amostras sintéticas geradas na hiperesfera foi atingido em 4 bases de dados

indicadas por apd, bcr, ion e snr. A base de dados apd com L=10 a acurácia da ELM

padrão foi maior que a acurácia da RN-ELM.







































4.2 Descrição das bases de dados 76

Tabela 4.2: Acurácia do conjunto de teste (média ± desvio padrão). Os resultados são
apresentados de acordo com o modelo, número de neurônios na camada oculta (L) e a base
de dados.

L ELM ELM-REG RN-ELM L ELM ELM-REG RN-ELM
apd aud
10 87.08 ± 4.62 86.88 ± 5.94 85.10 ± 5.90 10 77.95 ± 3.05 77.73 ± 3.68 76.52 ± 3.21

30 79.90 ± 6.07 86.56 ± 5.51 83.65 ± 5.04 30 79.41 ± 2.30 80.36 ± 2.36 79.21 ± 3.08

100 56.46 ± 7.95 87.40 ± 5.53 83.23 ± 7.59 100 78.28 ± 2.78 81.25 ± 2.37 80.04 ± 2.34

500 62.81 ± 9.19 85.94 ± 5.67 75.62 ± 9.12 500 57.10 ± 3.49 81.55 ± 2.41 80.17 ± 2.14

1000 64.48 ± 10.33 86.98 ± 4.93 65.31 ± 10.77 1000 56.71 ± 3.48 80.78 ± 2.15 79.24 ± 1.92

aca bcr
10 82.91 ± 3.24 82.96 ± 3.13 82.37 ± 3.19 10 93.14 ± 2.25 92.87 ± 2.62 93.08 ± 2.52

30 85.97 ± 2.38 86.18 ± 2.46 86.18 ± 2.88 30 95.87 ± 1.57 96.04 ± 1.51 96.55 ± 1.28

100 84.94 ± 1.83 86.96 ± 1.99 86.84 ± 2.16 100 96.04 ± 1.53 96.69 ± 1.33 96.71 ± 1.17

500 51.76 ± 3.37 86.78 ± 2.54 86.73 ± 2.33 500 86.61 ± 2.42 97.43 ± 0.93 97.19 ± 1.05

1000 56.18 ± 4.78 86.92 ± 2.41 86.86 ± 1.98 1000 94.76 ± 1.59 97.68 ± 1.05 97.25 ± 1.05

bpa drp
10 67.98 ± 4.25 67.82 ± 4.40 66.19 ± 4.54 10 62.40 ± 2.94 62.30 ± 3.08 62.49 ± 3.29

30 69.17 ± 4.74 70.06 ± 4.78 68.81 ± 4.69 30 68.58 ± 1.90 68.71 ± 1.98 66.84 ± 2.18

100 64.23 ± 4.69 68.78 ± 4.47 68.78 ± 4.52 100 70.64 ± 2.33 70.77 ± 2.43 69.06 ± 2.53

500 54.04 ± 5.96 69.81 ± 4.46 70.83 ± 3.82 500 60.92 ± 2.40 72.20 ± 2.28 70.15 ± 2.64

1000 54.90 ± 5.57 70.26 ± 4.02 70.03 ± 4.80 1000 53.42 ± 2.93 72.60 ± 1.76 70.68 ± 2.05

ec1 glb
10 88.05 ± 3.60 86.93 ± 3.60 86.53 ± 2.72 10 69.09 ± 10.57 72.42 ± 8.85 68.79 ± 10.46

30 90.63 ± 2.35 90.43 ± 2.17 88.55 ± 3.13 30 67.27 ± 10.09 74.55 ± 8.90 72.12 ± 9.53

100 86.93 ± 3.10 90.43 ± 2.51 89.67 ± 3.11 100 67.27 ± 11.47 77.27 ± 8.52 75.15 ± 9.45

500 69.11 ± 5.08 90.40 ± 2.58 89.11 ± 2.96 500 72.08 ± 9.40 75.97 ± 11.40 74.03 ± 8.74

1000 72.05 ± 5.40 89.67 ± 2.61 88.94 ± 2.86 1000 75.61 ± 7.50 78.48 ± 7.25 74.85 ± 8.75

hbm hes
10 75.04 ± 3.27 75.58 ± 3.62 75.94 ± 3.35 10 71.33 ± 6.32 71.17 ± 7.87 68.58 ± 8.30

30 72.43 ± 3.76 73.26 ± 4.28 74.38 ± 4.12 30 74.58 ± 6.98 76.75 ± 7.29 76.92 ± 6.81

100 67.68 ± 4.83 73.48 ± 4.34 74.86 ± 4.58 100 57.08 ± 7.25 80.00 ± 5.49 80.08 ± 5.63

500 64.31 ± 4.60 72.75 ± 4.21 74.49 ± 3.99 500 68.83 ± 7.30 81.50 ± 6.58 82.75 ± 6.27

1000 64.49 ± 3.35 74.46 ± 4.15 75.14 ± 4.16 1000 70.43 ± 6.45 83.62 ± 5.41 84.31 ± 4.91

ion mk2
10 79.08 ± 4.12 78.67 ± 4.34 77.46 ± 4.28 10 80.46 ± 3.02 80.13 ± 3.49 79.08 ± 3.23

30 84.67 ± 3.20 85.02 ± 3.33 84.70 ± 3.19 30 84.31 ± 4.05 84.00 ± 4.48 78.33 ± 3.29

100 82.92 ± 4.05 88.13 ± 3.15 87.87 ± 2.60 100 94.18 ± 2.48 93.92 ± 2.34 80.13 ± 3.99

500 81.94 ± 4.21 87.52 ± 2.77 88.13 ± 2.43 500 87.92 ± 4.29 95.82 ± 1.53 90.23 ± 3.75

1000 84.16 ± 2.56 88.48 ± 2.95 88.83 ± 2.69 1000 90.49 ± 2.48 95.77 ± 1.19 91.77 ± 3.04

pks pid
10 76.50 ± 6.43 75.65 ± 6.19 75.31 ± 5.90 10 74.80 ± 2.70 74.94 ± 2.88 74.19 ± 2.93

30 83.90 ± 5.30 84.80 ± 5.57 80.68 ± 5.39 30 75.72 ± 2.25 76.38 ± 2.26 76.32 ± 2.10

100 79.38 ± 6.54 89.10 ± 4.29 85.08 ± 4.57 100 73.84 ± 3.16 77.28 ± 2.79 76.94 ± 2.65

500 87.06 ± 4.23 92.20 ± 3.52 85.71 ± 4.07 500 56.88 ± 3.26 75.91 ± 2.56 75.70 ± 2.67

1000 90.11 ± 4.25 92.77 ± 3.27 88.93 ± 4.60 1000 59.87 ± 2.57 76.20 ± 2.10 75.86 ± 2.19

snr qsr
10 68.76 ± 7.87 67.80 ± 7.57 67.80 ± 8.13 10 73.71 ± 3.19 73.54 ± 3.33 73.60 ± 3.57

30 72.96 ± 4.80 73.23 ± 5.85 74.03 ± 5.89 30 81.99 ± 2.58 81.76 ± 2.75 79.95 ± 2.67

100 67.85 ± 5.59 75.48 ± 5.80 73.98 ± 4.44 100 85.33 ± 1.66 85.46 ± 1.62 83.10 ± 1.98

500 79.35 ± 3.43 79.19 ± 3.87 76.29 ± 4.43 500 74.57 ± 2.61 87.35 ± 1.62 84.33 ± 2.07

1000 81.99 ± 4.87 81.13 ± 5.48 78.28 ± 5.29 1000 58.87 ± 5.17 87.36 ± 1.42 85.81 ± 1.68

sth wcs
10 79.22 ± 4.10 78.72 ± 4.08 78.52 ± 4.51 10 96.62 ± 1.10 96.47 ± 1.17 95.82 ± 1.22

30 81.73 ± 4.68 83.21 ± 4.17 83.33 ± 3.99 30 96.80 ± 1.25 96.72 ± 1.20 96.11 ± 1.31

100 74.24 ± 5.37 83.00 ± 4.84 83.09 ± 4.46 100 95.51 ± 1.49 96.86 ± 1.09 96.02 ± 1.37

500 74.28 ± 3.64 83.17 ± 3.56 82.76 ± 4.08 500 88.68 ± 2.62 96.70 ± 1.04 95.87 ± 1.48

1000 75.23 ± 4.34 82.65 ± 4.17 83.28 ± 3.86 1000 91.04 ± 1.92 96.93 ± 1.13 96.00 ± 1.12



4.2 Descrição das bases de dados 77

Tabela 4.3: Norma dos pesos por modelo (média ± desvio padrão). As normas são apresentadas
de acordo com o modelo, número de neurônios na camada oculta (L) e a base de dados.

L ELM ELM-REG RN-ELM L ELM ELM-REG RN-ELM
apd aud
10 5.71 ± 2.46 3.22 ± 0.96 2.65 ± 0.19 10 4.07 ± 0.16 4.01 ± 0.15 3.91 ± 0.13

30 28.23 ± 10.57 4.74 ± 0.73 4.53 ± 0.11 30 6.96 ± 0.15 6.77 ± 0.14 6.70 ± 0.12

100 913.81 ± 337.86 8.16 ± 0.15 8.18 ± 0.18 100 13.79 ± 0.42 12.25 ± 0.11 12.25 ± 0.11

500 127.27 ± 52.97 18.27 ± 0.10 37.57 ± 38.35 500 37505.15 ± 5535.61 27.37 ± 0.13 27.37 ± 0.13

1000 72.32 ± 29.68 25.82 ± 0.13 93.75 ± 44.66 1000 20508.92 ± 4048.61 38.73 ± 0.11 38.73 ± 0.10

aca bcr
10 3.69 ± 0.15 3.67 ± 0.16 3.53 ± 0.15 10 5.20 ± 0.11 5.18 ± 0.10 5.13 ± 0.10

30 6.25 ± 0.10 6.17 ± 0.11 6.12 ± 0.10 30 8.90 ± 0.11 8.87 ± 0.11 8.84 ± 0.11

100 11.50 ± 0.13 11.20 ± 0.11 11.19 ± 0.11 100 16.15 ± 0.13 16.07 ± 0.13 16.06 ± 0.13

500 447.38 ± 226.90 25.00 ± 0.13 24.99 ± 0.13 500 36.60 ± 0.18 35.92 ± 0.10 35.91 ± 0.10

1000 91.87 ± 37.98 35.27 ± 0.13 35.27 ± 0.13 1000 50.85 ± 0.14 50.77 ± 0.14 50.77 ± 0.14

bpa drp
10 3.65 ± 0.51 3.21 ± 0.50 2.41 ± 0.15 10 4.23 ± 0.11 4.21 ± 0.11 4.10 ± 0.11

30 8.61 ± 1.30 5.39 ± 1.29 4.19 ± 0.12 30 7.36 ± 0.13 7.27 ± 0.15 7.06 ± 0.13

100 59.13 ± 9.38 8.78 ± 1.86 7.64 ± 0.13 100 13.59 ± 0.17 13.05 ± 0.20 12.88 ± 0.13

500 884.34 ± 278.99 18.54 ± 5.03 17.09 ± 0.10 500 73.07 ± 5.33 28.91 ± 0.14 28.86 ± 0.13

1000 454.34 ± 153.56 24.20 ± 0.12 24.18 ± 0.10 1000 368.93 ± 31.32 40.80 ± 0.09 40.78 ± 0.10

ec1 glb
10 4.00 ± 1.02 3.40 ± 0.66 2.75 ± 0.19 10 6.56 ± 0.11 6.51 ± 0.11 6.50 ± 0.11

30 9.74 ± 2.71 5.83 ± 1.34 4.53 ± 0.15 30 11.53 ± 0.20 11.31 ± 0.18 11.28 ± 0.15

100 93.38 ± 19.78 8.70 ± 1.18 8.26 ± 0.12 100 20.72 ± 0.13 20.63 ± 0.12 20.63 ± 0.12

500 1112.86 ± 260.47 18.40 ± 0.30 18.27 ± 0.12 500 46.10 ± 0.11 46.10 ± 0.11 46.10 ± 0.11

1000 513.86 ± 133.58 26.13 ± 0.68 25.86 ± 0.16 1000 65.18 ± 0.13 65.18 ± 0.13 65.18 ± 0.13

hbm hes
10 8.68 ± 3.62 3.89 ± 2.56 1.86 ± 0.12 10 5.17 ± 0.13 5.12 ± 0.13 5.10 ± 0.12

30 117.83 ± 46.32 8.47 ± 12.19 3.16 ± 0.12 30 8.93 ± 0.14 8.82 ± 0.14 8.79 ± 0.14

100 59692.60 ± 38473.75 6.42 ± 1.21 5.78 ± 0.14 100 24.02 ± 3.54 16.07 ± 0.15 16.06 ± 0.15

500 67824.21 ± 14660.07 13.26 ± 1.02 12.90 ± 0.12 500 35.94 ± 0.14 35.88 ± 0.13 35.88 ± 0.13

1000 38131.04 ± 6231.65 18.28 ± 0.14 18.26 ± 0.13 1000 50.86 ± 0.12 50.84 ± 0.12 50.84 ± 0.12

ion mk2
10 5.52 ± 0.13 5.50 ± 0.13 5.44 ± 0.12 10 3.36 ± 0.49 2.93 ± 0.42 2.46 ± 0.13

30 9.46 ± 0.14 9.40 ± 0.14 9.36 ± 0.13 30 8.53 ± 2.62 7.32 ± 2.36 4.18 ± 0.17

100 17.51 ± 0.12 17.13 ± 0.10 17.12 ± 0.09 100 31.60 ± 4.72 20.95 ± 8.19 7.70 ± 0.15

500 38.46 ± 0.17 38.19 ± 0.14 38.18 ± 0.14 500 91.83 ± 11.95 19.23 ± 3.07 38.20 ± 18.44

1000 54.08 ± 0.13 54.01 ± 0.13 54.01 ± 0.13 1000 47.00 ± 4.93 24.44 ± 0.64 37.36 ± 19.09

pks pid
10 4.63 ± 0.13 4.55 ± 0.14 4.42 ± 0.11 10 3.13 ± 0.16 3.01 ± 0.17 2.76 ± 0.13

30 8.16 ± 0.21 7.91 ± 0.27 7.63 ± 0.14 30 5.27 ± 0.25 4.86 ± 0.19 4.72 ± 0.11

100 18.40 ± 1.42 14.11 ± 0.30 13.86 ± 0.11 100 11.42 ± 0.58 8.68 ± 0.13 8.64 ± 0.13

500 31.23 ± 0.15 30.97 ± 0.15 31.29 ± 0.39 500 454.02 ± 57.82 19.38 ± 0.13 19.38 ± 0.13

1000 43.86 ± 0.15 43.79 ± 0.15 43.91 ± 0.17 1000 129.10 ± 9.32 27.36 ± 0.14 27.35 ± 0.14

qsr snr
10 6.00 ± 0.13 5.98 ± 0.13 5.95 ± 0.13 10 7.17 ± 0.13 7.15 ± 0.13 7.14 ± 0.13

30 10.32 ± 0.14 10.31 ± 0.14 10.27 ± 0.13 30 12.38 ± 0.11 12.35 ± 0.12 12.33 ± 0.11

100 18.74 ± 0.14 18.70 ± 0.14 18.67 ± 0.14 100 22.74 ± 0.13 22.54 ± 0.12 22.53 ± 0.12

500 43.15 ± 0.21 41.81 ± 0.13 41.80 ± 0.13 500 50.47 ± 0.13 50.46 ± 0.13 50.45 ± 0.13

1000 96.89 ± 28.06 59.18 ± 0.14 59.17 ± 0.14 1000 71.27 ± 0.13 71.27 ± 0.13 71.26 ± 0.13

sth wcs
10 3.56 ± 0.12 3.49 ± 0.15 3.41 ± 0.13 10 3.09 ± 0.13 2.96 ± 0.15 2.95 ± 0.14

30 6.16 ± 0.14 5.95 ± 0.12 5.91 ± 0.12 30 5.30 ± 0.15 5.02 ± 0.14 5.01 ± 0.15

100 12.32 ± 0.33 10.84 ± 0.14 10.83 ± 0.14 100 11.12 ± 0.47 9.20 ± 0.25 9.14 ± 0.11

500 24.68 ± 0.15 24.14 ± 0.12 24.14 ± 0.12 500 35.80 ± 4.47 20.41 ± 0.14 20.39 ± 0.13

1000 34.32 ± 0.12 34.18 ± 0.12 34.17 ± 0.12 1000 32.10 ± 0.74 28.88 ± 0.12 28.88 ± 0.12
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Tabela 4.4: O número de hiperesferas e o número de amostras sintéticas em cada hiperesfera.
Os dados do modelo RN-ELM são apresentados de acordo com número de neurônios na camada
oculta (L) e a base de dados.

L # hiperesferas (nH) # amostras sintéticas (nA) L # hiperesferas # amostras sintéticas
apd aud
10 27 40 10 249 4

30 30 36 30 262 32

100 30 12 100 265 16

500 29 40 500 268 12

1000 28 28 1000 266 20

aca bcr
10 478 4 10 168 20

30 593 36 30 212 40

100 585 20 100 225 40

500 561 20 500 224 20

1000 564 36 1000 229 40

bpa drp
10 285 20 10 959 8

30 309 32 30 1056 4

100 318 8 100 1099 16

500 326 4 500 1111 4

1000 319 28 1000 1110 4

ec1 glb
10 74 8 10 46 12

30 78 4 30 69 36

100 75 16 100 83 36

500 74 20 500 92 36

1000 74 36 1000 93 32

hbm hes
10 135 36 10 77 32

30 138 8 30 108 28

100 135 40 100 139 40

500 137 16 500 144 36

1000 137 40 1000 142 24

ion mk2
10 143 4 10 272 12

30 170 4 30 198 8

100 177 40 100 150 4

500 180 32 500 149 8

1000 176 32 1000 150 12

pks pid
10 67 4 10 593 16

30 69 40 30 682 12

100 70 28 100 710 4

500 71 4 500 712 12

1000 73 36 1000 719 12

qsr snr
10 588 16 10 211 40

30 684 4 30 451 4

100 693 4 100 705 8

500 693 4 500 907 8

1000 691 4 1000 925 4

sth wcs
10 219 8 10 94 16

30 300 36 30 106 4

100 350 28 100 112 4

500 356 4 500 117 20

1000 352 32 1000 115 28
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4.2.2.2 Teste de Friedman

A comparação direta do desempenho entre os classificadores pode ser enviesada por causa
do desbalanceamento das amostras de cada classe e também pelo desempenho distinto de
cada base de dados. Assim, o resultado não é suficiente para uma conclusão confiável na
comparação dos classificadores (Stapor, 2017). Porém, é proposto por Japkowicz & Shah
(2011) e Demšar (2006) um conjunto de testes estat́ısticos para comparação de classifi-
cadores. O teste de Friedman (1937, 1940) é um teste não paramétrico para comparação
de vários classificadores para várias bases de dados, em que cada algoritmo é ranqueado
para cada base de dados. O algoritmo de melhor desempenho recebe o rank 1, o segundo
melhor o rank 2 e assim, sucessivamente, para todos os outros algoritmos. E em caso
de empate é utilizado o rank médio. Para o classificador j, é somado o rank de todas
as bases de dados. O resultado estat́ıstico do teste de Friedman é expresso por χ2

F na
Equação 4.2.

χ2

F =

[

12

n ∗ k ∗ (k + 1)
∗

k∑

j=1

(R.j)
2

]

− 3 ∗ n ∗ (k + 1) (4.2)

onde n é o número de bases de dados, k o número de classificadores e R.j é a soma dos
ranks do classificador j para todas bases de dados. O valor obtido de χ2

F é comparado em
uma tabela dispońıvel em (Japkowicz & Shah, 2011) de acordo com o ńıvel de significância.
Ao comparar o valor de χ2

F com o valor na tabela e este for maior, rejeita-se a hipótese
nula (H0) de equivalência entre os classificadores.

4.2.2.3 Resultado do teste de Friedman

Neste trabalho, para obter o p-valor do teste de Friedman foi utilizado o pacote stats da
linguagem R (R Core Team, 2019). Se o p-valor for menor que o ńıvel de significância de
0, 05, então rejeita-se a hipótese nula (H0) de igualdade entre os modelos de classificadores.
O resultado do teste de Friedman para os modelos de treinamento ELM, ELM-REG e
RN-ELM para diferentes configurações do número de neurônios na camada oculta (L)
pode ser visto na Tabela 4.5, em que a hipótese de igualdade entre os modelos (H0) pode
ser rejeitada ao ńıvel de significância de 0, 05 para L = {10, 30, 100, 500 e 1000}.

O resultado do teste de Friedman aplicado na acurácia média da Tabela 4.2 pelo p-
valor indica a existência de diferença significativa entre os modelos de treinamento de
ELM, mas não é suficiente para descrever se os três modelos são diferentes ou apenas um
deles tem desempenho diferente e os demais não há diferença significativa.

Tabela 4.5: Resultado do teste de Friedman (p-value) para diferentes números de neurônios na
camada oculta (L).

L p-value

10 0.0004144
30 0.03974

100 4.604e-05
500 1.58e-05

1000 3.843e-05

O teste post hoc recomendado por Demšar (2006); Japkowicz & Shah (2011) é o teste
de Nemenyi (Nemenyi, 1963) que compara cada classificador contra todos os outros e
utiliza como referência a Diferença Cŕıtica (Critical Difference (CD) ).
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Caṕıtulo 5

Conclusões e trabalhos futuros

5.1 Conclusões

Foi demonstrado formalmente neste trabalho que o treinamento de uma rede ELM com
reamostragem local possui o mesmo efeito da regularização de Tikhonov. Este resultado
segue o desenvolvimento apresentado por Bishop (1995), entretanto, a abordagem apre-
sentada nesta tese com a reamostragem local com grafo leva a função de separação para a
região de margem, sem a necessidade de cobrir exaustivamente todo o espaço de entrada.
Os resultados apresentados neste trabalho mostram que tal abordagem reduz a norma
dos pesos, indicando que os métodos geram soluções mais suaves, reduzindo os efeitos de
overfitting. As métricas de desempenho também indicam que os resultados são estatistica-
mente equivalentes aos obtidos pelo ELM-REG com parâmetros de regularização obtidos
com validação cruzada. O modelo apresentado neste trabalho pode ser considerado como
um classificador de margem larga por utilizar os vetores de borda do grafo de Gabriel,
que são semelhantes aos vetores de suporte da SVM (Torres, 2016).

A reamostragem orientada pela abordagem com grafo pode reduzir o custo de ex-
ploração do espaço de entrada em problemas com alta dimensão e elevado número de
amostras. Embora o grafo precise ser gerado para localizar a reamostragem, ele é base-
ado em informações de pares que podem ser totalmente paralelizadas. A definição dos
parâmetros do modelo é realizada a partir das informações do conjunto de treinamento e
não precisa ser realizada iterativamente.

Nos experimentos realizados com bases de dados sintéticas na rede ELM, com 500
neurônios na camada escondida, foi posśıvel visualizar o efeito de regularização pela su-
avização das superf́ıcies de separação entre as classes do método proposto RN-ELM em
relação ao padrão ELM. Já nos experimentos com as 18 bases de dados reais com diferen-
tes números de amostras e caracteŕısticas foram comparados os desempenhos dos mode-
los ELM padrão, ELM-REG e RN-ELM. As métricas utilizadas na comparação foram a
acurácia e a norma dos pesos. O modelo ELM padrão tem redução do desempenho pela
acurácia e aumento da norma dos pesos à medida que ocorre o aumento da complexidade,
aumento do número de neurônios. Para os modelos que utilizam técnicas de regularização
o efeito foi inverso, ou seja, aumento da acurácia e redução da norma dos pesos. Desta
forma estes modelos são os mais aptos a reconhecer as caracteŕısticas das bases de dados.
O modelo proposto pode ser comparado a técnica de data augmentation, pois um conjunto
de amostras sintéticas são adicionadas durante o treinamento no espaço de caracteŕısticas
e tem como referência dados de entrada com uma melhor representatividade.
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O aumento do tempo de treinamento do modelo proposto pode ser identificado em
operações de cálculo e tarefas computacionais. O cálculo da matriz pseudo-inversa utiliza
amostras no espaço de caracteŕısticas com alta dimensionalidade, levando a um maior
custo computacional. A busca e avaliação de outros métodos que possam ser mais efici-
entes para o cálculo da pseudo-inversa pode melhorar o desempenho do método. Durante
o treinamento da rede neural, o grafo é gerado sempre que as amostras do conjunto de
treino são alteradas e isto contribui para o aumento do tempo de treinamento. Um estudo
é necessário para avaliar sobre a atualização do grafo de Gabriel considerando apenas os
vértices que foram inseridos e os removidos. Desta forma, o grafo pode ser atualizado
ao invés de recriado o que reduzirá o tempo de obtenção do grafo e a demanda com-
putacional. Pode ocorrer sobreposição das amostras sintéticas geradas em hiperesferas
vizinhas que possuem região em comum o que aumenta o número de amostras geradas.
É necessário avaliar se ocorre sobreposição entre as hiperesferas para evitar sobreposição
de amostras. O aumento do tempo de treinamento do modelo proposto pode ser tratado,
visto que as tarefas realizadas podem ser tratadas computacionalmente com paralelização
e pelo desenvolvimento de novas técnicas.
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5.2 Trabalhos futuros

Algumas sugestões para continuidade deste trabalho:

• Pesquisar por métodos que tenham melhor desempenho para o cálculo da matriz
pseudo-inversa.

• Avaliar e desenvolver procedimentos para atualização do grafo de Gabriel a partir
dos vértices adicionados e removidos. Assim não será necessário construir todo o
grafo, mas apenas um reconstrução local.

• Desenvolver procedimentos para evitar a sobreposição de amostras sintéticas geradas
entre hiperplanos vizinhos que possuam área de cobertura comum.

• Paralelizar a geração das amostras sintéticas nos hiperplanos.

• Aplicar o método proposto em redes neurais profundas.

• Alterar o método proposto para tratar de problemas de classificação multiclasses.
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Keel data-mining software tool: Data set repository, integration of algorithms and
experimental analysis framework. Multiple-Valued Logic and Soft Computing , 17, 255–
287. 51, 54

An, G. (1996). The effects of adding noise during backpropagation training on a genera-
lization performance. Neural Computation, 8, 643–674. 24

Araujo, L.R.G., Torres, L.C.B., Silvestre, L.J., Takahashi, C. & Braga,

A.P. (2019). Regularization of extreme learning machines with information of spa-
tial relations of the projected data. In 2019 6th International Conference on Control,
Decision and Information Technologies (CoDIT), 593–597. 35

Barata, J.C.A. & Hussein, M.S. (2012). The moore–penrose pseudoinverse: A tuto-
rial review of the theory. Brazilian Journal of Physics , 42, 146–165. 36
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Apêndice A

Apêndice

A.1 Duas gaussianas

A Figura A.1 sinaliza as referências obtidas com o grafo de Gabriel e apresenta os vetores
de borda e os pontos médios na base sintética formada por duas funções gaussianas sem
sobreposição.

Figura A.1: Indicação dos vetores de borda e os pontos médios.

A.1.1 Rúıdos entorno do ponto médio

A superf́ıcie de separação, Figura A.2, foi obtida com a adição de cinco amostras sintéticas
em cada uma das quatro hiperesferas. O ponto de referência da função geradora são os
pontos médios. A norma dos pesos ||w|| = 1.5578 e com a média dos erros quadráticos
MSE = 0.

• Relação da norma dos pesos com o número de amostras sintéticas: Ambos
os modelos de ajuste dos pesos com regularização e sem regularização mostram a
diminuição da norma dos pesos com o aumento das amostras sintéticas no conjunto
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de treinamento. O modelo com regularização apresentou-se com menor norma dos
pesos em relação ao modelo sem o termo de regularização, ou seja, diminuiu a
complexidade do modelo, (ver Figura A.3).

• Relação do erro quadrático médio pelo número de amostras sintéticas:
Em ambos modelos o acréscimo de amostras sintéticas no conjunto de treinamento
fez com que aumentasse o erro médio quadrático. A degradação iniciou após a
adição de mais de cinco amostras para o modelo com regularização e após quatorze
amostras do modelo sem regularização, (ver Figura A.4).

• Relação da média da variância nas hiperesferas pelo número de amostras

sintéticas: a intenção é avaliar a dispersão das amostras sintéticas nas hiperesferas
para poder determinar a quantidade de amostras sintéticas necessária para atingir
a solução ótima do modelo. Vimos que a partir de cinco amostras sintéticas por
hiperesfera a oscilação dos valores de variância diminuiu, (ver Figura A.5).

• Relação da variância por classes pelo número de amostras sintéticas: A
variância em ambas as classes aumentam com o aumento do número de amos-
tras sintéticas adicionadas. Após aproximadamente a adição de cinco amostras
a variância começa a diminuir, (ver Figura A.6).

Neste caso o melhor modelo foi selecionado com a adição de poucas amostras sintéticas no
conjunto de treinamento, cinco amostras. Em duas situações o modelo sem regularização,
com dez e quatorze amostras sintéticas obteve MSE = 0 e apresentou ||w|| = 1.599198
e ||w|| = 1.592026, respectivamente. E o modelo com regularização com cinco amostras
sintéticas obteve ||w|| = 1.5578 e MSE = 0.

A.1.2 Adição de vetores simétricos

A superf́ıcie de separação, (Figura A.7), foi obtida com a adição de vinte e nove amostras
sintéticas em cada uma das quatro hiperesferas. O ponto de referência da função geradora
são os pontos médios e neste caso são geradas amostras de simétricas. A norma dos pesos
foi de ||w|| = 1.4073 e com a média dos erros quadráticos MSE = 0.

• Relação da norma dos pesos com o número de amostras sintéticas: Ambos
os modelos de ajuste dos pesos com regularização e sem regularização mostram a
diminuição da norma dos pesos com o aumento das amostras sintéticas no conjunto
de treinamento. O modelo com regularização apresentou-se com menor norma dos
pesos em relação ao modelo sem o termo de regularização, ou seja, diminuiu a
complexidade do modelo, (ver Figura A.8).

• Relação do erro quadrático médio pelo número de amostras sintéticas:
Em ambos modelos o acréscimo de amostras sintéticas no conjunto de treinamento
fez com que a MSE se mantivesse em zero. Portanto o ajuste do modelo foi realizado
dentro da margem de separação, (ver Figura A.9).

• Relação da média da variância nas hiperesferas pelo número de amostras

sintéticas: com a adição de amostras sintéticas nas hiperesferas houve redução da
variância. E a oscilação da variância começa a reduzir após a adição de dez amostras
sintéticas nas hiperesferas, (ver Figura A.10).
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• Relação da variância por classes pelo número de amostras sintéticas: A
variância em ambas as classes aumentam no ińıcio da adição de amostras sintéticas
cerca de cinco por hiperesfera. Após o pico da variância das classes próximo de cinco
amostras sintéticas a variância se torna decrescente com o aumento do número de
amostras sintéticas, (ver Figura A.11).

Neste caso o melhor modelo foi selecionado com a adição de grande número de amostras
sintéticas no conjunto de treinamento, vinte e nove amostras. Como existe simetria em
relação as amostras sintéticas ruidosas, o número de amostras em cada hiperesfera dobrou.
Por exemplo, o modelo foi selecionado com a adição de vinte e nove amostras, mas o total
em cada hiperesfera é de cinquenta e oito amostras.

A.1.3 Rúıdos entorno dos vetores de borda

A superf́ıcie de separação,( Figura A.12), foi obtida com a adição de uma amostra sintética
em cada uma das quatro hiperesferas. O ponto de referência da função geradora são os
vetores de borda. A norma dos pesos foi de ||w|| = 1.6662 e com a média dos erros
quadráticos MSE = 0.

• Relação da norma dos pesos com o número de amostras sintéticas: Ocorre
o aumento da norma dos pesos em ambos os modelos com regularização e sem regu-
larização. Com o aumento do número de amostras sintéticas ruidosas a norma do
modelo com regularização foi maior. Neste caso não obtivemos o resultado esperado
que é a diminuição da complexidade da rede, ver (Figura A.13).

• Relação do erro quadrático médio pelo número de amostras sintéticas: Em
ambos modelos o acréscimo de amostras sintéticas no conjunto de treinamento fez
com que a MSE ficasse oscilando, apesar da variação ser mı́nima, 4MSE ≈ 0.004,
(ver Figura A.14).

• Relação da média da variância nas hiperesferas pelo número de amostras

sintéticas: com a adição de amostras sintéticas no entorno dos vetores de borda
houve redução da variância, (ver Figura A.15).

• Relação da variância por classes pelo número de amostras sintéticas: A
variância em ambas as classes aumentam no ińıcio da adição de amostras sintéticas.
Após o pico da variância das classes próximo de cinco amostras sintéticas a variância
se torna decrescente com o aumento do número de amostras, (ver Figura A.16).

A adição de amostras sintéticas entorno dos vetores de borda aumentou a complexidade
do modelo, aumento da norma dos pesos. Desta forma o modelo selecionado foi com a
adição de uma amostra sintética.

A.1.4 Rúıdos entre o ponto médio e o vetor de borda

A superf́ıcie de separação, (Figura A.17), foi obtida com a adição de uma amostra sintética
em cada uma das quatro hiperesferas. O ponto de referência da função geradora está entre
o ponto médio e o vetor de borda. A norma dos pesos foi de ||w|| = 1.645 e com a média
dos erros quadráticos MSE = 0.
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• Relação da norma dos pesos com o número de amostras sintéticas: Ocorre
o aumento da norma dos pesos em ambos os modelos com regularização e sem regu-
larização. Com o aumento do número de amostras sintéticas ruidosas a norma do
modelo com regularização foi maior. Neste caso não obtivemos o resultado esperado
que é a diminuição da complexidade da rede, (ver Figura A.18).

• Relação do erro quadrático médio pelo número de amostras sintéticas: No
modelo com regularização houve uma pequena variação da MSE, ∆MSE ≈ 0.002,
já no modelo sem regularização MSE se manteve em zero, (ver Figura A.19).

• Relação da média da variância nas hiperesferas pelo número de amostras

sintéticas: com a adição de amostras sintéticas entre o ponto médio e o vetor de
borda houve redução da variância, (ver Figura A.20).

• Relação da variância por classes pelo número de amostras sintéticas: A
variância em ambas as classes aumentam no ińıcio da adição de amostras sintéticas.
Após o pico da variância das classes próximo de cinco amostras sintéticas a variância
se torna decrescente com o aumento do número de amostras. (ver Figura A.21).

A adição de amostras sintéticas entre os pontos médios e os vetores de borda fizeram com
que a complexidade do modelo aumentasse, aumentando a norma dos pesos. Desta forma
o modelo selecionado foi com a adição de uma amostra sintética.

A.1.5 Rúıdos entre os vetores de borda

A superf́ıcie de separação, (Figura A.22), foi obtida com a adição de duas amostras
sintéticas em cada uma das quatro hiperesferas. O ponto de referência da função geradora
está entre os vetores de borda de cada classe. A norma dos pesos foi de ||w|| = 1.6145 e
com a média dos erros quadráticos MSE = 0.

• Relação da norma dos pesos com o número de amostras sintéticas: Ocorre
o aumento da norma dos pesos em ambos os modelos com regularização e sem regu-
larização. Com o aumento do número de amostras sintéticas ruidosas a norma do
modelo com regularização foi maior. Neste caso não obtivemos o resultado esperado
que é a diminuição da complexidade da rede, (ver Figura A.23).

• Relação do erro quadrático médio pelo número de amostras sintéticas:
Para ambos modelos com regularização e sem regularização o MSE = 0, (ver Fi-
gura A.24).

• Relação da média da variância nas hiperesferas pelo número de amostras

sintéticas: com a adição de amostras sintéticas houve diminuição da oscilacão da
variância, (ver Figura A.25).

• Relação da variância por classes pelo número de amostras sintéticas: A
variância em ambas as classes aumentaram com a adição de amostras sintéticas.
Após o pico da variância das classes próximo de quinze amostras sintéticas a variância
decresce lentamente com o aumento do número de amostras, (ver Figura A.26).

A adição de amostras sintéticas entre os vetores de borda fizeram com que a complexidade
do modelo aumentasse, aumentando a norma dos pesos. Desta forma o modelo selecionado
foi com a adição de duas amostras sintéticas.
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A.1.6 Conclusão

O modelo proposto de ajuste dos pesos foi avaliado em várias configurações de regiões
para adição de amostras sintéticas ruidosas no conjunto de treinamento. A diminuição da
complexidade da rede com a adição de amostras sintéticas ocorreu nos casos onde foram
geradas no entorno do ponto médio das arestas de borda. O melhor resultado foi para o
caso de adição de amostras sintéticas no entorno do ponto médio com amostras simétricas.
Nos demais casos ocorreu aumento da norma dos pesos da rede com adição das amostras
sintéticas.
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A.2 Rúıdos entorno do ponto médio

• Superf́ıcie de separação

Figura A.2: Superf́ıcie de separação.

• Norma dos pesos pela adição de amostras sintéticas ruidosas.

Figura A.3: Relação da norma dos pesos com adição amostras sintéticas

• Relação do erro quadrático médio (MSE) pela adição de amostras sintéticas.
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Figura A.4: Relação MSE com adição de amostras sintéticas.

• Relação da média da variância nas hiperesferas com a adição de amostras sintéticas.

Figura A.5: Relação da média da variância nas hiperesferas com a adição de amostras sintéticas

• Variância por classe em relação a adição de amostras sintéticas nas hiperesferas.
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Figura A.6: Relação da média da variância por classe em relação a adição de amostras sintéticas
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A.2.1 Adição de vetores simétricos

• Superf́ıcie de separação.

Figura A.7: Superf́ıcie de separação

• Norma dos pesos pela adição de amostras sintéticas ruidosas

Figura A.8: Relação da norma dos pesos com adição amostras sintéticas

• Relação do erro quadrático médio (MSE) pela adição de amostras sintéticas.
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Figura A.9: Relação MSE com adição de amostras sintéticas

• Relação da média da variância nas hiperesferas com a adição de amostras sintéticas.

Figura A.10: Relação da média da variância com a adição de amostras sintéticas

• Variância por classe em relação a adição de amostras sintéticas nas hiperesferas.
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Figura A.11: Relação da média da variância em relação a adição de amostras sintéticas
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A.3 Rúıdos entorno dos vetores de borda

• Superf́ıcie de separação

Figura A.12: Superf́ıcie de separação

• Norma dos pesos pela adição de amostras sintéticas ruidosas.

Figura A.13: Relação da norma dos pesos com adição amostras sintéticas

• Relação do erro quadrático médio (MSE) pela adição de amostras sintéticas.
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Figura A.14: Relação MSE com adição de amostras sintéticas

• Relação da média da variância nas hiperesferas com a adição de amostras sintéticas.

Figura A.15: Relação da média da variância com a adição de amostras sintéticas

• Variância por classe em relação a adição de amostras sintéticas nas hiperesferas.
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Figura A.16: Relação da média da variância em relação a adição de amostras sintéticas
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A.4 Rúıdos entre o ponto médio e o vetor de borda

• Superf́ıcie de separação.

Figura A.17: Superf́ıcie de separação

• Norma dos pesos pela adição de amostras sintéticas ruidosas.

Figura A.18: Relação da norma dos pesos com adição amostras sintéticas

• Relação do erro quadrático médio (MSE) pela adição de amostras sintéticas.
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Figura A.19: Relação MSE com adição de amostras sintéticas

• Relação da média da variância nas hiperesferas com a adição de amostras sintéticas.

Figura A.20: Relação da média da variância com a adição de amostras sintéticas

• Variância por classe em relação a adição de amostras sintéticas nas hiperesferas.
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Figura A.21: Relação da média da variância em relação a adição de amostras sintéticas
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A.5 Rúıdos entre os vetores de borda

• Superf́ıcie de separação.

Figura A.22: Superf́ıcie de separação

• Norma dos pesos pela adição de amostras sintéticas ruidosas.

Figura A.23: Relação da norma dos pesos com adição amostras sintéticas

• Relação do erro quadrático médio (MSE) pela adição de amostras sintéticas
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Figura A.24: Relação MSE com adição de amostras sintéticas

• Relação da média da variância nas hiperesferas com a adição de amostras sintéticas.

Figura A.25: Relação da média da variância com a adição de amostras sintéticas

• Variância por classe em relação a adição de amostras sintéticas nas hiperesferas.
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Figura A.26: Relação da média da variância em relação a adição de amostras sintéticas
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