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Resumo

O modelo de colisdes trata de uma maneira de simular processos em sistemas
quanticos abertos através de uma série de interacoes controladas de um sistema
principal com particulas de um reservatorio. Neste trabalho, esse modelo é utili-
zado como uma ferramenta que permite uma analise simplificada das propriedades
de dindmicas abertas em geral. Através de um formalismo de mapas quanticos,
procura-se encontrar a relagdo entre as correlagoes das particulas do reservato-
rio e a nao-markovianidade da evolugao do sistema, além do possivel efeito do
monitoramento das particulas do reservatoério sobre a evolugao da dindmica do
sistema principal. Para desenvolver o estudo, ¢ feita uma introducao dos con-
ceitos fundamentais que culminam no formalismo de operacdes quanticas e como
as propriedades de markovianidade e as trajetérias quanticas sao expressas nesta
descricao. Alguns resultados da andlise propoem como o estado do sistema pode
afetar as medigoes nas particulas do reservatorio e como essas medi¢oes também
podem inferir sobre as propriedades da evolugao do sistema.
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Capitulo 1

Introducao

O presente trabalho busca discursar sobre sistemas quanticos abertos através de
um modelo que permite uma implementacao natural de medigoes do reservatoério,
com o objetivo de monitorar o sistema de interesse. Também busca-se analisar o
papel das correlagoes classicas e quanticas em dinamicas de sistemas abertos.

De maneira geral, nesta dissertacao, introduz-se o formalismo da mecanica
quantica de sistemas abertos sob a pespectiva das evolu¢des monitoradas e troca
de informacao com o ambiente. O objetivo é destacar formalmente a relagdo entre
a observacao de resultados de medigao com as propriedades dinamicas do sistema,
em um contexto especifico de modelos de colisoes.

O formalismo padrao da mecanica quantica descreve o sistema em um regime
que sO interage com o mundo externo através das medigoes realizadas. Como
consequéncia, a evolucao entre a preparacao e as medidas ¢ unitaria, preservando
o conteido informacional da descricao. Em outras palavras, existem medigoes
realizadas sobre o sistema apds a evolugao, que revelam estatisticas semelhantes
as presentes no momento de preparacao, em particular, caso um teste quantico seja
bem sucedido com uma certa probabilidade, apds uma evolucao unitaria existira
outro teste equivalente que possui a mesma chance de sucesso. A evolugao temporal
entre as fases de preparacao e de medicao é associada a uma sequéncia temporal
continua de operagoes unitarias realizadas sobre o estado.

Quando a aproximagao de sistema isolado é abandonada e passa-se a incluir
interagoes nao controladas com outros graus de liberdade, o sistema fisico passa a
se correlacionar com estes graus de liberdade e a descricao apenas em termos do
sistema se torna incompleta. Tais sistemas sao denominados abertos e interpreta-se
tal degradagao como um fluxo de informagao que vaza para o ambiente (reserva-
tério). E interessante entender a dinfmica nesse cendrio mais realistico, seja para
controlar situacoes que exibem um carater irreversivel indesejado ou criar modelos
que exponham as caracteristicas relevantes nesse contexto.

Existindo algum grau de controle sobre o reservatorio, é possivel realizar medi-



¢oOes para desvendar caracteristicas da evolucao do sistema analisado. Enquanto
houver correlagdes entre as duas partes, a informacao contida nos registros de
medigoes do reservatorio permite inferir sobre a dindmica compativel com os re-
sultados de medi¢ao. O modelo de colisoes que é analisado neste trabalho fornece
um esquema para as interagoes com os graus de liberdade do ambiente e uma
maneira natural de realizar medi¢oes nas particulas interagentes.

As evolugoes de sistemas abertos podem ser Markovianas (sem efeito de memo-
ria) ou ndo Markovianas (com efeito de memoria). Uma das maneiras de produzir
efeitos de memoria na evolucao do sistema é considerar que as particulas do re-
servatério estao correlacionadas antes de interagirem com o préprio. Tais efeitos
podem ser analisados a partir da capacidade (ou nao) de descrever a evolugao do
sistema como uma sequéncia de operacoes disjuntas sobre seu estado quantico e
também pela troca de informagao existente entre sistema e ambiente.

O texto divide-se em duas partes: a primeira introduz de maneira breve a
teoria de sistemas quéanticos abertos, com foco na descricao da dindmica através
de mapas estocasticos. A segunda introduz o modelo de colisdes simples e relata
a analise deste modelo segundo o formalismo desenvolvido no capitulo anterior.

O capitulo dois parte de uma revisao de sistemas quanticos isolados e introduz
os conceitos fundamentais de estado quantico, evolucao e medi¢ao. Estados mistos
sao apresentados e é feita a ligacao entre correlagoes entre sistemas e a perda de in-
formacao parcial. A distingao entre correlagoes classicas e quanticas é brevemente
apresentada e é conectada a ideia de evolugao monitorada. Em seguida, mostra-se
de maneira rdpida como o formalismo de sistemas quanticos abertos é construido
sobre esta base, incluindo a possibilidade de descrever processos estocasticos. Por
fim, o capitulo termina com a discussao sobre a divisibilidade de canais quanticos
e a abordagem da markovianidade através do fluxo de informacao entre sistema e
ambiente. O papel da distancia entre estados quéanticos ¢ analisado neste contexto
e ¢é feito um célculo para encontrar o valor da distancia de Hilbert-Schmidt em
mapas unitais de dimensao finita.

A parte de aplicacdo apresenta os modelos de colisdo e sua utilidade no estudo
de sistemas quanticos abertos. E em seguida sao apresentadas as caracteristicas do
modelo especifico estudado no trabalho. Como as particulas interagem em sequén-
cia e apenas uma unica vez, o monitoramento é baseado nas medidas dos estados
das particulas recém interagidas. Para diferentes configuracoes iniciais, e poucas
interacoes, analisa-se a estatistica das medicoes e a trajetoria correspondente. Por
fim, a divisibilidade para estados iniciais descorrelacionados é verificada, e é le-
vantada a questao de como o monitoramento pode afetar o carater markoviano da
dindmica quando hé correlagao inicial entre as particulas do reservatoério.



Capitulo 2

Formalismo

2.1 Sistemas Quanticos Isolados

Um dos conceitos fundamentais da mecanica quéantica é o do estado quantico.
Considerando inicialmente estados puros, sua representacao matematica é dada
por vetores normalizados no espaco de Hilbert que, para sistemas de dimensao
finita NV, nada mais é que um espacgo vetorial complexo dotado de um produto
interno que sera discutido mais adiante. O significado do estado puro surge de um
experimento que possua N possiveis resultados distinguiveis. Estes resultados sao
os valores que um conjunto completo e compativel de varidveis dindmicas (observa-
veis) do sistema podem assumir, e.g. a energia e/ou polarizagao de um feixe 6ptico.
Definido o procedimento experimental que forneca tais resultados, o estado pro-
duzido pela preparacao é puro quando existe, em principio, um arranjo que tenha
como resultado um valor definido para os observéaveis. E importante notar que a
definicdo de um estado puro esta associada a estatistica dos resultados de medida,
através das probabilidades de obter os diferentes valores do conjunto de variaveis
dindmicas. Uma maneira de construir o estado quantico de uma preparagao expe-
rimental, é realizando uma sequéncia de experimentos, a fim de estimar o limite
aos quais tendem as frequéncias dos resultados e obter uma probabilidade para
cada evento possivel [I3]. Felizmente, a dimensao do espaco de estados é capaz de
indicar um ntmero razoavel de testes que sao suficientes para a reconstrucao do
estado quantico.

Cada observavel possui um conjunto de estados distintos que correspondem
a uma medida certa de um determinado valor da grandeza. A representagao
matematica dos observaveis é obtida ao associar cada estado puro, e os valores
correspondentes das variaveis dinamicas, a um dos pares de autovalores reais e
autovetores que compoe um operador hermitiano do espago de Hilbert.

Sendo um estado puro do sistema descrito pela notagao de Dirac por [¢) e



as varidveis dindmicas descritas por operadores hermitianos A = Af, o produto
interno fica definido de tal forma que

(4) = (¥IA[p), (2.1)

(A) é o valor esperado da varidvel dindmica para este estado puro [10]. Expandindo
dois vetores numa base ortogonal [i) = > 1;]i) e [¢) = > ¢;|i) o produto interno
que fornece a estatistica correta é definido por (¢|¢)) = 3 ¢fh;. A média do
operador, assumindo que seus autovetores sejam |¢;) e autovalores A;, pode ser

escrito na forma
(4) =2 ail(oil)*. (2.2)

)

Em teoria de probabilidade o valor esperado de uma variavel estocastica é dada por
X =X, x;pi, logo, comparando o processo de encontrar o valor esperado utilizando
o formalismo da mecénica quantica com o andlogo classico, tem-se a regra de
Born para as probabilidades de encontrar um estado puro |¢) num experimento
preparado para ser bem sucedido no estado puro [¢)) como [13]

Py, ) = P(¢,v) = [{¢|) . (2.3)

Para A=1
W) = S 1) = Ypi = 1 (2.4

exibe-se a necessidade de tomar vetores normalizados no espaco de Hilbert para
representar as médias e probabilidades de forma sucinta. Também nota-se que
todas as quantidades mensurdveis de um sistema sdo dependentes do estado [))
através de probabilidades de transi¢oes da forma [{¢|¢))[%. Isto implica que uma
mudanga de fase global do tipo

) — €?]y) (2.5)

nao tem consequéncia fisica. Ou seja, os estados puros correspondem a toda uma
classe de equivaléncia de vetores no espago complexo tratado [3].

O principio da superposicao afirma que qualquer elemento do espaco vetorial,
exceto o vetor nulo, representa um estado puro que pode, em principio, ser rea-
lizado experimentalmenteﬂ. Assim, justifica-se a utilizacado de um espaco vetorial
para descrever os estados quanticos puros.

A evolucao temporal de um sistema quantico fechado deve ser tal que qualquer
estado puro é transformado em outro estado puro [I0]. Em outras palavras, se
em um experimento perfeitamente reprodutivel houver um teste com resultado

I'Porém um exemplo de limitacdo fundamental do principio da superposicdo é encontrada
quando se trata de particulas indinstiguiveis [13].
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previsivel num dado tempo t;, também haverda em um tempo posterior ¢, um
teste, em geral diferente, que terd um resultado deterministico. Isto é expresso
matematicamente através de [10) — [¢)), em que |¢) representa o estado do sistema
emt =t e|)emt=ts.

No formalismo quéantico, assume-se que a correspondéncia entre os estados seja
realizada através de uma evolucao unitaria. Ou seja, para quaisquer [1), |¢),
a e 3 estes satisfazem (¢'|Y)") = (oY) e |w) = a|) + B|¢) evolui para |w') =
alY’) + Bl¢’). A segunda condicao garante que a transformagao seja realizada por
um operador linear dependente somente dos tempos U (t2, 1) e a primeira requer
que este operador satisfaca UT(ty,t,)U(ts,t;) = I. Por consisténcia, para to = ti,
|} = |¢), e consequentemente, U(t,t) = I, para todo t [13].

Quando se trata o caso de valores continuos para a variavel ¢ pode-se definir o
hamiltoniano do sistema como um operador hermitiano:

H(t) = ihMUT(t,to). (2.6)
dt
Seja |¢") = U(t,to)]1), a aplicagdo do hamiltoniano resulta na equacao de Scho-
dinger
HOW) = ih o ). 2.7
Em um sistema estritamente fechado, onde a evolugao do sistema nao contenha
nenhum parametro externo dependente do tempo, H independe do tempo também
e a solugdo da equagao de Schodinger fica

o) = e HEZ0)/ Py (2.8)

E consequentemente, a evolugao unitaria do sistema isolado é
U(tg, tl) = e_iH(t2_t1)/h. (29)

O processo de medicao é necessariamente dado por uma interagao do sistema
com o mundo externo. Para uma defini¢do satisfatéria deste processo, é comum
tomar o limite em que o estado imediatamente apds a medicao do observavel A deve
ser representado pelo autovetor associado ao autovalor obtido. Como descrito pela
regra de Born, este evento ocorre com probabilidade p; = [{¢;|1)|*>. A operagio é
chamada de medicao seletiva e ¢ um processo estocastico que pode ser resumido
como

W) = didei) = [6i), i=12,.... (2.10)

Essa definicao permite uma correspondéncia coerente entre a propriedade quantica,
o estado |¢;), e a informacdo que pode ser armazenada classicamente, o autovalor



2.1.1 Estados Mistos

Uma outra forma de descrever a operacao de medicao é através dos projetores,
que sao um conjunto de operadores hermitianos F; cujos autovalores sao 0 ou 1,
ou seja, P? = P;, e onde o subespago associado ao autovalor 1 seja unidimensional
[13]. Este conjunto de operadores é capaz de representar o processo de medicao e
pode ser obtido a partir de uma base ortogonal |¢;) desde que satisfacam

Na notacao de Dirac este operador é simplesmente escrito como P; = |¢;)#;]. Seja
um estado preparado [¢), a probabilidade de testa-lo e obter |¢;) como resultado
de uma medida na base acima é dado por p; = (¥|P;|1)) e o estado normalizado
resultante é dado por [10]

) = P}/ /i (2.12)

Esses operadores também sao titeis por proverem uma representacao da identidade
na base {|¢;)}. Seja >, P, = I, diz-se que este conjunto expande o espago de Hilbert
de interesse e para todo [¢)

ZPZ"?M = sz‘¢z> = [¢), (2.13)

consequentemente, qualquer operador diagonal numa determinada base pode ser
expandido usando os projetores associados a ela: A =3, a;P;.

Qualquer estado puro |¢) é sempre descritivel através de um projetor py = P,
tal que um teste feito sobre um estado quantico |¢), através de uma medida dada
por P, seja bem sucedido com probabilidade (¢|P|¢) = 1. O estado quéntico puro
pode ser descrito através de um projetor, utilizando-se a notagao ps = |p)¢|, e
como os projetores sao operadores hermitianos, o operador de estado neste forma-
lismo também é um observavel do sistema. Este observavel representa uma variavel
dindmica que fornece a probabilidade que um dado estado puro [¢) responda po-
sitivamente a uma montagem preparada para satisfazer |¢) com certeza [13]. Ou
seja, existe uma correspondéncia direta entre p, e a classe de elementos do espago
de Hilbert €?|¢) que representam um estado quantico. Usando a operagio traco,
que satisfaz para quaisquer py e A

Tr [py Al = (Y AlY), (2.14)

é possivel reescrever as equagoes da mecanica quantica através de um formalismo
de operadores.

Pode haver a situagdo em que o estado quantico nao seja bem definido, de
forma que a preparacdo produza um ensemble de estados puros {p;, [¢;)}. Para
cada um destes estados puros, o valor médio de um observavel A é

(A)i = Tr [piA], (2.15)
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consequentemente, o valor médio para a variavel dinamica do ensemble de estados
puros ¢ dado por

= Zi:piTr [piA] = Tr [Zj:pmiA] , (2.16)

que pode ser escrito como
(A) = Tr [pA] (2.17)

onde define-se a matriz densidade p = >, p;p; do sistema quantico. Mais uma vez,
relembrando que (I) = 1, chega-se na condigao de normalizagao dos estados

Trp =1, (2.18)
enquanto que ao tomar um vetor qualquer |¢)

(9lplo) = sz (@l)* > 0, (2.19)

o que significa que o operador p é positivo semi-definido. Por outro lado, dada
uma matriz qualquer que satisfaga as duas condi¢oes acima, a positividade garante
que este possuird uma representacao da forma

p =2 Aili)il (2.20)
para \; positivos, enquanto que a normalizacao de p implica que

S =1 (2.21)

Ou seja, qualquer matriz positiva semi-definida de trago unitario representa um
ensemble de estados puros {\;, |i) }, e consequentemente, estes formam a represen-
tagao mais geral de estados quénticos [13].

Na verdade, uma matriz densidade nao é definida de forma univoca por um
determinado ensemble de estados puros. O teorema da mistura de Schrodinger
afirma que: seja uma matriz densidade definida por {p;, [¢;)}, havera outro en-
semble {g;, |¢;)} ligado ao primeiro através de

V) = 3w /G5 165), (2.22)

se existir uma isometria U entre os ensembles que satisfaz ; uLuU = 0,1 [3].
Dessa forma a representacdo da matriz densidade de ambas sdo equivalentes

szwfz (i —Z\/%kaukzuzﬂ?bﬂ (Or| = Z%|¢J Qb] (2.23)



A partir disso, nota-se que a descricao de um estado quéntico através de um
determinado ensemble de estados puros ¢ arbitraria, equivalente a uma escolha de
base num espago vetorial.

O conjunto das matrizes densidade formam um conjunto convexo, no sentido
em que qualquer elemento do conjunto pode ser escrito como

p=pp+(1—p)p’, 0<p<l, (2.24)

sendo p’ e p” também pertencentes ao conjunto. Os estados puros sao representados
pelos elementos do conjunto convexo das matrizes densidade nas quais a relagao
acima é satisfeita apenas para p’ = p”, ja que

p= )| =p' =p" = p. (2.25)
Para ver isso, basta considerar qualquer estado |¢) ortogonal a [1), logo
p(olp'|¢) + (1 — p)(d]p"|¢) =0, (2.26)

implica que (¢|p'|¢p) = (6]p”|¢) = 0, pois p e (1 — p) sao positivos. Se todos os ve-
tores que formam uma base que diagonaliza p, exceto |1)), satisfazem (¢|p'|¢) = 0,
entdo p'|1p) = [¢), com autovetor um, j4 que p’ possui traco um e consequente-
mente nao é o operador nulo. O operador que possui autovalor um para apenas
um dos seus autovetores e autovalor zero para todos os outros é um projetor, e
repetindo a andlise para p” conclui-se que p' = p” = [)¢p|. Em resumo, o con-
junto de todos os estados quanticos é formado por todas as misturas estatisticas
possiveis entre os estados quanticos puros [13].

A partir desta descricao, os processos basicos para a descricao de um sistema
quantico isolado podem ser listados em funcao da matriz densidade

p— p'=Ulty, t1)pU'(tg, t1) (Evolugao Unitéria)
p — pij= PjpP;/Tr [P;p] (Medigao Seletiva) (2.27)
(A)=Tr [Ap] (Valor Médio de um Observavel).

2.2 Emaranhamento e Correlagoes: Classico vs.
Quantico

2.2.1 Sistemas Compostos

Em mecénica quantica um sistema composto |¥) € H,p por dois estados puros
|) € Ha e |p) € Hp é escrito na notagao de Dirac como

W) = [) @ 9) = |1)]9). (2.28)
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Nessa descrigao, para cada um dos sistemas evoluindo através das respectivas
unitarias locais Ul(te,t1) e V(ta,t1) que atuam nos espagos de Hilbert Ha e Hp
respectivamente, a evolugao do estado |W) é definida como [3]

(W) = [9)¢) = [Ulta,t2) @ V(t2, t1)] 1)) (2.29)

Seja um ensemble formado por {|V;), p;}i—12. A matriz densidade que carac-
teriza esta mistura é dada por

w = p1 [V X W] + pa| Vo)X Wa| = p1p1 @ 01 + p2p2 @ 09 (2.30)

no qual p = || e 0 = |p)p|. De maneira um pouco mais geral, um ensemble
de um sistema bipartido separavel pode tomar a seguinte forma

Estados que possuam essa forma podem ser produzidos através de comunicagao
classica entre duas partes. Por exemplo, dois laboratérios que possuam apare-
lhos de emissao de particulas em diferentes estados, porém que compartilham
uma sequéncia aleatéria em comum, produz esse tipo de estado conjunto para os
operadores das maquinas, caso nao seja possivel acessar a informagao contida na
sequéncia aleatéria [3].

Porém, a mecanica quantica garante que superposi¢oes de estados quanticos
também formam estados quanticos. Assim, a forma mais geral possivel de um
sistema composto puro é dada por

[0) =D Wylidls). (2.32)

Este estado pode tomar uma forma mais simples. Seja W uma matriz cujos ele-
mentos sao W;;, pode-se encontrar duas matrizes positivas Ui e WU que sdo
diagonalizaveis através das unitarias U e V respectivamente:

Uiy = vAtAUT = (UAVY) (VAU
vt = vAAVT = (VAUT) (UATVT)
Comparando os lados esquerdo e direito das equacoes, nota-se que ¥ = VAUT, e

A uma matriz diagona]ﬂ O vetor de onda do sistema composto fica expresso na
forma de Schmidt [3]

(0) =D altn) o) (2.33)

2A existéncia da matriz A é garantida, pois se trata da matriz diagonal na decomposicdo em
valores singulares da matriz ¥



para [Y) = 3; vkili) e |dr) = X ugld)-

O estado composto puro na forma matricial é

w =Y oo [ )hi| @ |dr )] (2.34)

e seja o numero de coeficientes a4 nao nulos maior que um, esse estado nao pode
ser reescrito como um ensemble de estados separados

w 7£ Zwij/)i@)oj.
ij

Estados que ndo podem ser escritos como na eq. (2.31) sdo chamados de emara-
nhados [3].

Escrevendo a matriz ¥ como

V= ; a1 ) x| (2.35)

as matrizes W e YW formam
W0 =3 o |on) (ol (2.36)
ol = Z:: Jeur | [ Xl (2.37)

Pode-se perceber que cada uma delas representa uma matriz densidade pertencente
a cada um dos espacos de Hilbert que formam estado |¥). As matrizes p = W'
e 0 = UTW possuem o mesmo espectro e representam os estados reduzidos em H 4
e Hp, respectivamente [3]. Ambos os estados possuirem os mesmos autovalores
indica que possuem o mesmo grau de pureza e, também, que para um estado
composto puro, suas parti¢coes sao simétricas. Se o estado composto de dois estados
mistos é puro, entdo existe emaranhamento entre os sistemas [2]. Esta situacao
em que a descri¢ao conjunta ¢ mais completa que a particionada é a caracteristica
que de maneira geral define os estados correlacionados.

O significado das matrizes reduzidas surge quando se leva em consideracao me-
digbes incompletas das variaveis dindmicas [13]. Um teste local é um procedimento
realizado em apenas uma das partes de um sistema composto e é descrito por P;®1
oul® P;. A realizacao desta medigao sobre um estado composto puro resulta em

(ART)) =Y ajap(bw|Alte) (¢wdr) Z|04k| (| Altr),

kK’

utilizando p, observa-se que ((A ® I)) = Tr[pA], e analogamente, ((I ® B)) =
Tr [0B]. Mesmo para estados compostos mistos ¢ interessante definir as matrizes
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p e o tais que Trjw(A®1I)| = Tr[pA] e Tr[w(I® B)] = Tr[oB]. A forma mais
geral de se escrever o sistema composto é w = >_; w; |V, X ¥;| e a operagao de obter
os estados reduzidos induz a

p= ZwZ\I!Z\I/j =Trgw e o= Zw,\I/I\I/Z = Traw,

onde, por analogia, o traco parcial Trx é uma operacao linear definida da seguinte
forma [10]

Try[A® Bl =(TrA)B ou Trp[A® B] = (TrB) A. (2.38)

2.2.2 Correlagoes em Mecanica Quantica

Seja uma base ortonormal {|¢x)} em um espago de Hilbert H, um estado que sofra
uma medigao definida por essa base passa a ser representado por {|pr)X¢r|} e cada
resultado ocorre com probabilidade pr = (pk|p|er). Suponha que o registro que
contém os resultados de medidas seja perdido. A matriz densidade que descreve
o estado apo6s a medida p’ deve ser coerente com a medida realizada previamente,
i.e. se o procedimento de medida for refeito, os resultados devem ser os mesmos
(P, = pr e pPi, = pr). Uma medigdo projetiva nao seletiva é consistentemente
definida como uma operagao linear, ®[p|] = p/, tal que ®[p'] = p’ (repetibilidade).
Sob essas condigoes, a transformacao deve ser da seguinte forma

Dp] = Xk: o Xl plon)Xwrl (2.39)

e um operador qualquer A satisfaz ®[A] = A, se e somente se for diagonal na base

{low) 119

Considerando |¢;) = |¢:)|¢;) € pr = w;j, um estado da forma
w =Y wijlPi)hil ® |9iX ]
ij

nao ¢ perturbado por medigdes locais nas bases {|1;)} e {|¢;)}, e além do mais,
as matrizes reduzidas sdo p = 3=, pi|ViX¥i| e 0 = 35, qj|d;)X¢;] com p; = 30wy e
q; = >_; w;; respectivamente. Em resumo, existe uma medi¢ao em que o estado
composto ¢ definido através da distribuicao de probabilidade conjunta w;; e as dis-
tribuigoes de probabilidade marginais p; e ¢; definem os estados reduzidos. Devido
a estas propriedades, uma matriz densidade do tipo descrito acima é chamada de
estado cldssico.
Quando o sistema encontra-se num estado, por exemplo, do tipo

w = Z wij pi @ o N4l (2.40)
ij
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onde {p;} ndo forma um conjunto ortogonal, ndo existe medigao local neste subes-
paco que nao perturbe o estado reduzido p. Devido a indistinguibilidade inerente-
mente quantica dos estados, a correlagao entre os dois sistemas nao possui analogo
classico. Um estado definido de tal forma recebe o nome de estado quantico-cldssico
[9]. Semelhantemente o estado definido por

w = wi [Pi) | ® oy, (2.41)
i

em que os 0; nao sao ortogonais, ¢ denominado estado cldssico-quantico. Estados
que nao possuem elementos do ensemble que formam um conjunto ortogonal em
nenhuma das partes, sao estados quanticos, e assim como os anteriores, apresentam
correlagoes quanticas apesar de nao possuirem emaranhamento [5, [17].

Uma propriedade 1til dos sistemas correlacionados é a capacidade de inferir o
estado de uma parte a partir de medicoes locais sobre a outra. Tendo como exemplo
um estado do tipo , uma medigdo seletiva local resultando no estado [1;),
por exemplo, projeta o conjunto em

pi ([Yawhi]l @ Dw(|a)nl @ I) = 3 p; wiglthi)i] ® 0. (2.42)

Neste caso, o estado o' depende da probabilidade condicional g;; tal que o' =
> 41i 04, em contraposi¢ao ao estado reduzido o = 37, q;0;. Medigoes locais
na mesma base em que uma particdo ‘classica’ estda definida preservam a pro-
priedade dos estados classicos de nao alterarem o sistema composto. Assim, os
estados classico-quanticos — equivalentemente os quantico-classicos — permitem
uma maneira coerente de se obter informagao sobre um estado quantico.

O formalismo permite a descricao de estados independentes ao assumir que

wi; = piq;. Logo
W= (E :Piﬂz) ® (E qjaj) =pQo (2.43)
( J

nao apresenta correlagao, a medida que as matrizes densidade reduzidas fornecem
a descricao completa do sistema.

2.3 Dinamica em Sistemas Abertos

As operagoes lineares discutidas até agora sao adequadas para descrever a evolugao
de estados quanticos puros através de transformacgoes realizadas sobre os vetores
do espago de Hilbert. Ambas a evolucao unitaria e a medi¢ao seletiva mapeam
de forma linear os vetores, apesar dela ser também estocéastica no segundo caso, e
preservam-nos no mesmo espaco de Hilbert. Utilizando o formalismo das matrizes
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densidade, o processo de medicao passa a ser descrito através de uma mistura
estatistica como na eq. , e por sua vez, pode alterar a pureza do estado
quantico. Em outras palavras, um estado anterior a medi¢ao puro, porém que nao
pertence a base em que a medicao projetiva esta definida, é transformado em um
estado que deixa de ser descrito por um projetor e toma a forma da eq.
Uma operagao quantica ¢ um mapa que preserva as propriedades das matrizes
densidade. Ela atua em um estado quantico, transformando-o em outro estado

J = Elpl. (2.44)

A principio, as propriedades que se espera de um mapa que transforma matrizes
densidade em matrizes densidade sao [10]:

e A operacao deve ser linear e o conjunto de estados apds a transformacao
deve ser convexo;

e As probabilidades devem somar para 1, ou seja, o trago da matriz deve ser
preservado Tr[p'] = Tr[p];

e As probabilidades ndo podem assumir valores negativos, ou seja, a matriz
densidade resultante deve ser positivaﬂ

A primeira exigéncia garante que a operacao pode ser interpretada como a
mistura estatistica de um mapeamento sobre os estados puros que constituem a
matriz densidade. Seja um estado descrito pelo ensemble {p;, p;}, 0 mapa deve
atuar de tal forma que o estado resultante deva ser descrito por {p;, p;}

£ [;pi pi] - Sl (2.45)

Em conexao com os outros axiomas para as operagoes quanticas, a estrutura con-
vexa dos estados é preservada desde que as operacoes sejam lineares.

O segundo requisito pode ser relaxado para descrever operacoes de medicao se-
letiva. Uma matriz ndo normalizada p, com trago 0 < Tr[p] < 1, pode representar
um estado pos medicao em que o traco passa a fornecer a probabilidade do estado
ter evoluido conforme £. Sob esta convencado, a matriz densidade normalizada
para o estado quantico selecionado é dada por

/ P
o=t 2.46
7] (2.46)
Uma operacao nao seletiva precisa satisfazer Tr [E[p]] = Tr[p] para toda matriz

densidade p e dessa forma diz-se que a operagao preserva o trago.

3Neste trabalho uma matriz é chamada de positiva quando satisfaz (1| Al) > 0, V|).

13



A positividade (p>0) da matriz densidade resultante nao é suficiente do ponto
de vista fisico para garantir que a evolugdo dos estados seja realizavel, dada a
possibilidade deste ser parte de um sistema composto. A positividade completa
garante que a operacao do mapa sobre uma parte de um estado composto mantenha
preservada a positividade do sistema conjunto, seja qual for o tamanho do sistema
adjacente. Ou seja, para qualquer estado quantico p, o mapa & é completamente
positivo se a atuacao de [ ® £ sobre um estado composto w qualquer que satisfaca
Trp [w] = p, ¢ uma matriz densidade valida [3]. Aqui o simbolo I ® £ implica um
mapa que se comporta da seguinte maneira

[® EiXj] @ p] = |i)}j] ® € [p]

qualquer que seja a dimensao do sistema adjacente a p.

2.3.1 Operacoes Quanticas

Os axiomas para uma operacao quantica valida £ podem ser reescritos como
o E[Xiaipi] = X aillpil;
o 0<Tr[&p]] < Trlp];
e (I®&)I[Q >0 para todo 2 > 0.

O espaco dos operadores que atuam sobre o espaco de Hilbert de dimensao N
(Hy) e que possuem um produto interno construido através do trago (A, B) =
Tr[ATB], comporta-se também como um espago de Hilbert, porém, de dimensao
superior HS = Hpz2, conhecido como espago de Hilbert-Schmidt [3]. Seja uma
base de matrizes nesse espago {F;}, tal que Tr[E]T- E;] = §;j, os estados quanticos
sao decompostos nesta base como p = >, pmEm € a evolugao devida a um mapa
linear é definida por

i = Bl (247)

Para descrever o mapa, considera-se o espago das matrizes pertencentes a imagem
de &, com uma base correspondente {E!}. Com a evolugdo do estado quantico
descrito nessa base, o mapa é composto pelos elementos

Emn = Tr[ETE[E,]] (2.48)

tal que p!, = Tr[ETp'] = 3, pmEmn € aplicando a relacio de completeza na equagio
acima tem-se

EEm) =Y EmE,.
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A matriz dindmica é uma alternativa para a descricdo do mapa, tal que D €
HS ® HS é uma matriz que retorna os elementos do mapa

Emn = Tr|(En @ E})'D]. (2.49)

Usando novamente a relacao de completeza, a matriz dinAmica toma uma forma
explicita

D= &EmE,®E,

mn

=Y E,®E[E,]
=(1I®¢) [;Em ® Em]

Através da notagao de Dirac e uma base apropriada, tal que E,, = |r)(s| e m =
(r —1)N + s, a matriz dindmica pode ser reescrita como

D= (1Ix&)[2XP|], (2.50)

onde |®) = Y, |r)|r), é um estado mazimamente emaranhado ndo normalizado
[10]. Reciprocamente, o mapa pode ser recuperado a partir da matriz dindmica

Elp) = Y pmTr|(En ® E,)'D]E},
=Y Tr|(p" ® E,)'D|E,
=Y Tr[(1e EN (" © )D|E,,
aliado ao traco parcial, eq. , fornece:
Elp) = Tra|(p" @ I)D|. (2.51)
Com essa representacao, a preservacao do trago é estabelecida como
Tr[p] = Tr [pTDB}.
Para que a operagao preserve o trago, Tr[p? D] = Tr[p’] para qualquer p, ou seja
Tru[D] =1 (2.52)

O conjunto de canais quanticos que apresentam esta propriedade é denominado de
mapas Completamente Positivos que Preservam o Trago (CPPT).
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Seja o mapa &£ completamente positivo, entdao a matriz dindmica D = [ ®
E[|P)P|] é positiva, dado que |P)P| é equivalente a um estado ndo normalizado.
Logo, D possui uma forma diagonal formada pelos autovalores nao negativos,
d; > 0, e autovetores da matriz dinamica. Utilizando uma representagao vetorial
para os autoestados |D;) € HS, e seja r o rank dessa matriz, tem-se

D=3 d|DYDI. (2.53)

i=1

O elemento |D;}D;| tem como funcao projetar um estado na dire¢do de |D;), ou
quando d; é degenerado, no subespaco associado a este autovalor. Na notagao
matricial 1&-se como:

DY Di|Q) = Tr[ DIQ] D;.
Combinando as equagdes (2.51)) e (2.53]) o mapa quantico associado a forma dia-

gonal da matriz dinamica é
Elpl = X diTral (p" @ 1) IDXD|
i=1
=Y dTr[(p" @ )D;| Tra[D]],
i=1

nota-se que Tr[D;(p? @1)] = Tr[D;(I1® p)] = Tr [Tr4 [D;] p]. Ao definir as matrizes
A; = \/d;Tra[D;], chega-se a representacio candnica de Kraus para um canal
quantico:

Elp] = Z A;pAl. (2.54)

O mapa na forma de Kraus preserva o trago caso satisfaga Tr {Z A; ij» } =Tr [Z AZ-A;r p] =
Tr [p], para todo p, ou seja
S AlA =1 (2.55)
i=1
O teorema da mistrura de Schrodinger garante que existem infinitas maneiras
da qual um elemento interno de um conjunto convexo pode ser expresso através

de misturas de elementos puro do conjunto. No presente caso, as varias maneiras
de escrever a matriz D

D= Zdz|Dz><Dl| = ZdﬂD;XDH
i=1 i
resulta em diferentes representagoes para o mapa &£

Elpl =D AipAl = AjpAT.

=1
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No caso especial em que as matrizes A; sao obtidas através da diagonalizacao de
D, e consequentemente sao ortogonais, a representacao do canal por meio dessas
matrizes é denominada de forma canoénica de Kraus [3].

Um exemplo de canal que é util para descrever ruido em sistemas quanticos
é formado pela soma de mapas unitarios e recebe o nome de Campos Externos
Aleatérios (CEA)E]. Na representacao de Kraus essa matriz é escrita como

P =3 aUpU}, (2.56)

em que as matrizes U; sao unitarias e a preservacao do traco é garantida se }_; a; =
1.

2.4 Mapas Estocasticos e Monitoramento

2.4.1 Representacao Ambiental

As operagoes basicas definidas em sao baseadas na dinamica do sistema sem
interacao com partes externas a analise, exceto, possivelmente, pela realizacao de
medigoes. No contexto de estados quanticos puros, evoluc¢oes unitarias e projegoes
sao suficientes para esgotar qualquer dinamica que tal sistema pode passar. Porém
quando se trata de estados quanticos genéricos, uma evolucao do tipo

o =UpUt = Zpi Ui )i |UT

nao altera os pesos da composicao em estados puros do sistema e portanto nota-
se que é insuficiente para descrever uma evolugao arbitraria deste. Os mapas
completamente positivos que preservam o trago gozam da capacidade de descrever
operacoes fisicamente admissiveis sobre um estado, sem incluir a realizagdo de
medigoes.

A limitacao das unitarias surge quando se considera que o espaco de estados
estudado é um subconjunto de um espago maior, ou seja, p = Trglw]. As ope-
ragoes unitarias realizadas em um espaco composto sao muito mais vastas que as
operacoes realizadas localmente em cada subsistema.

Para ilustrar como uma unitaria global pode atuar em um subsistema de uma
forma que uma unitaria local nao realiza, toma-se como exemplo o estado p* =
N~ que pode ser interpretado como um estado equidistante a qualquer outro
estado puro do espaco de Hilbert e consequentemente qualquer teste associado a
um estado puro possui probabilidade p = N~! de ser verificado. Sejam os vetores

4Este termo CEA utilizado neste trabalho é uma traducio livre de uma sigla em inglés para
Random External Fields
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{|1:)} e {|¢s)} ortonormais em seus respectivos espagos, a purificacio deste estado
¢ dada por [3]

) = = 3 bl (257

que é um estado maximamente emaranhado. Este estado pode ser obtido a partir
de qualquer outro estado do sistema composto através de uma unitaria global
apropriada. Por exemplo, dado um estado separavel do sistema composto |¢)|¢o),
havera uma unitaria U tal que

|®) = Ultbo)|¢o)-

Basicamente, é possivel através de operagoes envolvendo um espaco de Hilbert de
dimensao superior, obter o estado p = Trg|P)P| a partir de um estado puro |iy).
Como qualquer estado p pode ser descrito através de uma purificagao

p= ZPJ%X%’, W) = Z VDilVi)|#i),

pertencente a um espago de Hilbert HS, o estado apds a atuacao do mapa é dado
por uma evolugao de |1y) acoplado a um estado do ambiente |¢y) e uma unitéria
U adequados

p = Trg [U([¢o)o| @ |60} )UT] . (2.58)

As operacgoes do trago e evolugao unitaria sao lineares e considerando uma base
para o espaco de Hilbert do sistema adicional Hp dada por {|¢;)}, a evolugao de
um estado p qualquer através desse esquema é dada por [10]

P ="Teg [U(p® [6)e))UT| = D (6:lU16)p(6|U|6). (2.59)

Os elementos (¢;|U|¢) = A; sdo operadores que atuam no espago de p e satisfazem

evidenciando que a evolucao do estado quantico através do produto tensorial do
espaco de estados com um outro espaco de Hilbert, no presente contexto, é repre-
sentado por uma forma de Kraus e, consequentemente, descreve um mapa CPPT.
O conjunto de todas as operagoes quanticas no espago de estados é obtida através
de um acoplamento do sistema com um espago de Hilbert de mesma dimensao,
como pode ser notado dado que um estado p qualquer pode ser reescrito como
na equagao . A condicao de positividade completa é condizente com o ca-
rater ‘aberto’ das operagoes quanticas, i.e. estados quanticos evoluem através de
interagoes com outras partes.
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Outra questao relevante trata da descricado de um canal quantico dado por
uma soma de Kraus através de uma representagdo ambiental. Por exemplo, um
conjunto de matrizes de Kraus para um mapa que preserva o traco > E,iEk =1
¢ obtido através de uma unitaria global tal que

Ul)|po) = Zk:EkWHm%

Entdo, um ambiente em um estado fundamental bem selecionado |¢g) — aqui é
utilizado um estado de reservatério puro, sem perda de generalidadeﬂ — e uma
unitaria adequada sdo capazes de realizar qualquer mapa quantico dado por Ej =
(Pr|U|po). O modelo de colisoes estudado neste trabalho possui como um dos
objetivos encontrar uma maneira eficiente de utilizar a interacdo de um sistema
com o ambiente para operar um canal especifico.

2.4.2 Evolucoes Monitoradas

O conjunto das medigoes que podem ser realizadas em um estado p tomando a
possibilidade de considerar um espacgo de Hilbert maior, pode ser analisado através
da representacao ambiental. Exercendo uma medicao projetiva sobre o sistema
fisico acoplado, cujo espago de Hilbert possui dimensao K, tem-se [10]

I@1)wIeIL) = p; @ 11;,

onde p nao é normalizado e o estado pds-medicao nao apresenta correlagoes, pois
o monitoramento devolve um estado produto entre sistema e ambiente. Neste
contexto, a medicao é realizada sobre o estado adicional, porém, como a descri¢ao
local do estado analisado deve ser coerente com ®[w'] = W', o estado reduzido p;
compativel com o estado selecionado |¢;) na representacao ambiental, é descrito
por

pi=Trp (IO TL)U(p @ [9Xe))UT] = AipAl (2.60)

e a probabilidade deste evento ocorrer é p; = Tr[A;pAl].

Até entdo, no conceito de medida projetiva, assume-se que existe apenas um
autovetor do operador projecao II;. De maneira mais geral, a projecao pode atuar
levando a um subespago de dimensao d < K qualquer, tal que P = Y, [¢; ) ],
com a soma envolvendo d diferentes elementos da base |¢;)

7 ="Trp |[(I® P)U(po |o)Xe|)UT| = 3 AspAl.

5Caso o estado do reservatério seja misto, pode-se usar um procedimento de purificacio em
um espago de Hilbert maior para chegar as mesmas conclusoes
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A medida é nao seletiva quando P = I, neste caso, recupera-se

S AlA =1L (2.61)

Para um conjunto de matrizes de Kraus que satisfazem }, AZT A; < T a operagao
quantica pode nao preservar o trago e desta forma, Trp’ < Trp. A descri¢ao da
evolucgao seletiva de um estado é descrita por

p=p 'S AppAl, com p=3Tr {AIAip}. (2.62)

Seja um observavel O no espago de Hilbert do sistema auxiliar, a decomposi¢ao
espectral deste operador em uma base ortonormal dada por II7 é

O=3 NI e DI =I
ij

(]
fornece um particionamento do espaco em funcao dos autovalores deste operador

P=3Y 10 (2.63)
J

que no sistema principal resume-se em

pi=pi ' Y AlpAll, pi=Te[Ey], (2.64)
J
onde E; = }; A{TAg' sao conhecidos como POVM’sﬁ e formam uma resolucao da

identidade
Z E; =1 (2.65)

Um conjunto completo de POVM'’s fornece a estatistica correta para as medigoes
descritas pelo mapa CPPT. Porém, a definicio deste conjunto nao é suficiente
para descrever todas as matrizes de Kraus necessarias na descricao do estado pos-
medicao [10]. Em situacoes experimentais ¢ comum a medigao estar associada com
a impossibilidade de acessar a particula novamente; os POVM'’s sdo suficientes
nesta condi¢do e o esquema de monitoramento permite uma interacao indireta
com o sistema, preservando-o contra efeitos indesejados do processo de medicao.

Uma evolugao monitorada associa os resultados de medi¢ao de um observavel
do espago do ambiente, que interage com o sistema principal, com um mapa que
descreve sua evolugao. A escolha de tal observavel nao é tnica e cada conjunto de
projetores que resolvem a identidade estd associado a um conjunto de resultados
de medigoes que formam um registro e fornecem informagao sobre a dinamica
monitorada.

6Da sigla em inglés Positive Operator- Valued Measure
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2.5 Memoéria em Sistemas Quanticos

Para obter-se a operacao quantica, considerou-se que o estado do conjunto sis-
tema+ambiente parte na forma de produto p® o. Comparando com experimentos
realizados em informacado e computacao quantica, é natural assumir que apods a
etapa da preparacao, o estado analisado é descorrelacionado do resto do labora-
torio, e a evolucao entao altera o sistema através do Hamiltoniano e do estado do
reservatorio. Entre as etapas da preparacao e medicao, o formalismo de mapas
completamente positivos é capaz de prover as estatisticas necessarias. Porém, a
descricao da evolucao do estado a cada instante de tempo é comprometida, ao
notar que apenas a matriz densidade parcial do sistema a cada instante nao é
suficiente para caracterizar a evolucgao.
Para instantes diferentes, a representacao ambiental fornece

Enrtolp(to)] = Trp [U(t1, 1) (plto) ® o(ta)) U (t1, 10)]
Enntalp(to)] = Tri [Ulta, to) (p(to) © o (o)) U (t2, 10) |

porém, como em geral o estado conjunto deixa de ser fatoravel nos espacos do
sistema e do ambiente apés a interacao w(t) # p(t) ® o(t), ndo é sempre razoavel
assumir que havera um canal quantico para o estado p entre os tempos t; e to

plt2) # Trp [Ults t1)(p(th) @ o(0))U (t2,11)] (2.66)

devido as correlagoes que passam a existir entre as partes do sistema composto.

Como o sistema quantico interage com o ambiente, é natural que este tltimo
seja alterado devido a presenca do primeiro. Entao pode ocorrer que as proprie-
dades do estado em um determinado instante interfiram na interagao do ambiente
com o proprio estado em tempos posteriores. Uma dindmica possui efeitos de me-
moéria, quando a evolugdo temporal leva em consideracao o estado do sistema em
instantes de tempo anteriores.

Fundamentalmente, um mapa quantico é obtido ao ignorar o estado de uma
das partes que interagem possivelmente através de um hamiltoniano nao local. A
descricao do sistema fechado completo é em principio possivel de realizar, portanto
o estado da parte ignorada e as correlagoes sao bem definidas e fazem parte da
dindmica global. Porém é muitas vezes bastante razoavel admitir que esta infor-
macao ¢ irrelevante para a dinamica de tempos posteriores, em geral devido ao
tamanho do reservatério e da intensidade da interacdo. A dindmica em que a in-
formacao do estado do sistema ¢é suficiente para determinar sua evolucao a partir
daquele instante é denominada markoviana.
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2.5.1 Divisibilidade de Canais Quanticos

Ao tomar os estados apos as evolugdes nos tempos t; e to assume-se a hipétese da
aproximacao markoviana ao admitir a existéncia de uma operagao quantica que
mapeie p(t1) em p(t2)

p(tg) - gt2,t1 [p(t1>],

para qualquer ¢; pertencente ao intervalo (to,%2). Caso exista, o mapa pode ser
decomposto como uma concatenacao de operacoes

p(t2) = (Eipty © by o) [P0]

e de maneira geral, para qualquer pg, &, 4, € divisivel em ¢; quando existir uma
mapa completamente positivo &, ;, que satisfaca [16]

gt27t0 = gt27t1 o gthto‘ (267)

Desta forma, a divisibilidade fornece uma maneira de discutir a markovianidade
da dinamica de um sistema a partir da caracterizacao do mapa da evolucao.

A divisibilidade nao é uma propriedade relacionada diretamente a um parti-
cionamento temporal de canais. De maneira geral, o problema da divisibilidade
questiona se um canal quantico qualquer pode ser dividido de maneira nao-trivial
em outros canais quanticos. O ‘nao trivial’ exclui a divisdao em um canal seguido
de uma unitaria e vice-versa.

Para descrever o mapa intermediario entre os tempos t; e ty, é natural consi-
derar o superoperador linear &g = ®(t,ty), que é definido a partir da vetorizacao
do estado p

p) = men’m’ n)

Delp) =Y Pl v)
72

e, operacionalmente, pode ser obtido a partir do rearranjo da matriz dinamica D
3]

(n, v|D|m, py = (u, v|®elm, n), (2.68)
em que os indices latinos e gregos representam uma base no espaco dos estados
inicial e final respectivamente. Esta relacao advém da definicao da matriz dindmica
e da vetorizagio das matrizes E,, = [m)}n| e E, = |u)v| na decomposicio da
operacao quantica £.

A composicao de mapas pode ser reescrita por meio do superoperador na forma
de um produto matricial ®g .g, = P, Pg,, logo, uma evolugao markoviana satisfaz

D(t2,t0) = P(t2, t1)P(t1, o) (2.69)
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para todo t; € (tg,t). Expressando p(ty) = @ '(¢1,%0)p(t1) — o estado inicial é
mapeado a partir do estado intermedidrio e ®1(¢;,ty) em geral nio é o superope-
rador de uma operagao positiva e pode nem sequer existir — identifica-se o mapa
entre os tempos intermedidrios como [I]

O(ta, t1)p(t1) = P(ta, to) @™ (t1, to) p(t1).-

Garantida a existéncia de ®7!(¢;,%y) para todo p(t;), a matriz dinAmica de
(Lo, o) 1(1, ty) pode ser utilizada na investigagio das propriedades de meméria
de um canal £(t). O procedimento para verificar a markovianidade de uma diné-
mica consiste em testar se o superoperador linear para um instante intermediario
possui uma matriz dinamica positiva, representando um mapa completamente po-
sitivo. Em outras palavras, neste contexto, o mapa é nao-markoviano, caso exista
algum mapa da evolucao intermediaria que possua uma matriz dinamica com al-
gum autovalor negativo.

2.5.2 Markovianidade e Distinguibilidade de Estados

A distancia do trago para dois estados quanticos é definida como
1
D(p,0) = §Tr\p — . (2.70)

Esta quantidade é chamada de distancia pois satisfaz:

D(p,o)=0<p=o0 (2.71)
D(p,0) = D(0,p) (2.72)
D(p,0) < D(p,7)+ D(o, 7). (2.73)

O raciocinio que sera utilizado foi retirado da referéncia [10]. A primeira proprie-
dade ¢ satisfeita pois um operador nao negativo |p — o| possui apenas autovalores
nao negativos, e consequentemente o traco deste sera nulo se e somente se for o
operador nulo. A simetria entre p e o é evidente devido ao médulo, porém, para
demonstrar a terceira propriedade ¢é 1til entender a interpretacao da distancia do
trago através de

D(p,0) = max Tr[II(p — o)), (2.74)

onde II ¢ um projetor hermitiano sobre o espago de Hilbert H . Dados dois estados
p e o, preparados com mesma probabilidade, o projetor II é interpretado como a
medicao 6tima que identifica qual deles foi preparado, associando os resultados de
medida 0 ou 1 para cada estado, respectivamente. A probabilidade maxima de
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distinguir corretamente é dada por
Prae — —Tx 1Ip| + 1Tr[(l[ — )]
2 2

= 5 {1 [0 - o]}

_ ; 1= D(p, o). (2.75)

Para mostrar que a eq. é equivalente & definicao da distancia do traco,

é util notar que qualquer matriz hermitiana pode ser descrita como A = Q) — .S,
onde () e S sdo matrizes positivas definidas em subespacos ortogonais gracas a
decomposi¢ao espectral da matriz A|Z| Essa decomposigao permite reescrever |A| =
@ + S, gragas a positividade e ortogonalidade de @) e S, e seja Tr A = 0, tem-
se ainda Tr@ = TrS. Com isto em maos, aplicando A = p — ¢ conclui-se que
D(p,0) = Tr@Q. Seja Il um projetor qualquer, logo, Tr[II(p—o)] = Tr[II(Q —5)] <

Tr[lIQ] < TrQ = D(p,0), em que um projetor que atue no suporte de () satisfaz
Tr[I[I(Q — 5)] = Tr@, garantindo que o max de Tr[II(p — 0)] atinja a distdncia
D(p, )-

A desigualdade triangular segue desta definicao
D(p,o) = Tr[Tl(p - o)
= Tr[l_[(p — 1)+ I(7 — 0)}
< D(p,7) + D(1,0).

Seguindo as mesmas linhas, demonstra-se que a acdo de um mapa positivo que
preserva o traco é contrativo no que diz respeito a essa distancia

D (E]p), Elo]) = Tr[TI(E[Q] — £[S))]

< Tr[€[Q]]
=TrQ
e finalmente
D (€[p],€[o]) < D(p,0). (2.76)

Conclui-se que os mapas CPPT nunca atuam no sentido de aumentar a distingui-
bilidade de dois estados.
Seja uma operagao divisivel em ¢;, esta desigualdade garante que

D (&, [p(t)], Er o (t1)]) < D (p(tr), o (1)), (2.77)

"Por exemplo, a matriz Q possui os autovalores ndo-negativos de A, enquanto a matriz S
possui os autovalores negativos.
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portanto, uma evolug¢ao markoviana é contrativa. Dessa forma, uma condigao sufi-
ciente — porém nao necessaria — para desvendar uma dindmica nao-markoviana,
é o surgimento de intervalos de tempo para os quais a distancia entre dois estados
aumente. Este resultado indica que a informagao acessivel sobre os estados flui
para o ambiente em dindmicas markovianas. O fluxo de informagao para um par
de estados iniciais p'(0) e p*(0) em um instante ¢ é quantificado por [4, [§]

d
1,2 — 1 2
§(t.02(0) = 2D (0.7 (2.78)
A medida para a nao-markovianidade neste contexto é dada por
N(E) = m / t, pb2(0)) dt, 2.79
(€) max 5>0£( p*(0)) (2.79)

o maximo para todos os estados iniciais de p!' e p? das contribuicoes positivas do
fluxo de informacao para o sistema analisado. Uma evolucao quéntica markoviana

satisfaz NV (€) = 0.

2.6 Distinguibilidade de Dois Estados num Mapa
CEA

Seja uma matriz qualquer A, a norma de Hilbert-Schmidt
|A|lEs = (A, A) = Tr[AAT] (2.80)

também permite uma defini¢do de distancia D[p, o] entre dois estados quanticos p
e o
D?[p,0] = |lp - oliis- (2.81)

Esta distancia nao compartilha da propriedade contrativa que a distancia do trago
parcial goza [12]. O equivalente desta propriedade é obtida a partir de uma gene-
ralizagao da desigualdade de Cauchy-Schwarz [7]

B(A)* < ||| @(A?) (2.82)
em que ® é um mapa positivo e A um operador hermitiano qualquer e

18(A)]lus
q) = sup —mmm.
12 = s A s

Para ® = £ um mapa CPPT e A = p—o tem-se que (p' — ') < |E||E [(p — 0)?] e
tomando o traco em ambos os lados dessa expressao chega-se a uma desigualdade
estrita para a distancia de Hilbert-Schmidt

Dis(p',0') < €l Dis(p, o), (2.83)
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dado que & preserva o trago. Para o caso em que o mapa é unita]ﬁ a desigualdade
de Kadison garante que ®(A)? < ® (A?) e portanto

D%S(p,,(f/) S DI%IS(pv U) (284)

o mapa é sempre contrativo [14].

Em particular, pode-se mostrar que para qubits a distancia do trago e a dis-
tancia de Hilbert-Schmidt sao equivalentes. Usando como base para os operadores
as matrizes de Pauli, tem-sd’|

[+7.-c¢ I[+5-0
=—5 & o=—"F
obtém-se para a distancia a relacao D(p, o) = Tr|(7"— ) -&|/4 e como um operador

—

qualquer @'+ & possui autovalores £|7|, entao Tr|(7 — §) - &| = 2|7 — 3], portanto

P

D(p,0) = ;IF— . (2.85)

A distancia de Hilbert-Schmidt é calculada usando as propriedades das matrizes
de Pauli: 0,0; = 6;;1 + i€;j,04 € Trlo;] = 0.

Diis(py) = 47— 9 (2.56)

cujo resultado pode ser extrapolado para dimensao maior que 2. Assim, conclui-se
que para N = 2

D(p7 U) = DHS(IO7 0) (287)
e mostra que no caso especial de qubits ambas as distancias sao equivalentes. Este
fato nao preserva sua validade para dimensoes maiores pois o resultado utilizado
para obter a expressao da distancia do trago para qubits nao é generalizado.

2.6.1 Evolugao da Distancia em Mapas CEA

Aqui, considerar-se-a4 a evolugdo da distancia de Hilbert-Schmidt para um caso
particular dos conjuntos de evolugdes, para poder obter uma forma contrativa da
distancias para este mapa. Utilizando o trago para definir o produto interno no
espaco dos operadores, segue também da linearidade do canal quantico que, usando
A=p—o

D[p.o] = (Y AAALY 4,440
i J

=Y (A ATA;AALAY).

.3

8Um mapa unital é aquele que atua trivialmente sobre o estado maximamente misto, ou seja,

& [P*] = Px
9F importante nio confundir nesta se¢do a matriz densidade o com o vetor-operador &
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Tomando a representacao diagonal das matrizes AIAJ- =>4 /\ﬁ ;|k)k| encontra-se

(AAA], A;AAT ZA’f A (1A k) 2 (2.88)

2% l]

levando em consideragao que cada par {i, 7} leva a uma base {|k)} especifica em
que os AIA]- sao diagonais.

Os mapas do tipo CEA sao definidos por A; = /p;U; e, portanto os autovalores
de AZTAJ- sao dados por \/]ijewﬁj e AIAi = p;I. Também pode-se contar com
esses mapas para descrever todos os canais quanticos unitais de um sistema de
dois niveis, sendo a seguinte discussao suficiente para calcular a distinguibilidade
entre dois qubits. Para esta classe especial de canais quanticos tem-se que

(AAAL AJAAT) = pip; 3 Lm0 A k)2, (2.89)
Kl
e como [(I|A[k)[* = [(k|A[)[?
(AAAL A NAY) = pip; Y- cos (6 — &) ) [UIA]R)*. (2.90)
k.l
Finalmente, separa-se os termos i = j da soma e usa-se que (3;p;)* = 3, p7 +

> i PiDj

S{AAAL A;AAT =

(zpz) S ISR + 5y Seos (o o)~ IOIF, @)
% i#£j k,l

entdo, definindo 01 = (¢¥; — ¢! ;) /2 que satisfaz 6} = 6} = 0 tem-se

Dg[p, o] = D2 [p, 0 —ZZplp]Z] [|AlK)] st(Sfj’jl (2.92)

e pode-se perceber que a distancia entre dois estados apés um mapa CEA nunca
cresce, como esperado.

Para a dindmica de um qubit, a diferenca entre as distancias — interpretado
como um vazamento de informacdo do sistema para o ambiente — depende de
apenas um termo

D?[p,0| = DE|p, 0| = 8pipal (K|AIK) [P sin®0, & # K. (2.93)

Visualisando na esfera de Bloch, o termo |(k|AJk")|? representa o comprimento ao
quadrado da componente perpendicular ao eixo de rotacao na esfera em relagao a
unitaria UlT Us, e 6 é o angulo de rotagao.
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Para o caso geral, o componente k,[ que acompanha [(k|All)|* no vazamento
de informacao, é, reinterpretado em termos dos autovalores de AIAJ«,

23" pip;sin? 0} = ;sz‘ﬁj (eid’fwﬂ‘ - ewid) (e‘i‘bﬁd — e_i‘ﬁivj)
0, i,J
1
— §ZZ|A§J — A (2.94)
2y

A taxa de perda de distinguibilidade pode ser calculada em diferentes etapas da
evolucao, e comparadas na procura de intervalos de crescimento. Qualquer instante
que exiba uma recuperacao de distinguibilidade, denuncia um comportamento nao-
markoviano da dinamica.
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Capitulo 3
Aplicacao

A proposta deste capitulo é estudar a dinAmica de sistemas abertos, como descrita
pelo formalismo apresentado anteriormente, em um modelo que permite natural-
mente a execucao de medigoes sobre as particulas do reservatorio. Além disso, o
modelo de colisdes [I§] possui caracteristicas que facilitam o estudo da relagao en-
tre correlagoes e markovianidade que serao abordadas neste capitulo. Em especial,
serd avaliada a agao do processo de monitoramento nessa relacao.

3.1 Modelo de Colisoes

O modelo de colisoes trata da dindmica de sistemas abertos usando uma sequéncia
de interagoes entre o sistema analisado, e os graus de liberdade do ambiente. Cada
interacdo é entendida como uma colisdao de uma das particulas do ambiente, e
no modelo estudado no presente trabalho, cada particula interage com o sistema
apenas uma vez, e nao possui uma dinamica com relacado as outras particulas.
A dindmica de sistemas abertos é estabelecida definindo qual o estado inicial do
conjunto de graus de liberdade do reservatério (o) e a unitaria que promove a
interacao bipartida das colisoes.

Inicialmente, o modelo de colisdes foi apresentado como uma forma de realizar
evolugoes quanticas de maneira aproximada, como mapas de decoeréncia e proces-
sos de termalizagao [19]. A simulagao estroboscdpica dos mapas de decoeréncia é
realizada através de um conjunto de particulas do reservatério que sao descorre-
lacionadas, e interagem através do mesmo hamiltoniano com o sistema principal,
garantindo que &[p] = E7'[p], em que &; é o canal associado a interagao do sistema
com uma particula do reservatério. Para simular essa classe de mapas, esta inte-
ragao tem que ser tal que cada operacao quantica preserve os elementos diagonais
da matriz densidade do sistema, em alguma base especifica. Desta forma, ela deve
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satisfazer as relacoes

100) — |0¢),

01) — [0*),

[10) — [167),

I11) — |1¢), (3.1)

que pode ser reescrito na forma de um operador
U = [0)0] ® Vo + [1X1] @ VA, (3.2)

onde Vo = [¢)0] + |9 )1] e Vi = |¢X0| + |¢)1| podem ser quaisquer unitarias de
um qubit. Os operadores definidos nesta forma sao chamados de unitdrias contro-
ladas no sentido em que a operagao que é realizada sobre o segundo qubit depende
diretamente do estado do primeiro qubit. A partir deste estado do reservatorio e
desta interacao, o mapa obtido é uma aproximacgao para o canal de decoeréncia de
um qubit na base {|0), |1)}, em que no limite de infinitas particulas do reservatério
n — oo tem-se p’ = diag[p], ou seja, sobram apenas os termos diagonais da matriz
densidade do sistema [18].

O mapa de decoeréncia é markoviano, como sugere a propriedade derivada
da independéncia entre as particulas do reservatorio £ = &, ---&;. Foi entao
investigada a possibilidade de simular operacoes nao-markovianas através de um
modelo que levasse em consideracao um reservatorio inicialmente correlacionado
[15]. No caso de qubits, uma operacao da forma

Elp] = 4u02pos + ¢,0p0, + q.0-p0 (3.3)

é indivisivel [16], e portanto ndo pode ser realizada através do modelo de particulas
independentes. Porém tal mapa é simulado através de um reservatério em um
estado w, formado por n sistemas de 3 niveis tal que (k®"|w,|k®") = qx, com
k = x,y, z, distinguindo os 3 vetores da base do espaco de Hilbert de cada particula,
e uma interacao de colisdo dada por unitarias de controle na forma U = o, ®|x)x|+
o, ® lyXy| + 0. ® |2)(z|. Entao, neste modelo, a simulacao estroboscépica do mapa
indivisivel é dada por

Enlp) = i explinnoy] p exp[—innoy), (3.4)

em que 1 é o parametro que regula a intensidade de cada colisao e &, = £ para
n=m/(2n) [15].

As proximas sessoes distutirao como a markovianidade depende das correlagoes
entre as particulas do reservatorio e em especial, em um caso simplificado em que
considera-se apenas a evolugao devido as duas primeiras colisoes com as particulas
do reservatorio.
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3.1.1 Evolugao Unitaria no Modelo de Colisoes

Sera considerado a principio, reservatério e sistema partindo de estados puros. O
estado inicial do sistema é representado por [i)|¢). O sistema conjunto tem a
evolucao seguindo este modelo de colisdes, com um hamiltoniano da forma

H{(t) = 6(t —t1) (00 @ |0)0]1 4 o1 @ [1){1]1) + (¢ —t2) (00 @ [0)0]2 + 01 @ [1)(1]2),
(3.5)
onde |i)i|; = T ® |i)i|, |i)i]o = |i)i] ® T indicam projetores que atuam no espaco
de Hilbert da primeira e da segunda particulas do reservatorio, respectivamente,
e os 0; sao matrizes hermitianas que representam a ag¢ao do hamiltoniano no sis-
tema de interesse. As distribuigoes delta §(t) representam o carater instantdneo
das interacoes no modelo de colisoes. Este comportamento busca associar um ha-
miltoniano que ¢ o gerador de dinamica unitaria continua, com um processo de
evolugao discreto.
A equacao de Schrodinger para este hamiltoniano fornece

|W(t+dt)) — |V(t) = —iH(t)|V(t))dt
e em resumo, para t # ty,ts
(W(t+dt)) = V()

|\Ij(t0>> 0 S t < tl,
W (t) =< |U(ty)) t1 <t <ty
’\I’(tg» tg <t

em que cada um desses estados é dado por (A = 1)

t1+0

(e = oxp |1 [ 00 at| (e
= exp (—iop ® |0)(0]; — io1 @ [1)(1]1)[¥ (o))
= (77 @ [0X0], + ¢ @ [1(111) |9 (to))
e de forma semelhante:

[W(t2)) = (€77 @ [0)0]2 + 7 @ [1)1]>) [¥(t1)).

A evolugao ¢é descrita pela agao de unitarias nos instantes de colisdo. Utilizando
I1;; = |i)(i] ® |j)(j| representando os projetores:

U(ty) = (6”"’0 ® 00y + e ' ® !1><1!1)
= e ® (Mg + Iy) + e " @ (Tloy + y1) (3.6)
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= (70 @ [0)0]2 + ¢ @ [1)(1]2) (e77* @ [0)0]1 + e~ @ [1)(1]1)
=e 20 Ry + e e @ Ip + e "% @ gy + e 2 @1y, (3.7)

Exemplificando uma evolucao deste tipo, usando para o estado do reservatorio um
estado inicial maximamente emaranhado |¢) = (|01) + |10))/v/2

01) + |10)
\/§

() = jge-wwon n jEe-m|w>|1o>

(W (to)) = |¥)

W(t2)) = e e )01) + e e ) 10),

Em resumo, para este estado inicial e usando a base decimal representando os
estados dos qubits

w(t) = jﬁzflmwnw + j§w<t>w>|2>. (3.8)

O estado reduzido do sistema p(t) = [(t) X (t)| apds o tempo ¢ é descrito pelo
canal

Elo] = UV + SUa()UL0 (39

e é do tipo CEA.
Um hamiltoniano para a interacao do sistema com n particulas é

=2 0t —t) o5 ® il (3.10)

17)jli = I; ® [j)}j| ¢ um operador de Von Neumann atuando no subespaco da
particula 7, em que I; representa a atuacao da identidade sobre todos os espagos
de Hilbert exceto o da particula j. Generalizando a conta com 2 qubits de controle,
apés a interacao com a m-ésima particula, tem-se

tm+0 .
exp (/ H(t) dt) = Ze“’j Q |7)J |- (3.11)

tm—0

Portanto, seja ¢+ uma representacao decimal para o conjunto de elementos de base
1) = |Jn) ®|jn-1) - - - |j1), com cada j = 0,1, a unitaria da evolucao apds a m-ésima

particula é dada por
> Uiltm) ® JiXil (3.12)
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em que cada unitaria Us(t,,) é o produto das m operacoes controladas pelas m
particulas que colidiram:
Ul(tm) — ezajm e elajl .

Como M = 2"~™ dos operadores U;(t,,) sao idénticos, os operadores de Kraus do
canal que representa a evolucao do sistema sao dados por esta unitaria e pelos
a; = Yt [{i|¢)|?, cuja soma ¢ realizada sobre todos os elementos da base {|i)} que
compartilham da mesma sequéncia (---|j,) -+ |71)). As 2™ matrizes de Kraus
restantes sao dadas por

definindo a operagao realizada sobre o sistema, ignorando o reservatério.
Uma proposta do estudo de modelos de colisdes é verificar quais operacoes
quéanticas podem ser geradas por esse esquema.

3.2 Modelo de Colisoes com Reservatorio Moni-
torado

Para qualquer resolucao do operador identidade é possivel particionar o canal
quantico
I2W)(8) = (4, + 10, + 11, + 1) [B)(0),

onde II; sdo os projetores associados a algum observavel local agindo no reservato-
rio. Neste contexto o tipo de particionamento utilizado inclui somente a possivel
acao de operagoes locais, na forma de um produto tensorial das operac¢oes em cada
espago.

Os estados compostos do sistema-+reservatério, quando um processo de medi-
¢ao seletiva ¢é realizado no ultimo, apos a evolugao unitaria, sao

(W) (8) = D (++iXilo) Ui(t)[¥) © |++)

(2

@) (2) = D _{+=liilg) Ui() 1) @ |+-)

(2

W)+ (t) = D _(—+liXilg) Ui(t)[¢) @ |—+)

(2

W) () = D _(——liXilg) Us(t)[¥)) @ |——).

i

Neste cendrio cada trajetoria é caracterizada pelos operadores V; = 3, (J|i) (| ) U;(¢)
atuando sobre o estado do sistema [¢)) relativo a cada resultado da medigao sobre
o reservatério J. Tomando a soma convexa de cada uma das trajetorias, repre-
sentado fisicamente ao ignorar os resultados da medicao dos qubits de controle, a
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evolugao do estado [¢) fica definida como:

E(|WNY]) = Vi (DEXIVEL () + Ve (8) [ ) [VI_(2)
Vo (BN (8) + Vo ()X V(1)
:=%:(UHL+M>+<ﬂH+JD+—UHL+M>+<ﬂH—J®)
;<¢UMH¢MEQM¢X¢MG@V
——EZJM| (@13) (il &) Ui (1) [ )X | U; ()

——§2||¢|2 ()XY |U (1)
— Tog [[UYT[](2). (3.14)

Mesmo para uma escolha de bases nao-local quanto as particulas do modelo de co-
lisdes, a evolucao nao monitorada do estado recai no calculo do trago parcial sobre
o ambiente do sistema global. Reiterando que tomar o traco parcial é equivalente
a ignorar o destino que o estado acoplado tomou.

Ezemplo 1. Medindo |[+) = (|0) + |1))/v/2 e ignorando o resultado do segundo
qubit

|OO> + |01>
0)[+) = VR
110 + [11)
H|+) = T,

e ao calcular (0[(+]01) = 1/4/2, (0|(+|10) = 0, (1|{(+]|01) = 0 e (1|{(+]10) = 1/1/2

obtém-se

[Wor = 5U)
1
[V)1g = §U2|¢>
e fornece a trajetoria
UK los + RN = FURNOID] + JUheUL (315)

Nota-se que esta trajetéria especifica reproduz a evolucdo sem monitoramento do
sistema com metade da probabilidade.
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Ezemplo 2. Tomando uma direcdo arbitraria na esfera de Bloch para um estado
qualquer |+) = cos §|0) + e’ sin ¢|1), as trajetdrias sdo descritas por

|0)|+) = cos %|OO) + ¢ sin %|01>

1)[+) = COS%HO) + e’ sin%|11>7

os célculos (0[(+[01) = e~ sin g, (0](+[10) = 0, (1]{(+]01) = 0 e (1|(+|10) = cos §
e fornecem a trajetéria

UK los + RNl = 3 sin® S UARUT + 3 cos? S Talu)ulUl.  (3.16)

Esta expressao recupera o limite de um canal deterministico em o = 0, 7 e o canal
do exemplo anterior para o = 7/2.

Devido a invariancia do traco sob atuagao de unitarias:Tr {UAU T} = Tr[A4],
aplicada ao espago de Hilbert do qubit ignorado, uma mudanca de base utilizada
para obter as trajetérias deste subsistema nao altera a representagao da trajetoria.
Isso garante que esta base utilizada para representar o espaco do qubit ignorado
gera 0s canais quanticos corretos para o sistema.

Ignorar um dos qubits de controle resulta numa trajetéria que se comporta
como um mapa completamente positivo que preserva o traco — um canal quan-
tico. Preservar o trago assegura que a probabilidade de tal trajetéria ocorrer nao
depende do estado da particula que representa o sistema estudado. Em outras
palavras, a estatistica dos cliques no aparato de medi¢ao independe da etapa do
processo: p, =p_ = 1/2.

O ultimo exemplo também revela uma semelhanca entre as evolugoes parcial-
mente e ndo monitoradas. Ambas geram canais CEA que diferem somente pelos
pesos que acompanham cada termo do mapa.

Ezemplo 3. Escolhendo |+) = (|0) & |1)) /2 para ambos os qubits, as trajetérias
se tornam:

_ [00) +]11)  Jo1) +]10) Uy + Us

| &+ +) 5 5 = [Y)rs = iﬁ“@
00y — 1), Jo1) — [10) U
|F+) = 5 + 5 = [Y) 5+ —iTﬁhw-

Definindo Vi = (U, + Us) /2v/2, as possiveis evolucdes para o estado sdo entdo

[N |ee = Vi |y )u| V]
) ih|pe = V| 1) bV
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Enquanto as unitarias forem linearmente independentes, os operadores VlVi
nao sao proporcionais a identidade. Neste caso o mapa nesta evolugao monitorada

nao preserva o trago dos estados do sistema, tornando as estatisticas dependentes
dos mesmos: py = (V|VIVi|y).

Exemplo 4. O caso geral de evolugao completamente monitorada localmente com
medigdes projetando sobre os estados |[4); = cos (a/2)]0) Ee? sin (o /2)[1) e |*)y =
cos (a//2)|0) + € sin (o’ /2)|1), revelam os estados monitorados

. / . =l .
e cos S singU; + e’ sin 5 cos 5U

=+
|77ZJ>:|::N: \/5 |¢>
iB 2 gin U — e gin & o
__ecos gsin UL — € sin § cos SUs
Os dois operadores para as evolugoes sao
1 ! 1 . !
Vi = ﬁew cos%sin%Ul + ﬁew Sin%COS%UQ. (3.17)

Para garantir que sem monitoramento nao existe dependéncia quanto a base, nota-
se que os termos mistos que aparecem na soma convexa cancelam-se, recuperando
o canal referente.

E interessante notar como o monitoramento afeta a dindmica do modelo. Inici-
almente, com o monitoramento parcial, percebe-se que os estados do sistema apods
cada interagao, para cada resultado de medigao, sdo diferentes, enquanto que as
probabilidades de se obter cada trajetoria é fixa. Em outras palavras, o resultado
das medigoes alteram a descricao do sistema, porém o estado do sistema nao al-
tera a estatistica das medi¢des. Ja no caso do monitoramento completo, a prépria
estatistica das medicoes do reservatorio é afetada pelo estado do sistema. Isso
provém do fato que a dindmica monitorada deixa de ser descrita por um mapa que
preserva o traco e portanto, as probabilidades de se obter as correlacoes entre os
resultados de medicoes das duas particulas depende do proprio estado do sistema.
O sistema age como um intermediario na interacdo entre as duas particulas do
reservatorio. O mapa que descreve a evolugao do sistema possui detalhes de como
o proprio sistema funciona como intermedidrio da interagdo entre as particulas do
reservatorio.

3.3 Evolucao Para Diferentes Graus de Pureza

Sejam o reservatério e o sistema descritos por estados puros, a representagao da
dindmica do sistema conjunto ¢ dada por

[©)(8) = > _(ile)Ui(t) )i

7
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sendo 1) e |¢) os estados iniciais para o ambiente e sistema respectivamente.
O préximo passo a levar em conta é manter o sistema puro, mas generalizando
o reservatorio para levar em conta misturas

0) = ij | X5l

Essa escolha para a base do espaco de Hilbert do ambiente |¢,) nao é Ginica — como
previsto no teorema da mistura de Schrodinger. Enfim, o estado fica representado
de maneira natural na base definida pelo hamiltoniano de interagao que é ligado
ao mapa do qubit do sistema, resolvendo a ambiguidade.

O estado inicial global é formado pelo produto tensorial deste reservatério com
o do estado-sistema correspondente [},

p(0) = Xyl

A principio considerar-se-a este estado inicial puro, devido ao cardter linear das
operagoes aplicadas. A generalizacao para misturas desse estado segue por analogia
ao realizado em seguida.

O estado inicial usando matrizes densidade é da forma

0) = >_p; [)X¥] @ |¢;)é;l

e pela linearidade do operador evolucao,

ij ) ([U)e] @ |d;)e;]) UT ().

Considerando a evolugao no contexto das unitarias controladas, e reescrevendo a
expressao em funcao do calculo no caso puro, pode-se definir o vetor

W5} (t) = (o) Ui(®)|v) @ |¢5).

A

Dai o estado global pode ser escrito sem perda de generalidade como
t) = p; WX %(1).
J
Para evolugoes sem monitoramento tem-se

Trony [|¥;) Z| ilog) PU () [)w|UL (¢)

a linearidade do trago resulta em

Z(ij ilo;)] )Ui<t>w><w|UJ<t>.
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Retomando a defini¢ao do estado inicial do reservatério a expressao para a evolugao
enfim toma a seguinte forma:

p(t) = (il penv i) Us(t) [0 XU (2). (3.18)

%

No contexto do trago parcial essa expressao recupera o formato geral para este
tipo de evolucgao

( Trenv

T
(ZU >(|¢ (¥ ® pen) (ZU ) ® [i'X |>]
= Treny [U(t) (I0X] © pen) U (1)] (3.19)

Em resumo, independentemente da pureza do estado do ambiente, o mapa para
o sistema de interesse, ignorando medic¢oes sobre o reservatorio, simplesmente toma
os elementos diagonais da matriz densidade dos qubits de controle na base definida
pelo hamiltoniano de interagao no esquema de colisoes.

Como prometido, a generalizacao para sistemas mistos

p = Zpk Wk><¢k|7
k

é realizada novamente aplicando a linearidade do trago e da evolugao unitaria:

p(t) = Tren [U(t) (p @ pen) UT(1)]

3.3.1 Evolucao Monitorada para um Estado de Reservato-
rio Qualquer

Considerando as possiveis trajetorias, através da projecao dos estados globais no
regime de medigoes locais do reservatorio, obtém-se

(W) s (1) = D (++]i)il ;) Us(t) [o) @ |[++)

i

a matriz densidade entao se torna

wi(t) = Z<++| Xl pen |8 X0' ) Us(O) XU () © |4 )(++].

Zl

Representando projegao no estado |[++) através de Py, a evolugao para o operador
densidade do sistema é dada por

it () = S"(| Py [8) (6] pon i) Us ([0 XU (1), (3.20)

i

38



e usando as propriedades das medi¢oes projetivas e do trago parcial,

Pt (t) = Trony [P U) ([9X0] @ peny) UT(#)PL ] (3.21)

Como esperado, a soma convexa sobre todas as trajetorias retorna a evolucao
aberta para o sistema, aplicando a soma dos projetores como uma resolucao da
identidade.

Existe uma forma de encontrar o mapa para a evolugao do sistema pondo a
projecao da trajetoria e o estado inicial do sistema no mesmo nivel. Para tal,
toma-se cada componente da soma como descrito acima na forma de um produto
de Hadamard entre os operadores [10]

(@' Py i) (il penv|i') = (i Py © plnyl').

Analisando a matriz resultante, é possivel verificar quais trajetorias levam a ma-
pas que preservam o trago — cuja estatistica nao dependa do estado do sistema
— simplesmente verificando se possui uma forma diagonal na base definida pelo
hamiltoniano de interacao.

Exemplo 5. Suponha um estado de ambiente classicamente correlacionado
1 1
Penv = §‘Ol><01‘ + 5‘10><10‘

Por ja apresentar uma forma matricial diagonal, garante que os mapas preservem o
trago. Realizando medigoes locais sobre ambos os qubits do reservatério na diregao
x

Py = +X+ @ [+)+].
e utilizando o fato que (A® B)o (C® D) = (Ao C) ® (B o D), entao

Piy 0 pony = ;(\0> o |+)) @ (1) o [+))((0 o (+]) @ ((L] o (+])
+ ;(H) o)) @ ([0) o [+))((1] o (+]) © ({0] o {+])

que resulta em

. 1
Pyt © Peny = 7 (101)01] + [10)(10])
e por vez esta ligado ao canal
1 1
&l = ZUl(t)PUif(t) + 1U2(t),0U2T(t)- (3.22)
A forma deste mapa difere do caso com correlagbes quanticas — resta saber qual
o papel da discérdiaﬂ neste contexto — por garantir sempre a preservacao do

LA discérdia é uma quantidade definida em mecanica quantica que quantifica as correlacdes
entre duas partes de um sistema que nao podem ser descritas de maneira cldssica [111 [6].
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trago, enquanto que com o reservatério puro surge uma relacao mais forte entre o
monitoramento e o sistema.

FExemplo 6. Aplicando um monitoramento local geral sobre o mesmo estado de
reservatério onde |+); = cos (a/2)]0) + e sin (a/2)[1) e |+)2 = cos (a’/2)]0) +
¢ sin (o/ /2)[1), resulta em

1 ! 1 !
P .iopi, = 5 cos® % sin? %|01>(01| + 5 sin? % cos? %|10)<10|,

que novamente gera um canal quintico para o sistema com probabilidade (1 —
cos ' cosa) /4.

3.3.2 Estatistica das Trajetoérias

As probabilidades associadas a cada trajetoria nesse contexto de medi¢oes locais
sao dadas por

p(t) = Tr [RU (1) (po © 0)U'(1)]

em que [ é o indice referente ao estado do reservatério medido, py = p(0) e 0 =
Penv(0). Para analisar apropriadamente esta estatistica, serd util verificar a forma
do operador UT(t) B,U(t) nos casos:

e sem monitoramento tal que P, = I

e realizando uma medida somente sobre um dos qubits de controle (P, = I® P,
ou P = P, ®1);

e monitoramento completo dos qubits (P, = P ® P;).

O primeiro caso é trivial

U'(RU(t) =1

a evolucao associada, como visto, é dada pelo traco parcial sobre o ambiente e é a
lnica evolucao realizavel.

Tomando os resultado de medidas de um ou dos dois qubits, passam a existir
possiveis evolugoes distintas. Tomando uma delas como exemplo,

UN() Py U(t) = D (i[++X++5) Ul (U, () @ [i)].
12
Separando os termos com ¢ = j em um somatorio a parte
UM Py U () = D [il+4) PT@ [i)i] + Y (il ++)X++15) U ()0, () @ i)
i i<j

+ () () U U(E) @ [5)] - (3.23)
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que corresponde a probabilidade

Pt = 2 G+ Filoli) + D _(il++)(++1)Tx UL OU; ()0 (o)

+ (GlH) (DT (U ) Ui(t)po) Gilols)  (3.24)

cuja expressao pode ser simplificada considerando o carater hermitiano das matri-
zes densidade e a propriedade ciclica do traco

Pt = 2 |(l+)Pliloli) + 3 Re {{il++) (++)Tr [U (1)U (t)po] (iloli) } -

i#]
(3.25)
Este esquema demonstra que as intera¢oes do modelo podem modificar a estatistica
das medic¢oes. A dependéncia surge na forma de interferéncia com uma fase ligada
ao estado inicial da particula sistema definida por

e = Te [U] (1)U (t)po] (3.26)

E nota-se também que estados possuindo correlagao classica na base definida pelo
hamiltoniano nao apresentam termos diagonais, e consequentemente nao possuem
o efeito de interferéncia.

Por 1ltimo, a andlise para o monitoramento de apenas um qubit é levado em
conta pela soma das probabilidades que estao relacionadas a ignorar o resultado
da medida, por exemplo

pL =Dt +p_1. (3.27)

3.4 Relacao Entre Correlacoes e Markovianidade

Levando em consideragao a pés-selecao do sistema de interesse apés a colisao com
o reservatorio, a trajetoria associada é

Pr(t) = Treny [ AU () (po ® 0)UT(£) AL, (3.28)

Os Ay sao os operadores de Kraus do mapa decoerente associado a medida do
reservatorio.
A probabilidade para cada uma das possiveis trajetérias é dada por

pe = Tr [AU (1) (po © o) U (1) Af]
= Tr [ALAU (1) (po @ 0)U' (1)) -

Definindo M, = AEA;C, este é entao o POVM que fornece a estatistica de monito-
ramento

pr = Tr [Myw(t)], (3.29)
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em que w(t) = U(t)(po®0)UT(t). Os operadores de medigio agem sobre o reserva-
torio somente. Utilizando a propriedade ciclica do trago parcial para os operadores
do espacgo de Hilbert contraido, a expressao para as trajetorias se torna

Pr(t) = Treny [ MU () (po @ 0)U'(2)] (3.30)
Utilizando o produto de Hadamard
pr(t) = D_ (1M 0 ol j)Ui(t)poU] (1). (3.31)
12

Resta descrever a relagao entre o estado do reservatorio e o carater markoviano
na evolucao do sistema. Para um reservatorio em um estado fatoravel o = 09 ® oy,
o modelo de colisdes fornece, no caso sem monitoramento,

S UL() @ [iKi] = S Un(BUn () @ (in)n| @ [mml),  i=2n+m  (332)

entao

p(t) = 3 Treay [Ui(H)poU}(2) © [i)ilors @ o)1 |

= S {nloaln)U, () [Z<m|al|m>vm<t>pozf;<t>] Ui),

m

que pode ser expresso numa sequéncia de canais quanticos

E(t)[po] = & (1) [€1(t)[po]] (3.33)

Esta divisao em canais no tempo é baseada na propriedade das unitarias do modelo.
Em geral, se um mapa pode ser dividido no tempo na forma

E0,t+e)[p] = E(t, t+€)[E(0,1)[p]] (3.34)

para quaisquer t e €, ele é markoviano. Para a discussao presente a evolucao é
discreta, logo é necessario somente avaliar a formac¢ao dos mapas nos tempos de

interagao.
No caso monitorado, cada um dos canais sdo expressos como
Ex)lp] = X (n|M{ 0 o|n")Un(t)p U}(1) (3.35)

e sao aplicados subsequentemente seguindo o reservatorio no estado produto. Para
um estado separavel geral o = 3, p; 0, ® 0] a estrutura convexa é preservada nos

canais na forma
Ex(t)lpo] = D71 Eia(t) |EL1 (D)ool (3.36)
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que nao ¢ conclusiva em verificar a divisibilidade da operacao.

Através da acao das medigoes realizadas sobre o estado do reservatério, poderia-
se obter a pos-selecdo da dindmica markoviana, escolhendo um esquema de moni-
toramento que denuncia um reservatério numa forma fatoravel. No caso de reser-
vatorios com emaranhamento, deixa de ser possivel a separacao temporal do canal
em partes, mas novamente, medigoes locais podem desfazer o emaranhamento e
as trajetorias selecionam dindmicas markovianas. Nesta situagao, o resultado das
medigoes dita precisamente qual a sequéncia das operac¢oes quanticas que foram
realizadas sobre o sistema devido as interagoes.
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Capitulo 4

Consideracoes Finais

O modelo de colisoes simples é capaz de representar um conjunto grande de di-
namicas de sistemas abertos. E interessante avaliar quais condicdes para o estado
inicial do reservatorio w e do hamiltoniano de interacao H sdo responsaveis por
gerar esses diversos mapas.

Em um reservatério com particulas independentes, nota-se que a sequéncia de
interacoes ¢ equivalente a uma concatenagao de canais quanticos que levam a uma
perda de informacao intermitente. Outros hamiltonianos de interacdo possuem
diferentes efeitos sobre o sistema, porém, a colisdo com o grau de liberdade do
reservatorio agindo como um qubit de controle, fornece um esquema natural para
aplicar estratégias de monitoramento. Cada base utilizada para medir a parti-
cula do ambiente, apds a aplicagao da unitaria controlada, gera um conjunto de
trajetorias diferentes e podem ser utilizadas com diferentes propositos no controle
da evolucao. Dois casos extremos sao: a medi¢cao na mesma base que se define a
unitaria controlada fornece informagao sobre qual unitaria foi aplicada e o mapa
se torna uma evolucao cujo efeito final pode ser revertida, a partir do registro de
medigoes de cada particula do reservatério; uma medicao em uma base ortogonal
preserva inalterada a evolucao do sistema. Em um contexto onde o meio causa o
processo de decoeréncia do sistema, ao realizar medi¢oes de maneira incontrola-
vel, esta dinamica sugere que existem operacoes que preservam as propriedades da
dinamica apesar dessa acao do meio.

Na discussao sobre a diferenca entre correlagoes classicas e quanticas, os ele-
mentos fora da diagonal da matriz densidade do reservatoério torna o registro de
medicoes do monitoramento sensivel ao estado do sistema. Como visto nos exem-
plos, os casos extremos para o estado do reservatério puro ou em uma soma convexa
de estados ortogonais (estado classicamente correlacionado), revelam regimes onde
0s mapas sao, ou nao, proporcionais a identidade, para estados puros ou classicos
respectivamente. A origem deste efeito, devido a discordia ou ao emaranhamento,
fica em aberto.
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A existéncia de correlagoes no reservatorio, anterior as interagoes com o sis-
tema, impede uma associagao imediata com uma sequéncia de canais. Uma forma
de verificar se o mapa da dindmica pode ser dividido em cada tempo de colisao, é
verificar se ha um refluxo de informacao devido aos efeitos de memoéria. Esta con-
dicao é suficiente para avaliar a nao-markovianidade e a medigdo da distancia de
Hilbert-Schmidt, para analisar a distancia entre dois estados ap6s uma sequéncia
de unitarias controladas, pode ser uma ferramenta importante nesta tarefa. A prin-
cipio, o conjunto de estados iniciais que maximiza a medida de ndo-markovianidade
pode ser encontrado através desse esquema. E interessante, e uma proposta para
trabalhos futuros, a verificacdo numérica dessa abordagem.

Outra situacao que merece estudos é o caso em que o nimero de colisoes cresce,
enquanto o intervalo entre elas diminui para atingir o limite do continuo. Neste
limite o esquema de monitoramento deixa de ser representado por um processo de
saltos, passando a ser descrito por um processo difusivo, e seria interessante avaliar
como a evolucao depende das correlacoes e das estratégias de monitoramento neste
contexto.

Em resumo, o objetivo do trabalho foi estabelecer formalmente alguns quesitos
em dinamica de sistemas abertos através de um modelo simples que contenha os
elementos basicos da interagao de um sistema com um ambiente. Nesta abordagem
ha possibilidade de uma estudo analitico e numérico dos efeitos de correlagoes e
memoria.
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