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Resumo

Neste trabalho, introduzimos as nog¢oes do k-ésimo nimero de Milnor e do k-ésimo
numero de Tjurina para um germe de folheacao holomorfa no plano complexo com uma
singularidade isolada na origem. Desenvolvemos um estudo detalhado desses invariantes,
estabelecendo formulas explicitas e relacionando-os a outros indices associados a folheacoes
holomorfas. Em particular, obtemos uma expressao explicita para o k-ésimo ntmero de
Milnor de uma folheag@ao e, como consequéncia, uma férmula para o k-ésimo nimero
de Milnor de uma funcao holomorfa. Analisamos o seu comportamento topolégico,
demonstrando que o k-ésimo nimero de Milnor de uma func¢ao holomorfa é um invariante
topologico, enquanto o k-ésimo ntimero de Tjurina nao o é.

Na dimensao dois, fornecemos uma resposta positiva a uma conjectura proposta por
Hussain, Liu, Yau e Zuo, referente a um limite inferior 6timo para o k-ésimo ntimero de
Tjurina de um polindémio quase-homogéneo. Apresentamos também um contraexemplo
a outra conjectura de Hussain, Yau e Zuo relacionada & razao entre esses invariantes.
Além disso, estabelecemos uma relacao fundamental que liga os k-ésimos nimeros de
Tjurina de uma folheacao e de uma curva invariante por meio do indice de Gémez-Mont—
Seade—Verjovsky, e estendemos o Lema de Teissier ao contexto dos k-ésimos niimeros de
interse¢ao polar. Ademais, obtemos um limite superior para o k-ésimo niimero de Milnor
de uma folheacao em termos do seu k-ésimo numero de Tjurina ao longo de divisores
balanceados de separatrizes. Por fim, para folheacoes quase-homogéneas nao dicriticas,
obtemos uma férmula fechada para seus k-ésimos niimeros de Milnor e de Tjurina.

Palavras-chave: folheagao holomorfa; k-ésimo ntiimero de Milnor; k-ésimo ntmero

de Tjurina; indice de folheagoes holomorfas; conjectura de Dimca-Greuel.



Abstract

In this work, we introduce the notions of the k-th Milnor number and the k-th Tjurina
number for a germ of holomorphic foliation on the complex plane with an isolated
singularity at the origin. We develop a detailed study of these invariants, establishing
explicit formulas and relating them to other indices associated with holomorphic foliations.
In particular, we obtain an explicit expression for the k-th Milnor number of a foliation
and, as a consequence, a formula for the k-th Milnor number of a holomorphic function.
We analyze their topological behavior, proving that the k-th Milnor number of a
holomorphic function is a topological invariant, whereas the k-th Tjurina number is not.
In dimension two, we provide a positive answer to a conjecture posed by Hussain, Liu,
Yau, and Zuo concerning a sharp lower bound for the k-th Tjurina number of a weighted
homogeneous polynomial. We also present a counterexample to another conjecture of
Hussain, Yau, and Zuo regarding the ratio between these invariants. Moreover, we
establish a fundamental relation linking the k-th Tjurina numbers of a foliation and of
an invariant curve via the Gémez-Mont—Seade—Verjovsky index, and we extend Teissier’s
Lemma to the setting of k-th polar intersection numbers. In addition, we derive an upper
bound for the k-th Milnor number of a foliation in terms of its k-th Tjurina number along
balanced divisors of separatrices. Finally, for non-dicritical quasi-homogeneous foliations,
we obtain a closed formula for their k-th Milnor and Tjurina numbers.

Keywords: holomorphic foliation; k-th Milnor number; k-th Tjurina number; Index

of holomorphic foliations; Dimca—Greuel conjecture.
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1. Introducao

Nos tltimos anos, novos invariantes associados a germes de hipersuperficies complexas
em 0 € C" tém sido introduzidos com o objetivo de desenvolver uma teoria de classificagao
de singularidades. Entre eles, destacam-se os chamados k-ésimos nimeros de Milnor e de
Tyurina de uma hipersuperficie.

Em 2017, Gert-Martin Greuel e Thuy Huong Pham [21] definiram as chamadas
k-ésimas algebras de Milnor e Tjurina para K um corpo algebricamente fechado de

caracteristica arbitraria, respectivamente do seguinte modo:

Kl|x K|z
0= iy MO0
onde
K([[z]] = K[[z1,xa, . .., 4]
¢ o anel de séries formais sobre K com ideal maximal m , f € K[[z]] e j(f) = (fars-- - fan)
o ideal jacobiano de f.
Consideremos agora O, = C{xi,...,z,} o anel local das séries de poténcias

convergentes, e m o seu ideal maximal. Para uma hipersuperficie com singularidade
isolada (V,0) C (C*,0),onde V =V(f) ={f =0} e f € O,, em 2023, Hussain, Liu, Yau
e Zuo [27] estudaram o k-ésimo nimero de Milnor e o k-ésimo nimero de Tjurina de V,

dados respectivamente por

(@) (@)
u (V) =dim — ™V)=dm ——F—F—, para todo inteiro k£ > 0.
T R T
Pelo Teorema de Mather—Yau (ver, por exemplo, [23, Teoremas 2.26 e 2.28|), segue

que (V) e 78(V) sao invariantes analiticos. Quando V é uma singularidade de curva
binomial no plano, os autores demonstraram que 1*(V) e 7%(V) sdo também invariantes
topolégicos. Além disso, eles calcularam explicitamente p*(V) e 7%(V') para singularidades
binomiais; ver os Teoremas A, B e C em [27]. O artigo conclui com uma caracterizagao
analitica das singularidades simples de hipersuperficies por meio das chamadas dlgebras
k-ésimas de Yau; ver o Teorema D em [27].

Motivados por essas defini¢oes e resultados, o objetivo deste trabalho é definir os k-
ésimos numeros de Milnor e Tjurina de um germe de folheagao holomorfa singular na
origem do plano complexo C2. O germe de folheacao holomorfa singular, denotado por F,

é definido por uma 1-forma holomorfa w. Em uma vizinhanga perfurada da origem, que



supomos ser uma singularidade isolada de w, a 1-forma w induz uma decomposi¢cao do
espago em folhas, isto é, curvas analiticas imersas que correspondem as solugoes integrais
da 1-forma. Uma referéncia importante para o estudo topoldgico e geométrico da folheagao
JF sao suas curvas separatrizes, ou seja, as curvas analiticas invariantes por F que contém
a origem do plano complexo C?. A propriedade de que uma folheacao singular sempre
admite uma separatriz foi conjecutarada por C. Briot (1817-1882) e J.C. Bouquet (1819-
1885) e a conjectura foi solucionada positivamente em 1982 por C. Camacho e P. Sad em
[6].

Seja w = P(z,y) dr + Q(x,y) dy um germe de 1-forma holomorfa na origem de C? tal
que a folheagao definida por w possua singularidade isolada em 0 € C2. Seja C' = {f = 0}
um germe de uma curva complexa singular, onde f € O, é reduzida. Dizemos que C é
invariante por F se (wAdf)/f € Q*(C?,0). Definimos entao o k-ésimo nimero de Milnor

de F na origem como

@
k(T 0) = dim ——2——
pt(F,0) == dim . Q)
e 0 k-éstmo numero de Tjurina de F ao longo de C' como
(@
™(F,C,0) := dim 2 :
S CO = G Gt 1 ()

Note que, quando k = 0, temos pu°(F) := u(F) e 7°(F,C) := 7(F, ), que coincidem,
respectivamente, com o nimero classico de Milnor de F, definido por Camacho-Lins
Neto-Sad [5], e com o numero de Tjurina de F ao longo de C, introduzido por
Cano—Corral-Mol [9]. Observe também que, quando F é dada por uma integral primeira
holomorfa w = df, temos p*(F,0) = u*(C) e 7%(F,C) = 7*(C).

Naturalmente, essa definicao estende-se aos germes de 1-formas holomgrfas com
singularidade isolada na origem de C", como descrito a seguir. Seja w = ZPida:i e

i=1
V = {f = 0} uma hipersuperficie invariante por w. Entao, para todo inteiro k& > 0,

definimos o k-ésimo ntmero de Milnor de w por

O

k .
0) =d
ww, 0) = dim 75—

e 0 k-ésimo ntimero de Tjurina de w com respeito a V' como

O,
(Py,...,P)mk + (f)

™(w,V,0) = dim

O desenvolvimento deste trabalho est& organizado da seguinte forma:
O Capitulo 1 é dedicado a revisao dos conceitos fundamentais da teoria das folheagoes.

Além disso, revisamos os principais invariantes associados as singularidades, com énfase
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nos numeros de Milnor e de Tjurina, e abordamos os k-ésimos ntumeros de Milnor e
de Tjurina no contexto das hipersuperficies consideradas em Hussain, Liu, Yau e Zuo
[27], cuja abordagem serviu de motivacao para este estudo. Por fim, discutimos alguns
resultados relativos as singularidades homogéneas quase-homogéneas.

O Capitulo 2 é dedicado a introdugao e ao estudo dos k-ésimos ntmeros de Milnor
e Tjurina de uma folheagdo holomorfa singular em (C?,0). Nesse capitulo, definimos o
k-ésimo nimero de Tjurina, estabelecemos relagoes entre os k-ésimos ntumeros de Milnor
e de Tjurina e introduzimos as respectivas algebras associadas. Encerramos o capitulo

apresentando a seguinte férmula, valida para o caso de folheacoes quase-homogéneas:

k(k—1)

pF(F,0) =1%(F,C,0) + 5

Vk>1.

a partir de uma caracterizagao de folheagoes quase-homogéneas devida a Mattei [32].

No Capitulo 3, demonstramos alguns resultados sobre dimensao de ideais em Oy que
serao importantes para a demonstracao dos principais teoremas deste trabalho. Além
disso, estudamos a relagao entre o indice de Gomez-Mont—Seade—Verjovsky (GSV) de F
ao longo de C' na origem (ver [21]) e o k-ésimo nimero de Tjurina da curva separatriz C'

e da folheacao F dado por
™(F,C,0) — T(C) = GSV(F,C,0).

Em seguida, introduzimos o k-ésimo nimero de intersegcao polar de uma folheacao F com
respeito a uma curva invariante C' = {f = 0}. Como aplicagao, provamos uma extensao
do Lema de Teissier [13], que fornece uma férmula relacionando o k-ésimo ntmero de
intersegao polar com uf(f).

No Capitulo 4, apresentamos uma férmula explicita para o k-ésimo niimero de Milnor

de uma folheacao holomorfa F

O,

O
k . 2 .
w(F,0) = pu(F,0) + dim — —|—d1m—(P> e

onde F é definida por w = Pdr + Qdy e a multiplicidade algébrica de F satisfaz
(F) = 1y(P). Como consequéncia, obtemos uma férmula explicita para p*(f) e
combinando este resultado com [27, Proposigao 2.6|, recuperamos os Teoremas A e B
da mesma referéncia. Mostramos ainda que o k-ésimo ntimero de Milnor de um germe
f € Oy & um invariante topologico, enquanto o k-ésimo ntmero de Tjurina nao é.

No Capitulo 5, discutimos uma conjectura sobre a razao entre u* e 7%, proposta em
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[28, Conjectura 1.3], que afirma que

Utilizando o software SINGULAR, fornecemos um contraexemplo que demonstra a falsidade
dessa conjectura no caso geral. Mostramos, no entanto, que a conjectura permanece
valida sob determinadas restricoes sobre k. E finalizamos, apresentando uma resposta
positiva a conjectura proposta por Chuangqgiang Hu, Stephen S.-T. Yau, Huaiqing Zuo
em |27, Conjecture 1.1], sobre o limite inferior para o k-ésimo nimero de Tjurina de uma
hipersuperficie complexa no caso em que C' é um germe de curva singular reduzida em
0 € C? definido por um polinémio quase-homogéneo f com peso do tipo (wy, ws; 1), com
v(f) > 1/w;.
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2. Preliminares

2.1 Folheacoes Holomorfas

Nesta secao, apresentamos os conceitos fundamentais, exemplos e resultados relevantes
relacionados as folheacoes holomorfas. Embora a teoria seja bastante ampla, neste
trabalho concentraremos a atencao nas folheacoes definidas por 1-formas holomorfas
em C?, que desempenharao papel recorrente nos capitulos subsequentes. A seguir,
introduzimos a definicao geral de folheacao; uma exposi¢ao mais abrangente da teoria

pode ser consultada em [30].

Definicao 2.1. Seja M uma variedade complexa de dimensao complexa n. Uma folheagao
holomorfa de dimensao k, ou codimensao n —k, 1 < k < n—1, é uma decomposicao F de
M em subvariedades complexas disjuntas (chamadas folhas da folheagao F) de dimensao

complexa k, imersas de forma bijetiva, satisfazendo as seguintes propriedades:

i) Para todo p € M, existe uma tnica subvariedade L, da decomposicao que contém
p

o ponto p (chamada folha por p);

(ii) Para todo p € M, existe uma carta holomorfa de M (chamada carta distinta de
F), (o, U),pe U, ¢:U — ¢(U) C C", tal que ¢p(U) = P x @, onde P e Q sao

subconjuntos abertos tipo polidisco em C* e C"~*, respectivamente;

(iii) Se L é uma folha de F tal que LN U # (), entao

LnU= |J ¢'(Px{q})

q€DLU

onde Dy é um subconjunto enumeravel de (). Os subconjuntos de U da forma
¢ (P x {q}) sao chamados de placas da carta distiguinda (¢, U).

Uma folheacao de dimensao um é chamada folhea¢ao por curvas. Nesse caso, as folhas
sao superficies de Riemann imersas de forma bijetiva na variedade ambiente. Além desse
exemplo, dois exemplos classicos de folheacoes sao apresentados a seguir e podem ser

encontrados em [30].

Exemplo 2.1. Se considerarmos qualquer decomposicio de C* na forma C* = CF x C"*,
tal decomposicao define uma folheacao F de dimensao k£ em C". As folhas de F sao os

subespacos afins C* x {q}, com ¢ € C"7*.
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Exemplo 2.2. (Folheagbes geradas por 1-formas diferenciais) Seja M uma variedade
complexa de dimensao n e w uma 1-forma holomorfa nao identicamente nula em M. Seja
S ={p e M; w, =0} o conjunto singular de w. Nesse caso, w induz uma distribuigao de
hiperplanos 2 no aberto N = M \ S definida por

Q, = Nuc(w,) = {v € T,M; w,(v) = 0}.

Agora, dizemos que w (ou ) é integravel se existe uma folhea¢do holomorfa F em N
tal que TF = Q (isto é, T,F = €,). Um resultado classico, conhecido como Teorema
de Frobenius, afirma que w é integravel se, e somente se, w A dw = 0. Costuma-se dizer
que a folheagao F é definida pela equacao diferencial w = 0 e que as folhas de F sao

subvariedades integrais dessa equacao.

Definigao 2.2. [30]| Seja M uma variedade complexa de dimensao n > 2. Uma folheagao

holomorfa singular de codimensao um em M é um objeto F determinado por colecoes

{Ua}a6A7 {wa}aeA € {gaﬁ}UaﬁUg#W tais que:
(i) {Us}aca € um recobrimento aberto de M.

(ii) Para cada indice a, w, ¢ uma 1-forma holomorfa, integravel e ndo identicamente

nula em U,.
(iii) gap € OF(Uy N Us).

(iv) Se U, NUg # 0, entao
Wa = gap - wp em Uy, NUg.

Além disso, para cada w, definimos o conjunto singular por

sing(wy) = {p € Uy | wa(p) = 0} =: S,.

Observamos que S, ¢ um subconjunto analitico de U, e das condigoes (iii) e (iv), segue
que
SaNUs N Us = SN Uy N U

Assim, a uniao desses conjuntos S, define um subconjunto analitico S de M. Esse
conjunto, denotado por sing(F), é chamado de conjunto singular de F.

Dizemos que duas folheagoes F e F; coincidem se

sing(F) = sing(F1) e  Flasing(r) = Fila\sing(F1)-
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No caso em que sing(F) = ), vemos que F é uma folheac¢ao de codimensao um, a qual

chamamos de folheag¢ao regular.

Proposigao 2.1. [, Proposigao 2.21] Uma folheagao F em C™ pode ser definida por uma

1-forma holomorfa integrdvel global.

Em particular, se F ¢ uma folheagao em (C?,0), segue da Proposigao X que existe um
polidisco U C C? centrado na origem e uma 1-forma holomorfa integravel w definida em

U tal que Fjyy ¢ definida por w. Assim, em U, temos
w = P(z,y)dz + Q(z,y) dy, (2.1)

ou por seu campo de vetores dual

0

W (2.2)

0

onde P(z,y),Q(z,y) € C{x,y} sdo relativamente primos, sendo C{x, y} o anel das séries
de poténcias convergentes em duas varidveis com coeficientes complexos. Define-se a

ordem da folheacao F no ponto m por
U (F) = min{v,,(A), v, (B)},

onde, para X € C{z,y}, vn(X) representa a ordem do primeiro termo do jato nao nulo
da série de Taylor de X. Se v,,,(F) = 0, o ponto é nao singular, pois pelo menos uma das
componentes tem termo de ordem zero. Se v,,(F) > 0, a origem ¢é ponto é singular.

Um germe de folheagao holomorfa singular F em (C?%0) ¢ definido por um germe de
1-forma holomorfa integravel em 0 € C? do tipo w = P(z,y)dz + Q(x,y)dy onde P,Q nao
possuem fator comum. A forma w determina F a menos de uma multiplicagdo por uma
unidade em C{z, y}.

Seja f(z,y) € C[[z,y]] reduzida, onde Cl[[x,y]] é o anel de series de poténcias formais
nas variaveis z,y. Uma curva C' = {f(x,y) = 0} é dita invariante pela folheagao F
ou F-invariante se w A df = (f.h)dx A dy, onde h(z,y) € C[[z,y]]. Uma separatriz de
F & uma curva irredutivel e F-invariante. Dizemos que tal separatriz é uma separatriz
analitica ou convergente se f € C{z,y}. Em [0], Camacho e Sad mostram que toda
folheagdo holomorfa em (C?,p) com uma singularidade isolada p possui ao menos uma
separatriz convergente passando por p. O conjunto de todas as separatrizes da folheagao
F & denotado por Sep,(F). Se Sep,(F) ¢ um conjunto finito, dizemos que F é uma
folheagao nao-dicritica, caso contrario, F é dita dicritica.

Na sequéncia, introduzimos a nocao de singularidades reduzidas de uma folheagao,

conceito fundamental para alguns resultados que discutiremos na préxima secao.
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Ressaltamos que essa definicao ja se encontra consolidada na literatura, podendo ser

consultada, por exemplo, em [30, Definigao 1.17].

Definicao 2.3. Um ponto p € C? é uma singularidade reduzida ou simples de F se a
parte linear Dv(p) do campo de vetores dual a F dado como na equagao (2.2) é ndo-nula
e seus autovalores A\i, Ay € C satisfazem um dos seguintes casos:

(1) MAa # O e )\—; ¢ Q7 ( singularidade nao-degenerada ou singularidade hiperbélica
complexa);

(2) A1 # 0 e Ay = 0 (singularidade sela-no)

No primeiro caso (1), existe um sistema de coordenadas analiticas (x,y) em que F é
dada pela equacao
w =z +a(z,y))dy + y(hs + b(x, y))dx, (2:3)

onde a(z,y),b(z,y) € C{x,y} sdo ndo-unidades. O conjunto Sep,(F), neste caso, é
formado por duas curvas analiticas dadas por {x = 0} e {y = 0}.
Com relacao ao segundo caso, quando a singularidade é do tipo sela-n6, a menos de

uma mudanca formal de coordenadas, a folheacao F é dada por uma 1-forma do tipo
w =2 dy — y(1 + \z")da, (2.4)

onde A € Ce l € Z% . Essa é chamada a forma normal da sela-né (veja em, |35, Proposicao
4.3]). As curvas {x = 0} e {y = 0} s@o denominadas, respectivamente, separatriz forte
e separatriz fraca. A separatriz forte é sempre convergente, enquanto a fraca pode ser

convergente ou nao.

2.2 Reducgao de Singularidades

Para introduzir o estudo da reducao de singularidades, é necessario apresentar o
processo de blow-up (ou explosao), o qual serd descrito nesta segdo. Neste trabalho,
concentramos nossa atencao na construcao do blow-up de C? na origem.

Consideremos duas copias de C?, denotadas por U e V, com coordenadas (t,x) e
(s,y), respectivamente. Definimos a variedade complexa C2 identificando cada ponto
(t,x) € U\ {t =0} com o ponto (s,y) = a(t,z) = (1/t,tx) € V' \ {s = 0}.

O divisor excepcional de C2 é, por definicao, a subvariedade D de C2 tal que
UND ={x=0}eVND = {y = 0}. Observando que y = tz, concluimos que D
estd bem definido e ¢ biholomorfo a C' = CP(1).

Por fim, consideremos a aplicacao holomorfa 7 : C2 — C? definida por

7T|U(t7'r) = (x,tx) € 7T|V<S7y) = (Sy,y).
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Note que 7 esta bem definida, pois em UNV temos y = tx e x = sy. Além disso, 7 possui

as seguintes propriedades:
e 7 1(0) = D;
e a restrigdo W\@\D . C2 \ D — C?\ {0} ¢ um biholomorfismo;
e 71 & propria.

Dizemos que C2éo0 blow-up de C? na origem e que 7 ¢ a aplicacao de blow-up. Agora,
sem:C2 = C2é blow-up de C? na origem, podemos considerar a expressao de 7 na

coordenada (t,z) e obter:
for(t,n) = f(z,tr) = i fi(z, to) = oF ixjkfj(l,t) = 2F fu(t, ),
j=k j=k
onde k = 14(t), de modo que
7N C)NU = {x =0} U{fy(t,z) = 0}.

De maneira analoga, na coordenada (s, %) obtemos

T HC)NV ={y =0} U{fv(s,y) =0},

onde .
fV(SJ y) - Zyj_kfj(sa 1)
j=k
Portanto,
(C)=DuUC,
onde

C={fu=0}U{fv =0}

A curva C definida acima é chamada de transformada estrita de C'. Embora o processo
de redugao de singularidades nao seja tnico, existe uma redu¢ao minimal, inica a menos
de isomorfismo, denominada redu¢ao minimal de singularidades de F. Para prosseguir,
mencionamos dois resultados fundamentais que motivam o uso do blow-up na anéalise de
folheagoes holomorfas.

O primeiro ¢ o classico Teorema da Separatriz de Camacho—Sad [6].

Teorema 2.1. Toda folheacdo holomorfa de dimensao um em uma variedade compleza
de dimensao dois, com uma singularidade isolada, admite ao menos uma separatriz

convergente passando por essa singularidade.
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Consideremos entao uma folheacao holomorfa F em uma vizinhanca da origem de C?,
com singularidade isolada na origem, definida por w = A(z,y) dx+ B(z,y) dy. O blow-up
de w induz uma nova folheagao F* em @5, a qual pode ser estudada nas cartas locais de
7. Para detalhes técnicos dessa construcao, remetemos o leitor a [30, Segao 1.6, p. 41].

Outro conceito importante é o de blow-up dicritico: dizemos que um blow-up m é
dicritico em relagao a uma folheagao F em (C?,0) quando o divisor excepcional 7!(0) nao
é invariante pela folheacao transformada JF*; caso contrario, m é chamado nao-dicritico.

Por fim, destacamos um resultado central no estudo da reducao de singularidades que

determina a existéncia de uma redugao de singularidades.

Teorema 2.2 (Redugao de Singularidades). Seja F o germe de uma folheagao em (C2,0).
Entao, existe um morfismo m: D — (C?,0), onde D € o divisor excepcional de F obtido
por um numero finito de blow-ups de pontos, tal que toda singularidade de ©F € uma

singularidade reduzida.

Esse resultado permite obtermos uma descrigao local mais simples do comportamento
da folheacao.

Dizemos que uma folheagao F ¢é do tipo curva generalizada se, no seu processo
de redugao de singularidades, nado aparecem singularidades do tipo sela—né [3]. Uma
singularidade do tipo sela-nd é uma sela—nd tangente se sua separatriz fraca esté contida
no divisor excepcional D = 7 1(0). Podemos, entao, considerar uma classe mais ampla
de folheagoes, denominada folheagoes do sequndo tipo, que sao definidas pela auséncia de
singularidades do tipo sela-né tangente no seu processo de reducgao de singularidades, veja

[3]. Tais folheagoes possuem a seguinte propriedade:

Teorema 2.1 ([38, p. 80]). Seja F uma folheac¢do do segundo tipo com singularidade
isolada em 0 € C2. Se C ¢é o conjunto de separatrizes de F, entdo C' e F possuem o

mesmo processo de redugao de singularidades.

2.3 Indices de folheacoes holomorfas

Nesta secao reunimos alguns invariantes classicos que servirao de base para os
resultados desenvolvidos posteriormente. Recordamos os ntimeros de Milnor e Tjurina
de uma folheacao F, que sao, respectivamente, invariantes topolégico e analitico. Em
seguida, apresentamos os principais indices do tipo residuo: o indice de Camacho—Sad, o

indice GSV e o indice variacional.
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2.3.1 Numero de Milnor

O numero de Milnor é um dos invariantes mais classicos e fundamentais no estudo
local de singularidades de fungoes holomorfas. Para uma funcao f € O, com ponto
critico isolado na origem, o nimero de Milnor po(f) [37] é definido como a dimensao do

espago de fungoes holomorfas modulo o ideal jacobiano gerado pelas derivadas parciais de
f:

O,
of ﬁ) '

Ox1’ """ Oxn

to(f) := dime (

Com isso, podemos apresentar a definicao do namero de Milnor de uma hipersuperficie.

Definigao 2.4. Seja (X,0) uma hipersuperficie com singularidade isolada em (C",0),
n > 1. O namero de Milnor de (X, 0) é definido como

NO(X) :Mo(f)7

onde f : (C",0) — (C,0) é qualquer fungao holomorfa reduzida tal que f~(0) = X.

Analogamente, no contexto de folhea¢oes holomortfas singulares definidas por 1-formas,
o nimero de Milnor também pode ser definido como a dimensao do quociente do anel
local de fungoes pelo ideal gerado pelos coeficientes da 1-forma que define F. Mais

precisamente:

Definicao 2.5. Se w = 7 Aj(z)dz; é uma I-forma holomorfa com singularidade

isolada em 0 € C", entao o nimero de Milnor de w é dado por
O,
=dimg ———.
polw) i= dime FZr="s
No caso de uma folheacao por curva em C2, definidas pela 1-formas diferencial w, o
namero de Milnor da folheagao F ¢é simplesmente po(F) := po(w). O namero de Milnor

de uma 1-forma como definido acima possui algumas propriedades. Usaremos nessa parte

as referéncia [0], [8] e [19], considerendo o caso em que F ¢é uma folheagao holomorfa em

(C2,0).
1. po(F) = 0 se, e somente se, v(0) # 0, onde v ¢ o campo vetorial definido em (2.2) ;
2. 0 < po(F) < oo se, e somente se, 0 ¢ uma singularidade isolada de v.

Para facilitar a escrita, sempre que nos referimos & dimensao estaremos falando sobre
a dimensao complexa do quociente e, por isso, omitiremos a notagao dimgc e escrevemos

apenas dim.
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Definigao 2.6. O nimero de Milnor p(F) de uma folheagao F em 0 € C?, dada por
uma 1-forma w = P(x,y) dz + Q(x,y) dy, ¢ definido por

po(F) = io(P, Q)

onde io(P, Q) é o namero de interse¢ao dado por

io(P,Q) = dim(}f—z@,

onde (P, Q) denota o ideal de O% gerado por P e Q.

Como P e () sdo primos entre si, segue que po(F) é um inteiro nao-negativo. O niimero
de Milnor de uma folheagao é um invariante topologico, como mostrado em |5, Teorema
A], o que significa que, se F e F' sao folheagdes holomorfas unidimensionais localmente
topologicamente equivalentes nos pontos p e p/, respectivamente — ou seja, existe um

homeomorfismo ¢ entre vizinhangas de p e p’ que leva folhas de F em folhas de F’, com
p(p) = p' — entdo
,up(]:) = Mp’(]:/)'

Além disso, a multiplicidade de intersecao possui as seguintes propriedades

fundamentais:
1. dg(a,b) = ig(b, a);
2. ig(ad’,b) = ig(a,b) + ig(d’, b);
3. ip(a,b) < oo se, e somente se, a e b ndo possuem fatores comuns;
4. ig(a,b) = 0 se, e somente se, a(0) # 0 ou b(0) # 0;
5. ig(a,b) =ig(a,b+ kia) e ig(a,b) =ig(a + kob, b), para qualquer ki, ky € C{x,y};
6. Se a = cpx™ e b= cy", comm,n >1e cpy,c, € C* entdo ig(a,b) = mn.

Exemplo 2.1. Considere o polinémio

f(x,y) =2’y + 2" +9°.
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Vamos calcular o nimero de Milnor de f:

to(f) = io(fzr fy)

= dim 0,
(3x%y + 4a3, a3 + 5y?)

(@)

= dim 2

(x2(3y + 4x), 23 + by*)
O,

3y + 4x, 3 + 5y4) ( pela prOpriedade (2))

= dim 0, + dim (

= dim O + dim ( ( pela propriedade (5))

2
y, 2%+ 5y?)

Ou ainda podemos calcular o nimero de Milnor usando o software SINGULAR [!1] pelo

seguinte codigo

> LIB "sing.lib"; // package com comandos "milnor" e "tjurina"

> ring r = 0,(x,y),ds; // anel local

> poly f = x3*y + x4 + yb;
> milnor(f);

11

2.3.2 Numero de Tjurina

O numero de Tjurina, nome dado devido a G. Tjurina, é um invariante que apareceu
pela primeira vez em [10], onde foi caracterizado como a dimensao do espago base de uma
deformagao semi-universal de uma hipersuperficie. No contexto de hipersuperficies, esse

indice é definido da seguinte forma:

Definigao 2.7. |23, Defini¢ao 2.1] Seja X : {f = 0} o germe de uma hipersuperficie
reduzida, com f € O,. O nimero de Tjurina de (X, 0) é dado por

O,
(f o)

?0x1? """ Oxn

70(C) = dim

No contexto de folheagoes em (C?,0), o nimero de Tjurina foi definido por Cano F.,
Corral N. e [9, pg.24].

Definigao 2.8. Seja F uma folheagio singular em (C? 0) definida pela 1-forma w =
P(x,y) de+Q(x,y) dy e C : {f(x,y) = 0} uma curva analitica reduzida F-invariante. O
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ntmero de Tjurina de F com respeito a C' é

O
(F,C,0) =dim———.
(G0 =dimizp 0)

Exemplo 2.2. Considere a fungao
fla,y) =2y + 2t + o

Calculamos inicialmente as derivadas parciais f, = 32%y + 42® e f, = 2+ 5y* O
numero de Tjurina de f na origem é definido por
OQ 02

7o(f) = dime (f, fur o) 1m (x3y + ot 4+ 5, 3a2y + 423, 3 + 5y?)

Usaremos para calcular o nimero de Tjurina o software SINGULAR, cujo o codigo utilizado

€ 0 que segue

> LIB "sing.lib"; // package com commandos "milnor" and "tjurina"
> ring r = 0,(x,y),ds; // anel local

> poly f = x3xy + x4 + y5;

> tjurina(f);

10

2.3.3 Indices do tipo residuo de germe de folheacoes holomorfas

Seja F uma folheacao holomorfa singular definida em uma vizinhanca de p € C?,
representada por uma 1-forma holomorfa w, com singularidade isolada em p. Suponha
que C' ¢ uma curva analitica F-invariante, dada por f(x,y) = 0, onde f(z,y) € C[[z, y]]
é uma série de poténcias formal reduzida.

Diversos indices locais podem ser associados ao par (F, C'), cada um refletindo aspectos
distintos da interacao entre a folheacao e a curva invariante. A seguir, apresentamos
trés desses invariantes: o indice de Goémez-Mont—Seade—Verjovsky (GSV), o indice de
Camacho—Sad e o indice variacional.

Como no caso convergente, existem elementos g, h € Cl[[z,y]], dependentes de f e w,

tais que f e g e f e h sao relativamente primos, e uma 1-forma 7 satisfazendo
gw = hdf + fn, (2.5)

conforme estabelecido em [11, Lema 1.1].

Definicao 2.9. O indice GSV de F com respeito a curva C' no ponto p é entao definido
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por

1 h  rg
N T 9.
GSV(F,C, p) 27ri/acgd(h>’ (2.6)

onde g e h sao escolhidos conforme a equagao (2.5).

Esse indice foi originalmente introduzido em [21]. No caso em que a curva
C ¢é irredutivel, a expressao acima admite uma forma equivalente baseada numa

parametrizacao de Puiseux:

GSV(F. C,p) = ord, (g o v(t)) (o h) — i(f.g). (2.7)

onde (t) é uma parametrizacao de Puiseux de C, e i,(f, h) representa a multiplicidade
de intersecao dos germes f e h no ponto p.

Outro indice associado ao par (F,C) é o indice de Camacho—Sad, definido por

1 1
CS,(F,C) = —— -,
p( ) 20 S h??
onde w = h - n, sendo h e n conforme a equagao (2.5). Esse indice no caso em que C' é
irredutivel, mede a obstrucao para que a curva C' seja uma folha da folheacao F no ponto
singular.

Para todo ponto g € C'\ {p}, temos que ¢ é um ponto regular da folheagao. Assim,

existe uma 1-forma holomorfa (, definida em uma vizinhanga de p, tal que
dw = ( N\ w.

Embora ¢ nao seja unicamente determinada, quaisquer duas escolhas possiveis diferem
por uma 1-forma que se anula ao longo das folhas da folheagao. Em particular, a restricao
de ¢ a cada folha ¢ univaluada, permitindo definir uma forma multivaluada { em uma
vizinhanga de p, cuja restri¢ao a cada folha de F é bem definida, veja em [29].

O indice Variacional de F com respeito & curva C' no ponto p, definido por B.
Khanedani e T. Suwa em 1997 [29] é dado por:

1
Var,(F,C) = i o ¢,

em que 0C é um pequeno lago orientado positivamente ao redor da origem, contido em

C\ {p}.

Os indices associados a uma separatriz de uma folheagao satisfazem uma relacao

precisa, descrita no resultado a seguir, devido a Brunella.
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Proposicao 2.2. [/, Proposi¢ao 5] Se S € separatriz de F no ponto p, entio
Var,(F,S) = GSV(F, S,p) + CS,(F, S).

Enquanto o resultado anterior relaciona os indices Variacional, GSV e Camacho—Sad
ao longo de uma separatriz, o proximo resultado estabelece uma relagao do indice GSV

com o niamero de Tjurina de uma curva e de uma folheagao.

Proposigao 2.3. [16, Proposicao 6.2] Seja F uma folheagao singular em (C?,p) e C uma

curva reduzida invariante de F. Entao
7(F,C) = 7,(C) = GSV(F, C, p).

Seja F uma folheagao singular em uma superficie complexa X e denote por Sing(F)
o conjunto de pontos singulares de F. Se S C X é uma curva invariante por F, entao
GSV (F,S,p) representa o indice GSV de F em relagao a curva S no ponto p € S. Além
disso, ¢;(Nx) denota a primeira classe de Chern do fibrado normal da folheagao denotado
por Nx, enquanto S - S representa a auto-intersecao da curva S na superficie X, veja em
[1]. A igualdade a seguir expressa que a soma local dos indices GSV em todos os pontos

de Sing(F) NS pode ser descrita em termos de invariantes globais da folheagao e da curva.

Proposigao 2.4. [/, Proposi¢ao 4.4] Seja S C X uma curva compacta invariante por F.

Entao tem-se a sequinte formula

Y GSV(F.Sp)=c(Ng)-S-S-8

pESing(F)NS

No caso do espaco projetivo P2, considere uma curva invariante S de grau d. A classe
homologica de S é dada por dH, onde H representa a classe da reta em P?2. Como H? = 1,
obtemos que a auto-intersecao da curva é S-S = d%.

Por outro lado, se F ¢ uma folheacao de grau m em P2, entao o fibrado normal satisfaz
Nz = Opz2(m+2), de modo que ¢;(Nz) = (m+2)H. Assim, o produto ¢;(Nx) - S resulta
em (m + 2)d.

Substituindo esses valores na férmula da Proposi¢ao, obtemos

Y GSV(F,S.p) = (m+2)d—d°
pESing(F)NS
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2.4 k-ésimos nameros de Tjurina e Milnor de

singularidades homogéneas quase-homogéneas

Em 2023, Hussain, Liu, Stephen e Yau [27] publicaram o artigo intitulado “k-th Milnor
numbers and k-th Tjurina numbers of weighted homogeneous singularities”, no qual sao
introduzidos e estudados os k-ésimos nimeros de Milnor e de Tjurina de singularidades
homogéneas quase-homogéneas. Alguns dos principais resultados estabelecidos pelos
autores sao apresentados a seguir.

Consideremos (H,0) C (C",0) uma hipersuperficie reduzida com singularidade
isolada, onde
H=H(f)={f=0}, f € C{z1, 9, ..., x,} reduzida.

Definicao 2.10. A ordem do menor termo nao nulo da expansao em série de poténcias
de f em 0 € C" & chamada de multiplicidade de (H,0) denotada por vy(f). Um
polinémio f € Clxy, xa, ..., z,] € quase-homogéneo se existem n ntimeros racionais positivo
wy, Wy, ..., w, chamados de pesos das variaveis x1, T, ..., T, tal que Y a;w; = d é 0 mesmo

para todos os mon6mios ¢!, ..., z%" de f.

O d é chamado de grau de homogeneidade de f em relacao aos pesos wy, ..., w, € é

denotado por w-grau de f. O tipo de peso de f é referido como (wy, we, ..., wy; d).

Definicao 2.11. Seja k > 0. O k-ésimo nimero de Tjurina de H é definido como

(@)
™H) = dim—————
&) (f,mFJ(f))
onde m é o ideal maximal de O,, e J(f) = (68—9{1, g—af?, s %). Definimos também
(@)
k . n
V) = dim——"
(V) = dim—,

chamado de k-ésimo numero de Milnor de H.

Os resultados a seguir correspodem a uma generalizacao das féormulas apresentadas
anteriormente dos k-ésimos nimero de Tjurina e nimero de Milnor para o caso em que
as singularidade sao binomiais isoladas, mostrando que podem ser calculados apenas pelo

tipo de peso, como segue.

Teorema 2.3. |27, Teorema A| Seja (H,0) uma singularidade binomial isolada definida
por f. Entao 7F(H) depende somente do tipo de peso de (H,0) e temos
1) se f=a + 2% (2 <a; <ay) com peso do tipo (&, 2:1), entao

a1’ az’
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Tk(H): alag—(a1+a2)+1+k2+73k c 0<k <ay,
a k + —(2”_“12)(@1_1) : k> ag;

as—1
ajaz’

2) se f=al"zy + 5% (2 < a3+ 1 < ay) com peso do tipo (- é; 1), entao

) = aray — ag + 1 4 £k D ok<a+1,
(a1 — 1)k + (2a2_a12)(a1_1) +1 5 kE>a +1;
as—1

3) se f=ux{"xy+ x5 (a3 + 1 > as > 2) com peso do tipo (2= é; 1), entao

ajaz’

[¥]

a1as — @ +1+m 0 0<k < ao,
Tk(H)I{ 102 2 < 2

ack +ajar + % — %2 5 ay <k
4) se f=x'ze + 25221 (1 < a1 < ag) com peso do tipo (a‘fé—;ll, a‘fjl;ll; 1), entao
al&g—l-@ ; 0<k<a, a1 > 2,
2
™(H) = (a1 +Dk+aao+% —3F 5 k>a >2,
2k +1 ; k>0,ay = 1.

Teorema 2.4. |27, Teorema B| Seja (H,0) uma singularidade binomial isolada definida
por f. Entao pk(H) depende somente do tipo de peso de (H,0) e temos
1)se f=a" +25° (2 < ay; < ay) com peso do tipo (i, é; 1), entao

aras — (a1 +a) + 1+ k*+k ; 0<k <a,
//“(H)—{

= (al _ %)k + (20,270,12)(041*1) + % : k Z ag;

as—1
ajaz’

2) se f=a{"xs+25% (2 <a; +1 < ay) com peso do tipo (&= é; 1), entao

() = ajay —as +1+k?+k c0<k<a +1,
(a1 + D+ & Bezad@zl) g o p> g 41
3) se f=al'xs + 25 (a1 +1 > ag > 2) com peso do tipo (‘Z"’lal,(;,l) entao

() aras —as + 1+ k2 +k : 0<k < as,
% = a2
(al—%)k+%2+a1a2+“2—2—32 X CLQSI{?;
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4) se f = al'xe + 23221 (1 < ay < ay) com peso do tipo (a‘llfl—;_ll, a‘f;;_ll; 1), entao
aras + k> +k  0<k<ar, a1 > 2,
a2
pFH) =19 (a+Hk+8 taa+2 -9 5 k>a >2

Os k-ésimos nimeros de Tjurina e Milnor sao invariantes topologicos para uma
singularidade de curva plana binomial, uma vez que o peso ¢ um invariante topologico
[27]. Para finalizarmos essa sessao, enunciamos o seguinte resultado que sera fundamental

para o préximo capitulo.

Lema 2.1. |27, Lema 2.5] Sejam A um anel e M um A-moédulo. Se M;, My sdo

submodulos de M, entao
(My+ M) ., M,

M,  M,N M,

e, além disso, existe uma sequéncia exata

M, M, (M + M) ‘



27
3. Os k-ésimos numeros de Milnhor e

Tjurina de uma folheacao holomorfa

singular

Neste capitulo, estudamos os k-ésimos ntmeros de Milnor e de Tjurina associados
a uma folheacao holomorfa singular em C?, bem como algumas de suas propriedades
fundamentais. A motivagao surge do fato de que, no caso de hipersuperficies (Capitulo
1), ja estao bem estabelecidas as defini¢oes dos k-ésimos nimeros de Milnor e de Tjurina.
O objetivo agora ¢é estender esse ponto de vista para o contexto das folheagdes holomorfas

singulares.

3.1 k-ésimo ntiimero de Milnor de uma folheacao

Definigao 3.1. Seja F uma folheagao holomorfa em (C? 0) dada por w = P(z,y)dx +
Q(z,y)dy. O k-ésimo nimero de Milnor de F é dado por

O,

k ST
1% (f,()) —dlmm

onde (P, (Q)) denota o ideal gerado por P e ) e m ¢é o ideal maximal de Oy e dim denota

a dimensao complexa.

Calculamos o k-ésimo ntimero de Milnor nos casos em que a origem é uma singularidade
nao-degenerada ou uma singularidade do tipo sela-n6, conforme descrito a seguir.

Adotaremos a notacgao u para indicar a classe do monémio u no quociente correspondente.

Proposigao 3.1. Seja F um germe de folheagio em (C?,0) com singularidade simples

do tipo nao-degenerada na origem. Entao,

(k+2)(k+1)

k —

Demonstragao. Por (2.3) temos que a folheagdo F em 0 pode ser dada pela 1-forma
w = \xdy + ydzx, onde A\ € C — {0}. Entao, considerando m = (x,y) o ideal maximal de

05, temos

O @)
k L 2 T 2
PO S A R )~ )
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O quociente
O,

1 -1 —1
(xk—i— 7xk y7"‘7xyk 7yk>

admite como base o conjunto de classes dos monomios

{T7I7y7‘/’v? y7y7"'7ﬁ71‘k_1y7"'7ﬁ}‘

Portanto, o nimero de elementos da base corresponde ao niimero de ménomios de grau

k, 6
k42

Exemplo 3.1. Considere a 1-forma holomorfa
w=uxdy+2ydr

definida em uma vizinhanca da origem em C2. Essa 1-forma induz uma folheacao F com
singularidade no ponto p = (0, 0).

O campo de vetores dual é dado por

Uz?g/g—xg

Ox oy’
isto é,

A matriz jacobiana em p = (0,0) é

cujos autovalores sao

A =iV2, A= —iV2.

Como MAy # 0e M/A = —1 ¢ QF, segue que a origem é uma singularidade nao-
degenerada da folheacao.

No nosso caso,

portanto
(k+2)(k + 1)
5 .

No caso em que a folheacao em (C?,0) admite uma singularidade do tipo sela-no,

:uk(f7 0) =
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obtemos a seguinte formula para o k-ésimo ntimero de Milnor.

Proposigao 3.2. Sejam F um germe de folheagao em (C%0) com singularidade do tipo

sela no na origem. e Entao,

(k+2)(k+1)
2

Wk (F, C,0) = )

Demonstragao: Pela 1-forma (2.4), temos que

C{z,y}
mF(—y(1 + Azt), xt+1)

pF(F,0) = dim

e como 1 + \z! é unidade do anel O,, segue que

C C
p*(F,0) = dim k{%y} iy = i k{j? z} k okt
($7y> (_yax ) (.CI? , LYY, T ys, .., Y, Y )
Assim, {1, 2,7, 9%, ..., g%, 1, 252 . 2%} ¢ uma base do quociente

C{z,y}

C+14k kg pk—1g2 k g k+1
(x++ 7:1;y7x y7"'7xy 7y+>

JH(F,0) = (k Z 2) )

. Portanto,

3.2 k-ésimo ntimero de Tjurina de uma folheacao

De modo anéalogo ao k-ésimo ntimero de Milnor, podemos definir, para uma folheagao
holomorfa F em (C?%,0), o k-ésimo ntimero de Tjurina em relagao a uma curva F-invariante

C, considerando o ideal maximal m = (z,y) de Os.

Definigao 3.2. Sejam F uma folheagao holomorfa em (C?,0) dada por w = P(z,y)dr +

Q(z,y)dy e C : {f = 0} uma curva reduzida F-inavariante. O k-ésimo ntmero de Tjurina

de F é definido por
Oy

(f) +m*(P,Q)
onde (P, Q) denota o ideal gerado por P e @, (f) é o ideal gerado por f e m é o ideal

™(F,C,0) = dim

maximal de O,.

E, desse modo, deduzimos também férmulas explicitas para o k-ésimo nimero de
Tjurina de uma folheagao holomorfa F com singularidades simples dos tipos nao-

degenerado e sela-no.
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Proposigao 3.3. Seja F um germe de folheagio com singularidade em (C? 0) com

simples nao degenerada na origem e C' uma separatriz convergente de F. Entao,
™(F,C,0) = 2k + 1.

Demonstragdao. Consideremos a curva C : {xy = 0}. Note que, como 0 € C? ¢ uma
singularidade simples do tipo nao degenerada, a folheacao F pode ser dada pela 1-forma

w = \xdy + ydz (2.3) e desse modo,

@
™(F,C,0) = dim -
( ) (zy) + (z,9)* Nz, y)
= dim k 10171 k—1
(zy) + (AahtL, ak=1y, . ayk-1)
= dim k 1021%1 k1
(zy) + Aokl ah=ly . yh+l)
) O,
= dim

(z,y) + (2", y)

portanto, uma base para esse quociente ¢ dada por {I1,Z,Z,..,z* 7, ...,y*} e assim,
(F,C,0) = 2k + 1. 0

Proposicao 3.4. Seja F um germe de folheagcao com singularidade do tipo sela no na

origem e e C' uma separatriz convergente de F. FEntao,
™(F,C,0) =2k +1+¢,

onde ¢ € 7*.

Demonstragdo. Consideremos a folheagao F dada pela 1-forma formal w = x**dy —y(1+
Ar)dz, A # 0 como em (2.4) e a curva C : {zy = 0}. Entdo

@
(zy) + (z, )k (=y(1 + Azt), z+1)
O,
(zy) + (2, y)k(—y, 211
O,
(.Z'y) ‘l‘ ($k+€+1, yk+1) :

™(F,C,0) = dim

= dim

= dim

+k+4

Note que uma base para esse quociente ¢ dada por {1, Z, ..., z*7, ¢, ..., #*, } e, portanto,

™(F,C,0) =2k + 14/
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3.3 Relacao entre os k-ésimos ntmeros de Milnor e

Tjurina de uma folheacao

Nesta se¢ao, investigamos a relagao entre os k-ésimos nimeros de Milnor e de Tjurina
associados a uma folheagao holomorfa F na origem. Inicialmente, estabelecemos uma
identidade que conecta essas duas quantidades por meio da dimensao de um quociente
envolvendo o ideal gerado pelas componentes da 1-forma definidora de F e o ideal da curva
separatriz. Em seguida, analisamos o caso particular das folheagoes quase-homogéneas,

nas quais essa relagao assume uma forma explicita e depende apenas de k.

Proposicao 3.5. Sejam F um germe de folheagao holomorfa com singularidade simples

na origem e C': f(x,y) = 0 curva separatriz de F. Entdao

(f)
m*(P,Q) N (f)

pF(F,0) = m8(F,C,0) + dim

Demonstrag¢ao. Denotemos por I = (P, Q) o ideal gerado por P e Q e C : {f(z,y) = 0}
curva separatriz de F. Segue do Lema 2.1, considerando M; = (f), My = mFI e M = O,

(f) + mkI Og Og

— — — 0
mkT mkT (f) +mkI

0—

é uma sequéncia exata. Desse modo,

& _ K im Y)
wi(F,0) =71"(F,C,0)+d mk(P,Q) N (f)

]

Para enunciarmos o proximo resultado, necessitamos da seguinte definicdo e do

teorema a seguir, ambos encontrados em |34, p. 181].

Defini¢ao 3.3. Seja w = a(x,y)dz + b(z,y)dy um germe de 1-forma holomorfa nao
dicritica na origem de C?. Seja I(w) = (a,b) C O o ideal gerado pelos germes de fungoes
holomorfas a,b e f uma equagao reduzida de Sep(w). Dizemos que w é quase-homogénea
se, e somente se, f € I(w). Dizemos que uma fungao holomorfa reduzida f é quase-

homogénea quando w = df é uma 1-forma quase-homogénea, isto é, se f pertence ao seu

ideal jacobiano J(f) = (g, g) )
T oy

Teorema 3.1. [31] Seja w o germe de 1-forma que definde uma folheagao e f uma equagao

reduzida de Sep(w). As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) w é quase-homogénea (isto ¢, f € I(w) := (P, Q));
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(2) w é d-quase-homogénea;

(3) df é quasi-homogeénea, isto é, f € J(f) = (d.f,d,f);

(4) df é d-quase-homogénea;

(5) Existe um sistema de coordenadas (u,v), fungées g, h € O com ¢(0,0) # 0, e inteiros

nao-negativos «, 3 e d tais que

f= Z aijuivj, gw = df + h(u,v)(fvdu — audv).

ai+Bj=d

Com esse resultado, conseguimos calcular a dimensao que aparece na Proposicao 3.5

no contexto de folheagoes do tipo curva genaralizada.

Teorema 3.2. Seja F uma folheacao do tipo curva generalizada nao dicritica definida
por w = P(z,y)dx + Q(x,y)dy em 0 € C?. Suponha que F seja uma folheagao quase-
homogénea. Seja C' : {f(z,y) = 0} a uniao total das separatrizes de F em 0 € C2.

Entao,
k(k—1)

HH(F,0) = TH(F,C,0) + ==

,VE>1

Demonstragdo. Primeiro, mostramos que m*~1(f) C m*(P, Q). De fato, pelo Teorema
3.1, existe um sistema de coordenadas (z,y) no qual f é um polinémio quase-homogéneo

de grau d com pesos (a, (), e existem g € Oy e h € Oy nao nulos tais que
gw = df + h(By dx — ax dy),

onde «, f € N. Portanto, temos

d h dx — d
w=Pdr+Qdy = f + h(Bydr — ax dy)

g
_ fodx + f,dy + h(By dz — ax dy)
g
_ (et Bhy)de  (fy—ahr)dy
g g

Assim, P = % e @ = % e sem perda de generalidade, podemos supor que

g = 1. Entao,
P=f.+phy, Q=f,—aha.
e
arP = axf, +apr(hy),  ByQ = Byf, — Bay(hz).
Portanto,

arP + ByQ = axfi + By fy,



33

e, pela identidade de Euler, obtemos
arP +ByQ =d- f = (f) C m(P,Q) = m" '(f) c m"(P,Q), para todo k > 1.

Em seguida, usando a sequéncia exata curta do Lema 2.1, temos:

' TR W we g
emes 0 YP.Q) + (f) 0
. 2 .oom y . 2
kg M e MW L0
Logo, obtemos
w*(P,Q) + ()

pF(F) = 7% F,C) + dim

m*(P, Q)

Aplicando novamente o Lema 2.1 e usando que m*~*(f) € m*(P, Q), temos

WP+ L D L D L O
W (P.Q)  wP.QN(f) () m

Portanto, concluimos que

k(k—1)

Mk(‘F) = Tk(]:v C) + 9

3.4 Algebras de Milnor e Tjurina

Nesta secao, estudamos as chamadas algebras de Milnor e de Tjurina associadas a uma
1-forma holomorfa com singularidade isolada na origem. Nosso objetivo é compreender de
que maneira essas algebras capturam informacoes sobre a estrutura local da singularidade
e, em particular, como se relacionam os nimeros de Milnor e de Tjurina em diferentes
ordens k.

Consideremos, portanto, a 1-forma holomorfa
n
W= ZAi(zl, ey Zn) dzi,
i=1

com singularidade isolada em 0 € C", onde cada A; € C{z,...,2,}, e suponhamos que
os germes A; e A; sejam primos entre si para todo ¢ # j. Observe que, no caso n = 2, a
forma w define uma folheagao holomorfa em (C?,0).

Denotemos por O,, o anel local dos germes de fung¢oes holomorfas em (C",0) e por m
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o seu ideal maximal.

Definicao 3.4. O k-ésimo nimero de Milnor de w em 0 é dado

Oy

k .
0)=d
p(w,0) = dim -~

onde I denota o ideal de O,, gerado pelos A;, isto é,

1= (Al,AQ, ,An)

Proposicao 3.6. Seja w = ZAidzi uma 1-forma holomorfa com singularidade isolada
i=1
em 0 € C". Entao

P w,0) = p(w,0) + Y Hps(j), V>0 (3.1)

j=0
miT

miti]

onde H,, ;(j) = dim € a funcgao de Hilbert-Samuel de I com respeito a m.

Demonstracao. Da sequéncia exata no Lema 2.1

0 mF I O, O, 0
mk+1] — mkE+1] mkT -
obtemos Vk > 0 .
. On . On . m I
dim vy dim p—y + dim vy
o que implica em
k41 k . m"]
o (w, 0) = p (W,0)+dlmm-
Agora, aplicando recursivamente a sequéncia exata para k,k —1,...,0, obtemos Vk > 0

[
Segue de |11, Capitulo 12] que H,, ;(j) coincide com P, ;(j) onde P, ; ¢ um polinémio
de grau n — 1, para valores grandes de j. De acordo com |14, p. 277|, a multiplicidade de
Samuel de m com respeito a I, denotada por e(m, I), satisfaz:
1 H,, (k
em 1)y Hmalk) (3.2)

(n — 1)! k—oo kn—1



35

Corolario 3.1. Considere w = ZAidzi uma 1-forma holomorfa com singularidade

i=1
isolada em 0 € C". Seja I = (Ayq,...,A,) o ideal de O,, gerado pelos Ays. Entao

li M]H_l (wa 0) — Mk(wa O) _ e(m, I)
111 = .
s o1 (n—1)!

Seja V. = {f(x1,29,...,24,) = 0} um germe de hipersuperficie complexa com
singularidade isolada em (C",0). Definimos o k-ésimo ntmero de Tjurina de w com

respeito a V' invariante por w, como

k : O,
"(w, V,0) = dim T ()

Seja R um anel e I um ideal de R. Seja f € R. Seguindo |2, p. 464], denotamos por
r¢(I) o minimo dos r € Zx; tais que f” € I. Se nao existir tal r, definimos r(I) = oo.
Seja ¢y o morfismo R/I — R/I definido por g+ I — fg+ I para todo g € R. Se M &
um R-modulo, denotamos por (M) o comprimento de M. Como de costume, chamamos
¢(R/I) de comprimento de I. Agora, enunciamos um resultado devido a Bivia-Ruas |2,

Teorema 3.2|:

Teorema 3.3. Seja (R,m) um anel local Noetheriano. Seja I um ideal de R de

comprimento finita e seja f € R tal que ry(I) < co. Entao

N S
¢ <(f)+l>
e a igualdade vale se, e somente se, Nuc(¢ysr) = ((f*1) +1)/I, onde r = r¢(I).

Como aplicacao imediata do teorema anterior, temos o seguinte resultado:

Corolario 3.2. Sejam w = 377 | Aj(2)dz; um germe de 1-forma holomorfa com
singularidade isolada em 0 € C" e V = {f(z) = 0} um germe de hipersuperficie complexa
com singularidade isolada em 0 € C" invariante por w. Suponhamos que ry(m”-I) < oo,

entao N
p (w, 0)
™ (w,V,0)

onde I = (Aq,...,Ay), e aigualdade vale se, e somente se, Nuc(pysr) = ((f*1) +1)/1,

< Tf(mk 1)

onde r =rs(I).

O proximo resultado estabelece uma relagao entre o (k + 1)-ésimo nimero de Tjurina
associado a um germe de hipersuperficie invariante por uma 1-forma holomorfa w e o

namero de Tjurina classico (caso k = 1).
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Proposicao 3.7. Seja w = Y77 | Aj(2)dz; um germe de I-forma holomorfa com
singularidade isolada em 0 € C" e V. = {f(z,y) = 0} um germe de hipersuperficie

tnvartante por w. Entao

k
W, V,0) = 7(w,V,0) + > H,(I,V,j), Vk=>0 (3.3)
=0
. - m"T+(f)
onde Hn(I, V,j) = dim m

Demonstracao. Novamente, pela sequéncia exata do Lema 2.1,

0 m*I + (f) N O, N O, 0
W () () we ()
onde (f) denota o ideal gerado por f. Obtemos
O, . O, . m"T +(f)
dim ——————— =dim ———— + dim —————*~.
Ty - ) T T ()
Portanto,
k
k1 _ ok - m* 4 (f)
T (W,VY,O)—’T (W,‘/Y,O)—‘—dlmm
m*7 + (f)
Definindo H,(I,V,j) = dim ————=*—, licand i t énci ta,
efinindo H,(I,V, ) m T 7 e aplicando recursivamente a sequéncia exata

obtemos
k

T w, V,0) = 7(w,V,0) + > Hu(I1,V, ).

=0
O
Subtraindo os resultados (3.1) e (3.3) obtidos nas proposi¢des acima, obtemos
k
/JJ]H_I((")? 0) - Tk—H (Ld, V7 0) = :u(wa O) - T<w7 V; O) + Z[Hn(lu ]) - Hn(Iu V; j)] (34)
=0

Assim, para dimensao n = 2, temos o seguinte resultado:

Corolario 3.3. Seja F : w = P(x,y)dz + Q(z,y)dy = 0 uma folheagao holomorfa em

(C2%,0) e V ={f(z,y) = 0} uma curva singular reduzida invariante por F. Entdo

,U’k+1<‘7:70) _Tk+1<f7v70> :M(fa()) _T(f7‘/70)+Z[H2<L]) _H2(17V7j>]

=0
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Além disso, se F € uma folheagao do sequndo tipo, entao

k
PN F,0) = 7Y (F, V,0) = u(V,0) = 7(V,0) + > _[Ha(1,5) — Ha(I,V, j)]
_ O
(fv ava ayf)

onde (V,0) = dim _O e 7(V,0) = dim

(0=f,0yf)

sao, respectivamente, 0s

numeros de Milnor e de Tjurina da curva V.

Demonstragao. Segue diretamente da equagao (3.4) acima e do Corolario B [16, p.28]. O
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4. Indice GSV e o k-ésimo numero de

intersecao polar

Este capitulo é dedicado ao estudo de dois invariantes locais associados a pares
formados por uma folheacao holomorfa singular e uma curva invariante: o indice GSV e
o k-ésimo numero de intersecao polar.

Inicialmente, consideramos o indice GSV para o contexto de folheacoes singulares no
plano complexo e relacionamos com o k-ésimo ntamero de Tjurina de uma curva reduzida
de separatrizes e do k-ésimo Tjurina da folheagao com respeito a essa curva.

Em seguida, estudamos o k-ésimo niimero de interse¢ao polar, que generaliza o conceito
de ntimero de interse¢do polar introduzido por Teissier [13] no contexto de folheagoes
holomorfas. Com base nessa construcao, apresentamos uma formulacao do Lema de
Teissier para os k-ésimos numeros de Milnor e o k-ésimo niimero de intersecao polar,

estabelecendo uma relagao entre esses indices associados a folheacao.

4.1 1Indice GSV

Seja F uma folheagao em C? definida pela 1-forma w = P(z, y)dx + Q(x,y)dy. Como
vimos no primeiro capitulo, o indice GSV de uma folheacao F com respeito a curva C' no

ponto p é definido por

1 horgy 1 dg 1 dh
GSV(F. Cop) = o /acgd(h> = omi /ac g 2mi Joo B (4.1)

onde g e h sao escolhidos conforme a equagao (2.5). Ou ainda,

GSV(F, C,p) = ip(f, h) = ip(f, 9);

onde g,h € C{x,y} sdo os elementos mencionados em (2.5) e f(x,y) = 0 uma equagao
reduzida para C'.
Nessa secao, iremos relacionar o indice GSV com o k-ésimo Tjurina da folheagao F

com respeito a curva C, obtendo uma generalizacao do seguinte resultado

Proposigao 4.1. [10, Proposicao 6.2/ Seja F uma folheagao singular em (C?,p) e C uma

curva reduzida de separatrizes de F. Entao

7(F,C,p) — 1,(C) = GSV(F, C,p).



39

Para isso, precisaremos dos seguintes Lemas:

Lema 4.1. Seja J um ideal de Oy e sejam P,Q, f,g € Oy com f e g primos entre si.

Entao
0, = dim 0, + dim —(92
(9P, gQ) - J + (f) (P.Q)-J+(f) (9)-J+(f)

Demonstracao. A demonstracao segue da seguinte sequéncia exata:

dim

O, o O, ER O,
(P,Q)-J+(f) (9P, 9Q) - J + (f) (9)-J +(f)

0—

— 0,

onde o é o homomorfismo de multiplicacao por g e d é o homomorfismo de projecao
natural induzido pela inclusao (P, gQ) - J + (f) C (g9) - J + (f). O

Lema 4.2. Seja J um ideal em Os, e sejam f, g, p € O, tais que (f,g) = 1, ou seja, f e
g sao primos entre si. Entao
O, Oy

dim ———— =dim

(f)-J+(9) m"‘io(f’g)-

Demonstracao. A demonstracao é consequéncia da sequéncia exata abaixo:

02 o 02 m 02

R 7 R TR N R

— 0,

onde ¢ é o homomorfismo de multiplicacao por f e m é o homomorfismo de projegao

natural induzido pela inclusdo (f)-J + (g) C (f,g). O

Lema 4.3. Sejam m o ideal maximal de Oy e g,h € Oy, com (f,g) = 1e (f,h) =1, e
uma 1-forma 7 tal que gw = hdf + fn. Entao

: O, . O, .
dim ————— = dim ————— + ip(h,
M i g o)
) @) @)
dim ———>—— = dim ———— + io (g, f).
@ Mwir(p 0D
Demonstracdo. Como m* é um ideal de O, o resultado segue diretamente pelo Lema 4.2.

]

Nesse contexto, apresentamos o seguinte resultado, que descreve a relagao entre o
indice GSV e os k-ntimeros de Tjurina de uma folheagao holomorfa e de uma curva

reduzida.

Teorema 4.1. Seja F uma folheagio holomorfa singular em (C2,0), e seja C' uma curva

reduzida de separatrizes de F. Entao, para todo k > 0

™(F,C,0) = t8(C) + GSV(F,C,0).
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Demonstra¢ao. Seja w = Pdr + Qdy uma 1-forma que induz F e seja f(z,y) = 0 a
equagao reduzida de C. Pela igualdade (2.5) temos gw = hdf + fn, onde n é uma 1-forma,
e g,h€ Oy com (f,g)=1e(f,h)=1
Assim, gPdx + gQdy = (ho,f + fn.)dx + (hd, f + fn,)dy, onde n = n,dx + n,dy.
Obtemos
gP = hOyf + fna, e gQ=ho,f + fn,. (4.2)

k

Como m" é um ideal de Oy, pelas igualdades (4.2), pelas propriedades de ideais e pelo

Lema 4.1, temos

dim O = dim O
(9P, 9@Q) - m* + (f) (hOuf + [11w, WOy f + fry) - m* + (f)
= dim 0,
(hOy f, hOy f) - mF + (f)
. O, . O,
= dim +dim —F————
(Ouf, 0y f) - m* + (f) (h) - m* +(f)
@)
= )+ dim ——2——.
A R
Por outro lado, novamente, pelo Lema 4.1 obtemos
. O, ) O, ) O,
dim = dim +dim ———
(9P, 9Q) - m* + (f) (P, Q) -mk+(f) () - mF+(f)
@
= 7MF,C,0) + dim ——>——.
TGO ()
Portanto, pelo Lema 4.3
HF,C0) = HC) = dim ——22 dim —— 22

(h)-m*+(f)  — (9)-mF+(f)
= ig(h, f) —io(g. f)
= GSV(F,C,0).

Corolario 4.1. Sejam F uma folheagdao holomorfa singular em (C%0) e C uma curva

reduzida de separatrizes de F. Entao
™(F,C,0) —7%(C,0) = 7(F,C,0) — 7(C,0) para todo k >0,
ou, equivalentemente,

™(F,C,0) — 7(F,C,0) = 7%(C) — 7(C) para todo k > 0.
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Em particular, 78(F,C,0) — 7(F, C,0) nao depende da folheagdo F.

Demonstracao. Como consequéncia da Proposicao 4.1, temos
GSV(F,C,0)=71(F,C,0)—7(C,0),

portanto, o resultado segue do Teorema 4.1. O

Coroléario 4.2. Seja F uma folheagao holomorfa singular em (C?,0) e C uma curva

separatriz de F. Entao, para todo k > 0.
™(F,C,0) = 77(C) — Varg(F,C) — CSo(F,C).

Demonstracao. O resultado segue da Proposicao 2.2 e do Teorema 4.1. O]

Consideremos agora F uma folheacao holomorfa definida no plano projetivo complexo
P2. O grau d de F ¢ definido como o ntimero de pontos, contados com multiplicidade,
onde F ¢é tangente a uma reta genérica. Considere uma curva algébrica C' C P? que seja
invariante por F, para mais detalhes veja em [30]. Dizemos que C' é nao dicritica se todo

ponto singular de F pertencente a C' também for nao dicritico.

Coroléario 4.3. Seja F uma folheacio holomorfa em P? de grau d, deizando invariante
uma curva algébrica nao dicritica C' de grau dy tal que, para cada p € Sing(F)NC, todos

0s ramos locais de Sepy,(F) estio contidos em C. Entao, para todo k,

> MFCop) =M p) = (d+2)dy — .

pESing(F)NC
Em particular, se 78(F,C,p) > 7%(C,p) para todo p € Sing(F)NC, entdo dy < d + 2.

Demonstragao. Este resultado segue de [1, Proposicao 4|,

> GSV(F,C,0) = (d+2)dy — df,

p€ESing(F)NC
e do Teorema 4.1. O

No resultado que segue, utilizaremos a notagao pu(F,C) para indicar a multiplicidade

da folheagao F ao longo da curva C. Mais detalhes sobre u(F, C), veja [10].

Coroléario 4.4. Seja F uma folheagio de sequndo tipo em (C* 0). Suponha que F seja

nao dicritica e que C' seja a curva total de separatrizes de F. Entao

™(F,C,0) = 78(C) + u(F,C) — u(C).
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Demonstragao. Pelo [16, Corolario 5.6], temos a seguinte igualdade
Como F ¢é de segundo tipo, entdo xo(F) = 0 por |16, Proposi¢ao 3.1]. Portanto,
w(F,0) — u(C) = 78(F,C,0) — 7%(C) pelo Teorema 4.1. O

Coroléario 4.5. Seja C uma separatriz de F e suponha que 7%(F,C,0) < 78(C) para
algum k > 0. Entdao F ¢ dicritica em 0 € C?.

Demonstracao. Suponha, por contradicao, que F seja nao dicritica em 0 € C2. Entao, C
é uma separatriz nao dicritica no sentido de Brunella (ver [1, p. 533]) e, por [4, Proposigao

6], temos que

GSV(F,C,0) > 0.

Assim, pelo Teorema 4.1, obtemos
™(F,C,0) > 7%(C), para todo k > 0.

Isso contradiz a hipotese. O]

Exemplo 4.1. Seja F a folheagao em (C?,0) definida por w = 4xydz + (y — 22?) dy.
Note que C': {y = 0} ¢ a tnica curva separatriz de F e que, em uma equagao (2.5) para
C,temos g =1, h =y — 2% e n =4dwdr. Assim, GSV(F,C,0) =2, 7*(F,C,0)=k+2e
™(C) = k. Logo,

GSV(F,C,0) = "(F,C,0) —7%(C) =2

Exemplo 4.2. Para a folheagao de Poincaré-Dulac F definida por
w=(ny+a")de—xzdy, n>2,

temos que F admite uma tnica separatriz C': {x = 0}. Como vo(F) =1# 0 =1(C)—1,

F nao é do segundo tipo. Além disso, para todo inteiro k > 0,

(k+1)(k +2)
> ,

Pk (F,0) = ™F.C,0)=k+1, C)=Fk GSV(F,C,0) =1

Exemplo 4.3. Seja F,, , : Wy = mady —ny dx e seja C : {y™ — 2" = 0} uma separatriz

de Fpm, com 2 < m < n. Pelo |20, Teorema A, item 1|, temos

@—kmn—m—n—l—l, 0<k<m,
™(0) =

2n—m)(m—1)

mk + 5 , k> m,
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mn—m-—n-+1+k>+k, 0<k<m,
k _
wIO) = (2n-m)(m-1) | K2

(m—Hk+ 22 B >m,

(E+2)(k+1) 0<k<m,
™ Fam G0) = ( )2< ) )( ) ]
k+2)(k+1 k+2—m)(k+1—m
5 — 5 ., k>m.
Além disso, como
my™ "t w=madly™ — ") — mn(y™ — z")dz,

obtemos para todo k£ > 0 que
GSV(Fpm,C,0) =m +n —mn.

Note que GSV (Fpm, C,0) = 7(Fpm,C,0) — 7(C) para todo k > 0, verificando o

Teorema 4.1.

Pelo exemplo anterior, deduzimos férmulas para o calculo do k-ésimo niimero de Milnor
e do k-ésimo ntmero de Tjurina da folheacao F,,,,. Em particular, ao considerarmos a

curva

C:{f(z,y) =0}

com vy(C') = n, segue que, para todo k > 0,

k+1)k
0, %, 0<k<n,

dim ———— = (4.3)
mF + (k+D)k  (k+1—n)(k—n)
(f) )k NEn) s,

4.2 k-ésimo indice polar

Nesta secdo, seguimos as referéncias [9], [I8] para o estudo das curvas polares
associadas a folheagoes singulares em (C?,0) e dos invariantes de intersegao polar
considerados neste trabalho. Em seguida, apresentamos a versao dos k-ésimos nimeros
de intersecao polar de uma folheacao holomorfa.

Seja F um germe de folheagao singular em (C2, 0), definido por uma 1-forma holomorfa
w = Pdx+Qdy, onde P e @) sao germes holomorfos sem fatores comuns. Para cada (a : b)
no plano projetivo complexo denotado porPg, define-se a curva polar de F relativamente
a (a : b), denotada por P}a:b), como o conjunto de zeros da equacao aP + b(Q) = 0.
Equivalentemente, em termos de formas diferenciais, a curva polar é caracterizada pela

condigao w A (bdx — ady) = 0.
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Observa-se que a curva polar P}a:b) nao possui ramos invariantes, exceto no caso em
que a reta ar + by = 0 seja uma reta invariante da folheacao. Ressalta-se ainda que a
nocao de curva polar estende-se naturalmente ao contexto das folheagoes formais, bem
como os invariantes associados a essa construgao.

Fixemos agora uma curva formal C' C (C?,0) invariante por F. Existe um subconjunto
aberto de Zariski nao vazio Ug C Pg, tal que, para todo (a : b) € Ug, a curva polar P}a:b)
nao possui ramos em comum com C', e o tipo de equisingularidade da uniao P}a:b) uc é
independente da escolha de (a : b) € Ug.

Diz-se que uma curva formal I' C (C?,0) é de tipo polar C-genérico se a uniao I' U C
é equisingular a Pj(ra:b) U C, para algum (equivalentemente, para todo) (a : b) € Ug (ver
[10]). Observe que, se C' C C” sao curvas formais invariantes, entdo toda curva formal I'
de tipo polar C’-genérico é também de tipo polar C-genérico.

No caso em que a folheacao F é nao dicritica, toda curva formal invariante C' esta
contida na curva Sr das separatrizes de F. Nessa situagao, dizemos que uma curva formal
I' é curva polar genérica se ela é de tipo polar Sr-genérico. Denotaremos curvas polares
genéricas da folheagao holomorfa singular F em (C2%0) por P7.

Define-se entdo o ntiimero de intersegao polar da folheagao singular F em (C2,0) com

respeito a uma separatriz de F dada por B = {h(x,y) = 0} é definido como

Oc

. _F _ .
i(P 7B’0)_dlm—(aP+5Q,h)'

(4.4)
Com base nas construgoes anteriores, introduzimos os k-ésimos ntmeros de intersecao

polar de F ao longo de uma curva reduzida invariante C', cuja definicao é dada a seguir.

Definigao 4.1. Seja C' = {f(x,y) = 0} uma curva reduzida invariante de uma folheagao
singular F em (C2,0). O k-ésimo nimero de intersegio polar de F em relagao a C' na

origem é o namero

O,
(P +BQ, f)-m*

Se F ¢ a folheagao Hamiltoniana associada a uma funcao f definida por df = f, dz+ f, dy,

i*(P*,C,0) = dim

0 k-ésimo numero de intersecao polar de F em relagao a C' é o nimero

O,
(aOuf + BOyf, f)-m*

Note que, quando k£ = 0, recuperamos o numero de intersecao polar classico de uma

*(PY,C,0) = dim

folheagao F em relacao a C definido anteriormente. Esses conceitos serao fundamentais

para a proxima secao onde relacionamos esses indices com o niimero de Milnor e o indice

GSV.
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4.3 Lema de Teissier para o k-ésimo ntiimero de Milnor

No inicio da década de 1970, Bernard Teissier introduziu o resultado conhecido como
Lema de Teissier. Esse resultado relaciona o ntimero de Milnor de uma hipersuperficie
singular ao nimero de intersecao entre a hipersuperficie e sua curva polar genérica,
revelando uma conexao geométrica profunda entre o aspecto topoloégico da singularidade
e as propriedades de suas polares, veja em [13]. Nosso objetivo é apresentar uma versao
relacionando com o k-ésimo ntiimero de Milnor de uma curva reduzida em 0 € C? e do
k-ésimo ntimero de intersecao polar da curva polar P¥ com a curva C.

Para isso, comecemos com o seguinte lema.

(@)
Lema 4.4. Seja J um ideal de Oy tal que dim72 < 00, e sejam 1, € Oy tais que
(1, ¢) =1, isto é, eles sdo primos entre si. Suponha que 14(¢)) < vy(p), entao
O,

O, .
dim —.
(¢)+J+ 1mJ

dim =i(¢, p) + dim

O,
(¥, )
Demonstra¢ao. Tome J = (hy, ..., hy), entao

(¢7¢)J = Whl, CIE 7¢hsa (,0h1, I Qphs)

Como 1y(v) < wy(p), podemos realizar uma troca elementar de geradores: existem

elementos ¢' € Oy e h; € O, tais que

' =1 (mod (hy,...,ph)), hi;=h; (mod (phy,...,phs)),

e além disso

(Vhy, ..., Vhg, ohy, ... ohs) = (WH,, ... R,

Assim, podemos identificar

0Oy @
(W.0) (e, PR

O, : L : : o

onde O = . Considere a sequéncia exata curta induzida pela multiplicagao
(phi,...,phs)
por ¢’ no quociente pelos h;:
(@) ! @] ~ O
0—s LN —0, (4.5)

(M, .., ) (Y'hy, ... U'hY) (¥')

onde 7 ¢é a projegao natural. A exatidao de (4.5) segue da construgao (a multiplicagao

por 7’ é injetiva no primeiro quociente e seu conticleo é o quociente por (¢')). Tomando
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dimensoes complexas (que sdo finitas sob nossas hipoteses) e usando a aditividade do

comprimento em sequéncias exatas curtas, obtemos

@) @ @)
di = dim¢ ——~ + dim¢ —. 4.6
g =gy T W) o)
Substituindo ', h por seus representantes congruentes modulo (hy, ..., phs) e usando

as propriedades elementares de ideais e quocientes, obtemos

dim & = dim o
T T W R
. O, . O,
= dim + dim
“(ha,. . he,oha, ... ohy) “ (W, ohy,. .., phy)
. 02 . 02
= dim¢g ———— + dim . 4.7
“(h,... hy) “ (W, 0ha,. .., phy) (4.7)
Agora, pelo Lema 4.2, podemos deduzir que
. O, . ) @)
dim =1(1, p) + dim . 4.8
. (1/}730}117"'790}18) ( gp) C(¢)+J ( )
Substituindo (4.8) em (4.7), concluimos a demonstragao. O

O exemplo a seguir foi elaborado com o auxilio do SINGULAR, por meio do qual

verificamos, para alguns valores de k, que o Lema 4.4 é satisfeito.

Exemplo 4.4. Sejam f,g € O, tal que f = 2* —y®> e g = 3> — 27 + z*y*. Note que
(f,9) =1equery(f) =3 <1y(g) =5. Usando o SINGULAR verificamos o Lema 4.4 para
0<k<10



k| dimOy/(f,g)m" | dim Op/m" | dim Oy/(f) +m"* | dim Os/(f, )
0 20 0 0 20
1 22 1 1 20
2 26 3 3 20
3 32 6 6 20
4 39 10 9 20
5) 47 15 12 20
6 56 21 15 20
7 66 28 18 20
8 77 36 21 20
9 89 45 24 20
10 102 %) 27 20

47
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Em [13], Teissier demonstrou (no contexto de hipersuperficies complexas) uma formula

que relaciona i(PY,C) e u(C), conhecida como Lema de Teissier:

Lema 4.5. |13, Prop. 1.2] Seja f € Oy tal que C' = {f = 0} seja uma curva reduzida em
0 € C?. Entao
i(PY,C) = u(C) +v(f) - 1.

Apresentamos a seguir uma versao do Lema de Teissier para os k-ésimos niimeros de

intersecao polar e de Milnor de uma funcao holomorfa.

Teorema 4.1. Seja f € Oy tal que C : {f = 0} ¢ uma curva reduzida em 0 € C2. Entao,

para todo inteiro k£ > 0, tem-se

i*(P1,C) = " (f) +vo(f) — 1.
Demonstragio. Aplicando o Lema 4.4 para J = m*, ¢ = f e p = P/ = ad,f + B9, f,
onde « e 3 sao genéricos, obtemos

O,
(afe + Bfy) +m*

| | 0
i“(PY,C) = i(PY,C) + dim —2 + dim (4.9)

Assumindo novamente que vy(f;) < 15(f,), e aplicando o Lema 4.4 a J =mF, ¢ =9, f e

@ = 0, f, obtemos

@) @)

k . 2 . 2

C)=ulC)+dim — + dim ————. 4.10
HH(O) = W(O) - dim 3+ dim (110
Das expressoes (4.9) e (4.10), segue que

pela equagao (4.3). Logo, concluimos a demonstragao pela aplica¢ao do Lema 4.5. O

Exemplo 4.5. Seja (V,0) uma singularidade isolada binomial definida por f = x? + y2.
Entéao, por [27, Proposigao 2.7],

. . O, 1+Ek2+k se0<k<?2
p(V,0) = dim ——7—p = .
m(%»gj) %k+1+%, se k>2

e o ntimero de intersegdo polar de ordem k de df com respeito a C': {f = z? + y*} (1:1)

2+ k2 +k, se0<k<?2
*F(PY,C) = dim — O =

entdo, i*(PY,C) — pk(V) = v(C) — 1.
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Com respeito a folheagoes, em 2022, Arturo Fernandez-Pérez, Evelia R. Garcia Barroso

e Nancy Saravia-Molina [16] estudaram uma relagao entre os niimeros de interse¢ao polar
i,(P7,C) e i,(P¥,C) do seguinte modo

Proposicao 4.2. [16, Prop. 5.4] Seja C : {f(z,y) = 0} uma curva reduzida e invariante
de uma folheacio singular F em (C? p). Entao,

GSV('F’ CuP) - 7:(73]:7 Cap) - i(Pdfv C7p)

Entao, obtemos o seguinte resultado O seguinte resultado relaciona o k-ésimo indice

de intersecao polar de F com o indice GSV'.

Teorema 4.2. Considere F uma folheagao nao-dicritica em (C2,0), e seja C : {f =0} a

uniao total de separatrizes de F. Se F é do segundo tipo, entao
*(PF,C,0) —i*(PY,C,0) =i(P”,C,0)—i(PY,C,0) = GSV(F,C,0).

Demonstragdo. Suponha que w = Pdx + Qdy. Aplicando o Lema 4.4 com J = mF,
Y =Pr =aP + BQ e = f, obtemos

O,
(aP + BQ) +m*’

i*(P7,0) =i(P”,0) + dim % + dim

onde « e  sao genéricos. De modo analogo, pelo Lema 4.4, temos

O,
(afx + ﬁfy) +mk

*(PY,C) =i(PY,C) + dim O—i + dim
m

Como F é de segundo tipo, segue que v(F) = v(aP + Q) = v(C) — 1 =v(af, + Bf,),

por [20, Prop. 2.4]. Consequentemente,

0, L 0,
(P +BQ)+m* " (afs + Bfy) + m

dim

pela equagao (4.3). A prova termina tomando a diferenca i*(P7,C) — i*(P¥,C) e
observando que i(P”,C) — i(P¥,C) = GSV(F, C) pela Proposi¢ao anterior 4.2. O
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5. Formula para o k-ésimo niimero

de Milnor e sobre a invariancia
topologica dos k-ésimos niimeros de

Milnor e Tjurina

5.1 Foérmula para o k-ésimo ntiimero de Milnor de uma

folheacao

Nesse capitulo, apresentamos uma relacao do k-ésimo ntimero de Milnor de uma curva
C' e 0 k-ésimo ntimero de Milnor de uma folheagao F com os respectivos niimero de Milnor
usuais. Para isso, consideremos F : w = P(z,y)dz + Q(z,y)dy um germe de folheagao em
0 € C? e que vy(F) = 1p(P) < 1p(Q). Seja F : w= Pdr+ Qdy uma folheacao singular
em 0 € C?. Admita que a multiplicidade algébrica de F satisfaz vo(F) = v(P) < 15(Q).
Aplicando o Lema 4.4 com J = m*, o) = P e ¢ = @, obtemos:

(P (F,0) = p(F) + dim 92 | i 22

= RS (5.1)

Seja C : {f = 0} a curva reduzida em 0 € C? definida por f € O,. Supondo

vo(fz) < vo(fy), obtemos novamente pelo Lema 4.4:

@ @
k o . 2 . 2

k(k+1
Observe que dim—i = ( 2+ ), e tendo em conta a equagao (4.3), para f € Oy com

m

v(f) =n:

O, @, se 0 <k < n;

m (k—|—21)k _ (k—&-l—g)(k‘—n)’ se k> n.

Assim como consequéncia direta da equagdes (5.2) e (5.3), obtemos o seguinte corolario:
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Corolario 5.1. Seja f € Oy e suponha que vy(f) = n. Entao

” w(f) + k(k+1), se 0 <k <n;
//[/ =

u(f)+k(k+1)—%(k_"+l), se k> n.

Note que podemos recuperar o Teorema 2.4 usando esse Corolério. Como mostramos

a seguir para o caso em que f satisfaz

f=a"+y? (2<a <a)

com tipo de peso (i,é;l). Note que f, = apz®~ ! e f, = ay™!

v(fs) < v(f,). O nimero de Milnor de f é dado por (a; — 1)(az — 1) e pelo Corolario 5.1,

e como a; < ao,

(al—l)(a2—1)+k(/€+1), seO§k<a1;
pH(f) =

(a1 — 1)(ag — 1) + k(k + 1) — Eza2bzath = ge | > g,

e abrindo as contas de

k— 2)(k — 1
(a1 — 1)(ap — 1) + k(k + 1) — EZat )2( a+1)
a? a k2
:alk—§+a1a2—a2—§+§1__2‘

Essa expressao coincide exatamente com a férmula obtida para o calculo do k-ésimo
numero de Milnor apresentada no Teorema 2.4. Os demais caso sao feitos de forma
analoga.

Quando f é um polindémio homogéneo quase-homogéneo, temos o seguinte resultado

de [27, Proposicao 2.6]:

Proposicao 5.1. Para uma singularidade isolada definida por um polinémio homogéneo

quase-homogéneo f € Clz,y|, temos:

Como aplicacao da Proposi¢ao 5.1, recuperamos o Teorema 2.3 e apresentamos uma

aplicacao para folheacoes singulares.

Teorema 5.1. Seja F uma folheacao singular em 0 € C2. Suponha que F seja nao

dicritica e do segundo tipo. Seja C' : {f = 0} a unido total das separatrizes em 0 € C2.
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Entao, assumindo que v(f,) < vo(f,), temos:

,Uk(]_—v 0) - ﬂk(c) = :U(‘Fu O) - N(C)

Em particular, F ¢ uma folheagao de curva generalizada se, e somente se, 1% (F,0) = u*(C)
para todo k& > 0.

Demonstracao. Admita que F seja uma folheacao nao dicritica definida por w = Pdx +
Qdy tal que vy(F) = vy(P), e seja C' : {f = 0} a unido total de todas as separatrizes em
0 € C% Como vy(f.) < 1o(f,), obtemos do Lema 4.4 que:
O (@)
k . 2 . 2
C) = u(C) 4+ dim — + dim ————. 5.4
pi(C) = p(C) + m lm(fx)—i—m’f (5.4)
Como F ¢é do segundo tipo, usando a Proposi¢ao ?? temos vo(F) = 15(C) — 1 = vo(fz).

Assim, segue da equagao (4.3) que:

dim L — dim L
(P)+mF 7 (fy) +mF

Portanto, a partir de (5.1) e (5.2) obtemos:

pH(F,0) = u(C) = u(F,0) — u(C).

Consequentemente, F é uma folheagio de curva generalizada se, e somente se, u*(F,0) =

pk(C) para todo k > 0, conforme o Teorema 7 de [7]. O

5.2 Sobre a invariancia topolégica dos k-ésimos

nimeros de Milnor e Tjurina

Dado f € Oy, segue dos Teoremas 2.28 e 2.26 de [23] que p*(f) e 7%(f) sdo invariantes
analiticos. A seguir, veremos que, em geral, o k-ésimo numero de Tjurina nao é um

invariante topologico. Especificamente, consideramos o caso de 7!(f).

Exemplo 5.1. Consideremos f(z,y) = y> — 27 e g(x,y) = f + 2%y. De acordo com |23,
p. 218|, as curvas C' = {f = 0} e C" = {g = 0} s@o topologicamente equivalentes, isto é,
existe um homeomorfismo ¢ : (C% 0) — (C?,0) tal que ¢(C) = C’. No entanto, utilizando

o software SINGULAR, obtemos:

> ring r=0, (x,y),ds;
> LIB "sing.lib";
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poly f=y3-x7;
poly g=f+x5y;
ideal m=x,y;
ideal J=jacob(f)+f;
ideal N=jacob(g)+g;
vdim(std(J));

vV V V V V V

12

> vdim(std(N));

11

> ideal Jil=jacob(f)*m+f;

> ideal J2=jacob(g)*m+g;

> vdim(std(J1)); // 1-th Tjurina number of f

14
> vdim(std(J2)); // 1-th Tjurina number of g
13
Isso mostra que 7'(f) = 14 # 13 = 7'(g) e, portanto, 7'(f) ndo é um invariante
topologico.

Com relagao ao k-ésimo nimero de Milnor de um germe f € Oy com vy(f) =m > 1,

o Corolario 5.1 afirma que

u(f) + k(k+1), se0<k<m
uh(f) =

p(f) + Kk + 1) — Emmt2lbemmtD ©ge o>,

Isso mostra que, em dimensao dois, u*(f) depende apenas de u(f), k e v5(f). Como pu(f)
¢ um invariante topologico (ver [13]) e vy(f) também é um invariante topologico (ver [16]),
segue que u*(f) também é um invariante topolégico. Em dimensoes maiores, o problema
da invariancia topolégica de p*(f) permanece em aberto.

Com respeito & invariancia topologica do k-ésimo ntimero de Milnor de uma folheacao,
podemos afirmar o seguinte: Seja F : w = Pdx + Qdy um germe de folheacao em 0 € C2.
Suponhamos que vy(F) = vp(P) < 19(Q). Aplicando o Lema 4.4, obtemos

O,

@
L B Oy
p(F,0) = p(F) + dim — —l—dlm—( e

Como consequéncia, p*(F,0) depende de u(F), de k e da multiplicidade algébrica
v(F) = wvy(P) (por hipotese). Sabe-se que a multiplicidade algébrica vy(F) é um

invariante biLipschitz (ver [39]) e que p(F) é um invariante topologico (ver |5]). Portanto,
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podemos concluir que p*(F,0) é um invariante biLipschitz, isto é, é preservado sob
equivaléncia Lipschitz.
O problema da invariancia topologica tanto da multiplicidade algébrica vo(F) quanto

de ;*(F,0) permanece em aberto.
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6. Sobre algumas conjecturas

Neste capitulo, apresentamos respostas a duas conjecturas relacionadas aos k-ésimos

ntmeros de Milnor e de Tjurina de uma fun¢ao holomorfa em dimensao dois.

6.1 Conjectura de Dimca-Greuel

Em [12], Dimca e Greuel questionaram sobre a relagao entre os ntimeros de Milnor e de
Tjurina de uma singularidade isolada de curva plana. Mais precisamente, questionaram
se para toda hipersuperficie com singularidade isolada (X,0) de curva plana vale a
desigualdade

u(x,0) 4
7(X,0) 3

Inicialmente, a desigualdade foi verificada apenas em classes especiais, como para
singularidade semi-quasi-homogéneas quase-homogéneas [12]. Posteriormente, o caso
geral foi resolvido por Almirén e Blanco [I], que demonstraram a desigualdade acima

para qualquer singularidade semi-quasi-homogénea (X,0). Mais recentemente, em 2020

Genzmer e Hernandes [25] mostraram a desigualdade para curvas planas singulares
irredutiveis.
Em [28, Conjectura 1.3], os autores conjecturam que, para qualquer curva plana isolada

C, vale para todo k > 0,

Th(C

~—

Eles consideraram a curva C' = {f = 0}, onde

f(x,y) — x2m+1 4 y2m+1 4 xm+1ym+17 m Z 17

{O) | #C)
7(C) © (0

e mostraram que

sao suficientemente proximos de % quando m é grande
o bastante.

No entanto, afirmamos que tal conjectura possui uma resposta negativa em geral.

Exemplo 6.1. Considere m = 2 e nesse caso, temos f = z° + y° + 23y3. Utilizando o

codigo SINGULAR

> ring r=0, (x,y),ds;
> poly f=x5+y5+x3y3;

> ideal m=x,y;
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> ideal J=jacob (f)*m*km*km*km*kmkmkmkm;
> ideal I=J+f;

> vdim(std(J)); // 8-&simo nimero de Milnor

78
> vdim(std(I)); // 8-ésimo nimero de Tjurina
50
Portanto,
) T84
8(f) 50 " 3
A seguir, apresentamos uma confirmagao a Conjectura 1.3 [28] para polinomios quasi-

homogéneos com uma restricao em k.

Teorema 6.1. Seja (V,0) = {(z,y) € C? : f(x,y) = 0} uma singularidade isolada
definida por um polinémio quasi-homogéneo f de multiplicidade algébrica vo(f). Entao,

para todo 0 < k < 1y(f), temos

k
p(f) 4
() 3
Demonstra¢io. Como 0 < k < vo(f), pelo Corolério 5.1 temos p*(f) = u(f) + k(k +1).
Além disso, para o caso quasi-homogéneo, por |27, Prop. 2.6], segue que
k(k—1
() =)+ D,

Usando as formulas validas no caso quasi-homogéneo, para 0 < k < 1(f) temos

W) = () k1), () =)+ PR,

Dessa segunda igualdade obtemos imediatamente

kz(kz2— D o B3k

() = u*(f) -
Assim, para 0 < k < 1y(f) o quociente procurado é

() u(f) + k(k+1)
Tk 2 '
D gy + EEEE

Para verificar que este quociente é estritamente menor que 4/3 basta verificar a inequagao

equivalente

k2+3/§>.

3(u(f) + k(k+1)) < 4 () +—
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Simplificando, obtemos a condi¢ao
w(f) > k* — 3k. (6.1)

Pelo comentério 7.4 de [17] temos que (vo(f) — 1)* < u(f). Mostramos agora que, para
todo inteiro k com 0 < k < vy(f),

(n(f) = 1)* > k* = 3k,

o que implica na equagao(6.1) e, portanto, a desigualdade desejada.
De fato,

(n(f) = 1)* = (k* = 3k) = (w(f) = 1 = k)(vo(f) — 1 + k) + 3k.

Como 0 < k < vo(f) temos vy(f) —1—k > 0e 3k > 0. Além disso, se k > 0 entao 3k > 0,
logo a diferenga é estritamente positiva; se k = 0 entao (vo(f) —1)% > 0 para 1(f) > 2 e

também obtemos a desigualdade. Assim
(vo(f) — 1)2 > k* -3k paratodo 0 <k < (f),

e portanto u(f) > (v(f) — 1)® > k* — 3k, que ¢é exatamente a condigao (x). Portanto,
para todo 0 < k < 1y(f)

Este resultado generaliza |28, Teorema E|, pois demonstra que a desigualdade

permanece valida nao apenas para o caso classico (k = 0), mas também para todos os

valores 0 < k < 15(f), quando f é um polinémio quasi-homogéneo.
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6.2 Sobre a conjectura para o limite inferior do k-ésimo
nimero de Tjurina de um polindmio homogéneo

quase-homogéneo

Em [27, Conjectura 1.1], os autores conjecturaram o seguinte limite inferior para o
k-ésimo nimero de Tjurina de uma hipersuperficie complexa:

Conjectura 1. Para cada k& > 0, assuma que
P . A =0}) = ay, . a).

Seja (V,0) = {(x1,...,2,) € C* : f(z1,...,2,) = 0}, com n > 2, uma singularidade
isolada definida por um polindmio quase-homogéneo homogéneo f(x1,...,z,) de tipo de

peso (wy,...,wy,;1). Entao
V) 2 (w1 wy).
Nesta secao, fornecemos uma resposta positiva & Conjectura 1 no caso n = 2. E, em
particular, este resultado generaliza o Teorema C de [27].

Teorema 6.2. Seja C' um germe de curva singular reduzida em 0 € C? definido por um

polindémio quase-homogéneo homogéneo f com peso do tipo (wq, wo; 1), com vo(f) > 1/w;.

Entao )
() > (i,—) |
w1 W2

Demonstracao. De fato, seja f seja um polindmio homogéneo quase-homogéneo de tipo
de pesos (1/wy,1/we; 1) e seja m = vy(f) > w% > 2. Entao, segue do Corolario 5.1, da
Proposigao 5.1 e da formula de Milnor-Orlik [36] que

oo JGE) () e DS hsm
(f) =

(L B 1> <L _ 1) i k(k2+3) _ (k—m+2)2(k:—m+1)’ k> m.

w1 w2

(L—l)(i—1>+@, se 0 <k < 1/w,

(L B 1) <L _ ) 4 k(k2+3) _ (k—l/w1+2)2(k—1/w1+1)’ se k> 1/w.

Essas formulas implicam que, para provar 75(f) > £%(1 /w1, 1/w,), basta mostrar que,

para m > 1/wy, vale a seguinte desigualdade:



(k—m+2)(k—m+1)

2 - 2

1

29

(6.2)

Note que, se m = o @ desigualdade torna-se uma igualdade, e nada ha a provar.

Portanto, suponhamos que m > 1/w; e provemos a desigualdade (6.2). Multiplicando e

eliminando fatores comuns em (6.2), vemos que ela é equivalente a

1 1 1
w1 w1 w1

Como m > 1/w;, podemos simplificar o fator (m — w%) e obter

1
2k > (m~|———3).
w1y

A desigualdade acima é imediatamente satisfeita, uma vez que consideramos k& > m >

1/'1,01.

]
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