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Resumo

Neste trabalho, introduzimos as noções do k-ésimo número de Milnor e do k-ésimo
número de Tjurina para um germe de folheação holomorfa no plano complexo com uma
singularidade isolada na origem. Desenvolvemos um estudo detalhado desses invariantes,
estabelecendo fórmulas explícitas e relacionando-os a outros índices associados a folheações
holomorfas. Em particular, obtemos uma expressão explícita para o k-ésimo número de
Milnor de uma folheação e, como consequência, uma fórmula para o k-ésimo número
de Milnor de uma função holomorfa. Analisamos o seu comportamento topológico,
demonstrando que o k-ésimo número de Milnor de uma função holomorfa é um invariante
topológico, enquanto o k-ésimo número de Tjurina não o é.

Na dimensão dois, fornecemos uma resposta positiva a uma conjectura proposta por
Hussain, Liu, Yau e Zuo, referente a um limite inferior ótimo para o k-ésimo número de
Tjurina de um polinômio quase-homogêneo. Apresentamos também um contraexemplo
a outra conjectura de Hussain, Yau e Zuo relacionada à razão entre esses invariantes.
Além disso, estabelecemos uma relação fundamental que liga os k-ésimos números de
Tjurina de uma folheação e de uma curva invariante por meio do índice de Gómez-Mont–
Seade–Verjovsky, e estendemos o Lema de Teissier ao contexto dos k-ésimos números de
interseção polar. Ademais, obtemos um limite superior para o k-ésimo número de Milnor
de uma folheação em termos do seu k-ésimo número de Tjurina ao longo de divisores
balanceados de separatrizes. Por fim, para folheações quase-homogêneas não dicríticas,
obtemos uma fórmula fechada para seus k-ésimos números de Milnor e de Tjurina.

Palavras-chave: folheação holomorfa; k-ésimo número de Milnor; k-ésimo número
de Tjurina; índice de folheações holomorfas; conjectura de Dimca-Greuel.



Abstract

In this work, we introduce the notions of the k-th Milnor number and the k-th Tjurina
number for a germ of holomorphic foliation on the complex plane with an isolated
singularity at the origin. We develop a detailed study of these invariants, establishing
explicit formulas and relating them to other indices associated with holomorphic foliations.
In particular, we obtain an explicit expression for the k-th Milnor number of a foliation
and, as a consequence, a formula for the k-th Milnor number of a holomorphic function.
We analyze their topological behavior, proving that the k-th Milnor number of a
holomorphic function is a topological invariant, whereas the k-th Tjurina number is not.
In dimension two, we provide a positive answer to a conjecture posed by Hussain, Liu,
Yau, and Zuo concerning a sharp lower bound for the k-th Tjurina number of a weighted
homogeneous polynomial. We also present a counterexample to another conjecture of
Hussain, Yau, and Zuo regarding the ratio between these invariants. Moreover, we
establish a fundamental relation linking the k-th Tjurina numbers of a foliation and of
an invariant curve via the Gómez-Mont–Seade–Verjovsky index, and we extend Teissier’s
Lemma to the setting of k-th polar intersection numbers. In addition, we derive an upper
bound for the k-th Milnor number of a foliation in terms of its k-th Tjurina number along
balanced divisors of separatrices. Finally, for non-dicritical quasi-homogeneous foliations,
we obtain a closed formula for their k-th Milnor and Tjurina numbers.

Keywords: holomorphic foliation; k-th Milnor number; k-th Tjurina number; Index
of holomorphic foliations; Dimca–Greuel conjecture.
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1. Introdução

Nos últimos anos, novos invariantes associados a germes de hipersuperfícies complexas
em 0 ∈ Cn têm sido introduzidos com o objetivo de desenvolver uma teoria de classificação
de singularidades. Entre eles, destacam-se os chamados k-ésimos números de Milnor e de
Tjurina de uma hipersuperfície.

Em 2017, Gert-Martin Greuel e Thuy Huong Pham [24] definiram as chamadas
k-ésimas álgebras de Milnor e Tjurina para K um corpo algebricamente fechado de
característica arbitrária, respectivamente do seguinte modo:

Tk(f) =
K[[x]]

(f,mkj(f))
, Mk(f) =

K[[x]]

mkj(f)
,

onde
K[[x]] = K[[x1, x2, . . . , xn]]

é o anel de séries formais sobre K com ideal maximal m , f ∈ K[[x]] e j(f) = (fx1 , . . . , fxn)

o ideal jacobiano de f .
Consideremos agora On = C{x1, . . . , xn} o anel local das séries de potências

convergentes, e m o seu ideal maximal. Para uma hipersuperfície com singularidade
isolada (V, 0) ⊂ (Cn, 0), onde V = V (f) = {f = 0} e f ∈ On, em 2023, Hussain, Liu, Yau
e Zuo [27] estudaram o k-ésimo número de Milnor e o k-ésimo número de Tjurina de V ,
dados respectivamente por

µk(V ) = dim
On

mkj(f)
, τ k(V ) = dim

On

(mkj(f), f)
, para todo inteiro k ≥ 0.

Pelo Teorema de Mather–Yau (ver, por exemplo, [23, Teoremas 2.26 e 2.28]), segue
que µk(V ) e τ k(V ) são invariantes analíticos. Quando V é uma singularidade de curva
binomial no plano, os autores demonstraram que µk(V ) e τ k(V ) são também invariantes
topológicos. Além disso, eles calcularam explicitamente µk(V ) e τ k(V ) para singularidades
binomiais; ver os Teoremas A, B e C em [27]. O artigo conclui com uma caracterização
analítica das singularidades simples de hipersuperfícies por meio das chamadas álgebras
k-ésimas de Yau; ver o Teorema D em [27].

Motivados por essas definições e resultados, o objetivo deste trabalho é definir os k-
ésimos números de Milnor e Tjurina de um germe de folheação holomorfa singular na
origem do plano complexo C2. O germe de folheação holomorfa singular, denotado por F ,
é definido por uma 1-forma holomorfa ω. Em uma vizinhança perfurada da origem, que
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supomos ser uma singularidade isolada de ω, a 1-forma ω induz uma decomposição do
espaço em folhas, isto é, curvas analíticas imersas que correspondem às soluções integrais
da 1-forma. Uma referência importante para o estudo topológico e geométrico da folheação
F são suas curvas separatrizes, ou seja, as curvas analíticas invariantes por F que contém
a origem do plano complexo C2. A propriedade de que uma folheação singular sempre
admite uma separatriz foi conjecutarada por C. Briot (1817-1882) e J.C. Bouquet (1819-
1885) e a conjectura foi solucionada positivamente em 1982 por C. Camacho e P. Sad em
[6].

Seja ω = P (x, y) dx+Q(x, y) dy um germe de 1-forma holomorfa na origem de C2 tal
que a folheação definida por ω possua singularidade isolada em 0 ∈ C2. Seja C = {f = 0}
um germe de uma curva complexa singular, onde f ∈ O2 é reduzida. Dizemos que C é
invariante por F se (ω∧df)/f ∈ Ω2(C2, 0). Definimos então o k-ésimo número de Milnor
de F na origem como

µk(F , 0) := dim
O2

(P,Q)mk
,

e o k-ésimo número de Tjurina de F ao longo de C como

τ k(F , C, 0) := dim
O2

(P,Q)mk + (f)
.

Note que, quando k = 0, temos µ0(F) := µ(F) e τ 0(F , C) := τ(F , C), que coincidem,
respectivamente, com o número clássico de Milnor de F , definido por Camacho–Lins
Neto–Sad [5], e com o número de Tjurina de F ao longo de C, introduzido por
Cano–Corral–Mol [9]. Observe também que, quando F é dada por uma integral primeira
holomorfa ω = df , temos µk(F , 0) = µk(C) e τ k(F , C) = τ k(C).

Naturalmente, essa definição estende-se aos germes de 1-formas holomorfas com

singularidade isolada na origem de Cn, como descrito a seguir. Seja ω =
n∑
i=1

Pi dxi e

V = {f = 0} uma hipersuperfície invariante por ω. Então, para todo inteiro k ≥ 0,
definimos o k-ésimo número de Milnor de ω por

µk(ω, 0) = dim
On

(P1, . . . , Pn)mk
,

e o k-ésimo número de Tjurina de ω com respeito a V como

τ k(ω, V, 0) = dim
On

(P1, . . . , Pn)mk + (f)
.

O desenvolvimento deste trabalho está organizado da seguinte forma:
O Capítulo 1 é dedicado à revisão dos conceitos fundamentais da teoria das folheações.

Além disso, revisamos os principais invariantes associados às singularidades, com ênfase
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nos números de Milnor e de Tjurina, e abordamos os k-ésimos números de Milnor e
de Tjurina no contexto das hipersuperfícies consideradas em Hussain, Liu, Yau e Zuo
[27], cuja abordagem serviu de motivação para este estudo. Por fim, discutimos alguns
resultados relativos às singularidades homogêneas quase-homogêneas.

O Capítulo 2 é dedicado à introdução e ao estudo dos k-ésimos números de Milnor
e Tjurina de uma folheação holomorfa singular em (C2, 0). Nesse capítulo, definimos o
k-ésimo número de Tjurina, estabelecemos relações entre os k-ésimos números de Milnor
e de Tjurina e introduzimos as respectivas álgebras associadas. Encerramos o capítulo
apresentando a seguinte fórmula, válida para o caso de folheações quase-homogêneas:

µk(F , 0) = τ k(F , C, 0) + k(k − 1)

2
, ∀ k ≥ 1.

a partir de uma caracterização de folheações quase-homogêneas devida a Mattei [32].
No Capítulo 3, demonstramos alguns resultados sobre dimensão de ideais em O2 que

serão importantes para a demonstração dos principais teoremas deste trabalho. Além
disso, estudamos a relação entre o índice de Gómez-Mont–Seade–Verjovsky (GSV) de F
ao longo de C na origem (ver [21]) e o k-ésimo número de Tjurina da curva separatriz C
e da folheação F dado por

τ k(F , C, 0)− τ k(C) = GSV (F , C, 0).

Em seguida, introduzimos o k-ésimo número de interseção polar de uma folheação F com
respeito a uma curva invariante C = {f = 0}. Como aplicação, provamos uma extensão
do Lema de Teissier [43], que fornece uma fórmula relacionando o k-ésimo número de
interseção polar com µk(f).

No Capítulo 4, apresentamos uma fórmula explícita para o k-ésimo número de Milnor
de uma folheação holomorfa F

µk(F , 0) = µ(F , 0) + dim
O2

mk
+ dim

O2

(P ) + mk
,

onde F é definida por ω = Pdx + Qdy e a multiplicidade algébrica de F satisfaz
ν0(F) = ν0(P ). Como consequência, obtemos uma fórmula explícita para µk(f) e
combinando este resultado com [27, Proposição 2.6], recuperamos os Teoremas A e B
da mesma referência. Mostramos ainda que o k-ésimo número de Milnor de um germe
f ∈ O2 é um invariante topológico, enquanto o k-ésimo número de Tjurina não é.

No Capítulo 5, discutimos uma conjectura sobre a razão entre µk e τ k, proposta em
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[28, Conjectura 1.3], que afirma que

µk(f)

τ k(f)
<

4

3
∀ k ≥ 0.

Utilizando o software Singular, fornecemos um contraexemplo que demonstra a falsidade
dessa conjectura no caso geral. Mostramos, no entanto, que a conjectura permanece
válida sob determinadas restrições sobre k. E finalizamos, apresentando uma resposta
positiva a conjectura proposta por Chuangqiang Hu, Stephen S.-T. Yau, Huaiqing Zuo
em [27, Conjecture 1.1], sobre o limite inferior para o k-ésimo número de Tjurina de uma
hipersuperfície complexa no caso em que C é um germe de curva singular reduzida em
0 ∈ C2 definido por um polinômio quase-homogêneo f com peso do tipo (w1, w2; 1), com
ν0(f) ≥ 1/w1.
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2. Preliminares

2.1 Folheações Holomorfas

Nesta seção, apresentamos os conceitos fundamentais, exemplos e resultados relevantes
relacionados às folheações holomorfas. Embora a teoria seja bastante ampla, neste
trabalho concentraremos a atenção nas folheações definidas por 1-formas holomorfas
em C2, que desempenharão papel recorrente nos capítulos subsequentes. A seguir,
introduzimos a definição geral de folheação; uma exposição mais abrangente da teoria
pode ser consultada em [30].

Definição 2.1. SejaM uma variedade complexa de dimensão complexa n. Uma folheação
holomorfa de dimensão k, ou codimensão n−k, 1 ≤ k ≤ n−1, é uma decomposição F de
M em subvariedades complexas disjuntas (chamadas folhas da folheação F) de dimensão
complexa k, imersas de forma bijetiva, satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) Para todo p ∈ M , existe uma única subvariedade Lp da decomposição que contém
o ponto p (chamada folha por p);

(ii) Para todo p ∈ M , existe uma carta holomorfa de M (chamada carta distinta de
F), (ϕ, U), p ∈ U , ϕ : U → ϕ(U) ⊂ Cn, tal que ϕ(U) = P × Q, onde P e Q são
subconjuntos abertos tipo polidisco em Ck e Cn−k, respectivamente;

(iii) Se L é uma folha de F tal que L ∩ U ̸= ∅, então

L ∩ U =
⋃

q∈DL,U

ϕ−1(P × {q}),

onde DL,U é um subconjunto enumerável de Q. Os subconjuntos de U da forma
ϕ−1(P × {q}) são chamados de placas da carta distiguinda (ϕ, U).

Uma folheação de dimensão um é chamada folheação por curvas. Nesse caso, as folhas
são superfícies de Riemann imersas de forma bijetiva na variedade ambiente. Além desse
exemplo, dois exemplos clássicos de folheações são apresentados a seguir e podem ser
encontrados em [30].

Exemplo 2.1. Se considerarmos qualquer decomposição de Cn na forma Cn = Ck×Cn−k,
tal decomposição define uma folheação F de dimensão k em Cn. As folhas de F são os
subespaços afins Ck × {q}, com q ∈ Cn−k.
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Exemplo 2.2. (Folheações geradas por 1-formas diferenciais) Seja M uma variedade
complexa de dimensão n e ω uma 1-forma holomorfa não identicamente nula em M . Seja
S = {p ∈M ; ωp ≡ 0} o conjunto singular de ω. Nesse caso, ω induz uma distribuição de
hiperplanos Ω no aberto N =M \ S definida por

Ωp = Nuc(ωp) = {v ∈ TpM ; ωp(v) = 0}.

Agora, dizemos que ω (ou Ω) é integrável se existe uma folheação holomorfa F em N

tal que TF = Ω (isto é, TpF = Ωp). Um resultado clássico, conhecido como Teorema
de Frobenius, afirma que ω é integrável se, e somente se, ω ∧ dω = 0. Costuma-se dizer
que a folheação F é definida pela equação diferencial ω = 0 e que as folhas de F são
subvariedades integrais dessa equação.

Definição 2.2. [30] Seja M uma variedade complexa de dimensão n ≥ 2. Uma folheação
holomorfa singular de codimensão um em M é um objeto F determinado por coleções
{Uα}α∈A, {ωα}α∈A e {gαβ}Uα∩Uβ ̸=∅, tais que:

(i) {Uα}α∈A é um recobrimento aberto de M .

(ii) Para cada índice α, ωα é uma 1-forma holomorfa, integrável e não identicamente
nula em Uα.

(iii) gαβ ∈ O∗(Uα ∩ Uβ).

(iv) Se Uα ∩ Uβ ̸= ∅, então
ωα = gαβ · ωβ em Uα ∩ Uβ.

Além disso, para cada ωα definimos o conjunto singular por

sing(ωα) = {p ∈ Uα | ωα(p) = 0} =: Sα.

Observamos que Sα é um subconjunto analítico de Uα e das condições (iii) e (iv), segue
que

Sα ∩ Uα ∩ Uβ = Sβ ∩ Uα ∩ Uβ.

Assim, a união desses conjuntos Sα define um subconjunto analítico S de M . Esse
conjunto, denotado por sing(F), é chamado de conjunto singular de F .

Dizemos que duas folheações F e F1 coincidem se

sing(F) = sing(F1) e F|M\sing(F) = F1|M\sing(F1).
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No caso em que sing(F) = ∅, vemos que F é uma folheação de codimensão um, à qual
chamamos de folheação regular.

Proposição 2.1. [8, Proposição 2.21] Uma folheação F em Cn pode ser definida por uma
1-forma holomorfa integrável global.

Em particular, se F é uma folheação em (C2, 0), segue da Proposição X que existe um
polidisco U ⊂ C2 centrado na origem e uma 1-forma holomorfa integrável ω definida em
U tal que F|U é definida por ω. Assim, em U , temos

ω = P (x, y) dx+Q(x, y) dy, (2.1)

ou por seu campo de vetores dual

v = −Q(x, y) ∂
∂x

+ P (x, y)
∂

∂y
(2.2)

onde P (x, y), Q(x, y) ∈ C{x, y} são relativamente primos, sendo C{x, y} o anel das séries
de potências convergentes em duas variáveis com coeficientes complexos. Define-se a
ordem da folheação F no ponto m por

νm(F) = min{νm(A), νm(B)},

onde, para X ∈ C{x, y}, νm(X) representa a ordem do primeiro termo do jato não nulo
da série de Taylor de X. Se νm(F) = 0, o ponto é não singular, pois pelo menos uma das
componentes tem termo de ordem zero. Se νm(F) > 0, a origem é ponto é singular.

Um germe de folheação holomorfa singular F em (C2, 0) é definido por um germe de
1-forma holomorfa integrável em 0 ∈ C2 do tipo ω = P (x, y)dx+Q(x, y)dy onde P,Q não
possuem fator comum. A forma ω determina F a menos de uma multiplicação por uma
unidade em C{x, y}.

Seja f(x, y) ∈ C[[x, y]] reduzida, onde C[[x, y]] é o anel de series de potências formais
nas variáveis x, y. Uma curva C = {f(x, y) = 0} é dita invariante pela folheação F
ou F -invariante se ω ∧ df = (f.h)dx ∧ dy, onde h(x, y) ∈ C[[x, y]]. Uma separatriz de
F é uma curva irredutível e F -invariante. Dizemos que tal separatriz é uma separatriz
analítica ou convergente se f ∈ C{x, y}. Em [6], Camacho e Sad mostram que toda
folheação holomorfa em (C2, p) com uma singularidade isolada p possui ao menos uma
separatriz convergente passando por p. O conjunto de todas as separatrizes da folheação
F é denotado por Sepp(F). Se Sepp(F) é um conjunto finito, dizemos que F é uma
folheação não-dicrítica, caso contrário, F é dita dicrítica.

Na sequência, introduzimos a noção de singularidades reduzidas de uma folheação,
conceito fundamental para alguns resultados que discutiremos na próxima seção.
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Ressaltamos que essa definição já se encontra consolidada na literatura, podendo ser
consultada, por exemplo, em [30, Definição 1.17].

Definição 2.3. Um ponto p ∈ C2 é uma singularidade reduzida ou simples de F se a
parte linear Dv(p) do campo de vetores dual a F dado como na equação (2.2) é não-nula
e seus autovalores λ1, λ2 ∈ C satisfazem um dos seguintes casos:
(1) λ1λ2 ̸= 0 e

λ1
λ2

/∈ Q+( singularidade não-degenerada ou singularidade hiperbólica

complexa);
(2) λ1 ̸= 0 e λ2 = 0 (singularidade sela-nó)

No primeiro caso (1), existe um sistema de coordenadas analíticas (x, y) em que F é
dada pela equação

ω = x(λ1 + a(x, y))dy + y(λ2 + b(x, y))dx, (2.3)

onde a(x, y), b(x, y) ∈ C{x, y} são não-unidades. O conjunto Sepp(F), neste caso, é
formado por duas curvas analíticas dadas por {x = 0} e {y = 0}.

Com relação ao segundo caso, quando a singularidade é do tipo sela-nó, a menos de
uma mudança formal de coordenadas, a folheação F é dada por uma 1-forma do tipo

ω = xℓ+1dy − y(1 + λxℓ)dx, (2.4)

onde λ ∈ C e ℓ ∈ Z∗
+. Essa é chamada a forma normal da sela-nó (veja em, [35, Proposição

4.3]). As curvas {x = 0} e {y = 0} são denominadas, respectivamente, separatriz forte
e separatriz fraca. A separatriz forte é sempre convergente, enquanto a fraca pode ser
convergente ou não.

2.2 Redução de Singularidades

Para introduzir o estudo da redução de singularidades, é necessário apresentar o
processo de blow-up (ou explosão), o qual será descrito nesta seção. Neste trabalho,
concentramos nossa atenção na construção do blow-up de C2 na origem.

Consideremos duas cópias de C2, denotadas por U e V , com coordenadas (t, x) e
(s, y), respectivamente. Definimos a variedade complexa C̃2 identificando cada ponto
(t, x) ∈ U \ {t = 0} com o ponto (s, y) = α(t, x) = (1/t, tx) ∈ V \ {s = 0}.

O divisor excepcional de C̃2 é, por definição, a subvariedade D de C̃2 tal que
U ∩ D = {x = 0} e V ∩ D = {y = 0}. Observando que y = tx, concluímos que D
está bem definido e é biholomorfo a C = CP(1).

Por fim, consideremos a aplicação holomorfa π : C̃2 → C2 definida por

π|U(t, x) = (x, tx) e π|V (s, y) = (sy, y).
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Note que π está bem definida, pois em U ∩V temos y = tx e x = sy. Além disso, π possui
as seguintes propriedades:

• π−1(0) = D;

• a restrição π|C̃2\D : C̃2 \D → C2 \ {0} é um biholomorfismo;

• π é própria.

Dizemos que C̃2 é o blow-up de C2 na origem e que π é a aplicação de blow-up. Agora,
se π : C̃2 → C2 é blow-up de C2 na origem, podemos considerar a expressão de π na
coordenada (t, x) e obter:

f ◦ π(t, x) = f(x, tx) =
∞∑
j=k

fj(x, tx) = xk
∞∑
j=k

xj−kfj(1, t) = xkfU(t, x),

onde k = ν0(t), de modo que

π−1(C) ∩ U = {x = 0} ∪ {fU(t, x) = 0}.

De maneira análoga, na coordenada (s, y) obtemos

π−1(C) ∩ V = {y = 0} ∪ {fV (s, y) = 0},

onde

fV (s, y) =
∞∑
j=k

yj−kfj(s, 1).

Portanto,
π−1(C) = D ∪ C̃,

onde
C̃ = {fU = 0} ∪ {fV = 0}.

A curva C̃ definida acima é chamada de transformada estrita de C. Embora o processo
de redução de singularidades não seja único, existe uma redução minimal, única a menos
de isomorfismo, denominada redução minimal de singularidades de F . Para prosseguir,
mencionamos dois resultados fundamentais que motivam o uso do blow-up na análise de
folheações holomorfas.

O primeiro é o clássico Teorema da Separatriz de Camacho–Sad [6].

Teorema 2.1. Toda folheação holomorfa de dimensão um em uma variedade complexa
de dimensão dois, com uma singularidade isolada, admite ao menos uma separatriz
convergente passando por essa singularidade.
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Consideremos então uma folheação holomorfa F em uma vizinhança da origem de C2,
com singularidade isolada na origem, definida por ω = A(x, y) dx+B(x, y) dy. O blow-up
de ω induz uma nova folheação F∗ em C̃2, a qual pode ser estudada nas cartas locais de
π. Para detalhes técnicos dessa construção, remetemos o leitor a [30, Seção 1.6, p. 41].

Outro conceito importante é o de blow-up dicrítico: dizemos que um blow-up π é
dicrítico em relação a uma folheação F em (C2, 0) quando o divisor excepcional π−1(0) não
é invariante pela folheação transformada F∗; caso contrário, π é chamado não-dicrítico.

Por fim, destacamos um resultado central no estudo da redução de singularidades que
determina a existência de uma redução de singularidades.

Teorema 2.2 (Redução de Singularidades). Seja F o germe de uma folheação em (C2, 0).
Então, existe um morfismo π : D → (C2, 0), onde D é o divisor excepcional de F obtido
por um número finito de blow-ups de pontos, tal que toda singularidade de π∗F é uma
singularidade reduzida.

Esse resultado permite obtermos uma descrição local mais simples do comportamento
da folheação.

Dizemos que uma folheação F é do tipo curva generalizada se, no seu processo
de redução de singularidades, não aparecem singularidades do tipo sela–nó [8]. Uma
singularidade do tipo sela-nó é uma sela–nó tangente se sua separatriz fraca está contida
no divisor excepcional D = π−1(0). Podemos, então, considerar uma classe mais ampla
de folheações, denominada folheações do segundo tipo, que são definidas pela ausência de
singularidades do tipo sela-nó tangente no seu processo de redução de singularidades, veja
[8]. Tais folheações possuem a seguinte propriedade:

Teorema 2.1 ([38, p. 80]). Seja F uma folheação do segundo tipo com singularidade
isolada em 0 ∈ C2. Se C é o conjunto de separatrizes de F , então C e F possuem o
mesmo processo de redução de singularidades.

2.3 Índices de folheações holomorfas

Nesta seção reunimos alguns invariantes clássicos que servirão de base para os
resultados desenvolvidos posteriormente. Recordamos os números de Milnor e Tjurina
de uma folheação F , que são, respectivamente, invariantes topológico e analítico. Em
seguida, apresentamos os principais índices do tipo resíduo: o índice de Camacho–Sad, o
índice GSV e o índice variacional.
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2.3.1 Número de Milnor

O número de Milnor é um dos invariantes mais clássicos e fundamentais no estudo
local de singularidades de funções holomorfas. Para uma função f ∈ On com ponto
crítico isolado na origem, o número de Milnor µ0(f) [37] é definido como a dimensão do
espaço de funções holomorfas modulo o ideal jacobiano gerado pelas derivadas parciais de
f :

µ0(f) := dimC
On(

∂f
∂x1
, . . . , ∂f

∂xn

) .
Com isso, podemos apresentar a definição do número de Milnor de uma hipersuperfície.

Definição 2.4. Seja (X, 0) uma hipersuperfície com singularidade isolada em (Cn, 0),
n ≥ 1. O número de Milnor de (X, 0) é definido como

µ0(X) = µ0(f),

onde f : (Cn, 0) → (C, 0) é qualquer função holomorfa reduzida tal que f−1(0) = X.

Analogamente, no contexto de folheações holomorfas singulares definidas por 1-formas,
o número de Milnor também pode ser definido como a dimensão do quociente do anel
local de funções pelo ideal gerado pelos coeficientes da 1-forma que define F . Mais
precisamente:

Definição 2.5. Se ω =
∑n

j=1Aj(z) dzj é uma 1-forma holomorfa com singularidade
isolada em 0 ∈ Cn, então o número de Milnor de ω é dado por

µ0(ω) := dimC
On

(A1, . . . , An)
.

No caso de uma folheação por curva em C2, definidas pela 1-formas diferencial ω, o
número de Milnor da folheação F é simplesmente µ0(F) := µ0(ω). O número de Milnor
de uma 1-forma como definido acima possui algumas propriedades. Usaremos nessa parte
as referência [6], [8] e [19], considerendo o caso em que F é uma folheação holomorfa em
(C2, 0).

1. µ0(F) = 0 se, e somente se, v(0) ̸= 0, onde v é o campo vetorial definido em (2.2) ;

2. 0 < µ0(F) <∞ se, e somente se, 0 é uma singularidade isolada de v.

Para facilitar a escrita, sempre que nos referimos à dimensão estaremos falando sobre
a dimensão complexa do quociente e, por isso, omitiremos a notação dimC e escrevemos
apenas dim.
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Definição 2.6. O número de Milnor µ0(F) de uma folheação F em 0 ∈ C2, dada por
uma 1-forma ω = P (x, y) dx+Q(x, y) dy, é definido por

µ0(F) = i0(P,Q)

onde i0(P,Q) é o número de interseção dado por

i0(P,Q) = dim
O2

(P,Q)
,

onde (P,Q) denota o ideal de O2 gerado por P e Q.

Como P e Q são primos entre si, segue que µ0(F) é um inteiro não-negativo. O número
de Milnor de uma folheação é um invariante topológico, como mostrado em [5, Teorema
A], o que significa que, se F e F ′ são folheações holomorfas unidimensionais localmente
topologicamente equivalentes nos pontos p e p′, respectivamente — ou seja, existe um
homeomorfismo φ entre vizinhanças de p e p′ que leva folhas de F em folhas de F ′, com
φ(p) = p′ — então

µp(F) = µp′(F ′).

Além disso, a multiplicidade de interseção possui as seguintes propriedades
fundamentais:

1. i0(a, b) = i0(b, a);

2. i0(aa′, b) = i0(a, b) + i0(a
′, b);

3. i0(a, b) <∞ se, e somente se, a e b não possuem fatores comuns;

4. i0(a, b) = 0 se, e somente se, a(0) ̸= 0 ou b(0) ̸= 0;

5. i0(a, b) = i0(a, b+ k1a) e i0(a, b) = i0(a+ k2b, b), para qualquer k1, k2 ∈ C{x, y};

6. Se a = cmx
m e b = cny

n, com m,n ≥ 1 e cm, cn ∈ C∗, então i0(a, b) = mn.

Exemplo 2.1. Considere o polinômio

f(x, y) = x3y + x4 + y5.
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Vamos calcular o número de Milnor de f :

µ0(f) = i0(fx, fy)

= dim
O2

(3x2y + 4x3, x3 + 5y4)

= dim
O2

(x2(3y + 4x), x3 + 5y4)

= dim
O2

(x2, x3 + 5y4)
+ dim

O2

(3y + 4x, x3 + 5y4)
( pela propriedade (2))

= dim
O2

(x2, y4)
+ dim

O2

(y, x3 + 5y4)
( pela propriedade (5))

= 8 + 3 = 11.

Ou ainda podemos calcular o número de Milnor usando o software Singular [11] pelo
seguinte código

> LIB "sing.lib"; // package com comandos "milnor" e "tjurina"

> ring r = 0,(x,y),ds; // anel local

> poly f = x3*y + x4 + y5;

> milnor(f);

11

2.3.2 Número de Tjurina

O número de Tjurina, nome dado devido a G. Tjurina, é um invariante que apareceu
pela primeira vez em [40], onde foi caracterizado como a dimensão do espaço base de uma
deformação semi-universal de uma hipersuperfície. No contexto de hipersuperfícies, esse
índice é definido da seguinte forma:

Definição 2.7. [23, Definição 2.1] Seja X : {f = 0} o germe de uma hipersuperfície
reduzida, com f ∈ On. O número de Tjurina de (X, 0) é dado por

τ0(C) = dim
On

(f, ∂f
∂x1
, . . . , ∂f

∂xn
)
.

No contexto de folheações em (C2, 0), o número de Tjurina foi definido por Cano F.,
Corral N. e [9, pg.24].

Definição 2.8. Seja F uma folheação singular em (C2, 0) definida pela 1-forma ω =

P (x, y) dx+Q(x, y) dy e C : {f(x, y) = 0} uma curva analítica reduzida F -invariante. O
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número de Tjurina de F com respeito a C é

τ(F , C, 0) = dim
O2

(f, P,Q)
.

Exemplo 2.2. Considere a função

f(x, y) = x3y + x4 + y5.

Calculamos inicialmente as derivadas parciais fx = 3x2y + 4x3 e fy = x3 + 5y4. O
número de Tjurina de f na origem é definido por

τ0(f) = dimC
O2

(f, fx, fy)
= dim

O2

(x3y + x4 + y5, 3x2y + 4x3, x3 + 5y4)
.

Usaremos para calcular o número de Tjurina o software Singular, cujo o código utilizado
é o que segue

> LIB "sing.lib"; // package com commandos "milnor" and "tjurina"

> ring r = 0,(x,y),ds; // anel local

> poly f = x3*y + x4 + y5;

> tjurina(f);

10

2.3.3 Índices do tipo resíduo de germe de folheações holomorfas

Seja F uma folheação holomorfa singular definida em uma vizinhança de p ∈ C2,
representada por uma 1-forma holomorfa ω, com singularidade isolada em p. Suponha
que C é uma curva analítica F -invariante, dada por f(x, y) = 0, onde f(x, y) ∈ C[[x, y]]
é uma série de potências formal reduzida.

Diversos índices locais podem ser associados ao par (F , C), cada um refletindo aspectos
distintos da interação entre a folheação e a curva invariante. A seguir, apresentamos
três desses invariantes: o índice de Gómez-Mont–Seade–Verjovsky (GSV), o índice de
Camacho–Sad e o índice variacional.

Como no caso convergente, existem elementos g, h ∈ C[[x, y]], dependentes de f e ω,
tais que f e g e f e h são relativamente primos, e uma 1-forma η satisfazendo

gω = h df + f η, (2.5)

conforme estabelecido em [41, Lema 1.1].

Definição 2.9. O índice GSV de F com respeito à curva C no ponto p é então definido
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por
GSV(F , C, p) = 1

2πi

∫
∂C

h

g
d
(g
h

)
, (2.6)

onde g e h são escolhidos conforme a equação (2.5).

Esse índice foi originalmente introduzido em [21]. No caso em que a curva
C é irredutível, a expressão acima admite uma forma equivalente baseada numa
parametrização de Puiseux:

GSV(F , C, p) = ordt

(
h

g
◦ γ(t)

)
= ip(f, h)− ip(f, g), (2.7)

onde γ(t) é uma parametrização de Puiseux de C, e ip(f, h) representa a multiplicidade
de interseção dos germes f e h no ponto p.

Outro índice associado ao par (F , C) é o índice de Camacho–Sad, definido por

CSp(F , C) = − 1

2πi

∫
∂C

1

h
η,

onde ω = h · η, sendo h e η conforme a equação (2.5). Esse índice no caso em que C é
irredutível, mede a obstrução para que a curva C seja uma folha da folheação F no ponto
singular.

Para todo ponto q ∈ C \ {p}, temos que q é um ponto regular da folheação. Assim,
existe uma 1-forma holomorfa ζ, definida em uma vizinhança de p, tal que

dω = ζ ∧ ω.

Embora ζ não seja unicamente determinada, quaisquer duas escolhas possíveis diferem
por uma 1-forma que se anula ao longo das folhas da folheação. Em particular, a restrição
de ζ a cada folha é univaluada, permitindo definir uma forma multivaluada ζ em uma
vizinhança de p, cuja restrição a cada folha de F é bem definida, veja em [29].

O índice Variacional de F com respeito à curva C no ponto p, definido por B.
Khanedani e T. Suwa em 1997 [29] é dado por:

Varp(F , C) =
1

2πi

∫
∂C

ζ,

em que ∂C é um pequeno laço orientado positivamente ao redor da origem, contido em
C \ {p}.

Os índices associados a uma separatriz de uma folheação satisfazem uma relação
precisa, descrita no resultado a seguir, devido a Brunella.
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Proposição 2.2. [4, Proposição 5] Se S é separatriz de F no ponto p, então

Varp(F , S) = GSV(F , S, p) + CSp(F , S).

Enquanto o resultado anterior relaciona os índices Variacional, GSV e Camacho–Sad
ao longo de uma separatriz, o próximo resultado estabelece uma relação do índice GSV
com o número de Tjurina de uma curva e de uma folheação.

Proposição 2.3. [16, Proposição 6.2] Seja F uma folheação singular em (C2, p) e C uma
curva reduzida invariante de F . Então

τp(F , C)− τp(C) = GSV(F , C, p).

Seja F uma folheação singular em uma superfície complexa X e denote por Sing(F)

o conjunto de pontos singulares de F . Se S ⊂ X é uma curva invariante por F , então
GSV (F , S, p) representa o índice GSV de F em relação à curva S no ponto p ∈ S. Além
disso, c1(NF) denota a primeira classe de Chern do fibrado normal da folheação denotado
por NF , enquanto S · S representa a auto-interseção da curva S na superfície X, veja em
[4]. A igualdade a seguir expressa que a soma local dos índices GSV em todos os pontos
de Sing(F)∩S pode ser descrita em termos de invariantes globais da folheação e da curva.

Proposição 2.4. [4, Proposição 4.4] Seja S ⊂ X uma curva compacta invariante por F .
Então tem-se a seguinte fórmula

∑
p∈Sing(F)∩S

GSV (F , S, p) = c1(NF) · S − S · S

No caso do espaço projetivo P2, considere uma curva invariante S de grau d. A classe
homológica de S é dada por dH, onde H representa a classe da reta em P2. Como H2 = 1,
obtemos que a auto-interseção da curva é S · S = d2.

Por outro lado, se F é uma folheação de grau m em P2, então o fibrado normal satisfaz
NF = OP2(m+2), de modo que c1(NF) = (m+2)H. Assim, o produto c1(NF) ·S resulta
em (m+ 2)d.

Substituindo esses valores na fórmula da Proposição, obtemos

∑
p∈Sing(F)∩S

GSV (F , S, p) = (m+ 2)d− d2.
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2.4 k-ésimos números de Tjurina e Milnor de

singularidades homogêneas quase-homogêneas

Em 2023, Hussain, Liu, Stephen e Yau [27] publicaram o artigo intitulado “k-th Milnor
numbers and k-th Tjurina numbers of weighted homogeneous singularities”, no qual são
introduzidos e estudados os k-ésimos números de Milnor e de Tjurina de singularidades
homogêneas quase-homogêneas. Alguns dos principais resultados estabelecidos pelos
autores são apresentados a seguir.

Consideremos (H, 0) ⊂ (Cn, 0) uma hipersuperfície reduzida com singularidade
isolada, onde
H = H(f) = {f = 0}, f ∈ C{x1, x2, ..., xn} reduzida.

Definição 2.10. A ordem do menor termo não nulo da expansão em série de potências
de f em 0 ∈ Cn é chamada de multiplicidade de (H, 0) denotada por ν0(f). Um
polinômio f ∈ C[x1, x2, ..., xn] é quase-homogêneo se existem n números racionais positivo
w1, w2, ..., wn chamados de pesos das variáveis x1, x2, ..., xn tal que

∑
aiwi = d é o mesmo

para todos os monômios xa11 , ..., xann de f .

O d é chamado de grau de homogeneidade de f em relação aos pesos w1, ..., wn e é
denotado por w-grau de f . O tipo de peso de f é referido como (w1, w2, ..., wn; d).

Definição 2.11. Seja k ≥ 0. O k-ésimo número de Tjurina de H é definido como

τ k(H) = dim
On

(f,mkJ(f))

onde m é o ideal maximal de On e J(f) = ( ∂f
∂x1
, ∂f
∂x2
, ..., ∂f

∂xn
). Definimos também

µk(V ) = dim
On

mkJ(f)
,

chamado de k-ésimo número de Milnor de H.

Os resultados a seguir correspodem a uma generalização das fórmulas apresentadas
anteriormente dos k-ésimos número de Tjurina e número de Milnor para o caso em que
as singularidade são binomiais isoladas, mostrando que podem ser calculados apenas pelo
tipo de peso, como segue.

Teorema 2.3. [27, Teorema A] Seja (H, 0) uma singularidade binomial isolada definida
por f . Então τ k(H) depende somente do tipo de peso de (H, 0) e temos

1) se f = xa11 + xa22 (2 ≤ a1 ≤ a2) com peso do tipo ( 1
a1
, 1
a2
; 1), então
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τ k(H) =

{
a1a2 − (a1 + a2) + 1 + k2+3k

2
; 0 ≤ k < a1,

a1k +
(2a2−a1)(a1−1)

2
; k ≥ a1;

2) se f = xa11 x2 + xa22 (2 ≤ a1 + 1 ≤ a2) com peso do tipo (a2−1
a1a2

, 1
a2
; 1), então

τ k(H) =

{
a1a2 − a2 + 1 + k2+3k

2
; k < a1 + 1,

(a1 − 1)k + (2a2−a1)(a1−1)
2

+ 1 ; k ≥ a1 + 1;

3) se f = xa11 x2 + xa22 (a1 + 1 ≥ a2 ≥ 2) com peso do tipo (a2−1
a1a2

, 1
a2
; 1), então

τ k(H) =

{
a1a2 − a2 + 1 + k2+3k

2
; 0 ≤ k < a2,

a2k + a1a2 +
a2
2
− a22

2
; a2 ≤ k;

4) se f = xa11 x2 + xa22 x1 (1 ≤ a1 ≤ a2) com peso do tipo ( a2−1
a1a2−1

, a1−1
a1a2−1

; 1), então

τ k(H) =


a1a2 +

k2+3k
2

; 0 ≤ k < a1, a1 ≥ 2,

(a1 + 1)k + a1a2 +
a1
2
− a21

2
; k ≥ a1 ≥ 2,

2k + 1 ; k ≥ 0, a1 = 1.

Teorema 2.4. [27, Teorema B] Seja (H, 0) uma singularidade binomial isolada definida
por f . Então µk(H) depende somente do tipo de peso de (H, 0) e temos

1) se f = xa11 + xa22 (2 ≤ a1 ≤ a2) com peso do tipo ( 1
a1
, 1
a2
; 1), então

µk(H) =

{
a1a2 − (a1 + a2) + 1 + k2 + k ; 0 ≤ k < a1,

(a1 − 1
2
)k + (2a2−a1)(a1−1)

2
+ k2

2
; k ≥ a1;

2) se f = xa11 x2 + xa22 (2 ≤ a1 + 1 ≤ a2) com peso do tipo (a2−1
a1a2

, 1
a2
; 1), então

µk(H) =

{
a1a2 − a2 + 1 + k2 + k ; 0 ≤ k < a1 + 1,

(a1 +
1
2
)k + k2

2
+ (2a2−a1)(a1−1)

2
+ 1 ; k ≥ a1 + 1;

3) se f = xa11 x2 + xa22 (a1 + 1 ≥ a2 ≥ 2) com peso do tipo (a2−1
a1a2

, 1
a2
; 1), então

µk(H) =

{
a1a2 − a2 + 1 + k2 + k ; 0 ≤ k < a2,

(a1 − 1
2
)k + k2

2
+ a1a2 +

a2
2
− a22

2
; a2 ≤ k;
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4) se f = xa11 x2 + xa22 x1 (1 ≤ a1 ≤ a2) com peso do tipo ( a2−1
a1a2−1

, a1−1
a1a2−1

; 1), então

µk(H) =


a1a2 + k2 + k ; 0 ≤ k < a1, a1 ≥ 2,

(a1 +
1
2
)k + k2

2
+ a1a2 +

a1
2
− a21

2
; k ≥ a1 ≥ 2,

k2

2
+ 3k

2
+ 1; ; k ≥ 0, a1 = 1.

Os k-ésimos números de Tjurina e Milnor são invariantes topológicos para uma
singularidade de curva plana binomial, uma vez que o peso é um invariante topológico
[27]. Para finalizarmos essa sessão, enunciamos o seguinte resultado que será fundamental
para o próximo capítulo.

Lema 2.1. [27, Lema 2.5] Sejam A um anel e M um A-módulo. Se M1, M2 são
submódulos de M , então

(M1 +M2)

M1

∼=
M2

M1 ∩M2

e, além disso, existe uma sequência exata

0 −→ (M1 +M2)

M2

−→ M

M2

−→ M

(M1 +M2)
−→ 0.
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3. Os k-ésimos números de Milnor e

Tjurina de uma folheação holomorfa

singular

Neste capítulo, estudamos os k-ésimos números de Milnor e de Tjurina associados
a uma folheação holomorfa singular em C2, bem como algumas de suas propriedades
fundamentais. A motivação surge do fato de que, no caso de hipersuperfícies (Capítulo
1), já estão bem estabelecidas as definições dos k-ésimos números de Milnor e de Tjurina.
O objetivo agora é estender esse ponto de vista para o contexto das folheações holomorfas
singulares.

3.1 k-ésimo número de Milnor de uma folheação

Definição 3.1. Seja F uma folheação holomorfa em (C2, 0) dada por ω = P (x, y)dx +

Q(x, y)dy. O k-ésimo número de Milnor de F é dado por

µk(F , 0) = dim
O2

mk(P,Q)

onde (P,Q) denota o ideal gerado por P e Q e m é o ideal maximal de O2 e dim denota
a dimensão complexa.

Calculamos o k-ésimo número de Milnor nos casos em que a origem é uma singularidade
não-degenerada ou uma singularidade do tipo sela-nó, conforme descrito a seguir.
Adotaremos a notação u para indicar a classe do monômio u no quociente correspondente.

Proposição 3.1. Seja F um germe de folheação em (C2, 0) com singularidade simples
do tipo não-degenerada na origem. Então,

µk(F , 0) = (k + 2)(k + 1)

2
.

Demonstração. Por (2.3) temos que a folheação F em 0 pode ser dada pela 1-forma
ω = λxdy + ydx, onde λ ∈ C− {0}. Então, considerando m = (x, y) o ideal maximal de
O2, temos

µk(F , 0) = dim
O2

(x, y)k(λx, y)
= dim

O2

(xk+1, xk−1y, ..., xyk−1, yk+1)



28

O quociente
O2

(xk+1, xk−1y, . . . , xyk−1, yk)

admite como base o conjunto de classes dos monômios

{1, x, y, x2, xy, y2, . . . , xk, xk−1y, . . . , yk}.

Portanto, o número de elementos da base corresponde ao número de mônomios de grau
k, é

µk(F , 0) =
(
k + 2

k

)
.

Exemplo 3.1. Considere a 1-forma holomorfa

ω = x dy + 2y dx

definida em uma vizinhança da origem em C2. Essa 1-forma induz uma folheação F com
singularidade no ponto p = (0, 0).

O campo de vetores dual é dado por

v = 2y
∂

∂x
− x

∂

∂y
,

isto é,
P (x, y) = 2y, Q(x, y) = −x.

A matriz jacobiana em p = (0, 0) é

Dv(0, 0) =

(
0 2

−1 0

)
,

cujos autovalores são
λ1 = i

√
2, λ2 = −i

√
2.

Como λ1λ2 ̸= 0 e λ1/λ2 = −1 /∈ Q+, segue que a origem é uma singularidade não-
degenerada da folheação.

No nosso caso,
(P,Q) = (2y,−x) = (x, y).

portanto

µk(F , 0) = (k + 2)(k + 1)

2
.

No caso em que a folheação em (C2, 0) admite uma singularidade do tipo sela-nó,
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obtemos a seguinte fórmula para o k-ésimo número de Milnor.

Proposição 3.2. Sejam F um germe de folheação em (C2, 0) com singularidade do tipo
sela nó na origem. e Então,

µk(F , C, 0) = (k + 2)(k + 1)

2
+ ℓ.

Demonstração: Pela 1-forma (2.4), temos que

µk(F , 0) = dim
C{x, y}

mk(−y(1 + λxℓ), xℓ+1)

e como 1 + λxl é unidade do anel O2, segue que

µk(F , 0) = dim
C{x, y}

(x, y)k(−y, xℓ+1)
= dim

C{x, y}
(xℓ+1+k, xky, xk−1y2, ..., xyk, yk+1)

Assim, {1̄, x̄, ȳ, ȳ2, ..., ȳk, x̄k+1, x̄k+2, ..., x̄ℓ+k} é uma base do quociente

C{x, y}
(xℓ+1+k, xky, xk−1y2, ..., xyk, yk+1)

. Portanto,

µk(F , 0) =
(
k + 2

k

)
+ ℓ.

□

3.2 k-ésimo número de Tjurina de uma folheação

De modo análogo ao k-ésimo número de Milnor, podemos definir, para uma folheação
holomorfa F em (C2, 0), o k-ésimo número de Tjurina em relação a uma curva F -invariante
C, considerando o ideal maximal m = (x, y) de O2.

Definição 3.2. Sejam F uma folheação holomorfa em (C2, 0) dada por ω = P (x, y)dx+

Q(x, y)dy e C : {f = 0} uma curva reduzida F -inavariante. O k-ésimo número de Tjurina
de F é definido por

τ k(F , C, 0) = dim
O2

(f) +mk(P,Q)

onde (P,Q) denota o ideal gerado por P e Q, (f) é o ideal gerado por f e m é o ideal
maximal de O2.

E, desse modo, deduzimos também fórmulas explícitas para o k-ésimo número de
Tjurina de uma folheação holomorfa F com singularidades simples dos tipos não-
degenerado e sela-nó.
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Proposição 3.3. Seja F um germe de folheação com singularidade em (C2, 0) com
simples não degenerada na origem e C uma separatriz convergente de F . Então,

τ k(F , C, 0) = 2k + 1.

Demonstração. Consideremos a curva C : {xy = 0}. Note que, como 0 ∈ C2 é uma
singularidade simples do tipo não degenerada, a folheação F pode ser dada pela 1-forma
ω = λxdy + ydx (2.3) e desse modo,

τ k(F , C, 0) = dim
O2

(xy) + (x, y)k(λx, y)

= dim
O2

(xy) + (λxk+1, xk−1y, ..., xyk−1)

= dim
O2

(xy) + (λxk+1, xk−1y, ..., yk+1)

= dim
O2

(x, y) + (xk+1, yk)

portanto, uma base para esse quociente é dada por {1̄, x̄, x̄, ..., x̄k, ȳ, ..., ȳk} e assim,
τ k(F , C, 0) = 2k + 1.

Proposição 3.4. Seja F um germe de folheação com singularidade do tipo sela nó na
origem e e C uma separatriz convergente de F . Então,

τ k(F , C, 0) = 2k + 1 + ℓ,

onde ℓ ∈ Z∗.

Demonstração. Consideremos a folheação F dada pela 1-forma formal ω = xℓ+1dy−y(1+
λxℓ)dx, λ ̸= 0 como em (2.4) e a curva C : {xy = 0}. Então

τ k(F , C, 0) = dim
O2

(xy) + (x, y)k(−y(1 + λxℓ), xℓ+1)

= dim
O2

(xy) + (x, y)k(−y, xℓ+1)

= dim
O2

(xy) + (xk+ℓ+1, yk+1)
.

Note que uma base para esse quociente é dada por {1̄, x̄, ..., x̄k+ℓ, ȳ, ..., ȳk, } e, portanto,

τ k(F , C, 0) = 2k + 1 + ℓ

.
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3.3 Relação entre os k-ésimos números de Milnor e

Tjurina de uma folheação

Nesta seção, investigamos a relação entre os k-ésimos números de Milnor e de Tjurina
associados a uma folheação holomorfa F na origem. Inicialmente, estabelecemos uma
identidade que conecta essas duas quantidades por meio da dimensão de um quociente
envolvendo o ideal gerado pelas componentes da 1-forma definidora de F e o ideal da curva
separatriz. Em seguida, analisamos o caso particular das folheações quase-homogêneas,
nas quais essa relação assume uma forma explícita e depende apenas de k.

Proposição 3.5. Sejam F um germe de folheação holomorfa com singularidade simples
na origem e C : f(x, y) = 0 curva separatriz de F . Então

µk(F , 0) = τ k(F , C, 0) + dim
(f)

mk(P,Q) ∩ (f)
.

Demonstração. Denotemos por I = (P,Q) o ideal gerado por P e Q e C : {f(x, y) = 0}
curva separatriz de F . Segue do Lema 2.1, considerando M1 = (f), M2 = mkI e M = O2,

0 −→ (f) +mkI

mkI
−→ O2

mkI
−→ O2

(f) +mkI
−→ 0

é uma sequência exata. Desse modo,

µk(F , 0) = τ k(F , C, 0) + dim
(f)

mk(P,Q) ∩ (f)
.

Para enunciarmos o próximo resultado, necessitamos da seguinte definição e do
teorema a seguir, ambos encontrados em [34, p. 181].

Definição 3.3. Seja ω = a(x, y) dx + b(x, y) dy um germe de 1-forma holomorfa não
dicrítica na origem de C2. Seja I(ω) = (a, b) ⊂ O o ideal gerado pelos germes de funções
holomorfas a, b e f uma equação reduzida de Sep(ω). Dizemos que ω é quase-homogênea
se, e somente se, f ∈ I(ω). Dizemos que uma função holomorfa reduzida f é quase-
homogênea quando ω = df é uma 1-forma quase-homogênea, isto é, se f pertence ao seu

ideal jacobiano J(f) =
(
∂f

∂x
,
∂f

∂y

)
.

Teorema 3.1. [34] Seja ω o germe de 1-forma que definde uma folheação e f uma equação
reduzida de Sep(ω). As seguintes afirmações são equivalentes:
(1) ω é quase-homogênea (isto é, f ∈ I(ω) := (P,Q));



32

(2) ω é d-quase-homogênea;
(3) df é quasi-homogênea, isto é, f ∈ J(f) := (dxf, dyf);
(4) df é d-quase-homogênea;
(5) Existe um sistema de coordenadas (u, v), funções g, h ∈ O com g(0, 0) ̸= 0, e inteiros
não-negativos α, β e d tais que

f =
∑

αi+βj=d

aiju
ivj, gω = df + h(u, v)(βv du− αu dv).

Com esse resultado, conseguimos calcular a dimensão que aparece na Proposição 3.5
no contexto de folheações do tipo curva genaralizada.

Teorema 3.2. Seja F uma folheação do tipo curva generalizada não dicrítica definida
por ω = P (x, y) dx + Q(x, y) dy em 0 ∈ C2. Suponha que F seja uma folheação quase-
homogênea. Seja C : {f(x, y) = 0} a união total das separatrizes de F em 0 ∈ C2.
Então,

µk(F , 0) = τ k(F , C, 0) + k(k − 1)

2
, ∀ k ≥ 1

Demonstração. Primeiro, mostramos que mk−1(f) ⊂ mk(P,Q). De fato, pelo Teorema
3.1, existe um sistema de coordenadas (x, y) no qual f é um polinômio quase-homogêneo
de grau d com pesos (α, β), e existem g ∈ O2 e h ∈ O2 não nulos tais que

gω = df + h(βy dx− αx dy),

onde α, β ∈ N. Portanto, temos

ω = P dx+Qdy =
df + h(βy dx− αx dy)

g

=
fx dx+ fy dy + h(βy dx− αx dy)

g

=
(fx + βhy) dx

g
+

(fy − αhx) dy

g
.

Assim, P = fx+βhy
g

e Q = fy−αhx
g

e sem perda de generalidade, podemos supor que
g ≡ 1. Então,

P = fx + βhy, Q = fy − αhx.

e
αxP = αxfx + αβx(hy), βyQ = βyfy − βαy(hx).

Portanto,
αxP + βyQ = αxfx + βyfy,
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e, pela identidade de Euler, obtemos

αxP + βyQ = d · f =⇒ (f) ⊂ m(P,Q) =⇒ mk−1(f) ⊂ mk(P,Q), para todo k ≥ 1.

Em seguida, usando a sequência exata curta do Lema 2.1, temos:

0 −→ mk(P,Q) + (f)

mk(P,Q)
−→ O2

mk(P,Q)
−→ O2

mk(P,Q) + (f)
−→ 0,

temos
dim

O2

mk(P,Q)
= dim

mk(P,Q) + (f)

mk(P,Q)
+ dim

O2

mk(P,Q) + (f)
.

Logo, obtemos

µk(F) = τ k(F , C) + dim
mk(P,Q) + (f)

mk(P,Q)
.

Aplicando novamente o Lema 2.1 e usando que mk−1(f) ⊂ mk(P,Q), temos

mk(P,Q) + (f)

mk(P,Q)
∼=

(f)

mk(P,Q) ∩ (f)
∼=

(f)

mk−1(f)
∼=

O2

mk−1
.

Portanto, concluímos que

µk(F) = τ k(F , C) + k(k − 1)

2
.

3.4 Álgebras de Milnor e Tjurina

Nesta seção, estudamos as chamadas álgebras de Milnor e de Tjurina associadas a uma
1-forma holomorfa com singularidade isolada na origem. Nosso objetivo é compreender de
que maneira essas álgebras capturam informações sobre a estrutura local da singularidade
e, em particular, como se relacionam os números de Milnor e de Tjurina em diferentes
ordens k.

Consideremos, portanto, a 1-forma holomorfa

ω =
n∑
i=1

Ai(z1, . . . , zn) dzi,

com singularidade isolada em 0 ∈ Cn, onde cada Ai ∈ C{z1, . . . , zn}, e suponhamos que
os germes Ai e Aj sejam primos entre si para todo i ̸= j. Observe que, no caso n = 2, a
forma ω define uma folheação holomorfa em (C2, 0).

Denotemos por On o anel local dos germes de funções holomorfas em (Cn, 0) e por m
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o seu ideal maximal.

Definição 3.4. O k-ésimo número de Milnor de ω em 0 é dado

µk(ω, 0) = dim
On

mkI

onde I denota o ideal de On gerado pelos Ai, isto é,

I := (A1, A2, ..., An).

Proposição 3.6. Seja ω =
n∑
i=1

Aidzi uma 1-forma holomorfa com singularidade isolada

em 0 ∈ Cn. Então

µk+1(ω, 0) = µ(ω, 0) +
k∑
j=0

Hm,I(j), ∀ k ≥ 0 (3.1)

onde Hm,I(j) = dim
mjI

mj+1I
é a função de Hilbert-Samuel de I com respeito a m.

Demonstração. Da sequência exata no Lema 2.1

0 −→ mkI

mk+1I
−→ On

mk+1I
−→ On

mkI
−→ 0

obtemos ∀ k ≥ 0

dim
On

mk+1I
= dim

On

mkI
+ dim

mkI

mk+1I
,

o que implica em

µk+1(ω, 0) = µk(ω, 0) + dim
mkI

mk+1I
.

Agora, aplicando recursivamente a sequência exata para k, k − 1, . . . , 0, obtemos ∀ k ≥ 0

µk+1(ω, 0) = µ(ω, 0) +
k∑
j=0

dim
mjI

mj+1I
.

Segue de [14, Capítulo 12] que Hm,I(j) coincide com Pm,I(j) onde Pm,I é um polinômio
de grau n− 1, para valores grandes de j. De acordo com [14, p. 277], a multiplicidade de
Samuel de m com respeito a I, denotada por e(m, I), satisfaz:

e(m, I)

(n− 1)!
= lim

k→∞

Hm,I(k)

kn−1
. (3.2)
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Corolário 3.1. Considere ω =
n∑
i=1

Aidzi uma 1-forma holomorfa com singularidade

isolada em 0 ∈ Cn. Seja I = (A1, . . . , An) o ideal de On gerado pelos Ai′s. Então

lim
k→∞

µk+1(ω, 0)− µk(ω, 0)

kn−1
=

e(m, I)

(n− 1)!
.

Seja V = {f(x1, x2, ..., xn) = 0} um germe de hipersuperfície complexa com
singularidade isolada em (Cn, 0). Definimos o k-ésimo número de Tjurina de ω com
respeito a V invariante por ω, como

τ k(ω, V, 0) = dim
On

mkI + (f)
.

Seja R um anel e I um ideal de R. Seja f ∈ R. Seguindo [2, p. 464], denotamos por
rf (I) o mínimo dos r ∈ Z≥1 tais que f r ∈ I. Se não existir tal r, definimos rf (I) = ∞.
Seja φf,I o morfismo R/I → R/I definido por g + I 7→ fg + I para todo g ∈ R. Se M é
um R-módulo, denotamos por ℓ(M) o comprimento de M . Como de costume, chamamos
ℓ(R/I) de comprimento de I. Agora, enunciamos um resultado devido a Bivià-Ruas [2,
Teorema 3.2]:

Teorema 3.3. Seja (R,m) um anel local Noetheriano. Seja I um ideal de R de
comprimento finita e seja f ∈ R tal que rf (I) <∞. Então

ℓ
(
R
I

)
ℓ
(

R
(f)+I

) ≤ rf (I)

e a igualdade vale se, e somente se, Nuc(φf,I) = ((f r−1) + I)/I, onde r = rf (I).

Como aplicação imediata do teorema anterior, temos o seguinte resultado:

Corolário 3.2. Sejam ω =
∑n

j=1Aj(z)dzj um germe de 1-forma holomorfa com
singularidade isolada em 0 ∈ Cn e V = {f(z) = 0} um germe de hipersuperfície complexa
com singularidade isolada em 0 ∈ Cn invariante por ω. Suponhamos que rf (mk · I) <∞,
então

µk(ω, 0)

τ k(ω, V, 0)
≤ rf (m

k · I)

onde I = (A1, . . . , An), e a igualdade vale se, e somente se, Nuc(φf,I) = ((f r−1) + I)/I,
onde r = rf (I).

O próximo resultado estabelece uma relação entre o (k + 1)-ésimo número de Tjurina
associado a um germe de hipersuperfície invariante por uma 1-forma holomorfa ω e o
número de Tjurina clássico (caso k = 1).
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Proposição 3.7. Seja ω =
∑n

j=1Aj(z)dzj um germe de 1-forma holomorfa com
singularidade isolada em 0 ∈ Cn e V = {f(x, y) = 0} um germe de hipersuperficie
invariante por ω. Então

τ k+1(ω, V, 0) = τ(ω, V, 0) +
k∑
j=0

Hn(I, V, j), ∀ k ≥ 0 (3.3)

onde Hn(I, V, j) := dim
mkI + (f)

mk+1I + (f)
.

Demonstração. Novamente, pela sequência exata do Lema 2.1,

0 −→ mkI + (f)

mk+1I + (f)
−→ On

mk+1I + (f)
−→ On

mkI + (f)
−→ 0

onde (f) denota o ideal gerado por f . Obtemos

dim
On

mk+1I + (f)
= dim

On

mkI + (f)
+ dim

mkI + (f)

mk+1I + (f)
.

Portanto,

τ k+1(ω, V, 0) = τ k(ω, V, 0) + dim
mkI + (f)

mk+1I + (f)
.

Definindo Hn(I, V, j) = dim
mkI + (f)

mk+1I + (f)
, e aplicando recursivamente a sequência exata,

obtemos

τ k+1(ω, V, 0) = τ(ω, V, 0) +
k∑
j=0

Hn(I, V, j).

Subtraindo os resultados (3.1) e (3.3) obtidos nas proposições acima, obtemos

µk+1(ω, 0)− τ k+1(ω, V, 0) = µ(ω, 0)− τ(ω, V, 0) +
k∑
j=0

[Hn(I, j)−Hn(I, V, j)]. (3.4)

Assim, para dimensão n = 2, temos o seguinte resultado:

Corolário 3.3. Seja F : ω = P (x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 uma folheação holomorfa em
(C2, 0) e V = {f(x, y) = 0} uma curva singular reduzida invariante por F . Então

µk+1(F , 0)− τ k+1(F , V, 0) = µ(F , 0)− τ(F , V, 0) +
k∑
j=0

[H2(I, j)−H2(I, V, j)]
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Além disso, se F é uma folheação do segundo tipo, então

µk+1(F , 0)− τ k+1(F , V, 0) = µ(V, 0)− τ(V, 0) +
k∑
j=0

[H2(I, j)−H2(I, V, j)]

onde µ(V, 0) = dim
O2

(∂xf, ∂yf)
e τ(V, 0) = dim

O2

(f, ∂xf, ∂yf)
são, respectivamente, os

números de Milnor e de Tjurina da curva V .

Demonstração. Segue diretamente da equação (3.4) acima e do Corolário B [16, p.28].
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4. Índice GSV e o k-ésimo número de

interseção polar

Este capítulo é dedicado ao estudo de dois invariantes locais associados a pares
formados por uma folheação holomorfa singular e uma curva invariante: o índice GSV e
o k-ésimo número de interseção polar.

Inicialmente, consideramos o índice GSV para o contexto de folheações singulares no
plano complexo e relacionamos com o k-ésimo número de Tjurina de uma curva reduzida
de separatrizes e do k-ésimo Tjurina da folheação com respeito a essa curva.

Em seguida, estudamos o k-ésimo número de interseção polar, que generaliza o conceito
de número de interseção polar introduzido por Teissier [43] no contexto de folheações
holomorfas. Com base nessa construção, apresentamos uma formulação do Lema de
Teissier para os k-ésimos números de Milnor e o k-ésimo número de interseção polar,
estabelecendo uma relação entre esses índices associados à folheação.

4.1 Índice GSV

Seja F uma folheação em C2 definida pela 1-forma ω = P (x, y)dx+Q(x, y)dy. Como
vimos no primeiro capítulo, o índice GSV de uma folheação F com respeito à curva C no
ponto p é definido por

GSV(F , C, p) = 1

2πi

∫
∂C

h

g
d
(g
h

)
=

1

2πi

∫
∂C

dg

g
− 1

2πi

∫
∂C

dh

h
, (4.1)

onde g e h são escolhidos conforme a equação (2.5). Ou ainda,

GSV(F , C, p) = ip(f, h)− ip(f, g),

onde g, h ∈ C{x, y} são os elementos mencionados em (2.5) e f(x, y) = 0 uma equação
reduzida para C.

Nessa seção, iremos relacionar o índice GSV com o k-ésimo Tjurina da folheação F
com respeito a curva C, obtendo uma generalização do seguinte resultado

Proposição 4.1. [16, Proposição 6.2] Seja F uma folheação singular em (C2, p) e C uma
curva reduzida de separatrizes de F . Então

τ(F , C, p)− τp(C) = GSV(F , C, p).
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Para isso, precisaremos dos seguintes Lemas:

Lema 4.1. Seja J um ideal de O2 e sejam P,Q, f, g ∈ O2 com f e g primos entre si.
Então

dim
O2

(gP, gQ) · J + (f)
= dim

O2

(P,Q) · J + (f)
+ dim

O2

(g) · J + (f)
.

Demonstração. A demonstração segue da seguinte sequência exata:

0 −→ O2

(P,Q) · J + (f)

σ−−→ O2

(gP, gQ) · J + (f)

δ−→ O2

(g) · J + (f)
−→ 0,

onde σ é o homomorfismo de multiplicação por g e δ é o homomorfismo de projeção
natural induzido pela inclusão (gP, gQ) · J + (f) ⊂ (g) · J + (f).

Lema 4.2. Seja J um ideal em O2, e sejam f, g, φ ∈ O2 tais que (f, g) = 1, ou seja, f e
g são primos entre si. Então

dim
O2

(f) · J + (g)
= dim

O2

J + (g)
+ i0(f, g).

Demonstração. A demonstração é consequência da sequência exata abaixo:

0 −→ O2

J + (g)

σ−−→ O2

(f) · J + (g)

π−−→ O2

(f, g)
−→ 0,

onde σ é o homomorfismo de multiplicação por f e π é o homomorfismo de projeção
natural induzido pela inclusão (f) · J + (g) ⊂ (f, g).

Lema 4.3. Sejam m o ideal maximal de O2 e g, h ∈ O2, com (f, g) = 1 e (f, h) = 1, e
uma 1-forma η tal que gω = hdf + fη. Então

dim
O2

(h) ·mk + (f)
= dim

O2

mk + (f)
+ i0(h, f)

e
dim

O2

(g) ·mk + (f)
= dim

O2

mk + (f)
+ i0(g, f).

Demonstração. Como mk é um ideal de O2, o resultado segue diretamente pelo Lema 4.2.

Nesse contexto, apresentamos o seguinte resultado, que descreve a relação entre o
índice GSV e os k-números de Tjurina de uma folheação holomorfa e de uma curva
reduzida.

Teorema 4.1. Seja F uma folheação holomorfa singular em (C2, 0), e seja C uma curva
reduzida de separatrizes de F . Então, para todo k ≥ 0

τ k(F , C, 0) = τ k(C) +GSV (F , C, 0).
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Demonstração. Seja ω = Pdx + Qdy uma 1-forma que induz F e seja f(x, y) = 0 a
equação reduzida de C. Pela igualdade (2.5) temos gω = hdf+fη, onde η é uma 1-forma,
e g, h ∈ O2, com (f, g) = 1 e (f, h) = 1.

Assim, gPdx + gQdy = (h∂xf + fηx)dx + (h∂yf + fηy)dy, onde η = ηxdx + ηydy.
Obtemos

gP = h∂xf + fηx, e gQ = h∂yf + fηy. (4.2)

Como mk é um ideal de O2, pelas igualdades (4.2), pelas propriedades de ideais e pelo
Lema 4.1, temos

dim
O2

(gP, gQ) ·mk + (f)
= dim

O2

(h∂xf + fηx, h∂yf + fηy) ·mk + (f)

= dim
O2

(h∂xf, h∂yf) ·mk + (f)

= dim
O2

(∂xf, ∂yf) ·mk + (f)
+ dim

O2

(h) ·mk + (f)

= τ k(C) + dim
O2

(h) ·mk + (f)
.

Por outro lado, novamente, pelo Lema 4.1 obtemos

dim
O2

(gP, gQ) ·mk + (f)
= dim

O2

(P,Q) ·mk + (f)
+ dim

O2

(g) ·mk + (f)

= τ k(F , C, 0) + dim
O2

(g) ·mk + (f)
.

Portanto, pelo Lema 4.3

τ k(F , C, 0)− τ k(C) = dim
O2

(h) ·mk + (f)
− dim

O2

(g) ·mk + (f)

= i0(h, f)− i0(g, f)

= GSV (F , C, 0).

Corolário 4.1. Sejam F uma folheação holomorfa singular em (C2, 0) e C uma curva
reduzida de separatrizes de F . Então

τ k(F , C, 0)− τ k(C, 0) = τ(F , C, 0)− τ(C, 0) para todo k ≥ 0,

ou, equivalentemente,

τ k(F , C, 0)− τ(F , C, 0) = τ k(C)− τ(C) para todo k ≥ 0.
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Em particular, τ k(F , C, 0)− τ(F , C, 0) não depende da folheação F .

Demonstração. Como consequência da Proposição 4.1, temos

GSV (F , C, 0) = τ(F , C, 0)− τ(C, 0),

portanto, o resultado segue do Teorema 4.1.

Corolário 4.2. Seja F uma folheação holomorfa singular em (C2, 0) e C uma curva
separatriz de F . Então, para todo k ≥ 0.

τ k(F , C, 0) = τ k(C)− Var0(F , C)− CS0(F , C).

Demonstração. O resultado segue da Proposição 2.2 e do Teorema 4.1.

Consideremos agora F uma folheação holomorfa definida no plano projetivo complexo
P2. O grau d de F é definido como o número de pontos, contados com multiplicidade,
onde F é tangente a uma reta genérica. Considere uma curva algébrica C ⊂ P2 que seja
invariante por F , para mais detalhes veja em [30]. Dizemos que C é não dicrítica se todo
ponto singular de F pertencente a C também for não dicrítico.

Corolário 4.3. Seja F uma folheação holomorfa em P2 de grau d, deixando invariante
uma curva algébrica não dicrítica C de grau d0 tal que, para cada p ∈ Sing(F)∩C, todos
os ramos locais de Sepp(F) estão contidos em C. Então, para todo k,

∑
p∈Sing(F)∩C

τ k(F , C, p)− τ k(C, p) = (d+ 2)d0 − d20.

Em particular, se τ k(F , C, p) ≥ τ k(C, p) para todo p ∈ Sing(F) ∩ C, então d0 ≤ d+ 2.

Demonstração. Este resultado segue de [4, Proposição 4],

∑
p∈Sing(F)∩C

GSV (F , C, 0) = (d+ 2)d0 − d20,

e do Teorema 4.1.

No resultado que segue, utilizaremos a notação µ(F , C) para indicar a multiplicidade
da folheação F ao longo da curva C. Mais detalhes sobre µ(F , C), veja [16].

Corolário 4.4. Seja F uma folheação de segundo tipo em (C2, 0). Suponha que F seja
não dicrítica e que C seja a curva total de separatrizes de F . Então

τ k(F , C, 0) = τ k(C) + µ(F , C)− µ(C).
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Demonstração. Pelo [16, Corolário 5.6], temos a seguinte igualdade

GSV (F , C, 0) = µ(F , 0)− µ(C)− χ0(F).

Como F é de segundo tipo, então χ0(F) = 0 por [16, Proposição 3.1]. Portanto,
µ(F , 0)− µ(C) = τ k(F , C, 0)− τ k(C) pelo Teorema 4.1.

Corolário 4.5. Seja C uma separatriz de F e suponha que τ k(F , C, 0) < τ k(C) para
algum k ≥ 0. Então F é dicrítica em 0 ∈ C2.

Demonstração. Suponha, por contradição, que F seja não dicrítica em 0 ∈ C2. Então, C
é uma separatriz não dicrítica no sentido de Brunella (ver [4, p. 533]) e, por [4, Proposição
6], temos que

GSV (F , C, 0) ≥ 0.

Assim, pelo Teorema 4.1, obtemos

τ k(F , C, 0) ≥ τ k(C), para todo k ≥ 0.

Isso contradiz a hipótese.

Exemplo 4.1. Seja F a folheação em (C2, 0) definida por ω = 4xy dx + (y − 2x2) dy.
Note que C : {y = 0} é a única curva separatriz de F e que, em uma equação (2.5) para
C, temos g = 1, h = y − x2 e η = 4x dx. Assim, GSV (F , C, 0) = 2, τ k(F , C, 0) = k + 2 e
τ k(C) = k. Logo,

GSV (F , C, 0) = τ k(F , C, 0)− τ k(C) = 2

Exemplo 4.2. Para a folheação de Poincaré-Dulac F definida por

ω = (ny + xn) dx− x dy, n ≥ 2,

temos que F admite uma única separatriz C : {x = 0}. Como ν0(F) = 1 ̸= 0 = ν0(C)−1,
F não é do segundo tipo. Além disso, para todo inteiro k ≥ 0,

µk(F , 0) = (k + 1)(k + 2)

2
, τ k(F , C, 0) = k + 1, τ k(C) = k, GSV (F , C, 0) = 1.

Exemplo 4.3. Seja Fn,m : ωn,m = mxdy−ny dx e seja C : {ym−xn = 0} uma separatriz
de Fn,m, com 2 ≤ m ≤ n. Pelo [26, Teorema A, item 1], temos

τ k(C) =


k2+3k

2
+mn−m− n+ 1, 0 ≤ k < m,

mk + (2n−m)(m−1)
2

, k ≥ m,
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µk(C) =


mn−m− n+ 1 + k2 + k, 0 ≤ k < m,(
m− 1

2

)
k + (2n−m)(m−1)

2
+ k2

2
, k ≥ m,

τ k(Fn,m, C, 0) =


(k+2)(k+1)

2
, 0 ≤ k < m,

(k+2)(k+1)
2

− (k+2−m)(k+1−m)
2

, k ≥ m.

Além disso, como

mym−1 · ω = mxd(ym − xn)−mn(ym − xn)dx,

obtemos para todo k ≥ 0 que

GSV (Fn,m, C, 0) = m+ n−mn.

Note que GSV (Fn,m, C, 0) = τ k(Fn,m, C, 0) − τ k(C) para todo k ≥ 0, verificando o
Teorema 4.1.

Pelo exemplo anterior, deduzimos fórmulas para o cálculo do k-ésimo número de Milnor
e do k-ésimo número de Tjurina da folheação Fn,m. Em particular, ao considerarmos a
curva

C : {f(x, y) = 0}

com ν0(C) = n, segue que, para todo k ≥ 0,

dim
O2

mk + (f)
=


(k+1)k

2
, 0 ≤ k < n,

(k+1)k
2

− (k+1−n)(k−n)
2

, k ≥ n.
(4.3)

4.2 k-ésimo índice polar

Nesta seção, seguimos as referências [9], [18] para o estudo das curvas polares
associadas a folheações singulares em (C2, 0) e dos invariantes de interseção polar
considerados neste trabalho. Em seguida, apresentamos a versão dos k-ésimos números
de interseção polar de uma folheação holomorfa.

Seja F um germe de folheação singular em (C2, 0), definido por uma 1-forma holomorfa
ω = P dx+Qdy, onde P e Q são germes holomorfos sem fatores comuns. Para cada (a : b)

no plano projetivo complexo denotado porP1
C, define-se a curva polar de F relativamente

a (a : b), denotada por P (a:b)
F , como o conjunto de zeros da equação aP + bQ = 0.

Equivalentemente, em termos de formas diferenciais, a curva polar é caracterizada pela
condição ω ∧ (b dx− a dy) = 0.
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Observa-se que a curva polar P (a:b)
F não possui ramos invariantes, exceto no caso em

que a reta ax + by = 0 seja uma reta invariante da folheação. Ressalta-se ainda que a
noção de curva polar estende-se naturalmente ao contexto das folheações formais, bem
como os invariantes associados a essa construção.

Fixemos agora uma curva formal C ⊂ (C2, 0) invariante por F . Existe um subconjunto
aberto de Zariski não vazio UC ⊂ P1

C, tal que, para todo (a : b) ∈ UC , a curva polar P (a:b)
F

não possui ramos em comum com C, e o tipo de equisingularidade da união P (a:b)
F ∪ C é

independente da escolha de (a : b) ∈ UC .
Diz-se que uma curva formal Γ ⊂ (C2, 0) é de tipo polar C-genérico se a união Γ ∪ C

é equisingular a P (a:b)
F ∪ C, para algum (equivalentemente, para todo) (a : b) ∈ UC (ver

[10]). Observe que, se C ⊂ C ′ são curvas formais invariantes, então toda curva formal Γ
de tipo polar C ′-genérico é também de tipo polar C-genérico.

No caso em que a folheação F é não dicrítica, toda curva formal invariante C está
contida na curva SF das separatrizes de F . Nessa situação, dizemos que uma curva formal
Γ é curva polar genérica se ela é de tipo polar SF -genérico. Denotaremos curvas polares
genéricas da folheação holomorfa singular F em (C2, 0) por PF .

Define-se então o número de interseção polar da folheação singular F em (C2, 0) com
respeito a uma separatriz de F dada por B = {h(x, y) = 0} é definido como

i(PF , B, 0) = dim
O∈

(αP + βQ, h)
. (4.4)

Com base nas construções anteriores, introduzimos os k-ésimos números de interseção
polar de F ao longo de uma curva reduzida invariante C, cuja definição é dada a seguir.

Definição 4.1. Seja C = {f(x, y) = 0} uma curva reduzida invariante de uma folheação
singular F em (C2, 0). O k-ésimo número de interseção polar de F em relação a C na
origem é o número

ik(PF , C, 0) = dim
O2

(αP + βQ, f) ·mk
.

Se F é a folheação Hamiltoniana associada a uma função f definida por df = fx dx+fy dy,
o k-ésimo número de interseção polar de F em relação a C é o número

ik(Pdf , C, 0) = dim
O2

(α∂xf + β∂yf, f) ·mk
.

Note que, quando k = 0, recuperamos o número de interseção polar clássico de uma
folheação F em relação a C definido anteriormente. Esses conceitos serão fundamentais
para a próxima seção onde relacionamos esses índices com o número de Milnor e o índice
GSV .
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4.3 Lema de Teissier para o k-ésimo número de Milnor

No início da década de 1970, Bernard Teissier introduziu o resultado conhecido como
Lema de Teissier. Esse resultado relaciona o número de Milnor de uma hipersuperfície
singular ao número de interseção entre a hipersuperfície e sua curva polar genérica,
revelando uma conexão geométrica profunda entre o aspecto topológico da singularidade
e as propriedades de suas polares, veja em [43]. Nosso objetivo é apresentar uma versão
relacionando com o k-ésimo número de Milnor de uma curva reduzida em 0 ∈ C2 e do
k-ésimo número de interseção polar da curva polar Pdf com a curva C.

Para isso, comecemos com o seguinte lema.

Lema 4.4. Seja J um ideal de O2 tal que dim
O2

J
< ∞, e sejam ψ, φ ∈ O2 tais que

(ψ, φ) = 1, isto é, eles são primos entre si. Suponha que ν0(ψ) ≤ ν0(φ), então

dim
O2

(ψ, φ)J
= i(ψ, φ) + dim

O2

(ψ) + J
+ dim

O2

J
.

Demonstração. Tome J = (h1, . . . , hs), então

(ψ, φ)J = (ψh1, . . . , ψhs, φh1, . . . , φhs).

Como ν0(ψ) ≤ ν0(φ), podemos realizar uma troca elementar de geradores: existem
elementos ψ′ ∈ O2 e h′i ∈ O2 tais que

ψ′ ≡ ψ (mod (φh1, . . . , φhs)), h′i ≡ hi (mod (φh1, . . . , φhs)),

e além disso
(ψh1, . . . , ψhs, φh1, . . . , φhs) = (ψ′h′1, . . . , ψ

′h′s).

Assim, podemos identificar

O2

(ψ, φ)J
∼=

O
(ψ′h′1, . . . , ψ

′h′s)
,

onde O =
O2

(φh1, . . . , φhs)
. Considere a sequência exata curta induzida pela multiplicação

por ψ′ no quociente pelos h′i:

0 −→ O
(h′1, . . . , h

′
s)

·ψ′
−−−→ O

(ψ′h′1, . . . , ψ
′h′s)

π−−→ O
(ψ′)

−→ 0, (4.5)

onde π é a projeção natural. A exatidão de (4.5) segue da construção (a multiplicação
por ψ′ é injetiva no primeiro quociente e seu conúcleo é o quociente por (ψ′)). Tomando
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dimensões complexas (que são finitas sob nossas hipóteses) e usando a aditividade do
comprimento em sequências exatas curtas, obtemos

dimC
O

(ψ′h′1, . . . , ψ
′h′s)

= dimC
O

(h′1, . . . , h
′
s)

+ dimC
O
(ψ′)

. (4.6)

Substituindo ψ′, h′i por seus representantes congruentes módulo (φh1, . . . , φhs) e usando
as propriedades elementares de ideais e quocientes, obtemos

dimC
O2

(ψ, φ)J
= dimC

O
(ψ′h′1, . . . , ψ

′h′s)

= dimC
O2

(h1, . . . , hs, φh1, . . . , φhs)
+ dimC

O2

(ψ, φh1, . . . , φhs)

= dimC
O2

(h1, . . . , hs)
+ dimC

O2

(ψ, φh1, . . . , φhs)
. (4.7)

Agora, pelo Lema 4.2, podemos deduzir que

dimC
O2

(ψ, φh1, . . . , φhs)
= i(ψ, φ) + dimC

O2

(ψ) + J
. (4.8)

Substituindo (4.8) em (4.7), concluímos a demonstração.

O exemplo a seguir foi elaborado com o auxílio do Singular, por meio do qual
verificamos, para alguns valores de k, que o Lema 4.4 é satisfeito.

Exemplo 4.4. Sejam f, g ∈ O2 tal que f = x4 − y3 e g = y5 − x7 + x4y4. Note que
(f, g) = 1 e que ν0(f) = 3 < ν0(g) = 5. Usando o Singular verificamos o Lema 4.4 para
0 ≤ k ≤ 10
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k dimO2/(f, g)m
k dimO2/m

k dimO2/(f) +mk dimO2/(f, g)

0 20 0 0 20

1 22 1 1 20

2 26 3 3 20

3 32 6 6 20

4 39 10 9 20

5 47 15 12 20

6 56 21 15 20

7 66 28 18 20

8 77 36 21 20

9 89 45 24 20

10 102 55 27 20
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Em [43], Teissier demonstrou (no contexto de hipersuperfícies complexas) uma fórmula
que relaciona i(Pdf , C) e µ(C), conhecida como Lema de Teissier :

Lema 4.5. [43, Prop. 1.2] Seja f ∈ O2 tal que C = {f = 0} seja uma curva reduzida em
0 ∈ C2. Então

i(Pdf , C) = µ(C) + ν(f)− 1.

Apresentamos a seguir uma versão do Lema de Teissier para os k-ésimos números de
interseção polar e de Milnor de uma função holomorfa.

Teorema 4.1. Seja f ∈ O2 tal que C : {f = 0} é uma curva reduzida em 0 ∈ C2. Então,
para todo inteiro k ≥ 0, tem-se

ik(Pf , C) = µk(f) + ν0(f)− 1.

Demonstração. Aplicando o Lema 4.4 para J = mk, ψ = f e φ = Pf = α∂xf + β∂yf ,
onde α e β são genéricos, obtemos

ik(Pdf , C) = i(Pdf , C) + dim
O2

mk
+ dim

O2

(αfx + βfy) +mk
. (4.9)

Assumindo novamente que ν0(fx) ≤ ν0(fy), e aplicando o Lema 4.4 a J = mk, ψ = ∂xf e
φ = ∂yf , obtemos

µk(C) = µ(C) + dim
O2

mk
+ dim

O2

(fy) +mk
. (4.10)

Das expressões (4.9) e (4.10), segue que

ik(Pdf , C)− µk(C) = i(Pdf , C)− µ(C),

pela equação (4.3). Logo, concluímos a demonstração pela aplicação do Lema 4.5.

Exemplo 4.5. Seja (V, 0) uma singularidade isolada binomial definida por f = x2 + y2.
Então, por [27, Proposição 2.7],

µk(V, 0) = dim
O2

mk(∂f
∂x
, ∂f
∂y
)
=

1 + k2 + k, se 0 ≤ k < 2

3
2
k + 1 + k2

2
, se k ≥ 2

e o número de interseção polar de ordem k de df com respeito a C : {f = x2 + y2} (1:1)

ik(Pdf , C) = dim
O2

mk(∂xf + ∂yf, f)
=

2 + k2 + k, se 0 ≤ k < 2

3
2
k + 2 + k2

2
, se k ≥ 2

então, ik(Pdf , C)− µk(V ) = ν(C)− 1.
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Com respeito a folheações, em 2022, Arturo Fernández-Pérez, Evelia R. García Barroso
e Nancy Saravia-Molina [16] estudaram uma relação entre os números de interseção polar
ip(PF , C) e ip(Pdf , C) do seguinte modo

Proposição 4.2. [16, Prop. 5.4] Seja C : {f(x, y) = 0} uma curva reduzida e invariante
de uma folheação singular F em (C2, p). Então,

GSV (F , C, p) = i(PF , C, p)− i(Pdf , C, p).

Então, obtemos o seguinte resultado O seguinte resultado relaciona o k-ésimo índice
de interseção polar de F com o índice GSV .

Teorema 4.2. Considere F uma folheação não-dicrítica em (C2, 0), e seja C : {f = 0} a
união total de separatrizes de F . Se F é do segundo tipo, então

ik(PF , C, 0)− ik(Pdf , C, 0) = i(PF , C, 0)− i(Pdf , C, 0) = GSV (F , C, 0).

Demonstração. Suponha que ω = P dx + Qdy. Aplicando o Lema 4.4 com J = mk,
ψ = PF = αP + βQ e φ = f , obtemos

ik(PF , C) = i(PF , C) + dim
O2

mk
+ dim

O2

(αP + βQ) + mk
,

onde α e β são genéricos. De modo análogo, pelo Lema 4.4, temos

ik(Pdf , C) = i(Pdf , C) + dim
O2

mk
+ dim

O2

(αfx + βfy) + mk
.

Como F é de segundo tipo, segue que ν(F) = ν(αP + βQ) = ν(C) − 1 = ν(αfx + βfy),
por [20, Prop. 2.4]. Consequentemente,

dim
O2

(αP + βQ) + mk
= dim

O2

(αfx + βfy) + mk
,

pela equação (4.3). A prova termina tomando a diferença ik(PF , C) − ik(Pdf , C) e
observando que i(PF , C)− i(Pdf , C) = GSV (F , C) pela Proposição anterior 4.2.
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5. Fórmula para o k-ésimo número

de Milnor e sobre a invariância

topológica dos k-ésimos números de

Milnor e Tjurina

5.1 Fórmula para o k-ésimo número de Milnor de uma

folheação

Nesse capítulo, apresentamos uma relação do k-ésimo número de Milnor de uma curva
C e o k-ésimo número de Milnor de uma folheação F com os respectivos número de Milnor
usuais. Para isso, consideremos F : ω = P (x, y)dx+Q(x, y)dy um germe de folheação em
0 ∈ C2 e que ν0(F) = ν0(P ) ≤ ν0(Q). Seja F : ω = P dx + Qdy uma folheação singular
em 0 ∈ C2. Admita que a multiplicidade algébrica de F satisfaz ν0(F) = ν0(P ) ≤ ν0(Q).
Aplicando o Lema 4.4 com J = mk, ψ = P e φ = Q, obtemos:

µk(F , 0) = µ(F) + dim
O2

mk
+ dim

O2

(P ) + mk
. (5.1)

Seja C : {f = 0} a curva reduzida em 0 ∈ C2 definida por f ∈ O2. Supondo
ν0(fx) ≤ ν0(fy), obtemos novamente pelo Lema 4.4:

µk(C) = µ(C) + dim
O2

mk
+ dim

O2

(fx) + mk
. (5.2)

Observe que dim
O2

mk
=
k(k + 1)

2
, e tendo em conta a equação (4.3), para f ∈ O2 com

ν0(f) = n:

dim
O2

mk + (f)
=


k(k+1)

2
, se 0 ≤ k < n;

(k+1)k
2

− (k+1−n)(k−n)
2

, se k ≥ n.
(5.3)

Assim como consequência direta da equações (5.2) e (5.3), obtemos o seguinte corolário:
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Corolário 5.1. Seja f ∈ O2 e suponha que ν0(f) = n. Então

µk(f) =


µ(f) + k(k + 1), se 0 ≤ k < n;

µ(f) + k(k + 1)− (k−n+2)(k−n+1)
2

, se k ≥ n.

Note que podemos recuperar o Teorema 2.4 usando esse Corolário. Como mostramos
a seguir para o caso em que f satisfaz

f = xa1 + ya2 (2 ≤ a1 ≤ a2)

com tipo de peso ( 1
a1
, 1
a2
; 1). Note que fx = a1x

a1−1 e fy = a2y
a2−1 e como a1 ≤ a2,

ν(fx) ≤ ν(fy). O número de Milnor de f é dado por (a1 − 1)(a2 − 1) e pelo Corolário 5.1,

µk(f) =


(a1 − 1)(a2 − 1) + k(k + 1), se 0 ≤ k < a1;

(a1 − 1)(a2 − 1) + k(k + 1)− (k−a1+2)(k−a1+1)
2

, se k ≥ a1.

e abrindo as contas de

(a1 − 1)(a2 − 1) + k(k + 1)− (k − a1 + 2)(k − a1 + 1)

2
=

= a1k −
k

2
+ a1a2 − a2 −

a21
2

+
a1
2

− k2

2
.

Essa expressão coincide exatamente com a fórmula obtida para o cálculo do k-ésimo
número de Milnor apresentada no Teorema 2.4. Os demais caso são feitos de forma
análoga.

Quando f é um polinômio homogêneo quase-homogêneo, temos o seguinte resultado
de [27, Proposição 2.6]:

Proposição 5.1. Para uma singularidade isolada definida por um polinômio homogêneo
quase-homogêneo f ∈ C[x, y], temos:

µk(f) = τ k(f) +
k(k − 1)

2
.

Como aplicação da Proposição 5.1, recuperamos o Teorema 2.3 e apresentamos uma
aplicação para folheações singulares.

Teorema 5.1. Seja F uma folheação singular em 0 ∈ C2. Suponha que F seja não
dicrítica e do segundo tipo. Seja C : {f = 0} a união total das separatrizes em 0 ∈ C2.
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Então, assumindo que ν0(fx) ≤ ν0(fy), temos:

µk(F , 0)− µk(C) = µ(F , 0)− µ(C).

Em particular, F é uma folheação de curva generalizada se, e somente se, µk(F , 0) = µk(C)

para todo k ≥ 0.

Demonstração. Admita que F seja uma folheação não dicrítica definida por ω = Pdx +

Qdy tal que ν0(F) = ν0(P ), e seja C : {f = 0} a união total de todas as separatrizes em
0 ∈ C2. Como ν0(fx) ≤ ν0(fy), obtemos do Lema 4.4 que:

µk(C) = µ(C) + dim
O2

mk
+ dim

O2

(fx) + mk
. (5.4)

Como F é do segundo tipo, usando a Proposição ?? temos ν0(F) = ν0(C) − 1 = ν0(fx).
Assim, segue da equação (4.3) que:

dim
O2

(P ) + mk
= dim

O2

(fx) + mk
.

Portanto, a partir de (5.1) e (5.2) obtemos:

µk(F , 0)− µk(C) = µ(F , 0)− µ(C).

Consequentemente, F é uma folheação de curva generalizada se, e somente se, µk(F , 0) =
µk(C) para todo k ≥ 0, conforme o Teorema 7 de [5].

5.2 Sobre a invariância topológica dos k-ésimos

números de Milnor e Tjurina

Dado f ∈ O2, segue dos Teoremas 2.28 e 2.26 de [23] que µk(f) e τ k(f) são invariantes
analíticos. A seguir, veremos que, em geral, o k-ésimo número de Tjurina não é um
invariante topológico. Especificamente, consideramos o caso de τ 1(f).

Exemplo 5.1. Consideremos f(x, y) = y3 − x7 e g(x, y) = f + x5y. De acordo com [23,
p. 218], as curvas C = {f = 0} e C ′ = {g = 0} são topologicamente equivalentes, isto é,
existe um homeomorfismo ϕ : (C2, 0) → (C2, 0) tal que ϕ(C) = C ′. No entanto, utilizando
o software Singular, obtemos:

> ring r=0,(x,y),ds;

> LIB "sing.lib";
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> poly f=y3-x7;

> poly g=f+x5y;

> ideal m=x,y;

> ideal J=jacob(f)+f;

> ideal N=jacob(g)+g;

> vdim(std(J));

12

> vdim(std(N));

11

> ideal J1=jacob(f)*m+f;

> ideal J2=jacob(g)*m+g;

> vdim(std(J1)); // 1-th Tjurina number of f

14

> vdim(std(J2)); // 1-th Tjurina number of g

13

Isso mostra que τ 1(f) = 14 ̸= 13 = τ 1(g) e, portanto, τ 1(f) não é um invariante
topológico.

Com relação ao k-ésimo número de Milnor de um germe f ∈ O2 com ν0(f) = m ≥ 1,
o Corolário 5.1 afirma que

µk(f) =


µ(f) + k(k + 1), se 0 ≤ k < m

µ(f) + k(k + 1)− (k−m+2)(k−m+1)
2

, se k ≥ m.

Isso mostra que, em dimensão dois, µk(f) depende apenas de µ(f), k e ν0(f). Como µ(f)
é um invariante topológico (ver [13]) e ν0(f) também é um invariante topológico (ver [46]),
segue que µk(f) também é um invariante topológico. Em dimensões maiores, o problema
da invariância topológica de µk(f) permanece em aberto.

Com respeito à invariância topológica do k-ésimo número de Milnor de uma folheação,
podemos afirmar o seguinte: Seja F : ω = Pdx+Qdy um germe de folheação em 0 ∈ C2.
Suponhamos que ν0(F) = ν0(P ) ≤ ν0(Q). Aplicando o Lema 4.4, obtemos

µk(F , 0) = µ(F) + dim
O2

mk
+ dim

O2

(P ) + mk
.

Como consequência, µk(F , 0) depende de µ(F), de k e da multiplicidade algébrica
ν0(F) = ν0(P ) (por hipótese). Sabe-se que a multiplicidade algébrica ν0(F) é um
invariante biLipschitz (ver [39]) e que µ(F) é um invariante topológico (ver [5]). Portanto,
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podemos concluir que µk(F , 0) é um invariante biLipschitz, isto é, é preservado sob
equivalência Lipschitz.

O problema da invariância topológica tanto da multiplicidade algébrica ν0(F) quanto
de µk(F , 0) permanece em aberto.
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6. Sobre algumas conjecturas

Neste capítulo, apresentamos respostas a duas conjecturas relacionadas aos k-ésimos
números de Milnor e de Tjurina de uma função holomorfa em dimensão dois.

6.1 Conjectura de Dimca-Greuel

Em [12], Dimca e Greuel questionaram sobre a relação entre os números de Milnor e de
Tjurina de uma singularidade isolada de curva plana. Mais precisamente, questionaram
se para toda hipersuperfície com singularidade isolada (X, 0) de curva plana vale a
desigualdade

µ(X, 0)

τ(X, 0)
<

4

3
.

Inicialmente, a desigualdade foi verificada apenas em classes especiais, como para
singularidade semi-quasi-homogêneas quase-homogêneas [12]. Posteriormente, o caso
geral foi resolvido por Almirón e Blanco [1], que demonstraram a desigualdade acima
para qualquer singularidade semi-quasi-homogênea (X, 0). Mais recentemente, em 2020
Genzmer e Hernandes [25] mostraram a desigualdade para curvas planas singulares
irredutíveis.

Em [28, Conjectura 1.3], os autores conjecturam que, para qualquer curva plana isolada
C, vale para todo k ≥ 0,

µk(C)

τ k(C)
<

4

3
.

Eles consideraram a curva C = {f = 0}, onde

f(x, y) = x2m+1 + y2m+1 + xm+1ym+1, m ≥ 1,

e mostraram que
µ1(C)

τ 1(C)
e
µ2(C)

τ 2(C)
são suficientemente próximos de 4

3
quando m é grande

o bastante.
No entanto, afirmamos que tal conjectura possui uma resposta negativa em geral.

Exemplo 6.1. Considere m = 2 e nesse caso, temos f = x5 + y5 + x3y3. Utilizando o
código Singular

> ring r=0,(x,y),ds;

> poly f=x5+y5+x3y3;

> ideal m=x,y;
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> ideal J=jacob(f)*m*m*m*m*m*m*m*m;

> ideal I=J+f;

> vdim(std(J)); // 8-ésimo número de Milnor

78

> vdim(std(I)); // 8-ésimo número de Tjurina

50

Portanto,
µ8(f)

τ 8(f)
=

78

50
>

4

3
.

A seguir, apresentamos uma confirmação à Conjectura 1.3 [28] para polinômios quasi-
homogêneos com uma restrição em k.

Teorema 6.1. Seja (V, 0) = {(x, y) ∈ C2 : f(x, y) = 0} uma singularidade isolada
definida por um polinômio quasi-homogêneo f de multiplicidade algébrica ν0(f). Então,
para todo 0 ≤ k < ν0(f), temos

µk(f)

τ k(f)
<

4

3
.

Demonstração. Como 0 ≤ k < ν0(f), pelo Corolário 5.1 temos µk(f) = µ(f) + k(k + 1).
Além disso, para o caso quasi-homogêneo, por [27, Prop. 2.6], segue que

µk(f) = τ k(f) +
k(k − 1)

2
.

Usando as fórmulas válidas no caso quasi-homogêneo, para 0 ≤ k < ν0(f) temos

µk(f) = µ(f) + k(k + 1), µk(f) = τ k(f) +
k(k − 1)

2
.

Dessa segunda igualdade obtemos imediatamente

τ k(f) = µk(f)− k(k − 1)

2
= µ(f) +

k2 + 3k

2
.

Assim, para 0 ≤ k < ν0(f) o quociente procurado é

µk(f)

τ k(f)
=
µ(f) + k(k + 1)

µ(f) +
k2 + 3k

2

.

Para verificar que este quociente é estritamente menor que 4/3 basta verificar a inequação
equivalente

3
(
µ(f) + k(k + 1)

)
< 4
(
µ(f) +

k2 + 3k

2

)
.
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Simplificando, obtemos a condição

µ(f) > k2 − 3k. (6.1)

Pelo comentário 7.4 de [17] temos que (ν0(f) − 1)2 ≤ µ(f). Mostramos agora que, para
todo inteiro k com 0 ≤ k < ν0(f),

(ν0(f)− 1)2 > k2 − 3k,

o que implica na equação(6.1) e, portanto, a desigualdade desejada.
De fato,

(ν0(f)− 1)2 − (k2 − 3k) = (ν0(f)− 1− k)(ν0(f)− 1 + k) + 3k.

Como 0 ≤ k < ν0(f) temos ν0(f)−1−k ≥ 0 e 3k ≥ 0. Além disso, se k > 0 então 3k > 0,
logo a diferença é estritamente positiva; se k = 0 então (ν0(f)− 1)2 > 0 para ν0(f) ≥ 2 e
também obtemos a desigualdade. Assim

(ν0(f)− 1)2 > k2 − 3k para todo 0 ≤ k < ν0(f),

e portanto µ(f) ≥ (ν0(f) − 1)2 > k2 − 3k, que é exatamente a condição (∗). Portanto,
para todo 0 ≤ k < ν0(f)

µk(f)

τ k(f)
<

4

3
.

Este resultado generaliza [28, Teorema E], pois demonstra que a desigualdade

µk(f)

τ k(f)
<

4

3

permanece válida não apenas para o caso clássico (k = 0), mas também para todos os
valores 0 ≤ k < ν0(f), quando f é um polinômio quasi-homogêneo.
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6.2 Sobre a conjectura para o limite inferior do k-ésimo

número de Tjurina de um polinômio homogêneo

quase-homogêneo

Em [27, Conjectura 1.1], os autores conjecturaram o seguinte limite inferior para o
k-ésimo número de Tjurina de uma hipersuperfície complexa:
Conjectura 1. Para cada k ≥ 0, assuma que

τ k({xa11 + . . .+ xann = 0}) := ℓk(a1, . . . , an).

Seja (V, 0) = {(x1, . . . , xn) ∈ Cn : f(x1, . . . , xn) = 0}, com n ≥ 2, uma singularidade
isolada definida por um polinômio quase-homogêneo homogêneo f(x1, . . . , xn) de tipo de
peso (w1, . . . , wn; 1). Então

τ k(V ) ≥ ℓk(1/w1, . . . , 1/wn).

Nesta seção, fornecemos uma resposta positiva à Conjectura 1 no caso n = 2. E, em
particular, este resultado generaliza o Teorema C de [27].

Teorema 6.2. Seja C um germe de curva singular reduzida em 0 ∈ C2 definido por um
polinômio quase-homogêneo homogêneo f com peso do tipo (w1, w2; 1), com ν0(f) ≥ 1/w1.
Então

τ k(C) ≥ ℓk
(

1

w1

,
1

w2

)
.

Demonstração. De fato, seja f seja um polinômio homogêneo quase-homogêneo de tipo
de pesos (1/w1, 1/w2; 1) e seja m = ν0(f) ≥ 1

w1
≥ 2. Então, segue do Corolário 5.1, da

Proposição 5.1 e da fórmula de Milnor–Orlik [36] que

τ k(f) =


(

1
w1

− 1
)(

1
w2

− 1
)
+ k(k+3)

2
, 0 ≤ k < m,(

1
w1

− 1
)(

1
w2

− 1
)
+ k(k+3)

2
− (k−m+2)(k−m+1)

2
, k ≥ m.

De forma similar, para ℓk(1/w1, 1/w2):

ℓk(1/w1, 1/w2) =


(

1
w1

− 1
)(

1
w2

− 1
)
+ k(k+3)

2
, se 0 ≤ k < 1/w1,(

1
w1

− 1
)(

1
w2

− 1
)
+ k(k+3)

2
− (k−1/w1+2)(k−1/w1+1)

2
, se k ≥ 1/w1.

Essas fórmulas implicam que, para provar τ k(f) ≥ ℓk(1/w1, 1/w2), basta mostrar que,
para m ≥ 1/w1, vale a seguinte desigualdade:
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(k − 1/w1 + 2)(k − 1/w1 + 1)

2
≥ (k −m+ 2)(k −m+ 1)

2
. (6.2)

Note que, se m = 1
w1

, a desigualdade torna-se uma igualdade, e nada há a provar.
Portanto, suponhamos que m > 1/w1 e provemos a desigualdade (6.2). Multiplicando e
eliminando fatores comuns em (6.2), vemos que ela é equivalente a

2k

(
m− 1

w1

)
≥
(
m− 1

w1

)(
m+

1

w1

− 3

)
,

Como m > 1/w1, podemos simplificar o fator
(
m− 1

w1

)
e obter

2k ≥
(
m+

1

w1

− 3

)
.

A desigualdade acima é imediatamente satisfeita, uma vez que consideramos k ≥ m >

1/w1.
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