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RESUMO

O objetivo deste trabalho ¢é investigar as correlagoes nos estados semiclassicos da Gravitacao
Quantica de Lagos (LQG) e propor uma nova classe de estados compativel com a gravidade
semiclassica. Para isso, sao primeiramente expostos os elementos da Relatividade Geral no
Formalismo de Cartan e, em seguida, é apresentado o formalismo da LQG. Posteriormente,
apresentamos familias de estados coerentes estabelecidas na literatura e mostramos que
elas exibem correlagoes de curto alcance em relagao a flutuagoes de area. Introduzimos
entdao uma nova classe de estados coerentes perturbados, construida a partir da excitagao
nao local de estados coerentes intrinsecos. Finalmente, demonstramos que esta nova classe
de estados gera correlagoes de area decaindo como 1/d? no limite semicldssico, em acordo

com o comportamento esperado para o graviton livre sem massa.

Palavras-chaves: Gravitacao Quantica de Lacos, Gravitacao semiclassica, Relatividade

Geral, Correlagoes quanticas.



ABSTRACT

The objective of this work is to investigate the correlations in the semiclassical states
of Loop Quantum Gravity (LQG) and propose a new class of states compatible with
semiclassical gravity. To this end, the necessary elements of General Relativity in the
Cartan Formalism are first presented, followed by the presentation of the LQG formalism.
Subsequently, we present established families of coherent states from the literature and show
that they exhibit short-range correlations concerning area fluctuations. We then introduce
a new class of perturbed coherent states, constructed from the non-local excitation of
intrinsic coherent states. Finally, we demonstrate that this new class of states generates
area correlations decaying as 1/d? in the semiclassical limit, which is in agreement with

the expected behavior for the free massless graviton.

Keywords: Loop Quantum Gravity, Semiclassical gravity, General Relativity, Quantum

correlations.



1.1
1.11
1.1.2
1.2
1.21

2.1
2.2
221
2211
2.2.2
2221
2222
2.3
231
2.3.2
2321
2.3.3
2331
2.3.3.2
2.4
241
242
243
2.5
25.1
2511
252
253
2531
2532
2533

SUMARIO

RELATIVIDADE GERAL . . . . . . . . . . . i 13
Formulacao de Cartan da Relatividade Geral . . . . . . . .. ... .. 13
Tetradas e conexdao despin . . . . . . . .. . ... 13
Acao de Einstein-Hilbert e acdo de Palatini . . . . . ... ... ... ... 15
Acaode Holst . . . . . . . . ... o 16
Vinculo de simplicidade . . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 17
GRAVITACAO QUANTICADELACOS . . . . . .. v e v .. 20
Formalismo canbnico . . . . . . . .. .. .. .. ... ... 20
Formalismo covariante: Spinfoam . . . ... . ... ... ... . ... 25
Discretizacdo classica . . . . . . . . ... Lo 26
Discretizacdo da fronteira e espacodefase . . . . . . . . . . .. ... 28
Quantizacdo . . . . ... 30
Cinematica . . . . . . . . . . L 30
Dinamica . . . . . . . L 33
Vinculos do espacode fase . . . . . . .. ... ... ... .. ..... 37
Espaco de seeds vinculode drea . . . . . . . ... 37
Vinculode Gauss . . . . . . . . .. 38
Intertwiners e simbolos 3j . . . . . . . ... Lo 39
Espaco cinematico . . . . . . . ..o 40
Estadodevacuo . . . . . . . Lo 41
Composicdo de spin . . . . . . ..o e 41
Representacao da holonomia . . . . . . . .. ... ... ... .. ... 42
Estado de holonomia . . . . . . . . . ..o 43
Espaco cinemdtico . . . . . . . ... Lo 43
Produtode estados . . . . . . . . . . .. ... 44
Operadores geométricos . . . . . . . . . . .. ... 45
Operador holonomia . . . . . . . . . . ... 45
Estadosdelacos . . . . . . . ... L 46
Operador Fluxo . . . . . . . . . . . . . . . 47
Operador drea. . . . . . . . . . 47
Quantizacdodas dreas . . . . . . . ... ..o 48
Colagem quéantica de poliedros . . . . . . . . . . . .. ... ... ... .. 438
Relacdo de fechamento e quantas de espaco . . . . . . . . . . . . . ... .. 48

GRAVITACAO QUANTICA DE LACOS E ESPINORES . . . . ... 49



Sumdrio 9
3.1 Estados SU(2) em termos de espinores . . . . . . . . ... ... ... 49
3.1.1 LQG em termos de espinores . . . . . . ... .. 50
3.2 Osciladores de Schwinger e estados SU(2) . . .. ... ... ..... 51
321 Representacdo bosonicada LQG . . . . . . .. . ... 53
3.2.1.1 Estadosdelagos . . . . . . . . ... 54
4 LIMITE SEMICLASSICO . . . . . . .. ittt 55
4.1 Estados coerentes intrinsecos . . . . . . . . ... ... ... ... 55
4.1.1 Estados coerentes SU(2) . . . . . . . . . ... 55
4.2 Estados coerentes extrinsecos . . . . . . .. ... ... 57
4.3 Estados coerentes de variaveis bosonicas . . . . . . .. ... ... .. 60
431 Estados coerentes de osciladores harmonicos . . . . . . . . . . .. .. ... 60
432 Estados coerentes de varidveis bosonicas . . . . . . ... ... 61
5 CORRELACOES NOS ESTADOS DA GEOMETRIA . . . ... ... 63
5.1 Limite semiclassico e flutuacées de area . . . . . . .. ... ... .. 64
5.2 Geometria classica homogénea . . . . . . . . .. . ... ... ... .. 64
521 Estados coerentes bosOnicos . . . . . . . ..o 67
5.2.2 Estados coerentes heat-kernel . . . . . . . .. ... oL 68
5.3 Nova classe de estados coerentes . . . . . . .. ... ... ...... 68
53.1 Estados perturbados: correlacdes ndo locais . . . . . . . .. ... ... .. 69
5.3.2 Estados coerentes perturbados . . . . . .. ... 70
5321 Distribuicdes de spin . . . . . . . . ..o 71
5.3.2.2 CorrelagBes de drea . . . . . . . . . . L. 72
6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS . . . . . .. it i i 74

REFERENCIAS . . . . . . . . . et 77

APENDICE A - ATUACAO DOS VINCULOS CLASSICOS . ... 82
A.l Holonomia e conexao de Ashtekar . . . . . . . .. ... ... ... .. 82
A.2 Fluxo e densidade de triada . . . . . . . . . ... ... ... ...... 83
A.3 Vinculode Gauss . . . . . . . . . . . . ... 84
A3.1 Conexdo de Ashtekar . . . . . . . . . . . ... 84
A.3.2 Densidade de triada . . . . . . . . . . . ... ... 84
A3.3 Holonomia . . . . . . . . . . . . 85
A3.4 Fluxo . . . . . . 85
A4 Vinculo de difeomorfismo . . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 86
A4l Conexdo de Ashtekar . . . . . . . . . ... . 86
A4.2 Densidade de triada . . . . . . . . . . .. ... 87
A.4.3 Holonomia . . . . . . . . . . . . .. 87



Sumdrio 10
A4.4 Fluxo . . . . . . s, 88
A.b Vinculo Hamiltoniano . . . . . . . . . . . . .. ... ... ... ... 89
Ab5.1 Conexdo de Ashtekar . . . . . . . . . ... 89
Ab.2 Densidade de triada . . . . . . . . . . . . 89
Ab3 Holonomia . . . . . . . . . s, 90
Ab.4 Fluxo . . . . . 90

APENDICE B - ALGEBRA DE HOLONOMIA-FLUXO . . . .. .. 91
B.1 Colchete entre holonomias . . . . . . . . . . . . . ... .. .. ... 91
B.2 Colchete entre holonomiae fluxo . . . . . . . . ... ... ... ... 92
B.2.0.1 Caso SNEC=0. . . . . . 93
B.2.0.2 Caso SNEC =10 . . . . . . 93
B.2.0.3 Caso SNL="V(to) - - - -« o v o i 93
B.2.1 Colchete entre fluxos . . . . . . . . . 94

APENDICE C - ESTADOS COERENTES SU(2) .......... 96

APENDICE D-TRUQUE DO THIEMANN . .. ... ....... 102

APENDICE E - APROXIMACAO LS PARA GRANDES SPINS . . 107
E.1 Valores médios . . . . . . . . . . 107
E.2 Distribuicao de probabilidades . . . . . . .. ... ... ... ... .. 109

APENDICE F - DETERMINACAO DO ESTADO PERTURBADO
DE UM LINK NO LIMITE SEMICLASSICO . .. 110



11

INTRODUCAO

A busca por uma descricao quantica da gravidade representa um dos maiores desafios
da fisica tedrica. Apesar das diferentes tentativas, toda descricao quantica razoavel tem
como principio tender a descrigao classica no regime correspondente, chamado de regime
semiclassico. Dentre as abordagens propostas, a Gravitacao Quantica de Lagos (LQG)
surge como uma candidata promissora, a partir de uma quantizag¢ao nao-perturbativa da
Relatividade Geral formulada em termos das varidveis de Ashtekar [6, 55, 61, 72]. Entre os
principais resultados da LQG estao as corre¢oes quanticas na dindmica de espacos-tempos
cosmolégicos e buracos negros [3, 7, 22, 39], um limite semicldssico bem estabelecido para
modelos cosmolbgicos simples [15, 20], e a correta reproducao do propagador do graviton

no regime de grandes distancias a partir da dindmica via amplitudes de transicao [18].

A construcao da LQG pode ser realizada a partir de dois formalismos: o canénico e
o covariante. No formalismo canonico, parte-se da descricdo hamiltoniana da Relatividade
Geral, de modo que o espaco de Hilbert da teoria é obtido por um procedimento de
quantizacao canodnica, e a evolucao temporal é definida em termos da atuagdo do operador
hamiltoniano [6, 52, 55]. Entretanto, devido a ambiguidades em sua defini¢ao [55], ainda
nao ha uma versao quantica bem estabelecida para este operador na literatura, sendo sua
determinagdo um dos principais problemas em aberto da LQG candnica. J4 a formulagao
covariante origina-se da descricao lagrangiana da Relatividade Geral, de forma que a
evolugao temporal é ditada pela determinagao de amplitudes de transicao, em um processo
andlogo as integrais de caminho [57, 61]. Em contraste com o operador hamiltoniano, as
amplitudes de probabilidade possuem uma formulacao bem estabelecida na literatura
[27, 61]. Em ambos os formalismos, o espago de Hilbert cinematico é idéntico, e seu

principal resultado é a quantizacdo da geometria na escala de Planck.

A anélise semiclassica da LQG é construida em termos dos estados coerentes:
estados cujas distribuigoes de probabilidade se concentram em torno de seus valores
médios, apresentando desvios relativos pequenos e cujos valores médios representam a
geometria classica do espaco-tempo. Diferentes familias desses estados ja foram propostas
[13, 24, 25, 71]. Contudo, tais estados sao definidos no espago cinemaético da teoria, nao
incorporando informacoes dinamicas. A nao existéncia de um operador hamiltoniano bem
estabelecido motiva a imposicao de restrigoes adicionais aos estados coerentes a fim de se

reproduzir comportamentos esperados vindos da dinamica.

O limite classico dos estados coerentes segue um padrao geral: a medida que
elevamos os niimeros quanticos desses estados, suas distribui¢oes de probabilidade vao se
tornando cada vez mais concentradas em torno da média (regime semicldssico), de forma

que o limite clédssico é atingido quando o desvio relativo se torna desprezivel. A descricao
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que emerge desse limite corresponde a geometria de Regge [73], um truncamento dos
graus de liberdade da Relatividade Geral [61]. Embora diferentes padroes de flutuacoes de
estados coerentes em torno da média ndo modifiquem o aspecto coerente desses estados,

eles podem influenciar, por exemplo, as correlacoes de tais flutuagoes.

Sabe-se do regime semiclassico da teoria quantica de campos em espagos curvos que
as flutuagoes de vacuo do campo gravitacional apresentam correlagoes de longo alcance
com um perfil de inverso do quadrado da distancia. Nao somente isso, mas esse padrao
¢ consequéncia direta da validade da equagao de Einstein da Relatividade Geral [36].
Este comportamento é responsavel pela lei das areas para a entropia de emaranhamento
[23, 65, 67], proposto como uma possivel fonte para a entropia de buracos negros [23],
sendo pontuado como critério necessario para selecionar estados semiclassicos de qualquer

teoria quintica da gravidade [19].

O objetivo desta tese é investigar o decaimento de correlagoes dos estados semiclas-
sicos da LQG e, a partir dessa andlise, propor uma nova classe de estados que satisfaca o
critério do decaimento de longo alcance. Primeiramente, demonstramos que as familias de
estados coerentes mais utilizadas na literatura, embora bem-sucedidas em descrever uma
geometria média classica, exibem apenas correlagoes de curto alcance, com um decaimento
exponencial. Em seguida, introduzimos uma nova familia de estados construida a partir
da perturbacao de estados coerentes intrinsecos. Mostramos que, ao introduzir excitacgoes
quanticas nao locais de forma controlada, é possivel gerar um emaranhamento que resulta
em correlagoes de drea decaindo como 1/d? no limite semicldssico, em total acordo com
o comportamento esperado. Os resultados apresentados fazem parte da publicagao [49].
Esses resultados fornecem um novo conjunto de estados semiclassicos que nao apenas
descrevem uma geometria cldssica, mas também carregam uma estrutura de flutuagoes

quanticas compativel com a dindmica gravitacional conhecida.

Para desenvolver esses pontos, a tese esta organizada da seguinte forma: o capitulo
1 estabelece as bases da Relatividade Geral no formalismo de Cartan, ponto de partida
para a quantizacao que nos leva a LQG; o capitulo 2 apresenta a construcao da LQG,
abordando seus formalismos candnico e covariante; o capitulo 3 explora a descricao da
LQG em termos de espinores, objetos importantes para a descricao de estados coerentes; o
capitulo 4 detalha a construgao de estados coerentes e seu comportamento semicldssico; o
capitulo 5 contém a contribuicao deste trabalho, apresentando o célculo das correlagoes
para os estados coerentes existentes e a construcao e analise da nova classe de estados
com correlagoes de longo alcance; e, por fim, no capitulo 6 sao discutidas conclusoes e

perspectivas.



1 RELATIVIDADE GERAL

A Gravitacao Quéantica de Lagos (LQG) tem como ponto de partida a Relatividade
Geral. Apesar da Relatividade Geral ser tradicionalmente apresentada na formulacao
métrica, a LQG se baseia no formalismo de tetradas tanto para a sua formulacao candnica
quanto para a sua formulacao covariante, que expressam a gravitagao na linguagem de uma
teoria de gauge. Dessa forma, este primeiro capitulo é dedicado a uma breve apresentacao
do formalismo de tetradas, também conhecido como formalismo de Cartan. As referéncias

que fundamentam esta apresentagao sao [37, 61].

1.1 Formulacdo de Cartan da Relatividade Geral

1.1.1 Tetradas e conexdo de spin

Para a formulagao de Cartan, introduzimos no espago-tempo (M, gqp) um fibrado
vetorial E isomorfo ao fibrado tangente 7'M, cujas fibras V = R3 possuem uma métrica
de Minkowski 77;. O que chamamos de tetradas e/, I = 0, 1,2, 3, ¢ um conjunto de 1-formas

que produzem esse isomorfismo entre E e T'M:

el . TM — E, (1.1a)
ef(v) =0l = eiv“. (1.1b)

Em termos da base coordenada:
el = eidm“. (1.2)

Definimos também as tetradas inversas que, em termos da base coordenada, sao expressas

como:
er = €0,. (1.3)
de forma que:
eie? =0, (1.4a)
enely =65 (1.4Db)

Pela notagao, os indices gregos correspondem aos indices espaco-temporais, enquanto os

indices latinos correspondem aos indices internos.

A partir de uma tetrada, a métrica do espago-tempo é definida como o pullback da
métrica em E:

g<U7 'Ll,) = 77(6(“)7 e(u)) = G = eieZUIJ- (15>

As relagoes (1.4) e (1.5) nos levam naturalmente a definir a operagao de descer e subir os

indices internos pela acdo de n’’ e n;s, respectivamente.
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A partir de (1.5), é visivel que a métrica define transformagoes de gauge sobre as
tetradas. Mais precisamente, a métrica é invariante sob transformagoes de Lorentz sobre
as tetradas:

el — A je’, Ay € 50(1,3). (1.6)

Essa invariancia pode ser interpretada como consequéncia do aspecto localmente plano do

espaco-tempo.

A definicao das tetradas induz uma derivada covariante em E da forma:

eh(Vuo”) := Do’ = 90" + w! 07, (1.7)

v

sendo w!; = w! ;dz# a chamada conexdo de spin. Sua relagao com os simbolos de Christoffel
é dada por:

e{,Fgu = 8#611, + w{uei, (1.8)

podendo se verificar que, sob transformacoes de Lorentz:

wh! = AN Ll N 8 AL, Mg AL € SO(1,3). (1.9)

A relagdo (1.7) faz com que a conexao de spin, assim como a de Levi-Civita, seja
compativel com a métrica e livre de tor¢ao. A condi¢do de compatibilidade com a métrica
pode ser escrita por:

0=Dn"" =W+, (1.10)

enquanto a condi¢do de torcao nula pode ser representada pela 2-forma:
0=T":=d"e =de’ +w', ne’, (1.11)

sendo d“ a derivada exterior covariante construida com a conexao de spin. A expressao de
T! é conhecida como primeira equacdo de Cartan. A condicdo de compatibilidade com a
métrica evidencia que a conexao de spin pode ser vista como uma 1-forma com valores na

algebra do grupo de Lorentz.

Teorema: Dado uma tetrada, existe uma unica conexdao livre de tor¢ao compativel com a

métrica. Erplicitamente:

why = e1eS (—eur 0 et) + epr o el + o) | (1.12)

A relagdo (1.8) pode ser reescrita em termos de uma derivada covariante V' que

atua nos indices espago-temporais e internos:

V‘,‘jei = d,el + w{uei — Fgﬂefr = 0. (1.13)
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1.1.2 Acao de Einstein-Hilbert e acao de Palatini

Para descrever a relatividade geral no formalismo de tetradas, é necessario reescrever

a acao de Einstein-Hilbert
- /d4x\/—gR (1.14)
em termos desses novos objetos. Para isso, comecamos com a definicao da curvatura da

conexao de spin:

sendo a equacao acima conhecida como segunda equacgao de Cartan. Em termos da derivada

covariante:

2D¢ Do’ = F, o, (1.16)

Por conta da relacdo entre a conexao de spin e a de Levi-Civita, a curvatura da conexao

de spin é relacionada com a curvatura de Riemann. Partindo de (1.13):

0=2V{, Ve, = Fly el — R el (1.17)
resultando em:
Ry = 7€) Fy . (1.18)
Assim:
R=F /" ele;. (1.19)

J4 o elemento de volume d*zr,/—¢g pode ser escrito diretamente em termos das
tetradas. Pela relacao (1.5):
—g = (dete)?, (1.20)
sendo det e o determinante da matriz ei. Assim:
P Nel Ne* NeP = 62 16263(&“ N dx” A dx? A dx?,
eleleed P da® A dat A da® A da?,
nEr€p€
= /=g da® Adxt A dx? A daP. (1.21)
e, portanto:

d*z/—gR = Fi;elele® Nel Ne? A ed

n-v
1 v_ABK J_0

:_ZFKLug gABJeee/\e N
1

= —ZFKL“”eABUeie,{eA AeP Aef el

1
= —ZFKL“”sABUeIeZ{eAeBe da: A dx® A dxY A da?
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1
= —ZFUW;&?ABUeéeBdea Adz? A dz? A da®

1
= —§6A/\6B/\FIJ€AB[J (122)

sendo da primeira para a segunda linha utilizada a antissimetria nos indices 1.J; e da
quarta para a quinta linha utilizada a simetria R,,.,, = R,.s, do tensor de Riemann.
Assim, tem-se

Sle] = ;/el Nel NFEY e kL. (1.23)

A equacao de Einstein pode ser obtida a partir da agdo acima pela condi¢ao da
acao estacionaria:

0S = /(561/\€J/\FKL€]JKL, (124&)

05

%:0 — GJ/\FKLeE[JKLIO,

1
- RMV — §Rguy =0.

A partir da agao (1.23), é possivel construir uma agao modificada em que a conexao

de spin é vista como uma variavel independente das tetradas:
Sle,w| = ;/el ANel NFE e i (1.25)
A acdo acima é chamada de acao de Palatini. Para variagoes das tetradas e da conexao:
0S = /(561 ANel NFELe e + /d“’eI Ael N dwrler g + termos de fronteira, (1.26)

evidenciando que, assim como a ac¢ao de Einstein-Hilbert, a acao de Palatini também
retorna a equacao de Einstein na condi¢ao da agao estacionaria para variacoes das tetradas.
Além disso, a condicao da agao estaciondria para variagoes da conexao retorna a condicao
de torcao nula. Assim, a acao de Palatini traz a vantagem de ser mais economica para

descrever a relatividade Geral via formalismo de tetradas.

1.2 Acao de Holst

A agao da Relatividade Geral utilizada para construir o formalismo da gravitacao
quantica de lagos é uma agao classicamente equivalente a acao de Palatini, chamada de

acao de Holst:
1 1
Sle,w] = 5/61 Nel NFREergper + 7/e’ Nel AN Fry, (1.27)

sendo v € R o chamado parametro de Barbero-Immirzi. E fécil verificar que o termo

adicional, chamado de termo de Holst, nao altera as equagoes de movimento:
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dSle,w| = /561 ANel NFEEc e + /dwel Ael A owBler i+

1
+ — / d“el A e’ A 6w Enn s 4 termos de fronteira, (1.28a)
Y

)
565; =0 = €J N FKL€[JKL = 0, (128b)
0S
S, = 0 = d’e’ =0. (1.28¢)

Apesar do termo de Holst ndo modificar as equac¢des de movimento, sua adigao
tem um papel fundamental na descricao rumo a LQG?. Classicamente, o termo de Holst
altera o par canodnico de variaveis que surge na passagem da descri¢do lagrangiana para a
hamiltoniana, fazendo surgir naturalmente a conexao de Ashtekar-Barbero e a densidade
de triada.

1.2.1 Vinculo de simplicidade

A quantizacao de um sistema fisico envolve a descricao de uma cinematica, cons-
truida a partir de uma algebra de operadores sobre um espaco de Hilbert, seguida de uma
descri¢ao dinamica, ditando a relagao entre estados iniciais e finais. Independentemente do
processo de quantizacao, que pode construido em termos de um operador hamiltoniano
ou por um procedimento analogo as integrais de caminho, o ponto de partida para uma

descricao quantica é pela cinematica.

Visto que na Relatividade Geral o tempo é uma coordenada geométrica, a fronteira
de uma regiao compacta do espago-tempo generaliza a no¢do de uma superficie de tempo
fixo. Consequentemente, a quantizacao dessa regiao nos leva a uma estrutura cinematica
definida sobre essa fronteira. Dessa forma, vislumbrando a quantizacao da Relatividade
Geral, é conveniente descrever a acao de Holst em termos de variaveis que facilitam analises

em regioes de fronteira.

Seguindo essa perspectiva, perceba que a acdo de Holst pode ser escrita como

Sle,w] = /B“ A Fypy. (1.292)
1 1

B = 58”[@6[{ Nel + =ef ne’ (1.29Db)
v

A definicdo de B!/ é particularmente vantajosa ndo somente por simplificar a escrita da
acdo, mas também porque como B!/ A Fy; ~ B Ndwry+- -+, tem-se que, a partir de uma

foliagio do espacgo-tempo, a densidade vetorial £%° B}/ corresponde ao momento candnico

& Apesar de livre classicamente, o pardmetro v é fixado pela descrigdo quantica. Tradicionalmente, seu

valor é fixado pela termodinamica de buracos negros, resultando em ~ ~ 0, 2375. Para mais informagoes,
recomenda-se [1, 26, 48].
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da conex@o de spin w,r;. Pela antissimetria nos indices internos, B!’ corresponde a uma

2-forma com valores em si*(2, C).

Teorias de campo que possuem a acao da forma (1.29a) sdo chamadas de teorias BF
[52]. Tais teorias correspondem a teorias de campo topolégicas e sdo construidas em relagao
a algum grupo de gauge. Diferentemente de teorias BF gerais, a Relatividade Geral é uma
teoria BF com vinculos, dado que B ndo é uma variavel independente, mas sim escrita em
termos das tetradas. A restrigao imposta por (1.29b) é chamada de vinculo de simplicidade,
pois relaciona a 2-forma B!’ com a 2-forma simples e/ Ae’. Sua implementacio nio ¢ tnica,
o que gera diferentes descrigoes quanticas. Para mais informagoes, recomenda-se a consulta
a [52]. A abordagem adotada nesta tese é a do modelo EPRL-FK [27, 29, 30|, amplamente
usado na descricao da LQG. Dessa forma, a descri¢gao do vinculo de simplicidade e sua
implementagao quantica seguem o caminho que resulta nas amplitudes de transicao do
modelo EPRL-FK. Para uma construcao simplificada, ndo trataremos B!’ como uma
varidvel independente, acrescentando o vinculo & acdo. Em vez disso, trataremos B!/

apenas como uma abreviagao.

A definicdo de B!’ evidencia uma relacio envolvendo seus indices internos, chamada
de vinculo de simplicidade linear. A partir de um campo vetorial temporal ¢/, é possivel

decompor as componentes espaco-temporal e espacial de B!7:

K'=t;B", (1.30a)
1
Bl =t (261"KLBKL) : (1.30b)
Tem-se, em >:
K' =~E". (1.31)

Sem perda de generalidade, ¢ conveniente escolher um conjunto de tetradas em que X
corresponda & superficie ortogonal a €°, ou seja: t; = (1,0,0,0). Tal escolha é chamada de

gauge do tempo, simbolizada por

e = dt (1.32a)
e’ = e dz" (1.32b)
em que a,b,c,--- = 1,2, 3 sdo indices espaciais do espaco-tempo e i,j,k--- = 1,2,3 sao

indices espaciais internos. A partir dessa escolha, tem-se

BY = K', (1.33a)
Bk = cik (1.33b)
K'=~E' (1.33c)

A forma acima do vinculo de simplicidade tera papel central no procedimento de quantiza¢ao

que sera apresentado no préximo capitulo.
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Por ser um campo vetorial tipo tempo, t; pode ser visto como a escolha de um
referencial de Lorentz. Dessa forma, a decomposicao (1.30) separa sl(2,C) em geradores

de boosts K' e geradores de rotacao E'.
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2 GRAVITACAO QUANTICA DE LACOS

Com base nas discussoes anteriores, podemos proceder para a prescricao de quanti-
zagao que leva a Gravitagdo Quantica de Lagos (LQG). E importante enfatizar que existem
duas abordagens tradicionais para tal: a prescricao candnica e a prescricao covariante.
Por razoes praticas relacionadas a construgao do espago de Hilbert da LQG, como sera
esclarecido a seguir, a construcao da LQG trabalhada nesta tese serd no formalismo

covariante.

Entretanto, é importante nao ignorar a prescri¢ao candnica por duas razoes. Pri-
meiro, a abordagem canonica foi a primeira formulacao da LQG. Consequentemente, a
descri¢ao covariante é fortemente inspirada na imagem quantica que emerge dela: uma
geometria discreta em termos de poliedros quanticos interpretados a partir de estados em
grafos [12, 61]. Segundo, o contexto de correlagdes discutido nesta tese é motivado por
dificuldades que surgem da busca por uma representacao quantica do vinculo hamiltoniano

da prescri¢ao canonica.

Portanto, antes de explorar a formulagao covariante da LQG, apresentaremos um
resumo da descricao candnica para motivar discussoes subsequentes e justificar certas

escolhas feitas na abordagem covariante.

2.1 Formalismo canonico

A prescricao canonica é, historicamente, a primeira forma de se chegar a LQG. Essa
prescricao parte da formulacao Hamiltoniana da relatividade geral, foliando o espago-tempo
em superficies espaciais ¥ e resultando em uma teoria com vinculos, como sera evidenciado

ao longo dessa secao.

A imposicao do vinculo de simplicidade diretamente na acdo de Holst resulta em
S:/ (B® A Fo + B A F)

M

= / (Ki A Fio+ 7 E; A ij)
M

- / (VE: A PO + €% B, A F)
M

:/ Ei Ad? (40" + € ) (2.1)
M

O campo vetorial ' do vinculo de simplicidade induz uma foliacdo em M em termos do
vetor t* = tlef. Esse campo vetorial define uma funcio de tempo suave t a partir da

relagao "V ,t = 1, de forma que cada valor constante de ¢ define uma superficie espacial
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¥,. E conveniente decompor #* em componentes ortogonal e paralela a ;:
t = Nnt + N*, (2.2)

em que n* é o vetor ortonormal as superficies ¥;, N é a funcao de lapso e N* o vetor de

shift. Atribuindo t* como vetor coordenado, ou seja, t* = (1,0,0,0), tem-se

S:/dt/ Po (EA +...) 2.3
Lt | dx (B + ) (2:3)
em que

Al = & jwiF + ywd (2.4)

é a conexao de Ashtekar-Barbero, uma 1-forma com valores no grupo SU(2); e

a 1 abc j
Ei = 55 b 51~jke{, VAN ef (25)

¢ a densidade de triada, uma densidade vetorial que assume valores em su*(2). A forma
da agdo (2.3) indica que a descrigdo hamiltoniana da agdo de Holst nos leva naturalmente

& descrigao do espaco de fase da Relatividade Geral em termos do par canonico (A%, E¢),

obedecendo a algebra:
{Al(@), Eb(y)} = 6,008%(x — ), (2.6a)

{Al(), Al(y)} =0, {E!),Ely)} =0 (2.6b)

O desenvolvimento de (2.3), seguido de uma transformada de Legendre, nos leva a

uma descri¢ao do espago de fase em que o hamiltoniano total Hy é composto somente por

vinculos:

Hy = G(A) + Hpig(N) + H(N) ~ 0, (2.7)
G(A) = / dPrNID,E ~ 0, (2.82)

b
Hpi(N) = /E d*x [NOF,E! + E¢D, (N'A})] ~ 0, (2.8b)

. o L N
_ g 7, _ 7 )| ~

H(N) = /Ed N L (€9 ES, — 21 +72) K K] ~ 0, (2.8¢)

em que .
A= —ieijkwjkt € su(2), (2.9)

D, é derivada covariante induzida pela conexao de Ashtekar-Barbero
D' i= 90" + &' AP, (2.10)

N é a projecio em ¥; do vetor de shift, Fiy o tensor de curvatura associado a A’ e
K! = e® K g, sendo K, a curvatura extrinseca. Os trés vinculos em (2.8) estdo relacionados

as duas simetrias da formulacdo de Cartan da Relatividade Geral: a simetria local SU(2),
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induzida pela definicao das tetradas (1.6); e a invaridncia por difeomorfismos gerais,
principal caracteristica da Relatividade Geral. A simetria local SU(2) produz o vinculo de
Gauss G(A), gerador de transformagoes SU(2):

{Ai(x), G(N)} = —DuA' (), (2.11a)

{Ef(2), G(N)} = "N (2) B (=), (2.11b)

enquanto a invariancia por difeomorfismos gerais produz os vinculos de difeomorfismo

Hpig(N) e hamiltoniano H(N), sendo Hpg(N) gerador de difeomorfismos espaciais:

{Ai(2), Hya(N)} = L AL(x), (2.12a)

{Bi(x), Hyg(N)} = L3S (x), (2.12b)

e H(N) gerador, a menos de difeomorfismos espaciais e rotagoes internas, de difeomorfismos
temporais .

{Ai(@), BN} = Ai(w) = LgAL(@) + 5Da (=P wpn(@)t) (2.13a)

{E(x), H(N)} = Bf(z) — LgE(z) + w' B2 (2)t. (2.13b)

A determinacao dos colchetes acima pode ser verificada no apéndice A.

Apesar da possibilidade de descrever o espago de fase classico em termos do par
candnico (A}, E?), o comportamento distribucional da algebra de Poisson (2.6) nos leva
a um obstaculo na quantizagao da teoria [6, 72]. Varidveis distribucionais nao produzem
operadores bem definidos que atuam em um espaco de Hilbert, levando-nos a procurar por
varidveis integradas® em termos de (A’ E]b) Motivada pela implementacao dos vinculos
de Gauss e de difeomorfismo, a variavel integrada escolhida para a conexao de Ashtekar-

Barbero é a holonomia ao longo de uma curva ¢ : [0, 1] — %;, tradicionalmente referida

U =P {exp (/g AzTid.x“)

que, pela agdo de transformagoes ¢ € Diff(M) e g € SU(2), sao transformadas, respectiva-

como link:

(2.14)

mente, por®:

U] = Ug1(p), (2.15a)
9lU] = g(£(1))Ueg™ (£(0)). (2.15b)

A escolha da holonomia em um conjunto de curvas como variavel canonica pode ser vista
como um truncamento dos graus de liberdade da Relatividade Geral. Em vez de visualizar
0 espago-tempo como um continuo, onde o transporte paralelo entre quaisquer dois pontos
pode ser realizado continuamente através de transformacoes infinitesimais geradas pela

conexao de Ashtekar, passamos para uma perspectiva discreta: para um dado conjunto

& “Varidveis integradas” foi o termo utilizado para designar, do inglés, as smeared variables.

b Para mais detalhes, recomenda-se o apéndice A.
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de links {¢}, as regides do espago-tempo discretizado consistem nos pontos inicial e final
dessas links, de modo que o transporte paralelo entre tais pontos ocorre ao longo do link
que os une. Assim, regides vizinhas desse espaco-tempo discretizado sao aquelas conectadas
por algum link /. Consequentemente, em termos de holonomias, o espaco de fase da
relatividade geral é descrito sobre um grafo I', composto por nés (n) e links (¢). Seus nés
sao os pontos inicial e final dos links, e qualquer intersecao entre dois links deve coincidir
com esses pontos extremos. A imagem continua da relatividade geral é recuperada a partir

da analise de todos os grafos possiveis definidos nas fatias espaciais ;.

Para a variavel integrada de momento, o comportamento das densidades de triadas
motiva sua integracao em superficies na forma de fluxos. Devido a perspectiva discreta
associada a escolha das holonomias como variavel integrada, ¢ natural definir o momento
integrado associado a holonomia U, em uma das extremidades do link. Nesta tese, a escolha
foi por defini-lo no ponto final do link. Portanto, se S é uma superficie com ¢ NS = {(ty),
as componentes do momento integrado associadas a densidade de triada sao o fluxo de

triada através de S no inicio de ¢ :
1 .
Ei(S) = 2T [TiUg(tg, 1) <2 /S e BTz N dxc> Us(to, 1)—1} , (2.16)

em que Uy(ty,t3) é a holonomia ao longo de ¢ de £(t1) a {(t2), 7; sdo os geradores de
su(2) e o trago é calculado na representacao fundamental. Por simplicidade de notacao, é
conveniente retirar o transporte paralelo realizado pela holonomia em (2.16), adotando S

como superficies que intersectam ¢ em t, — 1:
1 .
Ei(S) = 5 / 6abcE;-’Tjdxb A dx€. (2.17)
s

E facil mostrar® que sob a acio de ¢ € Diff(M) e g € SU(2), fluxos E; se transformam

por
¢ [Ei(S)] = Ei(¢71(9)), (2.18a)
g[E| =g Eig. (2.18b)

Assim, o par candnico (Uy, E;) é definido em grafos: holonomias nos links e fluxo nos nos.

Essas varidveis ddo origem & algebra de holonomia-fluxo?:

{Ug, Ugl} = 0, (219&)
{Ug, Ez} = TiUg, (219b)
{E;, E;} = ¢ Ey. (2.19¢)

A LQG é obtida a partir da quantizacao canonica do espaco de fase da Relatividade Geral

descrito em termos de holonomias e fluxos pela algebra de holonomia-fluxo.

¢ Para mais detalhes, recomenda-se o apéndice A.

4" Para mais detalhes, recomenda-se o apéndice B.
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A quantizacdo candnica consiste em, para um dado grafo I', promover holonomias
e fluxos a operadores que atuam em um espaco de Hilbert Hr, e os colchetes de Poisson a
comutadores. O espaco de Hilbert cinematico Kr € Hr consiste no subespaco que obedece

a versao quantica dos vinculos de Gauss e de difeomorfismo:
G [Y)y=0,  Y[$)eKr (2.202)

Hpg(N)|¢) =0, V[¢$) € Kr (2.20b)

e a evolucao temporal ao longo da coordenada de tempo, a menos de difeomorfismos

espaciais e transformagoes locais SU(2), é dada pelo vinculo Hamiltoniano:

H(N)[v)=0,  V[¢)€Kr (2.21)

A implementacao dos vinculos de Gauss e de difeomorfismo é feita sem grandes
problemas, uma vez que seus operadores em Hr sao bem definidos. A implementagao do
vinculo de Gauss forca os estados nos nos serem a combinacao linear de intertwiners, vetores
invariantes sob a acao de transformacoes SU(2), e que serao discutidos nas préoximas segoes.
Ja a implementacao do vinculo de difeomorfismo® resulta em estados da geometria que se
enquadram em classes de equivaléncia de nés, chamadas de s-nés' [6]. Entretanto, motivado
pela interpretagdo geométrica associada aos grafos e sua relagdo com a geometria de Regge,
é tradicional descartar essa liberdade associada a escolha de classes de equivaléncias de nés
e trabalhar somente com os grafos abstratos [56, 57, 61]. A geometria em nivel quintico
passa a ter, portanto, um carater puramente combinatorio, de forma que o espago de

Hilbert cinematico K da LQG é a soma direta de Cr para grafos abstratos:

K=6Kr. (2.22)

Enquanto a imposicao dos vinculos de Gauss e de difeomorfismo em nivel quantico
é feita sem grandes obstaculos, a imposicdo do vinculo hamiltoniano apresenta dificuldades

significativas. O primeiro obstaculo a quantizacao do vinculo hamiltoniano diz respeito ao

¢ A exposigao da solugao do vinculo de difeomorfismo escolhida neste paragrafo ndao segue a construgao

por primeiros principios tradicionalmente feita no formalismo canénico [6, 55, 72]. A construgdo
usual implementa o vinculo de difeomorfismo a partir de um procedimento de média no grupo de
difeomorfismos espaciais, resultando em estados que nao fazem parte do espacgo de Hilbert cinematico,
mas sim de seu dual algébrico. Dessa forma, estados invariantes por difeomorfismos seriam, na verdade,
funcionais lineares sobre o espaco cinematico. A escolha pela implementagao do vinculo de difeomorfismo
em termos de grafos abstratos deve-se tanto a sua menor complexidade matematica quanto ao fato de
ser mais natural para embasar a construcao cineméatica do formalismo covariante da LQG, apresentada
na préxima secao. No entanto, vale ressaltar que a implementacao do vinculo de difeomorfismo em
termos de grafos abstratos sé é concluida quando levamos em conta estados invariantes pela acdao do
grupo de automorfismos do grafo.

Vale aqui a distingdo: os nés dessas classes de equivaléncia vem do inglés knot, tendo significado analogo
a nos de cordas. Ja os nés, elementos de um grafo, vem do inglés node.

f
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seu carater nao polinomial. Para contorna-lo, utiliza-se o chamado truque de Thiemann

[69, 70, 72], que elimina a dependéncia nao polinomial do vinculo®, resultando em:
H(N)=H®(N) —2(1+~*)T(N), (2.23a)
HE(N) =2 / dBaNees,; Fy {AL VY, (2.23b)
M

V) = 1 [, PoNeeg { AL VAL (HEO VAR (0. V) @23

Pela presenca do tensor de curvatura e da conexao de Ashtekar-Barbero no vinculo
hamiltoniano, sua quantizagao carece de um procedimento de regularizacio, escrevendo F?,
e A” em termos de holonomias. Dessa forma, a versio quantica do vinculo envolve produtos
de operadores holonomias e do operador volume. Nesse estagio, surgem ambiguidades
na defini¢do da versao quantica do vinculo hamiltoniano envolvendo, por exemplo, (i) o
ordenamento dos operadores holonomia e volume que, pelos colchetes (2.19), ndo comutam;
(ii) a escolha de curvas fechadas para o operador holonomia que reproduz na regularizagao
o tensor de curvatura; (iii) a escolha da representacao j de SU(2) para a quantizacio,
assim como a possivel escolha de uma combinacao linear em diferentes representacgoes; e
(iv) a possibilidade de definir o operador de forma simétrica ou nao. Além disso, a auséncia
de teoremas de unicidade nao nos permite determinar com precisao as reais diferencas de
muitas dessas ambiguidades [55], tornando a quantizagdo do vinculo hamiltoniano um dos

principais problemas em aberto da LQG canonica.

As dificuldades associadas a quantizacao do vinculo hamiltoniano motivaram a
busca por alternativas para a descrigao dinamica da LQG. Nessa busca, surge a abordagem

covariante, baseada em amplitudes de transi¢ao associadas a estruturas chamadas spinfoam.

2.2 Formalismo covariante: Spinfoam

Por se tratar de um formalismo mais recente, a descricao covariante da LQG foi
desenvolvida a partir do arcabouco tedrico ja consolidado pela descricdo canonica. A
demonstracao da unicidade de representagao invariante por difeomorfismo da algebra de
holonomia fluxo [38] em conjunto com a interpretacdo geométrica do espaco tempo em
termos de poliedros quanticos [12, 61] motivaram a busca por uma nova descrigdo da LQG
que, mantendo seu espago cinematico, pudesse contornar as dificuldades associadas ao

operador hamiltoniano.

Assim como na descri¢cdo canonica, o formalismo covariante da LQG tem inicio no
truncamento dos graus de liberdade da Relatividade Geral. Esse truncamento ¢é realizado
em termos de uma discretizacao do espago-tempo classico em poliedros, motivado pelos

trabalhos de Regge e Ponzano [53, 54], produzindo uma teoria discreta conhecida como

g Aos mais interessados, é apresentado o truque de Thiemann no apéndice D.
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geometria de Regge. Tal procedimento é conhecido como discretizagao classica, se reduzindo

a Relatividade Geral no limite de refinamento infinito da discretizacao do espago-tempo.

A discretizacao classica induz uma discretizacdo das variaveis da teoria e da agao
classica. Nesse contexto, surgem naturalmente as variaveis de holonomia e fluxo presentes
na descrigdo canonica, porém, ambas definidas em regides 4-dimensionais, e nao somente
em folhas espaciais. A quantizacao de regioes compactas desse espago-tempo discretizado
produz grafos na fronteira e resulta no mesmo espaco cinematico da LQG canonica. Ja para
o interior, a quantizacao produz a estrutura conhecida como spinfoam, pega fundamental
para a descricdo da dindmica da LQG a partir do calculo de amplitudes de probabilidade
por um processo analogo as integrais de caminho [27, 52, 61]. Diferentemente da LQG
canodnica, as amplitudes de probabilidade calculadas pela descricao covariante sao bem
definidas e com limite cldssico que se reduz a Relatividade Geral [9, 10, 61], tornando-a
uma boa alternativa ao formalismo candnico no estudo da dinamica da LQG. Entretanto,
a compreensao completa da relagdo entre o vinculo hamiltoniano da descri¢do canonica e

das amplitudes de transicao da descri¢ao covariante permanece como um problema em

aberto na LQG.

Nas proximas segoes, sera apresentado o formalismo covariante da LQG, comecando

pela discretizacao classica, e seguindo para a quantizacao.

2.2.1 Discretizacao classica

A discretizagao classica da Relatividade Geral consiste no truncamento de seus graus
de liberdade, descrevendo o espago-tempo como um conjunto de poliedros planos. Apesar
da discretizacao poder ser feita a partir de qualquer tipo de sélido quadridimensional, é
conveniente discretizar o espaco-tempo a partir de uma triangulacao A por 4-simplexos.
Isso porque d-simplexos sao a generalizacao de tetraedros: um d-simplexo é um soélido de
dimensao d formado por d + 1 vértices ligados por d(d + 1)/2 segmentos. Dessa forma:
0-simplexos sao pontos, 1-simplexos sao segmentos, 2-simplexos sao triangulos, 3-simplexos

sao tetraedros, etc.

A partir de uma triangulagao A, podemos definir o seu dual A*. O dual a triangu-
lagao é definido associando um vértice (v) para cada 4-simplexo, e ligando com arestas
orientadas (a) os vértices correspondentes a 4-simplexos vizinhos. Essa construcao gera
faces (f) delimitadas pelas arestas. O que chamamos do dual a uma triangulacdo A é

A* = {v,a, f}, que possui uma estrutura de 2-complexo.

Como dois 4-simplexos vizinhos compartilham um mesmo tetraedro de fronteira,
cada aresta de A* cruza somente um tetraedro e esta, portanto, unicamente associada a ele.
Além disso, cada face de A* intersecta somente um triangulo da fronteira dos tetraedros de

fronteira dos 4-simplexos, sendo cada face, portanto, unicamente associada a um triangulo.
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(a) Triangulo (2-simplexo)  (b) Tetraedro (3-simplexo) (c) 4-simplexo

Figura 1 — Um d-simplexo pode ser construido a partir da colagem de uma quantidade
d+ 1 de (d — 1)-simplexos pelas fronteiras, que sdo (d — 2)-simplexos. Assim,
tridngulos (2-simplexos) correspondem a colagem de 3 segmentos (1-simplexos)
pelas suas fronteiras, que sao pontos (0-simplexos); tetraedros (3-simplexos)
correspondem a colagem de 4 tridngulos (2-simplexos) pelas suas fronteiras,
que sao segmentos (1-simplexos); e 4-simplexos correspondem a colagem
de 5 tetraedros (3-simplexos) pelas suas fronteiras, que sao tridngulos (2-
simplexos).

Assim, A* também pode ser construido, a partir de A, associando um vértice para cada

4-simplexo, uma aresta para cada tetraedro, e uma face para cada triangulo.

A A*
4-simplexo —  Vértice (v)

Tetraedro —  Aresta (a)
Triangulo —  Face (f)

Perceba que a descricdo do espago-tempo a partir de A* é completamente combinatoria.
Dessa forma, as regioes do espaco-tempo nao sao localizadas de forma dependente de
coordenadas, mas sim umas em relacao as outras. Assim, por natureza, essa descri¢ao ja
incorpora a invariancia por difeomorfismo da Relatividade Geral, ndo sendo necesséario

impo6-la a posteriori.

A partir da construcao de A*, podemos discretizar a acao de Holst. Tal discretizacao
é realizada substituindo a conexao w por sua holonomia ao longo das arestas, e o momento

B por sua integral ao longo do triangulo ¢ dual a face f:

w = Uy =P (eh*) € SL(2,0), (2.24a)
B — By = / B e sl*(2,C). (2.24b)
ty

Alguns comentéarios quanto as novas variaveis definidas acima:

1. A holonomia é um elemento de SL(2,C) por tal grupo ser o recobrimento universal

de SO(1,3). Portanto, a exponenciagao de so(1,3) nos leva naturalmente a SL(2, C);
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Figura 2 — Para melhor visualizacao, a imagem acima representa o 2-complexo associado
a um tetraedro: (i) ao tetraedro, associa-se um vértice; (ii) como tetraedros
vizinhos sdo conectados por arestas, cada triangulo de fronteira do tetraedro
é associado a uma aresta, de forma que ha quatro arestas emanando do
vértice; (iii) cada par de arestas define uma face, completando a construcao
do 2-complexo.

2. Em A*, transformagoes de gauge SL(2,C) atuam nos vértices. Por (1.9), sob essas
transformagoes , a holonomia U, correspondente a aresta orientada do vértice s(a)

para t(a) se transforma por:

Ua — At_((ll)UaAs(a)’ As(a), At(a) c SL(Q, C), (2.25)
3. Para mudangas de orientagao das arestas, U, — U, L.

Em termos das variaveis discretas, a acao de Holst discreta toma a forma

S = Tr[B;Uy], (2.26)
f
em que U = U,,, - ,U,, ¢ a composi¢ao das holonomias das arestas da face f.

2.2.1.1 Discretizacdo da fronteira e espaco de fase

A discretizagdo de uma regiao R do espago-tempo induz uma discretizacao de sua
fronteira OR. De forma natural, a discretizacao de OR é feita a partir dos tetraedros da
fronteira A de A. As extremidades das aresta duais a esses tetraedros sdo chamados de
nés (n) e a fronteira das faces duais aos tridngulos compartilhados por dois tetraedros
vizinhos é chamada de link (¢). A partir disso, o dual a triangulagdo JA corresponde a um
grafo I' = {n, (}.

Como os links de I' sao as arestas da fronteira, que estao unicamente associados a

uma face, as variaveis de fronteira sdo ambas associadas aos links, e, portanto, rotuladas
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Figura 3 — A partir da ilustragdo do 2-complexo associado a um tetraedro, nota-se
que sua fronteira corresponde a um grafo (em vermelho) cujos nds possuem
um segmento a menos emanando de si, quando comparados ao vértice do
2-complexo. Geometricamente, isso decorre do fato de que a triangulacao de
um espago por d-simplexos induz uma triangulagao por (d — 1)-simplexos na
fronteira.

por Uy e By. Entretanto, como a holonomia é uma operagao que mapeia fibras de s(¢)
em fibras de ¢(¢), o momento By, que é um elemento da &élgebra sl(2,C), é definido nao
em ¢, mas sim em suas extremidades s(¢) e ¢(¢). Como cada link é associado a dois nés,
convencionamos que By é definido em s(¢). Dessa forma, o par (Uy, B,) define o espago de

fase discreto da teoria para um link ¢:
{(Us, Be)} = SL(2,C) x sl*(2,C) ~ T*SL(2,C). (2.27)

O espaco de fase da Relatividade Geral discretizada passa a ser, portanto, um 7*SL(2, C)
para cada ¢ € ', ou seja, T*SL(2,C)* para um grafo I' com L links.

Em T*SL(2,C), toda funcdo suave f em SL(2,C) define uma varidvel de configu-
racao, e todo campo vetorial suave X* define uma varidvel de momento Px = X'p;, em
que p; sdo as coordenadas de momento. E ficil mostrar que o colchete de Poisson entre

eles é dado por:
{f,. X} =Lxf,  A{Px.P¥}=—-Fxy (2.28)
A partir da escolha de uma base para si*(2,C), denotada por Vi,

0 K1 K9 K3
—K1 0 T3 —To
Vi = , (2.29)
—KRg9 —T3 0 T
—KR3 T2 T 0
em que k; e T; sd0, respectivamente, os geradores de boosts e rotacoes na diregdo ¢; define-se

naturalmente a varidvel de momento

B = B"Vv;;. (2.30)
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A partir de (2.30), B!/ ¢é visto como a varidvel de momento associada ao campo vetorial
definido pelo elemento da dlgebra Vi, ou seja, B! = Py, . Assim, a partir de 2.28, a
algebra de T*SL(2,C):

{Uéa Uf} = 07 (231&)
{U€7 BKIJ} = VIJU@? (231b)
(B}, Bty = ' B]* — 't BJ* — ' BJF + ' Bl (2.31¢)

A 4lgebra acima corresponde a dlgebra de holonomia-fluxo para SL(2,C).

Evidentemente, a descricao do espacgo-tempo em termos de triangulagoes nos faz
perder informacao quanto a sua geometria. A Relatividade Geral é reconstruida a partir
da descri¢ao do espago-tempo discretizado para todas as triangulacoes possiveis, ou no

limite de infinito refinamento da triangulacao.

2.2.2 Quantizacao

A quantizacao de um sistema classico pode ser separada em duas partes: a quanti-
zacao do espago de fase classico, construindo a cinematica da teoria; e a quantizacao de

sua dinamica, determinando como se da a evolugao temporal dos estados cinematicos.

2.2.2.1 Cinematica

A quantizacao do espaco de fase consiste em promover os colchetes de Poisson
a comutadores e buscar uma representacao unitaria da algebra classica em termos de

operadores que atuam em um espago de Hilbert:

[UEJ UE] - 07 (232&)
[0, B{) =iV 0, (2.32b)
(B, B = in'“ B}* — in' " B]* — i’ BI* + in’" BI¥. (2.32¢)

As representacoes unitarias irredutiveis de SL(2,C) sao classificadas por dois

pardmetros: um nimero real p e um semi-inteiro &, tal que para todo g € SL(2,C) [50, 61]:
DR (g) . VPR @k (2.33a)
VPR — @ H;, (2.33b)

j=k

em que H,; s@o os espagos das representacoes irredutiveis j de SU(2). Portanto, o espaco

V Pk pode ser expandido pela base {|p, k;j,m)} com j =k k+1,--- em = —j,---j.
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A partir de (2.33), a quantizagao de T*SL(2,C) nos leva a um espago de Hilbert

associado ao link /¢

H, = @ @ VPE) & 1Pk

peER kel
Entretanto, o vinculo de simplicidade linear deve ser obedecido no limite classico da
teoria, ou seja, no limite de grandes ntimeros quanticos. Como ficara claro, sua imposicao

restringird o subespaco fisico de H,.

Para as representagoes unitarias, os dois Casimires de SL(2,C) sdao dados em

termos de (p, k):

BYBry=2(p* -k +1), (2.34a)
;HJKLBUBKL = 4pk. (2.34b)
Em termos do gauge do tempo, definido em (1.32):
K? —E*=p* — k> +1, (2.35a)
K - E = pk. (2.35h)

Como foi discutido na secdo 1.2.1, as parcelas espaco-temporal e espacial de B!/ nao sao

independentes, mas sim relacionadas pelo vinculo de simplicidade (1.33c). Dessa forma,
aplicando-o a (2.35):

(V= 1DE? =p* —k* + 1, (2.36a)

vE? = pk, (2.36b)

Levando em conta que o vinculo de simplicidade corresponde a um vinculo classico, sua

imposicao em (2.36) deve valer no limite de grandes nimeros quanticos. Como F; faz parte

da &lgebra de SU(2) tem-se que E? = j(j + 1) com j € N/2. Assim, no limite de grandes

nimeros quanticos:

(v =1)j% =p* =, (2.37a)
vj% = pk, (2.37b)
levando a
P =7 (2.38a)
k=] (2.38D)

Portanto, os estados fisicos da geometria devem satisfazer:

|p, k5 3sm) = |nd, 35 3,m) (2.39)

estabelecendo um isomorfismo entre os estados SL(2,C) que respeitam o vinculo de
simplicidade e estados SU(2). Esse isomorfismo pode ser introduzido pelo mapa unitario
Y,

Y,y : Hj — V(’Yj’j),

. o (2.40)
lj,m) — |vj,755,m),
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que nos permite descrever a cinematica da teoria em termos das representacoes unitarias
de SU(2), mapeando a descri¢do para as representagoes unitarias de SL(2,C) a partir do

mapa Y. Dessa forma, o espaco de Hilbert associado a um link passa a ser

He=PH; @H, (2.41)
j€y
em que H;, ¢ definido em ¢(¢) e Hj, em s({). Por consisténcia, retira-se a representacio

j =0 de H, de forma que se j, = 0 para algum ¢, entdo o grafo analisado corresponde a

(T - 0).

Perceba que a restrigao imposta pelo mapa Y, nao se restringe somente ao espaco
de Hilbert da teoria. Para que os operadores do espaco de fase sejam bem definidos,
eles devem ser definidos no subespago fisico isomorfo a SU(2). Dessa forma, a busca por
operadores que respeitam a algebra (2.32) deve ser restrita a holonomias e momentos

contidos em SU(2) e su(2), respectivamente. Assim:
Uy, € SL(Q,C) — Uy € SU(Q), (2.42&)

B}’ € s1*(2,C) = Ey € su*(2), (2.42D)

em que E;, como discutido no primeiro capitulo, corresponde a parcela su(2) do momento

B no gauge do tempo. Perceba que E; equivale a variavel fluxo da formulagdao canonica

Eyi :/ 5ijkBjk

ty

1 . .

= %8”]g /te e'] A ej (243&)
1 a j,..b c

= — | ewEldr’ Ndzf, (2.43Db)
2/}/ te

em que Ef = (dete) ef. Portanto, a versao quantica da dlgebra do espaco de fase passa a

ser a dlgebra de holonomia-fluxo de SU(2)

U, Us] = 0, (2.44a)
[0y, E] = im0, (2.44b)
(Eei, Byj) = iei;* Eui. (2.44c)

A partir de (2.41) tem-se que elementos de H, correspondem a transformagoes
que mapeiam representacoes j de SU(2) em s(f) em representagoes j de SU(2) em t({),

podendo ser genericamente escritas como

(o) = = Comn |des muey) (s o]

- ~N
Je€g
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A partir do isomorfismo natural entre H; e H;:
. *
(Jym| = [3,m),
é possivel, por conveniéncia, representar H, nao como (2.41), mas como

He=EPH; @H;, (2.45)
j€s
de modo que elementos genéricos de H, sao agora escritos como
e) = Z Cjymn ’je,mt(e),ns(e)>, (2.46)

. N
Je€q

sendo |j, m,n) = |j,m)®|j,n). Note que a mudanca de H; para H; em (2.45) é equivalente

a tratar localmente todos os links de um mesmo né como orientados para fora dele.

Assim, o espaco de Hilbert Hr para um grafo I' = {n, ¢} com N nés e L arestas

pode ser escrito como

Hr = QH,

el

= ® @ Hje ® Hju (2'47)

(el j,elt

sendo os estados de Hr escritos como

Wr) = > Ciivmemey 1{de: me, ne}) (2.48a)
{Je;me,ne}
[{Ges me,ne}) = @) |de, me, me) - (2.48b)
ter

O espaco de Hilbert total é obtido a partir da soma direta em relagao a todos os grafos

abstratos

H =P Hr. (2.49)

Como essa escolha de quantizagao produz estados da geometria descritos em termos
das representacoes j de SU(2), tal escolha resulta na chamada representacgao de spin da

LQG.

2.2.2.2 Dinamica

A dindmica da LQG via formulagao covariante se da através da construcao de
amplitudes de transicdo associadas aos estados de fronteira. E importante enfatizar que

nao existe uma demonstragao rigorosa da construcao dessas amplitudes a partir da acao
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discreta (2.26), mas sim uma construcdo heuristica. Essa falta de rigor nao deve ser
vista com um viés temerario, mas sim com um viés pragmatico. A construcao de teorias
quanticas a partir de descrigoes classicas nao ¢, de maneira geral, tinica. Por se tratar de
um limite, a fisica classica perde informacao da descricdo quantica nesse processo. Dessa
forma, todo processo de quantizacao deve seguir uma prescricdo prévia, fazendo escolhas
que levem a uma descri¢do quantica possivel a partir da descricao classica. Assim, no ponto
de vista tedrico, uma quantizacao ¢ bem-sucedida quando a descricao obtida respeita os
principios fisicos necessarios e apresenta o limite classico correto. Seguindo essa premissa,
sera apresentada a seguir a construcao heuristica que da origem a amplitude da LQG,

também conhecida como amplitude EPRL-FK.

A amplitude de transicio da LQG comega com um procedimento andlogo as

integrais de caminho, porém em termos da acao discreta (2.26). Dado um 2-complexo C:

, (2.50)

’lzf:TI' [Bfo]

We=N [ (H dUa> ) (/2 ) (H dBf) exp

srLec) N ® I

em que N é uma constante de normalizagao. Perceba que a integracdo em By corresponde

a forma integral da delta de Dirac, resultando em:

We =N / <H dUa> 1;[5(Uf) (2.51)

sLe.c) ¢
que, por construcao, é invariante por transformagoes SL(2,C).

E conveniente reescrever (2.51) em termos de novas varidveis a partir do partici-
onamento da holonomia em duas partes. Se a aresta a liga o vértice v’ ao vértice v, e a

aresta a’ liga o vértice v ao vértice v”, entao:
Uy =: UgoUyra, (2.52)

Hyp = Uy Uy, (2.53)

As variaveis U, podem ser vistas como a holonomia de meia aresta que comega no vértice
a e termina na metade da aresta a. Assim, U,, = U, '. J& H,; pode ser visto como uma
holonomia deslocada em meia aresta: ao invés de ser a holonomia ao longo do caminho
que liga dois vértices, é a holonomia ao longo do caminho que une duas metades de
arestas unidas por um mesmo vértice. A figura 4 abaixo ilustra geometricamente as novas

holonomias. Em termos das novas variaveis:
We =N / (H 11 dUw> T16(U;). (2.54)
sric) N v I

em que ax denota todas as arestas de v, com excec¢do de uma: é sempre possivel, por meio

de uma transformacao de gauge, eliminar a dependéncia em uma das holonomias do tipo
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U a U a’ M//

a
Uav Uva/
(a) Varidveis originais (b) Novas variaveis

Figura 4 — Visualizacao geométrica das novas varidveis de holonomia em termos das
originais.

U4y para um vértice v no integrando acima, se integrado em relacao a todos os elementos.
Como consequéncia, a integracao em relagao a todas as holonomias do tipo U,, para um
vértice v resulta em um termo proporcional ao volume do grupo, que, no caso de SL(2,C),
diverge por se tratar de um grupo nio compacto®. Retirando a integracdo em um dos

elementos do tipo U,, para cada v, resolve-se o problema.

Perceba que por ser uma holonomia entre duas metades de aresta pertencentes a
mesma face f e unidas pelo vértice v, H,s corresponde geometricamente a uma holonomia
entre dois tetraedros de fronteira associados ao mesmo vértice. Como a quantizagao da
acao de Holst resultou em uma teoria SL(2, C) no espago-tempo e SU(2) na fronteira, H,
pode ser vista como uma holonomia SL(2,C) no subespago fisico isomorfo a SU(2). Dessa
forma, é conveniente definir a holonomia h,; € SU(2) que, pelo mapa Y., é mapeada em
H,; € SL(2,C):

hog =Y HyY,

= YU UasYs. (2.55)

A partir de (2.55), é evidente que Uy pode ser visto como como uma transformagao

b Para uma funcio f(U,,,---U,,) invariante por SL(2,C) , é possivel escolher uma transformacio de
gauge A, = U, ! que elimina a dependéncia de f na k-ésima holonomia:

f(U’U17"' 7ka,"' 7U’Un)'_>f(Ul

7117...7

]17...7U1/)n).

Assim, se integrado em relagao a todos os elementos SL(2,C), a integragdo diverge:

/ ( dei> fUpy, - Uy, Uy, ) / dU,, = oo.
srec) V=l SL(2,C)
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SL(2,C) no subespago fisico isomorfo a SU(2):
U =U,, - UyU,,

=Uva - U Usp

— Hy--- Hyy

=Y, hyy-- hvaJ

=: Y hyY]. (2.56)
Para o caso de uma face que engloba um link ¢ € I" da fronteira, tem-se

hy = (H hvf) he. (2.57)
vef

Por se tratar essencialmente de transformacoes SU(2), é conveniente trocar Uy por
hs nas deltas de (2.54) introduzindo uma delta de Dirac que relacione as varidveis SU(2)

e SL(2,C):
[1(Uf) = / (H dhvf) [16(h) [T0(Y UsaUaru Yy ho).
! SU(2) vf f v

Definindo

Au(hoy) = / (HdUw> (YU U Yy hoy), (2.58)
SsL2,c) "

a amplitude W, toma a forma

We = N/SU@) (rf[ dhvf) 1}5(@) T Au(ieg). (2.59)

sendo A,(h,s) a chamada amplitude do vértice.

Como (2.58) envolve uma delta em SU(2), podemos expandi-la em termos do trago

das representagoes irredutiveis do grupo:
Ay(hog) = Y / (H dUm> [1(2js + 1)Trj, [YyUsaUas Y by |
sy sp(ec) N f

Na expressao acima, subintende-se que transformacoes SU(2) no interior do trago corres-

pondem as suas representagoes 7, ou seja:
Trj, [VyUsalUaio Y hug| = Ty, [V DO (Ug) D230 (U )Y DI ()|

sendo D7) (H) as matrizes de Wigner de H € SL(2,C) no subespaco fisico isomorfo
a SU(2). Assim, a amplitude de probabilidade W, da LQG associada ao 2-complexo C

corresponde a

We = /\// T1 dhos | TT6(hs) TT Au(hop). (2.602)
SU(2) of f v
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Ay(hog) =D / (]‘[ dUw> 11257 + 1)Tx;, {YVUWUa/vYJth} . (2.60Db)
U} spie,c) N f

Algumas conclusoes imediatas podem ser obtidas da amplitude We:

1. As integragoes em SU(2) sdo realizadas na fronteira dos vértices v € C, de forma que
sobram os estados SU(2) do grafo I' = JC. Assim, a amplitude W¢ é uma fungao dos
estados de fronteira. Para fronteiras espaciais disjuntas em diferentes slices temporais,
We pode ser encarado como a amplitude de probabilidade da geometria de fronteira

transicionar da configuragao inicial para a configuracao final;

2. Por se tratar do produto de termos definidos em cada vértice v € C, W obedece o

principio de localidade;

3. We é explicitamente invariante por transformagoes SL(2, C), obedecendo, portanto,

a invariancia local de Lorentz.

Como o 2-complexo C diz respeito a um truncamento dos graus de liberdade da
Relatividade Geral, a amplitude de probabilidade fisica é obtida no refinamento infinito
de C:

W = ch—>nolo We. (2.61)

Além, disso, é possivel mostrar [10, 28, 34, 45, 61] que a amplitude W é finita e possui

como limite classico a acao da Relatividade Geral.

2.3 Vinculos do espaco de fase

2.3.1 Espaco de seeds vinculo de area

Por conveniéncia, é possivel definir o espaco de Hilbert Hs D Hr a partir da
decomposicao dos links em duas metades. A cada uma dessas metades damos o nome de

seeds, e os rotulamos por S;, com i = 1,--- , 2L para um grafo com L links.

Como elementos de H, mapeiam estados SU(2) de s(¢) para t(¢), associamos a

metade dos links o espago de Hilbert Hs, definido por

Hs, = D M, (2.62)

i€y
de forma que o espaco de seeds natural associado a um link ¢ é dado por:

Hs, = Hs, @ Hs. o)
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Perceba que H, corresponde ao subespago de Hs, que obedece a restri¢ao js) = Jie) = Je-
Tal restrigdo, por motivos que ficarao claros ao longo dessa tese, é chamada de vinculo de

area. Dessa forma, podemos estender o espaco de Hilbert da LQG para

Hs =R Hs,, (2.63)
il

acrescentando o vinculo de area.

Assim, se estados genéricos de Hs podem ser escritos em termos da base de niimero

magnético como

|1/}$> = Z C{jumi} {]zvmz}>’ (2.64&)
{dima}
[{dimi}) = @ lgisma) (2.64D)

el

o projetor de area P4 : Hs — Hs pode ser escrito como:

Pa= > @ WHje,me ne}){de, me, e}l (2.65)

{je;mg,ne} LET

projetando estados de Hs no subespaco que respeita o vinculo de area.

2.3.2 Vinculo de Gauss

A invariancia pelas transformagoes de gauge (1.6) da Relatividade Geral também
deve ser satisfeita pelos estados quanticos da geometria. A partir do mapa Y, a invariancia
por transformagoes SL(2,C) nos nés é traduzida para uma invaridncia por transformagoes

SU(2) nos nos. Essa restricao é chamada de vinculo de Gauss.

Para a implementacao do vinculo de Gauss, é conveniente reordenar os produtos
tensoriais do espaco de Hilbert Hg para reescrevé-lo em termos de espacos de Hilbert dos

noés. Se np indexa o p-ésimo seed associado ao né n, temos que

Hs = Q) Hn, (2.66a)
nel’
Ho= D H,.. (2.66b)
Jnu€d HET

em que H, é definido como o espago de Hilbert associado ao né n. Estados genéricos

|tn) € H, podem ser escritos como

’wn> = Z C{jn#,mn#}a |{jnu, mnp,}> 5 (267&)
{npmnp}
|{jn,u,; mnu}> = ® |jn;u mn,u> . (267b)

pnen
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Se |¢,) é invariante sob transformagoes SU(2), entao:
hn) =|n), Vh € SU(2). (2.68)
Em termos da élgebra su(2), o vinculo de Gauss pode ser escrito como
Cynn) =0, (2.69a)

Co =" s (2.69D)
Sy

em que Je su(2) corresponde ao elemento da algebra que gera a transformacao h € SU(2).

2.3.2.1 Intertwiners e simbolos 3j

Estados invariantes por transformagoes SU(2) correspondem a representacao de
spin 0. Para j,, fixados, estados invariantes de H,, sao chamados de intertwiners, e podem

ser construidos a partir dos simbolos 35 [46, 47].

O simbolo 3j corresponde aos coeficientes do tinico estado independente e normali-

zado de momento angular nulo construido a partir da soma de trés momentos angulares:

iy= ¥ (‘” /2 33)|j1,m1>|j2,m2>|j3,m3>, (2.70a)

{m1,ma2,mz} \ 1 M2 M3

JioJ2 s (1)1 727" o (—ma)
_ = Ciri=ms) 2.70b
(m1 ma m3> V23 + 1 e ( )
em que G/ . = (jimyjams|JM) sao os coeficientes de Clebsch-Gordan. Diferente do

caso acima, dois ou mais intertwiners independentes podem resultar da soma de quatro ou
mais momentos angulares. Tais intertwiners podem ser construidos em termos de simbolos

3j, a partir de contragdes com o tensor invariante SU(2)

W) = (=1)""G _p. (2.71)

n

Os intertwiners associados a um no de valéncia V', ou seja, um n6é com V seeds conectados

a ele, sao rotulados por V — 3 semi-inteiros kq, - - - ky_o, sendo escritos como
1%
s Beud) = D2 Gty @ s M }) (2.72a)
{mnu} p=1

jmnl My Z Inl In2 knl E(kl) knl JIn2 an E(kz) .
kniyknv—3 sn1s, / 5n28h,

1
{nl,n;} Mp1 Mp2  Spl " Snl Mp2  Sp2

kn — .n — .n
_6(an,3) ( V-3 Jnv-1 JInV )) (2.7%)

S V735/ _ /
TV Spys May—1 Mpy
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sendo a quantidade de intertwiners independentes determinada pela quantidade de con-

juntos {kn1, - - kny_3} que resultam em coeficientes zk"l’f",z;‘gi; nao nulos. Dessa forma, o

projetor de Gauss Py : Hs — Hs pode ser escrito como

P = {‘Z }@1{ g Fn )Y B} (2.73)

projetando estados de Hg para o subespago invariante sob transformagoes SU(2) nos nés.

Para grafos relativos a uma triangulagao, cada né é quadrivalente. Assim, intertwi-

ners de H,, sdo escritos, explicitamente, como

Jnls Jin2s Jn3s Jnas kn) = Y a2 Gy M) [ng, Ming) | Jnss Mins) |nas M) |
{m.}
(2.74a)

Z-Zlmmnzmn:smnzl — Z (_1)kn—mn ( Jnt Jn2 ) ( Jn3  Jnd ) , (274b)
kn

Mmp=— Mp1 Mpz2 My —Mp Mnp3 Jna

em que k, é um semi-inteiro determinado pela relagao

max [|jn1 — Jn2l, [Jns — Jnal] <k < min [jn1 + Jn2, Jns + Jndl - (2.75)

Para o caso quadrivalente, o projetor do Gauss é escrito explicitamente como

PG = Z Z ® ’jnl;jn27jn37jn4: kn><jn17jn2>jn37.jn47 kn| . (276>

kn {jnu} n€l

2.3.3 Espaco cinematico

A partir da descricdo dos vinculos de drea e de Gauss, é facil perceber que seus
projetores comutam

[P4, Pg] = 0. (2.77)

Dessa forma, é possivel definir consistentemente um espaco de Hilbert cinemético r a
partir de Hs em termos do conjunto de estados que obedecem simultaneamente os vinculos

de 4rea e de Gauss.

A construcgao de Kr pode ser feita a partir de seus elementos de base. A escolha
mais natural e simples é feita a partir da escolha de um spin j, para cada ¢ € I'; e de um

intertwiner i, ) para cada n € I'.

ﬂe) Je t(ﬁ\

O estado [¢r) é entao definido como a contracao dos coeficientes do intertwiner g,y com

os estados de momento angular de seus links correspondentes, ou seja, se £ liga os nos ny
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e no, entao um dos indices dos intertwiners i{knl} e z'{an} sao somados com o0s numeros

magnéticos de [j;, mg,ng) . De forma esquematica:

F, {jg, i{kn}}> = ® 'é{kn} . ® |jg,mg,ng> . (278)

nel’ Ler

A escolha de um spin por link garante que o vinculo de area seja obedecido, enquanto a
escolha de um intertwiner por né garante que o vinculo de Gauss seja satisfeito. Assim,
um elemento genérico do espaco cinematico da LQG associado ao grafo I' pode ser escrito

como

ey = > Clyntrap
{]Zv{kn}}

O espaco cinemético total da LQG, IC, é obtido pela soma direta em todos os grafos

', {je, i{kn}}> ' (2.79)

K=6Kr. (2.80)

2.3.3.1 Estado de vacuo

O estado de vacuo da LQG, chamado de vacuo de Ashtekar-Lewandowski, corres-
ponde ao estado definido no espaco de Hilbert associado ao grafo I' = (). Como o grafo

vazio é um tipo de grafo, é imediato que |0) € K.

2.3.3.2 Composicdo de spin

A representacao de spin da LQG fornece uma escolha natural de composi¢ao de
estados. Primeiro, comecamos definindo o operador soma de momento angular para o seed

1

T Hs, @ Hs, = Hs,, (2.81a)
J+i’ J
T(lg,m)y @ |j',m')) = > > Civin|J, M). (2.81b)

J=li=q'| M==J

O mapa T; pode ser estendido para toda rede a partir do produto tensorial:

T:Hs®Hs = Hs, (2.82a)
2L

T = ® T;, (2.82b)
i=1

A partir do mapa T, define-se a composigao de spin. Sejam [v1), |19) € Hs. A
composicao de spin |17 - 19) é definida por

|91+ th2) = PaT([¢h1) ® [¢h2)). (2.83)

Perceba que a composi¢ao de spin é uma operac¢ao bem definida tanto em Hs quanto em

Kr, uma vez que a soma de momento angular de intertwiners também é um intertwiner.
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E facil verificar que a atuacdo da composi¢ao de spin na base de numero magnético

¢ dada por
|7,m,n) - |j'm'n) = Z C’f%m ‘.]Tf}f,n, |J, M,N}), (2.84)
Jm,g'm/

de forma que se

Y1) = Z JtGemeney Hde, me, ne}) (2.85a)
Jesme,ne
|¢ha) = ij IGemensy Wi me, net) (2.85b)
Jeskn

entao

M, JoN
|¢1 ) w2> = Z Z f{jévméané}g{j[ [ p}C{{]glmgéimé}cgjfngjgné} |{J£7 Mé’ N£}> ? (286>

{demene} {5pmpmy}

em que
e~ T[ e, . (2.87)

{Gemegym)} Jemejym,
Lel

2.4 Representacao da holonomia

A representacao da holonomia consiste em descrever os estados da geometria em
termos de fungoes de onda de quadrado integravel em SU(2). Pelo teorema de Peter-Weyl

[68], 0 espago L2[SU(2)] com o produto interno definido pela medida de Haar

Wlo) = [ av B{U)e(v), (2.88)
SU(2)
dU = d(¢:Ugy "),  Vai,90 € SU(2), (2.88b)

admite uma base ortonormal em termos dos elementos das matrizes de Wigner:

DI (U) = (j,m| D’ (U)|j,n), U e SU(2), (2.89a)
/ AU (2 + 1) Dipn (U) D7, (U) = 678, S, (2.89D)
SU(2)

3 Z (2] + 1) Din(UYDI (U = 800 (U). (2.89¢)

]EN m,n=—j

em que 0y (U) é a delta de Dirac em SU(2). Portanto, tem-se a decomposigao:

L*[SU(2) QB H; @ H,;, (2.90)

JE*

com o isomorfismo natural dado pelo mapa unitario

[7,m,n) = /2) + 1 D}, (U). (2.91)



Capitulo 2. Gravitagio Quantica de Lagos 43

A partir de (2.90), tem-se que o espago de Hilbert Hr pode ser escrito como
Hr ~ L*[SU(2)"], (2.92)

de forma que fungoes de onda definidas no grafo I' podem ser expandidas na base formada

pelo produto de matrizes de Wigner de diferentes links

??F({Uz}):{' > } gﬁjw}w“{{jﬁiw}, (2.93a)

Je,me,nyp

w0 ({UD) =TT /24 + 102, (U (2.93b)
ter

2.4.1 Estado de holonomia

A relacao de completeza (2.89¢c) pode ser vista, da direita para a esquerda, como a
definicao da funcao de onda correspondente ao estado com holonomia U’ bem definida

|U"), podendo ser estrategicamente reescrita como

S (U) = 3 (2j + 1)Tx [DV(UT)]. (2.94)

J,m,n

A partir do isomorfismo (2.91), o estado |U’) na representacao de spin toma a forma

=> /27 + 1 Dim U |j,m,n). (2.95)

jm,mn

Associando uma delta de Dirac concentrada em U, para cada link ¢ € I', tem-se que o
estado |{U;}) associado a um conjunto bem definido de holonomias para cada link {U;} é

dado, na representacao da holonomia, por

S U = > T+ V)T [D(UU;)] (2.96)

{je;me,ne} LET

e, na representacao de spin, por:

U = S Q2+ 1 Dl (U)) e, ma, me) - (2.97)

{je;me,me} LET

A partir do estado (2.97), tem-se o mapeamento entre estados da geometria na representacao

de spin e na representacao da holonomia:

r({Ue}) = ({Ue}|¢r) - (2.98)

2.4.2 Espaco cinematico

Em termos de Hr, o espaco cinematico da LQG é formado pelos estados que

respeitam o vinculo de Gauss. Em fungoes de onda, transformagdes SU(2) atuam como

P{U}) = v{ A Ubsw}),  Asey, Moy € SU(2), (2.99)
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de forma que o espaco de Hilbert cinematico Kr é formado por func¢oes de onda que
respeitam w({A&l})UgAs(g)}) = 9 ({U,}), sendo representado por

Kr ~ L*[SU(2)*/SU(2)"]. (2.100)

A base de spin-network para func¢oes de onda segue a mesma construcao da base

de spin, correspondendo a fungao de onda associada a (2.78):

{UB, {e i) = Cpnen{UY) = Qg - @ /2 + 1D*(Uy),  (2.101)
r

ne lel

em que o produto representado pelo ponto indica a contragao dos intertwiners com as
matrizes de Wigner: se £ liga 0s nés ny e ng, entao um dos indices dos intertwiners i, }
€ i{k,,} sa0 somados com os nimeros magnéticos de Dit  (Uy,). Assim, fungoes de onda

me,nyp
Yr({Us}) € Kr sao escritas como

Ur({Ud) = D Clptknny¥yetenyy {UL}). (2.102)
o lRe))

2.4.3 Produto de estados

Assim como no caso da representacao de spin, a representacao da holonomia fornece
uma escolha natural de composicao de estados. Tal composicao surge do fato de que o

produto de fungbdes de quadrado integravel é uma funcao de quadrado integravel:

Di({Ue}), v2({Ue}) € L2[SU(2)] = ¢o({U)¥1({UL}) € L2[SU(2)]. (2.103)
Assim, se
U1({Ue}) = {Ueb ),
2({Ue}) = {Ue}¥2)

o produto de estados |11 X 1b9) é definido como aquele que, na representagao da holonomia,

se reduz ao produto de fungoes de onda:

{Uet 1 x o) = 01 ({Ur}) 2 ({Ur}). (2.104)

Expandindo ¢, ({U,}) e ¥2({Us}) em termos de matrizes de Wigner:

wl({UZD = Z f{]f me,ne} H \/mDmene

{de;me,me} Lel

@DQ({UK}) = Z 9{jeme,me} H 2j0 + 1D%4n2(Uf)v

{je,meme} tel’

e usando sua relagdo de composigao [46]:

DI (U)D}, . (U)= 3 CIM, .CIN, DI (U), (2.105)

Jmj'm'™~ jnj'n
JMN
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é facil verificar que o produto de estados é expandido pelas matrizes de Wigner como:

29 (25, + 1
(Ut x o) = > > (H (2 ;Je)ijf ki )) Ftemeney 9iiyminl}

{desmesne} {g5,mymy} \L€L

{JeM,} {J N¢}
C Gemegm} Climegimt) H V2Je + 1Djj,, (Up). (2.106)

A partir do mapeamento entre representacao de spin e representacao de holonomia gerado

por (2.97), tem-se que o produto de estados na representacao de spin é dada por

: (2Je +1)(2j
o) x|ty = 32 30 (BB Do egn gy, @aon

Jm j'm’

sendo, portanto, diferente da opera¢ao de composigao de spin (2.84).

2.5 Operadores geométricos

Além da determinacao do espaco de Hilbert da teoria, a quantizagdo do espago de
fase da Relatividade Geral também envolve a busca por uma representacao unitaria da
algebra de holonomia-fluxo em termos de operadores que atuam no espago de Hilbert da

teoria.

2.5.1 Operador holonomia

Como a holonomia ¢ um operador que mapeia elementos de um mesmo espago

vetorial definidos em pontos diferentes, a seu operador deve ser definido em Hr.

A escolha do operador holonomia naturalmente carrega uma ambiguidade relacio-
nada a escolha da representacao j de SU(2) associado a um link ¢;. Seja Ug(g ) o operador
holonomia na representacao j de SU(2). Definindo-o em termos de sua atuacao nos ele-
mentos de base, na representacdo da holonomia o operador holonomia corresponde ao
operador multiplicativo:

() H \/2je +1D% (U 7 o(Uso) T \/24¢ + 1D2 (U (2.108)
¢er

Perceba que, pela acdo da holonomia, se ¢y ¢ T', o operador mapeia I' em IT" U £;. Em

contrapartida, se £y € I', 0 operador modifica o spin do link £y por teoria de reacoplamento:

€T te(T—to)

Y, 250, + 1 Z CJJ#\Z/JIZ mzocjnje ne, DMN(UZO)
JMN
H \/2]5 + 1D%gne

e(T—4o)
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Em termos da base de niimero magnético, a atuagao (2.108) é traduzida em termos

do produto de estados:

Nt . |Jto> Moty Tty :
(o) (@we,me,nw):(w < (@liemeny | (2109)

Ler ler

Se EO gé I
31% N ‘ 7m 7/’7’ .
(@) |\ @ liemene) | = Hro mey nto) ) &R ey me, 1) | - (2.110)

" \eer 2000 1 ¢er

Se {y € I,
240)) . |j€07 My, n€0> . .
U R ( X ly,m,n>) o @ liemene|.
( 0 )mn (ﬁer V270 +1 te(Tt0)

(2.111)

Por convencao, sempre que a representacao j do operador holonomia for omitida,

se trata do operador na representacao fundamental:

U, :=0". (2.112)

2.5.1.1 Estados de lacos

A partir do operador holonomia, é possivel definir o operador de lagos, responsavel
por construir os chamados estados de lagos. Tais estados compuseram a primeira base para

a descricao da LQG, chamada de base de lagos [33, 58, 59], motivando o nome da &rea.

Tal base surge naturalmente na descricao do espago-tempo nao em termos da
holonomia, mas sim em termos do traco dos lacos de Wilson, varidveis invariantes por
SU(2). Entretanto, a base de lagos traz algumas dificuldades operacionais associadas ao seu
carater sobrecompleto e a diagonalizacao dos operadores geométricos. Essas dificuldades
motivaram a busca por outra base para a descricdo da LQG, resultando na base de
spin-network [6, 8, 55, 60]. Apesar de nao utilizarmos a base de lagos nessa tese, estados
de lagos serao utilizados mais adiante, compondo uma técnica para perturbar estados

coerentes.

Seja o um laco, ou seja, uma curva fechada formada pela uniao de links:
a= . (2.113)

em que |a| a quantidade de links que formam a. O operador de lago T'Y) é definido como

o trago do operador holonomia na representagao j associado a a:

To(éj) =Ty [Aéj)}
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=T [0 U], (2.114)

de forma que os estados de lacos sao os estados normalizados construidos a partir da

atuacao do operador de lago no estado de vacuo:

) 1 .
of) = ———T90). (2.115)
(2j+1)=
Para a representacao fundamental, omite-se o j:
1
la) := ————7Ta10). (2.116)
2j+1)z

2.5.2 Operador Fluxo

Como os fluxos sao variaveis definidas nos pontos iniciais, sua quantizacao leva a
operadores que atuam nos nos. Dessa forma, tal operador pode ser definido tanto em Hg

quanto em Hr.

A partir da algebra classica, a representagao unitaria do operador fluxo é dada

pelos operadores de spin, ou seja, pelos geradores hermitianos de su(2). Em Hg, para o
k-ésimo seed:

Egi ks mue) = Ji |, mi) - (2.117)

Quando o vinculo de area é satisfeito, define-se

A

Ey= Eswyi = Et(e)i- (2.118)
Na representacao da holonomia, a atuacdo do operador fluxo é dada pelo operador derivada:

(Up) =i < pi (e™Uy)| . (2.119)

meng
dt -0

Ey, D3

myeny

2.5.3 Operador area

Como foi explicitado em (2.43a), classicamente, o fluxo Ey; é interpretado como o

vetor area orientado do triangulo ¢ associado ao link ¢ na triangulagao da fronteira:
1
E;=—(Ay),. (2.120)
g

Como a triangulagao do espaco tempo leva em conta tetraedros planos, as areas de seus
tridngulos de fronteira sao obtidas por Ay = v/ EyE} := vEy. Apds a quantizagao, isso da
origem ao operador area:

A, = ~E,. (2.121)
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2.5.3.1 Quantizacdo das areas

Perceba que a quantizag¢ao do fluxo leva o operador E ao operador Casimir de
SU(2). Esse fato nos leva a um dos principais resultados da LQG, que é a quantizacao do

espectro de areas:

A je, mae, ns(e)> = v\/Je(je +1) ’jm My(e), ns(e)> : (2.122)

E importante enfatizar que essa quantizacdo em nada tem a ver com a discretizacao
classica que precedeu a quantizacao. No contexto classico, a discretizagdo consiste apenas
no truncamento dos graus de liberdade da teoria. A quantizagao que surge em (2.122) é

um resultado da descricao quantica.

2.5.3.2 Colagem quantica de poliedros

A identificacao do spin j com areas da geometria leva a uma interpretacgao fisica
do vinculo de area: dois poliedros da geometria s6 podem ser vizinhos se as superficies

coladas de ambos possuirem a mesma area.

2.5.3.3 Relacao de fechamento e quantas de espaco

A relagao entre o operador fluxo e o vetor area nos fornece outra interpretacao

geométrica da LQG. Classicamente, poliedros de F' faces obedecem a relagao de fechamento

A =0. (2.123)

F
=1

7

Perceba que o vinculo de Gauss escrito da forma (2.69) corresponde a quantizagiao da
relagdo de fechamento de poliedros. Assim, se |i,) é um intertwiner associado ao né n, a

expressao

> ﬁg |in) =0 (2.124)

len
indica que os intertwiners podem ser vistos geometricamente como poliedros quanticos de
V faces de dreas iguais a v4/Jj¢(j¢ + 1), em que V é a valéncia do né'. Para grafos vindos
de triangulacoes, intertwiners simbolizam tetraedros quanticos, produzindo um carater

discreto para a geometria apds a quantizacgao.

' A valéncia de um né corresponde ao nimero de links atados a ele.
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3 GRAVITACAO QUANTICA DE LACOS E
ESPINORES

Uma estratégia recorrente na descri¢ao de sistemas fisicos, tanto no regime classico
quanto no quantico, é a busca por representagoes da algebra do espaco de fase e do espaco
de Hilbert da teoria. Como foi evidenciado nas segOes anteriores, o espago de fase da
Relatividade Geral e o espaco de Hilbert da LQG podem ser representados em termos do
grupo SU(2). Esse fato torna natural a busca em descrevé-los tanto em termos de espinores
quanto em termos de osciladores harmdnicos, de forma analoga a proposta por Schwinger

no contexto de momento angular [62, 64]. Ambas as descrigoes serdo apresentadas a seguir.

3.1 Estados SU(2) em termos de espinores

Como é bem conhecido, o espago de Hilbert da representacao fundamental de SU(2),
corresponde ao espago de espinores. Assim, para j = 1/2, todo espinor corresponde a um
estado de momento angular. Seja €4 € C2 com A = 0, 1. Tal objeto define naturalmente o

estado de Hy,
[1/2,€) == €°|+) + &' =), (3.1)
em que |£) sdo os autoestados de o,. E facil mostrar que o estado acima corresponde ao

estado de momento angular com j = 1/2 e projegao ao longo da dire¢ao 5 definida pelo

espinor £4: 5
PPy €)= 1 6). (3.20)
(7€) 112.8) = 5 112.8). (3.20)
L £ A ¢B
£= €A|C|T£|E|;§> (3.2¢)

, em que ¢ sao as matrizes de Pauli e a operacao de subir e descer indice é realizada pelo
delta de Kronecker.

Pela teoria de reacoplamento de SU(2) [46] estados saturados de momento angular,
ou seja, estados do tipo |7, j), podem ser construidos em termos de um unico estado de

momento angular na representagao fundamental. A partir de (3.1), definimos
5:€) =112, €)% (3.3)
Por construgao, [j, &) corresponde ao estado saturado de momento angular na diregao 5
T 15,€) =3 + DR ], €) (3.4a)

(J-€) 15,6 =ili &), (3.4b)
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A partir de (3.1) e (3.3), é possivel obter a forma de |7, &) na base de niimero magnético:

j /(247! (£° Jtm e1\j—m
5,8) = > GE)T () VDR (3.5)

=i /(G +m)(j —m)!

de forma que, se X := |[&]]*%:
(7,€15,€) = A" (3.6)
Para detalhes, indica-se o apéndice C.
Apesar dos estados |j, &) corresponderem a estados saturados de momento angular, é

possivel estender sua utilizacao para estados quaisquer de H,;. E possivel mostrar (apéndice

C) que o conjunto {|4, &) € H; | €* € C?} expande H;, obedecendo a relacio de completeza

1

T= o J (€ G8l. (37)

em que du(€) = de®dete 1€ é a medida de Bargmann.

A utilizagao de espinores na descrigdao de estados SU(2) é particularmente vantajosa
devido a algumas simplificagoes operacionais. Dentre elas, tem-se o calculo do produto

interno:
__ 2j
(7, €15, €) = 0, (£,6")", (3.8)

e a atuagao de transformagoes SU(2):

D’(g)15.€) = 1. 9€) , (3.9)

em que D7(g) é a representagdo unitéria em H; de g € SU(2). A partir de (3.9), se

9 € SU(2) é a transformagao que leva a dire¢do z em E, tem-se

15,€) = lIEI* D7 (g¢) 1. 5) - (3.10)

3.1.1 LQG em termos de espinores

A descrigao de estados SU(2) em termos de espinores motiva seu proprio uso na
LQG. A partir da conclusao de que estados da forma (3.3) geram H;, é imediato que
estados da geometria podem ser descritos a partir da associacao de um espinor para cada

seed de um grafo I'.

Sejam j; € N/2 e €4 € C? uma representacdo unitaria de SU(2) e um espinor

associados ao seed ¢ de um grafo I, respectivamente:
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O conjunto de spins e espinores {(j;,&€),i =1,---2L} define o elemento de H.s:

{7i, &}) = @ |5 &i) (3.11)

de forma que todo elemento de Hg pode ser escrito como uma combinacao linear dos

estados acima:

o) = [T 28 5 e (e 1 6). (3.12)

o i=1 (25! 5

O mapeamento dos elementos de Hg escritos em termos de espinores para o espaco
cinematico Kr segue a mesma metodologia: a aplicacdo dos projetores de area e de Gauss.
Entretanto, a aplicacao do vinculo de area traz uma condic¢ao adicional a imposicao da
mesma representacao j para estados de seeds que pertencem ao mesmo link. O fato das
holonomias representarem transformagoes SU(2) implica que estados levados de s(¢) para
t(¢) pela holonomia devem ter o mesmo médulo. Como foi explicitado em (3.6), o médulo
de estados da forma |7, &) envolve o médulo do espinor €4, Assim, a aplicacdo do projetor
de 4rea em (3.11) impoem

Js(e) = Jie) =: Je (3.13a)
/\s(g) = /\t(g) = )\g. (313b)

Ja para o projetor de Gauss, sua aplicacao forca os estados dos nés a serem combinagoes
de intertwiners. Intertwiners construidos com estados de espinores recebem o nome de
intertwiners coerentes Livine-Speziale (intertwiners LS), e sdo amplamente conhecidos na
literatura devido a sua aplicagdo no contexto de estados coerentes [41, 61]. Se nu indexa o

p-ésimo seed associado ao né n, entdo o intertwiner LS associado é definido por:

LS, {nus & }) = P @) |dnpas ) - (3.14)

pnen

3.2 Osciladores de Schwinger e estados SU(2)

Como ja é conhecido na literatura, a descricao quantica de SU(2) pode ser feita em
termos de varidveis bosonicas, a partir dos chamados osciladores de Schwinger [62]. Como
os estados da LQG sao descritos em termos de estados SU(2), é possivel formular a LQG

em termos de osciladores, resultando na chamada representacao bosonica da LQG [13, 44].

Na teoria de momento angular é possivel construir uma representacao unitaria de

SU(2) em termos de dois osciladores harménicos desacoplados:
(@4, a}] = dap, (3.15a)

(a4, ap] = [aly, aj] = 0, (3.15b)
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em que A = 0, 1 indexa cada um desses osciladores. Associados a esses osciladores, definimos

o operador nimero:

Vo = dlyiia, (3.16)
que obedece as relagoes de comutacao
[N, Ng] =0, (3.17a)
[N, ap] = —apdas, (3.17b)
[Ny, dly) = als0p (3.17¢)

A comutacao entre os operadores nimero nos permite descrever o sistema de dois osciladores

em termos de seus autoestados:
Ny [ng, n1) = na [ng, ny) (3.18)
de forma que
ad [no, 1) = Vno + 1 |ng + 1,m) il [no,n1) = vny + 1 |ng,ny + 1), (3.19a)

&0 \ng,nl) =1/ No |n0 — 1,n1> s dl |n0,n1> =\ |n0,n1 — 1> s (319b)

com o estado de vacuo |0) definido da forma usual:

a4 ]0) = 0. (3.20)

A partir dos operadores criagao e aniquilacao dos dois osciladores, podemos definir

os operadores de spin Jeo operador de representacao J por

- 1

J = iﬁABdAT&B, (3.21a)
1 ~At~B

J = 55,43& a”. (3.21b)

Como pode ser facilmente verificado, os operadores J; satisfazem a algebra de SU(2):
[Ja, Jb] = i&achc, (3.22)

explicitando a representagao unitaria de SU(2) em termos dos operadores de criagdo e

aniquilacao. O operador Casimir

e

JP=J-J, (3.23)

pode ser escrito em termos do operador representacao como:
J=J(T+1). (3.24)

Pela acao dos operadores J? e J, nos estados de osciladores:

o (”0‘2““ + 1) o, ma) (3.250)

J2 ’no, n1> =
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Ng — N1

J:|no,n1) = 70, 1), (3.25b)

é imediato que a relacao entre |ng,n;) e a base de nimero magnético |j,m) de SU(2) é
dada por
ng=7j+m, (3.26a)

ny =j—m. (3.26b)

Assim, os estados |7, m) podem ser escritos a partir de aplicagdes sucessivas dos operadores

CALT j+m (AIT j—m
(@) (@) 10). (3.27)
VG +m)G—m)!

Perceba que a partir de (3.5) e (3.27), estados saturados de SU(2) possuem uma escrita

de criacao (3.19a) no estado de vacuo:

|jvm> =

simplificada em termos de espinores e das variaveis bosonicas:

e 1 A5\
5,6) = i (¢%al)™ [0) . (3.28)

3.2.1 Representacao bosénica da LQG

A constatacao de que operadores de criagdo e aniquilagdo constroem uma represen-
tacdo unitaria de SU(2) nos leva naturalmente a buscar a construgao de uma representacao
unitaria da algebra de holonomia-fluxo também em termos de tais operadores. Tal cons-
trucdo comega de forma anédloga a representagdo unitéria de SU(2): para cada seed i,
associamos um par de operadores de criacdo e aniquilacao indexados por A = 0,1, que

satisfazem as relagoes de comutagao:
(G4, Gl ) = 0ij0am, (3.29a)
454, G;5) = [al4, al ) = 0. (3.29b)
Seguimos com todos os passos realizados na ltima se¢ao até a equagao (3.22), acrescentando
o réotulo ¢ para indicar que tais procedimentos sao validos por seed. Em conjunto com os

operadores de momento angular, construimos o operador holonomia [13, 14]: se s(¢) e t(¢)

sdo seeds de um mesmo link ¢ orientado de s(¢) para t({), entao
(U5 = Ty +1)71? (5AC&I(3)C&1(Z)B - 630&2%5)@50(@)) (2w + 1)1 (3.30)

Impondo o vinculo de drea, que nesse contexto corresponde a Jso) = Jyo) =: Jo,
é possivel mostrar que o operador holonomia e os geradores J; satisfazem as relagoes de
comutacao [31, 32, 44]:

{(ﬁf)ABa (UZ’)CD} =0, (3.31a)
P 1 _ -

(U, J.] = 550, (3.31b)

[Jias Jiv] = 1€ap" Jic, (3.31¢)

correspondendo, portanto, a uma representacao unitaria da algebra de holonomia-fluxo.
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3.2.1.1 Estados de lacos

A representacao bosonica também nos permite definir operadores de criacao e

aniquilacao associados a dois links de um mesmo no, chamados de wedges:

Fyj = eapai'a?, (3.32a)

em que %, j sao seeds de uma mesmo né. Caso contrario, F;; = 0.

Se o ¢ um lago construido a partir de um caminho fechado simples como a uniao
de L links:

L
a=Jb, (3.33)
=1

¢é possivel, a partir da visualizacao de cada link como a uniao de dois seeds, escrever «

como a uniao de L wedges w;:
L
a=Juw. (3.34)
i=1

Naturalmente, a definicao de operadores de criacao e aniquilacao de wedges induzem a

definicao de operadores de criacao e aniquilacao de lagos:

L

Ey, =] Fu (3.35a)
=1
L

Fi =]l FL, (3.35h)

Pela definigao (3.32), tem-se que a atuagdo de (FQ;)QJ no vacuo cria um estado no né
n 3 1,7 invariante por transformagoes SU(2). Além disso, pela composigao (3.35b), a
atuagao de (F1)% no vacuo cria um estado com a mesma quantidade de excitagdes em
seeds de um mesmo lago. Portanto, (F1)% |0) respeita os vinculos de drea e de Gauss,
correspondendo a um estado cinemético da LQG. E facil mostrar que a atuacio de Fjj

produz o estado de lago descrito em (2.116):

o) oc FT10) . (3.36)
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4 LIMITE SEMICLASSICO

Apesar da construgao da LQG ter inicio na Relatividade Geral, a descricao da
geometria a partir de estados quanticos é complemente diferente da descricao classica.
Nesse sentido, é conveniente estudar o limite semiclassico da LQG para se entender
como a geometria classica emerge da descricdo quéantica. Para se entender melhor esse
limite, é estratégico trabalhar com os estados coerentes, também conhecidos como estados

semicléassicos.

Estados coerentes sao estados que minimizam incertezas relativas, possuindo suas
distribuigoes de probabilidade concentradas em torno dos valores médios. No contexto da
LQG, os valores médios de tais estados descrevem a geometria classica, enquanto os desvios
da média correspondem as flutuagoes quanticas da geometria. Por essa caracteristica,
esses estados sao aqueles que mais se aproximam de um comportamento semiclassico,

incorporando corregoes de origem quantica para a descricao classica subjacente.

A construcgao de estados da LQG concentrados em propriedades classicas nao é
tinica. E possivel construir diferentes familias de estados coerentes, cada uma concentrada
em diferentes propriedades classicas. A seguir, serao construidas algumas classes de estados
coerentes da LQG presentes na literatura. Seus comportamentos semiclassicos serao
relativos a geometria intrinseca, a estrutura geométrica medida inteiramente dentro do
espaco considerado; e a geometria extrinseca, a forma geométrica determinada a partir do

seu mergulho em um espago maior. Para mais informagoes, indica-se [13, 24, 25, 71].

4.1 Estados coerentes intrinsecos

Estados coerentes intrinsecos sao aqueles com distribuicoes de probabilidades
concentradas na geometria intrinseca do espaco-tempo. Como o niimero quantico de spin
na LQG tem correspondéncia com areas, e por consequéncia com a geometria intrinseca, é
natural construir estados coerentes da LQG em termos de estados coerentes de momento

angular.

4.1.1 Estados coerentes SU(2)

Pela teoria de momento angular da mecanica quantica, ¢ possivel mostrar que os
estados representados por espinores |7, &) descritos anteriormente correspondem a estados
coerentes de momento angular. Mais precisamente, tais estados minimizam as incertezas

relativas do vetor momento angular:

(J) = j€, (4.1a)
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: (4.1b)

em que ¥ € R?® é um vetor unitério; correspondendo, portanto, a estados coerentes de
momento angular®. Por gerarem H;, o conjunto de estados {|7,&) | & € C*} corresponde &

base de estados coerentes.

No contexto da LQG, o operador de momento angular, representado pelo operador
fluxo, carrega informacgao das areas orientadas associadas aos links do grafo. Como os
intertwiners sao estados de momento angular interpretados geometricamente em termos
de poliedros quénticos, a utilizacao de estados do tipo |j, &) para a construgao de estados

representando poliedros semiclassicos é imediata.

Seja n € I' um né. Os chamados intertwiners Livine-Speziale (LS) sao definidos

CcOomo

|LS7 {jn,u; £nﬂ}>n = Pn ® |jn/u 5n,u> ) (42)

pnen
em que P, é o projetor de Gauss restrito ao né n. A atuacao do projetor de Gauss modifica

a norma do intertwiner, tornando-a dependente dos spins j,, e dos espinores &,,. Como ¢

mostrado no trabalho de Livine e Speziale [41], no limite de grandes spins, o quadrado da

norma dos intertwiners LS pode ser bem aproximada por
1

f(ng) I oy u}>n|| Jrdet H

em que N = > jwé'w, e H,, definida por:

exp(—H,;' N*N?), (4.3)

Hab = Z jnuPab;m (44&)
HEM
Pabu = 50,12 - _‘Zuéz”- (44b)

Consequentemente, intertwiners LS que nao obedecem a relacao N =0 possuem sua
norma exponencialmente suprimida no limite de grandes spins. Perceba que tal relagao,
dado (2.122) e (4.1), corresponde a condigao classica de fechamento de poliedros. Assim,
intertwiners | LS, {Jnu, §np}) que respeitam a condicdo adicional
Z jnugnu =0 (4.5)
pen
correspondem a intertwiners coerentes, possuindo suas distribui¢oes concentradas em

poliedros classicos.

A partir dos intertwiners LS, é possivel construir estados para todo o grafo I'.
Associando um intertwiner coerente LS para cada no, seguido da aplicacao do projetor de

area, o estado

ILS, {je, &3}) = Pa Q) |LS, {jnu, Enn}),, (4.6)

nel’

2 Para mais detalhes das relagbes acima, recomenda-se o apéndice C.
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faz parte do espaco cinematico Kr da LQG, apresentando um comportamento coerente no
que diz respeito as areas dos poliedros. Porém, como os spins dos intertwiners LS sao fixados,
suas distribuicoes envolvendo observaveis da geometria extrinseca sao completamente
difusas. Por consequéncia, tais estados nao apresentam comportamento coerente para
geometrias classicas, mas sim somente para a geometria intrinseca. Por essa razao, estados

da forma (4.6) sdo chamados estados coerentes intrinsecos.

4.2 Estados coerentes extrinsecos

Outra classe de estados coerentes bem presente na literatura sao os chamados estados
coerentes extrinsecos, ou estados heat-kernel [17, 61]. Tais estados possuem distribui¢oes

de probabilidade concentradas tanto na geometria intrinseca quanto na extrinseca.

Comecgamos construindo um estado de um link da forma delta de Dirac concentrado
na holonomia hy € SU(2) a partir de (2.95):

he) = D 25 +1D%,, (B ) ey me, ne) (4.7)

Jesme,Mg
Por ser uma delta na geometria extrinseca, o estado acima possui uma distribuicao de
spins totalmente ndo concentrada. Para concentra-lo na geometria intrinseca, comegamos
aplicando o operador heat-kernel exp [—tV?] de SU(2) com o objetivo de alargar a distri-
bui¢do de probabilidades na geometria extrinseca®. Como em SU(2) o operador derivada

é representado pela algebra do grupo, o laplaciano dé lugar ao operador Casimir:

|hg, tg> = e—th |hg Z 2]6 + le™ tie(jet1) Dibzeme( Zl) |jg, my, ng> . (48)

Jesme,me

O alargamento da distribui¢cao de holonomias retira o aspecto difuso da distribuicao de
spins, mas a concentra em j = 0. A fim de se deslocar a distribuicao de spins para jg,

realiza-se a complexificagao de SU(2).

No contexto da mecanica quantica unidimensional, um pacote de onda gaussiano
concentrado em torno de uma posi¢ao média xy e um momento médio py pode ser obtido
a partir do produto de duas fungoes: uma com momento pg bem definido e uma gaussiana

centrada em xg:

o) o [529 oe.

202
A parcela de onda plana garante um momento bem definido pg as custas de uma completa
indeterminacao nas posi¢oes. Ao multiplica-la pela gaussiana, concentramos o sistema em

torno de z(, alargando a distribuicao de momentos em torno de py.

b A equacdo do calor T = K'V?T gera uma evolucio temporal que reduz méximos e minimos locais por
um decaimento gaussiano com o tempo. Dessa forma, o operador heat-kernel pode ser usado como um
“alargador” de distribuigoes.
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A mesma funcao de onda poderia ser obtida a partir de uma complexificacao do
argumento da gaussiana:

To > 290 = To — ia2p0,

de forma que

Y(x) = Nexp [_(53—2’0)21 X exp [_(iﬁ—fﬁo)j £iP0T

202 202
produz distribui¢oes gaussianas concentradas na posi¢ao xy € no momento py.

De forma andaloga, (4.8) corresponde a uma gaussiana em SU(2) concentrada em hy.

Como os momentos em SU(2) correspondem aos elementos da algebra, a complexifica¢ao
de SU(2) nos leva a
hg — Hg = eiteEzhg, (49)

em que Ey := By € su(2). Como isu(2) sao geradores de boosts, H, € SL(2,C). O

estado resultante passa a ser, portanto

|Hyyte) = > /2j0 + leteelieth) DIt (H YY) |je,me,ny) (4.10)

j£7m57n€
sendo possivel mostrar [61] que (U;) = hy, <Eg> = FE, com AU, ~ Viee AE, ~ 1/t .

Como os observaveis da LQG devem ser grandezas invariantes por transformacoes
SU(2), é conveniente reescrever Hy, em termos de pardmetros como comprimentos dos
vetores normais, areas das faces e angulos entre vetores normais. Uma parametrizacao
de Hy € SL(2,C) consiste em usar o fato que rotagdes/boosts podem ser escritos como a
composi¢ao de uma rotacgao para a dire¢do z, uma rotagao/boost na dire¢ao z, e outra
rotagdo para outra direcao [17]. Assim, sendo Rz a rotacao que leva o vetor ¢ para a

direcao z, H, pode ser escrito como:

. 2073 1
Hy = R, "™ R | (4.11a)

Tal decomposi¢iao admite a seguinte interpretacao [17, 61]: geometricamente, é;(g) e é(g)
correspondem aos vetores de face associados ao link ¢ dos poliedros de s({) e t(¢), res-
pectivamente. Existe uma rotacao R que transporta paralelamente o vetor és(g) para
&)

é&(z) = Rgs(e). (4.12)
Entretanto, R nao é unica. Uma forma de explicitar sua nao unicidade é primeiro escrever

R em termos do produto de duas rotagoes: uma que leve a direcao de é;(g) para uma

direcdo 7 e outra que leve a direcao 7 para a direcao de é(g). Escolhendo 7 como Z:

s Ro!
Et(z) £t(Z) 55(2) Es
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Perceba que se qualquer rotacao em z for realizada apds a atuacao de Rﬁ:si@)’ a equagcao
acima se mantém véalida. Sendo assim, existe uma liberdade adicional na determinacao
da transformacao de transporte paralelo em (4.12) que pode ser escrita em termos do
parametro ky,

£y = Rﬂ(z)ekaaa&w’ ke € [-m, 7, (4.13)

de forma uma solugao tinica para R esta associada a escolha dos trés parametros (é(@, é((), kg).
Portanto, o parametro k, da decomposicao (4.11a) é interpretado como um angulo da
geometria extrinseca, sendo determinado em termos da conexao de Ashtekar-Barbero. O
parametro jo da complexificagdo pode ser melhor entendido quando escrevemos o estado
(4.10) para grandes spins, surgindo seu comportamento semiclassico. E possivel mostrar
[17, 61] que para limite de Imz > 1:

DI (7)o~ ¥ 5 5 (4.14)

n-m?’

de forma que

D3 (HE ) ey mesme) 2= 30> 5 Dl (Re, )€™ 63063, Dy, (R ) s mes )

me,Me apby

— it

I &0 >
Je, s . 4.15
TP TEwol? (4.15)

Substituindo (4.15) em (4.10), tem-se

|Hg,tg> ~ Z /Qje + 1 tede(Get1) gikoje o —tej(2jo+1)
Je

jb

& (o) >
o112 [Eseo|?

0 &s0) >
Je, ; ; (4.16)
&l 1€l I?

~ Y exp [~ — Go)?] e
Je

de forma que o estado acima é uma gaussiana concentrada no angulo da geometria extrinseca
ko e no spin jo, completando a interpretagao geométrica de |Hy,t;) e evidenciando seu

carater coerente na geometria intrinseca e extrinseca.

A partir de (4.15), podemos determinar sua distribui¢ao de probabilidades de spin

P(je) ~ exp |=2t,(je — jo)?] - (4.17)

e, apos uma transformada de Fourier®, sua distribuicdo de probabilidades de angulo k;:

P(kg) ~ exp [—W] : (4.18)

concluindo que |Hy, t;) é um estado concentrado nos valores médios ky = kg e j, = jo com
desvios Ak, = 2/tp e Ajo = 1/(2v/10).

C

Tal relacdo se deve ao fato de que (jg, k¢) forma um par canénico [31].
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Tendo em maos o estado coerente de um link, é imediata a construgao de um estado
coerente para toda a rede. Estados coerentes extrinsecos |I', { Hy, t,}) em T' sdo construidos
a partir da associacao de um estado coerente extrinseco por link, seguido da aplicacao do

projetor de Gauss:
0, {He te}) = P @ [Hs ) - (4.19)

Ler

4.3 Estados coerentes de variaveis bosonicas

Como foi discutido no capitulo anterior, os estados da LQG podem ser descritos em
termos de variaveis bosonicas. Tendo em vista que osciladores harmonicos possuem seus

proprios estados coerentes, é possivel, a partir deles, definir estados coerentes na LQG.

4.3.1 Estados coerentes de osciladores harmonicos

Os estados coerentes de osciladores harmonicos correspondem aos autoestados do

operador de aniquilagao
alz) = z1z2), (4.20)

o que pode ser facilmente verificado analisando as probabilidades em torno dos valores
médios de posicdo e momento: a partir da relagao entre os operadores posi¢do e momento

e os operadores de criagao e aniquilacao

T=a+al, (4.21a)
p=a—al, (4.21Db)
¢ facil mostrar que |z) possui incerteza minima em torno dos valores médios de posigao e
momento:
z = (Z) +i(p), (4.22a)
1
AxAp = 2’ (4.22Dh)

de forma que |z) é um estado coerente concentrado no ponto ((Z), (p)) do espago de fase.

A forma explicita de |z) pode ser facilmente obtida a partir da escrita de |n) em

termos de aplicagdes sucessivas do operador de criacao:
[e.e]
=>_In) (nfz)
n=0

Z\/—In a"[z)

o0

=(0z) >

n=0

Z’I’L
|n)
n:
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[e'S) (Z&T>n

= (0]z) ZO 7 10)
= (02) exp [2af] [0). (4.23)

4.3.2 Estados coerentes de variaveis bosonicas

Estados coerentes bosonicos sao definidos a partir da associacdo de quatro estados
coerentes de osciladores por link, sendo dois por seed. Seja 5;‘@,5{&) € C? espinores
associado aos seeds s({),t(¢) € £. O estado |{&;}¢) ¢ definido por

{&i}e) == Pa (eXP [éﬁz)@(zm} exp [5 ko } \0>> (4.24)

Expandindo na base de espinores, o estado acima toma a forma

2jt(e) 1 2js(0)
[{&i}e) = Pa > (2] )l (&(z ay e)A) 0) || X (20! (55(12)“;(@ ) 10)
Jie) €5 4e) Japy €Y s(6)
1 , 1

= Py > 7,"%(@),&(@» Q| Y s & >

I W)e% V (2ue)! jned V (2s)!
B Z Vil i &i(0) &s(0) > (4.25)

i) [ 16w |1 [1&seol

Perceba que os coeficientes de [{£;},) sdo proporcionais a uma distribui¢do de Poisson

e ruk
P =0 (4.26)
()\?)212 A2 S 2
—— = et P(2js, \}). 4.27
No limite de p > 1, a distribuicao de Poisson se reduz a uma gaussiana:
1 1 1 fx—p 2
Pk, p) 225 exp |—= < ) : (4.28)
V2T 2\ Vi

de forma que, para A\, > 1:

(DT> J—erp[ 32 (- A)]

Pela mesma anélise realizada nos estados coerentes extrinsecos, perceba que os estados

. Et 53(5 > 4.99
o e P Tewl?) 42

coerentes bosonicos apresentam comportamento coerente para Ay > 1, possuindo valores
médios concentrados no angulo ky = 0 relativo & geometria extrinseca e spin jo := A\?/2

relativo a geometria intrinseca.
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A partir de (4.29), podemos determinar sua distribui¢do de probabilidades de spin:

2

P(je) ~ exp l—.o

(Je = jo)2] , (4.30)
e, apés uma transformada de Fourier, sua distribuicao de probabilidades de angulo k;:

P(k() ~ exp [—‘Z)kﬂ , (4.31)

concluindo que [{&;}¢) é um estados concentrado nos valores médios k, = 0 e j, = jo com
desvios Ak, = 2/v/Jo e Aje = \/70/2.

Tendo em maos o estado coerente de um link, é imediata a construgao de um estado
coerente para toda a rede. Estados coerentes bosonicos |I', {£;}) em I' sd@o construidos a
partir da associacao de um estado coerente bosonico por link, seguido da aplicacao do

projetor de Gauss:

T, {&}) = Pa @ {&i}e) - (4.32)

ler
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5 CORRELACOES NOS ESTADOS DA GE-
OMETRIA

Quando analisamos a construcao de estados coerentes da LQG a partir da atuacao
dos projetores de area e de Gauss em estados coerentes separaveis no grafo, tais projegoes
produzem estados emaranhados, refletindo em correlagoes entre as medidas de observaveis

nos estados da geometria.

No limite semiclassico da LQG, os estados coerentes apresentam distribuigoes de
probabilidades concentradas na geometria classica com pequenas perturbacoes quanticas.
E esperada uma compatibilidade entre essa descricdo e o regime semicldssico da teoria
quantica de campos (QFT) em espagos curvos. Em tal regime, as perturbagoes do campo
gravitacional sao descritas por um campo nao massivo de spin 2, conhecido como graviton
[36]. O cardter ndo massivo do campo resulta em flutuagoes do vacuo com correlagoes
decaindo com o quadrado da distancia [21, 36]. Tal comportamento é responséavel pelo
surgimento da lei das dreas para a entropia de emaranhamento [23, 65, 67], proposta como
uma possivel fonte para a entropia de buracos negros [23]. Por isso, esse tipo de decaimento
das correlagoes é pontuado como critério necessario para selecionar estados semiclassicos

de qualquer teoria quantica da gravidade [19].

A busca por estados da LQG que apresentam esse tipo de decaimento de correlacoes
nao se restringe a imposicao de comportamentos esperados no limite semiclassico da teoria,
sendo também motivada por aspectos mais fundamentais. Os estados semiclassicos ja
conhecidos da LQG sao construidos no espago de Hilbert cinematico, satisfazendo os
vinculos de Gauss e de difeomorfismo. No entanto, para serem considerados estados fisicos,
eles devem também respeitar o vinculo hamiltoniano. Como é amplamente reconhecido
na literatura (e mencionado na Segao 2.1), o vinculo hamiltoniano ainda nao possui
uma versao quantica bem estabelecida, o que configura um dos principais problemas em
aberto da LQG. Diante da auséncia de um vinculo hamiltoniano bem definido, torna-se
necessaria a imposicao de caracteristicas aos estados semiclassicos da LQG que reflitam o

comportamento esperado das solugoes que respeitam essa condicao.

Nesta perspectiva, a imposicao de um decaimento de correlagoes nos estados
semiclassicos pode ser vista como uma exigéncia de origem dinamica. Isso se baseia no
fato de que, no regime semiclassico da gravitagao quantica, o decaimento das correlacoes
do graviton esta diretamente relacionado a forma da equagdo de Einstein da Relatividade
Geral. Assim, a exigéncia de tal comportamento garante que os estados cinematicos da LQG

carreguem caracteristicas esperadas de solugoes que satisfariam o vinculo hamiltoniano.

Nesse contexto, este capitulo se dedicara, inicialmente, ao calculo das correlagoes
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das flutuagoes de area para duas classes de estados coerentes ja trabalhados no limite
semiclassico da LQG: os estados coerentes bosonicos e os estados coerentes heat-kernel.
Como sera evidenciado, tais estados apresentam correlagoes de curto alcance, nao obe-
decendo a um decaimento do tipo inverso do quadrado da distancia. Em seguida, sera
apresentada uma proposta de estados semiclassicos construidos a partir da perturbacao
de estados coerentes LS, e o comportamento das correlagoes para flutuacgoes de area serd
calculado. Como sera mostrado, é possivel introduzir essas perturbacoes de forma a se
obter um decaimento de correlagdes polinomial com a distancia no limite semiclassico. Os

resultados apresentados nesta se¢do fazem parte da publicagao [49].

5.1 Limite semiclassico e flutuacoes de area

Correlagoes nas flutuagoes da geometria podem ser quantificadas diretamente em
termos da funcao de correlagao. Fungoes de correlacao podem ser determinadas em termos
de operadores ou de varidveis classicas. Seja [ir) um estado cinematico definido na rede
I'. Se A, é o operador de &drea relacionado ao link ¢ € I", a funcao de correlacio de drea

associada a |¢r) é dada por
G( A, Ap) = (ApAp) — (Ag) (Av), (5.1)

quantificando, portanto, correlagoes entre flutuagdes de areas nos links ¢ e ¢/

Areas na LQG estéo relacionadas ao operador de fluxo, como exposto em (2.122).
No limite semiclassico, caracterizado por grandes valores médios de spin, o operador area
se reduz ao produto da constante de Barbero-Immirzi com o operador de representacao.
Assim, a fungao de correlagao do operador area é determinada pela funcao de correlacao
de spins:

G(Ae, Av) = *G(Te, To). (5.2)

5.2 Geometria classica homogénea

No regime semiclassico da QFT em espacos curvos, o espaco-tempo classico é
tratado como pano de fundo para as perturbacgoes quantizadas. Para uma geometria de
fundo homogénea, o contexto andlogo na LQG corresponde a estados coerentes no limite
semiclassico, concentrados em redes homogéneas. A fim de se calcular correlagoes das
flutuacoes de spin em fung¢ao da distancia para grandes redes, é conveniente trabalhar em
uma rede cubica I'. Para desconsiderar efeitos de borda, adotaremos condig¢oes de fronteira
periddicas. Assim, comegamos associando aos seeds de um mesmo nd espinores que geram

vetores paralelos aos eixos euclideanos:

gnl - _€n4 = 5%7 (53&)
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&2 = —&ns = U, (5.3b)
En3 = _£n6 = 27 (53C)

de forma que a condicao de estados concentrados em redes homogéneas impoe a escolha
de espinores independente do né, assim como o mesmo médulo para todos os espinores e

valores médios de spin para todos os links:

Enu = Eﬂ, Vn, (5.4a)
Anp = A, vn, i, (5.4b)
(7o) = jo, VL. (5.4¢)

Para uma rede cubica e homogénea com nés n = (ny, ng,n3), em que ny, ng, N3 =

1,--- L, se nu corresponde ao link £ e n'y/ a ¢/, entdo a distancia entre ¢ e ¢’ é dada por:

doe = \J(A)y/ (01— n0)? + (g — nb)? + (ng — nh)2, (5.5)

em que (A) é independente do link.

Estados coerentes concentrados em I' sao descritos nos nés como combinagoes
lineares de intertwiners coerentes LS. Fixando na rede uma escolha de spins {j,}, tem-se

nos nos

6
‘LS; {jnuv €u}> =F, sz |jnw €u> . (5-6>
=

Como a atuagao do projetor de Gauss nao modifica os spins {j,}, sua atuagao
modifica as probabilidades de spin somente pela introdugdo do modulo ao quadrado dos

intertwiners coerentes LS:

P({je}) = [T PGo) 1T fGnn)- (5.7)

ler nel’

Perceba que a adigao de f(j,,) na probabilidade de configuragoes de spins produz correla-
¢oes entre flutuacoes de spins em diferentes links. Aplicando as condigoes (5.3) e (5.4) em
(4.4):

szb - dlag<Jn - Jnla Jn - Jn2> Jn - Jn3)7 (58&)
o= Jnps (5.8b)

pnen
Jna - jna + jn,a-‘,—?w (58C>

resultando em:

. (]nl - jn4)2 (]nQ - jn5)2 (]nS - jn6)2
i _ _ — ) 5.9
f(j M) X eXp Jn o Jnl Jn _ Jn2 Jn _ JnS ( )
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Como estados coerentes no regime semiclassico da LQG apresentam valores médios con-
centrados em torno da geometria classica, tal regime implica que as configuragoes de spin

relevantes para o contexto sao aquelas que:

jnu = jo+ dn/u (5.10&)
Ay ~ Ajny < Jo, (5.10Db)
de forma que
F () o< JT e 2ne/ 0, (5.11a)
Ana = jna - jn,a+3- (5'11b)

A partir dos resultados obtidos e considerando estados que no limite semiclassico apresentam
uma distribui¢do P(j,) do tipo gaussiana, a distribuigao de probabilidade para um conjunto

de spins {j,} toma a forma

P({je}) o< [] ex p[ W] 11 (He m/‘*ﬂ)) (5.12)

ler nel’
nos permitindo calcular diretamente a funcao de correlagao dos spins.

Perceba que a fatoracdo de f(j,,) nos trés eixos euclideanos evidencia que as
correlagoes das flutuagoes de spin sao presentes somente em flutuagoes no mesmo eixo.
Dessa forma, a func¢ao de correlacao sera calculada nao em I', mas em uma sub-rede
unidimensional I';o0 = {(n1,0,0) | ny = 1,--- L.}. Denotando o spin do link a direita do
vértice (p,0,0) por j, = jo + dp, a distribui¢do de probabilidades da configuracao de spins

{jp} € dada pela restricao de P({j¢}) a I';00, sendo escrita como

P({j,}) o< exp [ =S Aydyd ] (5.13)

p,p
em que
01 0 0 1
10 1 0 0
1 1 01 0 1 0
Jo (Ajp) 2 01 0 10
0 0 1 01
10 0 10

Os valores médios (J,) e (J,J) podem ser calculados diretamente das varidveis
classicas j, e j,, de forma que, para distribui¢bes gaussianas de spin, (d,) = 0, resultando

em

(Tp) = (Jp) = Jo, (5.15a)
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(ToTw) = (piw) = Jg + (dpdy), (5.15b)
e, por consequéncia
G(Tp, Tpr) = (dpdy).- (5.16)
Para distribuigoes gaussianas da forma (5.13), tem-se

(dydyy) = [A7] (5.17)

'

Como redes homogéneas sao invariantes por translagdo, a fungdo de correlagao

acima s6 depende da distancia entre p e p’. Se d,y = R, entdo
G(R) = (d1d1+R). (5.18)

Para R muito menor que o tamanho total da rede, é possivel ignorar as condi¢oes de
fronteira, representadas pelos termos nas quinas da matriz B em (5.14). A matriz A pode

ser invertida pela série de Neumann:

A1:<1+1 >1§: 1<1+ Jo )13 : (5.19)
jo o (A3)°) =2\ (A
Pela forma de B em (5.14), tem-se
00 B\" 0 B R+2n 0 1 R+2n !
Z () - Z <> - R+2n ( |) 1’ (5'20)
n=0 a 1,1+ R n=0 a n—0 a (R + n)n

1,1+R

sendo a série convergente para a > 2, condi¢ao sempre respeitada em (5.19). Aproximando

a série acima por seu termo dominante:

Jo jo ) P
G(R) =~ g <1 + (Ajp>2> : (5.21)

evidenciando um carater de decaimento exponencial com a distancia:

(LY o (e 20
Q<R)‘<jo+<Ajp>2> p[ ! <2+<Ajp>2>R]‘ (5:22)

5.2.1 Estados coerentes bosonicos

A partir da distribuigao de probabilidades de spin para um link ¢ exposta em (4.30),
a distribuicdo associada a um conjunto de spins {j,} do estado coerente bosonico |I', {;})
definido na rede cubica homogénea descrita na se¢do anterior é dada por uma gaussiana
centrada em jy com Aj, = v/jo/2, de forma que o decaimento das correlagoes de spins

toma a forma

G(R) ~ J;e?w. (5.23)

Assim, estados coerentes bosonicos apresentam um comprimento de correlagdo £ ~ 0,43
links da rede; mostrando que as correlagoes das flutuagoes de spin sao de curto alcance,

permanecendo apenas por poucos links na rede.
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5.2.2 Estados coerentes heat-kernel

A partir da distribuicdo de probabilidades de spin para um link ¢ exposta em
(4.30), a distribuicdo associada a um conjunto de spins {j,} do estado coerente heat-kernel
I, {H,,t,}) definido na rede cibica homogénea descrita na se¢ao anterior é dada por uma
gaussiana centrada em j, com Aj, = 1/(24/%,), de forma que o decaimento das correlagoes
de spins toma a forma

Jo —In[2(1+4tjo)| R
R)~—"—— Jo)e H.24
g( ) 1 475117.06 ( )

Assim, estados coerentes heat-kernel apresentam um comprimento de correlagao

1 1

$ ™ R0+ 4tj0)] 2

~ 1,44 links da rede;

mostrando que, assim como para estados coerentes heat-kernel, as correlagoes das flutuagoes

de spin sao de curto alcance, permanecendo apenas por poucos links na rede.

5.3 Nova classe de estados coerentes

O rapido decaimento das correlagoes de spin com a distancia presente nos estados
coerentes da LQG evidencia um comportamento que diverge do esperado no limite semi-
classico. Essa divergéncia motiva a busca por novas classes de estados coerentes da LQG.
O objetivo é encontrar estados que, além de possuirem distribui¢oes de probabilidade
concentradas na geometria classica com pequenos desvios relativos, também apresentem
correlagoes de longo alcance. A busca por essa nova classe de estados segue duas estratégias
naturais: (i) desenvolver uma nova construcao de estados coerentes que ja incorporem tais
caracteristicas, ou (ii) modificar os estados atuais para introduzir as correlagoes de longo
alcance. Como os estados coerentes existentes ja apresentam o comportamento semiclassico
esperado no que diz respeito a geometria média, é natural utilizd-los como base para essa

construgao.

A seguir, serd apresentada uma nova classe de estados coerentes, obtida a partir
de perturbacoes aplicadas aos estados coerentes intrinsecos da LQG. As perturbagoes
introduzidas possuem um carater nao local, o que permite obter correlagoes de longo
alcance no limite semiclassico. Esta apresentacao serd dividida em duas partes: inicialmente,
sera discutida a construcao de estados cinematicos da LQG a partir de perturbagoes nao
locais de estados de fundo. Em seguida, essas perturbacoes serdao introduzidas em estados
coerentes da LQG em redes homogéneas, explicitando seus impactos nas distribuigoes
de probabilidade. Por fim, no contexto de redes homogéneas, sera calculada a funcao de
correlacao para flutuacoes de area no limite semiclassico, demonstrando que, para certas
escolhas de perturbacgao, emergem correlagoes de longo alcance compativeis com o limite

semiclassico esperado.
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5.3.1 Estados perturbados: correlacdes nao locais

Considere um estado genérico |¢y) € Kr. Perturbar o estado [¢y) consiste em

desvia-lo em primeira ordem, de forma que:

[Yo) = [¥0) = |¢o) + |¢0) (5.25a)

(0thodnpo) < 1, (5.25b)

alterando suas distribui¢des de probabilidade. Por se tratar de uma perturbacao, |61)) deve

ser visto como uma deformacao de [1g) que introduz flutuagoes na geometria associada a
[¥o).

Deformagoes da geometria podem ser implementadas a partir de excitagoes de
partes de [ig). Partindo da visdo da representagao de lagos, todo estado cinematico da
LQG pode ser visto como uma combinacao linear de estados de lacos. Dessa forma, a
fim de se produzir estados deformados que fazem parte do espaco cinematico da LQG,
tais excitagoes devem diferir [01)y) de |1)y) por estados de lagos. Levando em conta que
flutuagdes genéricas podem ser implementadas por lagos de diferentes extensoes e formatos,
é natural que flutuacoes localizadas sejam mais provaveis e frequentes do que flutuagoes
extensas. Dessa forma, pensando em um estado fisico como (valores médios) + (flutuagoes),
é natural que as flutuagoes mais significativas consistam naquelas produzidas por excita¢oes

geradas pelos menores lacos da rede.

A fim de se construir estados semiclassicos da LQG com correlagées de longo
alcance, as flutuagoes relevantes para o calculo da funcao de correlagdo sao aquelas geradas
por deformagoes conjuntas em regioes disjuntas da rede. Dessa forma, a primeira ordem
significativa para a funcao de correlagao seria a produzida por excitacdes conjuntas nao

locais geradas por dois lacos disjuntos de menor extensao.

A implementacao desse tipo de deformagao para os estados da LQG pode ser
realizada de forma natural pela composi¢cao de spin ou pelo produto de estados, ambas
as operagoes realizadas entre [1g) e |ajas) := |a1) ® |as), sendo oy e ay lagos disjuntos
formados por quatro links na rede [t)g). Fisicamente, o produto |1y X ajas) pode ser visto
como a excitagao de [1y) gerada diretamente pelos lagos oy e g na rede de |10g), enquanto
a composicao |1y - ajan) pode ser vista como a introducao em [¢g) de excitages dos lagos

a1 e ap geradas no vacuo, respeitando os vinculos cinematicos. Em termos operacionais:
[tho X araz) o< T, Ty [t0) (5.26a)

|¢0 . Oé10£2> XX PA(TalTag |0> X ‘1/]0)) (526b)

Perceba que, matematicamente, a diferenca entre esses dois tipos de deformacao reside
nos fatores do tipo (25 + 1) presentes no produto de estados de spins (2.107), mas nao

em sua composi¢ao de spin (2.84). Essa diferenga torna as deformagoes geradas pela
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composicao de spin mais simples do que as geradas pelo produto de estados. Visando
introduzir correlagoes de longo alcance em estados semiclassicos, a escolha deste trabalho
consistiu em utilizar a composicao de spin como deformacao de estados, por se tratar da

escolha mais simples e natural para a LQG em termos de estados de momento angular.

5.3.2 Estados coerentes perturbados

Trabalhando com estados coerentes concentrados em redes homogéneas definidas nas
ultimas segOes, o limite semiclassico produz estados concentrados no spin j, = 7o, V0 € T,
com flutuacoes da geometria que produzem correlagoes de spin de curto alcance. Assim, a
fim de se introduzir correlagoes de spin de longo alcance, calculamos a fungao de correlagao

de spin para o estado perturbado construido a partir do estado coerente intrinseco

o) = [LS, {je = jo. &i}) (5.27)

em que {&;} sdo espinores normalizados que obedecem (5.3) e A/ é uma constante de

normalizagao. Dessa forma, a deformagao gerada sera do tipo
6v0) o< |LS, {je = jo,&}) - |onas) . (5.28)

A escolha pelo estado coerente intrinseco com j, = jo consiste em, a partir do
valor médio, introduzir flutuagoes adequadas para produzir o decaimento de correlagoes
desejado. Além disso, a escolha (5.27) pode ser vista como um limite da deformacao
dos estados coerentes com distribuicoes gaussianas de spin. No limite semiclassico, os
estados coerentes em redes homogéneas convergem para (5.27). Dado que as distribuigoes
gaussianas geram correlagoes de curto alcance, a perturbagao de (5.27) introduz flutuagoes
de spin cujas correlacgoes, se de longo alcance, prevalecem sobre as de origem gaussiana no

limite semiclassico.

Se tratando de redes homogéneas e buscando correlagdes que s6 dependam da
distancia, a perturbagao de (5.27) deve ser gerada por deformages homogéneas e isotrdpicas.
A forma natural de implementé-las é a partir de deformagoes do tipo (5.28) para todos os

pares de lagos disjuntos aq, as:

[¥) = Y0) +€ D Carar I00), (5.29a)
00) = N [¢o) - [arag), (5.29b)

em que € < 1, NV é uma constante de normalizagdo, e cq,q, € R é um coeficiente que
depende da distancia entre a; e ag. Assim, 4,4, corresponde ao peso da perturbacao

gerada pela deformagao produzida pelos lagos a; e as no estado total.



Capitulo 5. Correlagées nos estados da geometria 71

5.3.2.1 Distribuicdes de spin

Por se tratar de uma perturbagao de estados coerentes intrinsecos, o estado (5.29)
possui novas caracteristicas em relagao aos estados nao perturbados. A fim de se determinar
suas novas propriedades no que diz respeito a medidas de spin, é necessario, a partir de
(5.29), obter o estado de um tnico link da rede. Como o estado é homogéneo, todos os links

apresentam o mesmo estado, bastando escolher um link arbitrario ¢ € I' para o estudo.

A perturbagao escolhida introduz emaranhamento entre os estados dos links, de
forma que a determinacao dos estados dos links deve ser feita a partir do traco parcial da
matriz densidade da rede nos graus de liberdade externos a um link. A determinacao da
matriz densidade de um link no limite semiclassico admite uma simplificagao significativa
herdada dos intertwiners coerentes LS [41]: como pode ser visto com mais detalhe no
apéndice E, no limite semiclédssico, valores médios de fung¢oes do operador de representagao
Je em relagao aos estados coerentes intrinsecos que obedecem a condi¢ao de fechamento

classica (4.5) podem ser computados antes da aplicagdo do projetor de Gauss. Ou seja, se

o) = Pa |tbo) , (5.30a)
00) = R &) i = Jos Enpe) » (5.30b)
nel’ pen

entao, no limite semiclassico:

(thol f(T) [tho)
(¢o[t0)

sendo f(J;) uma fungao arbitraria do operador ;. Além disso, o mesmo resultado também

~ (tho| £(Te) tho) , (5.31)

¢ valido para valores médios em relacao a |JO):

({00] £(J,) 1E0)
(O0|00)

~ (@] - (do]) f(T0) (|lenas) - [0)). (5.32)

sendo valido, portanto, para os estados intrinsecos perturbados:

WIFTI W) o ; .
Wy (W] f(To) [¥) (5.33a)
[0) = o) + € D Caras [P0) - |102a) . (5.33)

A partir disso, foi calculada a matriz densidade p, no limite de grandes spins jo > 1,
sendo os procedimentos e resultado contidos no apéndice F. A partir da matriz densidade

obtida, algumas propriedades do estado perturbado (5.29) podem ser determinadas:

1. Normalizacgao: As correlagoes nao locais introduzem uma correcao na norma do

estado:

Wy =14+€ > (carar)” - (5.34)

Q102
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2. Probabilidades de spin: A distribui¢do de probabilidade para os spins em cada

link ¢ adquire flutuagoes em torno do valor médio jy, gerando a distribuicao de spins:

P(jf) = 5jeyj0+€2 Z (Ca1a2)2 []M;—UQ (1 + ) + %1/2 (1 - ) - 5jz7jo] )
a1Uag Sl JO jO
(5.35)

sendo a soma em relacdo a todos os pares de lagos disjuntos que incluem o link 2.

3. Valor médio e dispersao do spin por link: A partir da distribuicao de probabili-
dade (5.35), obtemos:

2

(Je) =jo+2—j0 S (Caran)’ (5.36a)
oa1Uag Dl
2 ) 5¢? 2
(T =do+ 7 2 (Caran)” (5.36D)
ar1Uao Dl

levando a uma flutuagao relativa que se anula no limite de grandes spins

O-jg € 9
i _ € o). 5.37
5 2o oy e 3

Os resultados acima evidenciam que o valor médio dos spins nao € significativamente

afetado pelas perturbacoes: as flutuacdes de spin introduzidas pelas perturbagoes sao
aproximadamente simétricas em torno do valor médio (J;) =~ jo. A dispersao o;, permanece
pequena em relacao ao valor médio e se anula no limite de jo — co. O estado perturbado,
portanto, permanece semiclassico em relagao aos spins. Além disso, correlacoes de longo

alcance sao introduzidas pelas perturbagoes, como sera discutido a seguir.

5.3.2.2 Correlacoes de area

Tendo em maos as propriedades citadas na ultima sec¢ao, podemos calcular di-
retamente a funcao de correlacao de spins associada aos estados coerentes intrinsecos

perturbados:

G(Te, Tv) = (TeTv) = (Te)(Te)-

A partir da distribuigao (5.35), o valor médio (7, Jy) assume a forma:

(FT) =45 | Y ()l t Y (ol b gn X (cw)| - (539)

242
a1Uag Sl a1Uae D0 ‘70 ajUae 0.0

As duas primeiras somas sao termos de volume, pois escalam com o tamanho do
grafo. Ja a terceira soma ¢ independente do tamanho do grafo e permanece finita no
limite de um grafo infinito. A partir do valor médio (5.36a), é imediato que, para uma
rede finita, os termos de volume se cancelam no calculo da funcao de correlagdo de spin,

restando apenas a terceira soma de (5.38). Assim, a funcdo de correlagdo permanece finita
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e independente do tamanho do grafo. A partir da relacao no limite de grandes spins entre
correlagoes de drea e correlagoes de spin dada por (5.2), as correlagoes de drea assumem a

forma: )

G A AN =7y Y (Caaa)” (5.39)

0 U0,
Como o resultado acima contém um somatorio finito, sua convergéncia independe
da escolha da func¢ao cs,q, € do tamanho do grafo. Para um background homogéneo, é
natural que c,,q4, seja uma funcao da distancia entre os lagos. Ao considera-la decaindo
com o inverso da distancia entre os links ¢, ¢/, vemos que a fungao de correlacao reproduz

o decaimento tipico de correlagdes com 1/d? para campos sem massa no continuo.

Partindo de um estado coerente intrinseco com spins fixos, o estado perturbado
introduzido em (5.29) é uma modificagdo simples que pode ser vista como uma primeira
contribuicao em uma abordagem mais geral para a construcao de estados correlacionados
da geometria. Contribui¢cbes de ordem superior podem ser previstas com perturbagoes
envolvendo, por exemplo, excitagoes simultaneas de um nimero maior de lagos distribuidos
em mais de dois locais do grafo, ou lagos mais longos do que os considerados para o calculo
da func¢ao de correlagao, bem como multiplas excitagoes em um tnico lago. Como mostrado
em (5.39), a escolha mais simples de perturbagoes que descrevem excitagoes emaranhadas
de pares de lagos de menor extensao ja é suficiente para a construcao de estados que
exibem correlagoes decaindo na rede com o comportamento tipico esperado para gravitons

livres sem massa na gravitacao semiclassica.
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

A construcao de uma teoria quantica da gravidade exige nao apenas uma descri¢ao
consistente da geometria em escalas de Planck, mas também o surgimento de um regime
semiclassico compativel com a Relatividade Geral. A Gravitagdo Quantica de Lagos (LQG),
oferece uma abordagem nao perturbativa e independente de background que atende a esses
requisitos, prevendo tanto um carater discreto para o espago-tempo quanto amplitudes
de transicao que reproduzem a agao classica no limite apropriado. Esta tese dedicou-se a
investigar o decaimento das correlacoes em estados semiclassicos da LQG, com o objetivo

de se entender melhor o carater semiclassico dos estados da geometria.

Um requisito basico para estados semiclassicos é que eles sejam concentrados em
uma configuragao classica, o que impoe condigoes sobre os valores médios dos observaveis e
exige uma pequena dispersao em torno dessa média. Contudo, essas condi¢des nao definem
esses estados de forma tnica, uma vez que diferentes configuragoes quanticas podem possuir
as mesmas médias e dispersoes, mas apresentar diferentes correlagoes nas flutuagoes da
geometria. Assim, evidencia-se a necessidade de impor critérios adicionais para restringir
a selecao de estados semiclassicos. Nessa tese, o critério explorado foi o decaimento das

correlagoes nas flutuagoes da geometria com o inverso do quadrado da distancia.

Iniciamos o trabalho com uma revisao dos fundamentos da LQG, partindo da
formulagao da Relatividade Geral em termos de tetradas, como exposto no capitulo 1, e
explorando as prescri¢oes de quantizagao canonica e covariante, que culminam na descri¢ao
do espaco de Hilbert cinematico em termos de spin-networks, como exposto no capitulo
2. Construimos no capitulo 3 estados da LQG em termos de espinores e de osciladores
harmonicos para, em seguida, no capitulo 4 introduzirmos os limite semiclassico da LQG
através da construcao de estados coerentes. A contribuicdo desta tese, apresentada no
capitulo 5, partiu da premissa de que um estado semiclassico consistente nao deve apenas
reproduzir uma geometria média classica, mas também deve exibir uma estrutura de
flutuagoes quanticas compativel com o regime semicléssico da teoria quantica de campos
em espacos curvos. Nesse regime, espera-se que as correlagoes das flutuagoes do campo
gravitacional decaiam com o inverso do quadrado da distancia. Comegamos analisando
familias de estados coerentes ja estabelecidas na literatura. O célculo da fun¢ao de correlacao
de dois pontos para o operador de area revelou que, para esses estados, as correlagoes sao

de curto alcance, decaindo exponencialmente.

Para superar essa limitacao, propusemos e desenvolvemos uma nova classe de
estados semiclassicos, construidos a partir da perturbacao de estados coerentes intrinsecos.
A metodologia consistiu em introduzir excitagdbes quanticas nao-locais, representadas

por pares de lagos disjuntos, através da operagao de composicao de spin. Demonstramos



Capitulo 6. Conclusdes e perspectivas 75

analiticamente que essa abordagem permite modular a estrutura de correlagoes do estado
final. Em particular, identificamos uma familia de estados perturbados cuja funcao de
correlacio de 4rea exibe um decaimento do tipo 1/d? no limite de grandes niimeros
quanticos, em total acordo com o critério semicldssico. E importante ressaltar que essa

construgao preserva os valores médios do estado original.

Estados da geometria com correlagoes de longo alcance na LQG foram discutidos
anteriormente em [14] a partir dos estados de viacuo comprimido (squeezed vacuum). Os
estados introduzidos nesse trabalho diferem dos estados de vacuo comprimido em dois
aspectos principais. Primeiro, em vez de introduzir excitagoes correlacionadas sobre o
estado de vacuo, como ¢é feito para os estados de vacuos comprimidos, consideramos
excitagdes sobre os estados coerentes intrinsecos. A geometria semiclassica descrita pelos
estados coerentes pode entao ser interpretada como uma geometria de fundo sobre a
qual perturbacoes correlacionadas sao introduzidas, em um cenario que se assemelha a
gravidade quantica perturbativa. Além disso, consideramos diretamente excitagoes de lacos
correlacionados e invariantes por transformagoes de gauge SU(2). Isso simplifica o célculo

das correlagoes, além de produzir estados automaticamente invariantes de gauge.

Uma extensao natural do método introduzido para a construcao de estados coerentes
perturbados consiste em explorar perturbagoes criadas por estados de lagos em diferentes
representacoes, assim como por uma quantidade maior de lagos e por lagos mais extensos.
Isso permitiria a construcao de estados perturbados com uma rede mais rica de correlagoes.
Analisamos aqui o caso de excitagoes elementares de dois lagos sobre estados coerentes
intrinsecos, e perturbacoes mais gerais podem ser consideradas. Notamos também que,
assim como para as familias usuais de estados coerentes intrinsecos e extrinsecos, nossos
estados perturbados sao definidos no espago de Hilbert cinematico K da LQG, formado por
estados que sdo invariantes sob transformagoes de gauge SU(2) e difeomorfismos espaciais.

Entretanto, estados fisicos da geometria também devem satisfazer o vinculo Hamiltoniano.

A motivagao subjacente para a construcao de estados com correlagoes de longo
alcance foi a de reproduzir caracteristicas bésicas do campo gravitacional no regime
semiclassico, que sugerem propriedades que solucoes semiclassicas do vinculo hamiltoniano
deveriam exibir em uma descri¢do completa de gravitacao quantica. Considerando a familia
de estados coerentes perturbados como um ansatz para uma dada representacao do vinculo
hamiltoniano, pode-se questionar como as normas dos estados An |1) sao afetadas pela
presenca de correlagoes, e se elas podem ser minimizadas por uma escolha especifica
de perturbacao. Uma anadlise da interacao entre a presenca de correlagoes e a acao do
vinculo hamiltoniano para estados semiclassicos fornece uma estratégia para investigar
se a presenca de correlagoes leva a melhores aproximacoes para solugoes semiclassicas do

vinculo ou nao, o que pode ser buscado em trabalhos futuros.

Além disso, tendo em maos as amplitudes de transicdo do contexto da LQG
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covariante, é possivel investigar como tais amplitudes sao afetadas quando introduzimos
os estados perturbados introduzidos nesse trabalho como estados de fronteira. Juntamente
a isso, o calculo de amplitudes baseado em estados de fronteira iniciais ndo perturbados e
finais perturbados poderia sugerir o quanto a evolucao temporal na LQG induz correlagoes
nos estados, nos permitindo compreender melhor que tipo de correlagoes sao preservadas e

suprimidas pela LQG.
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APENDICE A - ATUACAO DOS
VINCULOS CLASSICOS

Neste apéndice, sera exposto o calculo dos colchetes de Poisson entre as variaveis
classicas (conexao de Ashtekar, densidade de triada, holonomia e fluxo) e os vinculos da
LQG. Para a conexao de Ashtekar-Barbero e densidade de triada, os colchetes com X

correspondem a transformagao gerada por X em termos do parametro e:
[Ai(2), X e = 0 Al (), (A1a)

{E%(z), X}e = 6x B%(x). (A.1b)

Transformagoes em A’ (z) e E#(z) induzem naturalmente transformagdes em fungoes de
F(AL) e g(E?) por
(T)(A) = (T A, (A.2a)

(Tg)(E}) = g(T™ EY). (A.2b)

Dessa forma, como a holonomia e o fluxo sdo construidos a partir da conexao de Ashtekar-

Barbero e da densidade de triada, seus colchetes com X correspondem a
{Ue(A), X }e = —0xUs(A), (A.3a)
{Ei(S), X}e =1 =dx E;(S). (A.3Db)

Como ponto de partida para a determinacao dos colchetes, comegaremos relacio-

nando os colchetes de Uy com A% e E;(S) com E!.

A.1 Holonomia e conexao de Ashtekar

Partindo da definicao da holonomia

U =P {exp </€ Aflndx“)] : (A.4)

o colchete de Poisson entre Uy(A) e qualquer grandeza X do espacgo de fase pode ser escrito

em termos de uma fragmentagao da curva £(t) : [0,1] — X em N curvas £, : [t,_1,t,] — X:

Un(A) = U Ur, (A), (A.5)

sendo subentendido no produto acima o ordenamento de caminho. Assim, tem-se que:

wia.xy = {1 v, . x)}
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ﬁ Up,(A) {U,,(A), X} Uy, (A). (A.6)

No limite de N — oo, cada trecho ¢, se torna muito pequeno, de forma que Uy, (A) passa

a diferir da identidade por um fator proporcional a t,,_1 — t, =: At, :
lim U, (A) =14 AL (£(t)) 0% At,,
N—oo

os produtoérios em (A.6) podem ser identificados como holonomias ao longo de £(t),

fragmentadas no parametro t:

n—1
dim TT Us, (4) = U(0,0) (A.7a)
N
J&gnoop:n]ll Up, (A) = Uy(1,1), (A.7b)

e a soma em n se transforma em uma integral longo de ¢:

~ 1
> A, = / dt.
n=1 0
Assim:

[UA), X} = [ dt E@Ue 1) {AL (), X} U0,
_ / dt ((t)U(t, 1)U 0, ) { AL(E(), X } (A.8)

A.2 Fluxo e densidade de triada

Escrevendo o fluxo E;(S) como

E(S) = [dS.E, (A.9)
S
em que )
dS, = ~Eapeda’ A dz®, (A.10)

2
o colchete de Poisson entre o fluxo E;(S) e qualquer grandeza X no espago de fase pode

ser escrito como:

(F(s), X} = { [ asuBr(a), X}

- /SdSa (E%(x), X} . (A.11)
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A.3 Vinculo de Gauss

A.3.1 Conexao de Ashtekar

A atuagado do vinculo de Gauss na conexao de Ashtekar-Barbero é dada pelo

colchete
[AL@). G} = = [ d*o{Ai(@), DN () B ()}
= — [ DN (@) (AL (), E))
= —D,A(z)
= — (0uM'(x) + " Al (2) AR (2)) (A.12)

que é a versdo infinitesimal de uma transformacio SU(2) gerada por Afr; atuando em

uma 1-forma de conexao
Ay = gAiTig = (0ug) 97!
= AN+ A7)7(T— AP7) — O, N7 (1 — AFry)
= AZTi + AéAk(Tij — TjTk) — O N

= A — (@AY + 9,0 (A.13)

A.3.2 Densidade de triada

A atuagao do vinculo de Gauss na densidade de triada é dada pelo colchete
[EX2), G} = = [ @a{Bi(w), DN () E2(a'))

- / A EXa){E (), 0N (2') + & o A (/) A™ (')}

= — [ @2 " (@) B (@), Af())

= gjimAm(x)E;(:c), (A.14)

que é a versdo infinitesimal de uma transformagao SU(2) gerada por A*r; atuando na

representacao adjunta:
Bt g7 BTy
=1 - N7)EM T+ N 7))
= Bl — N7 Elrh 4+ BEiri NI T
= Bl — g "N ERT

= (By — N ER ) 7 (A.15)
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A.3.3 Holonomia

A partir da relagao (A.8), a atuagao do vinculo de Gauss na holonomia é dada pelo

colchete

{UA), G} = [ dt (1)U 1)m0,8) { AL (1), G(A)}
S / dt (1)U (t, 1)r;U(0, ) DA (£(1)). (A.16)

O resultado acima pode ser simplificado a partir da reescrita de f“(t)DaAiTi:
(DN = () (0uA + € p ALY
dA?

= Eﬂ' + £a<t>AiAk[Tj, k]
dA
em que A := Alr; e Ay := (*AF7y,, resultando em:
1
dA
UALGW)} = = [de U1 (dt A AA4> 00,1
0
1
- dA dU,(t, 1) dU(0, 1)
_ —O/dt lUg(t, D200, 1) + SEEAU0,6) + Ut DA
" od
= [t S (Ut DAED)UAO, 1)
1
— UA(0) — A1) (A1)

que ¢ a versdo infinitesimal de uma transformacio SU(2) gerada por A*7;, nas extremidades
de ¢:

Ue = g(£(1)Ueg™(£(0))
= (T+ A1) Ue(I — A(£(0)))
= U+ A(L)U; — UA(L(0)). (A.19)

A.3.4 Fluxo

A partir da relacado (A.11), a atuacdo do vinculo de Gauss no fluxo é dada pelo

colchete

[E(8),G()} = [ dsu{Bi(2),G)
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- / 08,871 A" (z) B2 ()
S

que, assim como mostrado em (A.15), é a versao infinitesimal de uma transformagao SU(2)

gerada por AF7, atuando na representacio adjunta:
Eﬂ'i — g_lEiTig
= (]I - AjTj)EiTi(]I + AjTj)

= (EZ — ekijAjEk) T (A.21)

A.4 Vinculo de difeomorfismo

A.4.1 Conex3ao de Ashtekar

A atuacao do vinculo de difeomorfismo na conexao de Ashtekar-Barbero é dada

pelo colchete

[AL@), Hon(N)} = [ e [{A5(@), N() E2 )04} (o))

_ / d*zN*(2')0.A)(2') [{AL(x), Eb(2')}
+ AJ(a")0N* (') { Al (), E5(2')}
= N°(z)0p A} (x) + Ay(2)0.N* ()
_ ,CNAZ(.I), (A.22)

que é a versao infinitesimal de um difeomorfismo gerado pelo campo vetorial N* atuando

em uma l-forma:
Ay(x) = p(AL(2))

= Ay(¢(2))

; dx
= A ($~l—d)\(x)d)\(a;)>

Y A, (x)
= A7) ()

= Al(z) + LA (x)d\(x), (A.23)

d\(x)

em que A(z) corresponde ao parametro ao longo da curva integral de N® que passa pelo

ponto x.



APENDICE A. Atuagio dos vinculos cldssicos 87

A.4.2 Densidade de triada
A atuacao do vinculo de difeomorfismo na densidade de triada é dada pelo colchete
[Ef2), Hoa(N)} = [ & [{B2(@), N(@) EY (@)D, A)(2')}
+{ B2 (@), B (') A} (2)0.N* (')}
= [ N EN) [{E (@), 0.4('))
+ E(2)0.N (@ ){ B (), Af(a)}]
= 0. (N“(2) B¢ (w)) — Ef()0.N“(x)
= No(@)0oEf(2) + Ef(2)0.N(x) — B (2)0.N"()
= LyEx), (A.24)

que é a versao infinitesimal de um difeomorfismo gerado pelo campo vetorial N* atuando

em uma densidade vetorial:
El(x) — o(E](z))

= Ei(o(x))
- B <x+ d;\l(xx)d)\(a:)>

dE; (z)
d\(x)

= E%x) + LgE(x)d\(x), (A.25)

= E(z)+ (@)

em que A(x) corresponde ao pardmetro ao longo da curva integral de N* que passa pelo

ponto x.

A.4.3 Holonomia

A partir da relagao (A.8), a atuagdo do vinculo de difeomorfismo na holonomia é

dado pelo colchete

{(U(A), Hpg(N)} = / dti () U(t, )00, ) { AL (1)), Ho(N) )

— / At () U (t, 1)7:U(0, )L 5 AL (6(2)), (A.26)

que é a versao infinitesimal do difeomorfismo gerado pelo campo vetorial N® em U, definido

por:

Us = ¢(Uy)
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= Uso)
=Pexp ( / A)
o(0)
— Pexp ( / (gzb*‘lA)) . (A.27)
¢
A partir da fragmentagdo da holonomia em N partes:
N
U(b—l(g) - H U¢—1(£n), (A28>
n=1
no limite de N — oo, 0 n-ésimo trecho de holonomia Uy-1(s,) toma a forma:
_ : —1 A\¢ pa
Uiy = T Jim (6 A), (€0 s (DA, (A.20)
Para difeomorfismos infinitesimais gerados pelo campo vetorial N* (A.23):
Upiey = I+ lim (AL(0(1) = LgAL((E)dN) T3l (1) At
= Uy, — Alglo L5 AL (0(t) 1l Atd,
(A.30)
resultando em
oo p—1 oo
Uy = 211 11 UnUsr)Uen
p=1m=1n=p+1
0 pil 0 . .
= ST I U (s, - Jim £gAi(e)mizatar) Us,
p=1m=1n=p+1
© p_l o . .
= Ug — lim Z H H UgnAt EZUgnTiUgm,CNAZ(X(t)) dA\
At—0
p=1m=1n=p+1
1
= U, —d) / dt (U, (t, 1)1,U4(0, )L 5 A (£(2)). (A.31)
0
A.4.4  Fluxo
A atuacao do vinculo de difeomorfismo no fluxo é dado pelo colchete
{Ei(S), Hoia(N)} = /dSa(x){E?(iv), Hpin(N)}
5
(A.32)

_ / dS.(2)L 3 E(x),
S

que ¢é a versao infinitesimal do difeomorfismo gerado pelo campo vetorial N* em E;(.5)

definido por:

Ei(S) = o(Ei(S))



APENDICE A. Atuagio dos vinculos cldssicos 89

= Ei(¢(5)). (A.33)
A partir de (A.25):

Ei(S) — cave B (x)dx® A dat

DN | —

= /((gb;l) (;aabcEf(x)dxb A dxc>
S

—_

- / 5abe (E(z) = Ly B (@)d) da' A dof
S

— Ei(S) — d\ / dS°L 3 B2 (x). (A.34)
S

A.5 Vinculo Hamiltoniano

A atuacao do vinculo Hamiltoniano nas variaveis classicas é obtido a partir da
evolucao temporal do sistema. Pelo formalismo hamiltoniano, se Hy é a hamiltoniana
total, entao

{X, Hp} =X, (A.35)

Dessa forma, em termos do hamiltoniano total

—

Hy = G(A) + Hy(N) + H(N), (A.36)
tem-se que a atuacao do vinculo hamiltoniano é dada por
. . 1 ..
[X H(N)} = X = {X, How(V)} + {X, G (2gwkwjkt>} , (A.37)

em que a derivada de X é realizada em termos do parametro ¢ definido através do campo
vetorial t* = Nn* + N* pela condicao t*V,t = 1. A partir dos colchetes calculado
anteriormente, determina-se a atuacao do vinculo hamiltoniano em cada uma das variaveis

classicas.

A.5.1 Conexao de Ashtekar
[A (), H(N)} = Ay () — LgAY(a) + S Da (S n(o)t) (A.38)
A.5.2 Densidade de triada

{Ef(x), HN)} = Ef(2) — LB (2) + /i Ef ()t. (A.39)



APENDICE A. Atuagio dos vinculos cldssicos 90

A.5.3 Holonomia

{Un H(N)} = [ du d“g;i“) U0, u)r:U(u, 1) [ AL ((u))

0

LAl (0(u)) + ;Da (wa(e@))] . (A0

A5.4 Fluxo

(E(S), H(N)} = /S dS, [B2 (@) — LyE () + W B (x)t] . (A.41)
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APENDICE B - ALGEBRA DE
HOLONOMIA-FLUXO

A partir da escolha das varidveis U, e E; para a descricao do espaco de fase classico
da Relatividade Geral, é necessario determinar seus colchetes de Poisson, conhecidos como

a algebra de holonomia-fluxo. Entretanto, deve-se ter cautela nessa determinacao.

Por se tratarem de variaveis integradas em regioes de dimensao menor que a do
espaco, a holonomia e o fluxo podem ser vistos como varidveis integradas em todo o
espago, com funcgoes regularizadoras suaves que, em um determinado limite, apresentam

comportamento singular do tipo delta de Dirac:
E;(S) = lin% *Ei(°f). (B.1b)
e—

O tratamento da holonomia e do fluxo em termos de limites com fungoes regularizadoras
suaves ¢ conhecido como processo de reqularizagdo. Para que a determinagao dos colchetes
seja bem definida, é necessério calcula-los em termos das varidveis em (B.1), aplicando
em seguida o limite que as transformam em holonomia e fluxo. Apesar disso, optando por
procedimentos mais intuitivos e menos pedantes, determinaremos a algebra de holonomia-

fluxo de forma mais simples e menos rigorosa.

B.1 Colchete entre holonomias

O colchete de Poisson entre duas holonomias pode ser obtido a partir do colchete

entre conexoes de Ashtekar
{A}(z), A)(y)} = 0. (B.2)

e da expansao da holonomia em termos da conexao de Ashtekar-Barbero :

1

U(A) =1+ i /0 1 dt 0 (ty) - - - At 0™ (t,) AL (0(t)) Ty -+ - Al (E(t,)) i (B.3)

tn—1

Como a holonomia s6 depende das conexoes, é imediato o primeiro colchete da algebra de
holonomia-fluxo:

(U, Uy} = 0. (B.4)
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B.2 Colchete entre holonomia e fluxo

O colchete de Poisson entre holonomia e fluxo pode ser obtido a partir do colchete

entre conexao de Ashtekar-Barbero e densidade de triada:
{AL(2), Ej(y)} = 6;0,0(x — ), (B.5)
da definicao da holonomia com sua propriedade de composicao
Uy = Pexp { /E A;(z)ndza] , (B.6a)
Ueyt, = U Uy, (B.6b)
e da definicao do fluxo em termos da densidade de triada

Ei(S) = / dS, B2, (B.7)
S

Perceba que, como o colchete entre holonomias é nulo, é possivel ignorar as holonomias da

defini¢do completa do fluxo em (2.16).

A partir de (B.6a) e (B.7), o colchete {Uy, E;} passa a ser descrito em termos de
integragoes envolvendo o colchete { A (z € ), E}(y € S)}. Comegamos separando o célculo

em dois casos gerais:

1. SNt =0,

2. SNL#0.

Evidentemente, o caso S N ¢ # () pode ser dividido em alguns subcasos®: a interseccao ser
um unico ponto, ser um conjunto finito de pontos, ser um trecho finito do link, ou o link
inteiro. Dado a possibilidade de fragmentar qualquer link em trechos que, se intersectam
S, o fazem somente em um ponto ou em todo o link, o calculo do colchete entre holonomia

e fluxo pode ser separado em apenas trés casos:

1. SNt=0,
2. SNL =14,
3. SNl ={(ty).

&  Para a descricdo da LQG, impGem-se que a variedade em questao seja semi-analitica. Essa imposicao
restringe, por exemplo, que a interse¢do se dé em um conjunto infinito de pontos isolados.
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B.2.0.1 Caso SN¢=1()

Para o caso de interseccao nula, o colchete {Uy, E;} sera descrito em termos de
colchetes de A’ e E;’ definidos em pontos distintos. Como uma condi¢ao necessaria para
que o colchete entre A’ e Ejb nao seja trivial é de que conexao de Ashtekar-Barbero e a
densidade de triada sejam definidos no mesmo ponto do espaco, o colchete resultante é

nulo:

B.2.02 CasoSNé=/¢

Para o caso do link estar completamente imerso na superficie, o colchete {Uy, E;(5)}
serd descrito em termos de colchetes de A’ e E]b em diregoes espaciais ortogonais. Isso se
deve ao fato de a conexao de Ashtekar-Barbero presente em uma holonomia ser a conexao
na direcao tangente ao link, enquanto a densidade de triada presente no fluxo é a densidade
de triada na direcao ortogonal a superficie. Como uma condi¢do necessdaria para que o
colchete entre A! e Ejb seja nao trivial é de que ambos possuam projecao em uma diregao

comum, o colchete resultante é nulo:

(U, E;} = 0. (B.9)

B.2.0.3 Caso SN ={(ty)

Para o caso da intersecc@o ser apenas um ponto, o colchete {Uy, E;} sera descrito
em termos de colchetes de A’ e Ejb nas condigoes em que eles ndo se anulam. Dado (B.8),
é conveniente fragmentar a holonomia em trés trechos: um anterior a intersec¢ao, um em

torno da interseccao, e um apdés a interseccao:
U, = Ug(to + €, 1)Ug(t0 — 6,19+ E)Ug(o,to — 6). (BlO)

Como o colchete tem contribuigdo nao nula somente em £(%y), a ideia é calcular o colchete
utilizando a fragmentagdo da holonomia acima, e aplicar o limite de e — 0. A fim de se
manter a notagdo mais limpa, os trechos U,(0,ty — €) e Uy(to + €, 1), que ndo contribuem

para o colchete, serdao introduzidos no calculo do colchete j4 com o limite aplicado:
Ug = h_I% Ug(o, to)Ug(to — €, to + E)Ug(to, 1).
Portanto, a partir da fragmentacao da holonomia e da definicao do fluxo, temos:

{Up, E;} = {Ui(to,1)

1+ [ H th;(e(t))éa(t)n} U0, 1), [ dS,2()}
= [oas, [ de Ulto. Dm0, )i (AL, ELCa)}
_ /dSb/tt "t Uty 1)mUn(0, t0)i (1) { AL (¢(1)), EY(2)}
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= s, [ at Untto, U0, ) ()AL, B ()
= [as, /:“_“ dt 6(6)Us(to, 1)7,Ue(0, £0)5% (2 — £(2)). (B.11)

Perceba que o elemento £%dtdS, corresponde a um elemento de volume que engloba a
superficie S em torno de {(ty), ponto em que a delta tem comportamento singular. Assim,

convencionando n,/* > 0, a integracdo em (B.11) resulta em:
{Ug,Ej} = Ug(to,l)TjUg(O,tO). (B.12)

Ao definirmos o momento associado a holonomia como o fluxo no ponto final do link,

obtemos ty = 1, o que resulta em:

{Ug,E]’} :TjUg. (B13)

B.2.1 Colchete entre fluxos

Diferentemente dos colchetes de Poisson calculados anteriormente, o colchete entre
dois fluxos deve ser analisado com mais cuidado. Uma andlise ingénua do problema nos

leva a um colchete trivial a partir da definigdo do fluxo em (B.7):
(B(S). B(9)} = { [ Br@)as., [ EYw)ds,)
— / a b,/
_ /Sds,, /S dS,(z) { E2(z), EX(z'))

=0.

Para o célculo do colchete entre fluxos, é necessario tanto a utilizacao da definicao completa
do fluxo em (2.16), que envolve holonomias, quanto do processo de regularizagao citado no
inicio dessa se¢ao. Visando a determinagao do colchete entre fluxos de uma forma menos
pedante, é possivel obté-los pela consisténcia dos colchetes de Poisson, que obedecem a
identidade de Jacobi:

{{A, B}, C}+{{B,C}, A} +{{C, A}, B} =0, (B.14)

sendo A, B, e C' definidos no espaco de fase. Se aplicarmos a identidade de Jacobi para

dois fluxos em S e uma holonomia em ¢ para o caso SN ¢ = (1)
[LE(S), By (S)}, Usk = {{Un E5(S)}, B(S)} — {{Us Bi(9)}, E5(S)}
= (5Un E(8)} — {nU By(9))
= TjTZ'Ug — TZ‘T]‘U(

= 75, 7]Ue
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k
= —&45 Vs,

implicando em

{E;,E;} = €i;"Ey. (B.15)
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APENDICE C — ESTADOS COERENTES
SU(2)

Seja &4 € C? um espinor com A = 0, 1. Tal espinor define um estado de momento

de spin 1/2:
Y2, €) = €' 14) + €' ), 1)
em que |+) = |1/2,41/2), e um vetor tridimensional normalizado:
F EAﬁABSB
- C.2
= e (©2)
= s [2Re (€'€) 2 +2tm (£'6") 5+ (€7 — 1€'7) 4. (©3)

O estado acima obedece as seguintes propriedades

Propriedade 1. |Y/2,£) ¢ autoestado de Jg¢ := J - € com autovalor 1/a:

Demonstracao.

Je |2, &) = {QRe (5051) o, + 2Im (Eoél) oy + (|£0\2 — |£1\2) O'Z} |1/2, &)

2|I€H2

= e {[0Re (€6!) —2mm (&) €+ (€ ~ ') €7 1)
+[(2Re (€°") + 20tm (€°€") ) €0 — (1€°F - €') €] |-}
:2\121\2 [(26°8") &' + (1€°) - 1) €] |+)

¥ [(2?’61) £ — (1€'F - 1'P) €] 1))

(1€°7 + €'P) (&°1+) + €' |-))

2||€||2
= 5 |1/27€> .

A partir do resultado acima, tem-se que o elemento g¢ € SU(2) dado por

¢ @
9ge = <€1 @ ) ) (C.4)

corresponde & rotagio que leva a direcdo em £, de forma que |2, &) = ||€||ge |+).
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Propriedade 2. |1/2,&) € autoestado de J* com autovalor 3/a:

Demonstracao.
Pl &) = 5 (24004 02) 1o,
= J1lg)
= 218).
[
Propriedade 3. VEREAVERS) = %5

(1/2,€]1/2,€)
Demonstragao. Se 51, é e é’ formam uma base ortonormal destrégena de R?, tem-se:

<1/27€’ j’1/2>€> = <1/27€‘ JCl ‘1/27£> 51 + <1/2>£| ‘]42 ’1/2>£> 52 + <1/27€’ ‘]5 ‘1/27€> é (C5>

Por ser uma base destrégena, os vetores (i, (o e & podem ser obtidos a partir da mesma
matriz de rotacao atuando, respectivamente, em Z, i/ e 2. A partir da definicdo da matriz

ge em (C.4), tem-se:

(1/2,€] T |1/2,€)

(2, €[, €) (+l g Tage 14) G+ (+l g o ge |4) G+ (+l gl Jege |+) €

= (+] T |[+) &+ (F Ty | ) & (] T | +) €

£

1
2
[l

— 2
. 7= - (5 ' U) ~ = 3
Propriedade 4. A(J - 7) = —y o em relagio ao estado |Y/2,€) para U € R

normalizado.

Demonstragio. O desvio de um operador pode ser calculado como:
AT 3) = (T 92 = (T 7). (C.6)

A propriedade 3 nos passa o quadrado do valor médio de J -

(0= (3€0) o

faltando apenas a determinagao de <(j - 7)?). A partir da identidade respeitada pelas

matrizes de Pauli [62]:

(G- 0)(& - @) = (T @)L +i& - (T x @), (C.8)
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tem-se I
(J-0)% = 7 (C.9)

resultando em )
(- 0)%) = 7. (C.10)

Juntando (C.7) e (C.10):
B} 1 (€-9)

A(J-7) = — (C.11)
O

A partir do espinor &4, também é possivel construir estados na representacio j de

SU(2) em termos do estado na representacao fundamental:

5,6) = [1/2,6)%7. (C.12)
Os estados acima obedecem as seguintes propriedades:

Propriedade 5. D’(g) |j, &) = |4, g€) para g € SU(2).

Demonstragio. A partir da construgao de elementos g € SU(2) na representagdo j em

termos da fundamental:

D’(g) = g%, (C.13)
tem-se
Di(g)15.€) = (9°¥) (11/2,6)°%)
= (g]Y/2,€)*¥
= [1/2, g€
=7, 9€) -
]

Propriedade 6. |j,&) pode ser escrito em termos da base de nimero magnético como

i S (g0 g1y
5,6) = > Sy lJ,m) . (C.14)

= G +mG—m)

Demonstragio. A partir da teoria de reacoplamento de SU(2), tem-se que |7, j) = |+)%%.

Construindo o operador J_ em termos da representacao fundamental:

) 2j )
Ju) YD g @18k, (C.15a)
k=1
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J_|+) =V2|-), (C.15b)
J_|=)=0, (C.15¢)
tem-se
, (J+m)(G —m)! i
|Jam>:\l )] )@ @ - |+H)®|-)® - ®|—) + permutagdes

7+ m vezes J — m vezes

(C.16)

Em termos da relacao acima, obtém-se:
®2j
GIEFTaE)

= > EymeEyYy ™| e @ [+ ®|-) ®- - ® |—) + permutacdes

m=—j

1€

7 + m vezes J — m vezes

o yepEyTEy ™
2, VG +m)G—m)! -

[
Propriedade 7. |j,£&) ¢ autoestado de J* com autovalor j(j + 1):
Demonstracao.
2 g 2
m=—j
. . j .
=G +1) X2 Cimlim)
m=—j
=i+ 105€).
[

Propriedade 8. |j,&) ¢ autoestado de Je com autovalor j:

Demonstragdo. A partir da construgao dos geradores J de su(2) na representagao j em
termos da fundamental: 2
JU =S80 @ J @ 18R, (C.17)
k=1
tem-se

27
kma=<zww“®4®wwm)@ma%>

k=1

o
= zj: |1/2,€>®(k—1) ® Je |1/2,€) ® |1/27€>®(2j—k)
k=1
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=JjlY/2€).
O
Propriedade 9. [j,&) = ||€]|¥ D7(g¢) 4,7), em que ge € SU(2) € dado por (C.4).
Demonstragio. Decorre diretamente da definigao (C.12) da propriedade 5. ]
Propriedade 10. —————>- = j€.
(4,€l5,€)

Demonstragdo. A partir da construgao dos geradores J de su(2) na representagao j em

termos da fundamental em (C.17):

GeJlig) _ 1, £|%% S ]1®(k—1>®f®]1®(2j—’“)> 1, £)5%
(7. €15.€) uerw(”’ﬁ' )(Z (172, 6)°)

w] (I1IP@=1 (12, €] T |12, €))

= jé.
sendo usado a propriedade 3 da segunda para a terceira linha.

]

-]
Propriedade 11. A(J - 7) = \l (2 em relagdo ao estado |j,€) para v € R3

normalizado.

Demonstracdo. A partir da propriedade 3, tem-se

(T2 = (€ 7). (C.18)

-

faltando apenas a determinacio de ((J - #)2). Renomeando a construcao dos geradores .J

de su(2) na representacdo j em termos da fundamental em (C.17) por

27
JV =3, (C.19a)
Jp =120 @ Jo #@—h), (C.19b)

tem-se, nomeando J, := (J - 7):

B3 j'62 , € 1 ®2j 2 1 ®2j
: ’<§,e|j,)s>’j >:u£|r4j(1/ ¢l )(Z k+ZJvaz) (12, 6%%)

k=1 k£l

= g7 (€I 0 €1 2 2 €) + (C.20)
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+25(25 — DIIEIP® (12, €] T, |12, €) (12, €] T, |1/2,€))

. 2
=L aji-1)(56-9) (C21)

sendo usado a propriedade 4 da segunda para a terceira linha. A partir de (C.6), (C.18) e

(C.20), tem-se
i1 - (€-7)°
A(f-U)JJ{ <2£ )} (C.22)

O

Propriedade 12. No limite de grandes spins, {(j,&| D'(U)|j,€&) € desprezivel para U
distante da identidade

Demonstracao.

(5,61 D' (V) |5,8) _ (4§15, U€)

(7,€l7,€) (J,€l4,€)
_ E'Upe? Y
IRWEE
. (C.23)

em que a < 1. Se U ~ I, entdo « ~ 1. Assim, no limite de grandes spins, D?(U) |j, &) é

aproximadamente ortogonal a |j,&) para U distante da identidade. O
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APENDICE D - TRUQUE DO THIEMANN

Como foi exposto anteriormente, o vinculo hamiltoniano é dado por:

H(N)=H®(N)—-2(1+~*)T(N), (D.1a)
Eafpb

HE(N) = / BN i, ko D.1b

( ) M \/m ab ( )

/ PN K[QKJ} (D.1c)

Por seu carater nao polinomial, a quantizacao do vmculo hamiltoniano na forma exposta
acima traz dificuldades. Apesar disso, é possivel simplifica-lo a partir do chamado truque

de Thiemann [72]. Tal truque consiste em definir a grandeza:

a1

K= /d%KZE“ (D.2)
e utiliza-la, em conjunto com o volume:

V= / Vet B, (D.3)

como intermediarios para a reescrita do vinculo hamiltoniano. A simplificacao do vinculo

hamiltoniano passa pela verificacao de trés resultados:

Proposicao 1. Se V' ¢ definido por (D.3), entao:
EYE; |
Al VY D.4
“awp eV DY

gljk‘

Demonstracao.

(@), V) = [ { i), \Jder B |

_ / d%'m {Ai(), det B(2')}

/ 1 i Ay nlTow) /
= [ @ e g e { A0, ) i@ B )}

= /d3x’€jkl€bcdw {AZ(x)Eld(xl)}

4+/det
g EbE¢

= giikg,, Ik (D.5)

4/ det E

Proposicio 2. Se K ¢ definido por (D.2), entdo

K ={Al K}. (D.6)
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Demonstragdo.
[AL(@), K} = [ /(A (w), KL () L))
- [ @ [{A@(m» B (')} (a!) + {4, (), K ()} B} (')
= Kifw) + [ da'{Ay(@), K@)} EY) (D7)
Pela definicao da conexao de Ashtekar:

{AL(2), K5(2')} = {wi (@), K7 (')} + 1 { K, (@), K ()}

= {w;(x), Kg(x,)}7 (D8a>
{4l (2), K ()} = i{Azm,wz (')} — i{Azu),Az(x')}
- i{Azm,wz (")}, (D.8h)

sendo utilizado o fato de que a conexdo de spin w! ¢ uma funcio exclusiva da densidade
de triada. A partir de (D.8), tem-se:

{wblo) K3 )} = (AL a). o ()
Como a igualdade acima é valida para qualquer valor de ~:
[AL(2), Ki (@)} = {wi (@), Ki(2)} = {AL(2),wi(2)} =0, (D.9)
resultando na expressao que buscadvamos verificar:

{Au(2), K} = K, (2).

]
Proposicio 3. Se K eV sdo definidos por (D.2) e (D.3), entdo:, entdo
_ 1
K= Z{HE(l), V}. (D.10)
Demonstracao.
P,V = [da E:ijib(() £ { Fiy(x), /det E(a')}
e

—/d3 /d3’ l )Eb<) ’ ng ), det E(z))}.  (D.11)

\/det E(z 2\/detE
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Expandindo o tensor de curvatura:

{Fap(z), det E(a')} = 31!€cde€lm" {0aA44(2), B} (+/) B, (2) E (2')}
(i
— {0 AL (), Ef (') By () Ey (2)} + ' { AB () A (), Ef (') By (') By ()}
(i1

Desenvolveremos os termos (i) com os sfmbolos €.g.6™":

Eeaee " {0u Ay (@), Bf (1) By, (1) By (')} = 3ecaec™ " Ey, (') 0u{ Ay (2), Ef (')}
= 3€bde€imnEgn(fBl)Efl($/)8a53($ — x'). (D.12)

Desenvolveremos os termos (i) com os simbolos €.g.c™™":

ceaee " { Af () Af (), Ef () B, (2) By (2')} = ecace™" A (2){ AL (2), Bf (2') By, («) E7 (')}
+ eaee ™" AL (@) {Af (), Bf («') By, (o)) E (') }
= 3ecaee ™" Aj () By () By (/) { Al (), Bf (2')}
+ Beaee ™" Af () By (o) By (a)){ Af (2), Ef (')}
= 3cadee™" A () By, (2) B; (a)8% (x — o)

+ 3epaee ™™™ AL (2) B2 (o)) EE (2)) 6% (z — o) }.
(D.13)

Substituindo em (D.11), integrando em d®z’, contraindo em i e omitindo a dependéncia

em I:

1 Bl ge
HE(1),V) = / Pr—— | 26, B E"0, <m">
), Vi 2v/det E . Vdet E

(i)

 EeEYE4 Ee
+ 00— (24408" AL 4 Epaee™™ AP | (DL14)

0 et B

(i)

Desenvolvendo (i#1):

¢ EamEbna EgIEZ = 9% EamEbn E;jn a Ee
bde a \/m bde \/m al’p

ke 1
+ - 8(1Eg1 + E;inEwiaa Y
(\/detE> (\/detEﬂ
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Ed
= e B B ) 9,E;
v ( Vdet E>

= 2Vdet E ¢“%pq E" O, EF. (D.15)

O termo 9, F¢ pode ser reescrito utilizando a relacao entre a conexao de spin o simbolo de
Christoffel:

VB =0 — 0,5 = e/ wiBS + T ES + BT (D.16)

actn nt ac
resultando em
¢“"erae B0, B = " epge B eni Wl E; + 7“q"cpael s, + "¢ epae T,
=q“ Cepae E° gmjwz Ee
= 2¢" (det E) w'! Ey
= 2w.E? (D.17)

a—17

sendo utilizada da pentultima para a ultima linha igualdade a relacao
arcBLEf, = (det E)ELeijk. (D.18)

Assim, o termo (7i7) toma a forma:

E? Ee ‘
—2600e B E™0, | 2= | = —4v/det E Wi EX. D.19
bd (m) ati ( )
Desenvolvendo (iv):
—————— (Eqde€ Ebde€ azieaee —5,1@5
P At b odet B N !

imn Aw wmn AJ
+5bd65] Aa — Ebde€ Afl)

E“ E'E? E©
L <€ade<€wmnf4j _SadegjmnAw>

vdet K
det E (3IEL A} — 2E4 EVEAY)

= 4Vdet E AL E?, (D.20)

sendo utilizada (D.18) da pentltima para a tltima linha.

Inserindo (D.19) e (D.20) em (D.14):

{H"(1) ———AVdet E (—w] + A}) EY

v / &z
= ¢—
- / P e VAL B B, (D.21)
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resultando em

_ 1
K= Z{HE(U, V}.
O
A partir dos dois colchetes demonstrados, o vinculo hamiltoniano toma a forma:
H(N) = HF¥(N) = 2(1 +~+»)T(N), (D.22a)
HE(N) =2 /M N6, {45V}, (D.22h)

T(N) = 4; /M dwNeey (AL VAL {HP (1), VAL {HP(1), V). (D22¢)
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APENDICE E - APROXIMACAO LS PARA
GRANDES SPINS

E.1 Valores médios

Como sera mostrado a seguir, estados coerentes intrinsecos apresentam, no limite
de grandes spins, simplificacoes relacionadas a imposicao do vinculo de Gauss. Mais

precisamente, se

) = Pa|9), (E.1a)
= ® ® ‘jnm 5nu> ) (E.1b)
nel’ pen
z jnugnu =0, (ElC)
entao, no limite semiclassico:
WIf(Te) 1)

oy W f(Te) ),

sendo f(J;) uma fungao arbitraria do operador J;.

Como decorre da atuagdo das transformagoes de gauge SU(2) em estados da LQG,

o projetor de Gauss Py comuta com o operador de representacao J;, de forma que:

[f(Te), Pe] = 0. (E.2)

A partir da implementacao do projetor de Gauss pelo procedimento de média de grupo:

Peli) = g | (TLavn) o, (.3

su@)N =l

tem-se

W /& (B] Paf(Je) Po )

= m W f(Te) Pe )

! ! 1 (Jo)Up E.4
=iy /L) @@, @
SU(2)N
sendo usado que P2 = Pg e
1/2
N = \{wle) = |SU SUé NnHldU (G| Us [9) (E.5)
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Como mostrado em (C.23), para grandes spins o produto entre um estados coerentes de
SU(2) e sua imagem rotacionada por U € SU(2) decresce rapidamente para U longe da
identidade. Dessa forma, a integral em (E.4) é dominada por contribuigoes de U,, préximas

a identidade, de forma que

(W f(T0) [¥)
(Y1)

O resultado (E.6) também pode ser estendido para estados coerentes intrinsecos

~ (W f(To) ) (E.6)

perturbados pela composicao de spin com estados cineméaticos com j, fixo. Seja

5) = P |90) (E.7a)
55) = [9) - 1), (E.7b)

6) = Pal), (E.70)
Ji16) = js 16 (E.7d)

Como a operacao de soma de momento angular 7" e o projetor de area comutam com

transformagoes SU(2)

[PAv Un] =0, (E8a)
[T,U,] =0, (E.8b)
tem-se
ULETIRL) — (1o o (ODTPALTIPAT (P li) @ )
= ({41 © () PTPAF(J) PAT (P 1) © |6)
= (00 f(Te) PAT Pe(|) © |9))
e CA AR
sU@)N =l
~ ot | (L0 (oreal @ Ga ParTPalases) © Uy ),
su@)N =l
(E.9)
em que
y , N ) ] 1/2
o= | [ (ILa0) Gaesl GadPatlen) 00, )| (10
SU(2)N =

Assim como para os estados nao perturbados, o produto entre os estados [¢) @ |¢) e sua
imagem rotacionada U, |1/~)> ® |¢) decresce rapidamente para U, longe da identidade no
limite de grandes spins. Assim, a integragao em (E.9) é dominada pelas contribuig¢oes

proximas a identidade, resultando em

(00] f(Te) 69)
(0loy)

~ (6] f(T0) 169)) - (E.11)
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E.2 Distribuicao de probabilidades

O resultado (E.6) também leva a uma aproximagao nas distribuigdes de probabili-
dade de spin associadas aos estados |1) e |1). Se P(j;) e P(j;) sdo, respectivamente as
distribuicoes de probabilidades de spin do link ¢ associado ao estado [¢) e [¢), entdo a

aproximacao (E.6) pode ser reescrita em termos da variavel classica j, como
> FGoPGe) = 32 (0 PGe), (B.12)
Je Je

em que f(j¢) é uma fungao arbitraria de j,. Assim, no limite de grandes spins, tem-se

> [PGe) = PGe)] £Ge) = 0. (E.13)

Je

Como f(jg) é uma fungao arbitraria, (E.13) deve valer, em particular, para a escolha

f(je) = 6j,j,, para jp € N/2. Dessa forma, a relagdo (E.13) se reduz a

S [PGe) = PG| g = 0

Je

nos levando, no limite de grandes spins, a
P(j¢) ~ P(j). (E.14)

Sendo |¢) um estado definido em uma rede I', a distribuicao P(j,) corresponde
aos elementos da diagonal principal da matriz densidade reduzida do link ¢ associada ao

estado [1) normalizado. Assim, definindo

pri= @TW) [Nl (E15a)
o =T [[OND]. (E.15b)

tem-se que
P(je) = [peljejes (E.16)

de forma que (E.14) corresponde a uma aproximagao no limite de grandes spins para os

elementos da diagonal principal de py:

[pf]jzjz = [ﬁf]jzjz' (E'17>
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APENDICE F - DETERMINACAO DO
ESTADO PERTURBADO DE UM LINK NO
LIMITE SEMICLASSICO

A partir do estado perturbado (5.29) em toda a rede, podemos seguir para o calculo
do estado de um tnico link ¢ € T". A partir da aproximacao discutida no apéndice E, a
distribuigao de probabilidades associada ao estado perturbado (5.29) pode ser determinada,

no limite de grandes spins, a partir do estado perturbado anterior a aplicagao do projetor

de Gauss:
) = [o) + € D Caran |00), (F.1a)
|@ZO> = ® ® |j/4 = jOa Eu> 5 (Flb)
nel’ pen
000) = [¢ho) - lanaa) (F.1c)
|O./10£2> = TalTaz |O> . (Fld)

Como o estado (F.1) corresponde ao estado perturbado em toda a rede I, a determinagao
do estado aproximado de um link é obtido a partir do traco da matriz densidade da rede

sobre os graus de liberdade externos ao link:

pe = T [N (F.2)

Na a base de niimero magnético, o estado [¢g) é escrito como o produto tensorial

de estados coerentes SU(2) da forma

|j07:|:j0>a ) (FB)

em que a = x,vy, z indicam as dire¢gdes desses estados. Ja as deformagdes ]ljﬂ> sao obtidas
pela composicio de spin de |i) com estados de dois lacos |ajay), de forma que apenas
os links contidos em a; U ay sao afetados pela composicao. Devido a simetria da rede,
considere, sem perda de generalidade, um link ¢ na dire¢ao z contido em um lago vindo da
diregdo x. A restrigdo de |1)g) e |ajae) a regido das duas quinas do lago que intersecta ¢ é,

a menos de um fator numérico,

T(1do; Jo) 170+ 3o) - 170: =Jo).. ljo, =jo)e @ ((I=+), = [+=)) @ (I=+), = [+=).))], (F4)

em que |[—+), =|1/2,-1/2), ®|1/2,+1/2)_. O estado no link ¢ ¢é descrito pelo segundo e

terceiro fatores do produto tensorial de quatro fatores em (F.4).
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Omitindo o rétulo a = z a partir de agora, as contribui¢oes de cada um dos quatro

termos resultantes de

(=) -l+=Del-+-1+-)
=== —I=H =) =) =+ ) =) ()

sdo ortogonais. Apés o produto (F.4), a contribuigao de cada um dos quatro estados acima

¢ modificar os estados da forma (F.3) para:

|j0, £J0, £) = T(| o, £Jo) ® |£))

, 1 . 1
Jo + BY tjo £ 2> ; (F.6a)

|jo, 2o, F) := Ti(| 0, £Jo) ® |F))

[
V250 +1

de forma que, apds o projetor de area, o estado no link ¢ é uma superposicao de quatro

1 1
o — —, 7 — ). F.6b
Jo 5 ]0¢2> ( )

2j0
250 +1

L. 1>:|:
Jo 5 jo:F2

estados ortogonais, dados por:

L . ) . 1 . 1 1 . 1
PAT (|50, Jo) 1Jo, —Jo) @ |4+—)) = |0 + g+ Jo+ 2> Jot 50 —Jo = 2> :
. . 1 . 1 . 1IN\ |. 1 1
PaT (|70, 3o) |70, —Jo) @ |[++)) = NTED Jo+ 50Jo + 2> Jo+ 5 o + 2>
. ) 1 . 1 . 1N |, 1 1
PAT(|JO7]0> |Jo, —jo> ® |——>) = W Jo + 5730 - 2> Jo + 57 Jo — 2>
L. ) ) . 1 . 1 1 . 1
PaT (|70, 3o) |70, —Jo) @ |—+)) = 2o+ 1 Jo+ 5J0— 2> Jo+ 5 o + 2>
% . 1 . 1> 1 1>
S L A RS A A N 0N
2]0+1 Jo 27]0 2 Jo 27 30+2 ( )

No estado completo de toda a rede, cada um dos estados de link acima é multiplicado
por um estado relativo no complemento do link (seeds na diregao x), todos os quais tém
a mesma norma. Assim, a matriz densidade Tr(r_g [|[O0) (O0]] no link é a mistura das

matrizes densidade de cada um dos quatro estados em (F.7).

Como as deformagoes |ﬂﬂ> sao ortogonais entre si para pares de lagos distintos e
aos estados ndo perturbados [tg), tem-se que a matriz densidade (F.2) associada ao link /¢

é dada por

pe = 1o, Jo, —Jo)Jos Jo, —Jo| + € > (Caras)’ Trr_p [|COXCOY] . (F.8)

a1,02

Calculando-a no limite de spins grandes, jo > 1, tem-se:
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2

2
1+ > (Ca1a2)2] |70, 70, —Jo) { |+€§ > (Caras)” { Jo + ;,jo + ;7—3'0 !
f¢a1Uas feaiUaz
+7.]'0+1>]'0+1 —Jjo+ >< ’+ jo+1>jo—1,—jo—1>< ‘
%o 2 2’ %o 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1
~ 2, Jo+2>Jo 3 Jo+2><30 500~ 5 ]0+2’
1. 1 1 1 1 1

" % Jo— 2730 5’ Jo+2><]0+2,]0 b% ]0—1—2’
+ (1—jlo> jo—;,jo—;,—j()‘i‘;x ’ ] , (F.9)
em que | X) | := |XXX]| e |j,m,n) := [j,m) ® |j,n). A partir do estado acima, as

propriedades mostradas de (5.34) a

(5.37) seguem imediatamente.
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