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designada pelo Programa de Pós-Graduação em
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Também agradeço ao meu orientador, Prof. Fabio Brochero Mart́ınez, por todo

apoio, paciência, instrução e conhecimento transmitido. O meu muito obrigada!

Agradeço também aos professores e funcionários do Departamento de Matemática

da UFMG, pela sólida formação matemática adquirida durante todos esses anos e

pela amizade com que me receberam. Em especial, agradeço a Profa. Carmen

Rosa Giraldo V., por participar de maneira direta desta orientação e pelo auxilio na

correção, e a Profa. Ana Cristina Vieira pela presteza, pelos conselhos e pela dispo-

nibilidade de sempre. Agradeço também aos professores Viktor Beckkert e Renato

Vidal Martins pela participação na banca.

Agradeço a CAPES, pelo apoio financeiro.

Agradeço aos meus amigos, em especial Pedro Henrique, Pedro Franklin, Érika e
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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar códigos minimais ćıclicos vistos como ideais de

uma álgebra de grupo FqG, onde Fq é um corpo finito de q elementos e G um grupo

ćıclico finito de ordem n.

Impondo condições sobre n e q, determinamos expressões expĺıcitas para os idem-

potentes primitivos desta álgebra. Para isso, determinamos quais e quantos são os

fatores irredut́ıveis do polinômio ciclotômico xn − 1 sobre o corpo Fq. Em parti-

cular, nossas condições garantem que todos os fatores irredut́ıveis são binômios ou

trinômios. E por fim, calculamos a distribuição de pesos destes códigos usando as

mesmas técnicas encontradas em [15].
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Abstract

The objective of this work is, study minimal cyclic codes viewed as ideals of a group

algebra FqG, where Fq is a finite field q elements and G a finite cyclic group of order

n.

Imposing conditions at n and q, we determined explicit expressions for the pri-

mitive idempotents of this algebra. To do this, we determined which and how many

irreducible factors had the polynomial xn − 1 over the field Fq. In particular, our

conditions ensure that every factors are irreducible binomials or trinomials.

Finally, we calculated the weight distribution of these codes using the same

techniques found in [15].
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Introdução

A teoria dos códigos corretores de erros é um campo de pesquisa muito ativo na

atualidade em diversas áreas do conhecimento: matemática, computação, engenha-

ria elétrica e estat́ıstica entre outras. Na transmissão de dados, na vida real, às

vezes ocorrem problemas, como interferências eletromagnéticas ou erros humanos

(por exemplo, erros de digitação) que chamamos de rúıdo e que fazem com que a

mensagem recebida seja diferente daquela que foi enviada. O objetivo da teoria é

desenvolver métodos que permitam detectar e corrigir estes erros. A teoria teve

ińıcio na década de quarenta, quando os computadores eram máquinas muito caras

e apenas instituições de grande porte, como o governo ou as universidades, tinham

condições de mantê-los. Tais computadores eram utilizados para executar tarefas

numéricas complexas, como calcular a órbita precisa de Marte ou fazer a evaluação

estat́ıstica de um censo. O Laboratório Bell de Tecnologia possúıa tais computado-

res, e Richard W. Hamming trabalhava com estas máquinas em 1947; porém, para

ele, o acesso estava restrito apenas aos fins de semana. Na época, os programas

eram gravados em cartões perfurados cuja leitura pelo computador permitia detec-

tar erros de digitação. Caso um erro fosse detectado, a leitura era interrompida

e o computador passava automaticamente a ler o programa do próximo usuário.

Hamming relembra: “Em dois finais de semanas consecutivos eu fui e descobri que

todas as minhas coisas tinham sido descarregadas e nada tinha sido feito. Eu estava

realmente aborrecido e irritado porque queria estas respostas e tinha perdido dois

finais de semana. E então eu disse a mim mesmo: Maldição, se as máquinas po-

dem detectar um erro, porque não podemos localizar a posição do erro e corrigi-lo?”

[9]. Esta questão foi crucial para o desenvolvimento dos códigos corretores de erros.

Hamming desenvolveu um código capaz de detectar até dois erros e corrigir um erro,

se ele for o único. Seu trabalho só foi publicado em abril de 1950 no The Bell Sys-

tem Technical Journal (a publicação tardia deste artigo ocorreu devido ao pedido de

patente destes códigos, feita pelo Laboratório Bell). Durante os três anos transcor-

ridos desde a elaboração destes códigos até a publicação de seu trabalho, Hamming

publicou diversos memorandos internos do Laboratório Bell conforme sua pesquisa
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evolúıa. Nestes artigos se questionava sobre a possibilidade de criar códigos mais

eficientes que àquele proposto inicialmente. A questão foi respondida indiretamente

em outubro de 1948, por C. E. Shannon, num artigo intitulado A Mathematical The-

ory of Communication, também publicado no The Bell System Technical Journal.

O artigo de C. E. Shannon deu ińıcio a dois novos campos de pesquisa em ma-

temática: a teoria de códigos (em conjunto com o trabalho de Hamming) e a Teoria

da Informação. A partir deste artigo, pode-se dizer que houve um desenvolvimento

cont́ınuo e significativo da Teoria dos Códigos até hoje. Mais informaçoes sobre esta

história pode ser encontrada em [12]

Para a construção de Códigos Corretores de Erros precisa-se de alguns elementos

básicos, como um conjunto finito A qualquer, chamado alfabeto, uma sequência

finita de n śımbolos de A, chamada palavra de comprimento n, e um código de

comprimento n, que é qualquer subconjunto próprio de An, para algum n natural.

Neste trabalho tratamos de códigos dotados de certa estrutura algébrica. Para

isso consideramos Fq um corpo de q elementos como sendo nosso alfabeto. Assim

temos em Fnq uma estrutura de espaço vetorial de dimensão n sobre Fq. Em particu-

lar, estudamos Códigos Abelianos Minimais, vistos como ideais de uma álgebra de

grupo FqG, onde G é um grupo ćıclico.

Inicialmente fizemos um breve estudo sobre polinômios ciclotômicos, anéis de

grupo e ideais em anéis de grupo, já que um código corretor de erro pode ser visto

como um ideal nessa álgebra de grupo. No caṕıtulo 2, mostramos alguns resultados

que se baseiam parcialmente na ideia contida no artigo “Explicit idempotents of

finite group algebras” de Brochero Mart́ınez, F. E. e Giraldo Vergara, C. R., que

generalizaram a ideia dos artigos “Minimal Codes of Prime-Power Length” de S.

K. Arora e Manju Pruthi, e “Idempotents in group algebras and minimal abelian

codes”, de Raul Antonio Ferraz e César Polcino Milies, que apresentam expressões

para os idempotentes geradores de códigos ćıclicos abelianos minimais quando G é

um grupo ćıclico de ordem pn e Fq um corpo com q elementos, tal que q tem ordem

φ(pn) módulo pn sendo φ a função de Euler.

No artigo de S. K. Arora e Manju Pruthi , o que foi publicado em 1997, foram

encontrados os idempotentes primitivos da álgebra FqG em dois casos. O primeiro

é o caso clássico quando G = 〈g〉 = Cn é um grupo ćıclico finito de ordem n e Fq
é um corpo com q elementos, tal que q = nΓ + 1 para algum inteiro Γ > 0, isto é,

q ≡ 1 (mod n). Já o segundo quando G = 〈g〉 = Cpn é um grupo ćıclico de ordem pn

e Fq é um corpo de ordem potência prima q, onde a ordem de q módulo pn é φ(pn),

caracterizando assim os códigos ćıclicos minimais destas álgebras de grupo. Estes

autores calcularam os idempotentes de FqG com G e Fq nas hipóteses do segundo
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caso usando as classes q-ciclotômicas.

No artigo de Ferraz e Milies, publicado em 2007, são encontrados também os

idempotentes de FqG conforme as condições do segundo caso descrito acima, mas a

abordagem feita por estes autores é mais prática. Estes idempotentes geram também

os códigos ćıclicos minimais de comprimento pn sobre Fq. Neste artigo é calculado o

número de componentes simples da álgebra de grupo semissimples e mostra-se que

este número corresponde ao número de idempotentes primitivos desta álgebra de

grupo. Além disso, determina-se também a distância mı́nima, a dimensão, o peso e

o polinômio gerador destes códigos minimais.

Por fim, no caṕıtulo 3 completamos o estudo sobre os códigos com a determinação

da distribuição de pesos de códigos provenientes de binômios irredut́ıveis do tipo

xr − a e trinômios irredut́ıveis da forma x2r − axr + b, utilizando as técnicas

encontradas no artigo “The weight distribution of some irreducible cyclic codes os

length 2m”, de A. Sharma e G. Bakshi.

O texto termina com algumas considerações, onde apresentamos perspectivas de

continuidade do tema estudado e trabalhos relacionados a esta área.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Polinômios e extensões ciclotômicas

Nesta primeira seção traremos algumas definições e teoremas importantes da teoria

de corpos finitos que nos serão muito úteis nos caṕıtulos subsequentes.

O próximo teorema nos garante a existência e unicidade de tais corpos.

Teorema 1.1. ([10], Teorema 2.5) Para todo primo p e todo inteiro positivo n existe

um corpo finito com pn elementos. Qualquer corpo finito com q = pn elementos é

isomorfo ao corpo de decomposição de xq − x sobre Fp.

O teorema seguinte nos será muito útil no caṕıtulo 2 para demonstrarmos diversas

propriedades a cerca dos polinômios ciclotômicos.

Teorema 1.2. Para todo corpo finito Fq, o grupo multiplicativo F∗q de elementos

diferentes de zero de Fq, é ćıclico.

Demonstração.

No caso q = 2 o resultado é trivial, assim assumiremos que q ≥ 3 e seja h = q−1

a ordem do grupo F∗q com decomposição h = pr11 p
r2
2 · · · prmm . Para todo i, 1 ≤ i ≤ m,

o polinômio xh/pi − 1 tem no máximo h
pi

ráızes em Fq. Desde que h
pi
≤ h, segue que

existem elementos diferentes de zero em Fq que não são ráızes desse polinômio. Seja

ai um desses elementos e defina bi = a
h/p

ri
i

i . Temos que b
p
ri
i
i = 1, donde segue que a

ordem de bi é um divisor de prii e além disso é da forma psii com 0 ≤ si ≤ ri. Por

outro lado,

b
p
ri−1
i
i = a

h/pi
i 6= 1,

então a ordem de bi é prii . Afirmamos que o elemento b = b1b2 · · · bm tem ordem h.

De fato, se denotamos por k a ordem de b, e k fosse um divisor próprio de h, para

15



16 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

algum inteiro 2 ≤ i ≤ m teŕıamos que k divide h
pi

, podemos supor sem perda de

generalidade que i = 1. Então

1 = bh/p1 = b
h/p1
1 b

h/p1
2 · · · bh/p1m .

Agora se 2 ≤ j ≤ m, então p
rj
j divide h

p1
e assim b

h/p1
j = 1. Isso implica b

h/p1
1 = 1 de

onde temos que a ordem de b1 deve dividir h
p1

, o que não é posśıvel uma vez que a

ordem de b1 é pr11 . Portanto, F∗q é um grupo ćıclico com gerador b.

Definição 1.3. Um gerador de um grupo ćıclico F∗q é chamado um elemento primi-

tivo de Fq.

O próximo teorema nos fala sobre as ráızes de polinômios em Fq[x].

Teorema 1.4. ([10], Teorema 2.14) Se f é um polinômio irredut́ıvel em Fq[x] de

grau m, então f tem uma ráız α em Fqm. Além disso, todas as ráızes de f são

simples e dadas por m elementos distintos α, αq, αq
2
, . . . , αq

m−1
de Fqm.

Corolário 1.5. ([10], Corolário 2.15) Seja f um polinômio irredut́ıvel em Fq[x] de

grau m. Então o corpo de decomposição de f sobre Fq é dado por Fqm.

Definição 1.6. Seja n um inteiro positivo. O corpo de decomposição de xn−1 sobre

o corpo K é chamado o n-ésimo corpo ciclotômico sobre K e denotado por K(n). As

ráızes de xn − 1 em K(n) são chamadas as ráızes n-ésimas da unidade sobre K e o

conjunto dessas ráızes é denotado E(n).

Definição 1.7. Seja K um corpo de caracteŕıstica p e n um inteiro positivo não

diviśıvel por p. Então o gerador do grupo ćıclico E(n) é chamado a raiz n-ésima

primitiva da unidade.

Definição 1.8. Seja K um corpo de caracteŕıstica p, n um inteiro positivo não di-

viśıvel por p e ξ uma raiz n-ésima primitiva da unidade sobre K. Então o polinômio

Qn(x) =
n∏
s=1

mdc(s,n)=1

(x− ξs) (1.1)

é chamado o n-ésimo polinômio ciclotômico sobre K.

Outro conceito que será recorrente nos caṕıtulos 2 e 3 é o de função de Euler.

Definição 1.9. Para m ∈ N definimos a função de Euler, φ(m), como o número

de inteiros k tal que 1 ≤ k ≤ m e mdc(k,m) = 1.
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Proposição 1.10. Seja m,n, s ∈ N e p um número primo. São válidas as seguintes

propriedades sobre a função de Euler:

(a) φ(ps) = ps
(

1− 1
p

)
;

(b) φ(mn) = φ(m)φ(n) se mdc(m,n) = 1;

(c) φ(m) = m
(

1− 1
p1

)
· · ·
(

1− 1
pr

)
, onde m = pe11 · · · perr é a decomposição de m

em primos.

Para provarmos o próximo teorema precisaremos de um lema bastante conhecido,

o qual enunciaremos sem demonstração.

Lema 1.11 (Lema de Gauss). Seja f(x) ∈ Z[x] um polinômio primitivo não cons-

tante. Então f(x) é irredut́ıvel em Q[x] se, e somente se, f(x) é irredut́ıvel em

Z[x] (isto é, não podemos escrever f(x) = g(x)h(x) com g(x); h(x) ∈ Z[x] não

constantes).

Teorema 1.12. Seja K um corpo de caracteŕıstica p e n um inteiro positivo não

diviśıvel por p. Então:

(i) xn − 1 =
∏
d|n

Qd(x).

(ii) Os coeficientes de Qd(x) pertencem ao subcorpo primo de K ou Z se o subcorpo

primo de K for Q.

Demonstração.

(i) Cada raiz n-ésima da unidade sobre K é uma raiz d-ésima primitiva da unidade

sobre K para exatamente um divisor positivo d de n. Em detalhe, se ξ é a

raiz n-ésima primitiva da unidade sobre K, então ξs é uma raiz n-ésima da

unidade sobre K, de ordem d = n
mdc(s,n)

. Isto é, d é a ordem de ξs em E(n).

Uma vez que,

xn − 1 =
n∏
s=1

(x− ξs) (1.2)

a fórmula em (i) é obtida coletando os fatores (x− ξs) para os quais ξs é uma

raiz d-ésima primitiva da unidade sobre K.

(ii) Este item será provado por indução em n. Note que Qn(x) é um polinômio

mônico. Para n = 1 temos Q1(x) = x− 1 e a afirmativa é válida. Agora, seja
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n > 1 e suponha a proposição válida para todo Qd(x) com 1 ≤ d < n . Então

segue de (i), Qn(x) = xn−1
f(x)

, onde

f(x) =
∏
d|n
d<n

Qd(x).

Da hipótese de indução segue que f(x) é um polinômio com coeficientes no

subcorpo primo de K ou em Z no caso da caracteŕıstica de K ser 0. Fazendo

uma longa divisão com xn− 1 e o polinômio mônico f(x), vemos que os coefi-

cientes de Qn(x) pertencem ao subcorpo primo de K se os coeficientes de f(x)

estão em K. Já se estes coeficientes estão em Q pelo lema 1.11 segue que os

coeficientes de Qn(x) estarão sobre Z.

Exemplo 1.13. Seja r um primo e k ∈ N. Então

Qrk(x) = 1 + xr
k−1

+ x2r
k−1

+ · · ·+ x(r−1)r
k−1

desde que,

Qrk(x) =
xr

k − 1

Q1(x)Qr(x) · · ·Qrk−1(x)
=

xr
k − 1

xrk−1 − 1

pelo teorema 1.12 (i). Para k = 1 nós simplesmente temos Qr(x) = 1 + x + x2 +

· · ·+ xr−1.

As propriedades sobre polinômios ciclotômicos da próxima proposição serão de

extrema importância nos caṕıtulos subsequentes.

Proposição 1.14. São válidas as seguintes propriedades sobre polinômios ciclotômicos:

(a) Qmp(x) = Qm(xp)
Qm(x)

se p é primo e m ∈ N não é diviśıvel por p;

(b) Qmp(x) = Qm(xp) para todo m ∈ N tal que p | m;

(c) Qmpk(x) = Qmp(x
pk−1

) se p é um primo e m, k ∈ N são arbitrários;

(d) Q2n(x) = Qn(−x) se n ≥ 3 e n é ı́mpar;

(e) Qn(0) = 1 se n ≥ 2;

(f) Qn(x−1)xφ(n) = Qn(x) se n ≥ 2;
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(g)

Qn(1) =


0 se n = 1

p se n é uma potência de um primo p

1 se m tem pelo menos dois fatores primos distintos;

(h)

Qn(−1) =



0 se n = 2

−2 se n = 1

p se n é duas vezes uma potência de um primo p

1 em outro caso;

Demonstração.

(a) Provaremos por indução sobre m. Para m = 1 temos:

Qp(x) =
xp − 1∏

p|d
d 6=p

Qd(x)
=
xp − 1

x− 1
=
Q1(x

p)

Q1(x)

Hipótese de indução: A afirmação é válida pra todo s < m. Devemos mostrar

que a afirmação é válida para s = m.

Qmp(x) =
xmp − 1∏

d6=mp
d|mp

Qd(x)
=

xmp − 1∏
d6=mp
d|mp
p|d

Qd(x)
∏
d 6=mp
d|mp
p-d

Qd(x)
=

xmp − 1∏
s|m
s6=m

Qps(x)
∏
d|m

Qd(x)

mas pela hipótese de indução,

∏
s 6=m
s|m

Qps(x) =
∏
s 6=m
s|m

Qs(x
p)

Qs(x)
=

∏
s6=m
s|m

Qs(x
p)

∏
s 6=m
s|m

Qs(x)

então

xmp − 1∏
s 6=m
s|m

Qps(x)
∏
d|m

Qd(x)
=

xmp − 1∏
s 6=m
s|m

Qs(xp)

∏
s 6=m
s|m

Qs(x)
·Qm(x) ·

∏
d 6=m
d|m

Qd(x)

=
(xp)m − 1∏
s 6=m
s|m

Qs(xp)
· 1

Qm(x)
=
Qm(xp)

Qm(x)
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portanto, Qmp(x) = Qm(xp)
Qm(x)

.

(b) Da definição podemos escrever:

Qm(xp) =
m∏
s=1

mdc(s,m)=1

(xp − γs) e Qmp(x) =

mp∏
s=1

mdc(s,mp)=1

(x− ζs)

em que γ é uma raiz m-ésima primitiva da unidade e ζ é uma raiz mp-ésima

primitiva da unidade.

Para mostrar que esses dois polinômios são iguais mostraremos que eles tem

mesmo grau e as mesmas ráızes.

Como p | m segue que φ(mp) = p · φ(m), assim o grau de Qmp(x) é igual a

p · φ(m) e portanto o grau de Qm(xp) é igual ao grau de Qmp(x).

Seja θ raiz de xp − γ assim, θp − γ = 0 desse modo θp = γ mas, γ é uma raiz

m-ésima primitiva da unidade então (θp)m = γm = 1 o que nos dá θmp = 1.

Por outro lado, denotemos por n a ordem de θ. Desse modo θn = 1, assim

γn = (θp)n = (θn)p = 1 logo γn = 1 donde segue que m | n. Como θmp = 1

temos que n | mp e consequentemente m = n ou n = mp.

Suponhamos que n = m. Como p | m segue que γm/p = (θp)m/p = θm = θn = 1,

o que é absurdo, pois m
p
< m. Então só pode ser n = mp e assim a ordem de θ

é mp.

(c) Neste item basta-nos usar o item (b) pk−1 vezes. Vejamos,

Qmpk(x) = Qmpk−1(xp) = Qmpk−2(xp
2

) = · · · = Qmp(x
pk−1

).

(d) Observemos que

Q2n(x) =
Qn(x2)

Qn(x)
.

Desse modo, basta-nos mostrar que Qn(x2) = Qn(x) ·Qn(−x).

Observemos que se ξ é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, então γ = ξ2

também é raiz n-ésima primitiva da unidade, pois mdc(n, 2) = 1. Assim segue
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que,

Qn(x2) =
∏

1≤d≤n
mdc(d,n)=1

(x2 − γd)

=
∏

1≤d≤n
mdc(d,n)=1

(x2 − ξ2d)

=
∏

1≤d≤n
mdc(d,n)=1

(x− ξd)
∏

1≤d≤n
mdc(d,n)=1

(x+ ξd)

= Qn(x) · (−1)φ(n) ·Qn(−x)

= Qn(x) ·Qn(−x)

(e) Vamos dividir em 2 casos:

1o Caso n = 2:

Q2(x) =
x2 − 1

x− 1
= x+ 1⇒ Q2(0) = 1.

2o Caso n > 2 :

Qn(x) =
n∏
s=1

mdc(s,n)=1

(x− ζs)⇒ Qn(0) = (−1)φ(n)
n∏
s=1

mdc(s,n)=1

(ζs) = 1

uma vez que φ(n) é sempre par para todo n > 2.

(f)

Qn(x−1) =
n∏
s=1

mdc(s,n)=1

(x−1 − ζs) =
n∏
s=1

mdc(s,n)=1

(x−1 − ζ−s)

=
(−1)φ(n)

xφ(n)

n∏
s=1

mdc(s,n)=1

(x− ζs)

portanto, Qn(x−1) =
1

xφ(n)

n∏
s=1

mdc(s,n)=1

(x− ζs).

(g) Para n = 1, é fácil ver que Q1(x) = x− 1, logo Q1(1) = 0.
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Para n = pk com k ≥ 1, temos

Qpk(x) =
xn − 1∏
d|n
d6=n

Qd(x)
=

xp
k − 1

Qp(x) ·Qp2(x) · · ·Qpk−2(x)Qpk−1(x)

=
xp

k − 1

xpk−1 − 1
= xp

k−1(p−1) + · · ·+ xp
k−1

+ 1︸ ︷︷ ︸
p somandos

portanto, Qn(1) = p.

Para n = pkm com mdc(m, p) = 1, utilizando os itens (c) e (a) na primeira e

segunda igualdade, respectivamente, temos:

Qpkm(x) = Qmp(x
pk−1

) =
Qm(xp

k−1.p)

Qm(xpk−1)
=

Qm(xp
k
)

Qm(xpk−1)
(1.3)

assim, Qpkm(1) = 1.

(h) Trivialmente temos que,

Q1(x) = x− 1 e Q2(x) = x+ 1

logo,

Q1(−1) = −2 e Q2(−1) = 0.

Observemos que,

Qp(−1) = (−1)p−1 + (−1)p−2 + · · ·+ (−1)2 + (−1)1 + 1

=

1 se p 6= 2

0 se p = 2.

No caso que n = pk com k ≥ 2, pelo item (c) temos que:

Qpk(−1) = Qp

(
(−1)p

k−1)
=

1 se p 6= 2

2 se p = 2.

Assim falta considerar o caso que n tem pelo menos dois divisores primos dis-

tintos. Suponhamos n = pkm com mdc(p,m) = 1.

Se m = 2 temos,

Q2pk(x) = Qk
p(−x), então Q2pk(−1) = Qk

p(1) = p.
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No caso m 6= 2, de (1.3) segue que

Qpkm(−1) =
Qm

(
(−1)p

k)
Qm

(
(−1)pk−1

) = 1.

Para algumas aplicações em corpos finitos é muito útil sabermos algumas pro-

priedades de corpos ciclotômicos.

Teorema 1.15. ([10], Teorema 2.47) O corpo ciclotômico K(n) é uma extensão

algébrica simples de K. Além disso:

(i) Se K = Q, então o polinômio ciclotômico Qn é irredut́ıvel sobre K e [K(n) : K]

= φ(n).

(ii) Se K = Fq com mdc(q, n) = 1, então Qn se fatora em φ(n)
d

polinômios dis-

tintos, mônicos irredut́ıveis, de mesmo grau d em K[x]. K(n) é o corpo de

decomposição de Qn sobre K e [K(n) : K] = d, onde d é o menor inteiro

positivo tal que qd ≡ 1 (mod n).

Definição 1.16. Seja f ∈ Fq[x] um polinômio não nulo. Se f(0) 6= 0, então o

menor inteiro positivo α, tal que f(x) divide xα − 1 é chamada a ordem de f , que

denotamos por ord(f) = ord(f(x)). Se f(0) = 0, então f(x) = xhg(x), onde h ∈ N
e g ∈ Fq[x] com g(0) 6= 0 são unicamente determinados; neste caso a ord(f) é

definida como sendo ord(g).

A ordem de um polinômio irredut́ıvel f pode ser caracterizada da seguinte ma-

neira alternativa:

Teorema 1.17. ([10], Teorema 3.3) Seja f(x) ∈ Fq[x] um polinômio irredut́ıvel

sobre Fq de grau m e com f(0) 6= 0. Então a ordem de f é igual a ordem de alguma

raiz de f no grupo multiplicativo F∗qm.

Teorema 1.18. O número de polinômios mônicos irredut́ıveis em Fq[x] de grau m

e ordem α é igual a

(i) φ(α)
m

se α ≥ 2 e m é a ordem multiplicativa de q (mod α),

(ii) 2 se m = α = 1,

(iii) 0 em todos os outros casos.
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Em particular, o grau de um polinômio irredut́ıvel em Fq[x] de ordem α deve ser

igual a ordem multiplicativa de q mod α.

Demonstração.

Seja f um polinômio irredut́ıvel em Fq[x] com f(0) 6= 0. Então de acordo com

o teorema 1.17, temos que ord(f) = α se e somente se todas as ráızes de f são

ráızes α-ésimas primitivas da unidade sobre Fq. Em outras palavras, ord(f) = α se

e somente se f divide o polinômio ciclotômico Qα. Pelo teorema 1.15(ii), qualquer

polinômio mônico irredut́ıvel de Qα tem o mesmo grau m, o menor inteiro positivo

tal que qm ≡ 1 (mod α), e o número desses fatores é dado por φ(α)
m

. Para m = α = 1,

também temos que considerar em nossa contagem, o polinômio mônico irredut́ıvel

f(x) = x.

Agora descrevemos um prinćıpio geral para obtermos novos polinômios irre-

dut́ıveis de outros já conhecidos. Isso depende de um resultado técnico auxiliar

de teoria dos números. Recapitulamos que se n e b, inteiros positivos, são rela-

tivamente primos então o menor inteiro positivo k para o qual bk ≡ 1 (mod n) é

chamado de ordem de b módulo n. Observamos que a ordem multiplicativa divide

qualquer outro inteiro positivo h para o qual bh ≡ 1 (mod n).

Lema 1.19. ([10], Lema 3.34) Seja s ≥ 2 e α ≥ 2 inteiros relativamente primos, e

m a ordem multiplicativa de s módulo α. Seja t ≥ 2 um inteiro tal que os fatores

primos dividem α mas não (sm−1)
α

. Assuma também que sm ≡ 1 (mod 4) se t ≡ 0

(mod 4). Então a ordem multiplicativa de s módulo αt é igual a mt.

Teorema 1.20. Sejam f1(x), f2(x), . . . , fN(x) todos os polinômios mônicos irre-

dut́ıveis e distintos em Fq[x], de grau m e ordem α, e seja t ≥ 2 um inteiro cujos

fatores primos dividem α mas não dividem (qm−1)
α

. Assuma também que qm ≡ 1

(mod 4) se t ≡ 0 (mod 4). Então f1(x
t), f2(x

t), . . . , fN(xt) são todos os polinômios

mônicos irredut́ıveis distintos em Fq[x] de grau mt e ordem αt.

Demonstração.

A condição sobre α implica que α ≥ 2. De acordo com o teorema 1.18, polinômios

mônicos irredut́ıveis em Fq[x] de grau m e ordem α ≥ 2 existem, somente se m é a

ordem multiplicativa de q (mod α), e então o número de tais polinômios é N = φ(α)
m

.

Pelo lema 1.19 a ordem multiplicativa de q (mod αt) é igual a mt, e desde que φ(α)
m

pela fórmula na proposição 1.10 parte (c) e usando o fato que todo primo que divide

t divide também α, segue que o número de polinômios mônicos irredut́ıveis em Fq[x]

de grau mt e ordem αt é

φ(αt)

mt
=
tφ(α)

mt
=
φ(α)

m
= N.
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Além disso, isso nos mostra que cada um dos polinômios fj(x
t), 1 ≤ j ≤ N, é

irredut́ıvel em Fq[x] e de ordem αt. Uma vez que, as ráızes de cada fj(x) são

ráızes α-ésimas primitivas da unidade sobre Fq pelo teorema 1.17, segue que fj(x)

divide o polinômio ciclotômico Qα(x) sobre Fq. Então fj(x
t) divide Qα(xt), e usando

repetidamente a proposição 1.14 parte (b) mostramos que Qα(xt) = Qαt(x). Desse

modo fj(x
t) divide Qαt(x). De acordo com o teorema 1.15 (ii), o grau de cada

fator irredut́ıvel de Qαt(x) em Fq[x] é igual a ordem multiplicativa de q (mod αt),

que pelo lema 1.19 é mt. Portanto, como fj(x
t) tem grau mt, segue que fj(x

t) é

irredut́ıvel em Fq[x]. Além disso, desde que fj(x
t) divide Qαt(x), a ordem de fj(x

t)

é αt.

Exemplo 1.21. Os polinômios irredut́ıveis em F2[x] de grau 4 e ordem 15 são

x4 + x + 1 e x4 + x3 + 1. Então os polinômios irredut́ıveis em F2[x] de grau 12 e

ordem multiplicativa 45 são x12 + x3 + 1 e x12 + x9 + 1. Os polinômios irredut́ıveis

em F2[x] de grau 60 e ordem 225 são x60 + x15 + 1 e x60 + x45 + 1. Os polinômios

irredut́ıveis em F2[x] de grau 100 e ordem 375 são x100 + x25 + 1 e x100 + x75 + 1.

O próximo teorema nos diz sobre a quantidade desses polinômios irredut́ıveis

que encontramos.

Teorema 1.22. ([10], Teorema 3.37) Sejam f1(x), f2(x), · · · , fN(x) todos os po-

linômios mônicos irredut́ıveis, distintos em Fq[x] de grau ı́mpar m e ordem α. Seja

q = 2au−1, t = 2bv com a, b ≥ 2, onde u, v são ı́mpares e todos os fatores primos de

t dividem α mas não qm−1
α

. Se k = min {a, b} então cada polinômio fj(x
t) se fatora

como um produto de 2k−1 polinômios mônicos irredut́ıveis gij(x) em Fq[x] de grau

mt21−k. Os 2k−1N polinômios gij(x) são todos distintos e irredut́ıveis em Fq[x] de

grau mt21−k e ordem αt.

No que segue, estudaremos polinômios irredut́ıveis com algumas caracteŕısticas

especiais.

Um binômio é um polinômio com dois coeficientes diferentes de zero, onde um

deles é um termo constante. Binômios irredut́ıveis podem ser caracterizados ex-

plicitamente. Para esse propósito é suficiente considerarmos binômios mônicos não

lineares.

O teorema a seguir trata da irredutibilidade de tais polinômios.

Teorema 1.23. Seja t ≥ 2 um inteiro e a ∈ F∗q. Então o binômio xt−a é irredut́ıvel

em Fq[x] se, e somente se as seguintes duas condições são satisfeitas:

(i) Cada fator primo de t divide a ordem α de a ∈ Fq, mas não q−1
α

;
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(ii) Se t for diviśıvel por 4 então q ≡ 1 (mod 4).

Demonstração.

Suponha (i) e (ii) são satisfeitos. Notamos que f(x) = x − a é um polinômio

irredut́ıvel em Fq[x] de ordem α, e assim f(xt) = xt − a é irredut́ıvel em Fq[x], pelo

teorema 1.20.

Suponha que (i) seja violado. Então existe um fator primo r de t que divide
q−1
α

ou não divide α. No primeiro caso, temos que rs = q−1
α

para algum s ∈ N. O

subgrupo de F∗q consistindo de todas as r-ésimas potências, tem ordem q−1
α

= rs

desse modo, contém um subgrupo de F∗q de ordem α gerado por a. Em particular,

a = br para algum b ∈ F∗q, e assim xt− a = xt1r − br tem um fator xt1 − b. No outro

caso, r não divide q−1
α

nem α e assim r não divide q− 1. Então r1r ≡ 1 (mod q− 1)

para algum r1 ∈ N, e assim xt − a = xt1r − ar1r tem um fator xt1 − ar1 .

Agora suponha que (i) seja satisfeito e (ii) violado. Então t = 4t2 para algum

t2 ∈ N e q 6≡ 1 (mod 4). Mas (i) implica que α é par, e como α divide q − 1

devemos ter q ı́mpar. Assim, q ≡ 3 (mod 4). O fato de xt−a ser redut́ıvel em Fq[x]

é então consequência do teorema 1.22.

Na próxima seção apresentaremos algumas definições e resultados básicos de

anéis de grupos, fundamentais no desenvolvimento do trabalho.

1.2 Anéis de Grupos

Sejam R um anel com unidade e G um grupo, definimos RG como sendo o conjunto

de todas as combinações lineares formais finitas;

α =
∑
g∈G

agg com ag ∈ R,

onde ag 6= 0 para um número finito de g ∈ G.

Dado um elemento α =
∑

g∈G agg definimos o suporte de α sendo o conjunto de

elementos em G que aparecem efetivamente na expressão de α, i.e,

supp(α) = {g ∈ G|ag 6= 0}.

Note que, da definição, dados dois elementos α =
∑
g∈G

agg e β =
∑
g∈G

bgg em RG,

temos que α = β se, e somente se ag = bg para todo g ∈ G.



1.2. ANÉIS DE GRUPOS 27

Definimos a soma de dois elementos em RG componente a componente:∑
g∈G

agg +
∑
g∈G

bgg =
∑
g∈G

(ag + bg)g.

Também definimos o produto como:(∑
g∈G

agg

)(∑
h∈G

bhh

)
=
∑
g,h∈G

(agbh)gh.

E por fim, definimos o produto de elementos em RG com elementos em R:

λ

(∑
g∈G

agg

)
=
∑
g∈G

(λag) com λ ∈ R.

É fácil ver que, com as operações acima, RG é um anel com unidade, a saber:

1RG =
∑
g∈G

ugg

onde o coeficiente que corresponde a unidade do grupo é igual a 1 e os outros são

nulos.

Definição 1.24. O conjunto RG, com as operações definidas acima, é chamado

o anel de grupo de G sobre R. No caso em que R é comutativo, RG é também

chamado álgebra de grupo de G sobre R.

Proposição 1.25 ([8], Proposição 1). Sejam A uma R-álgebra , G um grupo, U(A)

o grupo das unidades de A e

η : G −→ U(A)

um homomorfismo de grupos. Então, a aplicação

ψ : RG −→ A

definida por

ψ

(∑
g∈G

agg

)
:=
∑
g∈G

agψ(g)

é um homomorfismo de R-álgebras.

Consideremos H /G, então existe um homomorfismo de G em G/H, consequen-

temente de G no grupo das unidades da álgebra de grupo R[G/H] e, pela proposição
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1.25, existe um homomorfismo natural:

ω : RG −→ R[G/H]

definido por:

ω

(∑
g∈G

agg

)
=
∑
g∈G

agḡ

onde ḡ é a imagem de g em G/H.

Observemos que se G = H, então G/H = 1 e ḡ = 1̄ para todo g ∈ G. Portanto,

neste caso particular, o homomorfismo é dado por:

ω

(∑
g∈G

agg

)
=
∑
g∈G

ag.

O núcleo desta aplicação, denotado por 4(G), é chamado o ideal de aumento de

RG, i.e,

ker(ω) = 4(G) =

{∑
g∈G

agg :
∑
g∈G

ag = 0

}
.

Notemos que se um elemento α =
∑
g∈G

agg ∈ 4(G), podemos escreve-lo da se-

guinte forma:

α =
∑
g∈G

ag(g − 1) +
∑
g∈G

ag =
∑
g∈G

ag(g − 1).

Desse modo conclúımos que 4(G) é um R-módulo livre com base {g − 1 | 1 6=
g ∈ G}. Denote por S(G) o conjunto de todos os subgrupos de G e por I(RG) o

conjunto de todos os ideais a esquerda de RG.

Definição 1.26. Para um subgrupo H ∈ S(G), denotamos por 4R(G,H) o ideal a

esquerda de RG gerado pelo conjunto {h− 1 : h ∈ H}, isto é,

4R(G,H) =

{∑
h∈H

ah(h− 1) ∈ RG : ah ∈ RG

}
.

Observe que 4R(G,G) = 4(G).

Conceitos primordiais na teoria de anéis de grupos são os de simplicidade e

semissimplicidade.
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Definição 1.27. Uma álgebra A é simples se A 6= {0} e seus únicos ideais são (0)

e A.

Definição 1.28. Uma álgebra A é semissimples, se A é semissimples como A-

módulo à esquerda, isto é, se A como A-módulo é soma direta de somandos simples.

Após essas definições uma pergunta surge naturalmente: Quais as condições

sobre R e G para que RG seja semissimples?

O Teorema de Maschke responde essa questão. Mas antes, precisamos de algumas

definições e resultados.

Definição 1.29. Seja X um subconjunto do anel de grupo RG. O anulador à

esquerda de X é o conjunto

Anle(X) = {α ∈ RG : αx = 0,∀x ∈ X}.

Similarmente, nós definimos o anulador à direita de X por

Anld(X) = {α ∈ RG : xα = 0,∀x ∈ X}.

Se Anle(X) = Anld(X) denotamos por Anl(X) o anulador de X.

Lema 1.30. Seja I um ideal bilateral de um anel R. Suponha que existe um ideal

J tal que R = I ⊕ J (como R-módulos). Então, J ⊂ Anld(I).

Demonstração.

Sejam x ∈ J, y ∈ I elementos arbitrários. Uma vez que J é um ideal à esquerda

e I é um ideal bilateral, nós temos que yx ∈ J ∩ I = (0). Consequentemente, yx = 0

e assim x ∈ Anld(I).

Lema 1.31. ([11], Lema 3.4.6) Se o ideal de aumento 4(G) é um somando direto

de RG como um RG-módulo, então G é finito e |G|, ordem de G, é invert́ıvel em

R.

Teorema 1.32. (Teorema de Maschke) Seja G um grupo. Então, o anel de grupo

RG é semissimples se e somente se as seguintes condições são satisfeitas:

(i) R é um anel semissimples.

(ii) G é finito.

(iii) |G| é invert́ıvel em R.
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Demonstração. Assuma que RG é semissimples, logo 4(G) também é semissimples.

Considere o homomorfismo,

ψ : RG −→ R∑
g∈G

agg 7−→
∑
g∈G

ag

Vê-se claramente que ψ é sobrejetiva e pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo segue

que,
RG

ker(ψ)
∼= Im(ψ) = R.

Como ker(ψ) = {α ∈ RG : ψ(α) = 0} = 4(G), temos que:

R ∼=
RG

4(G)
.

Logo R é semissimples, uma vez que quociente de anéis semissimples é semissimples.

Para provar os itens (ii) e (iii) observe que, da semissimplicidade de RG segue

que 4(G) é um somando direto e então o resultado segue do Lema 1.31.

Agora assuma que são válidas as condições (i), (ii), (iii) e seja M um RG-

submódulo de RG. Devemos provar que M é um somando direto de RG. Observe

que M é um R-submódulo de RG. Por hipótese temos que R é semissimples, logo RG

é semissimples como um R-módulo. Então existe um R-submódulo N de RG tal que

RG = M ⊕N(como R-módulos). Seja π : RG→ M a projeção canônica associada

à soma direta acima citada, assim π é um R-homomorfismo. Seja π∗ : RG → RG

dada por:

π∗(α) :=
1

|G|
∑
g∈G

g−1π(gα), para todo α ∈ RG.

Note que Im(π∗) ⊂M , já que Im(π) ⊂M , e M é um RG-submódulo. Se provarmos

que π∗ é um RG-homomorfismo tal que (π∗)2 = π∗ e Im(π∗) = M , então o ker(π∗)

será um RG-submódulo tal que RG = M ⊕ Ker(π∗) e o teorema estará provado.

Como π∗ é um R-homomorfismo, para mostrar que é também um RG-homomorfismo

basta provar que

π∗(ax) = aπ∗(x), para todo x ∈ RG e para todo a ∈ G.

De fato,

π∗(ax) =
1

|G|
∑
g∈G

g−1π(gax) =
a

|G|
∑
g∈G

(ga)−1π((ga)x).
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Fazendo t = ga,

π∗(ax) = a
1

|G|
∑
t∈G

t−1π(tx) = aπ∗(x)

Além disso,

π∗(α + β) = π∗(α) + π∗(β).

Mas π é uma projeção sobre M , então π(m) = m, para todo m ∈ M . Como M é

um RG-módulo temos que gm ∈M para todo g ∈ G. Logo:

π∗(m) = 1
|G|

∑
g∈G

g−1π(gm)

= 1
|G|

∑
g∈G

g−1(gm)

= 1
|G|

∑
g∈G

m

= 1
|G| |G|m

= m.

Como Im(π∗) ⊂ M obtemos, π∗(π∗(x)) = π∗(x) para todo x ∈ RG, donde (π∗)2 =

π∗.

Finalmente, o fato de π∗(m) = m, para todo m ∈ M também mostra que

M ⊂ Im(π∗), o que conclui o teorema.

Corolário 1.33. Seja G um grupo finito e F um corpo. Então FG é semissimples

se e somente se char(F) não divide |G|.

A translação do teorema de Wedderburn-Artin neste contexto descreve comple-

tamente a estrutura de uma álgebra de grupos.

Teorema 1.34. ([11], Caṕıtulo 3, Teorema 3.4.9) Seja G um grupo finito e K um

corpo tal que char(K) não divide |G|. Então:

(i) KG é a soma direta de um número finito de ideais bilaterais {Bi}1≤i≤r, as

componentes simples de KG. Cada Bi é um anel simples.

(ii) Qualquer ideal bilateral de KG é uma soma direta de alguns dos membros da

famı́lia {Bi}1≤i≤r.

(iii) Cada componente simples é isomorfa a um anel de matrizes da forma Mni(Di),

onde Di é um anel de divisão contendo uma cópia isomorfa de K no seu centro,

e o isomorfismo

KG '
r⊕
i=1

Mni(Di)
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é um isomorfismo de K-álgebras.

(iv) Em cada anel de matriz Mni(Di), o conjunto

Ii =




x1 0 · · · 0

x2 0 · · · 0
...

... · · · ...

xni 0 · · · 0

 : x1, x2, . . . , xni ∈ Di

 ' Dni
i

é um ideal maximal a esquerda.

Dado x ∈ KG, considere φ(x) = (α1, . . . , αr) ∈
r⊕
i=1

Mni(Di) e defina o produto

de x por um elemento mi ∈ Ii por xmi = αmi. Com essa definição, Ii torna-se

um KG-módulo.

(v) Ii � Ij, se i 6= j.

(vi) Qualquer KG-módulo simples é isomorfo a algun Ii, 1 ≤ i ≤ r.

Corolário 1.35. ([11], Caṕıtulo 3, Corolário 3.4.10) Seja G um grupo finito e K

um corpo algebricamente fechado tal que char(K) - |G|. Então:

KG '
r⊕
i=1

Mni(K)

e n2
1 + n2

2 + · · ·+ n2
r = |G|.

Observação 1.36. Seja G um grupo ćıclico de ordem n tal que G = 〈a〉 e K um

corpo cuja caracteŕıstica não divide |G|. Então a aplicação dada por

ϕ : K[x] → KG

f(x) 7→ f(a)

é um epimorfismo de anéis e pelo teorema do isomorfismo,

KG ∼=
K[x]

Ker(ϕ)
onde ker(ϕ) = {f(x) ∈ K[x] : f(a) = 0}.

Como K[x] é um domı́nio de ideais principais, Ker(ϕ) é gerado por um polinômio

mônico de menor grau que tem a como raiz. Se acharmos esse polinômio fa(x),

o elemento gerador correspondente à classe x + 〈fa〉 ∈ K[x]
〈fa〉 . Como an = 1, segue

que xn − 1 ∈ Ker(ϕ). Note que se f(x) =
r∑
i=0

kix
i é um polinômio de grau r < n,
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temos que f(a) =
r∑
i=0

kia
i 6= 0, porque os elementos {1, a, a2, . . . , ar} são linearmente

independentes sobre K. Então Ker(ϕ) = 〈xn − 1〉, e assim

KG ∼=
K[x]

〈xn − 1〉
.

Seja xn − 1 = f1f2 · · · ft a decomposição de xn − 1 como um produto de polinômios

irredut́ıveis em K[x]. Uma vez que assuminos char(K) - |G|, esse polinômio é

separável com fi 6= fj se i 6= j. Usando o Teorema Chinês dos Restos segue que:

KG ∼=
K[x]

〈f1〉
⊕ K[x]

〈f2〉
⊕ · · · ⊕ K[x]

〈ft〉
.

Sobre esse isomorfismo o gerador a é levado no elemento (x + 〈f1〉, · · · , x + 〈ft〉).

Se ξi é uma raiz de fi, 1 ≤ i ≤ t, então K[x]
〈fi〉 e, consequentemente,

KG ∼= K(ξ1)⊕K(ξ2)⊕ · · · ⊕K(ξt),

desse modo KG é a soma direta de estensões ciclotômicas de K.

Por outro lado, usando a teoria desenvolvida na seção anterior, podemos escre-

ver:

KG ∼=
K[x]

〈xn − 1〉
∼=
⊕
d|n

sd⊕
j=1

K[x]

〈fd,j〉

onde os fd,j são os polinômios mônicos irredut́ıveis de grau d.

Os elementos idempotentes são fundamentais no estudo da decomposição de

álgebras semissimples.

Definição 1.37. Um elemento e 6= 0 em uma álgebra A é dito idempotente se

e2 = e. Um idempotente é dito primitivo se ele não pode ser escrito como e =

e′ + e′′, onde e′, e′′ são não nulos tais que e′ · e′′ = 0. Uma famı́lia de idempotentes

e1, . . . , er satisfazendo as seguintes condições:

(i) ei 6= 0 para todo 1 ≤ i ≤ r,

(ii) se i 6= j então eiej = 0,

(iii) 1 = e1 + · · ·+ er,

é chamada famı́lia completa de idempotentes ortogonais.
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Se e é idempotente então, 1 − e também é idempotente. Ainda são ortogonais.

De fato,

(1− e)2 = 1− 2e+ e2

= 1− 2e+ e

= 1− e

e · (1− e) = e− e2

= e− e
= 0.

1.3 Códigos Lineares

Nesta seção traremos algumas definições e resultados básicos da Teoria de Códigos

Corretores de Erros. Em particular, estudaremos códigos minimais vistos como

ideais de uma álgebra de grupo FqG, onde Fq é um corpo finito de q elementos e G

um grupo ćıclico finito.

O ponto de partida da Teoria de Códigos é um conjunto finito A qualquer,

chamado alfabeto. Uma sequência finita de n śımbolos de A é chamada palavra

de comprimento n. Um código de comprimento n é um subconjunto próprio de

An para algum n ∈ N.

Estamos interessados em códigos dotados de certa estrutura algébrica, assim,

tomando o alfabeto como Fq temos em Fnq uma estrutura de espaço vetorial de

dimensão n sobre Fq. Um código linear C sobre o alfabeto Fq é um subespaço

vetorial de Fnq .

Existem várias formas de descrever um código, uma delas é considerando uma

base e1, e2, . . . , em de C. Assim, todo elemento de C se escreve de maneira única, da

seguinte forma:

λ1e1 + λ2e2 + · · ·+ λmem,

com λi ∈ Fq para todo i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Considere a aplicação

T : Fmq −→ Fnq
λ = (λ1, λ2, · · · , λm) 7−→ (λ1, λ2, · · · , λm)M,

onde

M =


e1

e2
...

em

 =


e11 e12 · · · e1n

e21 e22 · · · e2n
...

...
. . .

...

em1 em2 · · · emn

 ,
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representa uma transformação linear injetiva tal que Im(T ) = C. Se λ = (λ1, λ2, . . . , λm),

então T (λ) = λ1e1 + λ2e2 + · · · + λmem. A matriz M descreve a aplicação linear

T e é chamada matriz geradora do código. Observemos que C consiste combinações

lineares λM . Na teoria de códigos λ = (λ1, λ2, . . . , λm) ∈ Fmq é chamada sequência

de informação ou mensagem, C é o código de canal e T é o codificador.

Como a base para um código linear C não é única, temos que a matriz geradora

também não é única. Porém, dadas duas matrizes que geram C, uma pode ser obtida

a partir da outra através das seguintes operações elementares de linhas:

• permutação de duas linhas;

• multiplicação de uma linha por um escalar não nulo;

• adição de um múltiplo escalar de uma linha a outra;

Assim, podemos escolher uma base para C tal que a matriz geradora seja da forma

M = (Im|A), onde Im é a matriz identidade m×m e A é uma matriz m× (n−m).

Neste caso, dizemos que M está na forma padrão.

Se M está na forma padrão, então dada uma palavra c ∈ C, os primeiros m

śımbolos são os śımbolos de informação e os restantes são os śımbolos de vericação.

Esta forma de representar o código tem a vantagem de gerar todos os elementos de

C, mas em contrapartida, é “dif́ıcil”decidir se um dado elemento x ∈ Fnq pertence ou

não a C, uma vez que para fazer essa verificação é necessário resolver um sistema

linear de n equações e m incógnitas, o que gera um custo computacional muito

elevado.

Se C ⊂ Fnq é um código linear então C⊥ = {v ∈ Fnq ; 〈v, u〉 = 0,∀u ∈ C}, também

é um código linear. Este código é chamado código dual a C.

Proposição 1.38. ([13], Caṕıtulo 5, Proposição 4) Seja C um código linear e su-

ponhamos que H seja uma matriz geradora de C⊥. Temos então que

v ∈ C ⇐⇒ Hvt = 0.

A matriz geradora H de C⊥ é chamada matriz teste de paridade de C.

Note que, se T : Fmq −→ Fnq é um “codificador”para o código C com matriz

geradora M = [Im|A]. Então

(i) dim C⊥ = n−m;

(ii) H = [−At | Idn−k] é a matriz geradora de C⊥.
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Exemplo 1.39. Dado o código G sobre F2, com matriz geradora 1 0 0 1 1 1

0 1 0 0 1 1

0 0 1 0 1 0


Como G está na forma padrão, é fácil calcular uma matriz teste de paridade H.

Pela observação acima, temos que 1 0 0 1 0 0

1 1 1 0 1 0

1 1 0 0 0 1

 .

Dados v = (100111) e v′ = (010101), como

Hvt =

 0

0

0

 e H(v′)t =

 1

1

0

 6= 0,

temos que v ∈ C e v′ /∈ C.

Uma das caracteŕısticas principais dos códigos corretores de erros é transmitir

ou armazenar dados de forma confiável. O procedimento é o seguinte: o remetente

tem a mensagem inicial e deseja codificá-la para enviá-la ao destinatário, assim que

o destinatário a recebe, ele quer decodificar a mensagem. Caso a mensagem chegue

com erros, o destinatário tenta detectar e corrigir os erros, recuperando assim, a

informação original. Para determinar se a mensagem chegou com erro é preciso ter

em mãos um parâmetro que compare a palavra enviada com a recebida, é necessário

então introduzir o conceito de distância entre palavras de um código.

Dados dois elementos x = (x1, x2, . . . , xn) e y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Fnq , definimos

a distância de Hamming de x a y como:

d(x, y) =| {i;xi 6= yi, 1 ≤ i ≤ n} |,

a quantidade de entradas distintas entre x e y. E a distância mı́nima de um código

C ⊂ Fnq é

d := d(C) = min{d(x, y);x, y ∈ C, x 6= y}.

Essa distância satisfaz, para todo u, v, w ∈ Fnq , as seguintes propriedades:

(i) Positividade: d(u, v) ≥ 0, valendo a igualdade se, e somente se, u = v.
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(ii) Simetria: d(u, v) = d(v, u).

(iii) Desigualdade Triangular: d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v).

Estas propriedades caracterizam uma métrica, denominada métrica de Hamming.

Agora podemos definir os conceitos de bola e esfera em Fnq , tal como é feito em

qualquer espaço métrico.

Definição 1.40. Dado um elemento x ∈ Fnq e um inteiro positivo r chama-se bola

de centro em x e raio r, ao conjunto

B(x, r) = {u ∈ Fnq : d(u, x) ≤ r}

e a esfera de centro em x e raio r ao conjunto

S(x, r) = {u ∈ Fnq : d(u, x) = r}.

Estamos agora em condições para estabelecer nosso primeiro resultado referente

à detecção e correção de erros. Consideraremos que, ao receber um elemento y,

podemos detectar se ele contém ou não erro, se temos um critério claro para decidir

se y pertence ou não a C. Por outro lado, uma vez detectado um erro, nosso critério

de correção será substituir o elemento y recebido pelo elemento x do código C mais

próximo de y. Para que a correção seja posśıvel será necessário então que não haja

ambiguidades quanto à determinação de um tal elemento. Para enunciarmos nosso

critério, precisamos na seguinte notação: Dado um número real a, denotaremos por

bac o maior inteiro, menor ou igual a a.

Teorema 1.41. Seja C um código com distância mı́nima d e seja

κ =

⌊
d− 1

2

⌋
,

então é posśıvel detectar até d− 1 erros e corrigir até κ erros.

Demonstração.

Seja x um elemento de C e suponhamos que ele foi recebido como um outro ele-

mento y, com t ≤ d−1 erros. Como o número t de erros acontecidos é precisamente

a distância de Hamming de x a y temos que d(x, y) ≤ d − 1 < d. Isto implica que

y /∈ C e, portanto, o erro pode ser detectado. Suponhamos ainda que o número t

de erros cometidos é menor que κ. Consideramos a esfera B(y, κ), de centro em y

e raio κ. Como d(x, y) = t ≤ κ temos que x ∈ B(y, κ). Afirmamos que x é o único
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elemento de C contido nessa esfera. De fato, se existisse outro elemento x0 de C em

B(y, κ), ter-se-ia que

d(x, x0) ≤ d(x, y) + d(y, x0) ≤ 2κ < d,

um absurdo, já que d é a distância mı́nima de C. Portanto x é o elemento de C mais

próximo de y sendo assim posśıvel corrigir o erro.

Definição 1.42. Sejam A um alfabeto e n um número natural. Diremos que uma

função F : An −→ An é uma isometria de An se ela preserva distâncias de Ham-

ming. Isto é,

d(F (x), F (y)) = d(x, y) para todo x, y ∈ An.

Definição 1.43. Dados dois códigos C e C ′ ∈ An, diremos que C ′ é equivalente a C
se existir uma isometria F de An tal que F (C) = C ′.

Dado um código C sempre existe um código equivalente C ′ com matriz geradora

na forma padrão. Além disso, C e C ′ são códigos linearmente equivalentes se C pode

ser obtido de C ′ (ou vice-versa) por meio de uma sequência de operações do tipo:

• Multiplicação por escalar, não nulo, dos elementos de uma determinada posição

fixa, em todas as palavras;

• Permutação das posições das letras em todas as palavras do código, mediante uma

permutação fixa de {1, 2, ..., n}.

Em códigos equivalentes C e C ′ é permitido fazer as seguintes operações:

• Permutação de duas colunas;

• Multiplicação de uma coluna por um escalar não nulo, para que a partir da matriz

geradora de C se obtenha a matriz geradora de C ′ .

Além do comprimento e da distância mı́nima de um código, outros parâmetros

tais como peso e dimensão são necessários na construção de algoŕıtimos para a

decodificação e correção de erros.

Definição 1.44. Dado x ∈ Fnq , define-se o peso de x como sendo o número inteiro

ω(x) :=| i;xi 6= 0 | .

Em outras palavras,

ω(x) := d(x,0),

onde d representa a métrica de Hamming.
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Definição 1.45. O peso de um código linear C é o inteiro

ω(C) := min{ω(x);x ∈ C \ {0}}.

Observe que,

d(x, y) = | i;xi 6= yi, 1 ≤ i ≤ n |
= | i;xi − yi 6= 0, 1 ≤ i ≤ n |
= d(x− y, 0)

= ω(x− y),

isto é, d(C) = ω(C).
Em um código linear definimos [n,m, d] como os parâmetros deste código C,

sendo que n é o comprimento de C, m é a dimensão de C sobre Fq, e d é a distância

mı́nima de C.

1.4 Códigos Ćıclicos

Os códigos ćıclicos são muito utilizados nas aplicações por formarem uma classe de

códigos lineares que possui bons algoŕıtimos de codificação e de decodificação.

Definição 1.46. Um código linear C ⊂ Fnq será chamado de código ćıclico se,

para todo c = (c0, c1, . . . , cn−1) pertencente a C, o vetor (cn−1, c0, . . . , cn−2) pertence

a C.

Equivalentemente, se considerarmos a transformação linear

T : C −→ Fnq
(c0, c1, . . . , cn−1) 7−→ (cn−1, c0, . . . , cn−2)

o código linear C será ćıclico se T (C) = C.
Definimos Rn como sendo o anel das classes residuais em Fq[x] módulo xn − 1,

isto é,

Rn =
Fq[x]

〈xn − 1〉
.

Um elemento de Rn é, portanto, um conjunto da forma:

[f(x)] = {f(x) + g(x)(xn − 1); g(x) ∈ F[x]}.

A adição, a multiplicação e a multiplicação por escalar λ ∈ Fq, em Rn é dada,

respectivamente, por:
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• [f1(x)] + [f2(x)] = [f1(x) + f2(x)],

• [f1(x)] · [f2(x)] = [f1(x) · f2(x)],

• λ[f(x)] = [λf(x)].

Munido dessas operações Rn é um Fq-espaço vetorial de dimensão n com base

[1], [x], . . . , [xn−1] e isomorfo a Fnq através da transformação linear:

ψ : Fnq −→ Rn

(a0, a1, . . . , an−1) 7−→ [a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1].

A vantagem de considerarmos este isomorfismo é que Rn tem, além da estrutura

de espaço vetorial, uma estrutura de anel; e a imagem por meio de um código ćıclico

de Fnq é um ideal de Rn. A seguir veremos alguns aspectos dos códigos ćıclicos

necessários para o proseguimento do nosso trabalho.

Lema 1.47. Seja V um subespaço vetorial de Rn. Então, V é um ideal de Rn se, e

somente se, V é fechado pela multiplicação por [x].

Demonstração.

Suponhamos que V seja um ideal de Rn. Da definição de ideal, segue que

[x][f(x)] ∈ V para todo [f(x)] ∈ V .

Reciprocamente, suponhamos que V seja fechado pela multiplicação por [x]. É

suficiente mostrar que [g(x)][f(x)] ∈ V para todo [g(x)] ∈ Rn e todo [f(x)] ∈ V .

Seja [f(x)] ∈ V . Como V é um subespaço de Rn, é claro que a[f(x)] ∈ V , para

todo a ∈ Fq. Por hipótese temos que,

[xf(x)] = [x][f(x)] ∈ V,

então

[x2f(x)] = [x][x][f(x)] ∈ V.

indutivamente, obtemos, para todo m ∈ N, que

[xmf(x)] = [xm][f(x)] ∈ V.

Agora escrevendo, [g(x)] = [a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1], segue que

[g(x)][f(x)] = [g(x)f(x)] = [(a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1)f(x)]

= a0[f(x)] + a1[x][f(x)] + · · ·+ an−1[x
n−1][f(x)] ∈ V
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pois V é subespaço e cada parcela da última expressão está em V .

Observação 1.48. Definindo Tπ : Fnq −→ Fnq tal que Tπ(c) = (cn−1, c0, . . . , cn−2) e

tomando ψ, transformação linear definida anteriormente, temos

ψ(Tπ(c)) = [cn−1 + c0x+ · · ·+ cn−2x
n−1]

= [x][c0 + c1x+ · · ·+ cn−1x
n−1] = [x]ψ(c).

A observação 1.48 e o lema 1.47 provam o resultado a seguir:

Teorema 1.49. Um subespaço C de Fnq é um código ćıclico se, e somente se, ψ(C)
é um ideal de Rn.

Acabamos de ver que se C é um código ćıclico, então ψ(C) é um ideal de Rn. Mas

os ideais de Rn são principais, logo são da forma 〈[F (x)]〉 onde F (x) é um divisor

de xn − 1; que podemos supor mônico.

Consideremos Fq um corpo de caracteŕıstica p; e n = mps com m e p primos

entre si então

xn − 1 = (xm − 1)p
s

.

A derivada de (xm− 1) é mxm−1 6= 0, para todo x 6= 0. O mdc(xm− 1,mxm−1) = 1,

isto é, o polinômio xm−1 não tem fator não constante em comum com sua derivada.

Dessa forma, temos que

xm − 1 = f1 · f2 · · · fk,

onde os fi são polinômios mônicos irredut́ıveis em Fq, distintos dois a dois para todo

i = 1, 2, . . . , k. Assim,

xn − 1 = fp
s

1 · f
ps

2 · · · f
ps

k .

Portanto, o polinômio xn − 1 tem (ps + 1)k divisores mônicos e Rn possui (ps + 1)k

ideais. Notemos que se p e n são primos entre si, então Rn tem 2k ideais.

Observemos que, dado um ideal I de Rn, existe um único polinômio mônico

g(x) ∈ Fq[x], divisor de xn − 1, tal que [g(x)] gera I. O polinômio g(x) é chamado

polinômio gerador de C e,

h(x) =
xn − 1

g(x)

é chamado polinômio teste de C.
Assim, ψ−1([c(x)]) ∈ C se, e somente se h(x)c(x) ≡ 0 (mod xn − 1).

Teorema 1.50. Seja I = 〈[g(x)]〉, onde g(x) é um divisor de xn − 1 de grau s.

Temos que [g(x)], [xg(x)], [x2g(x)], . . . , [xn−s−1g(x)] é uma base de I como espaço

vetorial sobre Fq.
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Demonstração. Afirmamos que os elementos [g(x)], [xg(x)], [x2g(x)], . . . , [xn−s−1g(x)]

são linearmente independentes. De fato, suponhamos que

a0[g(x)] + a1[xg(x)] + a2[x
2g(x)] + · · ·+ an−s−1[x

n−s−1g(x)] = [0].

Logo,

[g(x)][a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an−s−1x

n−s−1] = [0].

Então para algum d(x) ∈ Fq[x], temos que

[g(x)][a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an−s−1x

n−s−1] = d(x) · (xn − 1).

Donde segue que,

a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an−s−1x

n−s−1 = d(x) · h(x).

Como o grau de h(x) é n−s, devemos ter a0 +a1x+a2x
2 + · · ·+an−s−1x

n−s−1 = 0, e

consequentemente, a0 = a1 = a2 = · · · = an−s−1 = 0, o que conclui nossa afirmação.

Agora precisamos verificar se esses elementos geram I sobre Fq. Se [f(x)] ∈ I,

temos que

f(x) ≡ d(x) · g(x) (mod (xn − 1)).

Aplicando o algoritmo da divisão, temos que d(x) = c(x) · h(x) + r(x), com r(x) =

a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an−s−1x

n−s−1. Logo,

f(x) ≡ c(x) · h(x) · g(x) + r(x) · g(x) (mod (xn − 1))

e portanto,

f(x) ≡ c(x) · (xn − 1) + r(x) · g(x) ≡ r(x) · g(x) (mod (xn − 1)).

Consequentemente,

[f(x)] = a0[g(x)] + a1[xg(x)] + a2[x
2g(x)] + · · ·+ an−s−1[x

n−s−1g(x)].

Corolário 1.51. ([13],Caṕıtulo 6, Corolário 1) Dado um código ćıclico C, existe

v ∈ C tal que C = 〈v〉.

Observação 1.52. Se xr − a é um fator irredut́ıvel de xn − 1 e denotemos por

f(x) = xn−1
xr−a , então 〈f(x)〉 ⊆ Fq[x] é um ideal minimal de Fq[x]. Desse modo
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definindo o homomorfismo de ideais ψ como,

ψ : Frq −→ Fq [x]
〈xn−1〉

(a0, a1, . . . , ar−1) 7−→ a0f(x) + a1xf(x) + · · ·+ ar−1x
r−1f(x)

segue dos teoremas 1.49 e 1.50 que a imagem de ψ gera um código C de dim(C) = r.

Esse código pode ser visto como um subespaço vetorial de Fnq , com base

< = {e1, e2, ..., er}, onde ej = ψ((0, 0, . . . , 1, . . . , 0))

Observação 1.53. Se I = 〈[g(x)]〉 com g(x) = g0 + g1x + · · · + gsx
s, um divisor

de xn− 1, vimos que [g(x)], [xg(x)], [x2g(x)], . . . , [xn−s−1g(x)] é uma base de I como

espaço vetorial sobre Fq, assim a dimensão de I sobre Fq é n − s. Além disso,

C = ψ−1(I) tem como matriz geradora a matriz dada por:

M =


ψ−1[g(x)]

ψ−1[xg(x)]
...

ψ−1[xn−s−1g(x)]

 =


g0 g1 g2 · · · gs 0 · · · 0

0 g0 g1 · · · gs−1 gs · · · 0
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...

0 0 0 · · · · · · · · · · · · gs

 .

Por outro lado, como v ∈ C se, e somente se Hvt = 0, então pode-se mostrar que

H =


0 · · · 0 hn−s hn−s−1 · · · h1 h0

0 · · · hn−s hn−s−1 hn−s−2 · · · h0 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...

hn−s · · · · · · 0 0 0 · · · 0


é uma matriz teste de paridade de C, onde

h(x) =
xn − 1

g(x)
=

n−s∑
i=0

hix
i.
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Caṕıtulo 2

Fatores Irredut́ıveis e

Idempotentes Primitivos

Como vimos no caṕıtulo 1, existe um isomorfismo entre Fnq e Rn = Fq [x]
〈xn−1〉 onde

Fq é um corpo finito com q elementos que estabelece uma correspondência entre

os códigos ćıclicos de Fnq com os ideais de Rn. Esta correspondência é fundamental

pois os ideais nas álgebras de grupos são “gerados” por elementos idempotentes

primitivos que podem ser calculados de várias formas, e a partir deles podem ser

listados os códigos minimais.

Os artigos de Arora e Pruthi [1] e de Ferraz e Milies [5] apresentam expressões

para os idempotentes geradores de códigos ćıclicos abelianos minimais, quando G

é um grupo ćıclico de ordem pn e Fq um corpo com q elementos tal que q tem

ordem φ(pn) módulo pn. De fato, neste caso a fatoração em fatores irredut́ıveis do

polinômio xp
n − 1 corresponde exatamente ao produto de polinômios ciclotômicos.

Esse resultado é extendido por Brochero e Giraldo em [4] .

Neste caṕıtulo nos baseamos parcialmente em [4], onde se estuda o caso em que

n = pm é uma potência tal que p divide q− 1. Consideramos o caso do grupo ćıclico

com n elementos onde o polinômio xn − 1 se decompõe em fatores irredut́ıveis que

são binômios ou trinômios.

2.1 Fatores irredut́ıveis

Nesta seção descrevermos explicitamente os fatores irredut́ıveis de xn − 1 sobre Fq
quando n = pα1

1 p
α2
2 · · · p

αk
k e q é potência de um primo tal que mdc(n, q) = 1. O

próximo teorema nos auxilia nessa descrição.

Teorema 2.1. Seja Fq um corpo finito e n ∈ N com

45



46 CAPÍTULO 2. FATORES IRREDUTÍVEIS

(i) q ≡ 1 (mod 4) ou 8 - n,

(ii) rad(n) divide q − 1.

Então todo fator irredut́ıvel de xn − 1 é da forma xt − a onde, t divide n
mdc(n,q−1) ,

a ∈ Fq e ordqa divide mdc(n/t, q − 1).

Demonstração.

Provaremos esse teorema por indução sobre Ω(n) = α1 + α2 + · · ·+ αk, em que

n = pα1
1 p

α2
2 · · · p

αk
k . Temos dois casos a considerar.

(i) n | q − 1;

(ii) n - q − 1 mas, rad(n)|q − 1.

Se (i), pelo teorema 1.2 sabemos que existe θ elemento gerador do grupo multi-

plicativo F∗q. Como (θ(q−1)/n)n = θq−1 = 1, segue que, ζn = θ(q−1)/n é raiz n-ésima

primitiva da unidade que pertence a Fq e portanto temos que,

xn − 1 =
n−1∏
j=0

(x− ζjn)

é a fatoração do polinômio xn−1 no anel de polinômios Fq[x]. No outro caso, vamos

mostrar por indução sobre N ∈ N que o teorema é verdadeiro para todo n ∈ N tal

que, rad(n) | q − 1 e Ω(n) ≤ N . Observe que no item (i) foi em particular provado

no caso em que Ω(n) = 1, isto é, o primeiro passo da indução.

Suponhamos que o resultado seja verdadeiro para todo n tal que Ω(n) ≤ N e

consideremos Ω(n) = N + 1. Assim,

xn − 1 =
∏
d|n

Qd(x) = Qn(x) ·
∏
d|n
d 6=n

Qd(x)

mas se d 6= n e d | n então Ω(d) ≤ N . Como Qd(x) | xd − 1 segue da hipótese de

indução que todo fator de Qd(x) é da forma xt − a onde, t divide d
mdc(d,q−1) . Seja

νp(x) a maior potência do primo p que divide x. Observe que, para todo primo p,

νp(d) ≤ νp(n), assim

νp(d)−νp(mdc(d, q−1)) = νp(d)−min {νp(d), νp(q − 1)} ≤ νp(n)−min {νp(n), νp(q − 1)}

desse modo, d
mdc(d,q−1) divide n

mdc(n,q−1) . Donde segue que t divide n
mdc(n,q−1) .

Agora precisamos verificar o resultado para o fator Qn(x). Dado que n - q − 1,

então existe um número primo p tal que νp(n) > νp(q − 1) ≥ 1. Neste ponto

dividiremos a demonstração em dois casos:
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(a) p 6= 2 ou q ≡ 1 (mod 4)

(b) p = 2, q ≡ 3 (mod 4) e para todo p′ diferente de 2 temos que νp′(n) ≤ νp′(q−1).

Se (a) então n = pm; νp(m) ≥ 1. Desse modo, pelo teorema 1.14(b) seque que,

Qn(x) = Qpm(x) = Qm(xp).

Como Ω(m) = N , pela hipótese de indução, todo fator irredut́ıvel de Qm(x) é da

forma xt−a. Logo Qm(xp) fatora-se como produto de fatores da forma xpt−a, onde

t divide m
mdc(m,q−1) = m

mdc(pm,q−1) . Portanto, pt divide pm
mdc(pm,q−1) = n

mdc(n,q−1) . Assim

rad(t) divide ordqa e mdc
(
pt, q−1

ordqa

)
= 1 ou p.

Se mdc
(
pt, q−1

ordqa

)
= 1 então νp(ordqa) = νp(q − 1). Desse modo p divide ordqa

e rad(pt) divide ordqa, logo pelo teorema 1.23 temos que xpt − a é irredut́ıvel.

Caso contrário, mdc
(
pt, q−1

ordqa

)
= p e νp(q − 1) > νp(ordqa). Como F∗q = 〈θ〉

temos que a = θs para algum s ∈ N e ordqa = q−1
mdc(q−1,s) donde p | s. Desse modo,

a = bp tal que b ∈ F∗q e como ζp ∈ F∗q, segue que

xpt − a = xpt − bt =

p−1∏
j=0

(xt − ζjpb)

é uma fatoração em Fq[x]. Note que,

mdc

(
t,

q − 1

ordq(ζ
j
pb)

)
= mdc

(
t,

q − 1

mmc
(
ordqζ

j
p , ordqb

))

mas sabemos que

mdc

(
t,
q − 1

ordqa

)
= 1 e mdc

(
pt,

q − 1

ordqa

)
= p,

portanto t não tem fator p e assim

mdc

(
t,

q − 1

mmc (ordpζj, ordqb)

)
= 1

e novamente pelo teorema 1.23 segue que xt − ζjpb é irredut́ıvel.

Se (b) então como 8 - n temos que n = 2m ou n = 4m com m ı́mpar. Das

hipóteses do teorema segue que q − 1 ≡ 2 (mod 4), uma vez que q ≡ 3 (mod 4).

Observe que n 6= 2m, desde que n - q − 1 e m | q − 1. Assim, n = 4m. Pelo

teorema 1.14(b) e (d) temos que Qn(x) = Q4m(x) = Q2m(x2) = Qm(−x2). Como
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m | q − 1 podemos escrever,

Qm(x) =
∏

mdc(m,j)=1
1≤j≤m

(x− ζjm).

Desse modo,

Qn(x) = Qm(−x2)

=
∏

mdc(m,j)=1

(−x2 − ζjm)

= (−1)φ(m)
∏

mdc(m,j)=1

(x2 − (−ζjm))

=
∏

mdc(m,j)=1

(x2 − (−ζjm))

Sabemos que ordq(−ζjm) = mmc(ordq(−1), ordqζ
j
m) = mmc(2, ordqζ

j
m) = 2m. Por-

tanto, t = 2 divide ordq(−ζjm) e assim rad(t) | ordq(−ζjm). Por outro lado, q−1
ordq(−ζjm)

é ı́mpar uma vez que, 2 ‖ q − 1 e ordq(−ζjm) = 2m. Então, pelo teorema 1.23

temos que x2 + ζjm é irredut́ıvel sobre Fq[x].

Corolário 2.2. Se q ≡ 3 (mod 4), 8 | n e rad(n) | q−1, então os fatores irredut́ıveis

de xn − 1 em Fq[x] são dos seguintes tipos:

(a) xt − a, se a ∈ Fq ⊂ Fq2 e ordq2a divide mdc(n/t, q2 − 1);

(b) x2t − (b+ bq)xt + bq+1, se b ∈ Fq2 \ Fq e ordq2b divide mdc(n/t, q2 − 1).

Demonstração. Seja f(x) um fator irredut́ıvel de xn − 1 sobre Fq[x]. Então temos

dois casos:

1o Caso: f(x) é um binômio

O teorema 2.1 garante o resultado.

2o Caso: f(x) não é um binômio.

Primeiramente observemos que: Se q ≡ 3 (mod 4) então q2 ≡ 1 (mod 4), assim

pelo teorema 2.1 segue que os fatores irredut́ıveis de xn − 1, sobre Fq2 [x], são da

forma xt − a onde,

• t divide n
mdc(n,q2−1) ,

• a ∈ Fq2 e

• ordq2(a) divide mdc(n/t, q2 − 1).
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Desse modo, f(x) é redut́ıvel sobre Fq2 . Assim existe b ∈ Fq2 \ Fq tal que o

binômio xt − b divide f(x).

Considerando a transformação de Frobenius:

τ : Fq2 −→ Fq2
b 7−→ bq

Observamos que, τ restrita a Fq é o homomorfismo identidade. Como, por

hipótese, xt−b divide f(x) segue que τ(xt−b) divide τ(f(x)) e desse modo xt−τ(b)

divide f(x). Assim, xt − bq divide f(x) e portanto, (xt − b)(xt − bq) divide f(x).

Logo, x2t − (b+ bq)xt + bq+1 divide f(x).

Mas note que, τ(x2t − (b + bq)xt + bq+1) = x2t − (b + bq)xt + bq+1 então x2t −
(b + bq)xt + bq+1 ∈ Fq[x], como f(x) é irredut́ıvel sobre Fq[x], segue que f(x) =

x2t − (b+ bq)xt + bq+1.

2.2 Idempotentes Primitivos

Nesta seção iremos calcular os idempotentes nos casos onde os fatores irredut́ıveis

de xn − 1 são os binômios e trinômios como na seção anterior.

Seja G um grupo ćıclico finito de orden n e Fq um corpo finito de ordem q, onde

q é primo relativo com n. Pelo teorema de representação de grupos ćıclicos sabemos

que:

G ∼= Cp1β1 × · · · × Cp1β1 ,

onde Cpjβj é um grupo ćıclico de ordem p
βj
j e pj são necessariamente primos distintos.

Assim a álgebra de grupo FqG é dada por:

FqG ∼= FqCpβ11 ⊕ · · · ⊕ FqCpβrr .

Desse fato, para construir os idempotentes da álgebra de grupo FqG, é suficiente

considerar o caso G = Cn, onde n é um produto de potência de primos. Observe

que a condição mdc(n, q) = 1 é necessária pelo teorema 1.32.

Consideremos Qd(x) o d-ésimo polinômio ciclotômico. Sabemos do teorema 1.15

que Qd(x) pode ser fatorado em φ(d)/sd polinômios mônicos irredut́ıveis de mesmo

grau sd sobre Fq e ainda,

sd = orddq = min{k ∈ N∗ | qk ≡ 1 (mod d)},

isto é, Qd(x) pode ser fatorado em Fq[x] como fd,1 · fd,2 · · · fd,sd onde fd,j é um
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polinômio mônico irredut́ıvel de grau sd, e então

xn − 1 =
∏
d|n

sd∏
j=1

fd,j.

Pelo Teorema Chinês dos Restos, sabemos que:

FqCn '
Fq[x]

〈xn − 1〉
'
⊕
d|n

sd⊕
j=1

Fq[x]

〈fd,j〉
.

Onde temos naturalmente os isomorfismos:

FqCn −→ Fq [x]
〈xn−1〉 −→

⊕
d|n

sd⊕
j=1

Fq[x]

〈fd,j〉

g 7−→ x̄ 7−→ (x̄, . . . , x̄).

Observe que, como cada termo desta soma direta é um corpo pelo teorema 1.34. Essa

é a decomposição de Wedderburn da álgebra de grupo, FqCn, e cada idempotente

primitivo é da forma (0̄, . . . , 0̄, 1̄, 0̄, . . . , 0̄). Além disso, se ed,j é um idempotente

primitivo de FqCn, então sua imagem via o isomorfismo deve ser um polinômio

ed,j(x) com as seguintes propriedades:

(1) grau(ed,j(x)) < n,

(2) ed,j(x) é diviśıvel por fd1,j1 para todo (d1, j1) 6= (d, j),

(3) ed,j(x)− 1 é diviśıvel por fd,j.

Dessas três propriedades, nós temos o seguinte teorema:

Teorema 2.3. Seja Fq um corpo finito com q elementos e n ∈ N∗ tal que mdc(q, n) =

1, então cada idempotente primitivo de FqCn é da forma:

ed,j(x) =
xn − 1

fd,j(x)
hd,j(x),

onde fd,j é um fator irredut́ıvel do polinômio ciclotômico Qd(x), d é um divisor de n

e hd,j(x) ∈ Fq[x] é um polinômio com grau (hd,j(x)) < sd := orddq, que é, o inverso

de xn−1
fd,j(x)

no corpo Fq [x]
〈fd,j〉

.

Observe que, se conhecermos o polinômio fd,j então hd,j pode ser explicitamente

calculado usando o algoŕıtimo de Euclides extendido para polinômios. Em geral a

fatoração de Qd(x) em Fq[x] para d e q arbitrários é um problema em aberto. Alguns

casos especiais podem ser vistos em [10] e [7].
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Do teorema 2.1 sabemos que os fatores irredut́ıveis de xn−1, com rad(n) | q−1,

são binômios do tipo xr − a ou trinômios x2r − (b + bq)xr + bq+1 com as devidas

condições sobre a, r e b. Isso nos leva ao seguinte teorema:

Teorema 2.4. Seja Fq um corpo finito com q elementos e n ∈ N∗, tais que q ≡ 1

(mod 4) ou 8 - n. Então os idempotentes primitivos de Fq [x]
〈xn−1〉 são da forma

e(x) =
r

n
a

(
xn − 1

xr − a

)
,

onde r ∈ N, a ∈ Fq são todos os pares que cumprem as hipóteses do teorema 2.1.

Demonstração.

Seja e(x) ∈ FqCn. Do teorema 2.3 temos que e(x) = xn−1
f(x)

h(x) com f(x), h(x)

como no referido teorema. Ainda temos que,

e(x) ≡ 1 (mod xr − a) e grau(h(x)) < n.

Desse modo,

Como q ≡ 1 (mod 4) ou 8 - n, pelo teorema 2.1 temos que todos os fatores

irredut́ıveis de xn − 1 são da forma xr − a e assim,

f(x) = xr − a, logo e(x) =
xn − 1

xr − a
h(x) ≡ 1 (mod xr − a).

Denotando y = xr segue que xn−1
xr−a = yn/r−1

y−a , desse modo

yn/r − 1

y − a
= yn/r−1 + ayn/r−2 + · · ·+ an/r−2y + an/r−1

≡ n

r
an/r−1 (mod y − a)

Donde segue que,

xn − 1

xr − a
h(x) ≡ n

r
an/r−1h(x) (mod xr − a)

para chegarmos ao resultado desejado basta-nos tomar h(x) = r
n
a e obtemos,

e(x) =
r

n
ag(x) tal que g(x) =

xn − 1

xr − a
.

Corolário 2.5. Seja Fq um corpo finito e n ∈ N tal que q ≡ 3 (mod 4) e 8 | n.
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Então, além dos idempotentes obtidos no teorema 2.4 existem idempotentes da forma

e(x) =
r

n

(
(b+ bq)xr − 2bq+1

) xn − 1

(xr − b)(xr − bq)
,

onde b ∈ Fq2 \ Fq e r ∈ N satisfazem as hipóteses do teorema 2.1 sobre o corpo F2q.

Demonstração. Como q ≡ 3 (mod 4) então q2 ≡ 1 (mod 4), assim pelo teorema 2.1

segue que os fatores irredut́ıveis de xn − 1, sobre Fq2 [x], são da forma xr − b onde,

• r divide n
mdc(n,q2−1) ,

• b ∈ F2q e

• ordq2(b) divide mdc(n/r, q2 − 1).

Desse modo, pelo teorema 2.4 temos que os idempotentes em Fq2 são dados por,

e1(x) = b
r

n

(
xn − 1

xr − b

)
∈ Fq2

No caso em que b ∈ Fq, e1(x) é um idempotente em Fq[x]. Assim podemos supor

que b /∈ Fq e portanto b 6= bq. Tomando,

e2(x) = bq
r

n

(
xn − 1

xr − bq

)
∈ Fq2 .

temos que,

τ(e1(x)) = τ

(
b
r

n

(
xn − 1

xr − b

))
= bq

r

n

(
xn − 1

xr − bq

)
= e2(x).

Desse modo,

1 = τ((e1(x))2) = τ(e1(x)) · τ(e1(x)) = e2(x) · e2(x) = (e2(x))2

e portanto, e2(x) também é idempotente.

Como b 6= bq temos que e1(x) 6= e2(x), uma vez que são idempotentes primitivos

segue que e1(x) é ortogonal a e2(x) e assim a soma e1(x) + e2(x) é um idempotente,

dado por:

e(x) = e1(x) + e2(x) =
r

n

(
(b+ bq)xr − 2bq+1

) xn − 1

(xr − b)(xr − bq)
.

Afirmamos que e(x) ∈ Fq[x].
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De fato, considere o automorfismo de Frobenius como no corolário 2.2. Assim,

τ(e(x)) = τ

(
r

n

(
(b+ bq)xr − 2bq+1

) xn − 1

(xr − b)(xr − bq)

)
=
r

n

(
(bq + bq

2

)xr − 2(bq+1)q
) xn − 1

(xr − b)(xr − bq)

=
r

n

(
(bq + b)xr − 2bq+1

) xn − 1

(xr − b)(xr − bq)

logo e(x) é invariante por τ pertencendo assim a Fq[x]. Pela construção de e(x)

vê-se que ele é primitivo em Fq[x].

É natural neste ponto nos perguntarmos quantos são esses idempotentes. O

próximo teorema nos dará tal resposta, para o caso particular em que n tem dois

fatores primos distintos. Um resultado para n = pα1
1 p

α2
2 · · · p

αk
k , posterior a essa

dissertação, foi obtido por F. E. Brochero Mart́ınez, C. R. Giraldo Vergara e L.

Batista de Oliveira em [4].

Teorema 2.6. Seja n = pα1
1 p

α2
2 e Fq corpo finito com q elementos tal que p1p2

divide q − 1. Então se os fatores irredut́ıveis de xn − 1 são da forma xr − a como

no teorema 2.1 temos que existem,

(a) mdc(q − 1, n) termos lineares;

(b) φ(pγ11 )(p
min{γ1,α2}
2 ) termos da forma xr − a com r = pβ11 , analogamente φ(pγ12 ) ·

p
min{γ2,α1}
1 termos da forma xr − a com r = pβ22 , 0 < β1, β2 < αi − γi, i = 1, 2;

(c) φ(pγ12 )φ(pγ21 ) termos da forma xr−a com r = pβ11 p
β2
2 , tal que βi < αi com i = 1, 2.

Demonstração. Sabemos que F∗q é ćıclico, seja F∗q = 〈g〉. Como a ∈ F∗q, temos que

a = gk, desse modo, mdc(r, k) = 1 uma vez que an/r = 1. Assim, temos 3 condições

para oque se segue:

(i) mdc(r, k) = 1,

(ii) q − 1 divide k · n
r

e

(iii) 0 < k ≤ q − 1.

Como n = pα1
1 p

α2
2 dividiremos o restante da demonstração em 3 casos:

1o Caso: r = 1

De (ii) segue que q − 1 | nk assim,

q − 1

mdc(q − 1, n)
| k n

mdc(q − 1, n)
donde,

q − 1

mdc(q − 1, n)
| k.
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Logo, 0 < k = t · q−1
mdc(q−1,n) ≤ q− 1 o que nos dá 0 < t ≤ mdc(q− 1, n). Portanto

temos no máximo mdc(q − 1, n) termos lineares.

2o Caso: r = pβ11 tal que 0 < β1 ≤ α1.

Sabemos que radn divide q − 1, logo

q − 1 = pγ11 p
γ2
2 m tal que 0 < γ1 ≤ α1 e 0 < γ2 ≤ α2. (2.1)

De (i) e (ii) temos que,

q − 1 divide pα1−β1
1 pα2

2 k com mdc(p1, k) = 1. (2.2)

De 2.1 e 2.2 segue que,

γ1 ≤ α1 − β1, logo 0 < β1 ≤ α1 − γ1 (2.3)

desse modo temos de 2.3 que α1 > γ1 e de 2.1 que γ1 = mdc(α1− β1, νp1(q− 1)),

portanto pγ22 m divide pα2
2 k e então temos duas opções:

• γ2 ≤ α2

• γ2 > α2

Se γ2 ≤ α2 então m | k e assim,

0 < k = l
q − 1

pγ11 p
γ2
2

donde, 0 < l ≤ pγ11 p
γ2
2 (2.4)

mas de 2.2 sabemos que,

mdc(k, p1) = 1 e mdc

(
q − 1

pγ11 p
γ2
2

, p1

)
= 1 (2.5)

de 2.4 e 2.5 segue que, mdc(l, p1) = 1. Portanto a quantidade de l posśıveis é

φ(pγ11 ) · pγ22 = (pγ11 − p
γ1−1
1 )pγ22 (2.6)

Se γ2 > α2 então,

pγ1−α1

2 m | k donde, 0 < k = l
q − 1

pγ11 p
α2
2

≤ q − 1 logo, 0 < l ≤ pγ11 p
α2
2 . (2.7)
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Desse modo a quantidade de l posśıveis é dada por,

φ(pγ11 )pα2
2 = (pγ11 − p

γ1−1
1 )pα2

2 . (2.8)

Em suma, se r = pβ11 com 0 < β1 < α1 − γ1 de 2.6 e 2.8 segue que a quantidade

de a posśıveis é dada por,

φ(pγ11 ) · pmin(γ2,α2)
2

Analogamente, se r = pβ22 com 0 < β2 < α2 − γ2 teremos que a quantidade de a

posśıveis é dada por,

ϕ(pγ22 ) · pmin(γ1,α1)
1

3o Caso: r = pγ11 p
γ2
2

De (ii) temos que,

q − 1 | kpα1−β1
1 pα2−β2

2 com mdc(p1p2, k) = 1. (2.9)

Desse modo,

γi ≤ αi − βi e βi ≤ αi − γi com i =1,2 (2.10)

como q − 1 = pγ11 p
γ2
2 de 2.9 vem que m | k e portanto,

0 < k = l
q − 1

pγ11 p
γ2
2

≤ q − 1 logo, 0 < l ≤ pγ11 p
γ2
2 (2.11)

mas o mdc(k, p1) = mdc(k, p2) = 1, então a quantidade de l posśıveis é dada por

φ(pγ11 ) · φ(pγ22 )
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Caṕıtulo 3

Distribuição de pesos de códigos

ćıclicos

No caṕıtulo 2 determinamos explicitamente quem são os idempotentes da álgebra de

grupo Fq [x]
〈xn−1〉 , onde q é potência de primo e n = pγ11 p

γ2
2 · · · p

γk
k , onde pi são primos tais

que rad(n)|q−1 e no caso que n é potencia de dois primos e os fatores irredut́ıveis de

xn − 1 são binômios ainda quantificamos esses idempotentes. Neste caṕıtulo deter-

minaremos a distribuição de pesos de códigos provenientes de binômios irredut́ıveis

do tipo xr − a e trinômios irredut́ıveis da forma x2r − axr + b.

3.1 Distribuição de pesos

Definição 3.1. Dado um código C de comprimento m definimos,

Aj =| {x ∈ C|ω(x) = j} |

a quantidade de palavras de peso j no código C.
Os números A0,A1, . . . ,Am são chamados a distribuição de pesos do código C.

Observemos que Aj = 0 para todo 0 < j < d, onde d é a distância mı́nima do

código.

A importância do conhecimento da distribuição de pesos de um código, radica

em que ela permite o cálculo da probabilidade de não detectar erros quando o código

é usado especificamente para detectar erros.

O cálculo da distribuição de pesos tem sido estudado por inúmeros autores utili-

zando diferentes técnicas. Mac Williams and Seery [6] apresentam um procedimento

para obter a distribuição de pesos de códigos ćıclicos irredut́ıveis binários que en-

volve a construção de uma sequência “pseudoaleatória”.Van der Vlugt [14] faz uma

57
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ligação entre o problema de calcular a distribuição de pesos e certas somas envol-

vendo somas de Gauss, que geralmente são dif́ıceis de explicitar.

Nos próximos dois teoremas calcularemos a distribuição de pesos de códigos

provenientes de binômios irredut́ıveis do tipo xr − a e trinômios irredut́ıveis da

forma x2r−axr +b. Os cálculos aqui apresentados seguem ideias similares às usadas

em [15] e [16].

Teorema 3.2. Seja Fq um corpo finito com q elementos e n um inteiro positivo tal

que rad(n) divide q−1. Seja xr−a um fator irredut́ıvel de xn−1 com a ∈ Fq, então

a distribuição de pesos do código gerado por tal fator irredut́ıvel é

Ak =

0 se n
r
- k(

r
t

)
(q − 1)t caso k = tn

r

Demonstração.

Lembremos que cada elemento da base do código C, conforme definido na ob-

servação 1.52 tem peso múltiplo de n
r
∈ N. Desse modo, se n

r
- k segue que Ak = 0.

Por outro lado, se k = tn
r

então, dos r elementos da base escolhemos t para constituir

a palavra desejada, cada qual pode ser escolhida de q− 1 formas não nulas. Donde,

Ak =

(
r

t

)
(q − 1)t.

Para encontrar a distribuição de pesos no caso que q ≡ 3 (mod 4) e 8 | n,

precisamos de alguns lemas.

Lema 3.3. Seja t um inteiro positivo nas condições do corolário 2.2 e assuma que

q ≡ 3 (mod 4). Se x2t − (b + bq)xt + bq+1 ∈ Fq[x] é um trinômio irredut́ıvel, onde

b = αul
′ ∈ Fq2, e g(x) é o polinômio xn−1

x2t−(b+bq)xt+bq+1 ∈ Fq[x], então ν2(u) ≤ r − 2 e

ω(g(x)− λxtg(x)) =

n
t
(1− 1

2r−ν2(u)
), se λ ∈ Λu

n
t
, se λ /∈ Λu

onde, Λu =
{

bi−bqi
bi+1−bq(i+1) | i = 0, 1, . . . , 2r−ν2(u) − 2

}
.
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Demonstração. Como x2t− (b+ bq)xt + bq+1 ∈ Fq[x] é um trinômio irredut́ıvel segue

que

• mdc(t, u) = 1,

• 2r - u,

• b 6= −bq. Em particular,

• ordq2b - 2(q − 1).

Observe que:

ordq2b =
q2 − 1

mdc(q2 − 1, ul′)

=
q2 − 1

mdc(q2 − 1, u q2−1
mdc(q2−1,n))

=
mdc(q2 − 1, n)

mdc(q2 − 1, n, u)

=
2r mdc(q − 1, n)

mdc(2r(q − 1), n, u)
,

e para cada primo ı́mpar p, temos que

νp

(
2r mdc(q − 1, n)

mdc(2r(q − 1), n, u)

)
≤ νp(mdc(q − 1, n)) ≤ νp(q − 1). (3.1)

Além disso,

ν2

(
2r mdc(q − 1, n)

mdc(2r(q − 1), n, u)

)
= r + 1− ν2(u) > ν2(2(p− 1)) = 2. (3.2)

Por outro lado,

g(x) =
xn − 1

x2t − (b+ bq)xt + bq+1

=
xn − 1

b− bq

(
1

xt − b
− 1

xt − bq

)
=

n/t−1∑
j=1

(
bj − bqj

b− bq

)
xn−t−tj

é um polinômio cujo grau é n − 2t e todo monômio não nulo é tal que seu grau

é diviśıvel pot t. Agora, suponha que exista 1 ≤ i < j ≤ n
t
− 2 tal que os coefi-

cientes dos monômios xn−t−jt e xn−t−it no polinômio gλ(x) := g(x) − λxtg(x) são
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simultaneamente zero. Então:

bj − bqj

b− bq
= λ

bj+1 − bq(j+1)

b− bq
e

bi − bqi

b− bq
= λ

bi+1 − bq(i+1)

b− bq
.

Logo, no caso que λ 6= 0, temos que:

bj − bqj

bj+1 − bq(j+1)
=

bi − bqi

bi+1 − bq(i+1)
.

Esta última equação é equivalente a b(q−1)(j−i) = 1, i.e, ordq2b | (q − 1)(j − i).
No caso que λ = 0, obtemos que ordq2b | (q − 1)j e ordq2b | (q − 1)i pelo mesmo

argumento. Além disso, podemos tratar esse caso como um caso particular do visto

acima tomando i = 0. Assim, segue que

2r mdc(q − 1, n)

mdc(2r(q − 1), n, u)
divide (q − 1)(j − i).

Então pela equação (3.1), a condição ordq2b divide (q− 1)(j − i) é equivalente a

ν2

(
2r mdc(q − 1, n)

mdc(2r(q − 1), n, u)

)
= r + 1− ν2(u) ≤ ν2((p− 1)(j − i)) = 1 + ν2(j − i),

e portanto 2r−ν2(u)|(j−i).

Em outras palavras, se o coeficiente do monômio de grau n− t− it é zero, então

todos os coeficientes dos monômios de grau n− t− tj com j ≡ i (mod 2r−ν2(u)) são

zero. Assim, se λ /∈ Λu, então qualquer coeficiente da forma xtj é zero e o peso de

gλ é n
t
. Por outro lado, exatamente n

t
· 1
2r−ν2(u)

, coeficientes dos monômios da forma

xtj são zero, então o peso de gλ é n
t

(
1− 1

2r−ν2(u)

)
.

Corolário 3.4. Seja g um polinômio nas condições do lema 3.3. Então

#

{
(µ, λ) ∈ F2q|ω(µg(x) + λxtg(x)) =

n

t

(
1− 1

2r−ν2(u)

)}
= 2r−ν2(u)(q − 1).

Demonstração. Se µ = 0 e λ 6= 0, então ω(λxtg(x)) = n
t

(
1− 1

2r−ν2(u)

)
e temos (q−1)

maneiras para escolher λ.

Suponha que µ 6= 0, então ω(µg(x)+λxtg(x)) = ω
(
g(x) + λ

µ
xtg(x)

)
, i.e., o peso

depende somente do quociente λ
µ
. Pelo lema 3.3 existem 2r−ν2(u) − 1 valores de λ

µ

tais que g(x)+λxtg(x) tem peso n
t

(
1− 1

2r−ν2(u)−1

)
, então temos (q−1)(2r−ν2(u)−1)

pares desse tipo.
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Teorema 3.5. Se

• 8 | n,

• t | n
mdc(n,q2−1) e

• q ≡ 3( mod 4),

então todo código irredut́ıvel de tamanho n sobre Fq tem distribuição de peso:

(a) Ak = 0 se 4 - t e n
r
- k

(b) Ak =
(
r
t

)
(q − 1)t se 4 - t e n

r
| k

(c) Ak = 0 se 4 | t e n
t2r−ν2(u)

- k

(d) Ak =
∑

k=di+nt j

0≤i+j≤t

(
t
i

) (
2r−ν2(u)(q − 1)

)i (t−i
j

) (
(q − 1)(q + 1− 2r−ν2(u))

)j
se 4 | t e

n
t2r−ν2(u)

| k, onde d = n
t

(
1− 1

2r−ν2(u)

)
, 0 ≤ u ≤ r − 2.

Em particular, se n
t2r−ν2(u)

- k então Ak = 0.

Demonstração. Observe que todo código irredut́ıvel é gerado por um polinômio da

forma xn−1
xt−a onde a ∈ Fq, ou um polinômio da forma g(x) = xn−1

(xt−a)(xt−aq) , onde a

satisfaz a condição do lema 3.3. Os itens (a) e (b) correspondem ao resultado do

Teorema 3.2. Para os itens (c) e (d), cada palavra é da forma:

2t−1∑
j=0

λjx
jg(x) =

t−1∑
j=0

hj,

onde hj = λjx
jg(x)+λt+jx

t+jg(x). Desde que, para 0 ≤ i < j ≤ t−1, os polinômios

hi e hj não tem monômios não nulos de mesmo grau, donde segue que:

ω

(
t−1∑
j=0

hj

)
=

t−1∑
j=0

ω(hj).

Pelo lema 3.3, hj podem ter peso n
j
, d, ou 0, para todo j = 0, . . . , t − 1. Para cada

j = 0, 1, . . . , t − 1, existe (q2 − 1) pares não nulos (λj, λj+t), e pelo corolário 3.4,

sabemos que existem 2r−ν2(u)(q − 1) pares com peso d. Além disso, existem

q2 − 1− 2r−ν2(u)(q − 1) = (q − 1)(q + 1− 2r−ν2(u))

pares com peso n
t
.
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Assim, para calcularAk, precisamos selecionar quais h′ls tem peso d = n
t

(
1− 1

2r−ν2(u)

)
e quais tem peso n

t
de modo que o peso total seja k.

Se escolhemos i do primeiro tipo e j do segundo tipo, os primeiros h′ls podem

ser escolhidos de
(
t
i

) (
2r−ν2(u)(q − 1)

)i
maneiras e para os outros t − 1, existem(

t−1
j

)
((q − 1)(q + 1− 2r−ν2(u))) maneiras de escolher j com peso n

t
. Os h′ls restantes

tem peso zero. Portanto,

Ak =
∑

k=di+nt j

0≤i+j≤t

(
t

i

)(
2r−ν2(u)(q − 1)

)i(t− i
j

)(
(q − 1)(q + 1− 2r−ν2(u))

)j
.

Em particular, a distância mı́nima é d e todo peso não nulo é diviśıvel pelo

mdc(d, n
t
) = n

t2r−ν2(u)
.

Definição 3.6. Seja {Ai}ni=0 a distribuição de pesos de um código C, então o enu-

merador de peso é dado por:

A(z) =
n∑
i=0

Aizi

Exemplo 3.7. Seja q = 31 e n = 288 = 25 × 3. Observe que n
mdc(n,q2−1) = 3 e

q2−1
mdc(n,q−1) = 10, r = 4. Se h(x) denota um fator irredut́ıvel de x288 − 1, então h(x)

é um binômio de grau 1, 2, 3 ou 6, ou um trinômio de grau 2 ou 6. O código

irredut́ıvel gerado pelos binômios de xn−1
h(x)

, e seus pesos são mostrados na seguinte

tabela:

Códigos Gerados por binômios

[q;n,t,n
t
] - código h(x) enumerador de peso

x+ 1

x+ 5

x+ 6

[31 : 288, 1, 288] x+ 25 1 + 30z288

x+ 26

x+ 30

x2 + 1

[31; 288, 2, 144] x2 + 5 (1 + 30z144)2

x2 + 25

x3 + 5

[31; 288, 3, 96] x3 + 25 (1 + 30z96)3

x3 + 26

[31; 288, 6, 48] x3 + 5 (1 + 30z48)6

x6 + 25



Considerações Finais

Nesse trabalho descrevemos explicitamente os fatores irredut́ıveis de xn − 1 sobre

Fq quando n = pα1
1 p

α2
2 · · · p

αk
k e q é potência de um primo tal que mdc(n, q) = 1.

Exibimos e calculamos quantos são os idempotentes da álgebra de grupo FqG quando

|G| = n, em que n = pα1
1 p

α2
2 e rad(n) não divide q − 1. Por fim, calculamos a

distribuição de pesos dos códigos gerados por esses fatores irredut́ıveis.

Uma continuidade natural deste trabalho seria considerarmos uma contagem

geral dos idempotentes quando n = pα1
1 . · · · .p

αk
k é um produto com mais de dois

primos e mdc(n, q) = 1, o que nos daria uma generalização.

Outro caminho a seguir seria substituir o grupo ćıclico G por um grupo H abeli-

ano, impondo condições necessárias sobre a ordem de H. Ainda podeŕıamos traba-

lhar na distribuição de pesos nos casos em que os fatores irredut́ıveis do polinômio

xn − 1 não são binômios ou trinômios.

63
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