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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar codigos minimais ciclicos vistos como ideais de
uma &lgebra de grupo F,G, onde F, é um corpo finito de ¢ elementos e G' um grupo
ciclico finito de ordem n.

Impondo condigoes sobre n e ¢, determinamos expressoes explicitas para os idem-
potentes primitivos desta dlgebra. Para isso, determinamos quais e quantos sao os
fatores irredutiveis do polinomio ciclotomico z™ — 1 sobre o corpo F,. Em parti-
cular, nossas condigoes garantem que todos os fatores irredutiveis sao binomios ou
trinomios. E por fim, calculamos a distribuicao de pesos destes codigos usando as

mesmas técnicas encontradas em [15].






Abstract

The objective of this work is, study minimal cyclic codes viewed as ideals of a group
algebra F,GG, where I, is a finite field ¢ elements and G a finite cyclic group of order
n.

Imposing conditions at n and ¢, we determined explicit expressions for the pri-
mitive idempotents of this algebra. To do this, we determined which and how many
irreducible factors had the polynomial ™ — 1 over the field F,. In particular, our
conditions ensure that every factors are irreducible binomials or trinomials.

Finally, we calculated the weight distribution of these codes using the same

techniques found in [15].
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Introducao

A teoria dos cédigos corretores de erros é um campo de pesquisa muito ativo na
atualidade em diversas areas do conhecimento: matematica, computacao, engenha-
ria elétrica e estatistica entre outras. Na transmissao de dados, na vida real, as
vezes ocorrem problemas, como interferéncias eletromagnéticas ou erros humanos
(por exemplo, erros de digitagao) que chamamos de ruido e que fazem com que a
mensagem recebida seja diferente daquela que foi enviada. O objetivo da teoria é
desenvolver métodos que permitam detectar e corrigir estes erros. A teoria teve
inicio na década de quarenta, quando os computadores eram maquinas muito caras
e apenas instituicoes de grande porte, como o governo ou as universidades, tinham
condicoes de manté-los. Tais computadores eram utilizados para executar tarefas
numéricas complexas, como calcular a orbita precisa de Marte ou fazer a evaluagao
estatistica de um censo. O Laboratorio Bell de Tecnologia possuia tais computado-
res, e Richard W. Hamming trabalhava com estas maquinas em 1947; porém, para
ele, o acesso estava restrito apenas aos fins de semana. Na época, os programas
eram gravados em cartoes perfurados cuja leitura pelo computador permitia detec-
tar erros de digitacao. Caso um erro fosse detectado, a leitura era interrompida
e o computador passava automaticamente a ler o programa do préximo usudrio.
Hamming relembra: “Em dois finais de semanas consecutivos eu fui e descobri que
todas as minhas coisas tinham sido descarregadas e nada tinha sido feito. Eu estava
realmente aborrecido e irritado porque queria estas respostas e tinha perdido dois
finais de semana. E entdo eu disse a mim mesmo: Maldicdo, se as mdquinas po-
dem detectar um erro, porque nao podemos localizar a posi¢ao do erro e corrigi-lo?”
[9]. Esta questao foi crucial para o desenvolvimento dos c6digos corretores de erros.
Hamming desenvolveu um codigo capaz de detectar até dois erros e corrigir um erro,
se ele for o unico. Seu trabalho s6 foi publicado em abril de 1950 no The Bell Sys-
tem Technical Journal (a publicacao tardia deste artigo ocorreu devido ao pedido de
patente destes cédigos, feita pelo Laboratério Bell). Durante os trés anos transcor-
ridos desde a elaboracao destes codigos até a publicagao de seu trabalho, Hamming

publicou diversos memorandos internos do Laboratério Bell conforme sua pesquisa
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12 INTRODUCAO

evoluia. Nestes artigos se questionava sobre a possibilidade de criar codigos mais
eficientes que aquele proposto inicialmente. A questao foi respondida indiretamente
em outubro de 1948, por C. E. Shannon, num artigo intitulado A Mathematical The-
ory of Communication, também publicado no The Bell System Technical Journal.
O artigo de C. E. Shannon deu inicio a dois novos campos de pesquisa em ma-
temadtica: a teoria de codigos (em conjunto com o trabalho de Hamming) e a Teoria
da Informacao. A partir deste artigo, pode-se dizer que houve um desenvolvimento
continuo e significativo da Teoria dos Cddigos até hoje. Mais informacoes sobre esta

histéria pode ser encontrada em [12]

Para a construcao de Cédigos Corretores de Erros precisa-se de alguns elementos
basicos, como um conjunto finito A qualquer, chamado alfabeto, uma sequéncia
finita de n simbolos de A, chamada palavra de comprimento n, e um cédigo de

comprimento n, que é qualquer subconjunto préprio de A", para algum n natural.

Neste trabalho tratamos de cédigos dotados de certa estrutura algébrica. Para
isso consideramos F, um corpo de ¢ elementos como sendo nosso alfabeto. Assim
temos em ) uma estrutura de espago vetorial de dimensao n sobre F,. Em particu-
lar, estudamos Cddigos Abelianos Minimais, vistos como ideais de uma algebra de

grupo F,G, onde G ¢ um grupo ciclico.

Inicialmente fizemos um breve estudo sobre polinomios ciclotomicos, anéis de
grupo e ideais em anéis de grupo, ja que um codigo corretor de erro pode ser visto
como um ideal nessa algebra de grupo. No capitulo 2, mostramos alguns resultados
que se baseiam parcialmente na ideia contida no artigo “Ezplicit idempotents of
finite group algebras” de Brochero Martinez, F. E. e Giraldo Vergara, C. R., que
generalizaram a ideia dos artigos “Minimal Codes of Prime-Power Length” de S.
K. Arora e Manju Pruthi, e “Idempotents in group algebras and minimal abelian
codes”, de Raul Antonio Ferraz e César Polcino Milies, que apresentam expressoes
para os idempotentes geradores de codigos ciclicos abelianos minimais quando G é
um grupo ciclico de ordem p" e F,, um corpo com ¢ elementos, tal que g tem ordem

¢(p") médulo p" sendo ¢ a funcdo de Euler.
No artigo de S. K. Arora e Manju Pruthi , o que foi publicado em 1997, foram

encontrados os idempotentes primitivos da algebra F,G' em dois casos. O primeiro
é o caso classico quando G = (g) = C,, é um grupo ciclico finito de ordem n e F,
¢ um corpo com ¢ elementos, tal que ¢ = nI’ + 1 para algum inteiro I' > 0, isto é,
¢ =1 (mod n). Ja o segundo quando G = (g) = Cp» ¢ um grupo ciclico de ordem p”
e F, é um corpo de ordem poténcia prima ¢, onde a ordem de ¢ médulo p”™ é ¢(p™),
caracterizando assim os codigos ciclicos minimais destas algebras de grupo. Estes

autores calcularam os idempotentes de F,G' com G e [F; nas hipdteses do segundo
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caso usando as classes g-ciclotomicas.

No artigo de Ferraz e Milies, publicado em 2007, sao encontrados também os
idempotentes de F,G conforme as condicoes do segundo caso descrito acima, mas a
abordagem feita por estes autores é mais pratica. Estes idempotentes geram também
os codigos ciclicos minimais de comprimento p™ sobre F,. Neste artigo ¢ calculado o
nimero de componentes simples da dlgebra de grupo semissimples e mostra-se que
este nimero corresponde ao numero de idempotentes primitivos desta algebra de
grupo. Além disso, determina-se também a distancia minima, a dimensao, o peso e
o polinomio gerador destes cédigos minimais.

Por fim, no capitulo 3 completamos o estudo sobre os codigos com a determinacao

da distribuicao de pesos de cddigos provenientes de binomios irredutiveis do tipo

r 2r

" — a e trinomios irredutiveis da forma z*" — ax” + b, utilizando as técnicas

encontradas no artigo “The weight distribution of some irreducible cyclic codes os
length 2™7, de A. Sharma e G. Bakshi.
O texto termina com algumas consideracoes, onde apresentamos perspectivas de

continuidade do tema estudado e trabalhos relacionados a esta area.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Polindomios e extensoes ciclotomicas

Nesta primeira secao traremos algumas defini¢coes e teoremas importantes da teoria
de corpos finitos que nos serao muito tteis nos capitulos subsequentes.

O préximo teorema nos garante a existéncia e unicidade de tais corpos.

Teorema 1.1. ([10], Teorema 2.5) Para todo primo p e todo inteiro positivo n existe
um corpo finito com p" elementos. Qualquer corpo finito com q = p" elementos €

isomorfo ao corpo de decomposicio de x? — x sobre IF,.

O teorema seguinte nos sera muito til no capitulo 2 para demonstrarmos diversas

propriedades a cerca dos polinomios ciclotomicos.

Teorema 1.2. Para todo corpo finito ¥y, o grupo multiplicativo F;, de elementos

diferentes de zero de F,, € ciclico.

Demonstracao.

No caso ¢ = 2 o resultado é trivial, assim assumiremos que ¢ > 3 esejah =¢g—1

a ordem do grupo FF; com decomposigao h = pi'py’* - - - pye. Para todo i, 1 <i < m,

h
pi
existem elementos diferentes de zero em F, que nao sao raizes desse polinomio. Seja

h/p.
a; um desses elementos e defina b, = a, /P

o polinémio /P — 1 tem no méximo & rafzes em F,. Desde que z% < h, segue que
T

i p'_ri

. Temos que b," = 1, donde segue que a

ordem de b; é um divisor de p;" e além disso é da forma p;’ com 0 < s; < r;. Por

outro lado,

r;i—1

i _ a?/’m £1,

(2

entdo a ordem de b; é p;'. Afirmamos que o elemento b = byby - - - by, tem ordem h.

De fato, se denotamos por k a ordem de b, e k fosse um divisor préprio de h, para

15
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algum inteiro 2 < i < m terfamos que k divide &, podemos supor sem perda de
p

3

generalidade que ¢ = 1. Entao
1= oM = Bl phie,

Agora se 2 < j < m, entao p;j divide pil e assim b?/pl = 1. Isso implica b}f/m =1de
onde temos que a ordem de b; deve dividir z%’ 0 que nao ¢é possivel uma vez que a

ordem de b; é p}'. Portanto, IF; é um grupo ciclico com gerador b. O]

Definigao 1.3. Um gerador de um grupo ciclico Fy € chamado um elemento primi-
tiwo de IF,.

O préximo teorema nos fala sobre as raizes de polinoémios em F|[x].

Teorema 1.4. ([10], Teorema 2.14) Se f € um polinémio irredutivel em F,|x] de
grau m, entao f tem uma raiz o em Fym. Além disso, todas as raizes de f sao

. . . 2 m—1
simples e dadas por m elementos distintos a, a9, , ... «af de Fym.

Corolario 1.5. ([10], Coroldrio 2.15) Seja f um polindmio irredutivel em F,[z] de

grav m. Entao o corpo de decomposicao de f sobre F, é dado por Fym.

Definicao 1.6. Seja n um inteiro positivo. O corpo de decomposicao de x™ —1 sobre
0 corpo K é chamado o n-ésimo corpo ciclotomico sobre K e denotado por K™ . As
raizes de x™ — 1 em K™ sdo chamadas as raizes n-ésimas da unidade sobre K e o

conjunto dessas raizes € denotado E™.

Definicao 1.7. Seja K um corpo de caracteristica p e n um inteiro positivo nao
divisivel por p. Entdo o gerador do grupo ciclico E™ é chamado a raiz n-ésima

primitiva da unidade.

Definicao 1.8. Seja K um corpo de caracteristica p, n um inteiro positivo nao di-

visivel por p e & uma raiz n-ésima primitiva da unidade sobre K. Entao o polinomio

Qu(z) =[] (=-¢) (1.1)

¢ chamado o n-ésimo polinomio ciclotomico sobre K.
Outro conceito que serd recorrente nos capitulos 2 e 3 é o de funcao de Euler.

Definigao 1.9. Para m € N definimos a fun¢ao de Fuler, ¢(m), como o nimero
de inteiros k tal que 1 < k < m e mdc(k,m) = 1.



1.1. POLINOMIOS E EXTENSOES CICLOTOMICAS 17

Proposigao 1.10. Seja m,n,s € N e p um nimero primo. Sao vdlidas as sequintes

propriedades sobre a funcao de Fuler:
(a) o) = (1-1) ;
(b) ¢p(mn) = ¢(m)¢(n) se mde(m, n) = 1;

(c) $(m) = m <1 - p%) <1 — p%), onde m = p{'---pS é a decomposi¢ao de m

em Primos.

Para provarmos o proximo teorema precisaremos de um lema bastante conhecido,

o qual enunciaremos sem demonstracao.

Lema 1.11 (Lema de Gauss). Seja f(z) € Z[z] um polinémio primitivo nao cons-
tante. Entdo f(x) € irredutivel em Q[x] se, e somente se, f(x) € irredutivel em
Z[z| (isto €, nao podemos escrever f(x) = g(x)h(xz) com g(z); h(x) € Zlz] ndo

constantes).

Teorema 1.12. Seja K um corpo de caracteristica p e n um inteiro positivo nao

divisivel por p. Entao:

(i) 2" =1 =[] Qa(x).

din

(i1) Os coeficientes de Qq () pertencem ao subcorpo primo de K ou Z se o subcorpo
primo de K for Q.

Demonstracao.

(i) Cada raiz n-ésima da unidade sobre K é uma raiz d-ésima primitiva da unidade
sobre K para exatamente um divisor positivo d de n. Em detalhe, se £ é a
raiz n-ésima primitiva da unidade sobre K, entao £° é uma raiz n-ésima da
unidade sobre K, de ordem d = m. Isto é, d é a ordem de & em E™.

Uma vez que,

" —1=]]-¢) (1.2)

a férmula em (i) é obtida coletando os fatores (z — £°) para os quais £° é uma

raiz d-ésima primitiva da unidade sobre K.

(ii) Este item serd provado por indugao em n. Note que @,(x) é um polindomio

monico. Para n =1 temos Q1(z) = x — 1 e a afirmativa é vélida. Agora, seja
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n > 1 e suponha a proposigao vélida para todo Qg(z) com 1 < d < n . Entao
segue de (i), Qn(z) = %, onde

f@) =] Qalx).
d

d<n

Da hipdtese de inducao segue que f(z) é um polinémio com coeficientes no
subcorpo primo de K ou em Z no caso da caracteristica de K ser 0. Fazendo
uma longa divisdo com 2™ — 1 e o polindomio moénico f(x), vemos que os coefi-
cientes de @, (x) pertencem ao subcorpo primo de K se os coeficientes de f(z)
estao em K. J& se estes coeficientes estao em Q pelo lema 1.11 segue que os

coeficientes de @, () estardo sobre Z.

Exemplo 1.13. Seja r um primo e k € N. Entao

1

Quela) = 1+ 2™ 422" oo g0

desde que,
-1 " —1
Qi) = Qu2)Qp(2) - Qi1 (x) 2™ —1

pelo teorema 1.12 (i). Para k = 1 nds simplesmente temos Q.(z) = 1+ z + x* +

..._|_x7’_1’

As propriedades sobre polinémios ciclotémicos da préxima proposicao serao de

extrema importancia nos capitulos subsequentes.

Proposigao 1.14. Sao validas as sequintes propriedades sobre polinomios ciclotomicos:

(a) Qmp(z) = %’;(ép)) sep € primo e m € N nao é divisivel por p;
() Qup(x) = Qum(2P) para todo m € N tal que p | m;

(c) Qupr(x) = Qup(z?* ) sep € um primo e m, k € N sdo arbitrdrios;
(d) Qon(x) = Qn(—x) sen >3 en € impar;

(e) Q,(0)=1sen>2;

(f) Qn(x_l)x¢(”) = Qn(z) sen >2;
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(9)

0 sen=1
Qn(l) =< p sen éuma poténcia de um primo p
1 sem tem pelo menos dois fatores primos distintos;
(h)
0 sen =2

-2 sen=1

Qn(_1>

/\\

P se n € duas vezes uma poténcia de um primo p

1 em outro caso;

Demonstracao.

(a) Provaremos por inducao sobre m. Para m = 1 temos:

_ a1 :xp—lel(xp)
[[ Qu(z) -1 Qi)

pld
d#p

Qp(2)

Hipdtese de indugao: A afirmagao é vélida pra todo s < m. Devemos mostrar

que a afirmacao é valida para s = m.

O () = am -1 "™ — 1 B " — 1
w T Q@ T T Que) IT Qo) TT Q) [T Qo)
d|mp d|mp d|mp s#EmM "
pld ptd

mas pela hipdtese de inducao,

[T Qs(aP)

Qs(x?)  w
5,171 ” 171 s(z) [T Qs(x)
s|m s|m S¢m
| \ g
entao
P — 1 " — 1

T Q@) T Qule) ~ TLO
s#m dlm % . Qm(ﬂ3> . H Qd(«r)

s|lm
s#Em d#m
slm dlm

(@) =1 1 Qula?)
@6 Qu@)  Qul)

s#EmM

s|lm
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portanto, Q,(z) = %m((af))

Da definicao podemos escrever:

m mp
Qu(e)= ] @=) e Qu@)= ] @-¢)
mdcfs:,'rln):l mdc(z,:nip):l

em que 7y € uma raiz m-ésima primitiva da unidade e ( é uma raiz mp-ésima

primitiva da unidade.

Para mostrar que esses dois polindomios sao iguais mostraremos que eles tem

mesio grau € as mesimas raizes.

Como p | m segue que ¢(mp) = p - ¢(m), assim o grau de Q,(z) ¢é igual a

p - ¢(m) e portanto o grau de Q,,(z?) ¢é igual ao grau de @y, (7).

Seja 0 raiz de xP — v assim, 0 — v = 0 desse modo #? = v mas, v é uma raiz

m-ésima primitiva da unidade entao (7)™ = ~+™ =1 o que nos da ™" = 1.

Por outro lado, denotemos por n a ordem de 6. Desse modo #" = 1, assim
A = (0P)" = (0")P = 1 logo " = 1 donde segue que m | n. Como 6™ = 1

temos que n | mp e consequentemente m = n ou n = mp.

Suponhamos que n = m. Como p | m segue que y™/? = (P)™/P = " = " =1,
o que é absurdo, pois % < m. Entao sé pode ser n = mp e assim a ordem de 6

é mp.

k

Neste item basta-nos usar o item (b) p*~! vezes. Vejamos,

Qmpk (m) = Qmpk—l(mp) = Qmpk—z (ZL‘p2) =...= Qmp(mpkil).

Observemos que
_ Qn (xz)

Desse modo, basta-nos mostrar que @Q,(z?) = Q. () - Q.(—x).

Qa2n(7)

Observemos que se £ é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entdao v = &2

também é raiz n-ésima primitiva da unidade, pois mdc(n,2) = 1. Assim segue
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que,

Q)= ] *-19

1<d<n

mdc(d,n)=1
_ H (1’2—52d>
1<d<n
mdc(d,n)=1
= I @-¢) ]I @+
1<d<n 1<d<n
mdc(d,n)=1 mdc(d,n)=1
= Qu(@) - (=1)"™ - Qu(-1)

. <_
(e) Vamos dividir em 2 casos:

1° Cason = 2:

Qalz) = 11 1= Qa(0) =

Q)= [ @-¢)=Quo =0 [ =1

s=1 s=1
mdc(s,n)=1 mdc(s,n)=1

1 n
-1\ __ /s
portanto, Q,(z™") = o) [ (z—¢).

(g) Para n =1, é ficil ver que Q1(z) =z — 1, logo Q1(1) = 0.

21
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Para n = p* com k > 1, temos

k

Qo (2) " —1 P —1
k(L) = =
P Hdd;!& Qd(l’) Qp(x) : sz (CL’) ce ka72 (Qj’)ka—l (ZL‘)
k
Il e o IR L |
xpkfl 1 & iy L

p somandos

portanto, @, (1) = p.
Para n = p*m com mdc(m, p) = 1, utilizando os itens (c) e (a) na primeira e

segunda igualdade, respectivamente, temos:

_Qu(@ ) Qu(a?)
Qm<xpk71) Qm<xpk71)

Jo—
Qi () = Qup(@” ) (1.3)
assim, Qi (1) = 1.

Trivialmente temos que,

Qir)=2—-1 e Qz)=x+1

logo,

Observemos que,

Qp(—1) = (=P 4+ (=1)P 2+ (=1 + (=)' + 1
1 sep#2

0 sep=2.

No caso que n = p* com k > 2, pelo item (c) temos que:

1 sep#2

Q-1 = Q11" = )
sep=2.

Assim falta considerar o caso que n tem pelo menos dois divisores primos dis-

tintos. Suponhamos n = p*m com mdc(p,m) = 1.

Se m = 2 temos,

Q2pk<x> = Q];(_‘T)ﬂ entao QQp’V(_1> = Qi(l) =D
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No caso m # 2, de (1.3) segue que

=1

Qm((_l)pk)

kam<_1) = Om ((_1):,,1% )

]

Para algumas aplicagoes em corpos finitos é muito 1util sabermos algumas pro-

priedades de corpos ciclotomicos.

Teorema 1.15. ([10], Teorema 2.47) O corpo ciclotémico K™ ¢é uma extensdo

algébrica simples de K. Além disso:

(i) Se K = Q, entdo o polinémio ciclotémico Q,, € irredutivel sobre K e [K™ : K]
= ¢(n).

o(n)
d

tintos, monicos irredutiveis, de mesmo grau d em K[zl K™ ¢é o corpo de

(i1) Se K = F, com mdc(q,n) = 1, entao Q,, se fatora em polinomios dis-

decomposicio de Q, sobre K e [K™ : K] = d, onde d é o menor inteiro

positivo tal que ¢ =1 (mod n).

Definicao 1.16. Seja f € F,[z] um polinomio ndao nulo. Se f(0) # 0, entdo o
menor inteiro positivo «, tal que f(x) divide x* — 1 é chamada a ordem de f, que
denotamos por ord(f) = ord(f(z)). Se f(0) =0, entio f(x) = z"g(zx), onde h € N
e g € Fylx] com ¢(0) # 0 sdo unicamente determinados; neste caso a ord(f) é

definida como sendo ord(g).

A ordem de um polinémio irredutivel f pode ser caracterizada da seguinte ma-

neira alternativa:

Teorema 1.17. ([10], Teorema 3.3) Seja f(x) € Fylx] um polinomio irredutivel
sobre F, de graum e com f(0) # 0. Entao a ordem de f € igual a ordem de alguma

raiz de f no grupo multiplicativo Fy..

Teorema 1.18. O nudmero de polindmios monicos irredutiveis em Fy[x] de grau m

e ordem « € iqual a
(i) % se > 2 em € a ordem multiplicativa de g (mod «),
(i) 2 sem=a=1,

(i1i)) 0 em todos os oulros casos.
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Em particular, o grau de um polinomio irredutivel em F,[z] de ordem o deve ser

wgual a ordem multiplicativa de ¢ mod «.

Demonstracao.

Seja f um polinémio irredutivel em Fy[z] com f(0) # 0. Entao de acordo com
o teorema 1.17, temos que ord(f) = « se e somente se todas as raizes de f sdo
rafzes a-ésimas primitivas da unidade sobre F,. Em outras palavras, ord(f) = a se
e somente se [ divide o polinémio ciclotomico @Q,. Pelo teorema 1.15(ii), qualquer

polinomio monico irredutivel de @), tem o mesmo grau m, o menor inteiro positivo
¢(a)

tal que ¢™ =1 (mod «), e o ntimero desses fatores ¢ dado por £>*. Param = a = 1,
também temos que considerar em nossa contagem, o polindbmio monico irredutivel

flz) == O

Agora descrevemos um principio geral para obtermos novos polinémios irre-
dutiveis de outros ja conhecidos. Isso depende de um resultado técnico auxiliar
de teoria dos numeros. Recapitulamos que se n e b, inteiros positivos, sao rela-
tivamente primos entdo o menor inteiro positivo k para o qual b* = 1 (mod n) é
chamado de ordem de b mddulo n. Observamos que a ordem multiplicativa divide

qualquer outro inteiro positivo h para o qual b* =1 (mod n).

Lema 1.19. (/10], Lema 3.34) Seja s > 2 e a > 2 ‘inteiros relativamente primos, e

m a ordem multiplicativa de s modulo o. Seja t > 2 um inteiro tal que os fatores
(s™—1)

primos dividem o mas nao . Assuma também que s™ =1 (mod 4) set =0

(mod 4). Entdo a ordem multiplicativa de s mddulo ot € igual a mt.

Teorema 1.20. Sejam fi(x), fo(z), ..., fn(z) todos os polinémios ménicos irre-
dutiveis e distintos em F,[z], de grau m e ordem «, e seja t > 2 um inteiro cujos
fatores primos dividem o mas nao dividem @.
(mod 4) set =0 (mod 4). Entao fi(z'), fa(x'), ..., fx(2) sdo todos os polindmios

monicos wrredutiveis distintos em Fy[z] de grau mt e ordem at.

Assuma também que ¢ = 1

Demonstracao.
A condicao sobre « implica que o > 2. De acordo com o teorema 1.18, polinomios

monicos irredutiveis em F [z] de grau m e ordem o > 2 existem, somente se m ¢é a

ordem multiplicativa de ¢ (mod «), e entdo o nimero de tais polinémios é N = %

Pelo lema 1.19 a ordem multiplicativa de ¢ (mod at) é igual a mt, e desde que %
pela férmula na proposigao 1.10 parte (c) e usando o fato que todo primo que divide
t divide também «, segue que o nimero de polinémios monicos irredutiveis em F[z]

de grau mt e ordem at é

dat) _tola) _ola) _

mt mt m
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Além disso, isso nos mostra que cada um dos polindémios f;(z),1 < j < N, é
irredutivel em F,[z] e de ordem at. Uma vez que, as raizes de cada f;(z) sao
raizes a-ésimas primitivas da unidade sobre F, pelo teorema 1.17, segue que f;(z)
divide o polinémio ciclotémico Q, () sobre F,. Entao f;(z") divide Q, ("), e usando
repetidamente a proposi¢ao 1.14 parte (b) mostramos que Q. (z") = Qu(x). Desse
modo f;(z") divide Qu(z). De acordo com o teorema 1.15 (ii), o grau de cada
fator irredutivel de Qq:(x) em F,[z] é igual a ordem multiplicativa de ¢ (mod at),
que pelo lema 1.19 é mt. Portanto, como f;(z") tem grau mt, segue que f;(a') é
irredutivel em F,[z]. Além disso, desde que f;(z") divide Qui(2), a ordem de f;(a?)
é at. ]

Exemplo 1.21. Os polindmios irredutiveis em Fylz| de grau 4 e ordem 15 sdo
'+ 2+ 1 ext+2°+ 1. Entao os polinomios irredutiveis em Fylz] de grau 12 e
ordem multiplicativa 45 sio 2 + a3 + 1 e 22 + 2% + 1. Os polinémios irredutiveis
em Falz] de grau 60 e ordem 225 sio 2% + 2% +1 e 2% + 2% + 1. Os polinémios

irredutiveis em Folx] de grau 100 e ordem 375 sao x'%° + 2% + 1 e 2100 + 2™ + 1.

O préximo teorema nos diz sobre a quantidade desses polinémios irredutiveis

que encontramos.

Teorema 1.22. ([10], Teorema 3.37) Sejam fi(x), fa(x), -+, fn(x) todos os po-
linémios monicos irredutiveis, distintos em Fy[x] de grau impar m e ordem «. Seja
qg=2%—1,t=2% coma,b> 2, ondeu,v sdo impares e todos os fatores primos de
t dividem o mas ndo . Se k = min {a,b} entdo cada polinomio f;(x') se fatora
como um produto de 281 polinémios monicos irredutiveis g;;(x) em F,[z] de grau
mt2'=k. Os 2"'N polinémios g;;(x) sdo todos distintos e irredutiveis em F,[z] de

grau mt2'=* e ordem at.

No que segue, estudaremos polindomios irredutiveis com algumas caracteristicas
especiais.

Um binémio é um polindmio com dois coeficientes diferentes de zero, onde um
deles é um termo constante. Binomios irredutiveis podem ser caracterizados ex-
plicitamente. Para esse propésito é suficiente considerarmos binémios monicos nao
lineares.

O teorema a seguir trata da irredutibilidade de tais polinomios.
Teorema 1.23. Sejat > 2 um inteiro e a € IF;;. Entao o binomio xt —a é irredutivel
em [F [z] se, e somente se as sequintes duas condi¢des sao satisfeitas:

(1) Cada fator primo de t divide a ordem « de a € F,, mas nao %1;
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(ii) Set for divisivel por 4 entdo ¢ =1 (mod 4).

Demonstracgao.

Suponha (i) e (ii) sdo satisfeitos. Notamos que f(z) = z — a é um polinémio
irredutivel em F,[z] de ordem «, e assim f(z") = z' — a é irredutivel em F,[z], pelo
teorema 1.20.

Suponha que (i) seja violado. Entao existe um fator primo r de ¢ que divide
(1;_1 ou nao divide . No primeiro caso, temos que rs = q;—l para algum s € N. O
subgrupo de F} consistindo de todas as r-ésimas poténcias, tem ordem ‘1;—1 =rs
desse modo, contém um subgrupo de F; de ordem « gerado por a. Em particular,
a =" para algum b € F}, e assim 2* —a = 2" — b" tem um fator z* —b. No outro
caso, r nao divide q;—l nem « e assim r nao divide ¢ — 1. Entao rir =1 (mod g —1)
para algum r; € N, e assim 2! — a = 2" — ¢"" tem um fator z'* — a"* .

Agora suponha que (i) seja satisfeito e (ii) violado. Entao t = 4t, para algum
ts € N e ¢ # 1 (mod4). Mas (i) implica que a é par, e como « divide ¢ — 1
devemos ter ¢ impar. Assim, ¢ =3 (mod 4). O fato de z' — a ser redutivel em F,[z]

é entao consequencia do teorema 1.22. O

Na proxima segao apresentaremos algumas definigoes e resultados bésicos de

anéis de grupos, fundamentais no desenvolvimento do trabalho.

1.2 Anéis de Grupos

Sejam R um anel com unidade e G um grupo, definimos RG como sendo o conjunto

de todas as combinacgoes lineares formais finitas;

a:Zagg com ag € R,

geqG
onde a4 # 0 para um nimero finito de g € G.

Dado um elemento aw = ) __. a,g definimos o suporte de a sendo o conjunto de

geG
elementos em GG que aparecem efetivamente na expressao de «;, i.e,

supp(ao) = {g € Glay # 0}.

Note que, da definicao, dados dois elementos o = Z agg e B = Z byg em RG,
geG geG
temos que a = f3 se, e somente se a, = b, para todo g € G.
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Definimos a soma de dois elementos em RG componente a componente:

Z%g + Z beg = Z(ag +by)g.

geG geG geG
Também definimos o produto como:

<Zagg) (Z bhh> = > (agby)gh.

geG heG g,heG

E por fim, definimos o produto de elementos em RG com elementos em R:

A (Z agg> = Z(Aag) com A€ R.

geG geqG

E facil ver que, com as operagoes acima, RG é um anel com unidade, a saber:

lre = Z Ugg

geG

onde o coeficiente que corresponde a unidade do grupo ¢é igual a 1 e os outros sao

nulos.

Definicao 1.24. O conjunto RG, com as operagoes definidas acima, ¢ chamado
o anel de grupo de G sobre R. No caso em que R € comutativo, RG ¢é também

chamado algebra de grupo de G sobre R.

Proposicao 1.25 ([8], Proposicao 1). Sejam A uma R-dlgebra , G um grupo, U(A)
o grupo das unidades de A e

n:G—UA)

um homomorfismo de grupos. Entao, a aplicacdao
v: RG— A

definida por
() = st
geG geG

€ um homomorfismo de R-dlgebras.

Consideremos H < (G, entao existe um homomorfismo de G em G/H, consequen-

temente de G no grupo das unidades da algebra de grupo R[G/H]| e, pela proposi¢ao



28 CAPITULO 1. PRELIMINARES
1.25, existe um homomorfismo natural:
w: RG — R|G/H]|

definido por:
() - S
geG geqG
onde g é a imagem de g em G/H.
Observemos que se G = H, entdao G/H =1 e g =1 para todo g € G. Portanto,

neste caso particular, o homomorfismo é dado por:

. <Z agg) Y,

geG geG

O nicleo desta aplicacao, denotado por A(G), é chamado o ideal de aumento de
RG, i.e,

ker(w) = A(G) = { Zagg ; Z&g = 0}.

geG geG

Notemos que se um elemento o = Z a,9 € A(G), podemos escreve-lo da se-

geG
guinte forma:

OzZZag(g—l)—i—Zag:Zag(g—l).

geG geG geG

Desse modo concluimos que A(G) é um R-médulo livre com base {g — 1 | 1 #
g € G}. Denote por S(G) o conjunto de todos os subgrupos de G e por Z(RG) o

conjunto de todos os ideais a esquerda de RG.

Defini¢ao 1.26. Para um subgrupo H € S(G), denotamos por Ag(G, H) o ideal a
esquerda de RG gerado pelo conjunto {h —1: h € H}, isto é,

AR(G,H) = { Zah(h— 1) € RG :ay € RG}
heH
Observe que Ar(G,G) = A(G).

Conceitos primordiais na teoria de anéis de grupos sao os de simplicidade e

semissimplicidade.
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Defini¢ao 1.27. Uma dlgebra A € simples se A # {0} e seus tnicos ideais sio (0)
e A.

Definicao 1.28. Uma dlgebra A é semissimples, se A € semissimples como A-

mdodulo a esquerda, isto €, se A como A-maodulo € soma direta de somandos simples.

Apoés essas definicoes uma pergunta surge naturalmente: Quais as condigoes
sobre R e G para que RG seja semissimples?
O Teorema de Maschke responde essa questao. Mas antes, precisamos de algumas

definicoes e resultados.

Definicao 1.29. Seja X um subconjunto do anel de grupo RG. O anulador a

esquerda de X € o conjunto
Anl.(X) ={a € RG: ax =0,V € X}.
Similarmente, nos definimos o anulador a direita de X por
Anly(X) ={a € RG : za =0,Vz € X}.

Se Anl.(X) = Anly(X) denotamos por Anl(X) o anulador de X.

Lema 1.30. Seja I um ideal bilateral de um anel R. Suponha que existe um ideal
J tal que R=1& J (como R-mdédulos). Entao, J C Anly(I).

Demonstracao.
Sejam x € J,y € I elementos arbitrarios. Uma vez que J é um ideal a esquerda
e I é um ideal bilateral, nés temos que yz € JNI = (0). Consequentemente, yxr = 0

e assim « € Anly(I). O

Lema 1.31. ([11], Lema 3.4.6) Se o ideal de aumento A(G) € um somando direto
de RG como um RG-mddulo, entao G € finito e |G|, ordem de G, € invertivel em
R.

Teorema 1.32. (Teorema de Maschke) Seja G um grupo. Entdo, o anel de grupo

RG € semissimples se e somente se as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
(i) R é um anel semissimples.
(i1) G € finito.

(i1i) |G| € invertivel em R.
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Demonstra¢ao. Assuma que RG é semissimples, logo A(G) também é semissimples.

Considere o homomorfismo,

v: RG —

Zagg — Zag

geG geG

Vé-se claramente que 1 é sobrejetiva e pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo segue

que, s
Fer(0) = Im(y) = R.
Como ker(¢) = {a € RG : Y(a) = 0} = A(G), temos que:
. RG

Logo R é semissimples, uma vez que quociente de anéis semissimples é semissimples.

Para provar os itens (ii) e (#i7) observe que, da semissimplicidade de RG segue

que A(G) é um somando direto e entao o resultado segue do Lema 1.31.

Agora assuma que sao validas as condigoes (i), (i), (iii) e seja M um RG-
submédulo de RG. Devemos provar que M é um somando direto de RG. Observe
que M é um R-submoddulo de RG. Por hipétese temos que R é semissimples, logo RG
é semissimples como um R-médulo. Entao existe um R-submédulo N de RG tal que
RG = M & N(como R-médulos). Seja m: RG — M a projegao canonica associada
a soma direta acima citada, assim m é um R-homomorfismo. Seja 7* : RG — RG
dada por:

Zg m(ga), paratodo « € RG.

geG
Note que Im(n*) C M, ja que Im(mw) C M, e M é um RG-submdédulo. Se provarmos
que 7 é um RG-homomorfismo tal que (7*)? = 7* e Im(7*) = M, entao o ker(n*)
serd um RG-submddulo tal que RG = M @ Ker(n*) e o teorema estard provado.
Como 7* é um R-homomorfismo, para mostrar que é também um RG-homomorfismo

basta provar que
7 (ax) = ar*(x), paratodox € RG e paratodo a € G.
De fato,

(azx) |G|Zg 7(gax) |G|Zga ((ga)z).

geG geG
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Fazendo t = ga,
1
7 (ax) = a@ Z t'a(tr) = an*(v)

teG

Além disso,

m(a+p) =7"(a) + 7°(f).

Mas 7 é uma projecao sobre M, entdao m(m) = m, para todo m € M. Como M é

um RG-modulo temos que gm € M para todo g € GG. Logo:

w(m) = &> _ g 'mlgm)

geG

= &9 agm)

geG

— L
- |G|Zm

geG
= ﬁ|G\m

= m.

Como Im(m*) C M obtemos, 7*(7*(z)) = n*(x) para todo z € RG, donde (7*)? =
.
Finalmente, o fato de 7n*(m) = m, para todo m € M também mostra que

M C Im(7*), o que conclui o teorema. O

Corolario 1.33. Seja G um grupo finito e F um corpo. Entao FG é semissimples

se e somente se char(F) nao divide |G)|.

A translacao do teorema de Wedderburn-Artin neste contexto descreve comple-

tamente a estrutura de uma &algebra de grupos.

Teorema 1.34. ([11], Capitulo 3, Teorema 3.4.9) Seja G um grupo finito e K um
corpo tal que char(K) nao divide |G|. Entdo:

(i) KG é a soma direta de um nimero finito de ideais bilaterais {B;}1<i<r, as

componentes simples de KG. Cada B; € um anel simples.

(i1) Qualquer ideal bilateral de KG é uma soma direta de alguns dos membros da
familia {B;}1<i<,.

(i7i) Cada componente simples € isomorfa a um anel de matrizes da forma M, (D;),
onde D; é um anel de divisao contendo uma copia isomorfa de K no seu centro,

e o isomorfismo

KG ~ @ M,.(D;)
i=1
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¢ um isomorfismo de K-dlgebras.

(iv) Em cada anel de matriz M,,(D;), o conjunto

I 0 0

) 0 0 )
I, = . . . ZIl,ZEQ,...,IniEDi ’L"Dzm

Tp, 0 - 0

¢ um tdeal maximal a esquerda.

Dado x € KG, considere ¢(z) = (aq,...,q,) € @ M, (D;) e defina o produto
i=1

de x por um elemento m; € I; por xm; = am,;. Com essa definicao, I; torna-se
um KG-maodulo.

(’U) I; # Ij; 5627&]
(vi) Qualquer KG-mddulo simples € isomorfo a algun I;, 1 <i <.

Corolario 1.35. ([11], Capitulo 3, Coroldrio 3.4.10) Seja G um grupo finito e K
um corpo algebricamente fechado tal que char(K) 1 |G|. Entao:

KG ~ @ M, (K)
=1

eni+n3+---+n=|G|.

Observacao 1.36. Seja G um grupo ciclico de ordem n tal que G = {(a) e K um

corpo cuja caracteristica nao divide |G|. Entao a aplicagdo dada por

¢: Klz] - KG
H

K
f(@) f(a)
€ um epimorfismo de anéis e pelo teorema do isomorfismo,

K]

KG =
G Ker(p)

onde ker(p) ={f(z) € K[z]: f(a) = 0}.

Como Klx| € um dominio de ideais principais, Ker(p) € gerado por um polinémio
monico de menor grau que tem a como raiz. Se acharmos esse polinomio f,(z),

o elemento gerador correspondente a classe x + (f,) € @[‘?. Como a™ = 1, seque

que " — 1 € Ker(y). Note que se f(x) = Z/@xz ¢ um polinomio de grau r < n,
i=0
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temos que f(a) = Z kia' # 0, porque os elementos {1,a,a?,...,a"} sdo linearmente
i=0
independentes sobre K. Entao Ker(p) = (" — 1), e assim

Seja " — 1 = fi1fo--- fr a decomposicao de x™ — 1 como um produto de polinomios
irredutiveis em Klx]. Uma vez que assuminos char(K) 1 |G|, esse polindmio é

separdvel com f; # f; se i # j. Usando o Teorema Chinés dos Restos seque que:

Kla]  Klz] K]
KG = . .
TR TAR T
Sobre esse isomorfismo o gerador a € levado no elemento (x + (f1), -,z + {fi)).

Se & ¢ uma raiz de f;, 1 <1 <t, entao % e, consequentemente,

KG=K(&)®K(&) D ® K(&),

desse modo KG € a soma direta de estensoes ciclotomicas de K.

Por outro lado, usando a teoria desenvolvida na se¢ao anterior, podemos escre-

o KBl oy G KT
Ke= o = OBT)

onde 0s fq; sao os polinomios monicos irredutiveis de grau d.

ver:

Os elementos idempotentes sao fundamentais no estudo da decomposicao de

algebras semissimples.

Definicao 1.37. Um elemento e # 0 em uma dlgebra A é dito idempotente se

e? = e. Um idempotente é dito primitivo se ele ndo pode ser escrito como e =

e +¢”, onde €, e" sio nao nulos tais que € - " = 0. Uma familia de idempotentes

€1, ..., e, satisfazendo as sequintes condigoes:
(i) e; # 0 para todo 1 <i <r,

(i1) se i # j entdo e;e; =0,

(i) 1 =€+ +e,,

¢ chamada familia completa de idempotentes ortogonais.
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Se e é idempotente entao, 1 — e também é idempotente. Ainda sao ortogonais.
De fato,

(1—e)? = 1-2e+¢?
1—2e+e
= l—e

1.3 Cébdigos Lineares

Nesta secao traremos algumas defini¢oes e resultados basicos da Teoria de Codigos
Corretores de Erros. Em particular, estudaremos cédigos minimais vistos como
ideais de uma algebra de grupo IF,G, onde F, ¢ um corpo finito de ¢ elementos e G
um grupo ciclico finito.

O ponto de partida da Teoria de Cdédigos é um conjunto finito A qualquer,
chamado alfabeto. Uma sequéncia finita de n simbolos de A é chamada palavra
de comprimento n. Um cédigo de comprimento n ¢ um subconjunto préprio de
A" para algum n € N.

Estamos interessados em codigos dotados de certa estrutura algébrica, assim,
tomando o alfabeto como F, temos em [y uma estrutura de espago vetorial de
dimensao n sobre F,. Um cdédigo linear C sobre o alfabeto I, ¢ um subespaco
vetorial de [y

Existem vérias formas de descrever um codigo, uma delas é considerando uma
base eq, ea,..., e, de C. Assim, todo elemento de C se escreve de maneira tinica, da
seguinte forma:

Are1 + dges + -+ Ape,

com \; € F, para todo i € {1,2,...,m}. Considere a aplicagao

T Fr — Fr
A= (/\17/\27"' a)\m) — ()\17)\2a"' 7Am)M7
onde

€1 €11 €12+  €E1p

€2 €21 €22 - €y

€m €m1 €m2 *°° Emn
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representa uma transformacao linear injetiva tal que Im(7) = C. Se A = (A, Ay, ..., A\m),
entdao T'(\) = Ajey + Ages + -+ - + A\pey. A matriz M descreve a aplicacao linear
T e é chamada matriz geradora do cédigo. Observemos que C consiste combinagoes
lineares AM. Na teoria de codigos A = (A1, Mg, ..., A) € Fi? é chamada sequéncia
de informagao ou mensagem, C é o codigo de canal e T é o codificador.

Como a base para um codigo linear C nao é unica, temos que a matriz geradora
também nao é unica. Porém, dadas duas matrizes que geram C, uma pode ser obtida

a partir da outra através das seguintes operacoes elementares de linhas:
e permutacao de duas linhas;

e multiplicagao de uma linha por um escalar nao nulo;

e adigao de um multiplo escalar de uma linha a outra;

Assim, podemos escolher uma base para C tal que a matriz geradora seja da forma
M = (I,,]A), onde I,, é a matriz identidade m x m ¢ A é uma matriz m x (n —m).
Neste caso, dizemos que M esta na forma padrao.

Se M esta na forma padrao, entdo dada uma palavra ¢ € C, os primeiros m
simbolos sao os simbolos de informacao e os restantes sao os simbolos de vericagao.
Esta forma de representar o cédigo tem a vantagem de gerar todos os elementos de
C, mas em contrapartida, ¢ “dificil” decidir se um dado elemento = € [y pertence ou
nao a C, uma vez que para fazer essa verificacao é necessario resolver um sistema
linear de n equagoes e m incognitas, o que gera um custo computacional muito
elevado.

Se C C F é um c6digo linear entao C+ = {v € F; (v,u) = 0,Vu € C}, também

é um cédigo linear. Este cédigo é chamado cddigo dual a C.

Proposicao 1.38. ([13], Capitulo 5, Proposi¢ao 4) Seja C um cddigo linear e su-

ponhamos que H seja uma matriz geradora de C+. Temos entdo que
vEC < Hv'=0.

A matriz geradora H de C*+ é chamada matriz teste de paridade de C.

Note que, se T' : Fi" — F} ¢ um “codificador”para o cédigo C com matriz
geradora M = [I,,|A]. Entao

(i) dim Ct =n —m;

(ii) H = [-A"| Id,_] é a matriz geradora de C*.
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Exemplo 1.39. Dado o codigo G sobre Fy, com matriz geradora

100111
01 0011
001010

Como G estd na forma padrao, € fdacil calcular uma matriz teste de paridade H.

Pela observacao acima, temos que

— =
— = O
o = O
o O =
O = O
= O O

Dados v = (100111) e v = (010101), como

Ho'=1] 0 e HW)Y =11 |#0,

temos que v € C ev' ¢ C.

Uma das caracteristicas principais dos c6digos corretores de erros ¢ transmitir
ou armazenar dados de forma confidvel. O procedimento é o seguinte: o remetente
tem a mensagem inicial e deseja codifica-la para envia-la ao destinatario, assim que
o destinatario a recebe, ele quer decodificar a mensagem. Caso a mensagem chegue
com erros, o destinatario tenta detectar e corrigir os erros, recuperando assim, a
informagao original. Para determinar se a mensagem chegou com erro é preciso ter
em maos um parametro que compare a palavra enviada com a recebida, é necessario
entao introduzir o conceito de distancia entre palavras de um codigo.

Dados dois elementos © = (r1,72,...,%,) € y = (Y1,Y2, - -, Yn) € Fy, definimos

a distancia de Hamming de x a y como:

d(x,y) = {i;2; # y;, 1 <i <n} |,

a quantidade de entradas distintas entre x e y. E a distancia minima de um coédigo
CCFyé
d:=d(C) = min{d(z,y);x,y € C,x # y}.

Essa distancia satisfaz, para todo u,v,w € Fy, as seguintes propriedades:

(i) Positividade: d(u,v) > 0, valendo a igualdade se, e somente se, u = v.
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(ii) Simetria: d(u,v) = d(v,u).
(iii) Desigualdade Triangular: d(u,v) < d(u,w) + d(w, v).

Estas propriedades caracterizam uma métrica, denominada métrica de Hamming.
Agora podemos definir os conceitos de bola e esfera em Fy, tal como ¢ feito em

qualquer espaco métrico.

Definigao 1.40. Dado um elemento x € F} e um inteiro positivo r chama-se bola

de centro em x e raio r, ao conjunto

B(x,r) ={u € Fy : d(u,r) <r}
e a esfera de centro em x e raio r ao conjunto

S(x,r) ={u € F} : d(u,v) =r}.

Estamos agora em condigoes para estabelecer nosso primeiro resultado referente
a deteccao e correcao de erros. Consideraremos que, ao receber um elemento y,
podemos detectar se ele contém ou nao erro, se temos um critério claro para decidir
se y pertence ou nao a C. Por outro lado, uma vez detectado um erro, nosso critério
de correcao sera substituir o elemento y recebido pelo elemento x do codigo C mais
proximo de y. Para que a correcao seja possivel sera necessario entao que nao haja
ambiguidades quanto a determinacao de um tal elemento. Para enunciarmos nosso
critério, precisamos na seguinte notacao: Dado um niimero real a, denotaremos por

|a] o maior inteiro, menor ou igual a a.

Teorema 1.41. Seja C um cddigo com distancia minima d e seja

d—1
kK= |—0
2 9
entao € possivel detectar até d — 1 erros e corrigir até k erros.

Demonstracao.

Seja z um elemento de C e suponhamos que ele foi recebido como um outro ele-
mento y, com t < d—1 erros. Como o nimero t de erros acontecidos é precisamente
a distancia de Hamming de z a y temos que d(x,y) < d — 1 < d. Isto implica que
y ¢ C e, portanto, o erro pode ser detectado. Suponhamos ainda que o nimero ¢
de erros cometidos é menor que k. Consideramos a esfera B(y, k), de centro em y

e raio k. Como d(z,y) =t < k temos que = € B(y, k). Afirmamos que x é o Unico
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elemento de C contido nessa esfera. De fato, se existisse outro elemento xg de C em

B(y, k), ter-se-ia que
d(l’,%o) < d(CC, y) + d(y,iCo) < 2k < d7
um absurdo, ja que d é a distancia minima de C. Portanto x é o elemento de C mais

proximo de y sendo assim possivel corrigir o erro. O]

Definigao 1.42. Sejam A um alfabeto e n um nimero natural. Diremos que uma
funcao F : A" — A™ € uma isometria de A" se ela preserva distancias de Ham-
ming. Isto é,

d(F(x), F(y)) = d(x,y) para todo z,y € A".

Definigao 1.43. Dados dois cédigos C e C' € A", diremos que C' € equivalente a C

se existir uma isometria F' de A" tal que F(C) = C'.

Dado um cédigo C sempre existe um codigo equivalente C' com matriz geradora
na forma padrao. Além disso, C e C’ sao cédigos linearmente equivalentes se C pode

ser obtido de C’ (ou vice-versa) por meio de uma sequéncia de operagoes do tipo:

e Multiplicacao por escalar, nao nulo, dos elementos de uma determinada posigao

fixa, em todas as palavras;

e Permutacao das posicoes das letras em todas as palavras do cédigo, mediante uma

permutagao fixa de {1,2,...,n}.
Em cddigos equivalentes C e C' é permitido fazer as seguintes operacoes:

e Permutacao de duas colunas;

e Multiplicagao de uma coluna por um escalar nao nulo, para que a partir da matriz

geradora de C se obtenha a matriz geradora de C’ .

Além do comprimento e da distancia minima de um cédigo, outros parametros
tais como peso e dimensao sao necessarios na construcao de algoritimos para a

decodificacao e correcao de erros.

Definigao 1.44. Dado x € F}, define-se o peso de x como sendo o nimero inteiro
w(z) =] iz, #0].

Em outras palavras,

w(z) :=d(z,0),

onde d representa a métrica de Hamming.
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Definicao 1.45. O peso de um codigo linear C € o inteiro
w(C) := min{w(x);z € C\ {0}}.

Observe que,
dz,y) = |62 #yi,1<i<n|
= |iz—y #0,1 <i<n|
d(z —y,0)
= w(z—y),
isto é, d(C) = w(C).
Em um cédigo linear definimos [n,m,d| como os parametros deste codigo C,
sendo que n é o comprimento de C, m é a dimensdao de C sobre F,, e d é a distancia

minima de C.

1.4 Cdbdigos Ciclicos

Os cadigos ciclicos sao muito utilizados nas aplicagoes por formarem uma classe de

codigos lineares que possui bons algoritimos de codificacao e de decodificacao.

Definig¢ao 1.46. Um cddigo linear C C Fy serd chamado de cédigo ciclico se,
para todo ¢ = (co, 1, ..., Cn1) pertencente a C, o vetor (¢,_1,Co, ..., Cn_2) pertence
aC.

Equivalentemente, se considerarmos a transformacao linear

T: C — Fg

(Co, Ci,y ... ,Cnfl) — (Cnfl, Cco,y - - - 7cn72)

o cddigo linear C sera ciclico se T'(C) = C.
Definimos R,, como sendo o anel das classes residuais em F,[z] mddulo ™ — 1,

isto é,
Fylz]

Rn:m.

Um elemento de R, é, portanto, um conjunto da forma:
[f(@)] = {f(x) + g(z)(z" = 1); g(x) € Fla]}.

A adicao, a multiplicacao e a multiplicagao por escalar A € F, em R,, ¢ dada,

respectivamente, por:
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o [L@)]+[f2(2)] = [fi(z) + fal2)],
o [L(@)]-[fa(2)] = [fi(z) - fa(2)];
o Mf(@)] = [M(2)].

Munido dessas operacoes 2, ¢ um F,-espaco vetorial de dimensao n com base

[1], [z], ..., [#"7"] e isomorfo a F} através da transformacao linear:

(I Fy — R,
(ag,ai,...,an_1) > lag+arx+ -+ a,_12"1].

A vantagem de considerarmos este isomorfismo é que R, tem, além da estrutura
de espago vetorial, uma estrutura de anel; e a imagem por meio de um cédigo ciclico
de F} ¢ um ideal de R,. A seguir veremos alguns aspectos dos cddigos ciclicos

necessarios para o proseguimento do nosso trabalho.

Lema 1.47. Seja V um subespaco vetorial de R,. Entao, V € um ideal de R, se, e

somente se, V € fechado pela multiplica¢ao por [x].

Demonstracao.

Suponhamos que V seja um ideal de R,. Da definicao de ideal, segue que
[z][f(x)] € V para todo [f(z)] € V.

Reciprocamente, suponhamos que V' seja fechado pela multiplicagao por [z]. E
suficiente mostrar que [g(x)][f(z)] € V para todo [g(x)] € R, e todo [f(x)] € V.

Seja [f(z)] € V. Como V é um subespago de R, é claro que a[f(z)] € V, para

todo a € F,. Por hipdtese temos que,

[2f(x)] = [2][f(2)] € V,

entao
[2*f(2)] = [2][z][f(2)] € V.
indutivamente, obtemos, para todo m € N, que

2" f(2)] = [«"][f(z)] € V.

Agora escrevendo, [g(z)] = [ag + a1z + - - + a,—12"'], segue que

lg(@)][f (2)] = [9(2)f(2)] = [(a0 + a1z + - + ap_12" ") f(2)]
aolf (@)] + arlz][f (@)] + -+ + ana 2" [f ()] €V
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pois V' é subespaco e cada parcela da tltima expressao esta em V. n

Observacao 1.48. Definindo Ty : Fy — Fy tal que Tr(c) = (co-1,C05- -, Cn2) €

tomando v, transformacao linear definida anteriormente, temos

w<T7r(C)) = [Cn—l +cor+ -+ Cn_2$n—1]
= lallo + erw -+ ] = [afu(e).

A observagao 1.48 e o lema 1.47 provam o resultado a seguir:

Teorema 1.49. Um subespago C de Fy € um cddigo ciclico se, e somente se, »(C)

€ um ideal de R,,.

Acabamos de ver que se C é um cédigo ciclico, entao ¢(C) é um ideal de R,,. Mas
os ideais de R,, sdo principais, logo sao da forma ([F'(z)]) onde F(z) é um divisor
de ™ — 1; que podemos supor monico.

Consideremos F, um corpo de caracteristica p; e n = mp® com m e p primos
entre si entao

" —1= (2™ - 1)7.

A derivada de (2™ —1) é ma™ 1 #£ 0, para todo x # 0. O mdc(z™ — 1, mz™ 1) =1,
isto é, o polindomio 2™ — 1 nao tem fator nao constante em comum com sua derivada.

Dessa forma, temos que

== i foe i,

onde os f; sao polinomios monicos irredutiveis em F,, distintos dois a dois para todo
1=1,2,..., k. Assim,
n _ g gt p*
t=1=f -f; i

Portanto, o polinémio 2™ — 1 tem (p® + 1)* divisores monicos e R,, possui (p* + 1)*

ideais. Notemos que se p e n sdo primos entre si, entdo R,, tem 2" ideais.
Observemos que, dado um ideal I de R,, existe um tnico polindbmio monico

g(x) € F,lz], divisor de 2™ — 1, tal que [g(z)] gera I. O polindémio g(x) é chamado

polinomio gerador de C e,

é chamado polinomio teste de C.
Assim, ¥~ ([c(x)]) € C se, e somente se h(z)c(z) =0 (mod z" — 1).

Teorema 1.50. Seja I = ([g(x)]), onde g(x) é um divisor de 2™ — 1 de grau s.
Temos que [g(x)], [xg(x)], [x%g(x)], ..., [z"*1g(x)] é uma base de I como espago

vetorial sobre IF,.
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Demonstragdo. Afirmamos que os elementos [g(z)], [xg(x)], [z?g(x)], ..., [2" 5 g(x)]

sao linearmente independentes. De fato, suponhamos que

aolg()] + arxg(2)] + azl2*g(z)] + - + an_sa 2" g ()] = [0].

Logo,
[9(x)][ao + a12 + azx® 4 -+ - + ap_s_12" 7Y = [0].

Entao para algum d(z) € F,[z], temos que
[9(z)][ao + a1 + agz® + -+ + ap_s12" ] =d(z) - (2" - 1).

Donde segue que,

ap+ a1z + agw® + - A ap_s 12" =d(z) - h(2).

Como o grau de h(z) é n— s, devemos ter ag+a1x +asx*+- -+ a, 12" 1 =0, e
consequentemente, ag = a1 = as = --- = a,_s_1 = 0, 0 que conclui nossa afirmagao.
Agora precisamos verificar se esses elementos geram I sobre F,. Se [f(z)] € I,

temos que
f(x) =d(z)-g(x) (mod (z" —1)).

Aplicando o algoritmo da divisao, temos que d(x) = ¢(x) - h(x) + r(x), com r(x) =

ao + a1 T + aw?® + -+ ap,_s_ 17" 571 Logo,

f(x) = c(x) - Wz) - g(2) +r(2) - g(z)  (mod (2" —1))

e portanto,

f(x) = clx) - (@" = 1) +r(2) - g(z) = r(z) -g(x) (mod (2" —1)).

Consequentemente,

[f(@)] = aolg()] + a1 [zg ()] + aslag(2)] + - + @[z g ().

]

Corolario 1.51. ([13],Capitulo 6, Coroldrio 1) Dado um cddigo ciclico C, existe
v € C tal que C = (v).

Observacgao 1.52. Se z" — a é um fator wrredutivel de ™ — 1 e denotemos por

f(z) = Z=L entao (f(x)) C F,lz] é um ideal minimal de F,[z]. Desse modo

" —a’
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definindo o homomorfismo de ideais ) como,

. r Fg[z]
P IFq — (I2_1>

(ag,a, ... a,—1) = aof(x) +axf(r)+---+ a2 f(2)

seque dos teoremas 1.49 e 1.50 que a imagem de ¢ gera um cddigo C de dim(C) = r.

Esse codigo pode ser visto como um subespago vetorial de Fy, com base
R={e e ...,e.}, onde e; =1((0,0,...,1,...,0))

Observagao 1.53. Se I = ([g(x)]) com g(x) = go + g1z + - - - + gsx°, um divisor
de 2" — 1, vimos que [g(x)], [xg(x)], [x?g(x)], ..., [z" " g(x)] € uma base de I como
espago vetorial sobre [F,, assim a dimensao de I sobre F, é n — s. Além disso,

C = ¢~Y(I) tem como matriz geradora a matriz dada por:

v g(@)] g G g2 - g 0 o 0
M- ¢71[9f9($)] _ 0 go g} : gs.—l gs : 0
wfl[mnfsflg(x)] 0 0 0o --- e cee e g

Por outro lado, como v € C se, e somente se Hv' = 0, entao pode-se mostrar que

0 - 0 hps hpsa -+ i ho
H— 0 ' hn'fs hnisfl hnisf2 : hi() O

¢ uma matriz teste de paridade de C, onde

n—s

h(z) = oL thx’

g(x) =
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Capitulo 2

Fatores Irredutiveis e

Idempotentes Primitivos

Como vimos no capitulo 1, existe um isomorfismo entre Fy e R, = % onde
F, é um corpo finito com ¢ elementos que estabelece uma correspondéncia entre
os cddigos ciclicos de [y com os ideais de R,. Esta correspondéncia é fundamental
pois os ideais nas algebras de grupos sao “gerados” por elementos idempotentes
primitivos que podem ser calculados de varias formas, e a partir deles podem ser
listados os codigos minimais.

Os artigos de Arora e Pruthi [1] e de Ferraz e Milies [5] apresentam expressoes
para os idempotentes geradores de cédigos ciclicos abelianos minimais, quando G
¢ um grupo ciclico de ordem p" e F, um corpo com ¢ elementos tal que ¢ tem
ordem ¢(p") médulo p™. De fato, neste caso a fatoragao em fatores irredutiveis do
polindémio 27" — 1 corresponde exatamente ao produto de polindmios ciclotémicos.
Esse resultado ¢ extendido por Brochero e Giraldo em [4] .

Neste capitulo nos baseamos parcialmente em [4], onde se estuda o caso em que
n = p™ é uma poténcia tal que p divide ¢ — 1. Consideramos o caso do grupo ciclico
com n elementos onde o polindomio 2" — 1 se decompode em fatores irredutiveis que

sao binomios ou trinomios.

2.1 Fatores irredutiveis

Nesta secao descrevermos explicitamente os fatores irredutiveis de 2™ — 1 sobre F,

(895

quando n = p'ps?---pi* e g é poténcia de um primo tal que mde(n,q) = 1. O

proximo teorema nos auxilia nessa descrigao.

Teorema 2.1. Seja F, um corpo finito e n € N com

45
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(i) ¢ =1 (mod 4) ou 81n,
(ii) rad(n) divide ¢ — 1.

Entao todo fator irredutivel de ™ — 1 € da forma x' — a onde, t divide
a €F, eordya divide mde(n/t,q —1).

__n
mdc(n,g—1)"

Demonstracao.
Provaremos esse teorema por indugao sobre Q(n) = a3 + ag + - - - + i, em que

n = pi'ps? - - pr*. Temos dois casos a considerar.
(i) nlg—1
(ii) n{q— 1 mas, rad(n)|q — 1.

Se (i), pelo teorema 1.2 sabemos que existe 6 elemento gerador do grupo multi-
plicativo F;. Como (#=1/m)" = 9471 = 1, segue que, ¢, = 61D/ ¢ raiz n-ésima

primitiva da unidade que pertence a [F, e portanto temos que,

n—1

" —1=]]@-c)

j=0

é a fatoracao do polinémio z™ — 1 no anel de polinémios Fy[z]. No outro caso, vamos
mostrar por indugao sobre N € N que o teorema ¢ verdadeiro para todo n € N tal
que, rad(n) | ¢ — 1 e Q(n) < N. Observe que no item (i) foi em particular provado
no caso em que (n) = 1, isto é, o primeiro passo da indugao.

Suponhamos que o resultado seja verdadeiro para todo n tal que Q(n) < N e

consideremos Q(n) = N + 1. Assim,

2" = 1=]]Qu(x) = Qu(x) - [[ Qulw)

dn dln
d#n

mas se d # n e d | n entdo Q(d) < N. Como Qq(z) | ¢ — 1 segue da hipétese de

indugao que todo fator de Qq(x) é da forma z' — a onde, ¢ divide m. Seja

vp(x) a maior poténcia do primo p que divide z. Observe que, para todo primo p,

vp(d) < vp(n), assim

vp(d)—vp(mde(d, g—1)) = vp(d) —min {13, (d), (g — 1} < vp(n)—min{ry(n), (¢ — 1)}

desse modo, #4) divide ——= Donde segue que ¢ divide ——

mdc(d, c(n,g—1)° dc(n,g—1)"
Agora precisamos verificar o resultado para o fator @, (z). Dado que n{ ¢ — 1,
entdo existe um ndmero primo p tal que vy(n) > v,(¢ — 1) > 1. Neste ponto

dividiremos a demonstragao em dois casos:
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(a) p#£2oug=1 (mod 4)
(b) p=2,¢=3 (mod 4) e para todo p’ diferente de 2 temos que v, (n) < vy (¢—1).
Se (a) entdao n = pm;v,(m) > 1. Desse modo, pelo teorema 1.14(b) seque que,

Qn () = Qpm (1) = Qm(2").

Como Q(m) = N, pela hipétese de indugdo, todo fator irredutivel de Q,,(z) é da

forma z' —a. Logo @,,(zF) fatora-se como produto de fatores da forma x?* —a, onde

. m - m . o - n :
t divide mdcm =) = mdcpmg=1)" Portanto, pt divide mdcpma=1) = mdcng=1)" Assim
rad(t) divide ord,a e mdc <pt, O‘i;qla) =1 ou np.

qg—1
ordqga

Se mdc <pt, ) = 1 entao v,(ord,a) = v,(¢ — 1). Desse modo p divide ord,a

e rad(pt) divide ord,a, logo pelo teorema 1.23 temos que z** — a é irredutivel.

Caso contrario, mdc (pt, 0;{;;) = p e (g — 1) > yylordsa). Como F; = (0)
temos que a = ¢° para algum s € N e ord,a = #—115) donde p | s. Desse modo,
a =P tal que b € Iy e como ¢, € Fy, segue que

p—1
Pt —q =Pt — bt = H(a;t = Cgb)
5=0

¢ uma fatoragao em I [z]. Note que,

mdc t,q;l. = mdc | ¢, q—l
ord,((pb) mmec (ordy(, ordyb)

mas sabemos que

portanto t nao tem fator p e assim

de (¢ ¢—1 =1
o "mmc (ord,(i, ord,b) )

e novamente pelo teorema 1.23 segue que x! — ng ¢ irredutivel.

Se (b) entao como 8 ¥ n temos que n = 2m ou n = 4m com m ifmpar. Das
hipéteses do teorema segue que ¢ — 1 = 2 (mod 4), uma vez que ¢ = 3 (mod 4).
Observe que n # 2m, desde que nf ¢ —1 e m | g— 1. Assim, n = 4m. Pelo
teorema 1.14(b) e (d) temos que Q,(z) = Qun(x) = Qam(z?) = Qm(—2?). Como
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m | ¢ — 1 podemos escrever,

Qux)= [ =-d).
mdc(m<,j7zl:1

Desse modo,

Qn(x) = Qm(_x2)

mdc(m,j)=1

Sabemos que ord,(—¢J,) = mmc(ord,(—1), ord,(l,) = mme(2, ord,(?) = 2m. Por-

tanto, t = 2 divide ord,(—(7,) e assim rad(t) | ord,(—¢%,). Por outro lado, dq(lcj )
. or g\—Cm
¢ fmpar uma vez que, 2 || ¢ —1 e ord,(—¢},) = 2m. Entdo, pelo teorema 1.23

temos que z? + (7, ¢é irredutivel sobre F,[x]. O

Corolério 2.2. Seq =3 (mod 4),8 | n erad(n) | ¢—1, entdo os fatores irredutiveis

de ™ — 1 em F,[z]| sdo dos sequintes tipos:
(a) ' —a, sea € Fy CFp eordpa divide mde(n/t,¢* —1);
(b) x® — (b+b%)at + b7, se b e F2 \ Fy e ordpeb divide mde(n/t, ¢* — 1).

Demonstracao. Seja f(x) um fator irredutivel de 2™ — 1 sobre F,[x]. Entao temos

dois casos:
1° Caso: f(x) é um binémio

O teorema 2.1 garante o resultado.
2° Caso: f(z) nao é um binémio.

Primeiramente observemos que: Se ¢ = 3 (mod 4) entao ¢*> = 1 (mod 4), assim
pelo teorema 2.1 segue que os fatores irredutiveis de 2™ — 1, sobre Fp|z], sdo da

forma 2! — a onde,

e ¢ divide

__n_
mdc(n,g?2—1)’

eaclkpe

e ord,(a) divide mde(n/t, ¢* —1).
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Desse modo, f(x) é redutivel sobre Fp. Assim existe b € Fpe \ F, tal que o
binémio x* — b divide f(z).
Considerando a transformacao de Frobenius:

T: Fpe — Fp

b — b

Observamos que, 7 restrita a F, é o homomorfismo identidade. Como, por
hipdtese, z* — b divide f(z) segue que 7(x! —b) divide 7(f(x)) e desse modo x* —7(b)
divide f(z). Assim, z' — b? divide f(z) e portanto, (z' — b)(z* — b?) divide f(z).
Logo, 2% — (b + b9)at + b9+ divide f(x).

Mas note que, 7(z? — (b+ b9)z’ + b)) = 2% — (b + b?)zt + b?T! entao 2 —
(b + b9)xt + 1% € F,lz], como f(x) é irredutivel sobre F,[z], segue que f(z) =
22 — (b + b))zt + b9t O

2.2 Idempotentes Primitivos

Nesta secao iremos calcular os idempotentes nos casos onde os fatores irredutiveis
de 2™ — 1 sao os binomios e trindomios como na se¢ao anterior.
Seja G um grupo ciclico finito de orden n e F, um corpo finito de ordem ¢, onde
q € primo relativo com n. Pelo teorema de representacao de grupos ciclicos sabemos
que:
G=Cpp X xCp o,

onde C’p_ s; ¢ um grupo ciclico de ordem pfj e p; sao necessariamente primos distintos.
J

Assim a élgebra de grupo F,G é dada por:
F,G = ]quof1 ®--DF,Chpr.

Desse fato, para construir os idempotentes da élgebra de grupo F,G, é suficiente
considerar o caso G = C,,, onde n é um produto de poténcia de primos. Observe
que a condi¢ao mdc(n, q) = 1 é necessaria pelo teorema 1.32.

Consideremos Q4(x) o d-ésimo polinomio ciclotomico. Sabemos do teorema 1.15
que Qq(x) pode ser fatorado em ¢(d)/sq polindmios monicos irredutiveis de mesmo

grau sq sobre [, e ainda,
sq¢=ordeg =min{k e N*| ¢* =1 (mod d)},

isto é, Q4(x) pode ser fatorado em F,[z] como fu1 - fa2--- fis, onde fq; é um
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polinomio monico irredutivel de grau sg4, e entao

xn_lznnfd,j'

dn j=1

Pelo Teorema Chinés dos Restos, sabemos que:

- Fy[z] -~ T Fy[z]
e =B E

Onde temos naturalmente os isomorfismos:

FCr — iy — @@ f
d,j

din j=1
g — T — (z,...,I).

Observe que, como cada termo desta soma direta é um corpo pelo teorema 1.34. Essa
¢ a decomposicao de Wedderburn da algebra de grupo, F,C,, e cada idempotente
primitivo é da forma (0,...,0,1,0,...,0). Além disso, se eg4; ¢ um idempotente
primitivo de F,C),, entao sua imagem via o isomorfismo deve ser um polinomio

eqj(r) com as seguintes propriedades:

(1) grau(eay(x)) < n.

(2) eqj(x) é divisivel por fy, j, para todo (dy, j1) # (d, j),
(3) eqj(x) — 1 é divisivel por fy;.

Dessas trés propriedades, nds temos o seguinte teorema:

Teorema 2.3. Seja F, um corpo finito com q elementos e n € N* tal que mde(q,n) =
1, entao cada idempotente primitivo de IF,C,, € da forma:

" —1

€d,j (z) = th,j (),

onde fq; € um fator irredutivel do polinémio ciclotomico Qq(x), d é um divisor de n

e hg;(z) € Fy[z] € um polinomio com grau (hq;(x)) < sq := ordaq, que é, o inverso

"1 [=]
de @) Mo corpo <‘1’J>.

Observe que, se conhecermos o polinoémio fy; entao hg; pode ser explicitamente

calculado usando o algoritimo de Euclides extendido para polinomios. Em geral a
fatoracao de Q4(z) em F,[x] para d e g arbitrarios ¢ um problema em aberto. Alguns

casos especiais podem ser vistos em [10] e [7].
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Do teorema 2.1 sabemos que os fatores irredutiveis de 2™ — 1, com rad(n) | ¢ — 1,
sao binomios do tipo " — a ou trindémios z*" — (b + b%)z" + b com as devidas

condicoes sobre a, r e b. Isso nos leva ao seguinte teorema:

Teorema 2.4. Seja F, um corpo finito com q elementos e n € N*, tais que ¢ = 1
Fy 2]
(z7—1)

(mod 4) ou 84 n. Entdo os idempotentes primitivos de sao da forma

r " —1
e(z) = n" (m”—a)’

onde r € N, a € F, sao todos os pares que cumprem as hipdteses do teorema 2.1.

Demonstracao.

Seja e(z) € F,C,. Do teorema 2.3 temos que e(z) = xfn(;)lh(x) com f(x),h(z)

como no referido teorema. Ainda temos que,
e(z) =1 (mod z" —a) e grau(h(z)) < n.

Desse modo,
Como ¢ = 1 (mod 4) ou 8 { n, pelo teorema 2.1 temos que todos os fatores

irredutiveis de 2" — 1 sao da forma " — a e assim,

" —1
flx)=2"—a, logo e(x)= h(z)=1 (mod z" — a).
" —a
Denotando y = x" segue que % = y’;/i;1’ desse modo
yn/r —1 n/r—1 n/r—2 n/r—2 n/r—1
—:y +ay ++a y+a
y—a
S (mod y — a)
r
Donde segue que,
v 1h(x) = Ea”/”_lh(x) (mod 2" — a)
r—a T
para chegarmos ao resultado desejado basta-nos tomar h(x) = Za e obtemos,
(1) = Tagle) talaque g(e) = = —
e(r) = —ag(x) tal que x) = .
n 9 q 9 T —a

]

Corolario 2.5. Seja F, um corpo finito e n € N tal que ¢ = 3 (mod 4) e 8 | n.
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Entao, além dos idempotentes obtidos no teorema 2.4 existem idempotentes da forma

" —1

(8" = 2") 5

e(r) =

S

onde b € Fe \ Fy e r € N satisfazem as hipdteses do teorema 2.1 sobre o corpo Fg.

Demonstragao. Como ¢ = 3 (mod 4) entao ¢> =1 (mod 4), assim pelo teorema 2.1

segue que os fatores irredutiveis de 2™ — 1, sobre Fp2|z], sdo da forma 2" — b onde,
e 1 divide T dc(n'r?q271)’
RS Fg e

e ord,(b) divide mde(n/r, ¢* — 1).

Desse modo, pelo teorema 2.4 temos que os idempotentes em Fg . sao dados por,

no
e1(z) = b- (x ) € Fp

n\z" —b

No caso em que b € Fy, e;(x) é um idempotente em F,[z]. Assim podemos supor
que b ¢ IF, e portanto b # b?. Tomando,

temos que,

Desse modo,

1= T((el(l’))Q) =7(e1(x)) - T(e1(7)) = ex(x) - ea(x) = (62(90))2

e portanto, es(z) também é idempotente.
Como b # b? temos que e1(x) # ex(x), uma vez que sao idempotentes primitivos
segue que e;(x) é ortogonal a ex(z) e assim a soma e;(x) + ez(z) é um idempotente,

dado por:

" —1

(a7 = b)(x" —b7)

e(z) = e1(x) + ex(x) = ((b + 0N a" — 2bq+1)

S

Afirmamos que e(z) € F,[z].
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De fato, considere o automorfismo de Frobenius como no corolério 2.2. Assim,

T(e(x)) =7 (% ((b+b%)a" — 2b7) @ _x;)(;rl_ bq))

= L (o -2 y)
T q r q+1 G
— E ((b + b)l' —2b ) (Z‘T _ b)(mr — bq)

logo e(x) é invariante por 7 pertencendo assim a [F,[z]. Pela construgdo de e(z)

ve-se que ele é primitivo em F,[z]. O

E natural neste ponto nos perguntarmos quantos sao esses idempotentes. O

proximo teorema nos dara tal resposta, para o caso particular em que n tem dois

fatores primos distintos. Um resultado para n = p{"p3?---pp*, posterior a essa

dissertagao, foi obtido por F. E. Brochero Martinez, C. R. Giraldo Vergara e L.
Batista de Oliveira em [4].

Teorema 2.6. Seja n = pi"'p3> e F, corpo finito com q elementos tal que pips
divide ¢ — 1. Entdao se os fatores irredutiveis de x™ — 1 sao da forma x" — a como

no teorema 2.1 temos que existem,

(a) mde(q — 1,n) termos lineares;

(b) (P (PY ™2 termos da forma 2" — a com r = p*, analogamente ¢(p}') -

p’l”i"{”’“l} termos da forma " —a com r = p§2, 0< B, <a;—,1=1,2;

(c) o(pat)p(p]?) termos da forma " —a comr = p’flp§2, tal que B; < a; comi =1,2.

Demonstragdo. Sabemos que [y é ciclico, seja F; = (g). Como a € F;, temos que
a = ¢*, desse modo, mdc(r, k) = 1 uma vez que a™/" = 1. Assim, temos 3 condicdes

para oque se segue:
(1) mde(r, k) =1,
(i) ¢ — 1 divide k-2 e
(1ii) 0 <k <q-—1.
Como n = p{*p5? dividiremos o restante da demonstra¢ao em 3 casos:
1° Caso: r=1

De (i) segue que ¢ — 1 | nk assim,

-1 -1
1 | 1 donde, 1
mdc(qg — 1,n)

| k.

mdc(q — 1,n) mdc(q — 1,n)
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Logo,0<k:t~#jln) <g—1oquenosdd 0 <t<mde(q—1,n). Portanto

temos no maximo mdc(q — 1,n) termos lineares.

Caso: r :pfl tal que 0 < f; < ay.
Sabemos que rad n divide ¢ — 1, logo

q—1=p"pPm talque 0<y < e 0<vy <. (2.1)

De (i) e (ii) temos que,

q—1 divide p" "'p32k com mde(py, k) = 1. (2.2)
De 2.1 e 2.2 segue que,
04! <o) — 51, IOgO 0< 61 < — 84! (23)

desse modo temos de 2.3 que a; > v e de 2.1 que y; = mdc(oq — B1, v, (¢ — 1)),

portanto p3?m divide p5?k e entdo temos duas opgoes:

e v <

® Y2 > (g

Se 79 < ap entdo m | k e assim,

0<k= l% donde, 0 <1< p'py (2.4)
D1 P2
mas de 2.2 sabemos que,
qg—1
mdc(k,p1) =1 e mde| —;—=;.p1 ) =1 (2.5)
b1 P

de 2.4 e 2.5 segue que, mdc(l, p;) = 1. Portanto a quantidade de [ possiveis é
o(0}") - vy’ = (o] — P )y’ (2.6)
Se 72 > ap entao,

V1,02 —

1
py~m |k donde, 0<k=1%""<qg—1 logo,0<l<pl'pse. (27)
Pi Do
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Desse modo a quantidade de [ possiveis é dada por,

G(p)ps? = (p}* — p1* P32 (2.8)

Em suma, se r = pfl com 0 < ) < a; — 7 de 2.6 e 2.8 segue que a quantidade

de a possiveis é dada por,
o(py') - py o)

Analogamente, se r = p§2 com 0 < [y < ap — 72 teremos que a quantidade de a

possiveis é dada por,

p(pg?) - pyimey
3° Caso: r = p|'ps’
De (ii) temos que,
q—11kp2 P p2=”  com mde(pips, k) = 1. (2.9)
Desse modo,
vi<a;—p0; e [B;i<a;—7; comi=12 (2.10)

como ¢ — 1 = p'ps® de 2.9 vem que m | k e portanto,

—1
0<k:lq,ﬂ—p,y2§q—1 logo, 0<1<pl'py (2.11)
1 P2

mas o mdc(k, p1) = mdce(k, py) = 1, entao a quantidade de [ possiveis é dada por

o(p1') - (ps°)
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Capitulo 3

Distribuicao de pesos de cédigos

ciclicos

No capitulo 2 determinamos explicitamente quem sao os idempotentes da algebra de

grupo <;F,Z[_:C]1>, onde ¢ é poténcia de primo e n = p{'p)* - - - p*, onde p; sdo primos tais

que rad(n)|g—1 e no caso que n é potencia de dois primos e os fatores irredutiveis de
2™ — 1 sao binémios ainda quantificamos esses idempotentes. Neste capitulo deter-
minaremos a distribuicao de pesos de cédigos provenientes de binomios irredutiveis

do tipo 2" — @ e trindmios irredutiveis da forma x*" — az” + b.

3.1 Distribuicao de pesos

Definigao 3.1. Dado um cédigo C de comprimento m definimos,
Aj =[{z € Clw(z) = j} |

a quantidade de palavras de peso j no codigo C.
Os nimeros Ag, A1, ..., Ay sdo chamados a distribuicdo de pesos do codigo C.
Observemos que A; = 0 para todo 0 < j < d, onde d € a distancia minima do

codigo.

A importancia do conhecimento da distribuicao de pesos de um cédigo, radica
em que ela permite o calculo da probabilidade de nao detectar erros quando o codigo
é usado especificamente para detectar erros.

O célculo da distribuicao de pesos tem sido estudado por inimeros autores utili-
zando diferentes técnicas. Mac Williams and Seery [6] apresentam um procedimento
para obter a distribuicao de pesos de cédigos ciclicos irredutiveis bindrios que en-

volve a construgao de uma sequéncia “pseudoaleatéria”.Van der Vlugt [14] faz uma

o7
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ligacao entre o problema de calcular a distribuicao de pesos e certas somas envol-

vendo somas de Gauss, que geralmente sao dificeis de explicitar.

Nos proximos dois teoremas calcularemos a distribuicao de pesos de cédigos
provenientes de binomios irredutiveis do tipo z" — a e trinomios irredutiveis da
forma 22" — az” +b. Os calculos aqui apresentados seguem ideias similares as usadas
em [15] e [16].

Teorema 3.2. Seja F, um corpo finito com q elementos e n um inteiro positivo tal
que rad(n) divide g—1. Seja x" —a um fator irredutivel de z™ —1 com a € F,, entdo

a distribuicao de pesos do codigo gerado por tal fator irredutivel é

0 se "1k

A =
()(g—1)" caso k =t~

Demonstracao.

Lembremos que cada elemento da base do cédigo C, conforme definido na ob-
servagao 1.52 tem peso miiltiplo de # € N. Desse modo, se * { k segue que Ay, = 0.
Por outro lado, se k = ¢% entao, dos r elementos da base escolhemos ¢ para constituir

a palavra desejada, cada qual pode ser escolhida de ¢ — 1 formas nao nulas. Donde,

Ay = @ (¢—1)".

Para encontrar a distribuicdo de pesos no caso que ¢ = 3 (mod 4) e 8 | n,

precisamos de alguns lemas.

Lema 3.3. Seja t um inteiro positivo nas condi¢oes do coroldrio 2.2 e assuma que

¢ =3 (mod 4). Se x? — (b+ b?)z" + v*! € Fy[z] € um trinémio irredutivel, onde

z"—1
b+b9)at

b=a"' €Fp, eg(x) é o polinomio e a1 € Fylz], entdo va(u) <r —2 e

(1- L), se AeEA,

ST

, se A& A,

w(g(x) = Aa'g()) =

=+ I3

bi+1_bq(i+l

onde, Ay = { Gty 1= 0,1, 27200 — 2},
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Demonstragio. Como 2% — (b+b?)a! + b9 € F,[x] é um trinomio irredutivel segue

que

e mdc(t,u) =1,

2"t u,

b # —b?. Em particular,

ordeb12(qg—1).

Observe que:

2
qg-—1
d2b
ol mdc (g% — 1, ul’)
¢ -1

2_
mdc(g? — 1,UW_1M))

mdc(q® — 1,n)
mdc(q? — 1,n,u)

2"mdc(q — 1,n)
mdc(27(¢ — 1), n,u)’

e para cada primo fmpar p, temos que

( 2" mdc(q — 1,n)
b

mdc(27 (g — 1),n,u)> < vp(mde(q —1,n)) < vp(q —1). (3.1)

Além disso,

, 2"mdc(q — 1,n)
*\mde(27(q — 1), n,u)

> il n() > wREe-1) =2 (32)

Por outro lado,

" —1
2 — (b + be)xt + batl

Can-11 1
T ob—b \af—b ol — b

n/t—1 . .
- 3 (g )

j=1

¢ um polinémio cujo grau é n — 2t e todo monomio nao nulo é tal que seu grau

¢ divisivel pot t. Agora, suponha que exista 1 < ¢ < j < 2 — 2 tal que os coefi-

n—t—jt n—t—it

cientes dos monémios x ex no polinémio gy(z) := g(z) — Azfg(x) sdo
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simultaneamente zero. Entao:

by — pi pitl — pali+1) bt — pai pitl — pali+1)

b—br b— bt R b— bt

Logo, no caso que A # 0, temos que:

e
bitl — paGi+l) — pitl — pali+1)”

Esta tltima equagio é equivalente a bl4=DU=D =1 i.e, ord,zb | (¢ — 1)(j — i).
No caso que A = 0, obtemos que ordzb | (¢ —1)j e ordeb | (¢ — 1)i pelo mesmo
argumento. Além disso, podemos tratar esse caso como um caso particular do visto

acima tomando ¢ = 0. Assim, segue que

2"mdc(q — 1,n)
mdc(27(¢ — 1), n, u)

divide (¢ —1)(j —1).

Entao pela equacao (3.1), a condicao ord,z2b divide (¢ — 1)(j — i) é equivalente a

< 2" mdc(q — 1,n)
2

mdc(27 (¢ — 1),n7u)) =r+1—wu) <wm((p—1)(F—1) =1+ —1),

e portanto 27 ~*2(WIG—7),
Em outras palavras, se o coeficiente do monémio de grau n —t — it é zero, entao
todos os coeficientes dos monomios de grau n —t —tj com j =4 (mod 2"*2") sdo

zero. Assim, se A ¢ A,, entao qualquer coeficiente da forma 2% é zero e o peso de

gx ¢ 7. Por outro lado, exatamente % - m, coeficientes dos monomios da forma
i o ~ in 1
r* sao zero, entao o peso de gy ¢ ¥ (1 — m) . ]

Coroléario 3.4. Seja g um polinomio nas condigoes do lema 3.3. Entao

n 1 —ralu
#{ 0 € Fltugte) + o) = & (1- ) b=,
Demonstragio. Se = 0e X # 0, entdo w(Az'g(z)) = 2 (1 — m) e temos (¢—1)
maneiras para escolher \.

Suponha que p # 0, entdo w(pg(z)+Azfg(x)) = w (g(x) + ﬁxtg(:v)), i.e., 0 peso

depende somente do quociente % Pelo lema 3.3 existem 277*2(") — 1 valores de %L

) , entao temos (q — 1)(27“*'/2(%) _ 1)

pares desse tipo. O

tais que g(z) 4+ Az'g(z) tem peso % (1 - m
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Teorema 3.5. Se

o 8|n,

o t| an T €

e ¢=3( mod4),

entao todo codigo irredutivel de tamanho n sobre F, tem distribuicao de peso:
(a) Ax =0 sedft e {k

b) Ay =()(g—1) sedtt e |k

(¢c) Ak =0sed|t et thk

@) A, = S (O (2 0G-1) (5) (@=1)(g+1- 2r-2)) 5o 4 |t e

k=di+%j
0<i+j<t
n _n 1
Wlk’ Onded—?(l—m),OSUST—Z

Em particular, se =51k entao Ay, = 0.

Demonstrag¢ao. Observe que todo cédigo irredutivel é gerado por um polinomio da

CE"—I . A~ . _ ‘,L.Tl_l
forma &= onde a € F,, ou um polinémio da forma g(x) = o —an onde a

satisfaz a condi¢ao do lema 3.3. Os itens (a) e (b) correspondem ao resultado do

Teorema 3.2. Para os itens (c) e (d), cada palavra é da forma:

2t—1 t—1
> Nadgla) = by,
=0 =0

onde h; = Nz g(x) + N2 g(2). Desde que, para 0 < i < j < ¢—1, os polindomios

h; e h;j nao tem monomios nao nulos de mesmo grau, donde segue que:

Pelo lema 3.3, h; podem ter peso ?, d, ou 0, para todo 7 =0,...,t — 1. Para cada
j=0,1,...,t — 1, existe (¢> — 1) pares nao nulos (\j, A\j1+), e pelo coroldrio 3.4,

sabemos que existem 2"72()(q — 1) pares com peso d. Além disso, existem
¢ =120 (g 1) = (g —1)(g+1— 27"

n
pares com peso .
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. . . . / _n 1
Assim, para calcular Ay, precisamos selecionar quais hjs tem peso d = % (1 — W)

n
t

Se escolhemos i do primeiro tipo e j do segundo tipo, os primeiros h;s podem

e quais tem peso % de modo que o peso total seja k.

ser escolhidos de (f) (27"_”2(“)(q — 1))Z maneiras e para os outros ¢ — 1, existem
(t?) ((g—1)(g+ 1 —2"~2")) maneiras de escolher j com peso 2. Os hjs restantes
tem peso zero. Portanto,

A= D (ﬁ) (g - 1) (t ; Z) ((g—1)(q+1—2 7))

k=di+%j
0<itj<t
Em particular, a distancia minima é d e todo peso nao nulo é divisivel pelo
n _ n
mde(d, %) = 5wy O

tor—vo (u) *

Definicao 3.6. Seja {A;}1, a distribuicdo de pesos de um cdédigo C, entdo o enu-
merador de peso é dado por: .
Alz) =) A
i=0
Exemplo 3.7. Seja ¢ = 31 en = 288 = 2° x 3. Observe que m =3e
% = 10,7 = 4. Se h(x) denota um fator irredutivel de x**® — 1, entio h(x)

¢ um binomio de grau 1, 2, 3 ou 6, ou um trinomio de grau 2 ou 6. O codigo

z"—1
h(zx)

wrredutivel gerado pelos binomios de
tabela:

e seus pesos sao mostrados na sequinte

C'odigos Gerados por binomios

[gn,t,%] - codigo h(zx) enumerador de peso
r+1
)
r+06
31 : 288, 1, 288] z+25 1 4 302288
x4+ 26
x+ 30
2+ 1
[31; 288, 2, 144] 22 +5 (1 + 30z144)2
2425
> +5
[31; 288, 3, 96] 3+ 25 (1 + 302%)3
23 + 26
[31; 288, 6, 48] 245 (1+ 30218)°
2% + 25




Consideracoes Finais

Nesse trabalho descrevemos explicitamente os fatores irredutiveis de 2™ — 1 sobre
F, quando n = pi"p3?---pp* e ¢ é poténcia de um primo tal que mdce(n,q) = 1.
Exibimos e calculamos quantos sao os idempotentes da dlgebra de grupo F,G quando
|G| = n, em que n = pi'p3? e rad(n) ndo divide ¢ — 1. Por fim, calculamos a
distribuicao de pesos dos cédigos gerados por esses fatores irredutiveis.

Uma continuidade natural deste trabalho seria considerarmos uma contagem
geral dos idempotentes quando n = pi*.--- .pi* é um produto com mais de dois
primos e mdc(n, ) = 1, o que nos daria uma generalizagao.

Outro caminho a seguir seria substituir o grupo ciclico G por um grupo H abeli-
ano, impondo condi¢oes necessarias sobre a ordem de H. Ainda poderiamos traba-
lhar na distribuicao de pesos nos casos em que os fatores irredutiveis do polinémio

2" — 1 nao sdo bindémios ou trinomios.
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