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RESUMO 8
ResumoCom o objetivo de implementar a Tomogra�a Quânti
a para Qudits espa
i-ais, realizamos neste trabalho uma sistematização dos pro
edimentos exper-imentais para tomogra�a de um qubits. Utilizando a 
orrelação transversaldos fótons gerados na 
onversão paramétri
a des
endente 
riamos estadosde qubits e qudits utilizando pares de fendas múltiplas. Observamos a 
or-relação espa
ial dos fótons transmitidos por fendas quádruplas, bem 
omopadrão de interferên
ia. Veri�
amos também a 
ondi
ionalidade das franjasdesse padrão.Foi realizada uma des
rição teóri
a da tomogra�a de um e de dois qubitspara estados espa
iais de 
aminho transversal. Para a implementação datomogra�a es
olhemos um 
onjunto de pontos espe
iais na esfera de Blo
hque exigisse o menor número de medições. Esses pontos formam um tetraedroregular ins
rito nesta esfera.Para a realização da tomogra�a, foi 
onstruído um POVM (Positive Oper-ator Valued Measure) 
om operadores propor
ionais a projetores nas direçõesdos vérti
es deste tetraedro. Esses operadores foram gerados utilizando umModulador Espa
ial de Luz (SLM). O modulador permite adi
ionarmos, demaneira simples, uma diferença de fase entre os estados de fendas, o que é
ru
ial para o pro
esso de tomogra�a.
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Abstra
tWith the goal of implementing Quantum Tomography of Spatial Qudits,we did a systematization of the experimetal pro
edures for the tomographyof one and two qubits. Using the transversal 
orrelations of the photonsgenerated in the parametri
 down 
onversion, we 
reated qubit and quditstates by using pairs of multiple slits. We observed the spatial 
orrelationsof the photons transmitted through multiple slits, as well as the interferen
epattern. We also veri�ed the 
onditionality of the fringes pattern.We theoreti
ally des
ribed the tomography of one and two qubits fortransversal path spatial states. To implement the tomography we 
hose anspe
ial set of points in the Blo
h sphere that allowed us to do the minimumnumber of measurements. Together, these points 
reate a regular tetrahedroninside the sphere.For the tomography implementation, we built a POVM formed by oper-ators proportional to proje
tors onto the states related to the verti
es of thistetrahedron. These operators were generated with the help of a Spatial LightModulator (SLM). The modulator allows us to add a spe
i�
 fase di�eren
ebetween the states 
reated by the slits, what is 
ru
ial for the tomography.



LISTA DE FIGURAS 10
Lista de Figuras

1.1 Esquema simpli�
ado: a) geração do segundo harm�ni
o (apartir de fótons de frequên
ia ω e um 
ristal não linear obtém-se fótons 
om de frequên
ia 2ω) e b) 
onversão paramétri
ades
endente (a partir de um fóton é possivel obtermos um parde fótons - que obede
em as relações de 
onservação da energiae momento anteriores. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181.2 a) Conversão Paramétri
a Des
endente do tipo I e b) 
onversãoparamétri
a des
endente e do tipo II [6℄. . . . . . . . . . . . . 191.3 Correlação de momento transversal entre os fótons 
onvertidospara o laser fo
alizado no plano das fendas. As setas indi
amos possíveis 
aminhos dos fótons signal e idler . . . . . . . . . 231.4 Medida da 
orrelação transversal dos feixes de fótons gêmeos.Utilizamos uma fenda de 200µm na entrada dos dete
tores a)per�l verti
al utilizando a lente f=100
m antes do 
ristal, b)per�l horizontal 
om lente, 
) per�l verti
al sem lente e d)per�l horizontal sem lente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251.5 Montagem experimental utilizada para dete
ção das imagensde duas fendas múltiplas e veri�
ação das 
orrelações entre osfótons que atravessam fendas simetri
amente opostas . . . . . 26



LISTA DE FIGURAS 111.6 Correlação espa
ial medida através dos fótons transmitidospor duas fendas quádruplas de abertura 40 µm, nessa imagemos pontos pretos 
orrespondem as 
ontagens simples e os pon-tos vermelhos as 
ontagens em 
oin
idên
ias a) O dete
tor 2estava posi
ionado na quarta fenda e o dete
tor 1 foi deslo-
ado. Observamos um pi
o de 
oin
idên
ias apenas quando odete
tor 1 passou pela primeira fenda. b) O dete
tor 2 estavaposi
ionado na ter
eira fenda, por isso o pi
o de 
oin
idên
ia énotado somente quando o dete
tor 1 passa pela segunda fenda
) Dete
tor 2 na segunda fenda e 
oin
idên
ias observadas en-tre a segunda e ter
eira fenda. d) Dete
tor 2 posi
ionado naprimeira fenda, 
om 
oin
idên
ias apenas quando o dete
tor 1é posi
ionado na quarta fenda. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311.7 Correlação espa
ial medida através dos fótons transmitidospor duas fendas quádruplas de abertura 100 µm, nessa ima-gem os pontos pretos 
orrespondem as 
ontagens simples e osazuis as 
ontagens em 
oin
idên
ia. a) O dete
tor 2 estavaposi
ionado na quarta fenda e o dete
tor 1 foi deslo
ado. Ob-servamos um pi
o de 
oin
idên
ias apenas quando o dete
tor1 passou pela primeira fenda. b) O dete
tor 2 estava posi-
ionado na ter
eira fenda, por isso o pi
o de 
oin
idên
ia énotado somente quando o dete
tor 1 passa pela segunda fenda
) Dete
tor 2 na segunda fenda e 
oin
idên
ias observadas en-tre a segunda e ter
eira fenda. d) Dete
tor 2 posi
ionado naprimeira fenda, 
om 
oin
idên
ias apenas quando o dete
tor 1é posi
ionado na quarta fenda. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321.8 Esquema do experimento de fenda dupla usando fótons gera-dos na 
onversão paramétri
a des
endente. . . . . . . . . . . . 331.9 a) Padrão de Interferên
ia e b) Padrão de Condi
ionalidade,para o estado de quatro fendas utilizando uma lente 
om fo
ode 10
m fo
alizando no dete
tor. O tempo de aquisição de
ada ponto é de 5s. A abertura da fenda utilizada era de 100
µm. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34



LISTA DE FIGURAS 121.10 a) Padrão de Interferên
ia e b) Padrão de Condi
ionalidade,para o estado de quatro fendas utilizando uma lente 
om fo
ode 20
m fo
alizando no dete
tor. O tempo de aquisição de
ada ponto é de 6s. A abertura da fenda utilizada era de 100
µm. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 352.1 Representação de um qubit | ψ〉 na esfera de Blo
h [23℄ . . . . 382.2 Esquema da montagem experimental utilizada na Tomogra�ade Polarização realizada no trabalho apresentado no artigo�Experimental polarization state tomography using optimal po-larimeters� [14℄. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 402.3 Tetraedro Regular de lado l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 412.4 Tetraedro ins
rito na esfera de Blo
h [14℄ . . . . . . . . . . . . 422.5 Montagem Experimental das medidas de tomogra�a. . . . . . 472.6 Esquema de um dete
tor TMD [19℄ . . . . . . . . . . . . . . . 542.7 Esquema da montagem experimental utilizada na referên
ia[17℄ para 
ara
terização de dois dete
tores. A pla
a λ/2 eo polarizador são usados para variar a amplitude do estado
oerente e os �ltros neutros e a �bra ópti
a são usados 
omoatenuadores. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 552.8 Resultado apresentado na referên
ia [17℄ para a tomogra�ade dete
tores. O grá�
o prin
ipal 
orresponde a medida detomogra�a para o dete
tor TMD e o menor para o dete
torAPD. Os grá�
os rela
ionam a probabilidade 
om o móduloquadrado da magnitude do estado 
oerente. . . . . . . . . . . 562.9 Diagonais para os POVM re
onstruídos para a) o dete
torTMD 
onstruído e b) para o dete
tor APD tradi
ional [17℄. . . 573.1 Organização mole
ular de alguns tipos de 
ristais líquidos a)nemáti
os b) esméti
os 
) 
olestéri
os . . . . . . . . . . . . . 593.2 Propagação da luz por um 
ristal líquido nemáti
o girado, parauma angulo de giro de 90◦ [11℄. . . . . . . . . . . . . . . . . . 603.3 Montagem Experimental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 643.4 Curvas de 
ara
terização do SLM para diversos ângulos dopolarizador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65



LISTA DE FIGURAS 133.5 Medida feita posi
ionando uma fenda simples na posição naqual o SLM será 
olo
ado. Essa medida permitiu veri�
ar quea imagem está sendo formada na posição em que será 
olo
adoo SLM. Tempo de aquisição de 
ada ponto no grá�
o foi de 10s. 703.6 Imagem da fenda dupla utilizando o SLM 
omo um espelho.O tempo de aquisição de 
ada ponto no grá�
o foi de 10s. . . . 703.7 Medidas de visibilidade ulilizando uma fenda dupla e uma �bramonomodo. O tempo de aquisição de 
ada um desses pontosfoi de 30s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 713.8 Esquema simpli�
ado de uma �bra ópti
a . . . . . . . . . . . 713.9 Fibra Ópti
a - Corte longitudinal . . . . . . . . . . . . . . . . 713.10 Medida da visibilidade do padrão de interferên
ia de dois feixesde luz ao serem transmitidos por uma fenda dupla 
om a di-ferença de fase entre elas variável. Foram utilizadas uma �bramultimodo e �ltros de freqüên
ia de (650± 10) nm nos dete
-tores. a) Nessa medida o laser foi fo
alizado no 
ristal e obser-vamos uma visibilidade muito baixa de aproximadamente 24%e b) a visibilidade sem a lente, usada para fo
alizar o feixe delaser, também é bastante baixa (30,5 %). . . . . . . . . . . . . 723.11 a) Medida de 
alibração para um ângulo de 60◦ no polarizadore utilizando uma �bra monomodo, o tempo de aquisição foi de12 s para 
ada ponto, b) medida da visibilidade do padrão deinterferên
ia da fenda dupla em função da diferença de faseentre os 
aminhos, 
om �ltro de freqüên
ia de (650 ± 10) nmno dete
tor e tempo de aquisição de 35 s e 
) visibilidade semo �ltro de freqüên
ia, o tempo de aquisição de 
ada ponto foide 20 s. Podemos notar que a visibilidade para a situação
om e sem o �ltro é prati
amente a mesma (67%), a prini
ipaldiferença é que as 
ontagens 
om o �ltro 
aem signi
ativamente. 73



INTRODUÇ�O 14
IntroduçãoA tomogra�a quânti
a é um pro
esso que permite, a partir de um ensemblede partí
ulas identi
amente preparadas, 
ara
terizarmos um estado quânti
o
ompletamente. Por esse motivo, a tomogra�a quânti
a tem sido muito estu-dada. Neste trabalho será apresentado uma metodologia para determinaçãoda matriz densidade que des
reve um estado de qubits.Os qubits são estados quânti
os de dois níveis e podem 
orresponder àpolarização do fóton, ao momento de spin do elétron em uma direção, ou
omo no 
aso desse trabalho os 
aminhos possíveis do fóton ao atravessar umafenda dupla. Foram gerados estados a partir de uma fenda dupla 
olo
adano 
aminho do fóton. Esses estados, que 
hamamos de qubits, são utilizadospara a implementação da tomogra�a quânti
a.Apesar de, não ter sido possível realizar todas medidas ne
essárias paradeterminação dos elementos que 
ompõem a matriz densidade, esse trabalhoé importante, visto que além uma revisão ele também apresenta uma sis-tematização dos pro
edimentos experimentais que irão permitir sua futuraimplementação experimental.Essa dissertação está dividida em três 
apítulos. No primeiro 
apítulo éfeita uma apresentação dos estados gerados na 
onversão paramétri
a des-
endente (pro
esso não linear a partir do qual é possível gerarmos um parde fótons 
orrela
ionados em energia e momento) e sua utilização na 
riaçãode estados espa
iais utilizando fendas múltiplas. Nesse 
apítulo também sãomostrados alguns resultados que foram obtidos por nós durante essa disser-tação.No segundo 
apítulo é realizado um estudo sobre a tomogra�a para o 
asode um qubit e é proposto um método experimental para sua implementação.O método proposto foi baseado no artigo �Experimental polarization state



INTRODUÇ�O 15tomography using optimal polarimeters� [14℄. Nesse artigo os autores propõeum método no qual serão ne
essárias o mínimo de medidas para determinaçãoda matriz densidade.O ter
eiro e último 
apítulo tem 
omo prin
ipal função apresentar o Mod-ulador Espa
ial de Luz (Spatial Light Modulator - SLM) que foi utilizado emalgumas medidas e é ne
essário a realização das medidas de tomogra�a.Após esse 
apítulo é apresentada uma breve 
on
lusão, na qual são apre-sentadas as perspe
tivas futuras do trabalho para a realização das medidasde tomogra�a.Essa dissertação 
onta também 
om um apêndi
e (Apêndi
e A), no qual érealizada uma generalização dos 
ál
ulos realizados no 
apítulo 2 para o 
asoda tomogra�a de dois qubits, ou seja, quando tivermos dois pares de fendasduplas no 
aminho dos fótons, uma para 
ada fóton gerado na 
onversãoparamétri
a.
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Capítulo 1Conversão paramétri
a e Estadosde qudits espa
iaisNeste 
apítulo será feita uma pequena revisão sobre a 
onversão paramétri
a,assim 
omo a geração de estados espa
iais de qudits a partir de fótons 
on-vertidos que atravessam um par de fendas múltiplas. Esses estados foramestudados através de medidas de imagens das fendas, do padrão de interfe-rên
ia e do padrão de 
ondi
ionalidade.A geração de qudits espa
iais usando fendas múltiplas já foi realizadoanteriormente [4, 5℄. A razão deste 
apítulo é dar uma des
rição 
ompleta dageração desses estados, bem 
omo o estudo de algumas de suas 
ara
terísti
as.1.1 Efeitos Não Lineares em Ópti
a Quânti
a1.1.1 Geração do Segundo Harm�ni
oO fen�meno de geração de segundo harm�ni
o é um fen�meno não linear queo
orre em materiais birrefringentes. Uma luz mono
romáti
a, ao atravessaresse meio, interage 
om o material e observa-se a saída de outras 
ompo-nentes espe
trais do 
ampo. Como a resposta desses materiais ao 
ampoeletromagnéti
o é uma resposta não linear, podemos expressar a polarização
om a série abaixo [1℄:
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Pi = χ

(1)
ij Ej + χ

(2)
ijkEjEk + χ

(3)
ijklEjEkEl + ... (1.1)onde χ(n) 
orresponde ao tensor sus
eptibilidade elétri
a de ordem n. Otermo χ(2)

ijk 
orresponde à 
ontribuição não linear de menor ordem (sus
epti-bilidade não-linear de segunda ordem).Na geração de segundo harm�ni
o, um feixe de luz de frequên
ia ω0 in-
idente em um meio não linear é 
apaz de gerar um 
ampo 
om frequên
ia
ωf = 2ω0. A partir de dois fótons de mesma frequên
ia é possível obtermosum fóton 
om o dobro dessa freqüên
ia. Na �gura 1.1 item a) é mostrado umesquema no qual a partir de dois fótons de frequên
ia ωé possível obtermosum 
om o dobro da frequên
ia ω.1.1.2 Conversão Paramétri
a Des
endenteAssim 
omo a geração do segundo harm�ni
o, a 
onversão paramétri
a des-
endente (CPD) também 
orresponde a um fen�meno não linear. A 
onversãoparamétri
a é, de 
erto modo, um pro
esso inverso da geração do segundoharm�mi
o, já que na 
onversão, um fóton do feixe de luz in
idente no ma-terial (um 
ristal não linear) será 
onvertido em dois outros. Cada fótonde frequên
ia ω0 e vetor de onda k0 in
idente no 
ristal não linear gera doisfótons 
om frequên
ias ω1 e ω2 e vetores de onda k1 e k2 [1℄. Esses dois fótonsgerados na 
onversão são 
omumente 
hamados de signal e idler.No pro
esso des
rito, energia e momento são 
onservados, de forma que:

~ω0 = ~ω1 + ~ω2, (1.2a)
~k0 = ~k1 + ~k2, (1.2b)onde a primeira equação 
orresponde a 
onservação de energia e a segundaa 
onservação de momento linear. A �gura 1.1 item b) mostra um esquemada 
onversão paramétri
a des
endente, nele um fóton 
om frequên
ia k̃3 efrequên
ia ω3 é 
onvertido em dois fótons, 
om frequên
ia ω1 e ω2 e vetoresde onda ~k1 e ~k2.A partir das equações anteriores podemos observar que tem-se valoresrestritivos para as freqüên
ias e para as direções dos vetores de onda da luz.
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Figura 1.1: Esquema simpli�
ado: a) geração do segundo harm�ni
o (a partirde fótons de frequên
ia ω e um 
ristal não linear obtém-se fótons 
om defrequên
ia 2ω) e b) 
onversão paramétri
a des
endente (a partir de um fóton épossivel obtermos um par de fótons - que obede
em as relações de 
onservaçãoda energia e momento anteriores.Por 
ausa da simetria do 
ristal em torno da direção de propagação, a luz
onvertida é gerada em forma de 
ones de luz, 
omo pode ser observado na�gura 1.2. As 
ondições de 
asamento de fase que levam à 
onservação daenergia e do momento também levam a uma restrição para a polarizaçãodos fótons 1 e 2 que são 
onvertidos no 
ristal. A 
onversão paramétri
ades
endente pode ser de dois tipos. Na do tipo I, os fótons gerados no 
ristalpossuem a mesma polarização e ambas são ortogonais à polarização da luzdo laser que bombeia o 
ristal. Na do tipo II, um dos fótons 
onvertidos teráa mesma polarização do laser, enquanto o outro terá polarização ortogonal aeles.Considerando as aproximações mono
romáti
a, paraxial e de 
ristal �no,temos que o estado dos fótons gerados na 
onversão paramétri
a des
endenteé dado por [3℄:
| Ψ〉 = c1 | vac〉 + c2

∫

dqi

∫

dqsυ(qi + qs) | 1qi〉 | 1qs〉, (1.3)
om c1 ≫ c2.Nessa equação, os índi
es i e s são usados para representar os fótons 
on-vertidos idler e signal, respe
tivamente. O estado | 1qi〉 (| 1qs〉) representa
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Figura 1.2: a) Conversão Paramétri
a Des
endente do tipo I e b) 
onversãoparamétri
a des
endente e do tipo II [6℄.um fóton no modo qi (qs), onde qi (qs) 
orresponde à 
omponente transver-sal do vetor de onda ki (ks). O termo υ(qi + qs) é o espe
tro angular do
ampo do laser para z=0 (plano do 
ristal).Nesse resultado, observamos que o espe
tro angular do laser in
identeno 
ristal é tranferido para o estado quânti
o dos fótons 
onvertidos. Dessaforma, é possível, mudando o per�l transversal do laser, alterarmos a 
or-relação transversal dos fótons gerados, já que mudar o per�l do laser noplano do 
ristal 
orresponde a mudar o espe
tro angular que representa aTransformada de Fourier do 
ampo elétri
o nas variáveis transversais.1.2 Geração de Estados de Qudits Espa
iais1.2.1 QuditsOs qudits 
orrespondem a estados quânti
os 
om d níveis no espaço de Hilbertde interesse. Quando d=2, são 
hamados de qubits (estados quânti
os emduas dimensões) e qutrits quando d=3. Os estados formados por um e pordois qubits serão estudados mais profundamente no próximo 
apítulo. Apalavra qudits é usada geralmente para designar estados em uma dimensão



CAPÍTULO 1 20d>3.O estado puro de um qudit pode ser representado por:
| Ψ〉 =

d
∑

l=1

αl | l〉. (1.4)onde | l〉 são ortonormais.Para o 
aso de um estado formado por dois qudits, 
ada uma das partesdo sistema pode se en
ontrar em um dos d níveis possíveis ou em 
ombinações(superposições) deles. Eles podem ser representados por:
| Ψ〉 =

d
∑

l=1

d
∑

m=1

αl,m | l〉⊗ | m〉. (1.5)Nas próximas seções será des
rito um método experimental simples quepermite a geração de estados de dois qudits fot�ni
os, será também apresen-tada algumas medidas que foram realizadas.1.2.2 A geração dos estadosUsando as 
orrelações de momento transversal dos fótons na 
onversão para-métri
a é possível gerarmos estados de qudits espa
iais utilizando um par defendas múltiplas, uma para 
ada um dos fótons 
onvertidos. Esse estado égerado após os fótons 
onvertidos atravessarem as fendas múltiplas (Figura1.3).O estado dos fótons 
onvertidos nas variáveis de momento transvesal logoapós a transmissão pelas fendas, é dado por [4, 8, 9℄:
| Ψ〉 ∝

∫

dqi

∫

dqsℑ(qi, qs) | 1qi〉 | 1qs〉, (1.6)onde o termo ℑ(qi , qs) 
orresponde a
ℑ(qi, qs) =

∫

dxi

∫

dxsAi(xi)As(xs)W

(

xi + xs

2
; zA

)

×

× e
ik

8zA
(xs−xi)2e−i(qixi+qsxs) , (1.7)
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omo z a direção de propagação dos fótons e 
onsiderando xi e xs as
omponentes transversais da posição e, qi e qs , as 
omponentes transversaisdos vetores de onda ki e ks, respe
tivamente. As funções Ai e As são asfunções transmissão das fendas múltiplas e a função W des
reve o per�ltransversal do 
ampo elétri
o do feixe de laser na posição zA.Como resultado da equação anterior temos que mudanças tanto no per�ldo laser quanto na função das aberturas, ou seja, no tipo de abertura, levama geração de um novo estado de dois fótons.No 
aso estudado, as fendas múltiplas foram 
olo
adas no 
aminho dosfótons gerados. As fendas podem ser representadas através de funções retân-gulo Π, ou seja, podem ser des
ritas 
omo possuindo valor zero ou um, de-pendendo da posição x . A des
rição matemáti
a da função transmissão dasfendas múltiplas é:
A(x) =

lD
∑

l=−lD

Π

(

x− ld

2a

)

. (1.8)Nessa expressão, a separação entre as fendas é d e a abertura é 2a. Otermo lD do somatório é lD ≡ D−1
2

, onde D 
orresponde ao número de aber-turas de 
ada uma das fendas múltiplas. Em nosso experimento foram uti-lizadas fendas quádruplas (D=4), ou seja, o somatório é realizado de -3/2até 3/2. Substituindo a relação anterior na expressão 1.7, obtemos:
ℑ(qi, qs) =

lD
∑

l, m=−lD

∫ ld+a

ld−a

dxi

∫ md+a

md−a

dxsW

(

xi + xs

2
, zA

)

×

× e
ik

8zA
(xs−xi)

2

e−i(qxx+qyy) , (1.9)A integração na expressão anterior é feita para 
ada uma das fendas sobretoda a abertura.Fazendo as seguintes substituições
x′i = xi − lde
x′s = xs −md



CAPÍTULO 1 22e 
onsiderando o per�l transversal do laser 
onstante no intervalo de (−a ,a),o termo ℑ(qi, qs) pode ser rees
rito da seguinte forma:
ℑ(qi, qs) =

lD
∑

l, m=−lD

W

(

[l +m]d

2
; zA

)

e−id(qil+qsm)e
ikd2

8zA
(m−l)2×

×
∫ a

−a

dx′ie
−iqix

′

i

∫ a

−a

dx′se
−iqsx′

s . (1.10)Com o ℑ(qi , qs) en
ontrado, o estado dos fótons ao atravessarem as fendasserá [9℄:
| Ψ〉 ∝

∑lD
l, m=−lD

W
(

[l+m]d
2

; zA

)

e
ikd2

8zA
(m−l)2×

×
∫

dqie
−iqildsinc(qia) | 1qi〉

∫

dqse
−iqsmdsinc(qsa) | 1qs〉. (1.11)Podemos identi�
ar os estados de fenda | l〉, | m〉 
om os seguintes estadoses
ritos na base de momento transversal qj (j = s, i). As integrais da equação1.11 podem ser analisadas 
omo sendo o estado de um fóton, dado por | l〉 e

| m〉

| l〉 ≡
√

a

π

∫

dqie
−iqildsinc(qia) | 1qi〉, (1.12a)

| m〉 ≡
√

a

π

∫

dqse
−iqsmdsinc(qsa) | 1qs〉. (1.12b)De a
ordo 
om a referên
ia [11℄ os estados anteriores são os estados de umfóton transmitido por uma fenda simples deslo
ada de ld (md) da posição

xi = 0 (xs = 0).A equação para o estado dos fótons transmitidos será portanto:
| Ψ〉 ∝

lD
∑

l, m=−lD

W

(

[l +m]d

2
; zA

)

e
ikd2

8zA
(m−l)2 | l〉i⊗ | m〉s. (1.13)Para o per�l do laser 
onstante no plano das fendas, ou seja, a largura dasua distribuição espa
ial menor que a separação das fendas 
entrais, temos
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onstante entre −a e a, e zero para valoresde x > a e x < a e o estado dos fótons transmitidos será [4℄:
| Ψ〉 =

3/2
∑

l=−3/2

1√
D
e

ikd2

2zA
l2 | l〉i⊗ | −l〉s. (1.14)Por 
ausa da 
orrelação entre os fótons gêmeos quando fo
alizamos olaser no plano das fendas, o estado do fóton representado por | m〉 será | −l〉[9℄. Dessa forma, sempre que um fóton atravessar uma determinada fenda, ooutro fóton irá passar pela fenda simétri
o-oposta a ela. A �gura 1.3 mostraum esquema simpli�
ado dessa situação.

Figura 1.3: Correlação de momento transversal entre os fótons 
onvertidospara o laser fo
alizado no plano das fendas. As setas indi
am os possíveis
aminhos dos fótons signal e idler



CAPÍTULO 1 241.3 Experimento1.3.1 Correlação de momento transversal do feixe defótons gêmeosComo já foi dito anteriormente, para geração dos estados do tipo da equação(1.14) é importante que o per�l transversal dos fótons no plano da fendas sejao mais estreito possível assegurando que os fótons gemêos atravessem fendasopostas. Por esse motivo, foi feita uma medida da 
orrelação de momentotransversal dos feixes de fótons gêmeos. O objetivo prin
ipal foi en
ontarmosa posição z na qual o per�l, horizontal ou verti
al, era mais estreito e dessaforma 
olo
armos as fendas nesta posição.A montagem experimental era 
omposta de um laser HeCd (λ = 325nm)que in
idia em um 
ristal LiIO3 tipo I, que pela CPD gerava um par defótons. Cada um dos fótons atingia um dete
tor que possuia �ltros de inter-ferên
ia 
entrados em (650 ± 10)nm.Para estudar o per�l do laser, foram 
olo
adas fendas simples de aberturade 200µm na frente dos dete
tores. As medidas eram feitas movendo-se odete
tor perpendi
ularmente a posição da fenda e realizando a aquisição dedados para 
ada posição. Esse pro
edimento foi realizado primeiro parauma fenda posi
ionada horizontalmente e depois foi repetido para uma fendaposi
ionada verti
almente e também utilizando uma lente de distân
ia fo
aligual a 100
m antes dos dete
tores. Esses resultados estão mostrados na�gura 1.4.Observando os resultados da �gura 1.4, nota-se que o per�l verti
al é umpou
o mais estreito e mais simétri
o que o horizontal.1.3.2 Geração e estudo de estados espa
iais de quditsA geração dos estados de qudits espa
iais foi realizada experimentalmentepor nós utilizando um par de fendas múltiplas posi
ionadas 
ada uma delasno 
aminho de um dos fótons da 
onversão paramétri
a. O experimento foirealizado para dois 
onjuntos de fendas múltiplas, 
om aberturas de 40µm ede 100µm. As fendas de 40µm possuiam separação entre o 
entros de fendas
onse
utivas de 80µm e as de 100µm possuiam separação de 200µm.



CAPÍTULO 1 25

Figura 1.4: Medida da 
orrelação transversal dos feixes de fótons gêmeos.Utilizamos uma fenda de 200µm na entrada dos dete
tores a) per�l verti
alutilizando a lente f=100
m antes do 
ristal, b) per�l horizontal 
om lente, 
)per�l verti
al sem lente e d) per�l horizontal sem lentePosi
ionamos as fendas horizontalmente, pois a 
orrelação transversal dospares na direção verti
al era a mais estreita. Utilizando uma lente 
onver-gente de f = 25cm posi
ionada antes do 
ristal, fo
alizamos o feixe do laserno plano das fendas. Como o espe
tro angular do laser é transferido para oestado dos fótons 
onvertidos, o per�l transversal da taxa de 
oin
idên
iasdos gêmeos será fo
alizado nas fendas [3, 4℄. Para a dete
ção da imagem dasfendas foi usado um par de lentes 
ilíndri
as de f = 10cm (já que essas lentesfun
ionam 
omo lente apenas em uma direção) posi
ionadas simetri
amenteentre as fendas e o dete
tor (objeto e imagem estavam a 20 
m da lente). Amontagem experimental des
rita a
ima está mostrada esquemati
amente na�gura 1.5.As medidas das imagens das fendas quádruplas, dete
tadas através de
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Figura 1.5: Montagem experimental utilizada para dete
ção das imagens deduas fendas múltiplas e veri�
ação das 
orrelações entre os fótons que atraves-sam fendas simetri
amente opostas
ontagens simples e 
oin
idên
ias, estão mostradas nas �guras 1.6 e 1.7. Em
ada uma dessas medições o dete
tor 2 foi posi
ionado em uma das fendase o dete
tor 1 foi deslo
ado de forma a passar por todas as fendas. O pi
ode 
oi
idên
ias é observado somente quando o dete
tor 1 passa pela fendasimétri
o-oposta à fenda sele
ionada no dete
tor 2. Isso é, quando o fótonsignal atravessa a fenda l , o fóton idler atravessa a fenda −l (ver �gura 1.3).Com esse resultado 
on�rmamos que o estado dos fótons gerados transmitidospelas fendas possuem 
orrelação espa
ial.Na �gura 1.6 é possível notar que os pi
os de 
oin
idên
ia possuem val-ores próximos, 
omo resultado os módulos das amplitudes do estado de quditsde 
aminhos transversais na posição das fendas, também são próximas. Omesmo não a
onte
e para o 
aso da fenda de 100 (�gura 1.7). Nela obser-vamos que a taxa de 
oin
idên
ias para as fendas da extremidade é menor.Uma possível expli
ação para isso está rela
ionada ao ângulo de a
eitaçãodos dete
tores.
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ál
ulo da probabilidade do par de fótons atravessarem as fendas le m. Essa probabilidade é dada pela relação [9℄:
Plm =

Clm

(
∑

l,mClm)
(1.15)

Clm 
orresponde a taxa de 
oin
idên
ia entre os fótons transmitidos pelafenda l , dete
tados pelo dete
tor 1 e pela fenda m dete
tados pelo dete
tor2. Realizamos um estudo do padrão de interferên
ia para a fenda de 100µmusando lentes de distân
ias fo
ais diferentes. Para fa
ilitar o entendimentodessas medições, é interessante primeiramente analisarmos o 
aso de doisqubits, ou seja, quando utilizamos uma fenda dupla para gerar o estado es-pa
ial. Na próxima seção, o experimento de fenda dupla para duas partí
ulasé analisado, tendo 
omo base as referên
ias [26, 27, 28℄.1.4 Dis
ussão do Experimento de fenda dupla
om duas partí
ulasNo experimento proposto por Greenberger, Horne and Zeilinger [26℄, o grupodis
ute um experimento de fenda dupla para duas partí
ulas. Nesse trabalho,eles dis
utem o padrão de interferên
ia observado quando se utiliza 
omofonte de dois fótons, os fótons gerados na 
onversão paramétri
a.A amplitude de probabilidade de dete
ção no ponto xi e no ponto xs:
ψ(xi) ∼ eikLA + eikLB ∼ cos

2πθ

λ
(x+ xi), (1.16a)

ψ(xs) ∼ eikLA′ + eikLB′ ∼ cos
2πθ

λ
(x+ xs). (1.16b)onde LA, LB, L′

A e L′
B 
orrespondem a distân
ia de um determinado pontono 
ristal (por exemplo, o ponto Ω mostrado na �gura 1.8)) até 
ada umadas fendas A, B, A′ e B′.Considerando o 
aso em que os dois fótons 
hegam em 
oin
idên
ia noplano de dete
ção e integrando em toda a extensão do 
ristal, en
ontramos a



CAPÍTULO 1 28amplitude total para os dois fótons atingirem as posições xi e xs simultane-amente
ψ(xi, xs) ∼

1

d

∫ −d/2

d/2

cos
2πθ

λ
(x+ xi) cos

2πθ

λ
(x+ xs). (1.17)Para o 
aso de d≫ λ/θ obtemos

1

2
cos(2πθ(xi − xs)/λ),que 
orresponde a um padrão 
om presença de franjas 
ondi
ionais, já quea amplitude de 
oin
idên
ias depende de xi e de xs, então, por exemplo, ao�xarmos um dete
tor em xi e deslo
armos o outro no plano em que temos xso padrão de interferên
ia também será deslo
ado em igual quantidade.Porém, para o 
aso d≪ λ/θ temos a integral propor
ional a

1

2
cos

(

2πθ

λ
xi

)

× cos

(

2πθ

λ
xs

)

,que 
orresponde ao produto dos padrões de 
ada um dos fótons, ou seja,nesse 
aso as franjas são independentes, ou seja, o padrão não é 
ondi
ional.1.5 Estudo do Padrão de Interferên
ia Condi-
ionalA 
ondi
ionalidade de um padrão está rela
ionada a posição das franjas de-penderem das posições es
olhidas para os dete
tores. Segundo as referên
ias[9, 5℄ a probabilidade de dete
ção em 
oin
idên
ia para qudits é:
CΨa,b

(xi, xs) ∝
∣

∣

∣

∣

∣

lD
∑

l=−lD

e
ik d2l2

2zA 〈vac | Ê(+)
(xs; z)Ê(+)

(xi; z) | l,−l〉
∣

∣

∣

∣

∣

2

∝
lD
∑

l=−lD

Vll(xi, xs) +

+2

lD
∑

l=−lD

lD
∑

m=l+1

Vlm(xi, xs) × cos(β(l −m)[xi − xs + φ(l +m)]), (1.18)
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β =

kd

2[f − η(zL − zA − f)]e
φ =

d[f − η(zL − f)]

zA
om η = (z − zL − f)/f . O termo Vlm da equação 1.18 
orresponde a
Vlm(xi, xs) ≡

∏

j=l,m

sinc

(

aβ
(xs − jηd)

d

)

sinc

(

aβ
(xi + jηd)

d

)

, (1.19)e representa a difração devido a abertura.A equação 1.18, assim 
omo a função 1
2
cos(2πθ(xi−xs)/λ) para o 
aso dedois qubits, des
reve um padrão de interferên
ia 
om 
ara
teristi
as 
ondi-
ionais, ou seja a posição das franjas dependem da posição dos dete
tores.Dessa forma, ao deslo
armos um dos dete
tores a forma do padrão irá variar.Após a obtenção das imagens das fendas quádruplas, foi realizada umamedida do padrão de interferên
ia e do padrão de 
ondi
ionalidade dos fótonstransmitidos pelas fendas de 40 e de 100 µm.Para as medidas do padrão de interferên
ia e de 
ondi
ionalidade, foramretiradas as lentes 
ilíndri
as e a
res
entadas uma lente antes de 
ada de-te
tor, a uma distân
ia igual aos seus 
omprimentos fo
ais. Realizou-semedições 
om lentes de fo
o igual a 10
m e 20
m, todas elas a uma distân
iafo
al do dete
tor. Fendas simples de abertura de 100 µm foram presas aosdete
tores. Para obtenção do padrão de interferên
ia posi
ionamos o dete
-tor 2 na posição 
entral, ou seja, no máximo de 
ontagens simples e varremoso dete
tor 1 deslo
ando-o a passos de 10µm.A medida do padrão de 
ondi
ionalidade 
onsiste em deslo
armos o de-te
tor 2 até a posição de mínimo do padrão de interferên
ia e novamentevarremos o dete
tor 1. Podemos observar que onde anteriormente tinha-seum máximo 
entral, agora tem-se um mínimo e vi
e-versa. Esse resultadoestá mostrado na �gura 1.9 para a fenda de 100 µm utilizando uma lente def = 10
m e na �gura 1.10 para a mesma fenda utilizando uma lente de f =20
m.
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os das �guras 1.9 e 1.10 
on�rmam a 
ondi
ionalidade do padrãopara o estado de qudits gerados, esses resultados também são uma evidên
iade que os qudits gerados estão emaranhados [9, 5℄.
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Figura 1.6: Correlação espa
ial medida através dos fótons transmitidos porduas fendas quádruplas de abertura 40 µm, nessa imagem os pontos pretos
orrespondem as 
ontagens simples e os pontos vermelhos as 
ontagens em
oin
idên
ias a) O dete
tor 2 estava posi
ionado na quarta fenda e o dete
tor 1foi deslo
ado. Observamos um pi
o de 
oin
idên
ias apenas quando o dete
tor1 passou pela primeira fenda. b) O dete
tor 2 estava posi
ionado na ter
eirafenda, por isso o pi
o de 
oin
idên
ia é notado somente quando o dete
tor1 passa pela segunda fenda 
) Dete
tor 2 na segunda fenda e 
oin
idên
iasobservadas entre a segunda e ter
eira fenda. d) Dete
tor 2 posi
ionado naprimeira fenda, 
om 
oin
idên
ias apenas quando o dete
tor 1 é posi
ionadona quarta fenda.
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Figura 1.7: Correlação espa
ial medida através dos fótons transmitidos porduas fendas quádruplas de abertura 100 µm, nessa imagem os pontos pretos
orrespondem as 
ontagens simples e os azuis as 
ontagens em 
oin
idên
ia. a)O dete
tor 2 estava posi
ionado na quarta fenda e o dete
tor 1 foi deslo
ado.Observamos um pi
o de 
oin
idên
ias apenas quando o dete
tor 1 passou pelaprimeira fenda. b) O dete
tor 2 estava posi
ionado na ter
eira fenda, porisso o pi
o de 
oin
idên
ia é notado somente quando o dete
tor 1 passa pelasegunda fenda 
) Dete
tor 2 na segunda fenda e 
oin
idên
ias observadas entrea segunda e ter
eira fenda. d) Dete
tor 2 posi
ionado na primeira fenda, 
om
oin
idên
ias apenas quando o dete
tor 1 é posi
ionado na quarta fenda.
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Figura 1.8: Esquema do experimento de fenda dupla usando fótons geradosna 
onversão paramétri
a des
endente.
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Figura 1.9: a) Padrão de Interferên
ia e b) Padrão de Condi
ionalidade, parao estado de quatro fendas utilizando uma lente 
om fo
o de 10
m fo
alizandono dete
tor. O tempo de aquisição de 
ada ponto é de 5s. A abertura da fendautilizada era de 100 µm.
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Figura 1.10: a) Padrão de Interferên
ia e b) Padrão de Condi
ionalidade,para o estado de quatro fendas utilizando uma lente 
om fo
o de 20
m fo
ali-zando no dete
tor. O tempo de aquisição de 
ada ponto é de 6s. A aberturada fenda utilizada era de 100 µm.
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Capítulo 2Tomogra�a Quânti
aA tomogra�a quânti
a é um pro
esso que permite, a partir de um ensemblede partí
ulas identi
amente preparadas, 
ara
terizarmos um estado quânti
o
ompletamente. Neste 
apítulo é feita uma breve des
rição da tomogra�a
lássi
a e 
omputadorizada e depois é feita uma analogia 
om o 
aso quânti
o.O objetivo prin
ipal desse 
apítulo é realizar um estudo sobre a tomogra�ade um e de dois qubits visando sua implementação para estados espa
iaisde qubits. Também é realizado um estudo sobre tomogra�a quânti
a dedete
tores baseando-se nas referên
ias [17, 20℄.2.1 Representação de Estados Puros e MistosUm qubit 
orresponde a um estado quânti
o em duas dimensões. Essesestados podem 
orresponder, por exemplo à polarização do fóton (verti
al ehorizontal) ou ao momento de spin do elétron na direção z (para 
ima e parabaixo) ou ainda aos 
aminhos possíveis do fóton ao atravessar uma fendadupla (
aminhos 1 e 2).Um estado puro pode ser representado por um vetor de estado e para o
aso de um sistema de um qubit, temos:

| ψ〉 = α | 0〉 + β | 1〉, (2.1)onde os 
oe�
ientes α e β são 
omplexos e satisfazem a 
ondição de norma-lização | α |2 + | β |2= 1.
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omo uma matriz detraço um, hermitiana e positiva. Para o 
aso de um estado puro, temos
ρ = ρ2, então, Tr(ρ2)=1. Para estados mistos o Tr(ρ2) é sempre um númeromenor que um.Uma interpretação de matriz densidade possível é des
revermos o estadoé 
omo uma mistura estatísti
a dos sub-ensembles que 
ompõem esse estado.Isto é, a matriz densidade é 
onstruída 
onsiderando os pesos estatísti
os de
ada estado puro que 
onstitui o sistema. Essa matriz pode ser es
rita 
omo:

ρ =
∑

i

Pi | ψi〉〈ψi |, (2.2)onde Pi 
orresponde a probabilidade ou peso estatísti
o do estado | ψi〉,
om ∑

i Pi = 1. É interessante dizer que toda matriz positiva de traço um
orresponde a uma matriz densidade. A de
omposição a
ima 
orresponde aapenas uma de um 
onjunto in�nito de de
omposições possíveis para umadada matriz ρ, a ex
eção é apenas para o 
aso de estados puros em queessa de
omposição é úni
a. É importante notar que qualquer estado purotambém pode ser representado no formalismo de matriz densidade, já queessa des
rição é mais geral que a des
rição usando vetor de onda. Para umestado puro, ρ =| ψj〉〈ψj | e Pi = δij , sendo | ψj〉 o vetor de estado dapartí
ula.Entre as propriedades da matriz densidade, temos que ela possui traçoum e é uma matriz hermitiana e positiva. Para o 
aso de um estado puro,temos ρ = ρ2, então, Tr(ρ2)=1. Para estados mistos o Tr(ρ2) é sempre umnúmero menor que um.2.1.1 Esfera de Blo
hUma forma 
onveniente de se visualizar um qubit é fazendo uso da esferade Blo
h, que 
orresponde a uma representação geométri
a de um estadopuro de dois níveis quânti
os (ver �gura 2.1). Ao representarmos o estadode um qubit em 
oordenadas esféri
as (equação 2.3), estamos de�nindo umponto na superfí
ie da esfera Blo
h. Nessa esfera de raio unitário, os estadospuros estarão sobre sua superfí
ie e os estados mistos no seu interior, já queestes 
orrespondem a misturas de estados puros. Como exemplo, para a



CAPÍTULO 2 38polarização do fóton, os estados de polarização verti
al e horizontal �
arãonos polos da esfera, os de polarização 
ir
ular no equador.Um estado quânti
o puro de dois níveis pode ser des
rito 
omo:
| ψ〉 = cos

(

θ

2

)

| 0〉 + eiφ sin

(

θ

2

)

| 1〉 (2.3)A partir dessa equação, es
rita em 
oordenadas polares, podemos identi-�
ar o estado | ψ〉 na esfera de Blo
h (ver �gura 2.1)

Figura 2.1: Representação de um qubit | ψ〉 na esfera de Blo
h [23℄
2.2 Tomogra�a de um qubitPodemos es
rever a matriz densidade de um qubit 
omo:

ρ =
1

2

(

1 + a b− ic

b+ ic 1 − a

)

. (2.4)Nesta expressão, foi levado em 
onsideração o fato de ρ ser uma matrizhermitiana de traço igual a um.É interessante, porém, rees
revermos ρ em termos da matriz identidadee das matrizes de Pauli, 
onforme a equação a seguir:
ρ =

1

2
(I + aσz + bσx + cσy) =

1

2
(I +

−→
b · −→σ ), (2.5)
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b 
orresponde a (b, c, a) e é 
onhe
ido 
omo vetor de Blo
h (
hamadode vetor de Stokes quando 
onsideramos polarização). Esse vetor identi�
aum ponto na esfera de Blo
h. A matriz I mostrada na equação anteriorrepresenta a matriz identidade e ~σ representa as matrizes σx, σy e σz que
orrespondem as matrizes de Pauli.As matrizes de Pauli para um qubit são:
σx =

(

0 1

1 0

)

, σy =

(

0 −i
i 0

)

, σz =

(

1 0

0 −1

)

. (2.6)O objetivo de se realizar uma tomogra�a é determinar os elementos a, b e
 que 
onstituem a matriz densidade. Existem várias es
olhas que permitemdeterminarmos esses termos, em nosso 
aso de
idimos medir um 
onjuntoespe
ial. Esse 
onjunto es
olhido tem 
omo prin
ipal vantagem ser o 
onjuntoque permite realizarmos o menor número de medições. Os pontos a seremmedidos 
orrespondem aos vérti
es de um tetraedro ins
rito na esfera deBlo
h (�gura 2.4). A vantagem de medirmos esse 
onjunto de
orre do fatoque para esses pontos, a normalização 
orresponde a soma das 
oin
idên
iasde todos os pontos medidos.É importante 
omentar que é possível realizarmos a tomogra�a es
olhendooutro 
onjunto de pontos, porém, seriam ne
essárias mais medições, já que anormalização de 
ada termo é feita dividindo-se pela soma da taxa de 
oin-
idên
ias para um vetor e para o seu ortogonal. Por exemplo, se es
olhermosmedir os pontos do equador temos que medir o estado | 0〉 e seu ortogonal
| 1〉, o estado diagonal | D〉 e o seu ortogonal | A〉 (anti-diagonal) e tambémé ne
essário medirmos os pontos dos pólos, que 
orrespondem a fases de π/2e −π/2 entre os vetores | 0〉 e | 1〉.A idéia para as medições desses pontos surgiu a partir do trabalho �Exper-imental polarization state tomography using optimal polarimeters� [14℄. Nestetrabalho, o grupo apresenta a maneira mínima ne
essária para se estimar ovetor de Stokes (análogo ao vetor de Blo
h), o que 
onsiste em realizarmosquatro medições. Essas medições são de�nidas a partir de quatro vetoresnão 
oplanares que de�nem um tetraedro na esfera de Poin
aré. O POVM(Positive Operator Valued Measure) es
olhido é interessante prin
ipalmente
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onhe
e nada sobre ρ, já que nele, os pontos que de�nem otetraedro são igualmente espaçados [29, 30℄.

Figura 2.2: Esquema da montagem experimental utilizada na Tomogra�a dePolarização realizada no trabalho apresentado no artigo �Experimental polar-ization state tomography using optimal polarimeters� [14℄.Na �gura 2.2, observamos um esquema da montagem experimental uti-lizada na tomogra�a de um estado de polarização. Um 
ubo par
ialmentepolarizador (PPBS) separa a luz em uma razão espe
í�
a já que possui 
o-e�
ientes de divisão iguais a x e y que obede
em a equação de 
onservação
| x |2 + | y |2= 1. Por 
ausa dessa diferença nos 
oe�
ientes de divisão, asaída em 
ada um dos braços será diferente. Na tabela a seguir, mostramosa saída nos braços transmitido e re�etido para uma luz polarizada horizon-talmente e verti
almente.Polarização Transmitido Re�etidoHorizontal (

x

0

) (

y

0

)Verti
al (

0

y

) (

0

x

)A luz transmitida pelo PPBS é projetada na base de polarização ±45◦ e are�etida é projetada nas bases de polarização 
ir
ular a esquerda e a direita.
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onjunto espe
í�
o x e y que produz o arranjo tetragonal é
x2 = 1/2 + 1/(2

√
3) e y2 = 1/2 − 1/(2

√
3).Para a implementação experimental da tomogra�a, o grupo realizou uma
alibração para eliminar fases que poderiam estar presentes [32℄. Essas fasesforam eliminadas 
om a utilização de pla
as de quartzo. Com essa 
alibraçãoé en
ontrada a matriz intrumento 
orrigida. Essa matriz rela
iona as inten-sidades medidas 
om vetores de Stokes.No nosso 
aso, es
olhemos implementar a tomogra�a para estados espa-
iais de 
aminho transversal. O POVM es
olhido também foi o que des
reveum tetraedro regular ins
rito na esfera de Blo
h. A seguir, um tetraedro regu-lar de lado l foi analisado, �gura 2.3. Considerando que o tetraedo mostradopossa ser ins
rito em uma esfera de raio unitário, 
om os vérti
es, A, B, Ce D to
ando a superfí
ie da esfera, foram determinadas as 
oordenadas naesfera que des
revem esses pontos.

Figura 2.3: Tetraedro Regular de lado lAnalisando primeiramente o triângulo equilátero BCD. Sabendo que oponto H 
orresponde ao bari
entro desse triângulo e que a altura de umtriangulo equilátero é l
√

3/2 , en
ontramos BH = l
√

3
3
. Se analisarmos agorao triângulo ABH, observamos que a altura do tetraedro (AH) é √2/3l. Se



CAPÍTULO 2 42notarmos que os segmentos OA, OB, OC OD 
orrespondem a raios em umaesfera que 
ir
uns
reva o tetraedro, temos, então, OA = OB = OC = OD= 1 (o ponto O 
orresponde ao 
entro dessa esfera). A partir do triânguloOBH, determina-se que l = 2
√

2/3 .Como AH =
√

2/3 (2
√

2/3 ), temos OH = AH − 1 = 1/3 . Ou seja,
onsiderando que o vérti
e A 
aia sobre o eixo z, os outros vérti
es devem ser
oplanares e sua 
oordenada z deve ser igual a -1/3. Como os vérti
es B, Ce D formam um triângulo equilátero, eles dividem um 
ír
ulo em três ar
osiguais, que podem ser es
olhido 
omo sendo 0, 2π/3 e −2π/3 .Cada ponto na esfera de Blo
h pode ser es
rito em 
oordenadas esféri
as
omo sendo (sin θ cosφ, cos θ sinφ, cos θ). Ao es
olhermos um vérti
e parao tetraedro tal que A = (0, 0, 1), ou seja θ = 0, os outros três vérti
essele
ionados devem estar no mesmo plano, ou seja devem possuir mesmovalor de θ e φ = 0, 2π/3 e −2π/3 para 
ada um deles.A es
olha de vérti
es sugerida seria, por exemplo:
A = (0, 0, 1), (2.7a)

B = (
2
√

2

3
, 0,

−1

3
), (2.7b)

C = (
−
√

2

3
,

√
6

3
,
−1

3
), (2.7
)

D = (
−
√

2

3
,
−
√

6

3
,
−1

3
). (2.7d)

Figura 2.4: Tetraedro ins
rito na esfera de Blo
h [14℄
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rever os vetores de estado asso
iadosa esses vérti
es.
| ψ1〉 =| 0〉, (2.8a)

| ψ2〉 =
1√
3
| 0〉 −

√

2

3
| 1〉, (2.8b)

| ψ3〉 =
1√
3
| 0〉 − ei2π/3

√

2

3
| 1〉, (2.8
)

| ψ4〉 =
1√
3
| 0〉 − e−i2π/3

√

2

3
| 1〉. (2.8d)Os vetores a
ima foram 
ontruídos a partir dos vérti
es do tetraedro, elesnão são vetores ortogonais e por isso ao 
onstruirmos operadores de medida apartir deles é ne
essário usarmos o formalismo de POVM (Positive OperatorValued Measure).Nesse formalismo, os operadores Πi 
onstruídos são positivos e possuemprobalidade total igual a 1 (

∑

i Πi = I). No nosso 
aso, esses operadores
Πi serão 1

2
| ψi〉〈ψi |, já que ao somarmos todas as matrizes de | ψi〉〈ψi |en
ontramos o dobro da identidade.Os operadores | ψi〉〈ψi | serão:

| ψ1〉〈ψ1 |=| 0〉〈0 |,

| ψ2〉〈ψ2 |=
1

3
| 0〉〈0 | −

√
2

3
| 0〉〈1 | −

√
2

3
| 1〉〈0 | +

2

3
| 1〉〈1 |,

| ψ3〉〈ψ3 |=
1

3
| 0〉〈0 | −

√
2

3
e−i2π/3 | 0〉〈1 | −

√
2

3
ei2π/3 | 1〉〈0 | +

2

3
| 1〉〈1 |,

| ψ4〉〈ψ4 |=
1

3
| 0〉〈0 | −

√
2

3
ei2π/3 | 0〉〈1 | −

√
2

3
e−i2π/3 | 1〉〈0 | +

2

3
| 1〉〈1 | .Somando os operadores | ψi〉〈ψi |, obtemos:
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4
∑

i=1

| ψi〉〈ψi |= 2I, (2.9)o que justi�
a a es
olha Πi = 1
2
| ψi〉〈ψi |.As matrizes Πi serão:

Π1 =
1

2

(

1 0

0 0

)

, Π2 =
1

2

(

1
3

−
√

2
3

−
√

2
3

2
3

)

,

Π3 =
1

2

(

1
3

−
√

2
3
ei2π/3

−
√

2
3
e−i2π/3 2

3

)

, Π4 =
1

2

(

1
3

−
√

2
3
e−i2π/3

−
√

2
3
ei2π/3 2

3

)

.A probabilidade de 
ada uma das medições Πi é dada por:
pi = Tr(Π̂iρ̂) =

1

2
Tr(| ψi〉〈ψi | ρ) =

1

2
〈ψi | ρ | ψi.〉 (2.10)Usando essa relação temos:

p1 =
1

4

(

1 0
)

(

1 + a b− ic

b+ ic 1 − a

)(

1

0

)Então:
p1 =

1

4
(1 + a) (2.11a)Semelhantemente para os outros pontos temos:

p2 =
1

4

(

1√
3

−
√

2
3

)

(

1 + a b− ic

b+ ic 1 − a

)





1√
3

−
√

2
3





p2 =
1

12
(3 − a− 2

√
2b) (2.11b)

p3 =
1

4

(

1√
3

−
√

2
3
e−2iπ/3

)

(

1 + a b− ic

b+ ic 1 − a

)





1√
3

−
√

2
3
e2iπ/3





p3 =
1

12
(3 − a− 2

√
2b cos(2π/3) − 2

√
2c sin(2π/3)) (2.11
)
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p4 =

1

4

(

1√
3

−
√

2
3
e2iπ/3

)

(

1 + a b− ic

b+ ic 1 − a

)





1√
3

−
√

2
3
e−2iπ/3





p4 =
1

12
(3 − a− 2

√
2b cos(2π/3) + 2

√
2c sin(2π/3)) (2.11d)Notamos, então que para realizarmos a tomogra�a temos que resolver umasistema 
om 4 equações e 3 in
ógnitas (a, b e 
). É natural termos 4 equaçõese 3 in
ógnitas ao somarmos essas equações re
uperamos o vín
ulo ∑i = 1.No experimento, esse vín
ulo será re�etido na 
ondição de normalização dadapelo total de 
ontagens.Então, realizarmos a tomogra�a de um qubit 
orresponde a resolvermoso sistema abaixo para um 
onjunto de probabilidades (p1, p2, p3, p4)











1/4 1/4 0 0

1/4 −1/12 −
√

2/6 0

1/4 −1/12
√

2/12 −
√

6/4

1/4 −1/12
√

2/12
√

6/4





















1

a

b

c











=











p1

p2

p3

p4











(2.12)Os valores p1, p2, p3 e p4 serão estimados a partir das medições.2.3 Implementação da Tomogra�aNesta dissertação trabalhamos 
om estados espa
iais gerados a partir defendas múltiplas. Os estados quânti
os para esse sistema são estados de 
a-minho transversais dos fótons ao atravessar as fendas. Para implementaçãoda tomogra�a é ne
essário identi�
armos 
ada um dos estados do fóton re-presentados pelos vérti
es do tetraedro 
om os estados de fendas.Para o 
aso das fendas, a 
oordenada z 
orresponde a atenuação de 
adauma das fendas, ou seja, o quanto da fenda é obstruído e o seu sinal indi
aqual fenda irá sofrer a obstrução ou atenuação. Bloquearmos a fenda inferiore 
ontarmos o número de fótons, 
orresponde a realizarmos a operação Π1no estado.
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olhidos do tetraedro estão no mesmo plano,e portanto os 
aminhos das fendas possuem a mesma relação de atenuação,é ne
essário que nas medições dos operadores 
orrespondentes se bloqueiepar
ialmente uma mesma quantidade em um dos 
aminhos dos fótons, neste
aso, a fenda que estava aberta será par
ialmente bloqueada e a que estavabloqueada é liberada. O que vai diferir nesses três 
asos será apenas a fase in-troduzida entre os 
aminhos transversais, ou seja, entre os estados de fendas.Para estes pontos do tetraedro, o 
aminho do fóton que passa pela fenda su-perior é atenuado de 1/3, ou seja bloqueia-se par
ialmente a fenda superioraté que a taxa de 
ontagens baixe para 2/3 do total. Com essa atenuação sãorealizadas três medições. Em 
ada uma delas introduzimos uma diferença defase espe
í�
a entre as fendas (primeiramente 0, ou seja, não a
res
entamosdiferença de fase, depois 2π/3 e em seguida −2π/3). Cada uma destas trêspossibilidades de medições 
orresponde a um dos operadores Π2, Π3 e Π4.Experimentalmente, para a
res
entarmos a diferença de fase utilizamosum modulador espa
ial de luz (SLM) LC-R2500 da empresa Holoeye. Seufun
ionamento será dis
utido mais profundamente no próximo 
apítulo. Po-rém, é ne
essário saber que esse equipamento permite a
res
entarmos fa
il-mente uma diferença de fase no 
aminho dos fótons transmitidos pelas fendas.O experimento 
onstitui em gerar estados espa
iais usando fendas múlti-plas e 
ara
terizá-los através da tomogra�a. O esquema experimental estámostrado na �gura 2.5, e é 
omposto por um laser HeCd, um 
ristal LiIO3,espelhos, uma fenda dupla (para gerar os qubits), o SLM e um atenuador (oubloqueador) - responsáveis pela 
riação dos operadores Πi, um polarizadorGran-Laser, um 
abo de �bra ópti
a monomodo, a
opladores de entrada esaída para �bras ópti
as da ThorLabs, dois módulos de dete
ção de um fó-ton (dete
tores avalan
he) e um módulo eletr�ni
o de 
ontagens de fótonsem 
oin
idên
ias.É ne
essário agora, rela
ionarmos as probabilidades Π1 , Π2 , Π3 e Π4e medições da taxa de 
oin
idên
ias, já que no laboratório não medimosprobabilidades, mas sim 
oin
idên
ias. Primeiro será feita uma análise 
on-siderando a medição ideal, isto é, não temos perdas introduzidas pelo modelode medida. Isto, porém, não é o que o
orre, já que o método que usamospara a atenuação introduz uma diferença nas 
ontagens de fótons. Nesse
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Figura 2.5: Montagem Experimental das medidas de tomogra�a.
aso, serão feitas as 
orreções por efeitos de absorção.1) Caso IdealNo 
aso ideal, 
onsideramos que a medição é perfeita, ou seja, não háperdas experimentais. Nesse 
aso, a probabilidade irá rela
ionar-se 
om as
ontagens em 
oin
idên
ias da seguinte forma:
pi =

ci
ct
, (2.13)onde ci 
orresponde à taxa de 
ontagem em 
oin
idên
ia para medições de
ada um dos vérti
es do tetraedro e ct 
orresponde a soma das taxas de
oin
idên
ias para esses quatro pontos. Substituindo essa relação para os pi
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









1/4 1/4 0 0

1/4 −1/12 −
√

2/6 0

1/4 −1/12
√

2/12 −
√

6/4

1/4 −1/12
√

2/12
√

6/4





















1

a

b

c











=











c1/ct

c2/ct

c3/ct

c4/ct











(2.14)
2) Correções por efeitos de AbsorçãoA maneira 
omo a atenuação entre os estados de fendas é implementadaintroduz erros nas medições. Nossa es
olha leva a uma diferença nas 
onta-gens devido a absorção de fótons.O pro
edimento experimental realizado 
onsiste em, primeiramente, blo-quearmos totalmente uma das fendas e 
ontarmos apenas os fótons transmi-tidos pela outra. Nesse 
aso, a 
ontagem irá 
air à metade. Já para as outrasmedições iremos bloquear par
ialmente 1/3 uma das fendas, nessa situação,a 
ontagem 
ai a 2/3 do total.A diferença entre o número total de fótons traz a ne
essidade de intro-duzirmos uma 
orreção na relação entre probabilidades e 
ontagens. A
res-
entando, então, uma 
onstante αi (
oe�
iente de absorção) nessa equação.Esse 
oe�
iente irá 
orrigir a diferença existente nas 
ontagens.

αi ci = pi ct, (2.15)onde ci 
orresponde à taxa de 
oin
idên
ia para 
ada um dos operadores dosvérti
es do tetraedro e ct =
∑

i αici.No 
aso 
onsiderado, os 
oe�
ientes rela
ionados as perdas α2, α3 e α4são 
onsiderados iguais, já que nessas três medições a atenuação é a mesmae a úni
a diferença introduzida está na fase. O sistema a ser resolvido 
on-siderando a 
orreção é:










1/4 1/4 0 0

1/4 −1/12 −
√

2/6 0

1/4 −1/12
√

2/12 −
√

6/4

1/4 −1/12
√

2/12
√

6/4





















1

a

b

c











=











c1α1/ct

c2α2/ct

c3α2/ct

c4α2/ct











. (2.16)
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oe�
ientes de atenuação é re-alizarmos as medições des
ritas anteriormente usando uma fonte luminosain
oerente. Es
olhemos uma fonte in
oerente, porém, poderíamos também,utilizar qualquer fonte em que o operador densidade seja 
onhe
ido. Conhe-
endo a matriz densidade e sabendo quais deveriam ser os valores para asprobabilidades pi, é possível determinarmos os αi que 
orrigem as diferençasintroduzidas nas 
oin
idên
ias por 
ausa da atenuação.2.4 Tomogra�a de dois qubitsNo 
aso de dois qubits podemos es
rever a matriz densidade que representaesse estado 
omo sendo:
ρ =

1

4

∑

i,j

bijσi ⊗ σj , (2.17)onde σi ⊗ σj representa o produto tensorial das matrizes de Pauli de umqubit, que está mostrado no apêndi
e A, bem 
omo o detalhamento dos
ál
ulos mostrados nessa seção.Como as matrizes σi ⊗ σj representam uma base para a 
onstrução damatriz densidade, podemos es
rever:
ρ =

1

4

∑

µ,ν

BµνSµν , (2.18)a matriz Sµν representa o produto tensorial das matrizes σi e σj .Para en
ontramos os operadores do POVM, representados por Πij , pri-meiramente 
onstruimos os vetores | ψi〉 ⊗ | ψj〉 a partir dos vetores queformam o tetraedro de um qubit. En
ontramos 16 vetores diferentes.Os operadores Πij 
onstruídos a partir desses vetores serão da forma
(1/a) | ψi ψj〉〈ψi ψj |. O termo a é a
res
entado devido ao fato das matrizesformadas por esses vetores não somarem a identidade, mas sim um múltiplodela.Conforme foi veri�
ado no apêndi
e A, temos:

∑

i,j

| ψi ψj〉〈ψi ψj |= 4I, (2.19)
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Πij =

1

4
| ψi ψj〉〈ψi ψj | . (2.20)Novamente, iremos es
rever que a probabilidade de uma determinadamedição representada pelo operador Πij é:

pij = Tr(Π̂ijρ̂) =
1

4
Tr(| ψi ψj〉〈ψi ψj | ρ̂) =

1

4
〈ψi ψj | ρ | ψi ψj〉. (2.21)Todas as probabilidades pij podem ser determinadas a partir dos termos

Bµν(bij) que formam a matriz densidade (mostrada no apêndi
e A). Conformefoi feito para um qubit, temos que rela
ionar probabilidades e 
oin
idên
ias,isso pode ser feito usando uma equação semelhante à equação (2.13). Porém,
onsiderando que agora temos dois qubits,
pij =

cij
(
∑

i,j cij)
, (2.22)

cij 
orresponde a taxa de 
oin
idên
ias quando medimos, simultaneamente,
| ψi〉 para o fóton signal e | ψj〉 para o fóton idler.Devido ao pro
esso de medição, é ne
essário, novamente, 
orrigirmos aequação da probabilidade.

αij cij = pij ct (2.23)onde ct =
∑

i,j cij .Os pro
edimentos experimentais para a realização da tomogra�a são osmesmos que foram observados anteriormente na determinação da matriz den-sidade de um qubit. Esses pro
edimentos são:Para uma fonte in
oerente:
• Medir sem atenuação. Isso quer dizer, realizarmos medições das 
onta-gens em 
oin
idên
ias para o 
aso das duas fendas desbloqueadas, sema
res
entar nehuma diferença de fase entre elas.
• Realizar as medições a
res
entando a diferença de fase entre as fendase bloqueando, quando ne
essário, par
ialmente ou 
ompletamente umafenda.
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ima permitirão determinar os 
oe�
ientes de absorção αij.Os passos a
ima devem ser repetidos novamente usando a fonte de fótonsgêmeos, e dessa forma, 
on
luímos as medições de tomogra�a. Uma maneirade diminuirmos os erros experimentais relativos a essas medições é em vezde realizar todos os passos 
om a fonte in
oerente e depois para a fonte a serestudada, realizarmos 
ada uma das etapas a
ima para as duas fontes. Isso é,por exemplo, realizamos a medições sem atenuação para a fonte in
oerente elogo em seguida realizamos o mesmo para os fótons gêmeos. Depois, passamospara o passo seguinte e repetimos o pro
edimento, porém, agora, 
om adiferença de fase e a atenuação.2.5 Tomogra�a de Dete
toresNesta seção será apresentado um resumo do artigo �Tomography of quantumdete
tors� [17℄ no qual foram feitas medições de tomogra�a de dete
tores.Dis
utimos este trabalho aqui para mostrar uma apli
ação re
ente e inte-ressante que ilustra bem a 
apa
idade da té
ni
a de Tomogra�a Quânti
a.Antes, porém, será feita uma pequena revisão sobre 
oerên
ia temporal eespa
ial e sobre os estados 
oerentes do 
ampo eletromagnéti
o.2.5.1 Estados Coerentes do Campo EletromagnétidoCampos eletromagnéti
os gerados por fontes 
oerentes, 
omo por exemplolasers, podem ser representados de maneira apropriada no formalismo deestados 
oerentes [1℄. Considerando apenas um modo do 
ampo eletromag-néti
o, temos para o operador destruição de fótons (â):
â | α〉 = α | α〉, (2.24)onde | α〉 
orresponde ao autoestado do operador destruição e é 
hamado deestado 
oerente. α pode ser um número 
omplexo, já que â não é hermitiano.Semelhantemente, temos:
〈α | â† = α∗〈α |, (2.25)
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orresponde ao operador 
riação de fótons.Podemos representar o estado 
oerente na base dos estados de Fo
k | n〉,
om n representando o número de o
upação [1℄.
| α〉 =

∞
∑

n=0

cn | n〉, (2.26)
cn 
orrespondem aos 
oe�
ientes da expansão.Substituindo a expansão anterior na relação 2.24 e utilizando as relações
â | n〉 =

√
n | n − 1〉 e â | 0〉 = 0 para o operador destruição de fótons,obtemos:

∞
∑

n=1

cn
√
n | n− 1〉 = α

∞
∑

n=0

cn | n〉 (2.27)Como o 
onjunto dos estados de Fo
k representa um 
onjunto ortogonal, aequação é satisfeita apenas se os 
oe�
ientes de estados 
orrespondentes sãoiguais. A partir dessa equação obtemos uma relação re
ursiva que permiteobtermos cn a partir de c0. O estado 
oerente | α〉 pode ser representado, emtermos dos estados de Fo
k, 
omo sendo [1℄:
| α〉 = c0

∞
∑

n=0

αn

√
n!

| n〉 (2.28)onde c0 = e−|α|2/2, e pode ser obtido pela normalização 〈α | α〉.A probabilidade p(n) que n fótons se en
ontrem no estado 
oerente | α〉é dada por:
p(n) =| 〈n | α〉 |2= | α |2n

n!
e−|α|2, (2.29)que 
orresponde a uma distribuição de Poisson.2.5.2 Tomogra�a de Dete
toresA tomogra�a de dete
tores é bastante pare
ida 
om a tomogra�a de estados.A prin
ipal diferença é que agora, não mais se quer determinar a matrizdensidade, mas sim o 
onjunto de operadores que formam o POVM asso
iadoao dete
tor (ou seja, {Πi}). Para realização da tomogra�a de dete
tores é
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essário utilizarmos um 
onjunto 
onhe
ido de estados de prova {ρ} queformem um 
onjunto de geradores para o espaço de operadores.A semelhança entre a tomogra�a de estados e de dete
tores está ligada aofato que a equação para a probabilidade (pi = Tr(ρΠi)), pode ser invertidapara obtermos ρ, ou para obtermos Πi. Dessa maneira, o 
onjunto {Πi} podeser 
ara
terizado a partir de medições de um 
onjunto de estados ρ 
onhe
i-dos. O 
onjunto ρ es
olhido deve ser 
ompleto, e os operadores Πi devem serpositivos semi-de�nidos (seus autovalores são não-negativos) e devem somarpara identidade.Nesse trabalho [17℄ foi realizado uma tomogra�a de um dete
tor APD(Avalan
he Photodiode) e de um dete
tor TMD (Time multiplexed dete
tor)
onstruído pelo próprio grupo.O 
onjunto de estados de prova {ρ} pode ser gerado a partir do estado
oerente de um laser (| α〉) transformado por atenuações e atrasos. Dessamaneira foi 
onstruído um 
onjunto de estados 
oerentes do tipo {| α〉〈α |}.Para esses estados temos:
Qn(α) =

1

π
〈α | Πn | α〉 =

1

π
pn,α (2.30)A de�nição a
ima 
orresponde a uma de�nição da representação da função

Q para POVM. A representação Q, 
orresponde a uma representação de umoperador, geralmente a matriz densidade, em uma base de estados 
oerentes,no 
aso, o 
onjunto {| α〉}. Determinar Qn(α) 
orresponde a se realizar atomogra�a do dete
tor, já que Qn(α) e o operador do POVM Πn possuembasi
amente a mesma informação.O dete
tor APD 
orresponde a um módulo de dete
ção no qual tem-sedois resultados possíveis (0 
li
k ou 1 
li
k). O 
aso de 0 
li
k o
orre quandonenhum fóton atingiu o dete
tor, logo, nenhum pulso eletr�ni
o é gerado. O
aso de 1 
li
k o
orre quando um ou mais fótons atingem o dete
tor e umsinal é gerado e registrado. O fun
ionamento do dete
tor APD não permitedistinguir entre diferentes estados de números de fótons.O dete
tor TMD 
onstruído separa o pulso in
idente em N modos tempo-rais separados por um intervalo de tempo de ∆t, divididos entre dois modosespa
iais. A prin
ipal vantagem de separar os modos temporalmente e nãoespa
ialmente é que no 
aso temporal são ne
essários apenas dois dete
tores
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tor é 
omposto por vários 
omprimentos de �bras ópti
as mono-modo e vários a
opladores de �bras que dividem a luz de entrada igualmenteem dois modos espa
iais. O tamanho L foi es
olhido de forma que o atraso nopulso ser bem maior que o tempo de morte do dete
tor APD. São 
onstruídos
m estágios, 
omo mostrado na �gura 2.6 e 
ada um dos modos espa
iais dasaída possui 2m modos temporais.

Figura 2.6: Esquema de um dete
tor TMD [19℄O objetivo do trabalho foi re
onstruir o POVM que representa essesdois dete
tores, ou seja, realizar a tomogra�a. A maneira de se realizar asmedições é, 
omo já foi dito, utilizar um 
onjunto de estados 
oerentes 
on-he
idos. Para o 
onjunto em que se permitiu a fase de
air, não se observounenhuma mudança.Como não foi observada nenhuma dependên
ia da fase, é ne
essário so-mente 
ontrolar a magnitude de α. Podemos es
rever um operador que nãodependa da fase 
omo sendo:
Πn =

∞
∑

k=0

θ
(n)
k | k〉〈k | (2.31)o 
onjunto des
rito pelos Πn a
ima são 
ompostos apenas por �matrizes�diagonais.Podemos es
rever uma equação que rela
iona o 
onjunto de medições(PD×N), todos os estados de prova α (FD×M) e o 
onjunto de operadoresdes
onhe
idos (ΠM×N)

P = FΠ (2.32)
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oerentes temos:
Fi,k =

| αi |2k

k!
e−|αi|2 (2.33)Na �gura 2.7 está mostrado um esquema da montagem experimental uti-lizada para a 
ara
terização dos dete
tores. Nessa montagem estão mostradosos elementos que foram utilizados para uma mudança na fase e atenuação.A dependên
ia da distribuição de probabilidade vs. a magnitude do estado
oerente (| α |2) foi realizada para o dete
tor APD e para até oito 
li
ks dodete
tor TMD.Pela 
onstrução do dete
tor TMD, n 
li
ks garante a presença de pelomenos n fótons no pulso.

Figura 2.7: Esquema da montagem experimental utilizada na referên
ia [17℄para 
ara
terização de dois dete
tores. A pla
a λ/2 e o polarizador são usadospara variar a amplitude do estado 
oerente e os �ltros neutros e a �bra ópti
asão usados 
omo atenuadores.A partir dos resultados obtidos (ver �gura 2.8) e resolvendo um problemade otimização, foram en
ontrados os elementos diagonais θ(n)
k que des
revemo 
onjunto {Πn }. O resultado obtido está mostrado na �gura 2.9
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Figura 2.8: Resultado apresentado na referên
ia [17℄ para a tomogra�a dedete
tores. O grá�
o prin
ipal 
orresponde a medida de tomogra�a para odete
tor TMD e o menor para o dete
tor APD. Os grá�
os rela
ionam a pro-babilidade 
om o módulo quadrado da magnitude do estado 
oerente.
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Figura 2.9: Diagonais para os POVM re
onstruídos para a) o dete
tor TMD
onstruído e b) para o dete
tor APD tradi
ional [17℄.
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Capítulo 3Modulador Espa
ial de luz eFibras Ópti
asNeste 
apítulo será feita uma introdução ao Modulador Espa
ial de Luz(SLM), primeiramente, dando uma des
rição dos tipos de 
ristais líquidose suas prin
ipais 
ara
terísti
as. Depois, irá se des
rever o Modulador e as�bras ópti
as usados no experimento de tomogra�a.3.1 Cristais LíquidosOs 
ristais líquidos 
orrespondem a um material que se en
ontra em umafase intermediária entre líquido e sólido. Eles exibem 
ara
terísti
as dos doisestados, são �uídos 
omo os líquidos e possuem algumas outras 
ara
terísti
asde longo al
an
e 
omo por exemplo, 
erta ordem orienta
ional. As molé
ulasque 
ompõem esses 
ristais são molé
ulas orgâni
as alongadas em um eixo[15℄.Podemos 
itar três tipos de 
ristais líquidos [11℄. Nos 
ristais 
onhe
idos
omo 
ristais líquidos nemáti
os as molé
ulas tendem a se organizar de formaparalela umas as outras, mesmo assim, as molé
ulas ainda podem se movi-mentar no �uido. Também é possível 
onseguirmos uma ordem na posiçãodessas molé
ulas. Os 
ristais que possuem ordenação em orientação e emposição são 
hamados de 
ristais líquidos esméti
os. Ainda pode-se ter umter
eiro tipo de 
ristal líquido, os 
olestéri
os. Neles, os planos de molé
ulas
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ompõem o 
ristal sofrem uma rotação heli
oidal em torno de seu eixo.Na �gura 3.1 podemos ver um esquema dos 
ristais des
ritos a
ima.
Figura 3.1: Organização mole
ular de alguns tipos de 
ristais líquidos a)nemáti
os b) esméti
os 
) 
olestéri
osOs 
ristais líquidos são �uidos anisotrópi
os, ou seja, suas propriedadesvariam 
om a direção. Por exemplo, a sus
eptibilidade elétri
a paralela (aolongo do eixo alongado) é diferente da perpendi
ular. A diferença de sus-
eptibilidade χa ≡ χ‖ − χ⊥ leva o 
ristal líquido a se orientar 
om o 
ampoelétri
o, 
om importantes 
onseqüên
ias, 
omo será dis
utido. Para χa > 0,a orientação preferen
ial será paralela ao 
ampo, 
aso χa < 0, será perpen-di
ular.
• Cristal Líquido Nemáti
o GiradoCorrespondem a um tipo espe
ial de 
ristal líquido nemáti
o. Possuigrande apli
ação em ópti
a, 
omo por exemplo o modulador espa
ial e dis-plays. Nesse 
ristal, a partir de forças externas é possível provo
ar umarotação heli
oidal em torno do seu eixo.A diferença entre esses 
ristais e os 
olestéri
os é que essa 
ara
terísti
apode ser imposta no primeiro e no segundo é permanente. Alguns fatores,
omo por exemplo a apli
ação de um 
ampo elétri
o, podem mudar a ori-entação das molé
ulas. Só isso já é 
apaz de 
ausar mudanças drásti
as emsuas propriedades ópti
as.Esses 
ristais girados possuem simetria lo
almente uniaxial, 
om o eixoópti
o paralelo a orientação das molé
ulas. Como a ordenação dessas molé
u-las no 
ristal tem profunda in�uên
ia no 
omportamento da luz propagada
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ulas podem ser rearranjadas de forma a girar a pola-rização da luz in
idente ou a
res
entar um atraso entre as 
omponentes do
ampo.

Figura 3.2: Propagação da luz por um 
ristal líquido nemáti
o girado, parauma angulo de giro de 90◦ [11℄.
3.2 Propriedades Ópti
as dos Cristais LíquidosNemáti
os GiradosPara fa
ilitar o estudo desses 
ristais, já que são anisotrópi
os e uniaxiaisapenas lo
almente, é indi
ado dividirmos o material em 
amadas �nas per-pendi
ulares ao eixo de giro. Cada uma dessas �nas 
amadas é 
onsiderada
omo um 
ristal uniaxial. Os Cristais Nemáti
os Girados são 
apazes de girara polarização da luz in
idente, visto que quando o alinhamento mole
ular érodado em 
ada 
amada, a polarização também é rodada.O modelo des
rito abaixo foi retirado da referên
ia [11℄ e tem 
omo obje-tivo mostrar de maneira simpli�
ada 
omo o
orre a mudança na polarizaçãodurante a propagação da luz no 
ristal líquido. Considerando que a direçãode propagação é a mesma do eixo de giro do 
ristal (eixo z) e que o ângulode giro varia linearmente 
om z,

θ = αz, (3.1)
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aso α é o 
oe�
iente de giro dado em graus/comprimento e o ângulo
θ 
orresponde ao ângulo entre o eixo ópti
o e a direção x. Por exemplo, emum 
ristal líquido de tamanho d, o ângulo de giro é αdO 
oe�
iente de atraso na fase é dado por:

β = (ne − no)ko, (3.2)onde ne 
orresponde ao índi
e de refração extraordinário ou seja, índi
e derefração para a polarização paralela ao eixo ópti
o e no 
orresponde ao índi
ede refração ordinário, para polarização perpendi
ular ao eixo ópti
o.A seguir será mostrado que um 
ristal líquido que tenha β ≫ α, isto é,vários 
i
los de atrasos na fase são introduzidos antes que o eixo ópti
o gireapre
iavelmente. Considere que o 
ristal líquido de 
omprimento d é divididoem N 
amadas iguais. A posição de 
ada 
amada é dada por z = m∆z e oeixo ópti
o de 
ada 
amada faz um ângulo θm = m∆θ 
om o eixo x, o índi
e
m refere-se a 
amada m.A matriz de Jones para a 
amada m é dada por:

Tm = R(−θm)TrR(θm), (3.3)onde Tr 
orresponde a matriz de Jones para o retardo 
om eixo na direção x
Tr =

[

exp(−ineko∆z) 0

0 exp(−inoko∆z)

]

.A matriz R(θm) 
orresponde a matriz de rotação para a 
amada m
R(θm) =

[

cos θm sin θm

− sin θm cos θm

]

.Rees
revendo Tr em termos de β e 
onsiderando (ne + no)ko/2 = φ,obtemos:
Tr = exp(−iφδz)

[

exp(−iβ∆z
2

) 0

0 exp(iβ∆z
2

)

]

.A matriz de Jones resultante do produto das N 
amadas em que se foidividido o 
ristal líquido é:
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T =

N
∏

m=1

Tm =

N
∏

m=1

R(−θm)TrR(θm). (3.4)Como R(θm)R(−θm−1)=R(θm - θm−1)= R(∆θ)
(

cos(θm) sin(θm)

− sin(θm) cos(θm)

)(

cos(θm−1) sin(θm−1)

− sin(θm−1) cos(θm−1)

)

=

(

cos(θm − θm−1) sin(θm − θm−1)

− sin(θm − θm−1) cos(θm − θm−1)

) (3.5)Temos:
T = R(−θN )[TrR(∆θ)]NR(θ1). (3.6)Com

TrR(∆θ) =

[

exp(−iβ∆z
2

) 0

0 exp(iβ∆z
2

)

][

cos(α∆z) sen(α∆z)

−sen(α∆z) cos(α∆z)

]

.Visto que α≪ β:
T ≈ R(−θN )[Tr]

NR(θ1) = R(−αN∆z)

[

exp(−iβ∆z
2

) 0

0 exp(iβ∆z
2

)

]N

= R(−αN∆z)

[

exp(−iβN ∆z
2

) 0

0 exp(iβN ∆z
2

)

]

.Considerando o limite de N → ∞, ∆z → 0 e N∆z → d, então:
T ≈ R(−αd)

[

exp(−iβ d
2
) 0

0 exp(iβ d
2
)

]

.Temos então um atraso βd do eixo lento ao longo da direção x, seguido porum giro da polarização de αd. Portanto, vemos que o 
ampo elétri
o em umfeixe de luz ao ser transmitido por um 
ristal líquido sofre um deslo
amentode fase longitudinal e uma rotação em sua polarização.
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ial de Luz - modelo LC-R2500No nosso experimento usamos um modulador espa
ial de luz modelo LC-R2500 produzido pela Holoeye Photoni
s [24, 16℄. Esse modulador é 
onsti-tuído basi
amente de um mi
rodisplay de 
ristal líquido sobre silí
io (LCoS)re�etivo, 
om uma resolução de 1024 x 768 pixel (
ada pixel possui 19 µmde lado). Esse modulador permite, dependendo da polarização in
idente,modular amplitude e fase. Em nosso experimento porém, usamos elementosópti
os tal que o modular fun
iona, para uma 
erta faixa de tensão, apenas
omo um modulador de fase.Além do LCD e de um 
ontrole eletr�ni
o, o modulador possui uma saídaDVI (Digital Visual Interfa
e), que permite 
one
tá-lo a uma pla
a de vídeono 
omputador. A partir de um software é possível 
ontrolarmos os parâme-tros desejados e 
on�gurarmos o SLM.No programa do 
omputador asso
ia-se uma es
ala de 
inza es
olhidaa uma tensão, 
om a qual o pixel no SLM será energizado. É possívelatribuirmos 256 valores diferentes de tensão, ou seja 256 valores para a es
alade 
inza, assim é possível variarmos a intensidade e a fase da luz re�etida noSLM.A relação es
ala de 
inza vs. tensão não é linear, por isso o programapossui uma 
urva Gama. Nessa 
urva, 
ada valor na es
ala de 
inza é 
onver-tido em um valor 
orrespondente de tensão. A partir dessa 
urva não linear,obtém-se uma variação linear da es
ala de 
inza e da fase. É importante ob-servarmos que a mudança na es
ala de 
inza, ou seja, na fase, leva tambéma uma mudança na polarização da luz re�etida.Foram feitas medidas para 
ara
terização do modulador. A montagemexperimental utilizada, mostrada na �gura 3.3, era 
onstituída de um laserHeCd da Kimom, um 
ristal LiIO3,uma lente, um modulador espa
ial de luzLC-R2500, um polarizador Glan-Laser, a
opladores 
om �bra ópti
a mono-modo da TorLabs e dois dete
tores de avalan
he. Após ligado, é ne
essárioesperarmos 
er
a de 30 minutos para o SLM e o laser adquirirem estabilidadetérmi
a.O feixe de laser ultra-violeta (λ = 325nm) ao passar pelo 
ristal gera pares
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om mesma polarização, através do pro
essoópti
o não-linear da 
onversão paramétri
a des
endente espontânea tipo I.Um dos fótons do par é dete
tado diretamente pelo dete
tor 2 e o segundofóton é dete
tado pelo dete
tor 1, após ser re�etido pelo SLM, passar pelopolarizador e ser transmitido pela �bra ópti
a. Obtemos simultaneamente as
ontagens no dete
tor 1 e 2 e 
ontagens de 
oin
idên
ias entre eles.

Figura 3.3: Montagem ExperimentalNesse experimento, para um determinado ângulo do polarizador, 
onstru-ímos a 
urva da intensidade vs. fase. Esse pro
edimento foi realizado paravários angulos do polarizador. Obtivemos assim, várias 
urvas. Algumasdelas estão in
luídas na �gura 3.4.Podemos observar nesses grá�
os que a mudança no ângulo do polarizadoré 
apaz de provo
ar uma mudança abrupta no per�l da 
urva de 
ara
teriza-
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Figura 3.4: Curvas de 
ara
terização do SLM para diversos ângulos do po-larizadorção. Isso a
onte
e por que, ao apli
armos a tensão que irá a
res
entar a fasedesejada, as molé
ulas que 
onstituem o 
ristal líquido mudam a orientaçãoe 
om isso o
orre uma mudança na polarização da luz re�etida pelo SLM.Vamos supor agora que interferimos um feixe re�etido pelo SLM 
omoutro feixe de luz de fase 
onstante. Gostaríamos que ao variar a fase dofeixe re�etido pelo SLM, as franjas de interferên
ia do padrão se deslo
assemA 
ara
terização foi feita para 
erti�
armos que ao observarmos um mí-nimo na visibilidade (interferên
ia destrutiva), ele seria devido apenas a di-ferença de fase a
res
entada pelo SLM e não por 
ausa da rotação na pola-rização da luz re�etida por este.Nota-se que para o ângulo de 60◦ do polarizador, o número de fótonstransmitidos pelo polarizador é quase 
onstante entre 0 e 5 rad (�gura 3.4),indi
ando que para a luz transmitida o SLM fun
iona 
omo um moduladorde fase.



CAPÍTULO 3 66O SLM é utilizado no experimento da tomogra�a para a
res
entarmosuma diferença de fase entre as fendas de uma fenda dupla que produzemo qubit. A 
on�guração experimental era tal que a imagem da fenda noSLM re
eberia fases diferentes em 
ada uma das fendas, depois passaria pelopolarizador e entraria em uma �bra 
om saída para o dete
tor.Para assegurarmos que as fases fossem a
res
entadas 
orretamente, foi
olo
ado na posição do modulador uma fenda simples. Essa fenda simplesfoi varrida e observou-se no dete
tor posi
ionado atrás dela a formação daimagem da fenda dupla. A imagem é observada através das medidas da
ontagens e 
oin
idên
ias em função do deslo
amento transversal da fendasimples de largura 100µm. Essa imagem está mostrada na �gura 3.5. Comessa medida estamos 
erti�
ando-nos que a imagem está sendo formada naposição onde o SLM será 
olo
ado.Nesta medida, a fenda dupla (
om largura de 100 µm e separação entreas fendas de 200 µm ) foi posi
ionada a uma distân
ia de 20
m em relaçãoao 
entro do 
ristal. Para formarmos a imagem das fendas duplas utilizamosuma lente de f = 10cm, posi
ionada 20
m após a fenda dupla 
om a imagemsendo formada a 20 
m em relação a lentePosteriormente 
om toda a montagem realizada, foi feita uma medida daimagem das fendas dete
tando a luz re�etida pelo SLM (�gura 3.6); nelao modulador foi usado apenas 
omo uma espé
ie de espelho, já que nãoa
res
entava nenhuma diferença de fase.Uma medida que também teve que ser feita foi o número de fótons re-�etidos pelo SLM quando a imagem da fenda dupla é projetada sobre o SLMe fases diferentes são a
res
entadas em 
ada uma das fendas da fenda dupla.Essa medida foi realizada para duas situações diferentes. Em um desses 
asosdeixamos a primeira fenda 
om fase zero e vamos variando a fase da segundafenda 
om o SLM (fase normal), no outro 
aso deixamos a segunda fenda
om fase zero e variamos a fase da primeira (fase invertida). O resultadodesta medida está mostrado na �gura 3.7. Nesse resultado observa-se que as
urvas desta medida estão um pou
o deslo
adas entre si, indi
ando que umapequena diferença de fase já está sendo a
res
entada nos próprios 
aminhosde propagação. Esse resultado é parti
ularmente importante na es
olha dasdiferenças de fase na tomogra�a.
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asAs �bra ópti
as são formadas por um nú
leo e uma 
as
a (�gura 3.8). Oíndi
e de refração do material da 
as
a deve ser menor que o do materialdo nú
leo. A luz propaga-se na �bra ópti
a por re�exões su
essivas, 
on-forme pode ser observado na �gura 3.9. Geralmente, a �bra é revestida paraproteção me
âni
a e ambiental, formando-se um 
abo ópti
o. Existem duas
lasses prin
ipais de �bras, as multimodos e as monomodos.As �bras multimodos possuem vários modos de propagação, e podem ser
lassi�
adas 
omo em índi
e degrau ou em índi
e gradual. Nas �bras 
omíndi
e degrau, o índi
e de refração do nú
leo da �bra 
ai abruptamente na
as
a. Já para as �bras 
om índi
e gradual, o índi
e de refração varia gradual-mente do valor máximo no 
entro da �bra até o valor do índi
e de refraçãoda 
as
a. As �bras monomodos, geralmente menores(da ordem de algunsmi
rometros) e 
om maior 
apa
idade de transmissão permitem apenas ummodo de propagação.Durante a propagação, temos perdas nas �bras por absorção e por im-perfeições no material. As �bras ópti
as possuem as 
hamadas janelas detransmissão, que são as regiões espe
trais 
om perda mínima. No nosso ex-perimento foram usadas �bras 
om janela de transmissão em torno de 630nm.
• Abertura Numéri
aToda �bra ópti
a possui um ângulo de a
eitação, que 
orresponde aoângulo limite no qual um raio penetra no nú
leo da �bra e é transmitido pordiversas re�exões internas. Para �bras multimodo, o angulo de a
eitação da�bra é:

θa = sen

[

√

(n2
1 − n2

2)

n0

]−1 (3.7)onde n0 
orresponde ao índi
e de refração do meio em que se en
ontra a �bra,geralmente, o ar, n1 
orresponde ao índi
e de refração do material do nú
leoe n2 
orresponde ao ídi
e de refração do material da 
as
a.A partir do ângulo de a
eitação é possível de�nirmos a abertura numéri
ada �bra 
omo:
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AN = n0senθa =

√

n2
1 − n2

2 (3.8)A abertura numéri
a é uma medida da 
apa
idade de uma �bra ópti
ade 
apturar a luz. Valores típi
os de abertura são de 0,2 a 0,29 para �brasde vidro e até 0,5 para �bras de plásti
o. Para �bras 
om abertura numéri
amuito grande, existe também uma 
ontribuição signi�
ativa dos 
hamados"skew rays"(raios in
linados), que são raios que se propagam pela �bra sempassar por seu eixo, geralmente na região próxima da 
as
a.
• Tipos de �bras� Mutimodo 
om Índi
e de Refração Degrau: 
orrespondem ao tipomais simples de �bra. Nela, o
orre uma variação abrupta doíndi
e de refração, além da presença de muitos modos de propa-gação. Suas dimensões relativamente grandes se 
omparadas 
omas monomodos e sua 
apa
idade de transmissão é baixa, apesar desua 
apa
idade de 
aptar a luz, por isso são usadas apenas parapequenas distan
ias.� Multimodo 
om Índi
e de Refração Gradual: a variação gradual doíndi
e de refração do nú
leo, permite uma melhor transmissão se
omparada 
om a degrau. Suas dimensões também são menores.Também apresentam muitos modos de propagação.� Monomodo possuem a melhor 
apa
idade de transmissão e asmenores dimensões. Sua prin
ipal desvantagem é a di�
uldade demanuseio devido a alta pre
isão exigida para 
onexões e a
opla-mento 
om as fontes e dete
tores. As aproximações de ópti
ageométri
a não são válidas para esse tipo de �bra, já que suasdimensões são da ordem de alguns 
omprimentos de onda da luzin
idente (inferiores a 10µm). Para essas �bras, podemos de�nir o
omprimento de onda de 
orte 
omo sendo o 
omprimento de ondaa partir do qual a �bra apresenta 
omportamento multimodo.
• Atenuação
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ara
terísti
a 
ru
ial na determinação da distân
ia entre fonte e re
eptor e édada por:
α =

−10

L
log (Pi/Po) (3.9)onde Pi 
orresponde a potên
ia de entrada e e Po a potên
ia luminosa desaída na �bra de 
omprimento L dada em km. A unidade de α é dB/km.As prin
ipais perdas nas �bras ópti
a são devido a: absorções, espalha-mentos e 
urvatura da �bra, além das perdas no a
oplamento e 
onexões.3.5 Estudo das 
urvas de visibilidade para as�bras multimodo e monomodoA visibilidade do padrão de interferên
ia de fenda dupla foi realizada da formamostrada na �gura 1.5. O número de fótons em 
oin
idên
ia transmitidospela �bra em função da diferença de fase entre as fendas foi dete
tado. Avisibilidade foi 
al
ulada através dos números de fótons 
oin
identes máximoe mínimo 
om a expressão V = Cmax−Cmin

Cmax+Cmin
.Neste estudo observamos que a visibilidade, mesmo utilizando um �ltrode freqüên
ia de 650± 10 nm, é muito baixa para o 
aso da �bra multimodo(�gura 3.10).Analisamos duas situações: a) o laser foi fo
alizado no 
ristal; b) o feixe delaser não foi fo
alizado. Ao fo
alizarmos o feixe de laser no 
ristal, alteramosa 
oerên
ia espa
ial dos fótons gerados [11, 33℄Realizamos as mesmas medidas utilizando também uma �bra monomodo,o resultado está mostrado na �gura 3.11. Nesse resultado, mostramos quepara o ângulo de 60◦ es
olhido no polarizador, obtivemos uma visibilidade dequase 70 % quando estamos 
om e sem �ltro no dete
tor. Podemos observarentão, que a própria �bra monomodo fun
iona 
omo uma espé
ie de �ltro defreqüên
ia.



CAPÍTULO 3 70

Figura 3.5: Medida feita posi
ionando uma fenda simples na posição na qualo SLM será 
olo
ado. Essa medida permitiu veri�
ar que a imagem está sendoformada na posição em que será 
olo
ado o SLM. Tempo de aquisição de 
adaponto no grá�
o foi de 10s.

Figura 3.6: Imagem da fenda dupla utilizando o SLM 
omo um espelho. Otempo de aquisição de 
ada ponto no grá�
o foi de 10s.
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Figura 3.7: Medidas de visibilidade ulilizando uma fenda dupla e uma �bramonomodo. O tempo de aquisição de 
ada um desses pontos foi de 30s.

Figura 3.8: Esquema simpli�
ado de uma �bra ópti
a

Figura 3.9: Fibra Ópti
a - Corte longitudinal
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Figura 3.10: Medida da visibilidade do padrão de interferên
ia de dois feixesde luz ao serem transmitidos por uma fenda dupla 
om a diferença de fase entreelas variável. Foram utilizadas uma �bra multimodo e �ltros de freqüên
ia de
(650± 10) nm nos dete
tores. a) Nessa medida o laser foi fo
alizado no 
ristale observamos uma visibilidade muito baixa de aproximadamente 24% e b)a visibilidade sem a lente, usada para fo
alizar o feixe de laser, também ébastante baixa (30,5 %).



CAPÍTULO 3 73

Figura 3.11: a) Medida de 
alibração para um ângulo de 60◦ no polarizadore utilizando uma �bra monomodo, o tempo de aquisição foi de 12 s para 
adaponto, b) medida da visibilidade do padrão de interferên
ia da fenda duplaem função da diferença de fase entre os 
aminhos, 
om �ltro de freqüên
ia de
(650± 10) nm no dete
tor e tempo de aquisição de 35 s e 
) visibilidade sem o�ltro de freqüên
ia, o tempo de aquisição de 
ada ponto foi de 20 s. Podemosnotar que a visibilidade para a situação 
om e sem o �ltro é prati
amentea mesma (67%), a prini
ipal diferença é que as 
ontagens 
om o �ltro 
aemsigni
ativamente.
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Con
lusões e Perspe
tivasNeste trabalho estudamos estados espa
iais gerados pelas 
orrelações entreos fótons produzidos pela 
onversão paramétri
a des
endente espontânea.Esses estados foram gerados experimentalmente utilizando um par de fendasmúltiplas e foram feitas algumas medidas. Nelas observamos as 
orrelaçõesespa
iais dos fótons transmitidos. Con�rmarmos a 
ondi
ionalidade das fran-jas do padrão de interferên
ia para esses estados nas medidas do padrão deinterferên
ia 
ondi
ional.Realizamos toda a des
rição matemáti
a para a tomogra�a de um ede dois qubits. Analisamos a relação entre as probabilidades e os dadosque podem ser obtidos experimentalmente. Observamos, que por 
ausa dametodologia experimental utilizada para a atenuação das bases, é ne
essáriauma medida de 
alibração.Todo o trabalho experimental ini
iado nesta dissertação segue em anda-mento no laboratório, e após sua implementação ser 
on
luída, a general-ização para dimensões maiores será simples, já que 
onsiste em tro
ar asfendas duplas por múltiplas, gerar a imagem 
om a fase no SLM, além deintroduzirmos uma atenuação entre os estados de fenda.As di�
uldades em implementar as medidas de tomogra�a para dimensõesmaiores estão rela
ionadas ao fato dos 
ál
ulos �
arem muito extensos, alémdo número de medidas 
res
er muito.A prin
ipal perspe
tiva do trabalho, utilizando o 
onhe
imento adquiridoserá a realização de medidas de tomogra�a para dois qudits espa
iais. Apósa medida de tomogra�a, poderemos realizar um experimento de desigualdadede Bell. Também será feita uma 
ara
terização mais 
ompleta do SLM, o que
onsiste em determinar seus parâmetros de Stokes. A determinação dessesparâmetros também pode ser vista 
omo uma espé
ie de tomogra�a.
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Apêndi
e ACál
ulo da Tomogra�a Quânti
ade Dois qubitsPara o 
aso de dois qubits, a matriz densidade que representa o estado podeser representada 
om sendo:

ρ =
∑

µ,ν

BµνΓµν . (A.1)A matriz densidade pode ser es
rita 
omo:
ρ = I + ρreal + iρimag , (A.2)nesta equação I representa a matriz identidade, ρreal representa os outrostermos da parte real e ρimag representa a parte imaginária de ρ.A matriz que 
orresponde a ρreal é











B3 +B12 +B15 B1 +B13 B4 +B7 B5 − B10

B1 +B13 B12 −B3 −B15 B5 +B10 B4 −B7

B4 +B7 B5 +B10 B3 − B12 −B15 B1 − B13

B5 − B10 B4 − B7 B1 − B13 B15 − B3 − B12











.(A.3)A matriz a seguir representa a parte imaginária de ρ (ρimag) é
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









0 −(B2 +B14) −(B8 +B11) −(B6 +B9)

(B2 +B14) 0 −(B9 − B6) −(B8 − B11)

(B8 +B11) (B9 − B6) 0 −(B2 − B14)

(B6 +B9) (B8 −B11) (B2 −B14) 0











. (A.4)Para en
ontrarmos os operadores Πij que representam as medidas no for-malismo POVM, temos primeiramente que en
ontrar o 
onjunto de todos osvetores | ψi ψj〉 que representam o produto tensorial dos estados representa-dos pelos vérti
es dos tetraedros asso
iados aos dois qubits.
| ψ1 ψ1〉 = |00〉,

| ψ1 ψ2〉 =
1√
3
|00〉 −

√

2

3
|01〉,

| ψ1 ψ3〉 =
1√
3
|00〉 −

√

2

3
ei2π/3|01〉,

| ψ1 ψ4〉 =
1√
3
|00〉 −

√

2

3
e−i2π/3|01〉,

| ψ2 ψ1〉 =
1√
3
|00〉 −

√

2

3
|10〉,

| ψ2 ψ2〉 =
1

3
|00〉 −

√
2

3
|01〉 −

√
2

3
|10〉 +

2

3
|11〉,

| ψ2 ψ3〉 =
1

3
|00〉 −

√
2

3
ei2π/3|01〉 −

√
2

3
|10〉 +

2

3
ei2π/3|11〉,

| ψ2 ψ4〉 =
1

3
|00〉 −

√
2

3
e−i2π/3|01〉 −

√
2

3
|10〉 +

2

3
e−i2π/3|11〉,

| ψ3 ψ1〉 =
1√
3
|00〉 −

√

2

3
ei2π/3|10〉,

| ψ3 ψ2〉 =
1

3
|00〉 −

√
2

3
|01〉 −

√
2

3
ei2π/3|10〉 +

2

3
ei2π/|11〉,
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| ψ3 ψ3〉 =

1

3
|00〉 −

√
2

3
ei2π/3|01〉 −

√
2

3
ei2π/3|10〉 +

2

3
ei4π/3|11〉,

| ψ3 ψ4〉 =
1

3
|00〉 −

√
2

3
e−i2π/3|01〉 −

√
2

3
ei2π/3|10〉 +

2

3
|11〉,

| ψ4 ψ1〉 =
1√
3
|00〉 −

√

2

3
e−i2π/3|10〉,

| ψ4 ψ2〉 =
1

3
|00〉 −

√
2

3
|01〉 −

√
2

3
e−i2π/3|10〉 +

2

3
e−i2π/3|11〉,

| ψ4 ψ3〉 =
1

3
|00〉 −

√
2

3
ei2π/3|01〉 −

√
2

3
e−i2π/3|10〉 +

2

3
|11〉,

| ψ4 ψ4〉 =
1

3
|00〉 −

√
2

3
e−i2π/3|01〉 −

√
2

3
e−i2π/3|10〉 +

2

3
e−i4π/3|11〉.As matrizes que representam os operadores | ψi ψj〉〈ψi ψj | serão:

| ψ1 ψ1〉〈ψ1 ψ1 | =











1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0











,

| ψ1 ψ2〉〈ψ1 ψ2 | =











1/3 −
√

2/3 0 0

−
√

2/3 2/3 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0











,

| ψ1 ψ3〉〈ψ1 ψ3 | =











1/3 −
√

2/3ei2π/3 0 0

−
√

2/3e−i2π/3 2/3 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0











,
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| ψ1 ψ4〉〈ψ1 ψ4 | =











1/3 −
√

2/3e−i2π/3 0 0

−
√

2/3ei2π/3 2/3 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0











,

| ψ2 ψ1〉〈ψ2 ψ1 | =











1/3 0 −
√

2/3 0

0 0 0 0

−
√

2/3 0 2/3 0

0 0 0 0











,

| ψ2 ψ2〉〈ψ2 ψ2 | =











1/9 −
√

2/9 −
√

2/9 2/9

−
√

2/9 2/9 2/9 −2
√

2/9

−
√

2/9 2/9 2/9 −2
√

2/9

2/9 −2
√

2/9 −2
√

2/9 4/9











,

| ψ2 ψ3〉〈ψ2 ψ3 | =











1/9 −
√

2/9ei2π/3 −
√

2/9 2/9ei2π/3

−
√

2/9e−i2π/3 2/9 2/9e−i2π/3 −2
√

2/9

−
√

2/9 2/9ei2π/3 2/9 −2
√

2/9ei2π/3

2/9e−i2π/3 −2
√

2/9 −2
√

2/9e−i2π/3 4/9











,

| ψ2 ψ4〉〈ψ2 ψ4 | =











1/9 −
√

2/9e−i2π/3 −
√

2/9 2/9e−i2π/3

−
√

2/9ei2π/3 2/9 2/9ei2π/3 −2
√

2/9

−
√

2/9 2/9e−i2π/3 2/9 −2
√

2/9e−i2π/3

2/9ei2π/3 −2
√

2/9 −2
√

2/9ei2π/3 4/9











,

| ψ3 ψ1〉〈ψ3 ψ1 | =











1/3 0 −
√

2/3ei2π/3 0

0 0 0 0

−
√

2/3ei2π/3 0 2/3 0

0 0 0 0











,
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| ψ3 ψ2〉〈ψ3 ψ2 | =











1/9 −
√

2/9 −
√

2/9ei2π/3 2/9ei2π/3

−
√

2/9 2/9 2/9ei2π/3 −2
√

2/9ei2π/3

−
√

2/9e−i2π/3 2/9e−i2π/3 2/9 −2
√

2/9

2/9e−i2π/3 −2
√

2/9e−i2π/3 −2
√

2/9 4/9











,

| ψ3 ψ3〉〈ψ3 ψ3 | =











1/9 −
√

2/9ei2π/3 −
√

2/9ei2π/3 2/9ei4π/3

−
√

2/9e−i2π/3 2/9 2/9 −2
√

2/9ei2π/3

−
√

2/9e−i2π/3 2/9 2/9 −2
√

2/9ei2π/3

2/9e−i4π/3 −2
√

2/9e−i2π/3 −2
√

2/9e−i2π/3 4/9











,

| ψ3 ψ4〉〈ψ3 ψ4 | =











1/9 −
√

2/9ei2π/3 −
√

2/9ei2π/3 2/9

−
√

2/9e−i2π/3 2/9 2/9ei4π/3 −2
√

2/9e−i2π/3

−
√

2/9e−i2π/3 2/9e−i4π/3 2/9 −2
√

2/9e−i2π/3

2/9 −2
√

2/9ei2π/3 −2
√

2/9ei2π/3 4/9











,

| ψ4 ψ1〉〈ψ4 ψ1 | =











1/3 0 −
√

2/3e−i2π/3 0

0 0 0 0

−
√

2/3ei2π/3 0 2/3 0

0 0 0 0











,

| ψ4 ψ2〉〈ψ4 ψ2 | =











1/9 −
√

2/9 −
√

2/9e−i2π/3 2/9e−i2π/3

−
√

2/9 2/9 2/9e−i2π/3 −2
√

2/9e−i2π/3

−
√

2/9ei2π/3 2/9ei2π/3 2/9 −2
√

2/9

2/9ei2π/3 −2
√

2/9ei2π/3 −2
√

2/9 4/9











,

| ψ4 ψ3〉〈ψ4 ψ3 | =











1/9 −
√

2/9e−i2π/3 −
√

2/9e−i2π/3 2/9

−
√

2/9ei2π/3 2/9 2/9e−i4π/3 −2
√

2/9ei2π/3

−
√

2/9ei2π/3 2/9ei4π/3 2/9 −2
√

2/9ei2π/3

2/9 −2
√

2/9e−i2π/3 −2
√

2/9e−i2π/3 4/9











,
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| ψ4 ψ4〉〈ψ4 ψ4 | =











1/9 −
√

2/9e−i2π/3 −
√

2/9e−i2π/3 2/9e−i4π/3

−
√

2/9ei2π/3 2/9 2/9 −2
√

2/9e−i2π/3

−
√

2/9ei2π/3 2/9 2/9 −2
√

2/9e−i2π/3

2/9ei4π/3 −2
√

2/9ei2π/3 −2
√

2/9ei2π/3 4/9











.Realizando a soma ∑i,j =| ψi ψj〉〈ψi ψj | obtemos
ρ =











4 0 0 0

0 4 0 0

0 0 4 0

0 0 0 4











= 4I. (A.5)Isso o
orre já que temos (1+ei2π/3+e−i2π/3) = 0 e (1+ei4π/3+e−i4π/3) =

0. A matriz I representa a matriz identidade.Os operadores do POVM que representam a medição serão:
Πij =

1

4
| ψi ψj〉〈ψi ψj | . (A.6)O termo 1/4 apare
e por 
onstrução, pois as matrizes | ψi ψj〉〈ψi ψj | nãosomam a identidade.Como já foi visto no 
apítulo 2 a fórmula que rela
iona probabilidade 
omos operadores Piij é

pij = Tr(Πijρ) =
1

4
Tr(| ψiψj〉〈ψiψj | ρ) =

1

4
〈ψiψj | ρ | ψiψj〉. (A.7)

p11 =
1

16
(1 +B12 +B15 +B3),

p12 =
1

16
(
1

3
(3 − 2

√
2B1 + 3B12 − 2

√
2B13 − B15 −B3)),

p13 =
1

16
(
1

3
(3 +

√
2B1 + 3B12 +

√
2B13 −

√
6B14 −B15 −

√
6B2 − B3)),

p14 =
1

16
(
1

3
(3 +

√
2B1 + 3B12 +

√
2B13 +

√
6B14 −B15 +

√
6B2 −B3)),
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p21 =

1

16
(
1

3
(3 −B12 − B15 + 3B3 + 2

√
2B4 + 2

√
2B7)),

p22 =
1

144
(9−6

√
2B1−3B12 +2

√
2B13 +B15−3B3−6

√
2B4 +8B5 +2

√
2B7),

p23 =
1

144
(9 + 3

√
2B1 − 3B12 −

√
2B13 +

√
6B14 +B15 − 3

√
6B2−

−3B3 − 6
√

2B4 − 4B5 + 4
√

3B6 + 2
√

2B7),

p24 =
1

144
(9 + 3

√
2B1 − 3B12 −

√
2B13 −

√
6B14 +B15 + 3

√
6B2−

−3B3 − 6
√

2B4 − 4B5 − 4
√

3B6 + 2
√

2B7),

p31 =
1

16
(
1

3
(3 −

√
6B11 − B12 −B15 + 3B3 +

√
2B4 +

√
2B7 −

√
6B8)),

p32 =
1

144
(9 − 6

√
2B1 +

√
6B11 − 3B12 + 2

√
2B13 +B15 − 3B3+

+3
√

2B4 − 4B5 −
√

2B7 − 3
√

6B8 + 4
√

3B9),

p33 =
1

144
(9+3

√
2B1+6B10+

√
6B11−3B12−

√
2B13+

√
6B14+B15−3

√
6B2−

−3B3 + 3
√

2B4 + 2B5 − 2
√

3B6 −
√

2B7 − 3
√

6B8 − 2
√

3B9),

p34 =
1

144
(9+3

√
2B1−6B10+

√
6B11−3B12−

√
2B13−

√
6B14+B15+3

√
6B2−3B3+
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+3

√
2B4 + 2B5 + 2

√
3B6 −

√
2B7 − 3

√
6B8 − 2

√
3B9),

p41 =
1

144
(5 + 3

√
2B11 +B12 +B15 + 5B3 +

√
6B4 +

√
6B7 + 3

√
2B8),

p42 =
1

144
(9 − 6

√
2B1 −

√
6B11 − 3B12 + 2

√
2B13 +B15 − 3B3 + 3

√
2B4−

−4B5 −
√

2B7 + 3
√

6B8 − 4
√
B9),

p43 =
1

144
(9+3

√
2B1−6B10−

√
6B11−3B12−

√
2B13+

√
6B14+B15−3

√
6B2−

−3B3 + 3
√

2B4 + 2B5 − 2
√

3B6 −
√

2B7 + 3
√

6B8 + 2
√

3B9),

p44 =
1

144
(9+3

√
2B1+6B10−

√
6B11−3B12−

√
2B13−

√
6B14+B15+3

√
6B2−

−3B3 + 3
√

2B4 + 2B5 + 2
√

3B6 −
√

2B7 + 3
√

6B8 + 2
√

3B9).
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