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Resumo

Neste trabalho estudaremos a dependéncia do regularizador (ou cutoff)
no céalculo do efeito Casimir em placas paralelas perfeitamente condutoras
em um campo escalar sem massa. Para tanto, utilizaremos como suporte
tedrico a Eletrodinamica Quantica desenvolvida por G. Scharf e ainda, al-
gumas ferramentas matemadticas para tratar séries divergentes. Mostramos
que o resultado da energia de Casimir nao depende do regularizador para
uma classe geral de fungoes regularizadoras e identificamos que as divergen-
cias que ocorrem nestes céalculos sao termos de superficie. Foi possivel tratar
tais divergencias utilizando-se a regularizagao de Hadamard e a associamos,
neste caso, como uma forma analitica de uma condi¢ao de contorno em Teoria
Quantica de Campos.



Abstract

In this work we study the regularization (or cutoff) dependence on the
Casimir effect of perfect conducting parallel plates in a massless scalar field.
We use the framework of Quantum Electrodynamics developed by G. Scharf
and some mathematical tools related to the divergent series. We show the
regularization independence of the Casimir energy for a large class of regulari-
zing functions and also, we show that counterterms previously introduced by
other authors correspond to divergencies coming from surface terms. We use
Hadamard regularization to deal with them and associate it to an analytical
form of a boundary condition in QFT.
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CapiTULO 1

Introducao

“A meio caminho entre a fé e a critica estd a estalagem da razdo.
A razdo € a fé no que se pode compreender sem fé; mas é uma fé ainda,
porque compreender envolve supor que hd qualquer coisa compreensivel.”

Fernando Pessoa

Em geral, podemos definir o efeito Casimir como um efeito que surge
quando colocamos alguma condi¢ao de contorno de modo a confinar algum
campo quantico em um volume finito no espaco. Assim, as condicoes de
contorno restrigem os modos possiveis que o campo pode assumir fazendo
surgir forcas mensuraveis que podem ser calculadas de alguma forma.

No caso das placas paralelas, a forca atrativa que age entre duas placas
paralelas condutoras e sem carga foi inicialmente prevista por Hendrik Ca-
simir [1] em 1948 e confirmado experimentalmente por Spaarnay [2] e mais
recentemente por Lamoreaux [3] e por Erdeth [4].

Existem varios meios de calcular o efeito Casimir [5], todas resultando
o mesmo valor, o que de uma certa forma nos faz lembrar do artigo “The
Unreasonable Effectiveness of Mathematics in the Natural Sciences” de Wig-
ner [6], pois é surpreendente que métodos matematicamente diversos entre si
possam apresentar o mesmo resultado.

Ainda que experimentalmente tenha sido confirmado, hé recentemente
alguns pesquisadores que apontam problemas tedricos quanto a certas pres-
crigoes no calculo da energia de Casimir. Alguns exemplos que podemos
destacar sao Hagen [7], onde indica que ela é geralmente dependente do cu-
toff e que nao é confidvel, mesmo utilizando a prescri¢ao usual da subtracao



entre as energias resultantes do vacuo, com e sem as condi¢oes de contorno;
Jaffe [8], onde propoe que a pressao de Casimir nao pode ser definida indepen-
dentemente das propriedades dinamicas do material que compoe a condicao
de contorno; e Dietz [9], onde propde uma regularizacao que seja dependente
do material, mas cujo resultado final pode resultar independente deste.

No presente trabalho desenvolvemos as idéias apresentadas pelo prof.
Wreszinski ao longo de diversos artigos ([10], [11], [12] e [13]) sobre o efeito
Casimir e a partir de onde pudemos dar alguns passos além ao demonstrar-
mos a independéncia do cutoff no cédlculo da energia de Casimir para uma
classe geral de regularizadores e ao mostrarmos a utilizagao da regularizagao
de Hadamard como uma forma de eliminar as divergéncias dos termos de
superficie no caso das placas paralelas.

Nas paginas que se seguem, veremos no capitulo 2 os passos necessarios
para se alcancar a quantizagao do campo de radiacao, inclusive abordando a

relatividade, as transformacoes de calibre e a segunda quantizagao no espago
de Fock.

No capitulo 3, basicamente, é a obtencao da expressao para a densidade
Hamiltoniana do campo de radiacao quantizado na configuracao do vécuo
com as placas paralelas a uma distancia d.

No capitulo 4 veremos como o regularizador pode atuar no calculo da
energia de Casimir de modo que o resultado deste fique independente do cu-
toff. Conseguimos, também, identificar as divergéncias que ocorrem durante
os calculos desta e mostrar como é possivel entender a regularizagao.

No capitulo 5 terminamos a dissertacao com uma discussao sobre os
resultados obtidos e a conclusao sobre este trabalho.



CAPITULO 2

Quantizacao do Campo de
Radiacao

“Natura abhorret vacuum”

Aristoteles

Para estudar o efeito Casimir em um campo escalar sem massa, inicial-
mente tem-se que quantizar o campo de radiacao eletromagnética que envolve
as placas no vacuo.

Entretanto, existem varios modos de fazé-lo. O que é adotado nesta
dissertacao é aquela feita por G. Scharf [16] onde ele impde a covarianca de
Lorentz na regra de comutagao entre os operadores de criacao e aniquilacao
deste campo.

Mas antes de chegar a este ponto, alguns passos sao necessarios.
2.1 Relatividade

2.1.1 Transformacgoes de Lorentz

As transformagoes de Lorentz sao transformagoes entre referenciais iner-
ciais de um evento no espago-tempo de Minkowski, onde x = (2%, 2!, 2%, 2*) =
2 € R*. Como ¢ de praxe, quando um indice é identificado por uma letra

latina (7, j, k, ...) nos referimos apenas as coordenadas espaciais (z! = =,

3

7?2 = y e 23 = 2) onde o evento ocorre e quando ele ¢ identificado por um

indice grego (u, v, a, ...), estéd-se incluindo, além das espaciais, a coordenada
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temporal 2° = ¢t que é quando o evento ocorre. A velocidade da luz ¢ é
introduzida nesta coordenada de modo que tenhamos as mesmas dimensoes
em todas as componentes.

Ao especificarmos a posicao Z de um objeto como uma funcao do tempo,
estaremos definindo uma curva em R*. No caso especifico da luz, se um feixe

parte da origem, temos
At — |72 =0 (2.1.1)

que define os cones de luz para o passado em t < 0 e para o futuro em ¢ > 0.

As transformacoes de Lorentz sao tais que mantém invariante a expressao

s? = (2)? — (z1)? — (2?)* — (2%)2 (2.1.2)

Isto significa que um observador no referencial K e outro no referencial

2

! ~ .
K obtém o mesmo resultado para s, ou seja,

(29)? = (1) = (&%) = (2°)? = (¢°)* = (&"')* = (27)" = (). (2.1.3)
Sabendo-se que as componentes covariantes e contravariantes sao rela-

cionadas entre si através de
T, = gur’ ou 2t =g"z, (2.1.4)

onde g,,, e g"”, denominados de tensor de métrica, dados por

1 0 0 0
G = 9" = 8 _(1) _? 8 , (2.1.5)
0 0 0 -1
podemos escrever (2.1.3) na forma
Gutha” = gapr'*x"? (2.1.6)

onde utilizamos a convencao de Einstein, ou seja, a somatoéria é feita nos
indices repetidos.
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Assim, quaisquer transformacoes do tipo

't = aba? (2.1.7)

v

e que obedegam a (2.1.6) sao denominadas de transformagoes de Lorentz.

As transformacoes com que estamos mais acostumados, sao mais simples
pois consideramos que os referenciais inerciais K e K " tém seus eixos de
coordenadas paralelos e que o movimento se dd na direcao do eixo x com
velocidade v, sendo que em t = t = 0 as origens de ambos referenciais
coincidem. Neste caso, na equagao (2.1.7), o tensor que fard a transformagao
das coordenadas entre um referencial e outro é

v =8 00
a = AP = _35 g (1)8 (2.1.8)
0 0 01

onde

1= e p=2

Neste caso, entao, temos que as coordenadas contravariantes se transfor-

mam
't = Aba¥, (2.1.9)

o que nos possibilita encontrar a transformacao de coordenadas covariantes,
usando (2.1.4), de modo que

Z'I’LL — A;Ijgl/pxp (2110)
e multiplicando por g,

obtemos
Ty = gup\L g z,. (2.1.12)
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Definindo

vy 8 00

0 0
M= gahigr = | 707 2.1.13
8 g#ﬁ Vg 0 0 1 O 9 ( )

0 0 0 1

temos que

Ty = A, (2.1.14)

Com a invariancia de s?

relacao entre os tensores A\ e A, ja que

apresentada em (2.1.6), é possivel obter uma

x;x"’ = z,2° =
Ag:cg/\ﬁ:c“ = z,2° =
NN = 60 (2.1.15)

Enfim, o segundo postulado da relatividade diz que as leis fisicas devem
ser as mesmas em qualquer referencial inercial, ou seja, as leis devem ser
covariantes por uma transformagao de Lorentz. Exemplificando, se uma lei
fisica pode ser descrita matematicamente como

T A, = B, (2.1.16)
entao
ACT™A, = AYB* =
AT™6]As = B* =
AST™ NN Ay = B =
ASALTH N0 Ag = B =
T Al = B", (2.1.17)

mostrando-nos que apds a mudanca de referencial inercial, a lei fisica mantém
a mesma forma.
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2.1.2 Ainda nas equacoes de Maxwell

As equagoes de Maxwell podem ser escritas na forma de 4-vetor como na
relatividade. Iniciando com as defini¢oes

0 0
J = (ep. ), (2.1.19)

onde p ¢ a densidade de cargas e j é a corrente, a equacao de continuidade

ap

- 2.1.2
8t+VJ 0, (2.1.20)

pode ser escrita do seguinte modo

o ,
o = I " = 0. (2.1.21)
Agora definindo
Al = (¢, A) (2.1.22)

onde ¢ é o potencial escalar e A é o potencial vetor, podemos escrever as
equagoes de onda dadas por

1 0%
2 _
L 10%A 4 -
2A___:__J 2.1.24
v c? Ot? c ( )
na forma L Ak 4
2Au _ — __7T 18 2.1.2
v c? Ot? c J ( 2
Pode-se observar que
1 02 0? 0?
2_ -7 _\?_ = — g =0,0=0 2.1.26
c? Ot? (x9)? g oxtox” K ( )

conhecido como D’Alambertiano.
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Assim (2.1.25) pode ser escrita como

4
Ak = — " jn (2.1.27)
c
e a condicao de Lorenz!, que é dada por
> 10¢
V-A+-—=0 2.1.28
+ c Ot ( )
passa a ser escrita na forma
OAH
T 0, ou melhor 9,A" = 0. (2.1.29)

Ao colocarmos as equagoes do eletromagnetismo na forma covariante, o
que estamos dizendo é que estas equagoes sao invariantes sob a transformacao
de Lorentz, o que significa que independem do referencial inercial adotado.

2.2 Transformacoes de calibre

As transformacoes de calibre sao tais que mantém os campos elétrico e
magnético invariantes sob estas transformacoes. Para que o campo magné-
tico e elétrico se mantenham invariantes, podemos fazer a transformacao no

potencial vetor, tal que
A— A =A+VA (2.2.1)

e simultaneamente a transformagao no potencial escalar

10A

6= =9 - (2.2.2)

2.2.1 Calibre de Lorenz

2

O calibre de Lorenz” é o calibre que obedece a condigcao

9, A" = 0, (2.2.3)

!Freqiientemente esta condicio é erroneamente atribuida a Lorentz.
2Do mesmo modo que a condicao de Lorenz, este calibre é erroneamente atribuido a
Lorentz.
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sendo que em uma transformacao de calibre, implica que A deva obedecer a
equacao
OA = 0. (2.2.4)

Este calibre é comumente utilizado pois obedece naturalmente as transfor-
magcoes de Lorentz, ou seja, ele é independente do sistema de coordenadas.

2.2.2 Calibre de Coulomb
Neste calibre, o potencial vetor deve obedecer
A" = 0. (2.2.5)

Este calibre é bastante 1til na eletrodinamica quantica, ja que a descricao
quantica dos fétons necessita apenas da quantizacao do potencial vetor.

2.3 Segunda quantizacao no espaco de Fock

Quando trabalhamos na mecanica quantica, observamos que os estados
que a particula podera ocupar representam um espaco de Hilbert.

Ao colocarmos diversas particulas, o que fazemos é um produto tensorial
simétrico (no caso dos bdsons) ou anti-simétrico (no caso dos férmions) dos
espacos de Hilbert pertencentes a cada particula.

Repetindo matematicamente, considerando n particulas idénticas, temos
¥, € H®", (2.3.1)

onde H®" é o produto tensorial dos espacos de Hilbert das n particulas e 1,
sao os estados que eles podem ocupar. A simetrizacao destes estados, para
boésons é dada por

1
Sathn = ol Z Un(Tin, o, Tin) (2.3.2)
e para férmions é dada por

Sitbn = = S e, ), 233)
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onde as somas percorrem todas as ¢ permutacoes possiveis das n particulas®.
O sfmbolo (—)* significa que para uma permutagao i que corresponda a uma
permutagao ciclica (ou par) o valor é +1 e para uma permutagao nao-ciclica
(ou fmpar) o valor é —1.

Com isto, pode-se dizer que o espaco de n particulas com significado
fisico deve ser tal que
H* = sFH®". (2.3.4)

Enfim, o espaco de Fock, que é utilizado para a descricao de estados
simultaneos de multiplas particulas, pode ser definido por

F* =2 HE. (2.3.5)

No caso em que nao hajam particulas, n = 0, define-se um estado que é
o estado do vacuo €2 tal que

Hy = o, aeC. (2.3.6)

Um elemento do espaco de Fock é, entao, dado por

S = (¢, ¢1, -+ Gny -+-) € F, (2.3.7)

que consiste da infinita sequéncia de estados ¢, tal que

QbOZOéQ,(ZSlEHl,"‘,(ﬁnEHj,"‘ (238)

Com isto podemos ver que o produto escalar no espaco de Fock é tal que

[e.9]

(®[W) = Z<¢n|¢n>an (2.3.9)

n=0

ou seja, a soma infinita dos produtos escalares dos vetores (que representam
os estados das n particulas) do espago de Hilbert H,.

3Semelhante ao que conseguimos quando utilizamos o determinante de Slater.
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Podemos definir um operador N tal que

(Ncb) =1 (2.3.10)

ou seja, este operador aplicado a um estado do espaco de Fock retorna o nu-
mero de particulas e em quais estados do espaco de Hilbert eles se encontram.

Os operadores que comutam com N, ou seja
[A,N] —0, (2.3.11)

nao mudam a quantidade de particulas do estado de Fock.

Entretanto, e o que mais nos interessam, sao os operadores que mudam
a quantidade de particulas. O operador de criagao pode ser definido de tal
forma que quando aplicado em um estado do véacuo, gere um estado de uma

particula, ou seja
a(f)iQ=f com f € Hy, (2.3.12)

e quando aplicado em um estado qualquer do espaco de Fock, temos

(@Nie), =vnSy (f®dn1), n=1,2---. (2.3.13)

Podemos fazer um mapeamento deste operador no espaco de Fock para
o espaco de momentos, de forma que

a(f)t = / Bz a(R) (7). (2.3.14)

Os operadores de aniquilagao, também podem ser definidos a partir do
estado de vacuo. Assim
a(f)Q=0 (2.3.15)

e da mesma forma,
k) a(k). (2.3.16)
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2.4 A quantizacao do campo de radiacgao livre

Consideramos inicialmente o potencial vetor A*(z) como sendo o campo
fundamental. Assim as equacoes de campo covariantes podem ser tais que

0,A"(x) =0 (2.4.1)
para a condicao de Lorenz e
OA*(x) =0 (2.4.2)
para a equagcao de onda.
No calibre de Coulomb e sem fontes, sao satisfeitas as equacoes

A" =0 (2.4.3)

QA =0 (2.4.4)

onde (2.4.4) pode ser escrito de uma forma tal que os campos sejam trans-
versais, ou seja,

k- At k) =0, (2.4.5)

significando que nao hé fétons longitudinais, nem fétons temporais (devido
a (2.4.3)) neste calibre.

Quantizando A*(x) como campos escalares reais, temos

Pk
V2w

que consideramos como uma solugao real da equagao de onda (2.4.2) ao

AR, §) = (2m) %2 (aH(E)e*W*E'@ + aﬂ(E)*ei(wt*’?f)) (2.4.6)

colocarmos o expoente k - ¥ na forma covariante. Isto pode ser feito se
definirmos que
k

w(k) = k| = k°, com ¢ = 1.4 (2.4.7)

Com a quantizagao temos que A*(z) se torna um operador no espacgo de

4A partir deste momento iremos considerar que ¢ = i = 1.
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Fock tal que
ARt f) = /d% AR (t, 7) F(F) (2.4.8)
onde f(¥) é uma funcao de teste.
No espaco dos momentos temos
F(R) = (2r)2 /d% F@e ™ com F(—F) = F(R)" (2.4.9)
e consequentemente,
ARt f) = &k (au(zz) F(k) et + a“(E)*A(E)eZWt> (2.4.10)
’ V2w
Considerando
. d3k -
a(f) = (k) a" (k) (2.4.11)

como sendo operadores no espaco de Fock dos fétons que obedecem as relagoes

de comutagao
@ (P @) =0
@(HLa @' =o.
@@ = [ SEREaE

ou de outro modo e respectivamente, no espaco dos momentos

5(k— k') para p=uv
0 para p #v

[a“(E),a”(E’)Tf - {

(2.4.12a)

(2.4.12Db)

(2.4.12¢)

(2.4.13a)

(2.4.13b)

(2.4.13¢)

onde "' e a* sdo, respectivamente, os operadores de criacao e aniquilacao

dos fétons.

Isto significa que as componentes do potencial vetor podem ser escritas
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na forma

At(x) = (27r)_3/2 /d?’_k

(a“(l%’)e—““f + aﬂ(l%’)*e““) (2.4.14)
2w

onde em kx, um produto escalar entre 4-vetores, omitimos os indices para
nao carregar a notacgao.

Podemos calcular® o comutador entre suas componentes utilizando (2.4.13)
e (2.4.14). Assim temos

[A*(z), A" (y)] = 55%D0($ — ). (2.4.15)

Neste ponto a quantizacao do campo feita por Scharf é diferente, pois o
que se quer manter aqui é a covarianga em (2.4.15). Para tanto, é necessario
que se altere de modo ad hoc® a componente A° de A*. O que resulta em

d*k

A%(x) = (2m) 2 New

(ao(l;)e’ik"” — ao(l;)Te““”> . (2.4.16)

As consequéncias para tal escolha sao a existéncia de estados no espaco de
Fock que possuem norma negativa — os chamados ghost states [26], ou seja,
estados com fétons longitudinais e fétons temporais sem significado fisico.
Entretanto, devido a (2.4.5), isto ndo chega a ser um problema.

Enfim, com a equagao (2.4.16), a relagdo de comutagao (2.4.15) é escrita
na forma covariante

[A(x), A”(y)] = g""iDo(x — y). (2.4.17)

Agora, separando os operadores de aniquilagao

A3k
V2w

A*(z) = (2m) 7/ U o (2.4.18)

®Veja o apéndice A.1...

5Um procedimento que se mostrard correto, ou nio, observando-se as consequéncias
desta escolha. E um preco a pagar, do mesmo modo que o é, o procedimento de S.N.Gupta
[17] que leva a um espago de métrica indefinida.
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e criacao
Bk L — para p=0
A _ 9 _3/2/ i t ikx 2.4.1
“(x) = F(2n) T a"(k)'e b opara p=1.2.3 ( 9)

podemos verificar quais sao as relagoes de comutacao entre eles. De fato,
resulta’ que os comutadores diferentes de zero sao

[A" (2),A4%(y)] = g"iD{ (z - y) (2.4.20)
(A% (2),4% (y)] = g"iD§” (x — y) (2.4.21)

Resta ainda introduzir os operadores transversos, dos quais queremos
extrair quantidades com algum significado fisico. Neste caso

Bk
V2w

Al (z) = (27)3/? e (k) [am(/%‘)e*ikw + am(B)fee (2.4.22)

onde
¢ (k) = (0,E), k-én(k)=0, m=1,2 (2.4.23)

que sao os vetores de polarizacao ortogonais e transversos com relagao a
direcao de propagacao, e ainda

am(K) = €2 (k)a” (k). (2.4.24)

"Ver apéndice A.1...



CAPiTULO 3

Energia de Casimir

“Ao infinito... e além!”

Buzz Lightyear'

Sabendo-se a quantizagao do campo de radiacao livre, é possivel, a partir
de sua densidade Hamiltoniana, calcular a energia de ponto zero, ou seja,
calcular o valor esperado desta densidade Hamiltoniana para um estado em
que nao haja nenhuma particula (vdcuo).

3.1 Hamiltoniana do campo de radiacao livre

A Hamiltoniana pode ser dada a partir do campo de radiagao livre ja
segundo quantizado que pode ser ordenado normalmente.

H - / drH(x) =

= %/ &z [: E(f)z Pt g(f)Q 2] (3.1.1)

—

Mas, para tanto, ainda é necessario colocarmos os campos F e B na
forma do potencial vetor cuja segunda quantizacao ja foi feita. Assim sendo?,

INo desenho animado Toy Story, Disney-Pizar, 1995
2Veja apéndice B
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considerando as duas polarizacgoes, temos

H(z)= %Z ; <0Am(x)> c— A (2) - 0 An(z) . (3.1.2)

02

Considerando apenas uma das polarizacoes, podemos omitir o indice m,
de tal modo que

H(z) = L : (8/1(:13)) c—: Az) - % 4 (3.1.3)

2 oxY Ox0?

Pelo teorema de Wick, podemos calcular o primeiro termo da densidade
de Hamiltoniana

:<aj@»>f oA 9A)

0z y—r Ox0 oyo

_ lim {M(x) 0Ay)  [0A_(x) 0A.(y)

y—z | Ox0 oyY 0x0 7 Oyo
. oA@) 9A(y) 2 - B
_E%aﬂ'@o_waAW&@]_

y—z | 0z0 oy° i Ox0?

— lim {Bff(x) Q) 1o Dg+>(x_y>}, (3.1.4)

onde, na ultima linha, utilizamos o comutador em (2.4.20).
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Do mesmo modo, podemos calcular o segundo termo

21 2 1
/T(q:)w = lim:g(a:)-aA(y) D=
o102 P 8y02
21 21
— tim { A) - ZAY g T
y—z oy° oy°
. 9Ay O T .
= lim {A(@ S - s A } -
_ - 62[1‘34 1 02
= E{A(x). ayég) —gaxogDéH(x—y)}. (3.1.5)

Com (3.1.4) e (3.1.5) temos que a densidade Hamiltoniana é

{102(;5) QAy) 1.  PAy) 1 &

(+)
L T A N z@xOQDO (x—y)} (3.1.6)

1 2
+ = lim l S D§ (@ - y)] . (3.1.7)

3.2 Hamiltoniana do vacuo em placas parale-
las

O efeito Casimir em placas paralelas surge quando colocamos paralela-
mente duas placas perfeitamente condutoras a uma certa distancia d. Po-
demos definir, para efeito de calculos que uma das placas estd em 2° = 0 e
a outra em 3 = d. Assim, é necessario redefinir os operadores de criacao
e aniquilacdo que correspondem ao novo estado de vacuo €2y no espaco de
Fock, ja que a presenca das placas altera a configuracao espacial de modo
que nem todas as freqiiéncias sao permitidas.

Para tanto podemos redefinir A(z) em (2.4.22) no espaco 0 < z* < d
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impondo as condigoes de contorno.

- 1 dk,dk i ) o . o
Ax) =2—T Z / T [k, me  aly, n)et k),

(3.2.1)
onde
2
an = k12+k22+<%) s (322)
bn = (wn b, Ko, %) (3.2.3)
e as condigoes de contorno dadas por
61( ny—N) = 61(/51,”)
ea(kn,—n) = e(kn,n)
es( s — —n) —e;;(kl,n)
a(kn,—n) = —a(ky,,n)

para que a componente tangencial de E e a componente normal de B sejam
nulas.

No espaco de Fock, os operadores de aniquilacao devem obedecer

&k k) a(kn, n)Qy = 0 3.2.4
\/mf<n>a< Twn) d — ()

para qualquer n e qualquer f € L?(R?).

a(f,n)Qq =

Podemos ainda expandir (3.2.1), tal que

dkrdks | - i
Z/ _an{ ,n)up(Z)e +

— . 0

+ akn, ) u, (2) €™ |&kn,n), (3.2.5)

onde u, () sdo fungoes normalizadas que satisfazem as condigoes de contorno
de Dirichlet ou Neumann em z® = 0 e em 2% = d.
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Assim, separando os operadores de aniquilacao e criagao em (3.2.5) temos

diadky - o
S [ et 2

dkdky o
Z/m ,n) ', (Z)%e (3.2.7)

cujo comutador é tal que?

[A-(@),A4(§)] = 5 D37 (@ ~ ). (3.2.8)

Entao, a densidade Hamiltoniana nesta geometria pode ser calculada a
partir de (3.1.7), onde fazemos o ordenamento normal com os operadores
desta configuragao

Hy(z) = L i <8A(x)> c— o Alz) - 82A(x):: +

2 oxY Ox0?

Lo [0 oo
+ - lim 8m02D0 (x—y)|. (3.2.9)

1 y—w

Repetindo os passos da secao anterior, temos

) <%ﬂgf)> o <%§)) B %L {aioszff)(x —y)} (3.2.10)

e também

o PA) o PA@) 1, [

D0 L y—w

Dz — y)} (3.2.11)

de modo que a densidade Hamiltoniana para a geometria das placas paralelas

3veja apéndice A.2
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resulta em

He) :% (mm) - g(x),am(x) .

Oz0?

1. 0? 0?
+ - lim {89@02 Déﬂ (x —y) — 5207

DM (z — y)] . (3.2.12)

Agora, calculando-se seu o valor esperado no estado do vacuo ), teremos
a densidade de energia de Casimir, ou seja

Ha(r) = (Qa|Hilda) =
82
02

1 0?

1 y—z

Dz — y)} (3.2.13)

Reescrevendo (3.2.13) explicitamente, temos
1 i 0* [dk
— —ik(z—y) __
Halx) i yor [( 2m)3 89502/ 2% ©
dkldkg H sk —iitwn (20—
_ 89502 Z / S (Z)un (i) *e ( y)}:
1 3
— lim |: - /d k(k,O)Q —ik(z—y)

y—z | (27)
dkdk -
Z / ! 2 2 (f)un(lj)*e_“"n(ﬂfo—yo)} —

2wy,

n=—oo

1 3k ,
= lim /—we_m(m_y) —
y—z | (2m)3 2

2. [dk,dk .
- > [ @) 21

n=—0oo

Pode-se notar que o primeiro termo em colchetes em (3.2.12) resulta
zero, pois a ordenacao normal dos operadores de criagao e aniquilacao e a
equagao (3.2.4) implicam nisto. J& o segundo termo diz que cada um de seus
elementos ¢ infinito, pois as integrais em D(()+) e fo) resultam em (3.2.14),
o que indica uma indeterminacao na densidade de energia de Casimir.



CApPiTULO 4

A regularizacao no efeito
Casimir em placas paralelas

“Who is afraid of infinities?
Not I, I just cut them off”

Anonymous'

Conforme se viu, a densidade de energia de Casimir em (3.2.14) néo re-
sulta em um valor determinado. Para o seu cédlculo é normalmente inserido
uma regularizacao dependente da freqiiéncia do féton, com o argumento fi-
sico, normalmente utilizado, de que a partir de um determinado valor, as
placas seriam transparentes para estas freqiiéncias e portanto tais fétons nao
participariam no calculo do efeito Casimir. O que veremos, é que este argu-
mento por si s, é insuficiente. E a0 mesmo tempo, demonstramos que para
uma classe de regularizadores, o resultado se mostra independente do cutoff.

Do livro de A.Zee: Quantum field theory in a nutshell, Princ. Univ.Press, 20083, p.145
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4.1 Regularizacao na densidade de energia de
Casimir

Podemos considerar uma classe de regularizadores tal que

Ca(k) = C(Awp), (4.1.1)
}\ILI(I]CAU{) = }\iLI%)C(AwE):L (4.1.2)
lim CY(z) = 0 Vj=1,2---, (4.1.3)

/C’(j)(x)dx < oo Vji=1,2--, (4.1.4)
0

sendo A um cutoff de dimensoes do inverso do comprimento.

Deste modo, podemos regularizar a densidade de energia de Casimir
Ha(z) em (3.2.14) tal que
1 d3k

Hd,A(x) = lim |:W 7w€7ik(mfy) X C(A(,U) —
™

-y /dk:1dk2 ln (Z)[2 C(Awn)} (4.1.5)

n=—oo
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4.2 Densidade de energia de Casimir inde-
pendente do cutoff

Para efetuarmos o célculo da energia de Casimir a partir de (4.1.5) ne-
cessitamos efetuar

Ed,A = /d3$Hd’A =

_ 2(_1)2{ _i/d?’k;kO(Ak)/dxl/dx2/ddx3+

e}

+ Z/dkl/dkgwn Awn/da;/dx/ |u(Z \dx}

_ 2(2;:_{00 —dn /0 dk K C(AK) +

+ Z?‘”/()mdk k wn C(Awn)} /d:#/d:ﬂ (4.2.1)

Entretanto, no plano z'z?%, o espaco nao é limitado, o que resulta em
uma energia infinita (em nada relacionado com as divergéncias em questao).
Para contornar isto, fazemos

Eqa

fdxl fde

de modo que o resultado final que teremos é a energia (por unidade de area)

Eap = (4.2.2)

de Casimir €£.

Com isto, (4.2.1) pode ser escrita como

_ 1 = 3
Eap = W{ 2d / dk K*C(Ak)+

+27TZ/0 dkm/ NG ( +k2> } (4.2.3)

Fazendo uma troca de variavel, podemos reescrever (4.2.3), de modo que
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obtemos

n

_ . d * 3 L.
Ean = _W/o dk k>C(Ak) + an nll_)Holo Z g(m) (4.2.4)

m=1

o) = [Canfus (%) (W@) _

= /(OO )glu\/ﬂ C(AVu). (4.2.5)

com

mm

Podemos introduzir a férmula de soma de Euler-Mclaurin?, ja que C(A/u)
obedece (4.1.1), (4.1.2), (4.1.3) e (4.1.4), e de onde sabemos que quando
n — 00 temos

Solm) =2 [Cddctg - g0 =5 420
m=1
onde
Y- _g 1 > (2k+2) _
k= 1(0) 2k +2)! J, dt Yar42(t)g (t), k=12, (4.2.7)
com
& B
Sk(0) = Z(—l)r_l(Q—;),g@T—l)(O)a (4.2.8)
r=1 ’
e

Yi(t) = ¢x(t) mod 1 (4.2.9)

onde ¢y é obtido como segue

et —1 > "
= t)—. 4.2.10
S S a2

Com isto é possivel mostrar a independéncia do regularizador na energia

2Veja apéndice C.1
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de Casimir ao demonstrarmos® que
Yk = Yy, (4.2.11)

pois seguindo (4.2.4) e (4.2.6) temos

1
Ein=— [

. Loo) + gk} _ (4.2.12)

2

Assim, tomando k£ = 2 (j& que podemos tomar qualquer valor de k devido
a (4.2.11)), com (4.2.7) e (4.2.8) temos

B B 1 [
% = =500 + 51600 - 5 / vo(g®@(M)dt (4.213)
“Jo
e com (4.2.5), temos
1 1 [ 1>,
—g(0) == [ duvuC(AVu)=— [ dvv*C(v) (4.2.14)
2 2/, A3 ),
e ainda p ,
a _ _o(Mmm mm
~g"(m) 2( - ) C(A d) (4.2.15)
e
d T\ 2 mm T /rmm\ /AT mm
= ,03) — _q(Z Y (N2 Y\ AR
L9 m) 4(d> C<Ad) 8d<d><d)0 (Ad>

- 2(%)2 (%)2&) (A%). (4.2.16)

Assim, substituindo (4.2.13), (4.2.14), (4.2.15), (4.2.16) em (4.2.12), te-
mos

£ ——L/Md 20() — LT 4 o(a?) (4.2.17)
in=—gs | Ol : 2.

onde é possivel notar que o segundo termo em (4.2.17) é o valor da energia
de Casimir, conforme era desejado exceto pelo fator 1/2 que é devido a se ter
considerado apenas uma das polarizagoes possiveis em (3.1.3).

3Veja apéndice C.2
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4.3 FEnergia de Casimir e a regularizacao de
Hadamard

Em (4.2.17), quando A — 0, temos que o primeiro termo diverge. E pos-
sivel identificar esta divergéncia utilizando-se a férmula de soma de Poisson.

Para tanto, devemos tomar o cuidado, em (4.2.1), de nao efetuar, a
integral em z°. Assim, podemos denotar tal entidade como &} ;.

Usando a equagao (4.2.3), um regularizador especial cujas caracteristicas
obedegam as equagoes (4.1.1), (4.1.2), (4.1.3) e (4.1.4), ou seja, utilizando

O(z) = &2, (4.3.1)

e ainda considerando que

1 /2 »
un (%) = %\/;sen (%x3> gilkr! thas?) (4.3.2)

o qual obedece & condicao de contorno de Dirichlet em 2® = 0 e 2° = d,

podemos escrever

, 1 1 )
5d,A(x) = 5[— (27T)3 /d3k ke Ak+

I
W E Z/dkl /dkg sen2 (%J,B) e_A”"], (433)
n=1

lembrando novamente que

wa? =k 4k (%)2 (4.3.4)
) k= (wn,kl,kg, %) . (4.3.5)

O termo com a somatoéria em (4.3.3) pode ser extendido de modo a
acomodar os termos negativos em n, notando que a paridade do integrando
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é par e que o termo n = 0 é nulo. Assim
1= G i Z/dkl /dk:2 sen” —x e hen =
+oo
= 2na n_z_:oo/dk;l /dk?g sen” —ZL‘ e Mm. (4.3.6)
Com isto, introduzindo a férmula de soma de Poisson tal que
1 X
2mn) = m 4.3.7
nz_of = mz_wﬂ ) (43.7)
onde
fo) = = [ ke (1.85)
m) = e 3.
V2T J o
¢ nm
f(2mn) = sen” <7x3> e~ Awn (4.3.9)
obtemos
_ 2 4 7.2 3
= 3dz/dk1 dk:z \/k + K+ Tz) x
k. — Ay K2R+ <4;>
2 3.3 —zmk
—= 4.3.1
X sen (de > (4.3.10)
Fazendo a troca de variavel ks = ky/2d em (4.3.10) temos
I=5L+1 (4.3.11)

onde

L = pg Z / dk / dks / dks /K2 + k2 4 k2e MV HIHRSHRS o—i2mdks

m=—00

(4.3.12)
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+o0

dk1 dk;Q dk:3 2+ k2 + k2 x

X cos(2ksx’)e MWHIHREHRS —i2mdks (4 3 13)

Através de (4.3.3), (4.3.11), (4.3.12) e (4.3.13), resulta? que

poos oy 1) 4 (20734 4 (2md)? — 3A?
Laale™d) = 2{ (2m)2 [A2 + (223)7  (27)? m; A2+ 2md)P

+

2
(27)2 Z

m7#0

[2(md + z%)]” — 3A23 N [2(md — 2%)]" - 3A23] } o
(A% + [2(md + 29)P)°  [A% + [2(md — 2]

onde o primeiro termo em (4.3.14) é o termo para m = 0 em I5. O termo
para m = 0 em [; cancela exatamente a primeira integral em (4.3.3). Com
isto podemos definir

1 1 1
/ 3 = 1 / 3 — f— —
Sd(x ) - }\IL% Sd,A(x 7d) 2 { 4(27’(’)2 (IS)
[e.e] o) 1
27T 2 Z:; md )2 n; { md + x3)* - (md — x3)4] } (4:3.15)

E possivel notar em (4.3.15) que £)(2*) néo é integravel no intervalo entre
as placas em 0 < 23 < d. O seu primeiro termo diverge sobre a placa em
23 = 0 e o tltimo termo, para m = +1, diverge sobre a outra placa em 2° = d.
Estes termos dominantes também podem ser identificados através de pontos
estaciondrios na formula de soma de Poisson em (4.3.10) ao escrevermos

/ 2

k! ei —Z% z3 671 ];3 z3
2 3.3 1
sen ( T ) ; ( f))

4Basta efetuarmos inicialmente as integrais em k; e ks e posteriormente em ks.



4.3 Energia de Casimir e a regularizacao de Hadamard 32

resultando em

o0

2 2
> dk1 dkz \/k Ty 2d> x

—A k2+k2+( > _ka/ elﬁx?’ _ e—l;%xB
xe 2 . =
2
k/
_ 3d Z / dk;1 de dk:’ \/ K24 kg + ) x

—A k2+k2+(’§;)2 e z(m’*)kﬂ_e Z(mJr )k3 Qe imks

X e (4.3.17)

onde identificamos os pontos estacionarios através de

0 Y |,
o Km + E) k;g} —0 (4.3.18)

que nos levam a 22 = 0 param = 0 e 2% = d para m = +1.

Para obtermos a energia de Casimir, é necessario ainda fazer mais uma
regularizagao.

Neste passo final, tomamos como ferramenta a regularizacao de Hada-
mard, proposta por Elizalde [18] para trabalharmos com os infinitos que sur-
gem quando lidamos com problemas que incluem condigoes de contorno. Esta
prescricao demonstrou ser capaz de identificar e separar as singularidades na
energia de Casimir como também veremos aqui.

Denotamos P(.) como sendo a regularizagao de Hadamard® ou a “parte
finita” de uma integral divergente, com a qual podemos calcular a energia de
Casimir. Assim, sabendo que

P (/Oddx34<21ﬂ)2 (x£)4> = —m%, m=0; (4.3.19)

P /dd3 ! ! R S =1, (4.3.20)
A d—»r) T T 1emnze T U

®Veja o apéndice D
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podemos obtemos a energia de Casimir regularizada, tal que

o - r([feur) -

22@ﬂ2d3§:7n4_

- - - (4.3.21)

Finalmente, é possivel dizer que o termo divergente em (4.2.17) pode ser
identificavel como sendo as divergéncias de termos de superficie localizados
em 22 = 0 e em 2° = d que nao foram removidas quando colocamos um
regularizador visando a regiao do ultra-violeta, significando que o argumento
fisico® utilizado na introdugao do regularizador em (4.1.5) nao ¢ suficiente
para justificar o resultado do calculo da energia de Casimir.

6Normalmente argumenta-se que para as altas freqiiéncias, as placas seriam transpa-
rentes para tais fétons, especialmente se tiverem um comprimento de onda menores que o
raio de Bohr.



CAPITULO b

Conclusoes

“Hd sem duvida quem ame o infinito,

hd sem duvida quem deseje o impossivel,

hd sem diuvida quem ndo queira nada -

trés tipos de idealistas, e eu menhum deles:

porque eu amo infinitamente o finito,

porque eu desejo impossivelmente o possivel,

porque quero tudo, ou um pouco mais, se puder ser,
ou até se nao puder ser...”

Fernando Pessoa*

Neste trabalho mostramos a abordagem de Scharf para a quantizacao
do campo eletromagnético de onde obtivemos a quantizacao do campo de
radiacao. Com ele, foi possivel determinar o operador Hamiltoniano com
o qual pudemos obter seu valor esperado no estado de vacuo 2. A partir
deste, calculamos a energia de Casimir em placas paralelas de duas formas
diferentes, através do tratamento de séries divergentes com 1) a férmula de
soma de Euler-Maclaurin, e com 2) a férmula de soma de Poisson.

Foi possivel mostrar a partir do método 1), que apesar do resultado apre-
sentado por Hagen, (em [7], onde ele mostra que o efeito Casimir é dependente
do cutoff aplicado e portanto de significado fisico duvidoso) existem algumas
caracteristicas que podem ser atribuidas ao regularizador (através de (4.1.1),
(4.1.2), (4.1.3) e (4.1.4)) de modo que o resultado final seja independente
do mesmo, significando que os calculos apresentam relevancia fisica. Vimos
também que neste caso, ao fazermos o limite A — 0, ainda restava um termo

Do livro Poesia - Alvaro de Campos, Cia. das Letras, 2002, p.475
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divergente. Tal termo foi identificado utilizando-se o método 2), combinado
com a analise da fase estacionaria, de onde observamos que as divergéncias
estao relacionadas com os termos de superficie em 2 = 0 e em 2% = d.

Symanzik em seu artigo [27] mostrou que todas as divergéncias podem
ser sistematicamente canceladas introduzindo, a priori, contratermos de su-
perficie na densidade Hamiltoniana. Entretanto, optamos pela regularizacao
de Hadamard apresentado por Elizalde em [18], pois no caminho desta pres-
crigao, através do método 2), foi possivel identificar claramente, a posteriori,
que sao os termos de superficie que contribuem para a divergéncia e por-
tanto trata-los de forma a que tenham algum significado fisico, ou seja, que
é possivel (ainda que apresentado neste contexto especifico) considerar a re-
gularizagao de Hadamard como sendo uma representacao analitica de uma
condicao de contorno na Teoria Quantica de Campos.



APENDICE A

Relacoes de comutacao dos
operadores no campo de
radiacao livre

A.1 Relacoes de comutacao para o campo de
radiacgao livre

Sabendo que as componentes do potencial vetor quantizado podem ser
escritas na forma

>k
V2w

podemos calcular a relacao de comutacao entre as suas componentes, lem-

Al (z) = (2m) 32 (aH(E)e—m + au(/z)*e“m) (A.1.1)

brando da equacao (2.4.13), de modo que

@A) = o [ S [ S

{ [CI,M(E),GV(E/)T] e—ikx—i—ik’y + [GM(E/)T@V(E)] ez’kzz—ik’y} _
_ Bk e ik(a—
~ (2n) 355/%[6 Koy _ cikle)] =

= (2m) % / d'k 6(K*)e ™) sgn (k) =

X

= 55%D0(x — ). (A.1.2)
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de onde podemos notar que Dy(x — y) é invariante de Lorentz.

Com a separagao dos operadores de aniquilagao e criagao em (A.1.1),

respectivamente
A (x) = (2m) 732 4k a”(k)e e (A.1.3)
- V2w
d3k Sy — para pu=0
Al (z) = F(2 —3/2/— H(k)T et A4
(o) = o) 2 [ Syl P AT ()

as relacoes de comutacao destes operadores que resultam nao nulas, devido
a (2.4.13) sdo tais que

BE [ Pk - o
A" (x),A% = (2m)” [ “(k),a” (K t| p—ikatik'y _
[A% (), A% ()] NCw (k).a” (K)
d5k: .
e — g 2 -3 - 77’k(mfy) —
g (2m) / 5 ¢
= ¢"iDy" (@ —y), (A.1.5)
ou seja,
i Bk
D§P(z —y) = @ 2wt k), (A.1.6)

Do mesmo modo temos

(Al (2),A” (y)] = (2m)~ /% A3k [”(E)T,a”(l;’) pike—ikly _

Pk
frd 24 2 -3 - —’Lk(:l?—y) —
g" (2m) /2w€

= ¢™iD\7(z — ), (A.1.7)
ou seja,
) Pk .
T ) AL



A.2 Relagoes de comutacao do campo com placas paralelas 38

A.2 Relacoes de comutacao do campo com
placas paralelas
Com a presenca das placas, o espago de Fock se altera ja que nem todas

as freqiiéncias sao permitidas, de modo que o operadores de aniquilacao e
criagao devem refletir tal mudanga. Assim

dkydky - o i
Z/\/M n)u,(T)e (A.2.1)

dkrdby o
Z/m ,n) ', (Z)%e (A.2.2)

onde podemos calcular o comutador

n=—oon/=—oo0

0

x {a(kn,n),a(k7,n’)T} ()t ()€ 0" —8) —

B dkldkz _. ok —iwn (x0—y0) _
_ Z / 2 un(4)"e =

n=—oo

= —D(Jr (gj — y) (A23)

De onde é possivel observar que

dkydk .
DMz —y) =i Z / 2 (Bt () e n ) (A.2.4)

n=—oo



APENDICE B

Densidade Hamiltoniana do
campo de radiacao livre

A densidade de Hamiltoniana do campo de radiacao livre é dada por
1 — —
H(#) = 5/ Pr [ B@?:+: By, (B.0.1)
R3

Como estamos trabalhando no calibre de radiagao onde

A = 0, (B.0.2)
0A" = 0, (B.0.3)
temos que
N 2
_, 0A
N2

Para o campo magnético, temos que

B(z)? = BB =
= eijkajAkeilm(‘?lAm =
= (8o — o76)) &Y A*O Ay, =
YA Ay — P AFOLA; =
= O (A*0;A;) — AV 0;A, — & (AROLA;) + AP0 A; =
= O (AF9;Ay) — AFD70; A — & (A*OLA;) . (B.0.5)



40

Como

/ B’y = / (07 (AR9;Ay) — AFD9; Ay, — &7 (AFORA))] dx =
R

R3 3

= —/A’fajajAkd% (B.0.6)
R

3

sendo que o resultado é devido ao primeiro e terceiro termos em (B.0.6) serem
nulos no infinito.

Lembrando que neste calibre
OA" =0, (B.0.7)

temos

0,07 Ay = 9y0° Ay, (B.0.8)

assim, substituindo (B.0.8) em (B.0.6) e sem considerar cada uma das pola-
rizacoes, temos que

H(x) = % : (8164950.7:)) L —: Az) - a@iéf) 4 (B.0.9)




APENDICE C

Formula de soma de
Euler-Maclaurin

A férmula de soma de Euler-Maclaurin, conforme [14], é dada por

S~ gm) = F(n) + 5g(n) + Sy(n) + Ci + R (C.0.1)
onde "
F(n)= /Og(t)dt, (C.0.2)
: 1 B e
Sk(n) =Y (=1)" mg( "D(n), (C.0.3)
Cr=—F(0) + %g(O) — Sk(0) — m /OOZJQIHQ(t)dt, (C.0.4)
e = ﬁ AZQk+2<t>g<2k+2> (t)dt, (C.05)
e ainda
xit :11 -> ¢k(t)fl—7; (C.07)

expressa uma soma discreta de g(m) em termos de sua integral e de suas
derivadas.
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C.1 Densidade de energia de Casimir regula-

rizada

No caso em que n — oo, temos que Ry, — 0 e também

S glm) — F(n) = 39(n) — Seln) — =

onde

1

Ex = —F(0) + =g(0) — Sk(0) — m /OO;%H(t)g(%H) (t)dt.

2

Com a equacao (4.2.5), ou seja

gm) = /( " /i O(AV),

)

temos
lim g(n) = 0,
lim Sk(n) = 0,

n—oo

(C.1.1)

(C.1.2)

(C.1.3)
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e ainda

lim F(n) = /O o /( j)%lu\/ﬂ C(AVu) =
= 2/00275/00/?05/@’,/(%)2%’2 C(A
= L[ [ L ()

+ ki *+ ko® X

xC(A\/C;T)Z—l— k24 ky?) =

d

= 33 dk:3/ dkl/ oV ks® - k2 ko® C(AV ks> + ki >+ ky?) =
2d

- q3C(Aq)dq. (C.1.4)

0

Assim em (C.1.1), quando n — oo, temos

> g(m) - Q?d/o ¢*C(Aq)dg — %9(0) -
— =5.0) = gy [ Paeg 2 0

ou seja

2d

> gtm) =2 [CarfCthe) - 300 =% (19

C.2 Demonstrando a independéncia do regu-
larizador

E possivel mostrar a independéncia do regularizador no célculo da energia
de Casimir ao demonstrar que Y, independe de qual termo k ¢ utilizado.

He = —5(0) = m /ooo P a(D)g ™ (£)dt (C2.1)
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onde
d B
_ —1 r—1 T (2r-1) 29
(0 = -1 O (C22)
e B, sao os numeros de Bernoulli.
Entao,
1 (o]
_ _ [2(k+1)+2]
onde
k+1 B
=) (—1) g0, 2.4
Sena(0) = L1 ™ 0) (C24)
Sabendo que
g®(t —o00)=0; V k>0 inteiro; (C.2.5)
e ainda
(0) = 0 (C.2.6)
L (x
Yom-1(T) = %;ﬂi ) (C.2.7)
¢;m+1($)
Yam(e) = 2 () (C258)

podemos calcular > .

O primeiro termo em (C.2.3) pode ser escrito em fun¢ado do primeiro

termo em (C.2.1), ou seja,

Sa(0) = S~ 550 0)
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O segundo termo em (C.2.3) pode ser calculado através do segundo termo
em (C.2.1), como segue (onde o simbolo * significa integragcdo por partes):

1 > (C.2.8 m m=k+1
2k +2)! / Varsa(B)g D (Bt O L
+JO

1 > w;k+3(t) (2k+2) k /°° .
= T2k4+3177 Adt - (—1)kH1 (2k+2) *
(2k + 2)! /0 o2k +3 g (t)dt + (=1)"" By ; g (t)dt

1 1 00 00
= 1) g2k+2) _ / (2k+3)
(2k + 2)! { 2k + 3 {1/’2’”3( )g o) l i Yor43(t)g = (B)dE | +

C.2.7) com m=k+2

+ (—1)’“Bk+1g<2’f+l>(0)} (

> ¢l2k+4(t) (2k+-3)
—_ t)dt
/0 wra? W

1 1 *
- (2k + 2)! { 2k + 3 + (—1)k3k+19(2k+1)(0)} =

1 —1 243) (1) |
T (2k+2)! { (2k + 3)(2k + 4) {%W;(t)g( (1) é -

B /Oow2k+4(t)g(2k+4) (t)dt:| + (_1)I<:Bk+1g(2k+1)(0)} _
0

(1) Biag ™ (0),

1 o0
- - (2k+4)
ok + 4] /0 Varra(B)g O s

(

ou seja

2% + 4 4)!/0¢2k+4(t)g(2k+4)(t)dt = m/o ¢2k+2(t)g(2k+2)(t)dt—

(
_ (_l)k Bk-l—l

mg(%*l)(oy (C.2.10)
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E finalmente, substituindo (C.2.9) e (C.2.10) em (C.2.3), temos

B J—
Yer1 = —Sp(0) — (—1)’“%&%%1) 1](0) B
1 o0 B
_ m/o w2k+2(t>g(2k+2)<t)dt—|—ﬁ(_l)kg(mwrl)(o) _
= —5(0) - m%} Yopya (£) g2 (t)dt =
= (C.2.11)

conforme queriamos demonstrar.



APENDICE D

Parte finita de Hadamard

Supondo uma fungao f(x) que seja integravel em um intervalo [a + €, 0]
(com € > 0), mas nao no intervalo [a,b]. Podemos definir uma integral, tal
que

b
F(e) = f(x)dx. (D.0.1)

a-+te

No limite em que € — 0 temos que F'(e) se torna indefinida, mas que
podera ser separavel em uma parte nao-divergente e uma parte divergente.
Para as distribuigoes de interesse, podemos aplicar as pseudo-funcoes de Ha-
damard onde a integral divergente

lim ’ f(z)dx (D.0.2)

e—0 ate

possa ser separada em um termo /(¢), que diverge, da parte finita, tal que

(/f dx) —lgn{ fa)do - ()}, (D.0.3)

_ / F@)d Jo—are. (D.0.4)

onde
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Exemplificando através de nosso caso especifico, temos

d 1 1 1 dq 1
Pl d——) = ——1 b=
</ Z4<2w>2z4) 1(2m)? in{/ z4+3e3}

1 1
— _m$7 (D.O-5)

do mesmo modo para

([ i ) = D00
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