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“Todos os modelos sao erroneos, mas alguns sao tuteis.”

(George Box)



Resumo

Dissertamos sobre os resultados e demonstragoes do artigo de Araman et al. [2], que
estuda sistemas de filas sujeitos a chegadas programadas afetadas por perturbacgoes e tem-
pos de atendimento deterministicos. Nesse contexto, a chegada n-ésima estd programada
para o instante n, mas ocorre efetivamente no tempo n+¢,, onde &, sao variaveis aleatorias
i.i.d.. O comportamento do sistema com um unico servidor é analisado assumindo que as
perturbagoes seguem distribuicoes de caudas pesadas similares a distribuicao de Pareto,
com meédia finita. Apesar das caudas pesadas das perturbagoes, o sistema mantém inten-
sidade unitaria e apresenta caudas leves, o que indica que as perturbagoes individuais nao
dominam o comportamento global do sistema. O artigo analisa o comportamento da fila
resultante de uma soma de varidveis aleatérias independentes do tipo Bernoulli. Sob a
suposicao de perturbacoes com média finita, o uso dessas variaveis Bernoulli permite de-
compor o processo de chegadas programadas. Essa representacao facilita a caracterizagao
matematica da influéncia das perturbagoes, além de ajudar a obter uma aproximacao para
a carga de trabalho em estado estacionario, tanto no caso de carga critica quanto no caso

de trafego pesado.

Palavras-chave: trafego programado; distribuicdo de cauda pesada; trafego intenso;

assintotica de caudas.



Abstract

We discuss the results and proofs presented in the article by Araman et al. [2],
which studies queueing systems with scheduled arrivals affected by perturbations and
deterministic service times. In this context, the n-th arrival is scheduled at time n but
actually occurs at time n + &,, where &, are i.i.d. random variables. The behavior of
the single-server system is analyzed under the assumption that the perturbations follow
heavy-tailed distributions similar to the Pareto distribution, with finite mean. Despite
the heavy tails of the perturbations, the system maintains unit intensity and exhibits light
tails, indicating that individual perturbations do not dominate the global behavior of the
system. The paper analyzes the queue behavior resulting from a sum of independent
Bernoulli random variables. Assuming perturbations with finite mean, the use of these
Bernoulli-type variables allows for a decomposition of the scheduled arrival process. This
representation facilitates the mathematical characterization of the influence of perturba-
tions and aids in obtaining an approximation for the stationary workload queue, both in

the critically loaded case and in the heavy traffic scenario.

Keywords: scheduled traffic; heavy-tailed distribution; heavy traffic; tail asymptotics.
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1 Introducao

A teoria de filas é um ramo da matematica aplicada que se concentra na andlise
de sistemas onde entidades, pessoas, veiculos ou dados chegam a um ponto de entrada e
precisam esperar antes de serem processados ou atendidos. Esse campo é fundamental
para a otimizagao de recursos e para melhoria da eficiéncia em diversas dreas, como
telecomunicacoes, logistica, manufatura, gestao de servigos, entre outras. No entanto, os
sistemas reais frequentemente apresentam uma complexidade que nem sempre pode ser
capturada pelos modelos tradicionais.

Os modelos cldssicos de teoria de filas, introduzidos por Erlang [12, 13, 14] e de-
senvolvidos posteriormente por Pollaczek [25], Khinchin [19] que derivaram a férmula de
Pollaczek-Khinchin para o modelo M/G/1 (notagao de Kendall ver Tabela 2.2), a qual
estabelece a distribuicao do tempo de espera sob chegadas do tipo Poisson e tempos de
servigo gerais. Em 1953, Kendall [18] introduziu a notacao A/B/C, amplamente adotada
até os dias atuais, e desenvolveu a andlise do modelo GI/M /1, baseiam-se em suposigoes
de chegadas descritas por um processo de renovacao e tempos de servico independentes.
Especificamente, sistemas de filas onde a sequéncia X = (X, : n > 1) de tempos entre
chegadas é composta por varidveis aleatérias nao negativas, frequentemente modeladas
por varidveis aleatérias exponenciais (chegadas descritas por um processo de Poisson)
tempo de servigo com distribuigoes exponenciais. Esses modelos de fila com um tinico ser-
vidor, que s@o representados pela notacao de Kendall como M /M /1, tém sido amplamente
aplicados em sistemas como redes de telecomunicacoes, transporte e manufatura.

Araman et al. [2] discutem como esses modelos nem sempre refletem a complexi-
dade dos sistemas reais, onde os padroes de chegada podem ser influenciados por horarios
predefinidos ou perturbagoes externas. Isso motivou o desenvolvimento de modelos mais
avancados que incorporam elementos deterministicos e estocasticos.

Em muitas aplicagoes préticas, as chegadas nao sao completamente aleatorias, mas
sujeitas a horarios programados. Por exemplo, em sistemas logisticos, os envios geralmente
sao planejados em intervalos regulares; em sistemas de satide, os pacientes tém consultas
agendadas; e no transporte, voos e trens seguem horarios predefinidos. Esses sistemas
programados estao expostos a perturbacoes aleatérias, como atrasos causados por transito
ou interrupcoes operacionais, entre outros.

Assumindo que o tempo de servigo é igual para todos os elementos que entram no
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sistema, o n-ésimo elemento programado para entrar no sistema chega no tempo n, mas,
na pratica, chega no tempo n + &,, onde £ = (&, : n > 0) é uma sequéncia de varidveis
aleatérias estacionarias. Assim, as £, representam as perturbagoes sobre a programacao.

O conceito de chegadas programadas foi introduzido por Winsten [31]. Poste-
riormente, Mercer [24, 23] ampliou esse enfoque ao incluir distribuigdes mais gerais de
tempos de servico e chegadas em lotes. Esses primeiros estudos demonstraram que filas
alimentadas por trafego programado tendem a exibir um comportamento mais regular em
comparagao com os modelos de renovagao tradicionais.

Distribuicoes com caudas pesadas trazem contribuigoes importantes na teoria da
probabilidade e na suas aplicagoes em sistemas de filas. Kingman [20] estabeleceu os
fundamentos dos teoremas de trafego pesado para um sistema de filas com um servidor,
mostrando que a aproximagao gaussiana nem sempre ¢ adequada quando as chegadas ou
servigos apresentam variancia infinita.

Chen e Zhao [9] investigaram o uso de modelos para processos de pouso de aero-
naves. Este trabalho destaca a importancia da coordenacao em sistemas programados e
demonstra que perturbagoes limitadas resultam em tempos de espera finitos, mesmo em
condicoes criticas.

Doi et al. [11] analisaram filas com tempos de chegada programados e distribuigoes
exponenciais, investigando as distribuicoes estacionarias de tempos de espera. Embora o
sistema programado seja mais restrito, pois qualquer chegada que ocorra apds o previsto
para o proximo atendimento ¢é descartada, compartilha semelhancas com o artigo de
Araman et al. [2] ao estudar sistemas organizados sob diferentes hipdteses estatisticas.

Araman e Glynn [3] demonstraram que o movimento browniano fracionario pode
surgir de modelos de trafego programado com perturbagoes de caudas pesadas, estabele-
cendo o comportamento limite para sistemas sob condigoes de trafego pesado. Por outro
lado, Araman e Glynn [4] analisaram sistemas de filas onde o trafego programado esta
sujeito a perturbagoes de caudas ultrapesadas, investigando o comportamento assintético
desses sistemas em regime de trafego pesado.

O artigo objeto desta dissertacao é intitulado ‘On a single server queue fed by
a scheduled traffic with Pareto perturbations’, de Araman et al. [2], onde os autores

analisaram um sistema de filas programadas e obtiveram os seguintes resultados:

1. Propriedades importantes do processo de contagem N (t) que conta o nimero de
chegadas no intervalo [0,t], como o comportamento de seu valor esperado, bem

como a estrutura da covariancia, mostrando que esta é sempre negativa.

2. Estabelecem uma representagao 1til do processo N(t) quando as perturbagoes pos-
suem média finita, o que ajuda a demonstrar que a diferenca entre o nimero de
chegadas e o nimero programado no intervalo [0,¢] nao cresce indefinidamente, ver

o Teorema 3.1.1.



14

3. Analisam o comportamento das caudas do processo N(t) quando as perturbagoes

possuem caudas pesadas, ver o Teorema 3.2.2.

4. O comportamento da cauda do processo de carga de trabalho W(t) quando a taxa
de chegadas ¢ igual a taxa de servigos e, além disso, as perturbagoes seguem uma

distribuicao de Pareto, ver o Teorema 4.1.1.

5. Quando as perturbagoes seguem uma distribuicao de Pareto e a taxa de chegadas
é menor que a taxa de servico, estabelecem a distribuicao de equilibrio do sistema,

ver o Teorema 4.2.1.

Nossa dissertacao se inicia pelos conceitos prévios necessarios, seguidos da analise
dos resultados e demonstragoes referentes as propriedades do processo de contagem asso-
ciado as entradas do sistema. Depois analisando os resultados relacionados ao processo
de carga de trabalho, e finalizando com algumas simulacoes que ilustram os resultados

estudados.
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2 Conceltos elementares

Neste capitulo, estabeleceremos defini¢coes e notacoes basicas relacionadas a teoria
de filas e a andlise de sistemas de atendimento. Trabalhando com o modelo proposto
no artigo de Araman et al. [2], exploraremos alguns resultados de interesse que sao

fundamentais para a compreensao e aplicacao dessa teoria.

2.1 Notacao e Convencoes

A tabela a seguir apresenta os principais simbolos utilizados ao longo do estudo,

juntamente com suas respectivas explicagoes.

Simbolo Descricao

G, Sequéncia de ntimeros indexados por n
v a medida v é absolutamente continua com respeito a medida pu
P Medida de probabilidade

E(X) Valor esperado de X

Var(X) Variancia de X

Cov(X,Y)  Covariancia entre X e Y

|t] Parte inteira do nimero ¢

2 [gualdade em distribuicao

2 Igualdade por definigao

f(z) ~ g(x) indica que ;Eg — 1 quando = — o

= convergencia em distribuicao

N Ntdmeros naturais {1,2,---}

Z Ntdmeros inteiros {--- —2,—1,0,1,2,---}
y/n Ntmeros inteiros nao negativos{0, 1,2, --- }
v.a. Variavel aleatoria

1.1.d. independente e identicamente distribuida
g.c. quase certamente

Tabela 2.1: Lista de Simbolos e Notacoes
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2.2 Fundamentos Matematicos

Nesta secao, apresentamos as defini¢oes e os resultados tedricos basicos que serao

utilizados ao longo do documento.

Definigao 2.2.1. (Apostol [1]) Dadas duas sequéncias de nimeros reais {a,} e {b,} tais

que b, > 0 para todo n, escrevemos
a, = O(b,) quandon — oo (lé-se: “a, € O grande de b,”)

se existe uma constante M > 0 tal que |a,| < Mb,, para todo n.

FEscrevemos
a, = o(b,) quando n — oo (lé-se: “a, € o pequeno de b,”)

se lim 2% = 0.
n—o00 bn
Nota. Uma equagdo da forma a, = ¢, + O(b,) significa a,, — ¢, = O(b,,). Analo-
gamente, a, = ¢, +o(b,) significa que a, —c, = o(b,). A vantagem desta notacao estd no

fato de que permite substituir certos tipos de desigualdades por equacies. Por exemplo,
0<Y s~ [ f@de—D < s
k=1 1

implica
n

F(k) = / " f(e)dz + D+ O(f(n)).

k=1
onde f é uma fungao decrescente definida em [1,00) e 0 < D < f(1).

Definicao 2.2.2. (Asmussen [5]) A equagio de renovacao € a equacao de convolugdo
L=z+FxZ

Z(t) = 2(t) + /Ot Z(t —u)F(du), >0,

onde Z é uma funcgao desconhecida em [0,00), z uma fung¢ao conhecida em [0,00) e F

como uma medida nao negativa conhecida.

Definicao 2.2.3. (Asmussen [5]) Suponha que z na equacao de renovagio Z = z+ F x Z

seja nao negativa, e para h > 0 definimos

Zn(x) = sup 2(y), z,(z) = inf 2(y), =€ I"=[nh,(n+1)h].

yGI’LL yGIf{

Chamamos entio z de diretamente Riemann integrdvel (d.R.i.) se [;° z,(x)dx for finito
para algum (e entao para todo) h, e foooz_h— foooﬁ — 0 quando h — 0. Para fungoes com
suporte compacto, esse conceito € o mesmo que integrabilidade de Riemann. Se z assumir

também wvalores negativos, dizemos que z é d.R.i. se tanto z+ quanto 2~ o forem.
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A

N —Z

X
-

Figura 2.1: Tlustracao do conceito diretamente Riemann integravel

Fonte: Asmussen [5].

A Figura 2.1 ilustra o conceito de diretamente integrdvel no sentido de Riemann
(d.R.i.), mostrando uma fun¢do z(z) (linha continua) acompanhada de duas fungoes em
degraus que a limitam superior e inferiormente: Z(x), que toma o supremo de z em in-

tervalos [nh, (n + 1)h), e z,(x), que toma o infimo nesses mesmos intervalos.

Defini¢ao 2.2.4. (Folland [16]) Seja (X, M, p) um espago mensurdvel e defina
LT2 espaco de todas as fungoes mensurdveis de X a [0,00).

Definigao 2.2.5. (Folland [16]) Sejam dois espagos de medida (X, M, pn) e (Y,N,v). Se
ECXXxY,paraxe X ey ey, definimos a secao-x E, ¢ a secao-y EY de E por

E,={yeY:(z,y) € E}, EY={re X :(z,y) € E}.
Além disso, se f € uma funcdo em X XY, definimos a se¢cao-x f, e a se¢cao-y fY de f
por
fo(y) = f(x) = fz,9).
Assim, por exemplo, (Xg)z = XE, € (XB)Y = X&v-
Teorema 2.2.1. (Folland [16]) Teorema de Fubini-Tonelli . Suponha que (X, M, )

e (Y,N,v) sdo espagos mensurdveis o-finitos.

(a) (Tonelli) Se f € LT (X xY), entio as fungoes g(x) = [ fodv e h(y) = [ f¥du

estao em LT (X) e L1 (Y), respectivamente, e

/fdMXV /(/fxydu ) ()
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- [ ([ e auto)) vt

(b) (Fubini) Se f € L'(u x v), entao f, € L'(v) para quase todo x € X e f¥ € L'(u)
para quase todo y € Y. As funcgoes definidas quase em todo lugar g(x) = [ f,dv

e h(z) = [ fYdu estao em L*(u) e L'(v), respectivamente, e a equagio (2.38) é

valida.

Teorema 2.2.2. Teorema da Convergéncia Limitada (Royden e Fitzpatrick [29])
Seja {fn} uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis em um conjunto E de medida finita.
Suponha que {f,} seja uniformemente limitada em E, ou seja, existe um nimero M >0

tal que |f,| < M em E para todo n. Se {f.} — f pontualmente em E, entdo

lim | f,= / f

Definigao 2.2.6. (Feller [15]) A sequéncia { X, } € estocasticamente limitada se para cada

e > 0 existe um constante a tal que para todo n suficientemente grande,
P{|X,| >a} <e.
Essa nocgao aplica-se igualmente a distribuicoes em dimensoes superiores.

Defini¢ao 2.2.7. (Resnick [27]) Uma fun¢io mensurdvel U : Ry — Ry € reqularmente

varidvel em oo com indice p € R (escrito U € RV, ) se, para x > 0,

Ultr)
it U®M)

p

Chamamos p de expoente de variacao.

Exemplo 2.2.1. (Resnick [27]) A fungdo candnica p-varidvel é xP. As fungoes log(1+z),
loglog(e + x) sdo lentamente varidveis, assim como exp{(logx)®}, com 0 < a < 1.
Qualquer funcao U tal que lim, o U(x) 2 U(oo) existe, € positiva e finita, € lentamente
varidvel.

As sequintes fungoes nao sao regularmente varidveis: e, sin(x + 2). Note que |logz| €
lentamente varidvel, mas exp(|logx|) nao € reqularmente varidvel.

Em aplicacoes de probabilidade, estamos interessados em distribuicoes cujas caudas sejam

reqularmente varidveis. Exemplos sao
1—F(z)=2"% z2>1, a>0,
e a distribuicao de valor extremo

Do) = expf{—a ), >0,
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o, (x) tem a propriedade
1—0,(z) ~a™®

A densidade de Cauchy f(z) = (w(1 + 2%))~! tem uma fungdo de distribuicao F
com a propriedade
1 — F(x) ~ (m2)™ "

Definicao 2.2.8. (Resnick [27]) O estimador de Hill é definido como seque: Assuma,
para simplificacdo, que as observagoes X1, ..., X, sao nao negativas. Para 1 < i < n,

denote Xy como o i-ésimo maior valor de Xy, ..., X,, de modo que
Xz X 22X

O estimador de Hill de 1/a, onde o é o RV_,, baseado nas k estatisticas de ordem

superiores, € definido como

>

|

Hk,n

k
E log :
— 7 X(ks)

2.3 Processos estocasticos

Definicao 2.3.1. (Blanco et al. [7]) Um processo estocdstico real € uma cole¢io de
varidveis aleatorias {X;;t € T'} definidas em um espago de probabilidade comum (2, F,P)
com valores em R. T € chamado de conjunto de indices do processo ou espago paramétrico,
que geralmente € um subconjunto de R. O conjunto de valores que a varidvel aleatoria X,
pode assumir € chamado de espaco de estados do processo e é denotado por S. A fungao

definida para cada w € €,

Xt(w> . T — S
t— Xt(CU),

¢ chamada de trajetoria amostral do processo ao longo do tempo ou uma realizagao do

processo estocdstico.

Definicao 2.3.2. (Blanco et al. [7]) (Distribui¢ées Finito-Dimensionais do Pro-
cesso) Seja {Xy;t € T} um processo estocastico e {ty,ta, ..., t,} C T onde t; < ty <

coe < t,. A distribuicdo finito-dimensional do processo € definida por:
Ftl,...,tn(xla-“awn) = P(th <.Z'1,...,th <$n>, (’EiER, 2:1,,n

Defini¢ao 2.3.3. (Blanco et al. [7]) (Incrementos Independentes) Se, para todos
Lo, t1,ta, ... Ty tais quety <ty <to < --- < t,, as varidveis aleatorias Xy, Xy, — Xy, Xy, —
Xy, ooy Xy, — Xy, sao independentes (ou, equivalentemente, X, s — X, € independente
de X para s < t), entdao o processo {Xy;t € T'} € dito ser um processo com incrementos

independentes.
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Definicao 2.3.4. (Blanco et al. [7]) (Incrementos Estaciondrios) Um processo es-
tocdstico { Xy;t € T'} € dito ter incrementos estaciondrios se Xy, yr — X4y +r tem a mesma

distribuicao que X, — Xy, para todas as escolhas de ty,t5 e 7 > 0.

Definicao 2.3.5. (Blanco et al., [7]) (Processo Estaciondrio) Se, para qualquer
ti,to, ...ty tais que ty < to < --- < t,, as distribuicoes conjuntas do vetor de varidveis
aleatorias (Xiy, Xigy - -y Xt,,) € (Xtyns Xigtny - - - Xt,,+h) SG0 as mesmas para todo h > 0,
entdo o processo estocdstico {X;t € T'} é dito ser um processo estocdstico estaciondrio de
ordem n (ou simplesmente um processo estaciondrio). O processo estocdstico {X;;t € T'}
€ dito ser um processo estocdstico estritamente estaciondrio ou processo estritamente es-

taciondrio se a propriedade acima for satisfeita para todo n.

Definicao 2.3.6. (Ross [28]) Um processo estocdstico {N(t),t > 0} € dito um processo
de contagem se N(t) representa o nimero total de ‘eventos’ que ocorreram até o tempo t.

Portanto, um processo de contagem N(t) deve satisfazer:

(i) N(t) > 0.

(ii) N(t) tem valor inteiro.

(ii1) Se s <t, entao N(s) < N(t).

(iv) Para s <t, N(t) — N(s) € igual ao nimero de eventos que ocorreram no intervalo

(s, 1].

Defini¢ao 2.3.7. (Resnick [26]) Seja {X;,t € T} uma familia definidas em um espago
de probabilidade comum (S, F,P). Se, para cada t em algum conjunto de indices T,

Xt . (Q,B) —> (Q/,B/),

entao denotamos

o(X,teT) =\ o(Xy),

teT

como a menor o-dlgebra que contém todas as o(Xy).

Lema 2.3.1. (Resnick [20]) Seja {B;,t € T} uma familia de o-dlgebras independentes.
Seja S um conjunto de indices e suponha que para s € S, T, C T e {Ts,s € S} sejam

conjuntos disjuntos. Agora defina

Br,=\/ B.

teTs

Entao, {Br,,s € S} é uma familia de o-dlgebras independentes.
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2.4 Modelos de filas

As filas estao presentes em diversos contextos do cotidiano, e seu funcionamento,
de maneira geral, é simples. Ha uma fonte de chegadas, como, por exemplo, clientes em
uma loja. Os individuos ou objetos que chegam aguardam por um servigo, e, como nem
todos podem ser atendidos simultaneamente, forma-se uma fila de espera. O servico,
entao, consiste em atender os elementos que esperam na fila, e, apds serem atendidos, eles

saem do sistema. Esse processo ¢ ilustrado no gréafico abaixo.

Chegadas

Fonte de . Saida do
Espera Servico i
entrada sistema

Figura 2.2: Representacao de um sistema de filas

2.4.1 Caracteristicas de uma fila

Para compreender os diferentes cendrios em que surgem filas de espera é essen-
cial estabelecer modelos que permitam uma caracterizacao precisa desses sistemas. Em
seguida, serao exploradas, com base em Magalhdes [21] e Asmussen [5], as principais
caracteristicas de um modelo de filas, incluindo elementos como a chegada de clientes, a
disciplina de atendimento e a capacidade do sistema, fundamentais para a analise e gestao

eficaz de sistemas de espera.

a) Chegadas: O processo de chegada descreve como os usudrios entram no sistema.
Se as chegadas ocorrem em intervalos fixos de tempo, o processo é considerado
deterministico. Caso as chegadas sejam aleatorias, é necessario descrever suas pro-
priedades probabilisticas. Na teoria classica das filas os tempos entre chegadas sao
i.i.d. Assim, se T, denota o tempo decorrido entre a n-ésima e a (n + 1)-ésima

chegada, entao as T,, sao variaveis aleatérias .7.d..

b) Tempo de servigo: Para simplificar a andlise, geralmente assume-se que o tempo
de atendimento é independente para cada cliente no sistema e também ¢é indepen-
dente do processo de chegada. Além disso, assim como no processo de chegada, o
tempo de atendimento pode ser deterministico ou aleatério. Quando consideramos
o tempo de atendimento do cliente n, denotado por U, podemos afirmar que os U,

sao variaveis aleatorias i.7.d..

c¢) Numero de servidores: O total de servidores paralelos para atendimento no

sistema deve ser especificado.
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d) Disciplina: E a maneira como os usudrios serdo atendidos. As disciplinas mais

comuns sao:

e FIFO: Primeiro a entrar, primeiro a sair (First In, First Out)

e LIFO: Ultimo a chegar, primeiro a sair (Last In, First Out)

e SIRO: Servigo em ordem aleatéria (Service In Random Order)

e PS: Compartilhamento de Processador (Processor Sharing)

e RR: Sistema de rodizio (Round Robin)

e) Capacidade do sistema: E uma limitagdo intrinseca do sistema e refere-se ao

nimero maximo de elementos ou clientes que ele pode suportar simultaneamente,

incluindo aqueles que estao em atendimento e os que estao em espera

A notagao de processos de filas mais utilizada foi proposta por Kendall [18] em

1953 é representada por uma série de simbolos, como A/B/m/k/M. Neste contexto, A

indica a distribuicao do processo de chegada ao sistema, B representa a distribuicao de

probabilidade para o tempo de servico, m é o nimero de canais de servicos paralelos

(servidores), k refere-se a capacidade do sistema e M denota a disciplina de filas. Abaixo

sao apresentadas algumas caracteristicas de um processo de filas utilizando a notagao de

Kendall.”
Caracteristicas Simbolo | Explicacao
M Exponencial
Distribuicao de Tempo D Deterministico
Entre Chegadas (A) e Ey Tipo k-Erlang (kK =1,2,...)
Distribuicao de Tempo de Hy, Mistura de k exponenciais
Servigo (B) PH Tipo Fase
S Programadas
G Geral
Numero Paralelo de m e N

Servidores (m)

sistema (k)

Restricao na capacidade do ke N

Disciplina da fila (d

FCFS First Come First Served
LCFS Last Come First Served
) RSS Selecao Aleatéria por Servigo
PR Prioridade
GD Disciplina Geral

Tabela 2.2: Notacao de Fila - A/B/m/k/d
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Definicao 2.4.1. (Asmussen [5]) Hd uma medida do desempenho de um sistema de filas,

chamada intensidade de trdfego, definida para um sistema GI/G/m da seguinte forma:

EU

p:

Portanto, p é aproximadamente a razdo entre o niumero de chegadas e o numero de

servicos disponiveis.

e Se p>1, o numero de chegadas excede o numero de servicos, entdo espera-se que

a fila cresca indefinidamente.

e Se p <1, mesmo uma fila inicial muito longa acabard desaparecendo, no sentido de

que nem todos os servidores estarao ocupados o tempo todo.

2.4.2 Carga de trabalho

Definicao 2.4.2. (Asmussen [5]) Em relagio a um sistema de filas, surgem diversos
processos estocdsticos. Em particular, os que sao definidos a sequir correspondem ao

sistema GI/G /s, embora possam ser generalizados para outros modelos.

o W,: Define o tempo de espera real (ou apenas tempo de espera) do cliente n, ou

seja, o tempo desde a chegada ao sistema até o inicio do servico.

o V,: A carga de trabalho no sistema no tempo t, ou seja, o tempo total que os m
servidores tém para trabalhar para esvaziar o sistema. Assim, Vi € a soma dos
tempos residuais de atendimento dos clientes que estao sendo atendidos atualmente
e dos clientes que aguardam atendimento. No caso m = 1 de um unico servidor,
18s0 € simplesmente o tempo necessdario para o servidor esvaziar o sistema, desde que
nenhum novo cliente cheque, ou seja, o tempo de espera de um cliente hipotético que
chegasse logo apost. Por essa razao, V; € as vezes denotado como o tempo de espera
virtual no tempo t para m = 1. No grafico abaizo é apresentada uma representa¢ao

da carga de trabalho de um inico servidor (tempo de espera virtual).
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 J

Figura 2.3: Carga de trabalho

Fonte: Asmussen [5]

A Figura 2.3 ilustra o processo de carga de trabalho V(¢) em um sistema com um
unico servidor e taxa de servigo constante c. Cada salto U, corresponde a chegada de um
cliente que adiciona uma quantidade de trabalho, enquanto a carga diminui linearmente
devido ao atendimento continuo.

Os valores W, representam o tempo de espera virtual imediatamente antes de cada
chegada. O valor T, indica o tempo entre as chegadas do cliente 2 e do cliente 3, durante
o qual o sistema continua processando a carga existente.

Essa representacao permite visualizar como a carga de trabalho se acumula ou se

dissipa conforme o padrao de chegadas e a taxa de servico.
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3 Trafego programado

Neste capitulo é apresentado o trafego programado junto com algumas de suas
propriedades. Em seguida, ¢ introduzida uma representagao que facilita sua andlise, e sao

discutidos diversos resultados que permitem uma melhor compreensao do seu comporta-
mento.

Definicao 3.0.1. Seja (&, € Z) uma sequéncia de varidveis aletorias i.i.d. (de per-

turbagoes). Dados os 5}5, para qualquer subconjunto mensurdvel da reta real, A, definimos
a medida aleatéria N via

NA) =) I(j+&+U€A),

J

onde U € uma v.a. uniforme em [0, 1] independente das £is.

Programagao o . . o —»
3 /4 5 6. T
& G & &
Chegada S » — . ———— o
3 4 5 6 ¢ 7

Figura 3.1: Programagao e Realizagao das Chegadas em um Sistema de Filas

Na Figura 3.1, temos uma representagao grafica de uma parte do sistema. No
segmento denominado “Programacao” estao indicados os tempos programados para a en-
trada dos individuos no sistema, enquanto o segmento denominado “Chegada” representa
os tempos reais de entrada. As diferencas entre os horéarios programados e os tempos
de chegada, denotadas por §;, correspondem as perturbacoes que afetam as entradas no
sistema.

A varidvel aleatéria U, que é independente das &;, pode ser considerada como
um ponto de inicio aleatorio de chegada no tempo. Além disso, é ela que nos permite

estabelecer que N é estaciondrio no tempo, o que é necessdrio para assegurar que N (-+1) D
N(-),onde A+t2 {z+t:z€ A}
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Apresentamos abaixo uma demonstragao completa, nao fornecida no artigo original. Seja

z € A+ t, entao existe x tal que x = z — ¢,

P(N(A+t) <n) = (Zz (+&+U€A+D) < )

J
:IP’<ZI(j+§j+U—t€A)§n>.

A translacao de U por um valor ¢, seja V = U — t, faz com que a variavel V assuma
valores no intervalo [—¢,1 — t]. Agora, tomando U’ =V mod 1, estamos essencialmente
reajustando esta distribui¢ao no intervalo [0, 1], o que implica que U’ tem distribuigao
uniforme em [0,1]. Além disso, como a soma é sobre todos os inteiros j € Z, estamos
considerando todos os possiveis deslocamentos j+¢;, cobrindo completamente a reta real.

Logo garante que a distribuigao se mantenha invariante,

IP’(ZI(j+§j+U—t€A)§n> :IP’(ZI(j+§j+U'€A)§n>,

J J

0 que equivale a dizer que N(A+t) 2 N(A).
Por simplicidade, denotaremos o processo de contagem N = (N (t),t > 0) através do nosso
processo N como N(t) = N ((0,1]).

3.1 Propriedades do Processo N(t)

Nesta se¢ao, apresentaremos e discutiremos as propriedades do processo de trafego
programado. Serao exploradas as caracteristicas fundamentais e os comportamentos espe-
rados desses processos. Em primeiro lugar, examinaremos o comportamento da esperanca
do processo N(t), onde serd demonstrado que ele possui intensidade unitdria, indepen-

dentemente das perturbacoes terem ou nao média finita. De fato,

EN(t) (ZI]—I—fjJrUG Ot) Y E(Z(j+&+U€(0,1)

JEZL JEZL

—ZIP’]+§]+U€ (0,]) Z/ (J+& +x€(0,t])de
0

:Z/ P(r+goe(o,t])drzf_oop(wfoe(O,thr

:/_OOIP’(TG (—fo,t—éo])dTZ/_ooE[Z(Te (=60, t — &ol)] dr

o0

—IE/_OOI(T € (=€o,t — &) dr = E(t) =t.

[e.9]
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Na terceira linha, foi feita uma mudanca de variavel, considerando » = 7 + x. Na
ultima linha, dado que a funcao indicadora é limitada e mensuravel, é possivel aplicar o
Teorema de Fubini-Tonelli (Teorema 2.2.1).

Como vimos, o processo N(t) tem uma esperanca igual a t, o que implica que
0 processo possui uma intensidade unitaria, ou seja, espera-se, em média, uma chegada
por unidade de tempo. Isso se verifica independentemente da natureza das caudas das
perturbagoes ¢;, sejam elas leves ou pesadas. Assim, mesmo que as perturbagoes indi-
viduais sigam distribuigdes de caudas pesadas, o processo N(t), apresenta caudas leves.
Isso se reflete no fato de que a fungao geradora de momentos de N(t) é sempre finita, uma

caracteristica distintiva de processos com caudas leves. Efetivamente temos,

log(Eexp(ON(t))) = log Eexp <0 ZI(]' +§+U € (O,t])>

JEL

zlogHEexp (0Z(j + &+ U € (0,1]))

JEZ
= logEexp (0Z(j + & + U € (0,t]))
JEZ
—Zlog/ Eexp (0Z(j + & + U € (0,1]|U = z) fu(z)dz
JEZ

—Zlog/ Eexp (0Z(j +& + U € (0,t]) dw

JEZ
+1

_Zlog/ (e"P(r + & € (0,]) + €°(1 — P(r + & € (0,t]))) dr

—Zlog<1+ e —1)/ (r+§06(0,t])dr>.
<Z e’ —1 /JH P(r+ & € (0,t])dr (3.1)
(e — 1) Z/ P(r + & € (0,8])dr = (¢ — 1)t

Para desigualdade (3.1) pelo fato que para z € (—1,00) temos que log(z + 1) < z, e
fazendo x = (¢ — 1) fjo P(r + & € (0, t])dr, obtemos o resultado.

Para entender como estao relacionadas as variagdes de N(¢) em diferentes mo-
mentos do tempo, faz-se a andlise de sua covariancia. Para isso, definimos AN (t) =

N(t) — N(t — 1), que representa o niumero de chegadas no intervalo (¢t — 1, ],

AN =N@t) =Nt —1)=> I(j+&+U € (0.t) =Y I(+&+U e (0,t—1))

JEZL JEZ

=D ZG+E+U (0t —1)+I(j+&+U € (t—1,1))

jez
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~) I(j+&+Ue(0,t—1])

:ZI(j+£j+Ue (t—l,t])=ZI(j— L] +&+Ue(t—[t]—1,t—[t])
EN T+ &+ Ue(t—[t]—1,t— [t])).

Especificamente, estuda-se Cov(AN (1), AN(t)), que mede a relagao linear entre o niimero

de chegadas no intervalo inicial (0, 1] e em qualquer outro intervalo (¢t — 1,¢]. Temos

Cou(AN(1), AN(t)) =E(AN(1)AN(t)) — EAN(1)EAN(t)
=E(E(AN(1)AN(4)|U)) — E(E(AN(1)|U))E(E(AN(1)[U))
=E(E(AN(1)AN(4)|U)) — E(E(AN(1)|U)E(AN(1)|U))

FE(E(AN(DIU)E(AN(1)|0) — EE(AN (1)|0)EE(AN©|U)).
Agora, agrupando os dois primeiros termos e introduzindo-os na esperancga, e agrupando
os dois ultimos, temos o seguinte
Cov(AN(1),AN(t))
=ECov((AN(1),AN(t))|U) + Cov(E(AN(1)|U),E(AN(t)|U)). (3.2)

E(AN(t)|U) é o valor esperado condicional do nimero de chegadas no intervalo (¢t — 1, ],
dado U. Esse valor depende apenas de t — [t], ou seja, da parte fraciondria de t, ja
que U, uma varidvel uniforme em [0, 1], afeta como as chegadas se distribuem dentro de
cada intervalo. Como U ¢ aleatorio, os padroes de chegadas em diferentes intervalos sao
independentes de onde comegamos a contar o tempo, e o que importa é como estamos
posicionados no intervalo atual.

O segundo termo de (3.2), Cov(E[AN(1)|U],E[AN(¢)|U]), mede a correlacao cau-
sada pela origem comum U e nao tende a zero quando t — 0o, ja que U é fixo e mantém
uma dependéncia residual entre as chegadas em diferentes intervalos. Logo, o termo mais
relevante é Cov(AN (1), AN(t)|U), que mede a relacdo entre os incrementos no intervalo

inicial (0, 1] e o intervalo (¢t — 1,t], condicionado & posi¢ao aleatéria U. Para t > 2 temos,
Cov((AN(1),AN(t))|U)
=EEAND|V)EAN(4)|U)) — E(E(AN(1)|U))E(E(AN(®)|U))

) (Zz(j +GHUE (01D T(i+&+U e (t- 1,t])‘U>

-E (ZI(]‘ +&+U € (0, 1])‘(]) E (Zz(j+§j +U€(t— 1,t])’U>

=SSN E@G+&+U€©1]i+&+U e (t—1,1)|U)

JET €T

D E@ZG+4+UE(0,1|U)) E(Z(i+&+U e (t—1,1)|U)

JEZ 1EL
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=N S P((+&+UE©1i+&+U e (t—1,1)|0)

JET €T

DI DY P +&+UeOUU)P((i+&+U e (t—1,1)|U),

JEL €T
sei=jet>2entao j+&+U € (0,1]Ni+&+U € (t—1,t =0,
Cov((AN(L),AN(I)U) = P((j+&+U € (0,1],i+&+U € (t—1,4)|U)

i#]
—ZP((j+£j+Ue O, U)P((j+ &+ U € (t—1,1)|U)
D> P((+G+UeOYU)P((i+&+U e (t—1,6)|U).
1#]

Logo pela independeéncia das &;
Cov((AN(1),AN(t))|U)
==Y P(i+&+UcOUU)P(+&+Uec(t-LHU). (33)
JEZ

Portanto, a Cov((AN(1), AN(t))|U) é nao positiva. Isso pode ser interpretado como uma
caracteristica do trafego programado, se um ntumero anormalmente alto de “clientes”
chega em um intervalo de tempo, espera-se que em um intervalo posterior o nimero de
chegadas seja baixo. Intuitivamente, isso ocorre porque um grande nimero de chegadas
reduz a quantidade de clientes disponiveis para entrar no sistema no intervalo posterior.

Vamos agora estudar o comportamento assintético da covariancia.

Proposigao 3.1. (Araman et al. [2]) (i) Suponha que & tem uma densidade limitada f

para a qual existem constantes positivas ¢y, ca, oy, Qo tais que

flw) ~ et

f=2) ~ e

Se a1 < aia, entao
Cov ((AN(1),AN(n)|U) ~ —cyn~ 1

quando n — 0o. Se ay < aq, entao
Cov ((AN(1),AN(n))|U) ~ —cyn~ 271
quando n — o0. Se a; = g, entao
Cov (AN(L), AN()[U) ~ —(ex + ex)n™ "

quando n — 0.

(11) Suponha quey tem uma densidade limitada f para a qual existem constantes positivas

dy,do, B1, Ba tais que: f(x) ~ die=™%, f(—x) ~ doe™ 2"



3.1. Propriedades do Processo N (t) 30

Se 51 < Ba, entdo
Cou (AN, AN)U) ~ e (1 o)
1
x 3" MHIP(E + U € (7 - 1,4]|U)
J

quando n — oo. Se By < 1, entdo
Cov ((AN(1),AN(n))|U) ~ — neﬁQ”% (1—e ")
2

x S PR + U € (j - 1,4]|U)

J
quando n — 0o. Se 51 = (B2, entdo

dydy

_ —B1)2
51 (1 e )

Cov ((AN(1), AN (n))|U) ~ —ne~A1(n+1)

quando n — oo.

Demonstra¢ao. Usando a Expressao (3.3) temos que

Cov(AN(1), AN()|U) ==Y "P(i+&+U € (0,1|U)P (i + &+ U € (n—1,n]|U)
:—Z fo-l—UE j—lj‘U) (§0+U€(n+j—1,n+j”U)

i>=%

=Y P(G+Ue-LU)P(+&+UE(m+j—1n+j]|U).
o’

Fazendo a seguinte alteragao na segunda soma k = j + n temos

Cov((AN(1),AN(n))|U)
=~ Y P(&+Ue (-1 |U0)P(&+Ue (n+j—1Ln+i)U)

>3

—Y P(o+Uc(k-—n—1k=n]|U)P(%+U € (k- LE])|U).

k<2
Definimos g,(z) = n® P&+ U € (n+7—1,n+j] | U = z), além disso, para cada
valor fixo de j, a sequéncia g,(x) converge pontualmente quando n — co. A funcao de

—a1—1

densidade de &;, que tem comportamento x , garante que ¢,(x) é uniformemente

limitada. Entao, pelo Teorema da Convergéncia Limitada (Teorema 2.2.2),
n P& +U e (n+j—1,n+4|U) = e
Agora, para n®++! Z P(&+Ue€(- 1,jHU)IP’ (fo+Ue(n+j— 1,n—i—j])|U),

>3
como cada termo da soma é uma probabilidade condicional e todas estao uniformemente
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n
limitadas, pois n®™P(& +U € (n+j— 1,n+j] | U), para j > ) ¢ uniformemente
limitada, entdo aplicamos novamente o Teorema da Convergéncia Limitada (Teorema
2.2.2). Raciocinando como antes, quando n — 0o, temos que
n N PG+ U E (- LU P (& +U € (n+j—1n+4)|U) = a.
i>=3
Raciocinando da mesma forma, quando n — oo, temos que
n® N P (U € (k—n—Lk-n]|U)P(&+U € (k—1E)|U) = c,
k<
0 que prova a parte ().
Para a parte (i7), supomos que 3; < (5. Para j grande o suficiente, o valor de U
é pequeno em comparacao com j, de modo que a influéncia de U no intervalo é menor.
Temos,
Y e PP&G+U € (j—1,4]|U)
JEZ
=Y e PIPGHUE (1,4 |U)+ > e PP&G+U e (j—1,4]|U) < o0,
J<0 Jj=0
além disso, também temos que

n+j—-U d .
AP +U € (n+j—1Ln+ ]| U)~ eﬁm/ die™dz — - (77 = 1) e HUTD),
n+j—-U—1 1

quando n — co. Como e#"P(&+U € (j—1,4] | U) com j > 0, é uniformemente limitada,

aplicando o Teorema da Convergéncia Limitada (Teorema 2.2.2),

ehn ZP(§0+U€(]’—LJ]’U)P(fo-i-UE(“ij—l;n"‘jHU)

j>—n

=Y e PG+ U € (1,4 | D) IR+ U € (n+j—Ln+j] | U)
j>-n
d .

— = (e =1) PV e IR + U € (j—1,4] | U), (3.4)
B

jJEL
quando n — oo. Raciocinamos analogamente para concluir

ey P(+U€(k—n—1Lk—n]|[UPE+UE (k=1k+j|U)

k<0

4, (3.5)
-3 (1—e®)e VY " e® P&+ U e (k— 1Lk | U).

k<0
Dos resultados acima concluimos

M Cov ((AN(L), AN (n))|U) — g— (" 1) e VRG + U € (- 1.3] | U).

No caso de (8, < 31 raciocinamos de forma idéntica e obtemos

e?"Cov (AN (1), AN (n))|U) — % (% =1)) e PG+ U e (j - 1,4]|U).

JEZ
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Para o caso em que 31 = 5, reescrevemos a covariancia como

Cov((AN(1),AN(n))|U)
=— Y P(o+Ue(i-LJ|U)P(&+UE€ n+j—1n+]]|U)

320

- Z (§0+U€(j—1]|U §o+UE(n+j—1n+j|U
—n<j<0

—Y P(G+Ue(k—n—1k-n]|U)P(&+U € (k—1K|U).
k<0

Usando um raciocinio semelhante e os resultados dados em (3.4) e (3.5) temos que
o primeiro termo é de ordem O(e ") e o terceiro termo é de ordem O(e~"") quando

n — 0o. Reescrevendo agora o segundo termo da seguinte forma

— > P +tUe(-LU)P(&G+Ue(n+j—1Ln+jU)

—n<j<0

- ¥ 1P>(§0+Ue (G- LAU)P (& +U e (n+j—Ln+j|U)

- Z (50+U€(j—1j|U (o+Ue(n+j—1,n+4U)

—5<j<0

—— Y P(@+UE(k—n—1k—n]U)P(&+U € (k—1,K]U)

0<k<g

— Y P(G+Ue(-LU)P(&+UE€ (n+j—1Ln+j)U).

—5<j<0

(3.6)

A partir dos resultados anteriores, podemos escrever o segundo termo acima como

S P(eo+U€e(j- \U)B (B — 1) e Pnti-U)(1 4 o(1)),

’ 1
—5<j<0

quando n — 00 o termo o(1) permanece pequeno de forma uniforme para todos os valores

. . n . . , .
de j no intervalo 5 < 7 < 0. Assim, essa soma ¢ igual a

dh

Bl ( 1 1) e—ﬁl(j—U).

—(1+o()e™™ Y P(&+U€(i—1.4|U) =
—5<j<0
Quando B; = Py para valores grandes e negativos de j, essa expressao converge

dy
A

Para valores grandes de n + j, a probabilidade de que & + U caia no intervalo

PP (¢ + U € (j— L,j]|U) = 2 (P = 1) eV j = —oc.

(n+j —1,n+ j] é aproximada por

(€0+U€<n+j—1n+j|U)Nd16 1) 0.
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Logo, do anterior, analisando as somatdérias em (3.6), podemos concluir

Cov ((AN(1), AN(n))|U) ~ _nem(nmd;_?? (1= ).

]

A Proposicao 3.1 estabelece que as autocorrelagoes condicionais de nosso processo
de contagem (isto é, as correlagbes entre os valores deste processo em diferentes momentos
no tempo) sao sempre somaveis, independentemente dos valores dos parametros a; e «q,
ambos maiores que 0. A somabilidade dessas autocorrelagoes implica que a dependéncia
temporal do processo de contagem diminui rapido o suficiente para garantir a convergeéncia
da série de autocorrelagoes. Mesmo que as perturbagoes tenham média infinita (o que pode
ocorrer quando 0 < a3 < 1 ou 0 < ay < 1), as autocorrelagoes ainda sao soméveis. Como
mostrado em [3], o comportamento assintético do processo de contagem sera dominado
pela cauda mais pesada das duas, ou seja, pelo menor dos valores a; e as. Ao normalizar

utilizando o termo n(1—min{a1,02})/2

, 0 processo de contagem N (-) converge em distribuigao
para um movimento browniano fracionario com parametro de Hurst H < 1/2. Para maior
informagcao sobre o movimento browniano fracionario ver Pavliotis [6], Mandelbrot e Van

[22] ou Blanco e Garzon [8].

3.1.1 Uma representacao do processo N(-)

Seja £(t) o nimero total de clientes que chegaram antes do previsto até o tempo
t, ou seja, clientes adiantados em relacao ao seu horario programado. Por outro lado,
definimos L(t) como o nimero total de clientes que, embora estivessem programados para

chegar antes de t, chegarao apenas apds esse instante, representando os clientes atrasados.

Definigao 3.1.1. Se E|{y| < oo entao vale a sequente representagao:

Et)= ) I(i+&+U<t),

i+U>t

Lit)y=> I(i+&+U>1).

+U<t

Observagao 3.1.1. (i) A v.a. E(t) € finito se e somente se E{; 2 E max(—£p,0) < o0
(it) A v.a. L(t) € finito se e somente se BES 2 E max(&p,0) < oo

Demonstracao. De fato,

)= I(i+&+U<t)= Y I(G<t—U-—i

i+U>t i+U—t>0

:ZI(@-S—]’):ZI(—&ZJ): Z (& > 1).

7>0 7>0 i+E€ZT
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Observe que > Z(§ > i) < oo se e somente se, > i ocorre finitas vezes. Como
i+€Z+
as & sdo i.i.d. temos que >, P{& > i} = > P{& > i}, portanto por Borel Cantelli
i+€Z+ i+€LF

> P{& > i} < oo se e somente se E§y < oco. Para a parte (i) o raciocinio é o
I

mesmo. [

Além disso, o processo ((E(t), L(t)),t € R) é estacionario no tempo, o que significa

que suas propriedades estatisticas nao dependem do instante de observacao t.

Proposigao 3.2. (Araman et al. [2]) Se E|¢| < oo entdo para t > 0

Nty —t= 3 1| =i+ (EW) - Lt) - (E(0) - £(0)).

i+U€(0,t]
Demonstracao. De fato,

N(t)—t = (ZI(@‘+&+U € (O,t])) —t

1EL

=—t+ > I(i+&+U e+ Y I(i+&+Ue(0.4)

i+U€(0,t] i+U>t
+ Y I(i+&+U€(0,t)
i+U<0
=—t+ Y (I-Z(i+&+U>t)-I(i+&+U<0))
i+U€(0,t]
+ ) TE+&4+U<t) -IZ(i+&+U<0)
i+U>t
+ ) Z(+&4+U>0)—T(i+&+U>t)
i+U<0

=| > 1] -t+ D T(+&+U<Y

i+U€(0,t] i+U>t

—| Y. T(+&+U>0)+ D T(i+&6&+U>1)

i+U€(0,4] i+U<0

—| Y. T(+&+U<0)+ D T(i+&+U<0)

i+U€(0,t] i+U>t
+ Y Z(i+&+U>0)
i+U<0
=1 > 1 —t+<ZI(z’+§i+U§t)—ZI(i+&+U>t)>
i+Ue(0,t] i+U>t i+U<t

_<Z T(i+&+U<0)— ) I(i+§i+U>0))

i+U>0 i+U<0
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= 3 1] -t - L) - (£0) - £©0).

i+U€(0,t]
m
A Proposicao 3.2 estabelece uma representacao fundamental para o processo de

contagem N (t), sob a suposi¢ao de que E|| < oo. De forma simplificada, a proposigao

decompoe-se N (t) em trés partes:

e Clientes programados: A soma ) 1 representa o nimero de clientes progra-

i+U€(0,¢]
mados para chegar no intervalo [0, t].

e Clientes que chegam cedo: A varidvel £(t) — £(0) conta os clientes que chegaram

antes do hordrio programado no periodo (0, ¢].

e Clientes que nao chegam: A varidvel £(t) — £(0) conta os clientes programados em

(0,t] que nao chegaram.

Assim, o processo N (t) em qualquer instante ¢ é dado pelo niimero de chegadas programa-

das menos ¢ (0 nimero esperado), mais a diferenca entre chegadas antecipadas e atrasadas.

O seguinte lema serd 1til para a convergéncia do processo N(n+ s) — (n — s) com
s€[0,1).

Lema 3.1.1. Suponha que E|&| < oo entao,

(E(n+5)—E(0), L(n+ s) — L(0))
L (fj"(n +5) =& —E"(n+5),L'(n+s)+ L (n+5)— Ln(n+ s)) :

Onde

5”(n+5)é Z I(i+&+U € (0,n+s]), ﬁ%(n—i—s)é Z I(i+&+U>n+s),
i+U>n+s i+U€(0,kn]

£.2 Y I(it+&+U<0), Litn+s)2 Y I(+&+U>n+s)

i+U€E(0,kn] i+U€E(kn,n+s]

Eln+s)2 Y I(it+&+U<0), La(n+s)2 Y I(i+&+U e (0,n+s)).
i+U€(kn,n+s] i+U<0

Demonstracao. Pode ver o desenvolvimento do resultado em A.1 O

Teorema 3.1.1. (Araman et al. [2]) Suponha que E|y| < oo e fize s € [0,1), entdo,
Nn+s)—(n+s)=—s+Z(U < s)+ (E(s) — L(s)) — (£(0) — L(0))

quando n — oo, onde E'(s), L'(s), £(0), L(0) sao condicionalmente independentes dado
U, e &(s) 2 £0), £'(s) £ £(0).



3.1. Propriedades do Processo N (t) 36

Demonstracao. Pela Proposicao 3.2 temos que

N(n—s)—(n+s) = Y. 1| —(n+s)+(En+s)—E(0) = (L(n+s) - £(0)).
i+U€(0,n+s]
Primeiro vamos analisar o termo Z 1| — (n+s), lembrando que i € Z,
i+U€(0,n+s]
obtemos
[n+s=U]|
Z l1—(n+s) = Z l—n—s= Z l—n—s
i+U€(0,n+s] 1€(—Un+s—U]| =0
n—1
221+I(n+s—UZn)—n—s
i=0
:n-'—I(US S)_n_s
=—s+Z(U < s3).

Note que podemos usar a Afirmacao 3.1.1 para obter o comportamento dos outros

termos. Logo,

E[ﬁg<n+s)|y]:1a S Zi+6+Usn+s)| = S Pl+&+U>n+sU)
i+U€(0,kn] i+U€(0,kn]
< D) P& nts—i—UU)= Y PE>n+s—j—k,—UU)
i+U<knp j+U<0
< ) P& >n—i—k,—1|U).
i+U<kyn

Por hipdtese, temos que E|¢| < oo, o que implica que » ., P(§ > i) < oo.

P(& > i) — 0 quando m ¢

oo
i=m

Portanto, a cauda da série tende a zero, ou seja, .
suficientemente grande, o que demonstra que /3’71 (n+s) = 0. De maneira anédloga, obtemos
que £"(n + s) = 0 quando n — co.

As quatro varigveis aleatérias (€7 (n+ s), &, L (n+5), Ln(n+s)) pelo Lema 2.3.1

sao condicionalmente independentes, dada a varidvel aleatéria U. Além disso, note que,

Ll(n+s)= Z Z(i+&+U>n+s) = Z Z(j+n+&m+U>n+s)
i+U€E(kn,n+s] jHn+UE(kn,n+s]
= > Z(+&m+U>5s)
i+UE(kn—n,s]

llo

> I(j+&+U>s)— Y I(j+&+U>s).

i+U€E(kn—n,s] 1+U<s
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O que prova que £”(n + s) = £'(s) 2 £(0) quando n — oo similarmente se prova
N k.
que &'(n 4+ s) = &'(s). Agora, vejamos &, e L,, lembrando que — — v € (0,1),
n
logo k,, — oo quando n — oo

En= Y I(+&+U<0)— Y I(i+&+U<0)

n—oo
i+U€(0,kn) i+U>0

Lo=Ln+s) > I(i+&+UeOn+s)— Y I(i+&+U>0)

n—0o0
i+U<0 i+U<0

Logo £ = £(0) e L = L(0). O

Para obter convergéncia fraca no comportamento do processo de contagem N (%),
devemos nos restringir a sequéncias de tempo da forma ¢, = n + s, onde n — oco. Isso
significa que nao podemos tomar ¢ — oo arbitrariamente e precisamos controlar como
t cresce em relacao a n. A razao para essa restricao é que sem ela o comportamento
assint6tico do processo N(t) —t pode depender de t — |t], o que impede uma convergéncia
fraca generalizada. Por exemplo, no caso em que &, = 0 q.c. ilustra por que essa restricao
é necessaria. Se £ = 0, as chegadas de N (t) coincidem exatamente com os valores inteiros

mais U, onde U é uma v.a. uniforme (0, 1), uma perturbagao aleatéria. Portanto:

Nit)y—t= > 1—t=—(t—[th+I(U <t-[t]).
i+U€(0,t]
O ponto chave aqui é que a distribui¢ao do lado direito depende diretamente de t — [¢].
Isso significa que, embora ¢ cresga, a distribuigdo de N(t) —t continua a depender do valor
exato de t, e nao converge fracamente para uma distribuicao limite tnica.

O Teorema 3.1.1 estabelece que, N(t) —t é estocasticamente limitado em ¢. Isso
significa que N(t) — t ndo cresce indefinidamente; suas flutuagoes sdo controladas e per-
manecem em um intervalo finito para qualquer .

Isso contrasta com o processo de renovagao com tempo entre chegadas de variancia finita.
De fato nesse caso, conforme mencionado em Ross [28], o processo ¢~2 (N (t) —t) converge
fracamente para uma distribuigao normal, portanto as flutuagoes do processo N (t) —t sdo

da ordem de ¢2.

3.2 Somas Bernoulli

Os processos N, &£, L podem ser representados como somas de v.a. independentes
tipo Bernoulli. Agora veremos o comportamento das caudas de somas Bernoulli. Para
isso, seja (Z; : j € Z) uma familia de variaveis aleatérias independentes Bernoulli com as
seguintes probabilidades: p; =P(Z; =1) =1 —-P(Z; = 0).
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Teorema 3.2.1. (Araman et al. [2]) Suponha que existem constantes ¢ >0 e a > 1 para

as quais p, ~ cn~“ quando n — oo. Se Z = Y I;, entdo
=0

1
zlog z

logP(Z > 2) = —a,  quando z — 0.

Demonstracao. Trabalharemos de forma similar ao que é usual na teoria de grandes des-

vios, conforme apresentado por Dembo e Zeitouni [10]. Comegaremos pela fungao cumu-

lante
»(6) 2 log E [exp (0Z)] = logE |exp («9 ZI]-) =logE H exp (0Z;)
Jj=20 Jj=0
= log[[OE lexp (0Z;)] = go log E [exp (0Z;)] = go log (1 —p; + e’p;)
- ;1;g (pj(e” —1) + 1)_, _ (3.7)

a soma converge, pois a > 1. Escolha 6 = 6(2) tal que ) = 72% com r > 0, e tomando

e >0, 0 >0, e z suficientemente grande,

Y(0(z) = Y log (pi(e”? —1)+ 1)+ > log (pj(e"? — 1) +1)

0<j<|ez] J>ez]
< Y log(pi(e®@ = 1)+ 1)+ ) log ((1+e)cj "™ +1)
0<5<ez] j>lez]
<(lez] +1)log (rz*+1) + Z 10g<1—|—5 rc(]> —|—1>. (3.8)
z
Jj>lez]

1
O segundo termo da equagao (3.8), ao ser multiplicado por —, é uma aproximacao
z

de somas de Riemann, assim obtemos

- Z log<1+5 rc(]) +1> —>/ log((1+e)rcx_°‘+1)d:p quando z — 0.
Z €

J >|ez]

Note que a funcao log ((1 + ¢)rcz™* + 1) é diretamente Riemann integravel o que
implica que a sua aproximagdo de Riemann no intervalo [, 00) converge. Além disso,

sabemos que log(x + 1) < z, logo

[e.9] ) _al
/ log ((1+¢&)rez™®+ 1) dz < / (14+¢e)rca“dx = (14 ¢)rc ( ° ) _

1—«o
Portanto,
L (0(=)) <(12] + 1) log(1 + %) + (14 e)re o ) —L
zlog 2z 2 =e ©8 : ere l—a) zlogz

P log(1+2%) (1+¢&)rce !
-z log 2 (1—a)zlogz
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Aplicando o limite e utilizando L’Hopital, obtemos:

ezt log(1+2%) (14 ¢&)rceott
i
e log(2) (1 —a)zlogz

Assim, concluimos que

I < )
ZILI?O zlogzw (0(2)) < ea

Usando a desigualdade de Markov temos que

P(Z >2)=P0(2)Z > 0(z)z) =P (exp(0(z)Z) > exp(0(2)z))

SO = expl=0(:)2) expllog E(exp(0(2)2)
= exp(—0(2)z + ¥(0(2)). (3.9)
De (3.9) temos
1 —0(z) | ¥(0(z)) _ —log(rz")  ¢(6(2))
zloglegP(Z>Z>§logz + zlog z - log 2 + zlog z
L loal) | w(6(2)
log z zlog z

Aplicando o limite, obtemos:

lim logP(Z > 2) < —a+ca=—a(l —e).

z—o00 2 log 2z

Como ¢ é arbitrariamente maior que zero, podemos escolhé-lo pequeno o suficiente para

completar

lim logP(Z > z) < —a. (3.10)

z—o0 zlog 2
Com o resultado anterior, estabelecemos uma cota superior. Agora, para obter a cota
inferior, realizaremos uma mudanca de medida para z > 0, visando a ajustar o sistema

facilitando a obtencao da cota desejada para o comportamento assintético do sistema,

P.(-) = E(Z(-) exp (6(2)Z — ¢(6(2)))) -

Agora, pelo Teorema de Radon-Nikodym (para mais detalhes veja A.1.1). Além

disso, E,(-) o operador de esperanga associado a medida P(-), entao

P(Z > 2) =K, (Z(Z > 2) exp (—0(2)Z + 9(0(2)))) . (3.11)

Portanto,

B.(Z) = / Zdp, — /Zexp (—0()Z + $(0(2))) dP = E [Z exp(—0(2)Z + v(0(2)))]

1 _ dlog(E(exp(0(2)Z2))

- E(Zexp(0(2)2) o (z)

E(exp(0()2) = V(0
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Agora de o resultado obtido em (3.7) temos

- 9(2)
E.(Z) = ]Z ee(z FT (3.12)
- - 1
Entao multiplicando (3.12) por — e tomando um ¢ > 0
z
R e E D D T
2 Ny 4 p(ee(z)—l B D+1  z24=pj(e?® —1)+1
320 0<J <6 1>e

S\ — @
Dado que p;z* ~ ¢ <‘l) quando 7 — oo e z grande o suficiente
z

O
= re
V4

1~ 1 p;e?) 1
-E.(Z) =- J -
o zzpj<ee<m+1+zz<j> .
J = rc—cj 41
0<—<e —2>e z
z z
- z ey —"
B 692)—1 +1 24 (j)a‘
] rc—czT*4 | =
0< <e —>€ z
z z

J o . . N
Agora tomando = =z, e z — 00 0 primeiro termo de cima vai para zero, entao
z

EIEZ(Z)—>/OO T da. (3.13)

Z cr + x¢

Vamos agora ver o valor de Var,(Z), calculamos primeiro E,(Z2)

E.(Z?) :/Z%n@:/ZQexp(—e(z)Z+¢(9(z)))dP

E(Z? exp(0(2)2))
E(exp(0(2)2))

—E (2% exp (~0(2)Z + (6(2)))) =

Logo,

E(Z?exp(6(2)Z)) (E(Zexp(@(z)Z)))2

E(exp(6(2)2)) E(exp(6(2)2))
E(Z2 exp(0(2)2))E(exp(0(2) Z)) — (E(Z exp(6(2)Z)))°
E(exp(6(2)Z)))*

1
Portanto, multiplicando por — e tomando um € > 0
z

e0(2)
p;€
log(p;(e +1 d
R B e )

7>0

1~ Lo
;VGTZ(Z) Igw (0(2)) = - d6?(z) T2 do(z)

z z
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pie" P —pj) 3 pie"? (1 - p;) N p;e"? (1 - pj)
= (s 1) + 1)’ (B =1+ 17 5 (@ = 1) + 1)

0<—<e —>e
z z

|,

Dado que p;z* ~ ¢ ( ) quando 7 — oo e z grande o suficiente

N

1~ 1 prz®(1 —p;) 1
;Va?“z(Z)—Z Z ( 1)+1)2+ZZ

~ (p,(rze — , N\ @
0<l<5 Z>E rc (l) —cj*+1
Tz z z

R (e

pi(rz2 —1)+1

) _ 2 ] a\ 2°
p j ; o J
ol i (re=e(2))
z z

J o . . N
Agora tomando = =, e z — 00 0 primeiro termo de cima vai para zero, entao
z

1~ %0 o
—Var,(Z) — / dex.
z o (er+z9)

Para € > 0 e ¢ > 0, podemos selecionar r, ver Afirmagao A.1.2 tal que

/ jf dv =1+e. (3.14)
o Cr+x¢

Pelo fato de que (0(z)) > 0, temos

P(Z > z) =E I(Z z)exp(—0(2)Z + ¢¥(0(2)))
> B.Z(2(1+2¢) > Z > z) exp(—0(2)Z + ¥(0(2)))
E.Z(2(1+2¢) > Z > z) exp(—0(2)2(1 + 2¢) + (6(2)))
xp(—0(2)2(1 + 2¢) + Y (0(2))E.Z(2(1 + 2¢) > Z > 2)
(—0(2)2(1 +22))P.(2(1 +¢) > Z > 2). (3.15)

| \/

v

Pelos resultados (3.13), (3.14) e para z suficientemente grande

€ € ~ 3e
- <
> logo (1 + 2) 2 <E.(2) < (1 +5 )

Usando a desigualdade de Chebyshev, obtemos

%EZ(Z) (1+e)] <

P.((142)z>2Z>2)=P.((1+2)z—E.(2) > Z—-E.(Z) >z —E.(2))
>P, ((1+25)z— <1+%>Z>Z—I~EZ(Z) S (1+%> z) (3.16)

b, (‘Z—]EZ(Z)‘ < %) —1-P, (‘Z—sz(Z)) < %)
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{— AVar(Z)

z2g2

—1 (3.17)

quando z — oo. Tendo em conta (3.16) e (3.15) entao,

logP(Z > z) > (—0(2)z(1+2¢)) = (—log(rz%)z(1 + 2¢))

1
zlog(z) zlog(z)
_log(rz?)(1 + 25)‘

- log(2)

zlog(z)

Agora, fazendo z — 0o e pela regra de L’Hopital, tem-se que

lim logP(Z > z) > —a.

o0 Z10g(2)

O que prova o Teorema. O

Agora, analisamos a cauda de Z, quando Z é a diferenca de duas somas indepen-

dentes de Bernoulli, g e E 1;, como mostra o seguinte corolario.
3>0 j<0

Corolério 3.2.1. (Araman et al. [2]) Suponha que ES" T; < oo e que existem constantes

j<0
c>0ea>1para as quais EZ, ~ cn™® quando n — co. Se Z = Y L; — > I, entdo
3>0 j<0
1
logP(Z > z) - —«,  quando z — 0.
zlog 2z

Demonstragao. Note que P(Z < z) <P (Z Z;> z) Logo, aplicando o Teorema 3.2.1,
Jj=0
obtemos

lim logP(Z > z) < —a.
z—o0 zlog 2z

Para o limite inferior, observamos que, pela independéncia, temos

P(Z>z)zp<21j>z+d,z:ijgd> :P<2Ij>z+d>}?<2fj§d).

J=0 320

Agora apliquemos novamente o Teorema 3.2.1

. 1 , 1
Zlgzlozlogzbgp(z > z) > Z%Zlogzlogp (ZIj > z+d> —

3=0
[

Com base no Teorema 3.2.1 e no Corolario 3.2.1, é possivel examinar o comporta-

mento das caudas dos processos L(t), E(t) e N(t).
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Teorema 3.2.2. (Araman et al. [2]) i.) Suponha que & seja tal que P(§y > x) ~ ¢y~
quando x — o0 e para ¢y > 0,1 > 1. Entao

1

xlogx

logP(L(t) > x) = —ay  quando x — 0.

ii.) Suponha que & seja tal que P(&y < —x) ~ cox™*2 quando © — 00 e para ca > 0, ap >
1. Entao

logP(E(t) > x) » —ay  quando © — 0.
x log x

iti.) Suponha que & tenha uma densidade limitada f para a qual existem constantes
positivas c1, Ca, O, g, tais que
f(z) ~ ot

f(—x) ~ cpz—2!
quando xr — oo. Entao,

1
xlog x

logP(N(t) > x) —» —min(oy + 1,00 + 1) (3.18)
quando x — 00.

Demonstragao. Para a parte (i), lembrando que L(t) 2 L(0) e além disso temos que
P(&j41 > J) <P(—j6; +U > 0) <P(§; > j — 1) tal que,

P (ifj > .CE) <PL(t) >z) <P (ifj > m) (3.19)

=0
onde as Z; sao varidveis aleatérias Bernoulli, independentes com Z; = Z(§; > j — 1).
Aplicando o Teorema 3.2.1 aos dois extremos da desigualdade (3.19), temos

—Q < lim
z—oo x log x

logP(L(t) > x) < —oy,

portanto

lim
z—oo 1 log x

logP(L(t) > x) = —as.
O que prova a parte (i) do Teorema.

Para a parte (i) lembremos que E(t) D EO) e P11 < —j) <PU+E,+U <
0) <P( < —j+1) tal que

P (in > :13) <PE({)>x) <P (f:lj > x) (3.20)

J=0

onde as Z; sao variaveis aleatérias Bernoulli, independentes com Z; = Z(§; < —j + 1).
Aplicando o Teorema 3.2.1 a (3.20), temos

lim

B v logP(E(t) > x) = —as.
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Para a parte (i77) assume-se g < as esejaZ; = Z(j+&;+U € (0,¢]) e fixando um inteiro

d > 1, temos que

(ZI >x><]P’N (ZI >x)=IP(ZIj+ZIj>x)

§<0 JEL. = =
d—1
k k+1 ka1
SP(U(ZIJ‘“[E’T)’ZIJ (-5))
k=0 \g=0 j>0
d—1
Bkt k41
h=0 J=0 3>0
k k41
=odtet (»;Iﬂ' . “"a) ’ (ZI (1 T>) |
J= j

Dado que a funcao de densidade é limitada, pelo Teorema da Convergéncia Limitada 2.2.2

podemos concluir que

Pl j=1)~citj ™! quando j — 00.
Seguindo um raciocinio similar, concluimos que

P(l;=1) ~cytj ! quando j — c0.

Aplicando o Teorema 3.2.1, argumentando como nas partes (i) e (i7), temos que

1
Tlogz log P (sz > x) — —(ay +1) (3.22)

J<0

log P (ZI > x) — —(az+1) (3.23)

xlo T
& 7>0

quando x — oo. Agora, observamos que para 0 < k < d — 1 temos

1 E+1
log []P’ (ZI >x—> (ZI >$(1——)>
xlogx = = d
1 k 1 kE+1
= log P Z,>x— log P Ij>x(1———) ).
xlogx o8 (Z g _xd> +m10gm o8 (Z < d )>

7>0

Vamos analisar o primeiro termo da soma. Se k = 0, esse termo vai para 0, logo interessa

d
quando k£ > 0. Seja z = T entao r = 27, € por (3.22) temos

1 k 1
o ? (572 4%) - e (S22+)

§<0 §>0

k 1 k
= (mlogp (ZI]- > Z)) — 7 (a1 —1) (3.24)

7>0
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: k+1
quando z — oco. Agora, para o segundo termo da soma, considerando que 1 — —— €

[0,1), se kK = d — 1, esse termo vai para 0, entdo interessa quando k # d — 1. Seja

z=uxz(1— 1) e por (3.23) temos
—1 1
log P I >z
(st e (Z727))

d
k
d
d—Fk—1
d

Je== )llog( a )log]P)(ZIjZZ) -

d—k—1 §>0

— (—ap — 1) (3.25)

quando z — oo. De (3.24) e (3.25), temos:

1 k k+1
rlogz [P (%Ij § $E> ’ (;Ij = <1 ) T)>] (3.26)

d—1
_ _ < _ 1) ———
— d d < (Oé1+) d

quando x — oo. Logo, em (3.21), nos extremos da desigualdade, fazendo = — oo e depois

enviando d — oo, temos:

Tlogz logP (N(t) > z) = — (a1 + 1) quando o < as.

Assumindo as < ay e argumentando de forma similar, podemos concluir

gz logP(N(t) > z) = —min(ag + 1,9 + 1).

]

O Teorema 3.2.2 descreve o comportamento das caudas do processo N(t) para
um tempo t finito, quando x — oco. Por outro lado, o Teorema 3.1.1 foca no limite de
equilibrio (estado estacionario) do processo N(t), quando t — 0o. Assim, nao é possivel
trocar arbitrariamente os limites x — oo (para as filas) e t — oo (tempo). Isso significa
que o comportamento de N (t) para tempos grandes, mas finitos.

Em seguida, fixa-se um parametro s € [0, 1] para analisar o comportamento relativo
em diferentes escalas temporais no estado estaciondrio, utilizando os processos £'(s) e L'(s)

mencionados no Teorema 3.1.1.
Proposicao 3.3. (Araman et al. [2]) Suponha que & seja tal que P(&y > x) ~ cpz™™ e
P(& < —x) ~ cox™® quando x — o0 para c1,¢c3 >0 e oy, s > 1. Entdo,

1

xlogx

logP ((£'(s) — L'(s)) — (£(0) — L(0)) > x)) — — min(a, az)

quando x — o0.
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Demonstracao. Lembrando que,

Es)= D T(+i+U<s) e  E(s)2E(0)

JHU>s
L(s)= Y T(+j+U>s) e  L(s)2L(0).
J+U<s
Como vimos anteriormente, os processos () e L(t) tém esperanca finita. Além disso, por
hipétese, temos P(§p+n+U < s) ~ can™* quandon — oo e P(§g—n+U > 0) ~ cyn™™

quando n — oo. Portanto, usando o Corolario 3.2.1, obtemos

gz logP (&'(s) — L(s) > ) = —a

1
xrlogx

logP(L(0) —E(0) >z) —» —y

quando x — o0o. Podemos usar o mesmo argumento que em (3.21) para estabelecer o

limite superior, e entao podemos concluir que

lim
z—o0 rlog x

logP ((&'(s) — L'(s)) — (£(0) — £(0)) > z) < —min(ay, as).

Para a cota inferior, suponhamos sem perda de generalidade que as < a;. Encontramos

que

P((E'(s) — L'(s)) — (L(0) = £(0)) >x) >P(E'(s) — L'(s) >z +d)P(L0) — E(0) > —d).

Logo,

1
~rlogx

P(E'(s) = L'(s) >z +d)+

P (£(0) — £(0) > —d).

xlogx

Tomando o limite, temos

P((E'(s) = L(s)) = (£(0) = £(0)) > z) = —an.

lim
z—o0 TlOgx

Argumentamos de forma simétrica para o caso em que oy < a, 0 que prova o resultado.

]

Como vimos anteriormente, para qualquer sequéncia de perturbagoes i.i.d., o pro-
cesso de contagem N(t) possui caudas leves. Ou seja, embora as perturbagoes tenham
cauda pesada, o processo N(t) ndo herda essa propriedade. Por outro lado, o Teo-
rema 3.2.2 mostra o comportamento assintético do processo de contagem N(t) quando
as perturbagoes sdo do tipo Pareto, com a seguinte caracteristica: P(N(t) > x) ~
exp(—Czlogz) quando z — oo onde C' é uma constante positiva, o que implica que
o processo N (t) tem cauda mais leve do que uma distribuigdo exponencial, mas ainda é

mais pesada do que uma distribuicao normal.
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4 Processo de Trabalho

Neste capitulo, exploramos o comportamento da carga de trabalho W (¢) em siste-
mas de chegadas programadas com tempo de atendimento deterministico e servidor tnico

(S/D/1) sob duas condig¢oes operacionais principais:

e Carga critica: Quando a taxa de chegadas coincide exatamente com a capacidade
do servidor, analisamos como W (t) evolui no longo prazo e sua relagao direta com

o numero de clientes no sistema.

e Trafego pesado: Quando o servidor possui uma capacidade maior do que a ne-
cessaria (p < 1), mas opera proximo ao seu limite (p — 1). Estudamos o comporta-
mento de W,(t) no regime estaciondrio e como ¢ influenciado pela aproximagao ao

limite critico.

4.1 Carga de trabalho sobre carga critica

Estudamos um sistema S/D/1 no qual cada cliente necessita de um tempo fixo de
servigo unitario e o servidor processa trabalho a uma taxa constante de uma unidade por
tempo. Nesse cendrio, a taxa de chegada é igual a capacidade do servidor, colocando o

sistema em condic¢oes de carga critica.

Definimos a carga de trabalho W (¢) no instante ¢ como o tempo adicional que o
sistema precisaria para se esvaziar completamente, supondo que apds t nao chega mais

trabalho (ou seja, t + W (t) seria o primeiro instante em que o sistema estaria vazio).

Defini¢ao 4.1.1. (Araman et al. [2]) Seja W (t) a carga de trabalho no sistema no tempo
t. Se W(0) =0, entao
W(t) = max [(N(t) —t) — (N(s) — s)]. (4.1)

0<s<t

Estamos interessados no comportamento de W (t) quando ¢ — oo. Note também
que, como os tempos de servigo sao deterministicos com duragao unitaria, o nimero de

clientes no sistema no momento ¢ é igual a [W (t)].
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Se E|¢| < oo, pela Proposicao 3.2, podemos reescrever

W(t) = max [(N(t) —t) — (N(s) = s)]

0<s<t

— max 1| —t+(E) — L(t) - (£(0) — £(0))

0<s<t
+U€(0,t]

—| Do 1) ts—(E(s) — L))+ (E(0) — £(0))

i+UE(0,4]

= max |E(t) —E(s) — L)+ L(s) — (t—s)+ > 1

0<s<t
i+UE(s,t]

= max [E(t) — E(s) — L(t) + L(s)] + O,(1), (4.2)

0<s<t
onde O,(1) é um termo estocasticamente limitado em ¢. Devido a estacionariedade de

((E(t), L(t)),t € R) o primeiro termo em (4.2) tem a mesma distribuigao que
M(t) = max [E(0) — E(—(t —s)) + L(0) + L(—(t — 3))]

= max[L(—(t = s)) = E(=(t = )] = £(0) + £(0) (4.3)
= ax [£7(r) — L7(r)] = £°(0) + £7(0).

Para simplificar a analise, utiliza-se a reversao temporal do sistema. Nesse contexto, as
perturbagoes sao transformadas em seus inversos temporais, e os processos £(t) e L(t) sao
reinterpretados como £*(r) e L*(r), representando o comportamento dos clientes em um
sistema invertido no sentido do tempo. As perturbagoes sao dadas por (—£_; : j € Z), e no
sistema revertido, geram-se pela transformacao 1—U, em vez de U. Essa mudanca preserva
propriedades como simetria e estacionariedade, mas é essencial para definir £* e L*.
Nesse cendrio, £*(r) descreve as chegadas antecipadas (equivalentes as tardias no sistema
original), enquanto L£*(r) representa as tardias (refletindo as antecipadas originais). Em
particular, £*(r) 2 L(—r)e L(r) D E(—r).

O crescimento de M (t) é dominado por £*(-), com a cauda direita de &, deter-
minando seu comportamento assintotico. Por outro lado, a cauda esquerda de —&; tem
menor influéncia, pois representa chegadas antecipadas que limitam a acumulacao futura.
Em resumo, mais chegadas antecipadas implicam menos clientes disponiveis para picos
futuros de atividade. Essa assimetria entre as caudas reflete as dinamicas de £* e L*:
enquanto a cauda direita impulsiona o crescimento de M (t), a esquerda reduz o potencial

de acumulacao futura, explicando a maior influéncia da cauda direita.

Teorema 4.1.1. (Araman et al. [2]) Suponha que EEy < oo e que existem constantes
¢c>0ea>1para o qual P(§ > x) ~ cx™ quando x — oo. Entdo
W (t) 1
:> J—
log(t)/loglog(t)  «
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quando t — oo.

Demonstracao. Primeiro observe que,

max [E*(r) — L*(r)] < max £*(r) < max max ' (n — s).
0<r<t 0<r<t 0<n<|t]+10<s<1

Para 0 < s <1en>1 temos,

Em—s)= Y I(+U+&>-n+s)

J+U<—n+s

< > IG+U+E>-n)=Em+ Y. I(j+U+§ > -n)
jHU<—n+s —n<j+U<-n+s

<Em)+ > 1=E&Mm)+1 (4.4)

—n<j+U<—n+s

Do exposto obtemos,

max [E*(r) — L*(r)] <1+ max &*(n).

O0<r<t 1<n<|t]+1

Agora para € > 0 e t grande o suficiente,

. . 1+3¢ logt
d (1 * Orgggt[g (r) = £7(r)] > a log logt>
1 logt
<P({1+ max &*(n)> e _log
1<n<|t]+1 a loglogt
142 logt logt
max E*(n) > o g ek L |
1<n< [t]+1 a loglogt = aloglogt
[t]+1 [t]+1
1+25 logt 142 logt
<P E*(n < P& (n)>
U a loglogt | — ; ( (n) a log logt)
142 logt
(1] + 1P 5* (0) > + 2¢  log
a loglogt
1 +2¢ logt
([t] +1) log P 4.5
=(Lt] + 1) exp ( °8 ( o loglogt>) (4:5)
14+¢ logt 14+¢ logt
([t] +1) — 4.6
(Lt + exp( loglogt og( @ 10glogt> ( a)) (4.6)
log 1= logloglog t
loglogt loglogt

<([t] +1)exp(—(1+¢€)logt) =0(t°) =0

quando ¢t — oo. Para obter (4.6) fazemos uso do Teorema 3.2.2. Para conseguir a

1 €
cota inferior, fixa-se € € (0, 8—) Se escolhermos 7 € (1 —2e+€2,1—-2e—€%+ 2—),

Q@ Q@
1 logt
também para simplificar a notagao, seja b(t) = — 08 ,
aloglogt

c(t) = (1 — 26)%b(t) e k(t) =
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[t"]. De forma similar ao que foi feito na demonstragao do Teorema 3.2.1, para 6 > 0

temos

P(8<0>2n>=P<Z z<j+£j+Us0>2n> SP<ZI<j+£js0>2n>

J+U>0 Jj=—1

<exp —977+Zlog J+§0<O)(€ _1)+1)>

j>—1

<exp | —On+ > P(j+& < 0)(e’ - 1))

i>-1

=exp [ —On+ (" = 1) Y E(Z(j+& < 0)))

j>—1
=exp [ —On+ (e — 1)E (ZI;< §0>)
j>—-1
[—¢o)
=exp | —On+ (¢! — E Z 1
j=—1

<exp (—0On+ (¢’ — 1) (E& +3)).
Ao definir 8 = logn, concluimos que
P(£(0) > n) < exp (—nlogn+ (n — 1) (E& + 3)) ~ exp(—nlogn + O(n)).

Substituindo n por b(t), temos

) Zeb(t)) < exp(—eb(t) log(eb(t)) + O(eb(t)))
€ logt e logt e logt

e —_ —_ O —_

P ( alog logt (&log logt) * (alog logt

B f log £ n loglogt _ log log log t L0 € logt

B Q@ loglogt = loglogt loglogt aloglogt

<exp <—2i log t) =t % (4.7)
a

para t grande o suficiente. Além disso, uma andlise da demonstracao do Teorema 3.2.1
mostra que o que esta sendo realizado cumpre as condicoes estabelecidas nesse teorema.
Portanto, podemos concluir que

[2%]

logP ZI]- >z | = —« (4.8)
=0

1
zlog 2

quando z — oco. Agora dividindo o intervalo [—t,0] em k(t) subintervalos de igual com-

primento e sejam 71,79, -, k() 0s extremos direitos dos k(t) subintervalos. Entao,

P (max [EX(r) = L*(r)] > (1 — 35)b(t))

0<r<t
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Vv

1@( max [£(ri) — E(r)] > (1 — 35)b(t))

0<i<k(t)

v
=

( max [(L(r;) — &)L (r;) < eb(t)] > (1 —Se)b(t))

0<i<k(t)

v

1@( max [(L(r;) — E))I(Er) < b(t)] > (1 — 3@5@))

0<i<k(t)

v

11»( max [£(r)Z(E(r;) < eb(t)] > (1 —25)b(t)>.

0<i<k(t)

Seja ©* o ponto onde L(r;) atinge o méximo, podemos entao escrever que:

P (max [E*(r) = L*(r)] > (1 — 3€)b(t))

0<r<t

> IP’( max L(r;) > (1 — 22)b(t), E(rix) < sb(t))

0<i<k(t)

IP( max L(r;) > (1 —25)b(t)) —IP’( max L(r;) > (1 — 2e)b(t), E(rye) > eb(t))

0<i<k(t) 0<i<k(t)

v

P ( max L(r;) > (1 — 25)b(t)> —-P ( max L(r;)Z(E(r) > eb(t)) > (1 — 25)19(15))

0<i<k(t) 0<i<k(t)
k(t)

>P ( max L(r;) > (1 — 2e)b(t)> — TP (L(r)T(E(r) > eb(t)) > (1 26)b(1)) -

0<i<k(t) —
1=

Lembrando que £(r;) = £(0) e £(r;) 2 £(0). Podemos entdo escrever que:

P (max E5(r) — £°(r)] > (1 — 35)b(t))

0<r<t

zp( max L(r;) > (1 — 25)b(t)) — k(P (L£(0) > (1 — 22)b(t), £(0) > b(¢t))

0<i<k(t)

1<i<k(t)
ri—c(t)<j<r;—1

>P ( max Z I(j+&>r) > (11— 2€)b(t)>

k(P (L(0) > (1 — 2)b(t)) P (E(0) > £b(t))

k(t)
=1— (1 —P ( Yo I +4>0)>(1- 25)5(75))) (4.9)
—(

1) <j<—1

— k(P (L£(0) > (1 — 2)b(t)) P (E(0) > £b(t)) .

Novamente utilizamos a independéncia de £(t) e L(t), além pelo Lema 2.3.1 que garanta a
independéncia das variaveis indicadoras com indices disjuntos, nas duas ultimas expressoes

mostradas acima usamos a distribui¢ado do méaximo. A partir de (4.8), obtemos:

P ( > I(+g>0)>(1— 25)b(t)) > ¢ (1-2)—<
—¢(

1)<j<-1
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para t suficientemente grande. Em vista da escolha de 7, concluimos que:
k(t)

L-P| >  Z(+&>0)>(1-2)b(t) -0 (4.10)

—c(t)<j<—1

quando ¢ — oo. Por outro lado,
P (L£(0) > (1 — 2e)b(t)) < t~(1-2)+
para t suficientemente grande. Usando (4.5) e nossa escolha de 7, concluimos que:
k()P (L(0) > (1 —2¢)b(t)) P(E(0) > b(t)) — 0 (4.11)
quando t — 0o. As relagoes (4.7), (4.9), (4.10) e (4.11) provam o teorema. ]

O Teorema 4.1.1 estabelece que, em uma fila S/D/1 sob carga critica, a carga de

trabalho cresce de maneira muito lenta a uma taxa proporcional a , Mesmo na

log logt
presenca de perturbacoes com caudas pesadas. Isso significa que o sistema permanece
relativamente estavel, e o impacto sobre o tempo de espera cresce de forma moderada.
Esse comportamento contrasta de forma significativa com o de uma fila G/D/1, onde as
chegadas sao modeladas por um processo de renovacao com variancia finita e positiva, e a
carga de trabalho sob condigoes criticas cresce a uma taxa muito maior, aproximadamente
t2 (ver Glynn [17], Sigman e Whitt [30]).

Esse contraste destaca como as caracteristicas do trafego programado em uma fila
S/D/1 permitem um gerenciamento mais eficiente da carga de trabalho, minimizando os
tempos de espera mesmo em cenarios desafiadores. Observa-se o impacto positivo da
programagcao no desempenho do sistema, evidenciando como uma estrutura planejada de
chegadas pode mitigar os efeitos adversos de perturbagoes extremas e oferecer maior esta-
bilidade. Em comparagao, a natureza mais aleatéria de uma fila G/D/1, com crescimento
mais rapido da carga de trabalho, reforca a importancia de uma programacao adequada

para melhorar a eficiéncia e a estabilidade do sistema.

4.2 Carga de trabalho sobre trafego pesado

Em uma fila S/D/1, se a capacidade do servidor excede as necessidades do sistema

(p < 1, onde p é a intensidade de trafego), o servidor processa trabalho a uma taxa de

1
—. Embora o trabalho continue chegando a uma taxa média de uma unidade por tempo,

com tempos de servico deterministicos, a capacidade extra reduz a acumulacao de carga
de trabalho, medida por W,(t), que representa o tempo adicional necessario para esvaziar
o sistema no instante t.

Quando p — 1, o sistema opera préximo ao regime de trafego pesado, indicando

que a dinamica se aproxima de condigoes criticas. Esse comportamento conecta W,(t) ao
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seu limite, permitindo analisar como o trafego deterministico influencia a acumulacao em

condicoes de alta utilizagao.

Definigao 4.2.1. (Araman et al. [2]) Seja W,(-) processo de carga de trabalho associado.

Entao,

wgw:ggé[ao—gg)—c@y+£@y+qw—a@)—1;pu—@
onde a(t) := —(t — |[t]) + Z(U <t — |t]) como em (4.3) obtemos, W ,(t) 2 M,(t), e
M,(t) = max {8*(7’) —L(r) — ! ; Py a(0) — a(—r)} —E&*(0) + L£7(0) (4.12)

O processo M,(t) representa o nivel de carga de trabalho acumulada até o tempo
t no sistema S/D/1, que, por defini¢ao do sistema, é ndo decrescente. Seu crescimento é
limitado pela capacidade do sistema de servigo, logo, M,(t) ,/* M,(c0) quando t — oo.
Da mesma forma, segue-se que W,(t) 2, W,(00) quando t — oo, onde W,(c0) 2 M,(00).

Teorema 4.2.1. (Araman et al. [2]) Suponha que E&, < oo e que existem constantes

¢>0ea>1para o qual P(§y > x) ~ cx™ quando x — oo. Entdo

log log (1%,;) 1
e W(o0) = (4.13)
log (1)
quando p /1.

1
Demonstracao. Para 3 < p < 1, temos que,

nwx{snm-cwm-l_pr}z rmm,{eﬂm——zwr)—

r>0 p

0<r<+45
Além disso, o Teorema 4.1.1 garante que,
log log (fp) 1
——————% max [E%(r)—L(r)] = — (4.14)
log (1) 0= a

quando p 1. Obtendo a cota inferior para (4.13). Para obter a cota superior, observe-

mos que,

r>0 p

< max [E°(r)—L*(r)]+ max F%m—l_pﬂ. (4.15)

0<7,<(1T1p>1+5 7‘>( 1 )H_E

Imkam—cwm—l_pﬁ

1—p
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Aplicando o Teorema 4.1.1 no primeiro termo, temos

loglog <(ﬁ>w> max _[€%(r) = £'(r)] = —

log ((flp)Hs) 0sr<(s5)" o

quando p 1. Podemos escrever entao,

log log (fp) + log(1 +¢)
max [E7(r) — L*(r)]
(1+¢)log <171p> o<r<(15)"F

log log (ﬁ)

Logo concluimos que

1og<1%p> 0<r<(i%;)" )

quando p 1. Por outro lado,

1—
P max [8*(7’) — pr] >1
(i) /
i ERR N W 1\
=P|max |E [n+ | — Sy P >1
n>0 1—0p p 1—0p
i 1+e € .
< P | max maxE*((L) —|—n—s>—(L) 11 p?’t]Zl)
n>1 |0<s<1 1—0p 1—p) p p

oo e () o) - () 0] 20).

na primeira linha realizamos uma mudanca de varidvel e, posteriormente, aplicamos (4.4)

para estabelecer a tltima desigualdade. Dessa forma, (4.17) pode ser limitada superior-

mente por:

>p (5*(0) > a _1p)€ +(1- p)n) : (4.18)

Pelo Teorema 3.2.2 temos que,

P(£7(0) = t) < exp(—at)
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para t suficientemente grande, concluimos que a soma dada em (4.18) é dominada por:

o [~ ) S e (cal - = e () S e (—afl — )"
((1 p)) ((1 p))o

n

—exp (_m) (1 —exp(—a(l—p)))~

e (‘(15/»6) (a(ll—m) -0

quando p " 1, para a ultima linha, foi utilizada a expansao em séries de Taylor de
exp(—a(l — p)). Os resultados obtidos em (4.14), (4.15), (4.16) e (4.17) demonstram o

teorema, visto que € pode ser arbitrariamente pequeno. O

No caso G/D/1, o tempo médio de espera no estado estacionario (W,(c0)) escala

como ———, o que reflete que, & medida que o sistema se satura, as esperas aumentam

(1-0p)

significativamente. No entanto, para que essas flutuagoes de

1
sejam evidentes, sao
(1—p)
1 L.
m. Isso ocorre porque as chegadas aleatorias
introduzem variabilidade adicional, e o sistema exige mais tempo para se estabilizar no

necessarios tempos longos da ordem de

regime de trafego pesado (ver Glynn [17], Sigman e Whitt [30]).

Por outro lado, no sistema S/D/1, com chegadas programadas, o tempo necessério

para alcancar o equilibrio é muito menor, da ordem de rlp) Isso se deve ao fato de
que as chegadas deterministicas reduzem a variabilidade, permitindo que o sistema atinja
seu estado estacionério mais rapidamente. Nesse sentido, o sistema S/D/1 se ajusta mais
rapidamente as condigoes de trafego intenso, enquanto o G/D/1 demora mais para se
estabilizar devido a sua maior aleatoriedade.

Em resumo, o S/D/1 se equilibra mais rdpido, mas as flutuagoes no G/D/1 de-
moram mais para se manifestar devido a necessidade de tempos prolongados para que as
propriedades aleatérias se reflitam no sistema. Isso destaca como a natureza das chega-
das (deterministicas versus generalizadas) afeta o comportamento do sistema sob trafego

intenso.
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5 Simulacao

Para ilustrar de maneira pratica os resultados tedricos e obter uma compreensao
mais clara de como os sistemas S/D/1 se comportam, recorre-se a simula¢oes computa-
cionais. Neste trabalho, utilizamos a linguagem de programagcao R para simular diversos
cenarios e analisar o desempenho dos sistemas sob diferentes configuracoes, modificando
a distribuicao e os parametros das perturbagoes.

Através dessas simulacoes, buscamos explorar os resultados obtidos. Ao fazer isso, pode-
remos observar de maneira mais tangivel o comportamento de N(t) e W (t), com diferentes

distribuicoes ou parametros das perturbacoes.

5.1 Simulagao do processo N(t)

Simulamos 1000 realizagoes do processo N (t) para obter uma amostra e estimar
sua densidade do processo N(t), utilizando diferentes distribuigoes para as perturbagoes

(Normal, Pareto e Uniforme). A densidade de N(t) estimada pode ser observada na

Figura 5.1.
Densidade do processo N(t)
1.00
0.75
2 Distribuigdo das perturbagdes
g n [ Mormato.05,1
E ' [ ] Pareto(1.0025, 0.05)

[ | uniforme(-1.05,1.05)

0.25

0.00

ag6 998 1000 1002
N(t)

Figura 5.1: N(t) gerado com pertubagoes de caudas leves

Para ilustrar a propriedade de que o processo N(t) possui caudas leves, mesmo

quando as perturbacoes associadas apresentam caudas pesadas, simulamos, como no caso
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anterior, 1000 realizagdes do processo N (t). Neste caso, utilizamos distribuigoes de caudas
pesadas para as perturbagoes, especificamente a distribuicao Pareto com o < 1, Log-
Normal e Cauchy.

Densidade do processo N(t)

0.08

0.06
Distribuicio das perturbactes

©
8
]

8 04 D Cauchy(0.05.5)
g l:‘ logMormal{0.05,1)
002 l:‘ Pareto(0.5, 0.05)

0.00 "
970 980 990 1000 1010
N(t)

Figura 5.2: N(t) gerado com pertubagoes de caudas pesadas

Como se observa na Figura 5.2, embora as perturbacoes utilizadas possuam caudas
pesadas (Cauchy, Log-Normal e Pareto com «a < 1), a densidade estimada do processo
N(t) ndo aparenta, visualmente, apresentar esse comportamento.

Para analisar de forma mais rigorosa as caudas do processo N (t) e das perturbagoes
associadas, utilizaremos o estimador de Hill. A seguir, apresentaremos os valores estima-

dos do parametro oo em cada caso, conforme ilustrado na préxima figura. Como podemos

Estimador de Hill das Perturbagdes Cauchy x,=0.05,y=0.05

0 250 500 750 1000
Numero de valores extremos (k)

0 250 500 750 1000
NUmero de valores extremos (k)

Estimativa de alpha
LR
S5 o
ER=RE)

Estimativa de alpha
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'
|
’ 1
|
1
1
|
1
|
|
1
|
'
1
|
1
|
1
1
|
'
I
|
1
|
1
1
|
1
|
I
1
|
I
1
|
} 1
|
1
1
|
'
I
|
1
|

£ Estimador de Hill de N(t) com Perturbacces Log-Normal Estimador de Hill das Perturbacées Log-Normal u=0.5,0=1

0 250 500 750 1000
NUmero de valores extremos (k)

Estimador de Hill de N(t) com Perturbagées Pareto Estimador de Hill das Perturbagbes Pareto a=0.5,f=0.05

o

&

]

P ‘ggg P ettt tte ettt o tedie Rttt taeeee e fedate ettt e
g 600 S 15

& 300 S 10
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0 250 500 750 1000 = 0 250 500 750 1000
Nimero de valores extremos (k) w NUmero de valores extremos (k)

iva de

N s &

IS

888
Estimativa de alpha

k|

E

o 0 250 500 750 1000
w Numero de valores extremos (k)

Figura 5.3: Estimador de Hill para o processo N(t) e suas perturbagoes

observar na Figura 5.3 os graficos a esquerda, o « estimado, associado ao estimador de
Hill, é superior a 2. Portanto, podemos concluir que nao ha evidéncia estatistica para
assumir que o processo N(t) possui caudas leves em todos os casos apresentados. Por
outro lado, os graficos a direita mostram que o « estimado, também associado ao estima-
dor de Hill, é inferior a 2. Isso permite concluir que ha evidéncia estatistica para assumir
que as perturbagoes possuem caudas pesadas, o que era esperado dadas as distribuigoes

utilizadas para gerar as perturbacoes neste caso.
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Assim, este exemplo ilustra que o processo N(t) apresenta caudas leves, indepen-

dentemente de as perturbacoes associadas possuirem caudas pesadas.

5.2 Simulagao do processo W (t)

Para ilustrar o comportamento do processo de carga de trabalho W (t) em um
sistema S/D/1, foram simuladas quatro trajetérias geradas com perturbagoes do tipo
Pareto, utilizando os parametros a = 1.0025 e § = 0.05. Essas simulagoes permitem

observar a evolucao temporal do processo.

Processo de Carga de Trabalho W(t)

Trajetérias diferentes com perturbacdes Pareto(1.0025,0,05)

w

Carga de Tabalho W(t)

Wil NJJ\M i "

Tempo't

Figura 5.4: Trajetorias de W(t) com perturbagoes Pareto(1.0025,0.05)

Na Figura 5.4, observa-se que as quatro trajetérias simuladas do processo W ()
apresentam um comportamento estavel pelo menos até o tempo ¢t = 50. Em seguida,

simulam-se trajetorias com perturbagoes de Pareto para diferentes valores de av > 1.
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Processo de Carga de Trabalho W(t)

w

Distribuicio das perturbac@es
— Pareto(1.0025,0.05)
—— Pareto(2,0.05)

\ ~— Pareto(5.0.05)

Carga de Tabalho W(t)
[\+]

s

0 25 50 75 100
Tempo t

Figura 5.5: W(t) com perturbagoes Pareto e « > 1 ate o tempo 100

Para as trés trajetorias do processo W(t) simuladas, com perturbagoes do tipo
Pareto, usamos 5 = 0.05 e variamos a € {1.0025,2,5}. Como podemos observar na
Figura 5.5, pelo menos até o tempo ¢t = 100, quanto maior for o valor de «, menor é o
crescimento do processo W (t).

Agora, para ilustrar o comportamento do processo W (t) com perturbagoes proveni-
entes de outras distribuigcoes de caudas pesadas, simulamos trés trajetorias para observar

seu comportamento.

Processo de Carga de Trabalho W(t)

Distribui¢ao das perturbactes
~— Cauchy(0.05,4)

—— Log-Normal(1,0.05)

—— Pareto(0.5,0.05)

Carga de Tabalho WI(t)

1] 250 500 750 1000

Figura 5.6: W(t) com perturbagoes de caudas pesadas

Na Figura 5.6 observa-se que as trés distribuicoes geram dinamicas distintas em
W (t). A trajetéria associada a perturbagoes com distribuicao Cauchy apresenta maiores
oscilagoes, enquanto a trajetéria associada a perturbagoes Pareto também exibe volatili-

dade, mas em menor grau. A Log-Normal gera uma trajetéria mais estavel e contida.
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A simulagao destaca como a escolha da distribuicao de perturbagoes afeta a esta-
bilidade do sistema. As distribui¢oes com caudas pesadas geram cargas de trabalho mais

volateis, o que pode levar a congestionamentos.
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Apeéendice A

Neste apéndice, apresentamos as afirmagoes juntamente com suas respectivas de-

monstracoes, que foram utilizadas.

A.1 Demonstracoes de resultados
Demostramos o Lema 3.1.1 o qual nos diz que se E|{y| < oo entao,
(E(n+s)—E(0),L(n+ s) — L(0))
2 (g"(n +5) =& —E"(n+5),L'(n+5)+ L (n+5s)— Ly(n+ s)> (A1)

Demonstrac¢ao: Sejan € Z, e s € [0,1), consideremos uma sequéncia de valores inteiros

kn, s
k, tal que k, < n para todo n e — —, ,» v € (0,1). Entao,
n

(En+s)—E(0),L(n+s)— L(0))

:(Z I(i+&+U<n+s)— Y I(i+&+U<0),

i+U>t i+U>0

Y I(+&G+U>t) - Y I(z'+§¢+U>0))

i+U<n+s 1+U<0

( S I+ &+U<n+s)— > I(i+&+U<0)— S I(i+&+U<0),

i+U>n+s i+UE(0,n+s] i+U>n+s

S I(i+&+U>n+s)+ > I(i+£i+U>n+s)ZI(Z'—F&—I—U>0))

i+U<0 i+U€(0,n+s] i+U<0

=| ) @i+&+U<n+s)-Z(i+&+U<0)- > I(i+&+U<0),
i+U>n+s i+U€(0,n+s]

Y I +&+U>nts)— Y (T(i+&+U>0)—Z(i+&+U>n+s))
i+U€(0,n+s] i+U<0

( Z Z(i+&+U € (0,n+s]) — Z I(i+ &+ U <0),

i+U>n+s i+U€(0,n+s]
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Y I +&+U>nts) - Y I(i+£i+Ue(O,n+$]))

i+U€(0,n+s] i+U<0

( Y Z(i+&+UeOn+s)— > I(i+&+U<0)— > I(i+&+U<0),

i+U>n+s i+U€(0,kn] i+U€(kn,n+s]

Yo I+ &+Usnts)+ Y. I(i+&+U>n+s)— > I(i+&+U € (0,n+s])

i+U€(0,kn] i+U€E (kn,n+s] i+U<0

L (5”(71 +5) =& —E'(n+s),Ll(n+s)+ LI(n+s)— La(n+ 3))

1
Afirmacao A.1.1. Sejama > 1 ec € (O, 8—), entdo 1 —2e+¢e? < 1—2€—<€2—i-2i <1
a !

. . 1 €
Demonstracao. Por hipdtese temos € < 3 < o logo 2¢? < %0 como « > 1, temos
« Q

£
2x
1 O O

1 1
que —24— < 0 logo —25—<€2—|-i =e| -2+ — )—e2 <0, portanto 1+—2c—c?4+— <
2a 2c 2a

Nota A.1.1. A sequir veremos como o teorema do Radon-Nikodym € aplicado para a
mudanca de medida na demostracao do Teorema 3.2.1

Seja | = exp(0(2)Z — ¥(0(s))) além disso, temos por definicao que se P(A) = 0 entao
E (Z(A)exp (0(2)Z — ¥(0(2)))) = 0 isto é, P, < P pelo teorema de Radon-Nikodym

dP, B
f= i logo /Z>Z dP = /Z>Z exp (—0(2)Z +¥(0(2))) dP,

Afirmacao A.1.2. Parae >0, a > 1 e c > 0, podemos selecionar r unico tal que

*  er
/ der=1+¢.
o cr+ax¢

T 6% (07 =
Demonstracao. Seja u = —, lo que implica que x = (ucr)l/ e dr = é(cr)l/ wsLdu.
cr

Entao

o < 1 < 1 1 1
/ < dx:/ — dx:/ ~—(cr)(l¥ué’1du.
0o cr+ax® 0o 1+ = o 1l+u «

|
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t

1—1
funcao Beta y a funcdo Gamma e em (A.4) empregamos a identidade de reflexdo de Euler.

Para a equagdo (A.2) nos substituimos u = , para a equagao (A.3) nds usamos a

Logo para € > 0 podemos escolher r, do seguinte modo,

r:1<(1+g)w)

C yiyes
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Apendice B

Neste apéndice, encontram-se os cddigos das funcoes utilizadas para as simulacoes.

>sessionInfo()

R version 4.3.2 (2023-10-31)

Platform: x86_64-pc-linux-gnu (64-bit)
Running under: Ubuntu 22.04.3 LTS

Matrix products: default

BLAS:  /usr/1ib/x86_64-1linux-gnu/openblas-pthread/libblas.so.3

LAPACK: /usr/lib/x86_64-1linux-gnu/openblas-pthread/libopenblasp-r0.3.20.s0;
LAPACK version 3.10.0

ddistri <- function(dist, n, paramel) {
# Verifica a distribuigdo e gera a amostra
x <- switch(dist,
"pareto" = Pareto::rPareto(n=n, t=paramel[2],
alpha=paramel[1]),
"lognormal" = rlnorm(n=n, meanlog = paramel[1],
sdlog = paramel[2]),
"weibull" = rweibull(n=n, shape=paramel[1],
scale = paramel[2]),
"uniformep"=runif (n=n,min = paramel[1],
max = paramel[2]),
"triangularp"=rtriangle(n=n,paramel[1],
paramel [2] ,paramel [3]),
"exponencial" = rexp(n=n, rate=paramel),
# posit e negati
"normal" = rnorm(n=n, mean = paramel[1],
sd = paramel([2]),
"triangular"=rtriangle(n=n,paramel[1],

paramel[2] ,paramel([3]),



"uniforme"=runif (n=n,min = paramel[1],
max = paramel[2]),
"tstudent"=rt (n=n,df=paramel),
"cauchy" = rcauchy(n=n, location=paramel[1],
scale=paramel[2]),
stop("Distribuigdo ndo reconhecida"))
return(x)
}
# calcula N(t) ##
Ns<-function(t,secuencia_n,xiO,u){
fil<-(secuencia_n+xiO+u)
f<-which(fil>0 & fil<=t)
Nt<-length(f)
return(Nt)
}
# calcula W(t) #####
Wt<-function(t,secuencia_n,xiO,u){
if (t<100) st<-seq(0,t,0.0125)
if (t<250) st<-seq(0,t,0.025)
if (t>=250) st<-seq(0,t,0.1)
Nst<-sapply(st,Ns,secuencia_n=secuencia_n,xi0=xi0,u=u)
Nt<-Ns(t,secuencia_n=secuencia_n,xi0=xi0,u=u)
Wt<-max ((Nt-t)-(Nst-st))
return(Wt)
}
# uma amostra para N(t)
muestra.Nt<-function(m,p,paramel,parame2,t,dist,semilla=2024){
set.seed(semilla)
disi<-c("pareto","lognormal","wibull","lognormal","triangularp",
"uniformep","exponencial)
dis2<-c("cauchy","normal","tstudent","triangular","uniforme")
n <- 3000+4*ceiling(t)
Nt<-NULL
mxi_0<-c()
#n <- 2000+ceiling(t)
for (k in 1:m) {
u<-runif(1,0,1)#; u
x10<-NULL
if (dist%inldis1){
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y = rbinom ( size = 1, prob = p , n = n)#; length(y)
i<-1

for (j in y) {

if (j==1)
xi0[i] = distri(dist,1,paramel)
else
xi0[i] = -distri(dist,1,parame?)
i<-i+1
}
} #dis
if (dist%inl%dis2){

xi0=distri(dist,n,paramel)
}
secuencia_n <- seq(from = floor((-n+1)/2), floor((n-1)/2))
mxi_0<-c(mxi_0,x1i0)
Nt [k]<-Ns(t,secuencia_n=secuencia_n,xi0=xi0,u=u)
}
return(list(Nt,mxi_0))
}
# calcula W(t)
wt_carga_dist<-function(p,paramel,parame2,t,dist,semilla=2024){
set.seed(semilla)
disi<-c("pareto","lognormal","wibull","lognormal","triangularp",
"uniformep","exponencial)
dis2<-c("cauchy","normal","tstudent","triangular","uniforme")
n <- 3000+4*ceiling(t)
#n <- 2000+ceiling(t)
u<-runif(1,0,1)#; u
xi0<-NULL
if (dist}in%dis1){
y = rbinom ( size = 1, prob = p , n = n)#; length(y)
i<-1

for (j in y) {

if (j==1)

xi0[i] = distri(dist,1,paramel)
else

xi0[i] = -distri(dist,1,parame?)
i<-i+1
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} #dis
if (distin%dis2){

xi0=distri(dist,n,paramel)
}
secuencia_n <- seq(from = floor((-n+1)/2), floor((n-1)/2))
if (t<250) swt<-seq(0,t,0.1)
else swt<-seq(0,t,0.5)
#swt<-seq(0,t,0.1)
wtt<-sapply(swt,Wt,secuencia_n=secuencia_n,xiO=xi0,u=u)
Nt<-Ns(t,secuencia_n=secuencia_n,xi0O=xi0,u=u)

return(list(xi0=xi0,Nt=Nt,Wt=wtt,tiempo=swt))
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