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RESUMO

O estudo de contaminagdo da agua subterrdnea passa pela interpretacdo dos
mecanismos relevantes envolvidos na migracdo do contaminante (problemas de transporte).
Tais problemas sao descritos por equagdes de convecgao-difusdo cuja solugdo numérica pode
ser obtida por meio de técnicas discretas, quando o problema ¢ dominado pela difusdo. No
entanto, quando tais problemas sdo dominados pela convecgdo, as técnicas numéricas
classicas apresentam dificuldades relacionadas com a dispersdo e oscilagdes numéricas. A
necessidade de aprimoramento desses métodos, principalmente, no tratamento de problemas
predominantemente convectivos pode ser verificada pelos inimeros métodos e técnicas ‘ad
doc’ que tém sido desenvolvidos com este fim. Tais técnicas modificam os pardmetros da
equacdo convectivo-difusiva, o que pode conduzir a erros de solugdo e duvidas quanto ao
problema que realmente se esta resolvendo.

Recentemente, foi desenvolvida uma técnica, denominada método difusional, que
propde uma modificagdo na equagdo de conveccdo-difusdo de forma a torna-la puramente
difusiva, através de manipulacao algébrica, sem perder as caracteristicas da equagdo original,
visando sua solugdo pelas técnicas classicas de diferengas, volumes ou elementos finitos.

Este trabalho desenvolve o método difusional para solucdo de problemas
bidimensionais convectivo-difusivos transientes acoplado a técnica de volumes finitos. O
algoritmo numérico teve por base a adptacdo de um esquema existente na literatura para a
solucao de problemas puramente difusivos o CONDUCT desenvolvido por Patankar (1991).
Foram feitos testes com dois problemas benchmark, com objetivo de testar a performance do
esquema proposto. Também aplicou-se a técnica para resolver um problema real e a solugao
obtida foi comparada com os resultados da literatura. Os resultados obtidos mostram que o
método difusional ¢ uma ferramenta eficiente para solucao de problemas convectivo-difusivos

bidimensionais transientes e ¢ uma técnica de facil implementagao.

Palavras chaves: M¢étodo difusional, convec¢do-difusdo, meios porosos, transporte de

poluentes, contaminacao de solos.
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ABSTRACT

The study of groundwater contamination involves understanding the relevant
mechanisms involved in the migration of pollutants (transport problems). Such problems are
governed by convection-diffusion equations whose numerical solutions can be obtained
through discrete techniques, when the problem is dominated by diffusion. However, when
such problems are dominated by convection, classical numerical techniques present
difficulties related to dispersion and numerical oscillations. The need for improving those
methods, mainly in the study of convective problems, can be assessed by several methods and
'ad doc' techniques that have been developed to solve this kind of problems. Such techniques
modify the parameters of the convective diffusive equation, fact that lead to solution mistakes
and to doubts about which problem is really being solved.

A recently developed technique, named diffusional method, proposes a
modification of the convection-diffusion equation to a purely diffusive equation, through
algebraic manipulation without losing the characteristics of the original equation, in such way
that the resulting equation can be solved by means of the classical techniques of finite
differences, finite volumes or finite elements.

This work develops the diffusional method to solve two-dimensional transient
convective diffusive problems by the finite volumes technique. The numeric algorithm had for
base the adptacdo of an existent program in the literature for the solution of problems purely
diffusives, CONDUCT developed by Patankar (1991). Tests with two benchmark problems,
aiming to investigate the performance of the proposed technique were made. Also, the
proposed technique was utilized to solve a real problem and the results obtained were
compared against the literature values. The results show that the difusional method is an
efficient tool and simple tool for solving transient two-dimensional convective diffusive

problems.

Keywords: Diffusional method, convection-diffusion, porous media, pollutant transport, soil

contamination.



CAPITULO 1. INTRODUCAO

O crescimento econdmico tem sido apontado como uma das principais causas de
deterioragdo ambiental. O progresso deveria implicar no cuidado com os recursos que
constituem a base de matéria e energia para os processos econdémicos € para a manutencao e
elevagdo da qualidade de vida no planeta (Ferreira, 1996). Entretanto, s6 recentemente a
consciéncia ecologica comecou a fazer parte do cotidiano deste planeta; a preocupacao
cientifica com a qualidade da agua e do ar, o aquecimento global, o controle da camada de
ozonio tem aumentado de forma exponencial nas duas ultimas décadas. O interesse pelo
estudo da camada saturada e ndo saturada do solo teve um aumento significativo em anos
recentes, em grande parte devido & preocupacdo com a qualidade dos ambientes sub
superficiais e subterraneos. Grandes problemas ambientais estdo diretamente relacionados
com a agua e tém recebido atencao de pesquisadores e responsaveis por politicas publicas em
todo o mundo (Rebougas, 2004; Agenda 21, 2006; Riosvivos, 2006).

A maior preocupacao diz respeito a avaliacao dos riscos envolvidos nos episodios
de contaminacdo. Algumas importantes fontes artificiais de contamina¢do sdo: os rejeitos
radioativos, os rejeitos de mineragdo, os lixos urbanos e os agrotoxicos (Thunvik et al., 1984;
Williams, 1992). No entanto, estas fontes que, em sua maioria, sdo geradas pelas atividades de
grandes empresas privadas e 6rgdos governamentais, em geral, ndo t€ém recebido a devida
monitoragao.

O estudo de contaminagdo da agua subterrinea passa pela interpretacdo dos
mecanismos relevantes envolvidos na migragdo do contaminante. Mesmo para os casos mais
simples, os processos envolvidos tendem a propiciar um estudo multidisciplinar, que exige,
apesar das dificuldades inerentes, a interacdo entre pesquisadores de dareas distintas,
caracterizando a abrangéncia desta linha de estudos (Ahuja, 1973; Bresler, 1973; Oduro el al,
1997; Bear, 1979; Montas, 1995).

Quando a agua se infiltra no solo, avanga verticalmente pela forca de gravidade,
através dos poros (espagos vazios) existentes entre os grdos até chegar ao reservatorio
subterraneo. A camada situada sobre o reservatdrio subterraneo € a zona nao saturada. Nesta
zona, os poros contém agua e ar; existem também, no reservatdrio subterraneo, regioes onde

todos os poros estdo cheios de 4gua, ¢ a zona saturada (Ferreira, 1996).



O reservatorio subterraneo ¢ denominado aqiiifero quando se pode extrair dele
quantidades apreciaveis de agua. As aguas subterrdneas constituem cerca de 95% da agua
doce de nosso planeta. Apenas 5% formam todos os rios, lagos e outros (Carvalho, 1997).
Esses nimeros mostram a importancia fundamental das 4guas subterraneas. Portanto, a
deterioragao das aguas subterraneas por efeito de contaminagdo, pode acarretar conseqiiéncias
imprevisiveis e custosas, alcancando, em alguns casos, efeitos irreversiveis. Essa
contaminagdo ocorre quando os agentes contaminantes chegam ao solo que, ao absorvé-los,
pode permitir que eles alcancem o aqiiifero.

O interesse pelo estudo da camada saturada do solo vem tendo um aumento
significativo nos anos recentes, em grande parte devido a crescente preocupagdo com a
qualidade dos ambientes sub-superficiais e subterraneo (Vogel et al, 1996). A disposi¢do sub-
superficial de elementos quimicos residuais as atividades antropicas, provenientes dos nucleos
urbanos, agricultura e industria, tem sido fiscalizada de forma cada vez mais critica pela
comunidade e o0rgdos ambientais. Fertilizantes e pesticidas aplicados em terras agricolas se
movem abaixo da zona radicular das plantas e podem contaminar lengo6is da 4gua subterranea.
O mesmo acontece com elementos quimicos toxicos presentes em esgotos domésticos e
industriais que sdo lancados em lagoas de decantagdo. Nos Estados Unidos, por exemplo, a
agua consumida em 1993 e 1994 por 53 milhdes de pessoas encontrava-se abaixo de padroes
minimo desejados de potabilidade (Brann, 1995, citado por Gurgel et al., 1995).

O uso de técnicas numéricas para a solu¢do de problemas complexos da
engenharia e da fisica ¢, hoje, uma realidade gragas ao desenvolvimento de computadores de
alta velocidade e de grande capacidade de armazenamento. Em fun¢do dessa disponibilidade
computacional, que cresce exponencialmente, o desenvolvimento de algoritmos para a
solugdo dos mais diversos problemas tem recebido enorme atengdo dos analistas numéricos. A
ampla aceitacdo dos modelos numéricos pela comunidade interessada na solugdo desses
problemas explica-se pela grande versatilidade e relativa simplicidade de aplicagdo destas
técnicas (Maliska, 1995).

Na década de 70 tornou-se freqiiente o uso de modelos numéricos para simular o
escoamento de fluidos e o transporte de massa na camada saturada e nio saturada do solo
(Van Genuchten, 1980). A literatura mostra o esfor¢co aplicado no desenvolvimento destes
modelos (Freeze, 1971; Pinder, 1973; Bresler, 1973; Vauclin et al., 1979; Zhang et al., 1993;
Gurgel et al., 1995; Vogel et al., 1996).

Até o inicio dos anos 80, os métodos de Diferencas Finitas (MDF) e Volumes

Finitos (MVF) (Patankar, 1980; Lapidus & Pinder, 1982; Hirsch, 1988; Hoffman, 1992;)



predominaram como técnicas para solucdo de problemas convectivo-difusivos. Entretanto
estas técnicas eram aplicadas a problemas que envolviam geometrias relativamente simples.
Com o desenvolvimento dos métodos de Elementos Finitos (MEF), para solucdo de
problemas convectivos difusivos, (Hughes, 1978; Segerlind, 1984, Zienkiewicz et al., 1984 ¢
Zienkiewcz e Taylor, 1989, 1991), este método passou a competir com os demais métodos
numéricos.

A necessidade de aprimoramento desses métodos, principalmente, no tratamento
de problemas predominantemente convectivos, levou ao desenvolvimento de novas técnicas
de interpolagdo. Visando solucionar ou minimizar os problemas de falsa difusdo e oscilagdes
numéricas, diversos esquemas de interpolacao foram criados. Entre outras estao:

e Esquema exponencial (Raithby e Torrance, 1974);

e WUDS — Weighted Upstream Differencing Scheme (Raithby e Torrance, 1974);

e Hybrid Schemes (Patankar and Spalding; 1970, citado por Patankar, 1980);

e Power-Law Schemes (Patankar, 1980);

e Streamline Upwind Petrov-Galerkin (Brooks e Hughes, 1982);

e Monotone Streamline Upwind (Rice and Schnipke, 1985; Schnipke and Rice, 1985,
1987);

e Segregated Streamline Upwind (Shaw, 1991; Créspo, 1994);

e Consistent Approximate Upwind Petrov-Galerkin (Galedo & do Carmo, 1988;
Almeida & Galeado, 1996).

As técnicas citadas acima ndo conduzem a solucgdes satisfatorias para problemas
bidimensionais e exigem manipulagdes “especiais” para varios tipos de problemas, mesmo
unidimensionais. Outras metodologias tém sido desenvolvidas objetivando a solucdo de
problemas convectivo-difusivos em regime transiente. Dentre elas, podem-se citar as técnicas
de acompanhamento de particulas: adaptativa (Neuman, 1984); adjustable hidden fine-mesh
approach (Yeh, 1990) e adaptativa modificada (Zhang et al., 1993). Entretanto, novamente,
encontram-se dificuldades para a extensao a problemas bidimensionais e tridimensionais.
Todas essas aproximacdes conduzem a solugdes unicas e sao feitas por meio de
manipulagdes, solug¢des ‘ad doc’, que modificam alguns pardmetros da equagdo convectivo-
difusiva, o que pode conduzir a erros de solugdo e duvidas quanto ao problema que realmente
se esta resolvendo.

Com o avango da tecnologia computacional, os métodos numéricos de solugao

aproximada das equagdes diferenciais parciais t€ém se mostrado bastante eficientes tanto em
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relagdo a acuracia quanto em relacdo ao tempo de processamento. Recentemente, Fortes
(1997) propos o método difusional para a solucao equagdes de convecgao-difusdo transiente,
obtendo solugdes otimas' para aplicagdo em problemas unidimensional transiente. O método
difusional consiste basicamente, na manipulacao da equagao de convecgao-difusdo de forma a
transforma-la em uma equacdo puramente difusiva. A solu¢do da equacgdo de difusdo ja se
mostrou eficiente e de facil aplicagdo para os métodos de MDF, MVF e MEF em problemas
uni e bidimensionais.

Entretanto, sabendo-se das dificuldades ainda existentes para obtencdo de
solugdes Otimas para problemas de transporte convectivo difusivo, desenvolveu-se este
trabalho com os seguintes objetivos:

e apresentar o desenvolvimento de uma metodologia para a solugdo de problemas
convectivo-difusivos bidimensionais em regime transiente, o método difusional;

e implementar numericamente esta metodologia, usando por base a modificacdo de
algoritmos, conhecidos na literatura, que resolvam a equac¢do de conducdo/difusao,
em particular o uso das bases do CONDUCT algoritmo desenvolvido por Patankar
(1991), usado na solugdo de problemas bidimensionais transientes de condugdo de
calor;

e aproveitar a maior performance dos computadores atuais (velocidade e capacidade
de armazenamento) e a otimizacao do algoritmo CONDUCT, e aplicar refinamentos
sucessivos as malhas fazendo desta forma uma solucdo cada vez mais acurada;

e apresentar solugdes de problemas padrdes (benchmark) puramente convectivos,
obtidas com a aplicacdo do método difusional e comparar com outras solugdes
numéricas disponiveis na literatura.

O objetivo especifico deste trabalho ¢ avaliar o desempenho do método difusional
na solucao de problemas bidimensionais transientes de dispersdo de poluentes em solos
saturados. Para tanto, os resultados obtidos com a aplicacdo do método difusional serdo

comparados com os obtidos na literatura.

! Solugdes otimas sdo solugdes que se aproximam e possuem um comportamento parecido com os da solugio da
exata.



CAPITULO 2. 0 METODO DIFUSIONAL BIDIMENSIONAL

2.1 - Metodologia Numérica

Nos ultimos anos houve muita controvérsia e confusdo sobre a adequagdo (em
termos de acurdcia e estabilidade) de tratamento numérico de problemas de adveccao
(conveccao-difusao). Varios esquemas foram propostos € varios outros continuam a aparecer,
como pdde ser visto no capitulo 1. O método difusional aborda um novo enfoque na tentativa
de solugcdo de problemas de advecgdo, através da modificacdo da equacdo convectivo-
difusiva, utilizando as solugdes convencionais para solugdes de problemas difusivos, sem
forgar adaptagdo de solugdes numéricas, do tipo upwind, hibrido, lei de poténcia e outros
(Fortes, 1997).

O método difusional ¢ um conceito simples e natural, recentemente introduzido
como uma ferramenta para solugdo de problemas envolvendo equacdes convectivo-difusivas
transientes multidimensionais (Fortes, 1997). Este método baseia-se no fato de problemas
difusivos lineares e ndo-lineares (problemas elipticos e parabdlicos) poderem, em geral, e na
auséncia de fortes ndo-linearidades, ser resolvidos por meio de quaisquer métodos numéricos
classicos, tais como, Diferencas Finitas, Volumes Finitos ¢ Elementos Finitos. A idéia basica
¢ transformar uma equagdo convectiva-difusiva, em uma equacdo puramente difusiva. O
desenvolvimento do método difusional para problemas de transporte bidimensional transiente
inicia-se a partir da equagdo de conveccdo-difusdo bidimensional transiente na sua forma

classica dada por:

0., %_[ﬁr 09,0 aﬂw:o o

o ox oy |ox Tox oy oy

sendo ¢ a variavel dependente, u e v sdo as componentes da velocidade em x e y

respectivamente e /¢ e /7y sdo os coeficientes difusivo emx e y € O o termo fonte.

Partindo da equacdo 2.1, tém-se as seguintes igualdades:
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(2.2)

(2.3)

Nas equagdes 2.2 e 2.3 os termos da esquerda representam respectivamente, 0s

termos convectivo e difusivo da varidvel de interesse @ nas diregdes x e y. Resolvendo-se a

equagao 2.2, derivando o lado direito da mesma e considerando o coeficiente de difusdo na

diregdo x, /', constante tem-se:

R P R AT
ox Ox Ox ox ox ox Ox

Comparando-se os dois lados da equagdo e reorganizando tem-se:

u=ar, B, 1 _ 4 B
ST Ox I Ox

1= AB A ——
* B

Substituindo a equagdo 2.6 na equagdo 2.5 tem-se:

u 1 0B,
r B ox

Separando-se as variaveis e integrando, obtém-se:

v=—[Ldx—>m B, =[x
0 Orx BO Orx

r B

X

—jidx =deBx —1nB,
0" x B,

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

2.8)



j; 2y
B,=B,.e""
(2.9)
fi
A4, = —¢ ;
B 0x
sendo By constante. Analogamente, para y tem-se
oo
B, =B,e""
(2.10)
[7
— e oY
4, = ;
y B 0y
Substituindo as equacdes 2.2 ¢ 2.3 em 2.1 tem-se:
6¢+A —|I'.B,— 8¢ Ay LB, — 6¢ +0=0 (2.11)
ot T ox ox oy oy

Das equagdes 2.9 e 2.10 em 2.11, e rearranjando tem-se a seguinte forma da

equagao de difusdao convecgado bidimensional transiente:

j ot a4 | 1w a4 54
9 _Jn" 0 [.em 99 9 " 99 +0=0 (2.12)
ot ox Ox oyl oy

E importante ressaltar que a aplicacdo de técnicas numéricas a equagdo 2.12
retornard a forma anterior da equagdo de convecgao difusdo. Logo, uma forma equivalente

sera obtida multiplicando-se a equagdo 2.12 por:



X Yoy
1 Lax —]=—dy
0

Assim, a nova forma “difusional” para a equacdo de conveccdo difusdo

bidimensional transiente sera:

y

e

e

_JIL 7;|\;idx ,fldx —f—dy
}{a;;s Q} e Dt Q21T O T 00 g (213
oy

Ot ox| * Ox oyl

Tendo por base o acima exposto, observa-se que a equagdo 2.13 apresenta a forma
difusional da equacdo convectivo-difusiva bidimensional transiente, e possui uma estrutura
semelhante a uma equacao bidimensional transiente de difusdo. A solugdo de problemas de
difusdo (problemas eliptico e parabdlico) pode, em geral, e na auséncia de uma forte ndo
linearidade, ser obtida de maneira acurada por meio de algum método numérico cléssico, tais
como Diferengas, Volumes e Elementos Finitos.

As principais vantagens desta metodologia sdo:

e A equacdo 2.13 foi obtida de forma natural, sesm nenhuma consideragao
relativa a algum método numérico. Em outras palavras, a formulagao acima ¢é
independente do esquema numérico a ser utilizado;

e A equagao 2.13, pode ser aplicada para problemas lineares e nao lineares,
fluxos compressiveis e incompressiveis;

e A equacgao na forma difusional 2.13 ¢ igual a equacdo de conveccao difusao
2.1;

e O método difusional pode ser aplicado para qualquer ordem de polindmios de
interpolacao;

Esta metodologia pode ser estendida a problemas tridimensionais.

2.2 Aplicacio de Volumes Finitos a forma difusional da Equacio Bidimensional de
Conveccao-Difusao Transiente

A aplicacao do Método de Volumes Finitos (MVF) a problemas que envolvem as

equacdes de convecgdo-difusdo ¢ relativamente direta e conduz a resultados satisfatorios



quando o problema ¢ dominado pela difusdo. Entretanto, para problemas dominados pela
convecgdo, as solucdes numéricas apresentam erros de falsa difusdo e dispersao numérica
(Fortes e Ferreira, 1998). Uma alternativa para resolver ou minimizar esses erros consiste na

aplicacao do MVF a equagdo de convecgdo difusdo na forma difusional equacao 2.13.

Seja um volume de controle dado por:

(B )w (8x)e
:/(sx)/z\ (8,)/2 E

S IR S e [l RN - \
(8,2) I : :

(8y)s

Figura 2.1 — Volume de controle bidimensional.

A forma difusional bidimensional da equacdo de convecgdo difusdo transiente €

dada por:

ot

e Ie?®

hndﬁln”’y}{w&}‘eérﬁi RS P s el PR
ox Ox |’

99 |_
5 =0 (2.14)

Assumindo u/I; e v/I}, como constantes ou uma média dentro do intervalo de
integracdo, L, e L, comprimentos caracteristicos nas dire¢des x € y, respectivamente, entdo, os
termos dos expoentes da equacdo acima podem ser escritos em fun¢do do nimero de Peclet

local (P = uL,/21, na dire¢do de x ,e P, = vL,/2[;, na diregdo de y), ou seja:
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[ ar=2x _u 2L, ful, ) x _2Px (2.15)
)T, r," |, T 2L o, | L. L,
y ’ 2L vl 2P
jldyzly =Ly. y=2.£ y}.lz_yy (2.16)
)T, r,” |, I,” 2L or, ) L, L,

Finalmente, substituindo as equagdes 2.15 e 2.16 na equacdo 2.14, chega-se a

seguinte forma para a equacdo de convecgao difusdo:

—{Z'Px.x+2.Py.y} a —ﬂ,y a _ﬂ.x a —ﬂr a *ﬁy a
el b {—¢+Q}_e b Z|Te L A Ce ™ 91 9 (2.17)
ot ox Ox oyl - oy

Inicialmente integrando a equagdo bidimensional difusional permanente (d¢/dt =

0), em relacdo a x e y tem-se:

2.P‘, 2P 2P Z.P‘,
- ——x -——x -
ey e e, o

ox ox oyl oy

T I : n 22 dx.dy =0 (2.18)
o { QLX‘“LL}} 0] )
I

Integrando-se a equacado 2.18, dividida em trés partes [, Il e III tem-se:

2 =y

n Z'Pyy a 72.& a¢
I=[[{-e® Lre = 2L ixa 2.19
! Gx( x Gx} ly (2.19)

Integrando-se a equacdo 2.19, em x tem-se:
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(2.20)

Aplicando-se diferengas centradas em o/, obtém-se:

%e _% _% _ ¢E_¢p _ Pp — Dy
_ — (2.21)
ax w 8x e ax w (5x)€ (&)W
o -0 . N
Da figura 2.1 tem-se que X, = 7" e X, = > +, e substituindo a equagao 2.21

na 2.20 obtém-se:

Sabendo que L, = ¢, e simplificando a equagao 2.22, tem-se:

I= j - ezf ’ [(erp‘ (%:)qu D - (erp-‘ (qj&:i L4 D] dy (2.23)

CONSTANTE EM RELACAO A Y

2.7,
L, 7
{e v }dy (2.24)

O proximo passo € fazer a integracdo em relagdo a y, ou seja, resolver a equacao:

Integrando-se em y tem-se:
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2.P,
n Yy
I, = j —e ldy (2.25)
2P o 2P
Para isto, faz-se y = —2 Y , cuja derivada em relacdo a y é: du =—2,
y Yy Ly
Assim, a integral pode ser escrita como:
" 2Py +5, /2
_—Ly Ineu-du:— Y ot :_Ly L
g 2P % 2P, 2P,
s -5,/2
’ (2.26)
2P5, 2P,5,
L_V L2 L2
= — . —e
2P,
Como L,= ¢,, simplificando a equagdo 2.26 tem-se:
; 2.P, I 2P,3, 2P,5, I
.y -
I =[{-e® ldy=—-=Lie " —eb? |2 e =" 2.27
Analogamente, para a direcdo x tem-se:
2.P,
o zF L _
]x_J{eL‘ }dx—zg) -(e P*—eP*) (2.27a)

Substituindo-se a equagdo 2.27 na equagao 2.24, chega-se a seguinte expressao:

I= |:(er1)‘ (%:fp D _ [erpr [¢f§: )¢W m 2pr .(e'f’y e ) (2.28)

Analogamente, para o termo II da equacao 2.18 tem-se:

2.P P
ne =X x B
[I:II —eh 9 Ce ™ % dx.dy (2.29)
a oy| Oy
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Integrando o termo II (equagao 2.29), simplificando e substituindo a equagao

2.27a na equacao resultante tem-se a seguinte forma anédloga a equacao 2.28:

B 2l =0 || r,| o — &g L, (-» »p
Ir = (Fye (WJ] (Fye ( G B " e —e™) (2.30)

Integrando-se o termo fonte (III) da equacgdo 2.18, e considerando Q (termo fonte),

constante dentro do dominio de integragdo tem-se:

ne

I = H [ " JQ dx.dy =

e _[ 2.P, 'J’J 7[2 P, x]
Ly Lx
0. j j e e dx.dy (2.31)
sw Constante Constante
em relacao em relacao
| ax ay

Portanto tem-se:

1l = ” [TP 2LPJQ dx.dy = Q. je[ip jaryj (” jx (2.32)

s w N

Substituindo as equagdes 2.27 e 2.27a na equacgao 2.32 tem-se:

=0 PLP [ - )™ —e™) (2.33)

Finalmente, substituindo as solu¢des de I (Equagdo 2.28), II (Equagdo 2.30) e III

(Equacao 2.33), na equacao 2.18 chega-se ao resultado final da integragao dada por:
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[ -P, P — P _ P, b = by Ly B _ b
e e e e

¥ eﬂ[%( T N[r[gb _ﬂ | et e ) (34)

5 5,),

Y/n

Multiplicando-se a equagdo 2.34 por ( — )( e — ) chega-se a:
e " —e —e 7

et [re e ()
W J] (2.35)

Simplificando a equacdo 2.35 chega-se a seguinte forma:

2P.L,T, o P9, _on Pp— Py
ie_PX —el ) (5x )e (§r )w

+2.Py.Lx.Fy o P by -9, P P — 4, +O.L.L, =0
W) T_ré‘y (5yjs Y

n

(2.36)

Reorganizando a equacdo 2.36 de forma a explicitar os coeficientes das variaveis,

tem-se:
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2P.LT, (e = " et e

XUy x — -
(e —eh )[((g ), e (5,). g (6.), o ©.), ¢WJ (2.37)
+2.Py.Lx.Fy e_Py ¢ _ e‘Py ¢ B ePy ¢ + er ¢ +QL L :O |

(e_P"' —e P'v ) (5)7 ) n ! (5}1 ) n ’ (5)’ ) K ’ (5}' )S ’ o
Explicitando os coeficientes das variaveis tem-se:

2P.LT, (" e e e

XUy x —
(e — e )((@ ). v ((@ ). ' (6.), }bp ’ @), ¢W} (2.38)

2P .L.I e_P«" e_Py ePy er
+ ,Py x Py . Oy — + &y + ¢ |+O.L.L, =0
(e T —e y)((é‘ ) [(5 )n (5 )SJ (5 ) J

y Y/s

Reorganizando a equacdo 2.38, de forma a explicitar os coeficientes das variaveis

@, chega-se a seguinte forma:

2R .Ly .Fx e_R‘ ePX 2Py .Lx .Fy eip" ePy

=) G, e, [ =) ) T L |
2P.L,.T, e 2.P.L,T, e 2.P.L.T, B
(o () ) (I e )((ay ] ]"’N 239
2.P. LI B
+ (e_é x pf){ (2 ] };ﬁs +Q.L.L, =0
Vs

Seja a forma esquemadtica cldssica da equagdo de difusdo bidimensional

discretizada por aplicag@o de volumes finitos descrita por Patankar (1980 e 1991) dada por:

apPp =ap.P +ay,.@, +a,.P, +ag.P; +b (2.40)

Fazendo analogia entre as equacdes 2.39 e 2.4, pode-se representar a €q.2.39 na

forma cléssica da equagdo de Patankar por:



apPp =ap. Py +ay P, +ay Py +agps+b

_ 2aLy .Fx e_PX
e =) ),

com

Q=8=S+Sp0p
entdo

b=S..L.L

C=x""y

ap,=dag+ay+ay+ag—S,.L.L,

(2.41)

16
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2.3 Aplicaciao de um Esquema Hiperbolico para Equacio Bidimensional de Convec¢ao-
Difusdo Transiente na Forma Difusional.

A avaliagdo das aproximagdes em termos de exponenciais oferece dificuldades
para determinadas faixas do numero de Peclet (em moddulo). Isto se deve as limitagdes do
calculo computacional e podem levar a problemas numéricos como, por exemplo, a divisdao
por zero (overflow). Este problema ¢ contornado utilizando-se um modelo hiperbdlico (Fortes
e Ferreira, 1999 e Zienkiewicz , 1989). Para tanto, define-se uma variavel a, como sendo:

Seja o € o, definidos como:

Otxzcoth|Px|—L
| £, |

(2.42)
1
a,=coth|P |———
y y |PV|

Através de diversas manipulagdes com o auxilio do software Mathcad, obtém-se,

4 ~ 2P -2P ~aa
através da equagdo 2.42, os valores de e” e ¢, em relagdo a x como:

2P = Pla,+1)+1

C P(a,-1)+1
(2.43)
o2 P(a,-1)+1
P(a, +1)+1
e em relagdo a y como:
o, _ P(a,+D)+1
P (a,-1)+1
(2.44)

o P(a,-1)+1
P(a,+1)+1

Manipulando a equacdo 2.41 tem-se:
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_ 2P LI\ 2P (LT,
( J (6.), (IJ (6.), (2.45)

Substituindo as equagdes 2.43 em 2.45, tem-se:

2P (LT,) 2.P, LT,
aE_(le“’X)((ﬁx)J_[lPx<ax+1)+1][( x ej_
P(a, =D+
(2.46)

2.P,

LT,
P(a,~1)+1-P(a +D)-1)(5,),
Px(ax—l)+1

Fatorando a equacao acima se tem:

E

__ 2P(P(a,-D+1) (LT} 2P(P(a,-D+1)(L,T, (2.462)
_anx_P)c+1_P)cax_Px_1 (§x)e - _2Px (5):)5» .

Simplificando tem-se:

X

(P(a,—1)+ 1)(Ly L ] (2.46b)
aE == X x °
(5 )e



Analogamente para aw, ay € ag tem-se:

B~

I
a, =—(P.(a, —1)+1)[ gx):

oY

—

5)5 )W

L.I

b4

a, =—(P,(a, _I)H{@LT

)(L FJ
a, =—(P.(a, +1)+1) =2

~

ag =—(P,(a, +1)+1{Z5x—'rﬂ

2.3.1 Anélise do valor de a

19

(2.47)

Os valores de o podem ser aproximados por um modelo hiperbolico em termos

exponenciais conforme o valor de Peclet (em modulo) da seguinte forma:

| P|> Limte Superior = o= (1 —éj.[sinal(P)]

- . 1
0.1<|P|< LimiteSuperior = o =coth|P |-—

| P

P <01 = a =

w | g

(2.48)

A aplicagdo do modelo hiperbolico possibilita contornar as limitagdes em relagao

ao valor de Peclet sem prejuizo da acurécia dos resultados. As aproximagdes exponenciais €

hiperbolicas sdo equivalentes e, evidentemente, levam aos mesmos resultados. Os parametros

que fixam o limite superior (Limite Superior) variam de autor para autor (Barreto, 2004). Uma

analise de duas dessas variagdes mostra que as aproximacoes se equivalem.
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Figura 2.2 — Aproximagao dos valores de a.

A figura 2.2 mostra a comparagdo dos valores da solucao exata de « em relagao
ao Peclet, comparado com a aproximacao onde o Limite Superior ¢ igual a 6 (Fortes e
Ferreira, 1999 e Zienkiewicz, 1989), e 700 (Barreto, 2004). Os resultados sdo equivalentes,
visto que as trés equagdes se sobrepdem. Neste trabalho foi utilizado o valor do Limite

Superior de 6.

2.4 A soluciao transiente para Equacio Bidimensional de Conveccao-Difusdo na Forma
Difusional.

Depois de obtida a discretizacdo espacial, a aproximagao para a parte transiente da
equagao de conveccao difusdo ¢ obtida integrando-se a equagdo 2.17 em relacdo a x, y e ¢

(tempo) que fornece:
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Integrando a parte fixa da equacdo 2.50 em relacdo ao tempo tem-se:
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Resolvido na equagdo (3.41)
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(2.49)

(2.50)

(2.51)
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Resolvendo a parte variavel em relagdo ao tempo da equagao 2.50 em fungdo de x

ey, tem-se:
2.P. 2P
t+Atn e —["',x-k"",xj t+At
L.L _ _ _
J‘ _” e Lo L .%dx.dy.dt: J‘ x2Y .(e Fo_ el )(e P_e B").%dt (2.52)
AR ot | 4P P dt

Igual a solugéo do
termo fonte Q em
relagioaxey,
Equagao 3.33

Resolvendo a equagdo 2.52 por uma aproximagdo no tempo por diferencas

centradas tem-se:

’]-Atlz L.L, '(e—PX s )(e‘Pv —e P ):|%dt =

4PP 253
l: L.Ly .(e_PX —e” )(e_P" —e " )}(% ~#p)

y
4.P.P,

onde ¢, representa a propriedade no ponto P no tempo atual ou seja no tempo ¢ + Az, e ¢p0
representa a propriedade no ponto P, no tempo anterior z.

Dividindo-se as equagdes 2.51 e 2.53 por At, tem-se que a equagdo 2.51 passa a
ter o formato da equacao 2.18 cuja solucao ¢ dada na equagdo 2.41, e a equacao 2.53 ¢ dada

por:

t+At
l: Ly-Ly .(e_PX —eh )(e_Py —eh ):l%dti =

4.P..P, dt At
. (2.54)
L..Ly (e_p P (e—a ~ —P) (4, —¢p)
4.P.P, At
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t+At n e —[2 £ 2P‘xJ a¢ 1 (¢ _¢0)
[ []]e L I Zixdydt.— =L, Ly ~2—7P) (2.55)
L ew ot At At

Das equacoes 2.38 e 2.55 tem-se:

(¢p_¢12) 2.P.L, T, L e " n el J
Lx.Ly' At (e Py _ex)( )¢E ((5x)e (5X)WJ¢P (5X)W¢W

NS LN A { ﬂ’+e%J¢+-Jv¢ LOL.L =0
(e—P,, _eRV) (5y)n ! ( y)n (5y)s ’ (5y)s ’ Y

(2.56)

Rearranjando os termos e colocando na forma classica tem-se:

L.L _2PLF[ L ]¢ 2PnyFy[ +6}J¢_
HA}_/. ! (e_PX _er) (5x)e (5x)w ’ (e_Py _ePy) (5)/),1 (5y)s ’

ap

_2P.LT, eh _2P.LT, e (2.57)
e e )(( 5.7 6, %j = —epv){@ REH) "’S}

oL.L + g o
+O.L L, + 20 =
YA T

HK_J

0
ap

Aplicando-se o esquema de aproximacao hiperbdlica das equacdes 2.47, sobre o

resultado da equacao 2.57, pode-se escrever:

apPp =a,.P. +a, .9, +a,.P, +asps +b (2.58)

(P( 1)+1)(LY'FXJ (2.58a)

a, =—\P(a,— - .S38a
(6.,

=—(P 1) Lol 2.58b
Ay =— x(ax+ )+ é‘x)W ( . )

run
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ay =-(P,(a, -1)+ 1{%} (2.58¢)

ag =—(P (@, +1)+ 1{%-%] (2.58d)

b=Q.L, L, +abg
como
0=5=5.+S,4,

(2.58¢)

entdo

_ 0 40
b=Sc.L.L,+apdp
a,=a,+a, +a,+a;—a, =Sp.L..L,

L.L,
At

0 _
ap =

Os resultados obtidos nas equagdes 2.58, foram adaptados, ao programa
CONDUCT, programa de volumes finitos, de conducao bidimensional transiente descrito por

Patankar (1991).

2.5 Adaptacao do Método Difusional Bidimensional Transiente, Através da Modificaciao
do Programa CONDUCT

O programa CONDUCT foi desenvolvido por Patankar (1991) com a intencao de
analisar a conducdo de calor e a transferéncia de calor em dutos. Por essa razdo, para o
programa de computador foi dado o nome de CONDUCT, que significa CON, condugdo e
DUCT, fluxo no duto.
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O CONDUCT foi projetado para a solugdo de equacao diferencial parcial de
conducao de calor. Ele pode calcular a distribuicdo de quantidades escalares tais como, a
temperatura na equacao de conducdo de calor, a concentra¢do na equagdo difusdo de massa, a
velocidade e a temperatura em um escoamento totalmente desenvolvido em dutos, todos os
fenomenos relacionados as equagdes de difusdo bidimensional.
O CONDUCT foi desenvolvido para utilizar trés sistemas de coordenadas
bidimensionais, sendo:
e C(Cartesianas (X,y);
e Axissimétricas (X,r);
e Polares (0, r).
O programa ¢ ideal para aplicagdo em dominios regulares em que possam ser
aplicados esses sistemas de coordenadas.

O CONDUCT ¢ construido em duas partes: uma parte fixa (invariant) e outra adaptagdo
(adaptation). A parte fixa (invariant) contém todos os esquemas de célculos gerais, que sao
comuns para todas as possiveis aplicagdes e com todas as restri¢des do problema. Esta parte ¢
escrita sem nenhum conhecimento prévio ou pressuposi¢do sobre algum detalhe particular dos
problemas a serem resolvidos. Normalmente a parte fixa ndo sofre nenhuma modificacdo na
solugdo de qualquer problema. A parte adaptacdo (adaptation) proporciona as especificagdes
necessarias aos problemas a serem resolvidos, aqui os detalhes dos problemas tais como
geometria, propriedade dos materiais, fonte de calor, condi¢cdes de contorno, impressdo de

resultados sdo implementados (Figura 2.3).
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Figura 2.3 — Fluxograma do CONDUCT

Uma descri¢do sucinta do fluxograma mostrado na Figura 2.3 ¢ dada a seguir:
A parte adaptativa ADAPT ¢ dividida em:
e Sub-rotina GRID: Chama as sub-rotinas ZGRID e EZGRIG, que definem
a malha dentro do dominio de integracao;
e Sub-rotina BEGIN: Define os valores das variaveis e o tipo de condi¢do de
contorno (Fluxo, prescrita e derivativa);
e Sub-rotina OUTPUT: Imprime os resultados;

e Sub-rotina PHI: Define as variaveis.

A parte Invariant ¢ dividida em:
e Sub-rotina DEFLT: Inicializa as varidveis.
e Sub-rotina READY: Calcula as diversas quantidades geométricas, que sao
utilizadas no restante do programa;

e Inicio do Looping:
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o Sub-rotina OUTPUT: Definida no ADAPT;
o Sub-rotina HEART: Implementa o sistema de equacao e condicdes de
contorno, chama as sub-rotinas PHI e SOLVE.

o Sub-rotina SOLVE: resolve o sistema de equagdes pelo método

TDMA.

2.5.1 Adaptacdo do CONDUCT, para o Método Difusional

A adaptagdo do CONDUCT pelo Método Difusional Bidimensional Transiente
inicialmente parece ser simples fazendo-se apenas algumas alteragdes na parte fixa (invariant)
do mesmo.

Partindo-se das equagdes 2.58 tem-se:

apPp =a,.P. +a, .9, +ay.P, +asps+b (2.59)

(P.(a, 1) +1) [LY'FXJ (2.59a)

a, =—\L(a, — 9%
(6,).

. v
JAIMPLEMENTADO

LT
a, =—(P(a, +D+1) K( d )xj (2.59b)

JA IMPLEMENTADO

a, =—(P,(a, -1 +1) G‘é—rﬂ (2.59¢)

. v
JAIMPLEMENTADO

ag =—(P,(a, +1)+1) [%} (2.59d)

¢ N
JAIMPLEMENTADO

b=QL, L +a,4, (2.59%)
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em que Q pode ser definido como:

Q=8=8.+S,.4p
entao

b=S..L, L, +add (2.59f)

JA IMPLEMENTADO

— 0
ap=ag+ay, tay+as—a,-S,.L L,

JA IMPLEMENTADO

No entanto, quando da adaptagdo do CONDUCT, diversos problemas ocorreram,
0 que ocasionou diversas modificagdes no algoritmo, que mudaram substancialmente as
formas originais do programa. Tais modificagdes sdo listadas abaixo:
1. Transformacao de todo o programa que foi escrito em precisao simples para
dupla precisao;
2. Visando simplificar a implementa¢do das condi¢des de contorno, modificou-se
do sistema de coordenadas de Pratica B> para Pratica A, definidas por
Patankar (1980).
3. Redefinicdo das condicdes de contorno na sub-rotina HEART.
4. Criagdo de um sistema de transformacdo de coordenadas locais para global.
5. Implementagdo de um novo resolvedor de matriz resultante de TDMA usando
um resolvedor direto JORDAN.
Portanto, apds todas essas modificacdes criou-se uma rotina com o formato do
CONDUCT, mas, sem as caracteristicas iniciais do mesmo. Este programa que sera daqui por

diante, neste texto, denominado CONDUCT MODIFICADO.

? Pratica A: Tragam-se os pontos nodais e depois se tragam os volumes de controle.
Pratica B: Tragam-se os volumes de controle e depois se colocam os pontos nodais



29

2.6 Parametros considerados na aplicaciao dos problemas

2.6.1 Analise do ntimero de Fourier

O numero de Fourier (Fo) ¢ um tempo adimensional muito utilizado para
caracterizar problemas transientes, sendo conhecido como numero de difusdo (Hoffman,
1992). Em problemas envolvendo transporte de massa, o numero de Fo representa a razao

entre a taxa de difusao de massa e a taxa de acumulo de massa e € definido como:

(2.60)

sendo 7, o coeficiente de difusdo na dire¢do n, At o intervalo de tempo e L, a dimensdo
caracteristica do volume de controle na direcao n.

Em problemas envolvendo convecg¢ao-difusdo, o nimero de Fourier determina a
velocidade de convergéncia. A relagdo ideal entre o numero de Peclet (Pe) € o numero de

Fourier (Fo) ¢ mostrada na Tabela 2.1 (Barreto, 2004).

TABELA 2.1
Relagao ideal entre Pe e Fo para a convergéncia
Tipo do Problema Valores de Peclet Valores de Fourier
Problema difusivo dominante Pe <0,1 Fo=1.0
Problema intermediario 0,1 <Pe<10 Fo=0,7¢0,8
Problema convectivo dominante Pe>10 Fo=0,5

2.6.2 Teste de malha

O teste de malha consiste em se fazer refinamentos sucessivos nas malhas de
modo a se obter, a cada refinamento, uma solugdo mais proxima da solucdo real até que o

proximo refinamento ndo gere uma solugdo mais acurada que a anterior.
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2.6.3 Critério de convergéncia

Foram criados dois critérios de convergéncia:

e O primeiro critério ¢ definido pelo médulo da diferenga entre a solu¢ao no
tempo anterior e atual, o maior valor da diferenga entre todos os pontos

nodais devera ser menor que um erro estipulado (¢ = 1 x 107", ou seja:
|¢ —¢°|<e onde e=1x10"° (2.61)

e O segundo critério ¢ definido por:

__ 40
‘¢ ¢ <& ondeg =0,001 (2.62)

¢

2.6.4 Ndo Linearidade e Relaxacdo

Alguns problemas a serem resolvidos pelo CONDUCT MODIFICADO podem

possuir ndo linearidades. Portanto, os coeficientes obtidos nas discretizacdes dependem da
varidvel g, que pode influenciar outros coeficientes de @. Para abordagem deste tipo de

problema pode ser necessaria a implementacdo do uso de um coeficiente de relaxacao que
determina que esta influéncia seja amortecida e incrementada lentamente. Esta influéncia

pode ser definida pela equagdo 2.63.
¢=a;¢; +(a; -1)¢;_, onde0<¢; <1 (2.63)

No caso dos problemas abordados, o coeficiente de a foi sempre considerado

igual a 1, ndo foi aplicada relaxacao.
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2.7 O esquema vetorial a montante (direcional), (Barreto, 2004).

A aplicagdo do método difusional para a solugdo da equagao de convecgao difusao
unidimensional apresentou excelentes resultados, mesmo para problemas convectivo
dominantes (Fortes, 1997; Fortes e Ferreira,1999). Sabe-se que em situagdes unidimensionais
a direcdo do escoamento coincidird com a direcdo da linha formada pelo ponto nodal (P) e
seus vizinhos (W, E).

Para a solugdo de problemas bidimensionais, sdo utilizadas as contribui¢des dos
quatro pontos nodais (W, E, N, S), vizinhos ao n6 analisado (P), para a formag¢do da matriz de
rigidez, ver figura 2.1. Estes nds situam-se sobre um sistema de coordenadas cujos eixos nao
estardo, obrigatoriamente, na direcdo do escoamento.

O esquema vetorial utiliza a dire¢do do vetor velocidade no ponto nodal P para
definir um novo sistema de coordenadas, cujo eixo x se posicionard alinhado com a dire¢do do
escoamento. Assim, realiza-se uma rotagdo do sistema de coordenadas em torno do ponto P,
ver figura 2.4. Esta modificacdo visa situar os pontos nodais vizinhos (W, E) exatamente na
dire¢do do escoamento, como acontece em problemas unidimensionais.

Além disto, ¢ necessario garantir que somente os pontos nodais vizinhos na
dire¢do do escoamento (W, E) contribuam com a parte convectiva na formagao da matriz de
rigidez. Este objetivo ¢ implementado através do valor adotado para o nimero de Peclet. Para
a dire¢dao do escoamento, o numero de Peclet (Py;,) sera avaliado utilizando-se o modulo e o
sentido (sinal) do vetor velocidade no ponto P (V ), o comprimento do volume de controle

nesta dire¢do (Ly;) € o valor do coeficiente de difusdo na dire¢cdo do escoamento (I';, ). Para a

dire¢do perpendicular ao escoamento, assume-se que a componente da velocidade nesta
diregdo sera igual a zero, logo o valor de Peclet serd também igual a zero (Ppe,=0). Desta
forma elimina-se a contribuigdo convectiva dos pontos nodais vizinhos localizados sobre o
eixo perpendicular a direcdo do escoamento (S, N).

Portanto, baseando-se nas condi¢des descritas acima, os valores dos coeficientes

dos pontos nodais vizinhos ao n6 P serdo obtidos por:

ag =[Py (e —1)+1} Larlair (2.64a)
dir
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LT,
ay =[Py (g +1)+1}{ 44 (2.64b)
dir
Ly T
ay = _ Zdir” perp. (2.64d)
5perp
LT,
ag = -4 pew. (2.64¢)
5perp

A aplicacdo da metodologia descrita acima dependera das condig¢des particulares
do escoamento em relagdo a malha. No esquema representado na figura 2.4, verifica-se que
ndo existem pontos nodais pertencentes a malha utilizada (azul) nas posi¢des onde se situam
os pontos W, E, S e N. Portanto, deverdo ser utilizadas interpolagdes para avaliar alguns dos

parametros necessarios para a aplicagdo do esquema vetorial.

1)
\ iy ert Ld'“: L

Figura 2.4— Rotag@o do volume de controle no primeiro quadrante.

Para descrever o procedimento adotado, consideraremos uma malha regular
alinhada com os eixos de coordenadas, ver figura 2.4. Inicialmente divide-se o volume de

controle em oito setores (octantes) visando separar as regides de influéncia dos pontos nodais
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da malha (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ¢ 8) sobre os pontos nodais do volume de controle adotado (W, E,
S e N), pontos de referéncia. As seqiiéncias de tarefas a serem realizadas para cada octante sao
muito semelhantes. Assim, utilizaremos o primeiro octante para detalhar o procedimento.

Para o primeiro octante (0 <7 < 45°), o angulo entre o escoamento e a malha (77)

sera definido através da seguinte expressao:

1

n =arcsen| ———
Vu? +v?

j = arcsen(M / le.,) (2.65)

sendo u# a componente da velocidade em x, v a componente da velocidade em y e V- 0
modulo do vetor velocidade.
Para a determinagdo dos pardmetros necessarios a utilizacdo da equacdo (2.41)

realiza-se as seguintes tarefas:

1°) Avaliacao dos valores da variavel analisada ¢ nas posicoes E, W, Ne S:

* $e=¢ P +¢- B (2.66a)
* $=0P+¢-R (2.66b)
* Iy=9. P+¢-R (2.66¢)
* $s=¢-P+¢ R (2.66d)

sendo:

b, 0y, b5, by Ps, P, P, € @, 0s valores da varidvel analisada nos pontos nodais

vizinhos ao ponto nodal P, pertencentes a malha utilizada;

P, e P», os fatores de peso, que variam em relagdo ao dngulo de escoamento, ou seja:

e P =tan(n) (2.67a)
e P =1-tan() (2.67b)

2°) Avaliagdo das distancias entre o ponto nodal central (P) e os pontos de referéncia

E W NelS:
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o Ly =L, =L/cos(n) (2.68)

3°) Avaliagdo do coeficiente de difusdo na dire¢do do escoamento (I',, ) e na direg¢do

perpendicular ao escoamento (I,,,,);

o I, =T,/cos(n) (2.692)
e T, =T,/cos(n) (2.69Db)

4°) Avaliagdo do nimero de Peclet na diregdo do escoamento (P;,) utilizando-se o
valor de Vy; e de L. O nimero de Peclet na dire¢do perpendicular ao escoamento
sera igual a zero;

5°) Avaliagdo do coeficiente hiperbolicoar na dire¢do do escoamento (e« ) —
equagoes (2.48);

6°) Avaliagdo dos coeficientes aw, ag, an, as utilizando-se as equagdes (2.64);

7°) Distribuicdo dos valores de aw, ag ay, as para os pontos nodais da malha

utilizada:

 a =a +a,- P (2.70a)
e a,=a,+ay P (2.70b)
e a,=a,+a,- P (2.70c¢)
e a,=a,+a,-PB (2.70d)
e a,=a;+a, P (2.70e)
e a,=a,+a, P (2.701)
® a,=a,+ay-P (2.70g)
e a,=ag,+ag- P (2.70h)

Procedimentos semelhantes serdo adotados para as demais situagcdes nas quais o
escoamento se processard em diregdes que se enquadram nos demais octantes. Basicamente,
as principais adaptagdes estardo na forma de avaliagdo do angulo de escoamento e nas
relagdes que determinam quais pontos nodais (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) contribuirdo para a

definicao dos parametros dos pontos de referéncias (W, E, S, N).
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A utilizagao de um esquema vetorial, como apresentado, baseia-se na direcao do
vetor velocidade para a determinagcdo da posi¢do dos pontos de referéncia. Assim, este
esquema supde linhas de correntes retilineas (escoamento unidirecional), no interior do
volume de controle. Portanto, esta técnica apresentara melhores resultados quando utilizada
em estudos que envolvam escoamentos com linhas de correntes aproximadamente retilineas,

ou seja, com curvatura pouco acentuada.



36

CAPITULO 3. RESULTADOS E DISCUSSAO (PROBLEMAS
BENCHMARK)

O desempenho do método difusional foi avaliado, através do desenvolvimento de
um software com a aplicagdo do método de volumes finitos, tendo por base o programa
CONDUCT, (Patankar, 1991). Foram testados dois problemas benchmark na literatura,
usados na avaliagdo das equagdes de convecgdo-difusdo. Em todos os testes realizados para
estes dois problemas nao foi considerada a existéncia de termo fonte. Foram utilizadas malhas
homogeéneas, ou seja, espacamentos em x e y constantes, o incremento no tempo também foi
mantido constante. Os testes foram realizados analisando o comportamento da solucao,
convergéncia, acuracia e estabilidade por meio de refinamentos sucessivos da malhas. Através
do maior nimero de pontos nodais (regides), a solucdo tende a se aproximar da real,
mostrando que ndo € necessaria a aplica¢do de técnicas de solugdes tipo upwind, streamline
upwind, etc.

O programa foi desenvolvido em FORTRAN, e executado em um computador
com um processador AMD Athlon (tm) XP 2400, 1,99 Ghz ¢ 992 MB de memoria “RAM?”,

rodando em um sistema operacional Windows XP.

3.1 Escoamento Laminar Envolvendo Convec¢ao Pura

Este problema tem sido utilizado em diversas publicagdes para avaliar a acuracia e
a estabilidade de métodos propostos para a resolucdo da equacdo de convecgdo-difusdo,
conforme pode ser visto em Patankar (1980), Rice & Schnipke (1985) e Versteeg &
Malalasekera (1995). Objetiva-se avaliar o comportamento das solucdes obtidas com a
aplicacdo do método difusional, em problemas de transporte convectivo difusivo.

Este problema visa analisar o transporte puramente convectivo de uma
propriedade ¢ qualquer ao longo das linhas de corrente. O coeficiente difusivo I'y é suposto
proximo a zero. O dominio de solug¢do ¢ uma regido quadrada como estd mostrada na Figura
3.1. O campo de velocidade ¢ considerado uniforme sobre todo o dominio; entretanto, pode-se

variar o angulo de escoamento em relacdo a malha.
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Os valores de ¢ ao longo das fronteiras de entrada do fluido sdo prescritos como
sendo: ¢ =0 (inferior) e ¢ =1 (lateral esquerda). Para as demais fronteiras adotou-se
condi¢des de contorno derivativas: 0¢/dx =0 (lateral direita) e 0¢/dy =0 (superior). Nos
problemas que envolveram transporte puramente convectivo, seria teoricamente dispensavel a
utilizagdo de condi¢des de contorno na saida, pois com I' =0 a equagdo diferencial se torna
de primeira ordem (problema parabolico). Entretanto, testes realizados numericamente
mostraram a necessidade da utilizacdo de condi¢des de contorno nas fronteiras de saida do
fluido. Esta particularidade condiz com a “condicdo de difusividade” estabelecida ao se

aplicar o método difusional.

1.0 $=1

Q)‘Q)
= |

A
A 4

1.0

Figura 3.1 — Dominio do problema de convecgao pura ao longo da linha de
corrente.

A equagdo diferencial para este problema ¢:

%+u%+v%—{ar o, O 99

Lt v P }+Q=0 (3.1)

_+ -
ox Tox oy Yoy
onde, I'y—=> 0el'y— 0, e aregido definida como:

0<x<1le 0<Ly<l1 (3.2)

O campo de velocidade ¢ especificado analiticamente como:
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u=V.cosO e v=Vsen0 (3.3)

onde V ¢ o vetor velocidade e € ¢ o angulo de inclinacao do vetor velocidade em relagdo ao
eixo de coordenadas x.
As condicdes de contorno sao:
= Paray=0, 0<x<1temos: ¢ =0;
= Parax=0, 0<y<1temos: p=1;
A regido do escoamento foi discretizada utilizando elementos quadrilaterais
lineares. A malha gerada ¢ regular, com elementos de mesma dimensao.

Utilizou-se o método difusional aplicado a volumes finitos, utilizando-se o

programa CONDUCT MODIFICADO.

3.1.1 Aplicando o método difusional para o problema de falsa difusido

3.1.1.1 Escoamentos paralelos aos eixos de coordenadas

Inicialmente, foram realizados testes simulando situacdes nas quais o campo de
velocidade ¢ fixado perpendicular a uma das fronteiras do dominio. Ao se considerar o campo
de velocidade paralelo a um dos eixos de coordenadas, fica implicito que uma das
componentes da velocidade serd igual a zero, o que torna o escoamento unidimensional,
situagdo que ja foi testada para problemas unidimensionais apresentando excelentes resultados
(Fortes, 1997).

Nas figuras 3.2 e 3.3, o campo de velocidade estd fixado paralelo ao eixo x
(0 =07). Desta forma, o valor de ¢ na fronteira pela qual o fluxo entra no dominio ¢ igual a
1 (um). Nas figuras 3.4 e 3.5, o campo de velocidade ¢ fixado paralelo ao eixo y (8 =90°).
Desta vez, o valor de ¢ na fronteira pela qual o fluxo entra no dominio ¢ igual a 0 (zero).

Assim, nestes testes iniciais, como o campo de velocidade esta alinhado com a
malha espera-se que ndo ocorra difusdo numérica (“falsa difusdo”) devido a geometria. O
valor de Pe na direcdo do escoamento para estes dois casos (Pe = 10°) determina uma

condicdo puramente convectiva.
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Figura 3.2 — Campo de velocidades paraleloax (6 =0°).

Figura 3.3 — Campo de velocidades paraleloax (€ =07).
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—e—EXATA 20x20
—B—EXATA 0x10
MATRIZ 20 x20

——MATRIZ10x 10

e ET
0,0 0,1 02 03 04 05 0,6 0,7 038 09 10

Distacia ao longo de y

Figura 3.4 — Campo de velocidades paraleloay (6 =907).

Figura 3.5 — Campo de velocidades paraleloay (6 =907).

Das figuras acima podem-se tirar as seguintes conclusdes:
e Os resultados coincidem com a solucdo exata, independente do refinamento
das malha. Tais resultados permitiram a calibragdo do programa, auxiliando na

verificagdo de erros na discretizacdo ou computacionais.
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e A condi¢do de contorno se propaga por todo o dominio, pois o fluxo de
entrada ¢ igual ao fluxo de saida, o que demonstra a conservacdo da
propriedade transportada;

e O valor da propriedade transportada por todo o dominio ndo ultrapassa os
valores das fronteiras. Tendo em vista que ndo foi considerada a existéncia de

fontes no interior do dominio, o comportamento descrito mostra a estabilidade

do modelo utilizado.

3.1.1.2 Transporte convectivo dominante, variando o angulo de inclinagao

Angulo 6 de 45°

O segundo teste tem por objetivo avaliar o comportamento do método difusional
em relagdo a um problema com caracteristicas convectivo dominante (Pe — +o), sem
difusdo fisica (I' = 0). Aplicando-se um escoamento em que as linhas de corrente passam
pelos pontos nodais (€ = 45°), e uma malha regular com espacamento iguais e constantes nas
direcdes x e y, podemos avaliar a falsa difusdo ao aplicarmos o método difusional.

Os testes foram realizados, com refinamentos sucessivos das malhas, visando
avaliar a evolu¢do dos resultados a medida que se incrementava o refinamento. As
configuracdes utilizadas para as malhas foram de 10x10, 20x20, 50x50, 80x80, 100x100,
110x110 ¢ 124x124.

As curvas representadas na figura 3.6 mostram a reducdo da falsa difusdao a
medida que se utilizam malhas com maiores refinamentos. Assim, ¢ evidente a tendéncia de
se obter solucdes cada vez mais proximas da exata quando se incrementa o refinamento. Esta
caracteristica demonstra a consisténcia entre as equacdes diferenciais e as equagdes

discretizadas (Hoffman, 1992).
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1,0 = T =
Sol. Exata
—o—10x 10
0,8 - —=—20x20
—%— 50 x 50
—+—80x 80
—e— 100 x 100
0,6 110 x 110
124 x 124
(4]
0,4
0,2
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4

Distancia ao longo da diagonal

Figura 3.6 — Resultados obtidos para o problema de transporte convectivo

dominante com campo de velocidade inclinado de 45°.

Barreto (2004) realizou um teste comparativo entre as aplicagcdes do método
difusional e um esquema upwind para solucdo da equagdo de transporte utilizando a técnica
de volumes finitos (VF), obtidos por Versteeg & Malalasekera (1995), para uma condi¢do

convectivo dominante (Pe — +).

Na figura 3.7, as curvas coloridas sdo os resultados obtidos pela aplicacdo do
método difusional ao longo da diagonal secundaria, por este trabalho e por Barreto (2004), e
as curvas em preto indicadas pelas setas representam os resultados obtidos por Versteeg &
Malalasekera (1995).

Comparando-se estes resultados verifica-se que, ao se aplicar o método difusional
a equagdo de conveccdo-difusdo juntamente com a técnica de volumes finitos, obtém-se
resultados muito semelhantes aos encontrados por Versteeg & Malalasekera, quando estes
aplicaram a equacdo de convecgdo-difusdo na forma cléssica, o método de volumes finitos
aliado ao esquema upwind. Portanto, ao se aplicar o método difusional para solucdo de

problemas de transporte, estamos ‘“naturalmente” implantando uma condi¢do upwind a
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solucao (Barreto 2004). No entanto, 0 método difusional ¢ mais recomendado pois conserva
as propriedades fisicas da equacdo de convecc¢do difusdo, por ser um método natural que nao

faz adaptagdes as equacdes de convecgdo- difusdo.

1,0 AEACACACESBORCACACAS
10x 10
Upwind 100 x 100 —a—50x50
0,8
— Upwind 50 x 50 100 x 100
{ [~ Exact solution ——Sol. Exata
0,6 1 =
0,4
0,2 4
0,0 T T T S e A A A A A TR A A A
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4

Distancia ao longo da diagonal

Figura 3.7 — Resultados obtidos para o problema convectivo dominante com campo de
velocidades inclinado de 45°, aplicando-se volumes finitos juntamente com
a técnica upwind (preto) e aplicando-se o método difusional (colorido).
FONTE: VERSTEEG & MALALASEKERA, (1995) (preto); BARRETO (2004) e este
trabalho (colorido).

/fngulo 0 de 22,5°¢ 67,5°

Outro teste, considerando um processo convectivo dominante (Pe — +o0) sem

difusdo fisica (I'= 0), foi realizado com o objetivo de avaliar a difusdo quando se varia o
angulo formado entre a direcdo do escoamento e a malha utilizada.

Para o angulo de 45° as linhas de corrente estardo coincidentes com os nos quando
se utiliza uma malha regular. Assim, para investigar outras situacdes onde os nos ndo sao
alinhados com as linhas de corrente foram simulados escoamentos com angulos de 22,5° e

67,5°.
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—A&— 22,50° Exata

22,50° Malha 50 x 50
—m— 22,50° Malha 80 x 80
—x— 22,50° Malha 100 x 100
—¥%— 67,50° Exata

67,50° Malha 50 x 50
—— 67,50° Malha 80 x 80

67,50° Malha 100 x 100

11 12 13 14

Distancia ao longo da diagonal

Figura 3.8 — Resultados obtidos para o problema convectivos dominantes com campo de

velocidades inclinado de 22,5° e 67,5°.

Analisando-se os resultados obtidos na figura 3.8, com os diferentes refinamentos
de malha, 50 x 50, 80 x 80 ¢ 100 x 100, observa-se novamente que, & medida em que se
incrementa o refinamento das malhas, o resultado caminha para a solu¢do exata,

caracterizando-se uma reducao da falsa difusao.

Comparagdo entre o método difusional e o esquema direcional aplicado ao método

difusional

O esquema direcional aplicado ao método difusional, proposto por Barreto (2004),
utiliza a dire¢do do vetor velocidade no ponto nodal P para definir um novo sistema de
coordenadas, cujo eixo x se posicionard alinhado com a dire¢do do escoamento. Assim

realiza-se uma rotacdo do sistema de coordenadas em torno do ponto P. Esta modificagdo visa
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situar os pontos nodais vizinhos (W, E) exatamente na dire¢do do escoamento, como
acontecem em problemas unidimensionais.
A figura 3.9 mostra uma comparacdo entre o método direcional e o esquema

direcional aplicado ao método difusional.

22,50° Difus. 50 x 50
10 \ —>— 22,50° Direc 50 x 50
—=— 22,50°Difus. 100 x 100
091 —a— 22,50° Exata
0,8 - 45,00° Difus. 50 x 50
07 | —e— 45,00° Direc. 50 x 50
45,00° Difus. 100 x 100
081 —3—45,00° Exata
O 05 & 67,50° Difus. 50 x 50
04 —-=—67,50° Direc. 50 x 50
—e— 67,50° Difus. 100 x 100
0.3 1 —¥— 67,50° Exata
0,2 -
0,1 -
0,0 ; ; ‘ ‘

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 11 1,2 1,3 1,4

Distancia ao longo da diagonal

Figura 3.9 — Comparacdo entre os métodos difusional, direcional e solucdo exata.

Observando os resultados apresentados na figuras 3.9 quando o angulo ¢ igual a
45° o esquema direcional apresenta uma solucdo exata, pois o mesmo possui a malha
exatamente alinhada com o fluxo, portanto, ndo apresenta difusdo numérica. Para os angulos
de, 22,5° ¢ 67,5° 0 esquema direcional perde acuracia proporcionando resultados com difusao
numérica e bem menos acurados em relagao ao método difusional.

Percebe-se claramente que a medida em que ocorre uma diminui¢do da difusdo
numérica com o aumento do refinamento para qualquer angulo entre o escoamento e a malha.

Com o aumento do refinamento pode-se evitar a aplicagdo de métodos do tipo

solucdo upwind, linha de corrente e direcional, aplicando-se apenas o método difusional.
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Figura 3.10 — Representagdo espacial da solu¢do do problema de convecgdo pura ao
longo da linha de corrente aplicando-se o método difusional. Foi
utilizada uma malha de 100x100, P. de 10° ¢ com a orientagao do

escoamento em relacdo a x igual a 67,5°.

Figura 3.11 — Representagdo espacial da solugdo do problema de convecgao pura ao
longo da linha de corrente aplicando-se o método difusional. Foi
utilizada uma malha de 100x100, P. de 10 e com a orientacdo do

escoamento em relacdo a x igual a 45°.
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Figura 3.12 — Representagdo espacial da solu¢do do problema de convecgdo pura ao
longo da linha de corrente aplicando-se o método difusional. Foi
utilizada uma malha de 100x100, P, de 10°¢ com a orientagdo do

escoamento em relacdo a x igual a 22,5°.

Nas figuras 3.10, 3.11 e 3.12 estdo representados os resultados ao longo do
dominio para Pe = 10° obtidos com uma malha de 100 x 100 sendo os dngulos utilizados entre
o campo de escoamento e o eixo horizontal respectivamente de 22,5°, 45,0° e 67,5°.

A aplicagdo formulacdo difusional por meio do esquema CONDUCT
MODIFICADO, nao apresentou oscilagdes para os diversos testes, gerando resultados cada
vez mais acurados em relacdo a solugdo exata a medida em que se refinava a malha e satisfez
o critério de convergéncia rapidamente e com nimero de iteracdes variando muito pouco a
medida em que se refinava a malha, conforme mostrado na tabela 3.2.

O CONDUCT MODIFICADO, mostrou-se bastante competitivo em relacdo as
técnicas numéricas de solugdo de problemas convectivos difusivos existentes na literatura. A
comparagdo com esquemas tipo upwind, os resultados sdo praticamente iguais, figura 3.7. Em
relagdo ao esquema direcional, o CONDUCT MODIFICADO apresentou solugdes similares
desde que houvesse um maior refinamento de malha figura 3.9.

A medida em que se varia o angulo de inclinagio 6, a difusdo numérica varia

conforme a tabela 3.1.



TABELA 3.1

Dados relativos a difusdo numérica

Malha Angulo Desvios em relagioa  Percentual de redugio da difusdo a
solucdo exata medida em que se muda o angulo
45,00° 67,50°

20x 20 22,50° 11,363% 8,79% 0,04%
45,00° 12,459% --- 8,82%
67,50° 11,359% --- ---

50 x 50 22,50° 7,169% 9,70% 0,00%
45,00° 7,939% - 9,70%
67,50° 7,169% — -—-

100 x 100 | 22,50° 5,090% 9,60% 2,11 %
45,00° 5,630% - 7,63 %
67,50° 5,200% --- ---

TABELA 3.2
Relagdo entre refinamento da malha e niimero de iteragdes
Angulo Malha Numero de Iteragdes
60 x 60 9
22,5° 80 x 80 6
100 x 100 6
60 x 60 9
80 x 80 7
45° 100 x 100 7
120 x 120 8
124 x 124 9
60 x 60 10
67,5° 80 x 80 7
100 x 100 7
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3.2 - Problema proposto por Smith & Hutton (1982)

Este problema foi elaborado a pedido da IAHR (International Association for
Hydraulic Research) com a finalidade de avaliar o comportamento de modelos numéricos no
tratamento de problemas convectivo difusivos (Smith & Hutton, 1982). Este teste exibe
caracteristicas comumente encontradas na pratica em problemas que envolvam convecgao-
difusdo, tais como: linhas de correntes curvas com acentuado grau de curvatura (uma
caracteristica geral de recirculacdo) e variagdo acentuada da variavel transportada em uma
pequena distancia (possivelmente como conseqiiéncia da presenga de fontes ou a mistura de
duas correntes fluidas com diferentes concentragdes). Uma importante caracteristica ausente €
a presenca da camada limite fina. O problema foi resolvido por diversos grupos de pesquisa
utilizando diferentes técnicas, conforme mostrado em Smith & Hutton (1982).

A equagdo diferencial para este problema ¢ dada por:
| )
u.gradg-—V-¢=0 (3.4)
Pe

Sendo ¢ a variagdo de uma propriedade ao longo da linha de corrente, cujo

dominio ¢ dado por uma regido retangular (-1<x <1; 0 <y <1) e o campo de velocidade ¢

conhecido, define-se:
u=2y-(1-x?) (3.5)
v==2x.(1-y%) (3.6)

onde u ¢ v s3o os campos de velocidade ao longo das dire¢des coordenadas x e y. A
representacdo de um diagrama esquematico mostrando as principais caracteristicas do

problema ¢ apresentada na figura 3.13.
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y=1

7 o

x=-1 ENTRADA 0 SAIDA

Figura 3.13 — Especificagdes geométricas e linhas de correntes para o problema proposto
por Smith & Hutton (1982).
FONTE — SMITH & HUTTON, 1982.

Os valores de ¢ ao longo das fronteiras sdo especificados como sendo:

p=1+ tanh[(2x + l)a] y=0 -1<x<0 (Entradado Fluido) (3.7

x=-1->0<y<I1
¢ =1— tanh[a] y=1 >-1<x<1 (3.8)
x=1—->0<y<1

Para a regido da fronteira onde o fluido sai do dominio foi adotada uma condicao
de contorno derivativa 0¢/dy =0 ¢ y=0 ¢ 0<x <1 .

Os resultados obtidos neste trabalho foram comparados com os obtidos por
Schonauer (1981) para diversos Peclet, os quais foram considerados por Smith & Hutton
(1982) como padrao entre os apresentados pelos grupos de pesquisadores, ver tabela 3.3, e
com os resultados para o método difusional direcional de Barreto (2004). Foram simuladas
situagdes para diversos para Peclet nos seguintes valores, Pe = 10", Pe = 10™, Pe = 100, Pe =

10.
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TABELA 3.3
Meétodos e refinamentos utilizados na solu¢do do problema de Smith & Hutton
Classificagao Numero Autores/Método Maior Refinamento

Diferencas finitas (Centradas) 11.2 Lillington 21 x 11
13.1 Orlandi 40 x 40

Elementos Finitos (Galerkin) 2 Cliffe 65 x 33
3 Donea et al. 41 x 21

7 Grandotto 21 x 1

8 Hickmott et al. 41 x 21

Diferencas finitas + upwind 4.3 Elbahar et al / PATANKAR 41 x 21
(12 ordem) 11.1 Lillington 21 x 11

13.3 Orlandi 40 x 40
14 Priddin 100 x 50

18.1 Wada et al. 81 x41
19.1 Wikes 100 x 50

Diferencas finitas + upwind 4.4 Elbahar et al / QUICK 41 x 21
( ordem superior) 45 Elbahar et al / LLUE 41 x 21

10 Hulme / QUICK 38 x19

19.2 Wilkes / LUE 80 x 40

Diferengas finitas + vecto upwind  11.3 Lillington / SUD 21 x 11
11.4 Lillington / VUD 21 x 11

11.5 Lillington / VUDCC 21 x 11

Elementos Finitos + upwind 12 Narusawa 21 x 11
Método das caracteristicas 5 Esposito 41 x 21
6 Glass & Rodi 41 x 21

9 Huffenus & Khalitzky 21 x 11

Método analitico finito 1 Chen 81 x 41
Método do Tensor viscosidade 15 Ruel et al. 28 x 14
Método auto-adaptativo 16 Schonauer 52 x 26
Método da transformagdo da malha 17 Sykes 21 x 11
Lax-Wendroff 18.2 Wada et al. 80 x 40

FONTE — SMITH & HUTTON, 1982.

3.2.1 Analise do perfil de entrada

Na figura 3.14 estd representado o perfil de @ ao longo da fronteira de entrada
(fronteira inferior) para quaisquer Peclet. Sabe-se, que a medida em que o nimero de Peclet
cresce, esta caracteristica do perfil de entrada (condi¢do de contorno) deve ser transportada ao
longo do dominio até para a fronteira de saida. Assim, a segunda metade desta curva coincide
com a condi¢do de contorno na entrada do fluido para uma condi¢dao convectivo dominante.
Observa-se a incidéncia de um intenso gradiente para @ na fronteira de entrada, o que

aumenta o grau de dificuldade para a modelagem numérica.
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2,0

—%—@=1+tanh[2(x1) + 1) 10]

18 +

16 |
14 |
1,2 |

08 r
06
04 r
02 r

0,0 3 % X

Figura 3.14 — Representacdo do perfil de entrada.

3.2.2 Transporte convectivo dominante Pe = 10"

O teste para um processo convectivo dominante possui caracteristicas de Peclet
infinito (Pe = 10™°) e sem difusdo fisica (I — 0). Através de refinamentos sucessivos nas
malhas, e avaliou-se a evolugdo dos resultados em relagdo a solucdo exata. As configuragdes
de malhas foram de 20 x 10, 60 x 30, 100 x 50 e 160 x 80.

A figura 3.15 apresenta os diversos refinamentos de malhas para Pe = 10°°.
Observa-se que ocorre a reducdo da difusdo numérica @ medida em que se refina a malha.
Pela tabela 3.4, observa-se que houve uma reduc¢do na difusdo numérica em relacdo a solucao
exata de 74% entre o refinamento da malha de 20 x 10 para 160 x 80. Para uma mesma malha,
a difusdo numérica em relacdo a solugdo exata varia de 31% para uma malha de 20 x 10 até

8% para uma malha de 160 x 80.
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TABELA 3.4
Reducdo da difusdo numérica em relacdo ao refinamento sucessivo das malhas para Pe = 10*°

Difusdo numérica

Desvios em Percentual de redugdo da difusao

Malha relacdo a

. 20x10 40x20 60x30 80x40 100x50 120x60 160 x 80
solucdo exata

20x 10 31% - 34% 49% 55% 64% 68% 74%
40 x 20 21% -—- - 23% 33% 45% 52% 61%
60 x 30 16% -—- — - 13% 29% 38% 49%
80 x 40 14% -— - - - 19% 29% 42%
100 x 50 11% -—- - - -—- - 13% 29%
120 x 60 10% AP
160 x 80 8% — — — — — — —
2,0
181 — Exata
1.6 1 20x 10
1,4 1 ——60 x 30
1,2 1 —e— 100 x 50
0 101 ——160 x 80
0,8 |
0,6 |
0,4 1
0,2 |
0,0 cesecseseesssscsesst™ | | | | | )
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1.4 1,6 1,8 2,0

Figura 3.15 — Comportamento do perfil de entrada e saida do problema de Smith

& Hutton (1982), utilizando refinamentos sucessivos para Pe =
107
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Nas figuras 3.16 e 3.17 estdo representados os resultados apresentados por Smith
& Hutton (1982). Na figura 3.16, os resultados sdo apresentados para a melhor configuragdo
de malhas para cada método apresentado na tabela 3.3 e na 3.17 para malhas com refinamento
20 x 10. O namero de Peclet utilizado foi igual a 10" e os resultados apresentados por Smith
& Hutton (1982) foram comparados com a solugdo exata com o método direcional para uma
malha 20 x 10 e o método difusional para refinamentos 20 x 10 ¢ 160 x 80.

Na figura 3.16 estdo representados os melhores resultados entre os apresentados
por Smith & Hutton (1982), independentemente do refinamento da malha comparado com o
método direcional para malha 20 x 10 e difusional para refinamentos de malha de 20 x 10 e
160 x 80. Quando se utiliza refinamento de malha de 20 x 10, tanto para as metodologias
difusional e direcional, ocorre uma grande difusio numérica com solu¢des ndo acuradas. A
medida em que se refina a malha, para o método difusional a solucdo se torna mais acurada
em relagdo a solugdo exata, e se obtém um resultado compativel com o apresentado em Smith
& Hutton (1982).

Na figura 3.17 o resultado obtido com a aplicagdo do método difusional para uma
malha 20 x 10 apresentou bastante semelhanca com o obtido por Lillington (11.1) que utilizou
o método de diferengas finitas com aproximagdes de primeira ordem acoplado a técnica a
montante (upwind), a partir da equagdo classica de transporte. Estes resultados foram
inferiores aos demais métodos apresentados por Smith & Hutton (1982). O resultado obtido
com a aplicacdo do método direcional apresentou um comportamento distinto de todos os
demais representados no grafico da figura 3.17, apresentando uma qualidade inferior aos
demais resultados. Os resultados obtidos com a aplicagdo do método difusional com malhas
de 80 x 40 e 160 x 80 apresentaram um desempenho semelhante aos obtidos por Lillington
(11.4;11.5) utilizando a técnica vetorial a montante (vector upwind diference) e aos obtidos
por Elbahar (4.4; 4.5) que trabalharam com o método de diferengas finitas com aproximagdes

de ordem superior aliado a técnica a montante (upwind).
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2,0 s
18 ——Exata
’ —a—Direc. 20 x 10
1,6 1 —m— Difus. 20 x 10
14 Difus 160 x 80
1,2 4 45
9
O 1.0 1.2
i 1.3
0.8 1.4
0,6 + 115
15
0,4 - 17
0,2 -
0,0 ! ! ! | - = :::- TR TGS TSR

1,0 1.1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0

Figura 3.16 — Perfil de saida do problema de Smith & Hutton (1982) (preto), para Pe =
10" comparando o método difusional, direcional e solugio exata com

alguns métodos citados pela tabela 3.3 para um melhor refinamento de

malha.
A a L]
270" fp==—6-c=alo=ci - Exata
) \ —a— Direc. 20 x 10
181 v Difus. 20 X 10
1,6 1 —o— Difus. 80 x 40
, \ — Difus. 160 x 80
1‘4 | \ + 1141
b AL
114,115
1,0
0,8 -
0,6 1
0,4 1
0,2 1
0,0 T T T ‘ - SN PN~ A NP}
1,0 1,1 1,2 13 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0

Figura 3.17 — Perfil de saida do problema de Smith & Hutton (1982) (preto), para
Pe = 10"® comparando o método difusional, direcional e solugio exata

com alguns métodos citados pela tabela 3.3 para malhas 20 x 10.
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Nas figuras 3.18 e 3.19, sdo mostradas as distribui¢cdes espaciais representativas
das solugdes obtidas pelo método difusional, para malhas de 60 x 30 e 120 x 60. No plano
esta representado o dominio do problema em relacdo aos eixos x € y € nas linhas curvas estdo
representadas a propagagdo da propriedade analisada da condi¢do de entrada por todo o

dominio analisado.

16

14 18 2

Figura 3.18 — Perfil de solug¢do por todo o dominio para o problema de Smith & Hutton

(1982), para Pe = 10"® para uma malha de 60 x 30.

A
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Figura 3.19 — Perfil de solug¢ao por todo o dominio para o problema de Smith & Hutton

(1982), para Pe = 10" para uma malha de 120 x 60.

Podemos notar que a medida em que o refinamento de malha aumenta o perfil de
entrada tende a convergir para o perfil de saida, mostrando a eficacia do método difusional

para problemas convectivo dominantes.
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3.2.3 Transporte convectivo difusivo Pe = 107

A solucdo exata existe somente para problemas de transporte totalmente
convectivo (Pe — o), utilizaram-se como parametros para afericdo de solugdes cujo Peclet
ndo ¢ totalmente convectivo, os resultados obtidos por Schonauer (1981), apresentados por
Smith & Hutton (1982). Para se obter os resultados Schonauer (1981), utilizou-se um
esquema auto-adaptativo. Na tabela 3.5, sdo mostrados os resultados para diversos valores de

Peclet, as malhas utilizadas e tempo computacional gasto em cada caso.

TABELA 3.5
Resultados obtidos por Schonauer para o problema de Smith & Hutton (1982)
. Peclet

1.0E+01 1.0E+02 1.0E+03 1.0E+06
1,00 1,989 2,000 2,000 2,000
1,10 1,402 1,940 1,999 2,000
1,20 1,146 1,836 1,999 2,000
1,30 0,946 1,627 1,985 1,999
1,40 0,775 1,288 1,841 1,964
1,50 0,621 0,869 0,951 1,000
1,60 0,480 0,480 0,154 0,036
1,70 0,349 0,209 0,001 0,001
1,80 0,227 0,070 0,000 0,000
1,90 0,111 0,017 0,000 0,000
2,00 0,000 0,000 0,000 0,000

Malha 42 x 14 50 x 24 52 x 26 50 x 22
CPU (1) 30,5 41,0 152,0 135,0

FONTE — SMITH & HUTTON, 1982 (preto).

Na figura 3.20, estdo comparados os resultados obtidos aplicando-se os métodos
difusional, direcional, Schonauer, e os melhores resultados obtidos por diversas metodologias
apresentadas por Smith & Hutton (1981) descritos na tabela 3.3, aplicados a problemas com o
valor de Peclet igual a 1000. Este problema apresenta o comportamento semelhante ao caso
convectivo dominante. Os melhores resultados foram obtidos com a aplicagdo do método de
Schonauer e as melhores metodologias descritas na tabela 3.3. Os resultados obtidos com a
aplicacdo do método difusional se assemelharam aos obtidos com o método direcional, para
um mesmo refinamento de malha (40 x 20). No entanto, esses resultados demonstraram ser

bem inferiores aos demais resultados. Quando o método difusional ¢ aplicado a um maior
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refinamento de malha o mesmo tende a se aproximar da solu¢do real e torna-se tao

competitivo quanto os demais para solucao deste problema.

2,0

A==k
a 1,2,3,44,45,5,6,7,8,9,10,12,13.1,14,15,17,19.1,19.2
b 1,5,?4.4,45,5,5,?,3,10, 12,13.1,14,15,17,19.1,19.2
: c 12,3,44,45.5.6,7.8,10,12.13.1.15,192
Difus. 40 x 20 e 2.3,5,8,12,13.1
| _ f 44,8,7.10,19.2
—x— Difus. 80 x 40 q 45,15
| h  2,3,44,45,6,6,7,8,9,10,12,13.1,192
; j 2.3.8.12,13.1
—— Direc. 40 x 20 k  44,5,6,7,10,17,192
i I 6,14,19.1
—— Schonauer 52 x 26 m  1,2,3,44,45,5,7,8,9,10,12,13.1,15,17,192
| no 11.2,113,114,115
* 1 q 1
A 4‘5 r =N
- o 9 5
v 11.2
E a 11.3
+ 11.4
7 X 11.5
0 15
7 L] 17
T T T T -*‘*-m*‘x

1,0 1.1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0

Figura 3.20 — Perfil de saida do problema de Smith & Hutton (1982) (preto), para

Pe = 10", comparando o método difusional, direcional e solugio de
Schonauer e os melhores resultados obtidos pelos varios pesquisadores

citados na tabela 3.3.

3.2.4 Transporte convectivo difusivo Pe = 100

Na figura 3.21, estdo comparados os resultados obtidos aplicando-se os métodos

difusional, direcional, Schonauer e os melhores resultados obtidos por diversas metodologias

apresentadas por Smith & Hutton (1981) descritos na tabela 3.3, aplicados a problemas com o

valor de Peclet igual a 100. Este problema apresenta o comportamento de um problema

convectivo difusivo. Os resultados das diversas metodologias aplicadas se equivalem, sendo

que o método difusional apresenta um melhor resultado que o direcional para um mesmo

refinamento de malha.
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2,0 &
189 a 1,2,3,44,45,5,6,7,8,9,10,12,13.1,14,19.1,19.2
) b 2,3,44,45,5,6,7,8,9,10,12,13.1,14,19.1,19.2
c 2.3,44,45,5.6,7,8,9,10.12,13.1,14, 15, 19.1,19.2
16 1 I d  2,3.44.455.6,7,.8,10,12,13.1,14,19.1,19.2
9,15
11.2,
1,4 - 1.2,
192 Difus. 40 x 20
—m— Direc. 40 x 20
0 1.0 — Schonauer 50 x 24
0,8 4
* 1
0,6 - o 9
0.4 - fa 11.3
’ o 15
0.2 - ° 17
0,0 T T T
1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0

Figura 3.21 — Perfil de saida do problema de Smith & Hutton (1982) (preto), para
Pe =100 comparando o método difusional, direcional e solugdo de
Schonauer e os melhores resultados obtidos por pesquisadores métodos

citados na tabela 3.3.

3.2.5 Transporte convectivo difusivo Pe = 10

Na figura 3.22, estdo comparados os resultados obtidos aplicando-se os métodos
difusional, direcional, Schonauer com os melhores resultados obtidos por diversas
metodologias apresentadas por Smith & Hutton (1981) descritos na tabela 3.3, aplicados a
problemas com o valor de Peclet igual a 10. Este problema apresenta o comportamento de um
problema convectivo difusivo. Os resultados das diversas metodologias aplicadas se
equivalem. Para os testes apresentados por Smith & Hutton (1982), uma observagao deve ser
destacada: entre os pesquisadores que utilizaram método de diferencas finitas (1* ordem) junto
com a técnica upwind, somente aparecem os resultados daqueles que utilizaram malhas de
100x50. Os resultados representados para os métodos difusional e direcional representados
nesta figura foram obtidos para uma malha de 40x20. Assim, o método difusional apresentou
resultados semelhantes aos do método de diferencas finitas com a técnica upwind quando da

simulagdo de problemas convectivo dominantes. Entretanto, para problemas com maior
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contribui¢cdo do termo difusivo, o desempenho do método difusional foi superior. Portanto,
baseado na solu¢do de Schonauer, verifica-se que os métodos difusional e difusional com a
técnica direcional apresentaram excelentes resultados para problemas com baixos valores de

Peclet, ou seja, com caracteristicas difusivas mais pronunciadas.

a 1,2,3,44,45,56,6,7,8,9,10,12,13.1,14,15,17,19.1,19.2
b 1,2,3,44,45,5,6,7,8,10,12,13.1,14,15,17,19.1,192
* 10 C 1,2,3,44,45,6,6,7,8,10,12,13.1,15,19.2
7 11.2 [ 2,3,6,8,12,13
. 122 [ 44,6,7,10,192
o 131 9 45,15
+ 14 h 2,3,44,45,5,6,7,8,9,10,12,13.1,192
i 2,3,8,12,13.1
o 15 k 44,5,6,7,10,17,19.2
& 192 | 6,14,19.1
m 1 .44,45,5,7,8,9,10,12,13.1,15,17,18.2
n 1 3,114,115
1 4,115

0,6 1 Difus. 40 x 20 . S
0.4 4 —a— Direc. 40 x 20 B ! A\A'\
0.2 . S
47  ——Schonauer 42 x 14 . -
O|O T T T T T T T \' \. A‘\"ﬁl -

1,0 1,1 1,2 1,3 1.4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0

Figura 3.22 — Perfil de saida do problema de Smith & Hutton (1982) (preto), para
Pe = 10 comparando o método difusional, direcional e solug¢ao de
Schonauer e os melhores resultados obtidos por pesquisadores métodos

citados na tabela 3.3.

Com base nas figuras 3.16 a 3.22, podemos concluir que o CONDUCT
MODIFICADO, apresenta solugdes competitivas comparados aos resultados da literatura.
Sendo para Peclet abaixo de 100, problemas difusivos dominantes a solugdo tem o mesmo
comportamento das solugdes existentes na literatura para um mesmo refinamento de malhas.
Com Peclet de 1000 e 10", problemas convectivos dominantes a solucio tem o mesmo
comportamento das solugdes existentes na literatura, no entanto deve-se fazer um maior

refinamento de malhas.
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CAPITULO 4. ESCOAMENTO DE AGUA SUBTERRANEA

4.1 - O escoamento de agua subterrianea

O termo dgua subterrdnea € associado a 4gua que ocorre abaixo de um
determinado nivel em solos e formagdes geoldgicas que estdo completamente saturados. Esta
¢ a definicdo cléssica, entretanto, estudos sobre dgua subterrdnea devem abranger outras
situagodes, tais como, a compreensdao dos processos sofridos pela agua em um sentido mais
amplo que descrevam o comportamento da 4dgua abaixo do solo (regides saturadas e ndo-
saturadas proximas a superficie e regides mais profundas do terreno) (Freeze e Cherry, 1979).
Estes estudos requerem conhecimentos interdisciplinares envolvendo diversas areas, tais
como, quimica e fisica, geologia e hidrogeologia, engenharia, etc. A importancia destes
estudos esta relacionada a compreensao de problemas criticos para o meio ambiente e

conseqiientemente para a humanidade.

4.2 — Modelamento matematico para o escoamento de d4gua subterrianea

Em quase todos os campos da ciéncia e engenharia, as técnicas de analise sdo
baseadas no entendimento dos processos fisicos, e na maioria dos casos ¢ possivel descrever
esses processos matematicamente. Escoamento de agua subterranea nao é uma excegdo. A lei
basica de Darcy, quando colocada juntamente com a equagdo de continuidade que descreve a
conservacdo de massa do fluido durante o escoamento em um meio poroso, resultando uma
equacdo diferencial parcial deste fluxo para:

e Fluxo pernamente em um meio saturado;

¢ Fluxo transiente em um meio saturado;

e Fluxo transiente em um meio ndo saturado;

O estudo do transporte de solutos durante o escoamento de um fluido em um meio
poroso envolve a compreensdo de um conjunto de processos que atuam simultaneamente:

adveccao (convecgdo), dispersao, fonte / sorvedouros e reagdes quimicas.
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Desenvolvimento das equacoes para fluxo em um meio saturado

O desenvolvimento das equacdes de escoamento teve como base a lei de
conservacdo de massa aplicada ao volume de controle mostrado na Figura 4.1, para um fluxo
permanente, através de um meio poroso saturado. Isso implica que a taxa de massa de fluido

que entra no volume de controle seja igual a que sai.

5
pVz — G_Z- (pvz}

PV

e

P Yy I

PNz

Figura 4.1 - Volume de controle para o escoamento em um meio poroso.

Aplicando a lei da conservacdo de massa ao volume de controle (VC), apresentado na

figura 4.1, obteremos:

{ Massa que } { Massa que} 7{ Massa } {Taxa de variacdoda massa}

entrano V.C. saido V.C. Gerada B fluida no V.C.

o) dlev,) alpv.) . a(pn)
ox oy Oz A= ot “.01)

os termos negativos do lado esquerdo representam a taxa liquida de massa de agua que
atravessa as fronteiras do VC. O ultimo termo do lado esquerdo representa a vazao massica de
agua por unidade de volume devido as fontes quando positivo, ou sorvedouros quando
negativo. g, ¢ o fluxo volumétrico de dgua por unidade de volume. O termo do lado direito ¢ a

taxa de variagcdo de massa fluida armazenada no interior deste VC.
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Expandindo o lado direito da equagao (4.01):

dpn) op om
_,op_  on 4.02
o o Far (402)

O primeiro termo do lado direito representa a variagdo do volume de agua
presente nos poros devido a expansdao volumétrica desta agua, representada pela variagdao de
sua densidade (p). O segundo termo representa a variagao do volume de agua presente nos
poros devido a compactacdo do meio poroso, representado pela variagdo da porosidade deste
meio (n). Lembrando que a variagdo de volume de agua ¢ controlada pelo coeficiente de
expansdo volumétrica da agua (f) e que a variagdo de volume do meio é controlada pelo
coeficiente de compressibilidade do meio poroso (&). Uma variagdo na densidade (p), € na
porosidade (n), produzem alteracdes na carga hidraulica (4). O volume de dgua produzido
pela variagdo de uma unidade de % ¢ denominado de armazenamento especifico (S;), que ¢é

definido por:

S, =pgla+np) (4.03)

Sendo a taxa de variacdo de massa de d4gua (mudanga de armazenagem do fluido

com o tempo) definida por pS,ch/a portanto a equagao 4.01 torna-se:

apv,) olev,) a(pv.) Oh
_ A% _ A = ps. 4.04
ox oy 0z =P ot (409)

Expandido os termos do lado esquerdo da equacao 4.04 temos:

0 0

apv,) alev,) a(pv.) —p M, PN 0 0,0 405
ox oy 0z ox ox gy 0y 0z 0z

Considerando que as variagdes das descargas especificas (pvy/cx; piv/cy;

pPOAv,/cz) sdo muito maiores do que as variagdes da densidade (vidp/ck, v,dp/&y, v.Gp/ck), o

que nos permite desprezar os termos da variacdo de densidade, simplificando a expressao

anterior temos:
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_olpw) _dlew) dlpv) 0w, 0w, ov.
Ox oy 0z Ox oy oz

(4.06)

Substituindo a relagao acima na equagao 4.04, tem-se:

v, v v, o oh
ax Ty P Ty

Finalmente, simplificando o termo de densidade e substituindo as descargas

especificas pela lei de Darcy, obteremos:

E(Kx%]+i K o +£(K2%j+qu&% (4.07)
ox ox) oyl "oy) oz 0z ot

Esta ¢ a equagdo para o escoamento transiente de um fluido através de um meio
poroso anisotropico saturado. Se o meio for homogéneo e isotropico (K, = K, = K. = K) e ndo

houver fontes ou sorvedouros, a equagao (4.07) torna-se:

o’h o°h o°h S, Oh
- - =
ox* oy o0z° K ot

(4.08)

Se, além disto, o escoamento for considerado permanente (steady state) nao

haverd variacdo da carga hidraulica com o tempo, portanto a equagao 4.08 torna-se:

2 2 2
NN @09

A equagdo 4.09, ¢ a equacao diferencial parcial de Laplace.

A solucao da equagdo 4.08 [A(x, y, z, t)], descreve os valores de carga hidraulica
em qualquer ponto do escoamento a qualquer instante. Para sua solu¢do necessita-se conhecer
os parametros relacionados com o meio poroso (K, & e n) e os parametros relacionados com o

fluido (p e p).
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4.3 Transporte de poluentes em meios porosos saturados

O estudo de problemas de transporte de solutos durante o escoamento de um
fluido em um meio poroso envolve a compreensdo de um conjunto de processos que atuam
simultaneamente. Os principais sdo os fendmenos de advecc¢do (convecc¢do), dispersdao
hidrodindmica, fontes/sorvedouros e reagdes quimicas que serdo mais bem explicados a

seguir.
Adveccio

A advecgdo ¢ o processo que representa o transporte dos solutos promovido pelo
movimento do fluido. E representado por meio da velocidade linear média do fluido

(velocidade média de infiltragdo) definida por:

L9 v _Koh

4.10
nd n n Ox (410

onde O, a vazdo volumétrica de agua escoando através de uma area 4 do aqiiifero, v; ¢ a

descarga especifica, n ¢ a porosidade ja que o aqiiifero ¢ considerado saturado, K; ¢ a
condutividade hidraulica e % ¢ a carga hidraulica.

Na equagao de transporte de contaminantes o termo de adveccao ¢ definido por:

—(',-c) (4.11)

Ox.

1

sendo C a concentracdo de contaminantes dissolvidos na agua. O termo descrito na equacao
acima, descreve o transporte de contaminantes dissolvidos na dgua, quando este se desloca
com a mesma velocidade da dgua. Em diversos problemas praticos relacionados com o
transporte de contaminantes o termo de adveccdo torna-se predominante. Uma forma de
avaliar o grau de dominio da adveccao € a utilizagdo do nimero de Peclet (adimensional), que

¢ definido por:

Pe:MEL (4.12)
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sendo L um comprimento caracteristico ¢ D o coeficiente de dispersdo. Em problemas
dominados pela advec¢ao o nimero de Peclet sera alto, e em problemas puramente advectivos
o numero de Peclet sera infinito.

Dois tipos de erros numéricos ocorrem freqiientemente quando se tenta resolver
problemas dominados pela conveccao através da aplicagdo de técnicas numéricas. O primeiro
tipo ¢ conhecido como dispersao numérica pois tem um efeito similar ao da dispersao fisica,
mas ¢ causado por erros de truncamento. Esta “falsa dispersdo” leva a alteracdo da aparéncia
de frentes de concentragdo. O segundo tipo de problema numérico ¢ denominado de
oscilagdes numéricas, caracterizadas pelo aparecimento de alteragdes de resultados surgindo

valores fora dos limites esperados.

Dispersdo Hidrodindmica

O fendmeno conhecido como dispersao hidrodinamica ocorre simultaneamente ao
processo de advecgdo. Este fenomeno ¢ caracterizado pelo espalhamento do soluto em torno
do caminho percorrido durante o escoamento. A dispersdo hidrodinamica origina-se devido a
dois mecanismos:

a) dispersdo mecanica — ocorre uma mistura mecanica das particulas (fluidos +

soluto) devido ao movimento diferenciado destas particulas.

b) difusdo molecular — este processo ¢ importante quando o escoamento ocorre a
baixa velocidade e quando existem gradientes intensos de concentragdo de
solutos.

A figura 4.2 apresenta um exemplo de um processo de dispersdo em um meio

poroso homogéneo devido a uma fonte continua.

Inje¢@o continua de fracador —
// — —
- -—
(’ ‘l--' /
Diregdo / . -1
do Y- Ll 4.
Escoamento e .
—
— L
—
—
—

Figura 4.2 — Processo de dilui¢do por dispersdao mecanica em um meio poroso.

FONTE - FREEZE e CHERRY, 1979.
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A figura 4.3 apresenta uma representacdo esquemadtica em escala microscopica
dos mecanismos que provocam a dispersao mecanica. O primeiro esboco apresenta a
formacao de um perfil de velocidade em um canal (poros). Este perfil significa que particulas
proximas ao centro do canal escoaram com velocidade maiores, assim particulas de solutos
transportadas pelo centro do canal viajam distancias maiores do que as particulas proximas as
paredes dos poros, promovendo um espalhamento do soluto. O segundo esbogo evidencia as
alteragdes no escoamento devido as diferencas dos tamanhos dos poros que podem apresentar
diferentes areas superficiais e diferentes rugosidades relativas. O terceiro esbogo apresenta
uma representacdo de um processo de difusdo molecular. O espalhamento do soluto na
direcdo principal do escoamento ¢ denominado dispersdao longitudinal. O espalhamento nas
dire¢des perpendiculares a direg¢do principal ¢ denominado dispersao transversal. Em geral, a

dispersao longitudinal ¢ superior a dispersao transversal.

Difusdo molecular em um
canal de poros

Poros Individuais Canais de poros

Figura 4.3 — Processos de dispersdo — escala microscopica.

FONTE - FREEZE e CHERRY, 1979.

O termo que representa a dispersdo na equacao de transporte de contaminantes €

dado por:
0 oC
—| D, — 4.13
ox, | 7o, *-13)

sendo Dj; o coeficiente de dispersdo hidrodinamica ou tensor de dispersdo hidrodinamica.
O tensor de dispersdo hidrodinamica para um meio poroso isotrépico ¢ definido

pelas seguintes componentes (Bear, 1979):
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2 V2 2 i}
D, =a, X +a,L+a,-+D (4.14)
L v I
2 v 2 .
D, =, +a, 2 +a,=+D (4.14a)
MM
2 V2 2 .
D =a, 2 +a, 2 +a, =+D (4.14b)
LA
S
D,=D, =(e, —aT)T| (4.14c)
D.=D,=(a,-a) va|z (4.14d)
V)
V.V
D.=D, =(a,-a) |yv |Z (4.14e¢)
sendo:
ar a dispersividade longitudinal;
ar a dispersividade transversal;
D* o coeficiente efetivo de difusdao molecular;
Vi, Vy, Vz as componentes de velocidade ao longo dos eixos X, y € z;
V] o modulo do vetor velocidade, que sera definido por:

|v|=1/v§+v§+vzz (4.15)

As expressdes para a dispersividade (equagdes 4.14) sdo validas para um meio
isotropico. Se o meio for anisotrOpico seria necessdrio avaliar cinco dispersividades
diferentes. Entretanto, na pratica esta avaliacdo ¢ muito dificil de se obter, portanto torna-se
necessario admitir que o coeficiente de dispersdo isotrdpico € aplicavel para meios porosos

anisotropicos (Bear, 1979).
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Fontes e sorvedouros

O termo fonte para a equagdo de transporte de contaminantes ¢ definido como:

4 c (4.16)
n

sendo ¢, o fluxo volumétrico de 4gua por unidade de volume do aqiiifero (positivo para fontes
e negativo para sorvedouros), Cs € a concentracdo de soluto na 4gua que entra ou sai e n sera
a porosidade (meio saturado). Este termo representa a massa de soluto dissolvida na agua que
entra (positivo) através de fontes ou que sai (negativo) através de sorvedouros existentes no
dominio. Estas fontes ou sorvedouros podem apresentar-se distribuidas espacialmente
(recarga ou evapotranspira¢do), linearmente (rios) ou podem apresentar-se na forma pontual
(pogos, drenos ou rios).

Para as fontes, € necessario especificar a concentracao de soluto da agua (Cs). Para
sorvedouros a concentragao ¢, em geral, igual a concentracao do aqiiifero no local onde ocorre
a descarga de agua. No caso de evapotranspiragdo, pode-se assumir que a agua retirada € pura,

ou seja, a concentragdo sera igual a zero.
Reacgoes quimicas

As reagdes quimicas freqiientemente incluidas nos modelos de transporte de
poluentes sdo devidas as sor¢des (absor¢do/adsor¢do) lineares ou ndo lineares, a
biodegradacdo ou ao decaimento radiativo. Entretanto, outras situagdes podem ser
adicionadas quando necessario ao modelo de transporte utilizado sendo, necessario o

conhecimento de seus equacionamentos.

4.4 - Modelamento matematico para o transporte de poluentes em meios porosos
saturados

O desenvolvimento das equagdes de transporte de poluentes ¢ baseado na lei de

conservagao de massa. Inicialmente serdo assumidas as seguintes consideragoes:



70

- 0 meio poroso estd completamente saturado;
- alei de Darcy ¢ valida durante todo o escoamento;

- sdo utilizadas coordenadas cartesianas (x,y,z).

Para a aplicacdo da lei de conservacdo de massa serd utilizado o volume de
controle (VC) representado na figura 4.1. Este VC deve ser suficientemente grande para
representar o comportamento médio de um escoamento através do meio poroso. As principais
grandezas utilizadas serdo:

- descarga especifica (v);
- porosidade (n);
- velocidade linear média (v = v/n; m/s);

- concentragio de soluto dissolvido na agua (C; g/m’);

massa de soluto por unidade de volume de meio poroso (nC);
Também sera considerado que a variagdo da porosidade (n) serd desprezivel se

comparada com a variagdo da concentragdo, tem-se:

a(nC)_n8C+C6n nac
ox, ox. ox. ox.

l 1 1 l

1N

(4.17)

O transporte de soluto sera realizado através dos mecanismos de advecgdo e dispersao,

assim, utilizando a simplificagdo acima e considerando uma direcao i qualquer, tem-se:

F.dA = vinCdA - nD Z—CdA (4.18)
X

i
F; representa a massa total de soluto por unidade de area transversal transportada na dire¢ao i.
O sinal negativo indica que o soluto desloca-se da regido com maior concentragdo para a
regido com menor concentracdo. O parametro D;; ¢ coeficiente de dispersao na diregdo i.

Simplificando o termo de area e considerando um sistema Xyz, teremos para cada

dire¢do as seguintes componentes para F:
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F.=v.nC —nD _ oc
ox
— oC
Fy :Vyl’lC —l’lDny (419)
F.=v.nC —nD _ oc
oz

Para o célculo da variagdo liquida total de soluto através das faces do VC

considerado, teremos:

Fluxo entrando do VC:

F.dzdy + F,dzdx + F_.dxdy (4.20)

Fluxo saindo do VC:

oF.

z

oF oF
F,+—>dx |dzdy +| F,+ —=dy |dzdx +| F. +
0x Y0y

dz jdxdy (4.21)
Os termos com derivadas parciais representam a variacdo da massa de soluto em
uma determinada direcdo (x, y ou z) ao longo do VC. O fluxo liquido (saida — entrada) de

massa de soluto sera:

(aFY o0F, OF.
£ 4+ +

dvdzd 422
ox | oy Ozj “ (%22)

As fontes (+) e os sorvedouros (-), que representam a quantidade de soluto
(poluente) transportado pelos fluxos volumétricos de agua por unidade de volume de aqiiifero

(gs), serdo considerados através do termo:

q,C  dxdzdy

As reagdes quimicas por unidade de volume serdo representadas pelo termo:
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N
Z r, dxdzdy
k=

1

A taxa de variacdo da massa no interior do VC sera:
-n oc dxdzdy
ot

Finalmente, utilizando os termos acima para a aplica¢do da conserva¢do de massa

para o VC, obtém-se:

al oC
+(]SCS+ E f'j:—ﬂ? (423)
Jj=1

+

OF, , OF, OF,
ox oy 0z

Substituindo-se as expressoes para os fluxos nas direcdes x, y e z, equacdo 4.19 e

reorganizando, tem-se:

P[Dxa_cji(’) 8_0}3(,) a_Cﬂ
ox ox) oy “oy) oz\ T oz

(4.24)
N
RN (e FHA (W) L e | P el o) SRS
ox oy’ oz n S o
que por conveniéncia, sera reescrita de forma esquematica:
0 oC| 0 q u oC
—| D,— |-——WC)+=C.+ > R, =— 4.25
ax,.[ U@xj 6xl.(l) n -’ JZ‘] ot (3.25)

A equagdo 4.25 descreve o balango de massa, ou seja, que o fluxo liquido de
massa que atravessa as superficies de controle do VC (fluxo que entra menos fluxo que sai),
mais os termos fontes ou sorvedouros, mais o termo que leva em consideragdo as reagdes
quimicas, serd igual a taxa liquida de variacdo de massa no interior do volume de controle

(termo de acumulo de soluto no VC).
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O termo das reagdes quimicas foi reescrito, pois leva em consideracao a influéncia
da porosidade. E importante destacar que somente absor¢des lineares e nao-lineares com
equilibrio controlado e taxas de reagdes irreversiveis de primeira ordem sdo consideradas por

este termo. Assim, este termo serd expresso por (Grove e Stollenwerk, 1984):

N —
ZRjz—&ﬁ—C—/i(C+—ij (4.26)

p, a densidade do meio poroso [g/m’];

a concentracao de contaminantes absorvida pelo meio poroso [g/g];
A taxa para o decaimento radioativo e biodegradacio [s™];

O primeiro termo do lado direito da equagdo 4.26 sera reescrito da seguinte forma:

&6C _ p_b6C oC (4.27)
n Ot n o0t oC

Substituindo a equagdo 4.27 na equagdo 4.26, e em seguida, substituindo a

expressao resultante na equacdo 4.25, obtemos:

2lp < —i(vic)+$cs—&a—ca—c—z(mﬁﬁj:a—c (4.28)
ox, | "ox, ) ox, n n ot oC

1 1

Passando o quarto termo do lado esquerdo da equacdo 4.28 para o lado direito e
reorganizando, tem-se:

Ofp < —i(ExC)+iCS—/1(C+&Ej: 142 0C 1€ (4.29)
oX, ox, ) ox n n n oC | ot

Finalmente, definindo o termo entre colchetes como sendo:

R:{H&a—c}

4.30
n oC ( )
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obtém-se:

oY A Y, 1 —/I(C+&E’J:R8—C (4.31)
ox n n ot

A equagdo 4.31 ¢ a equacdo governante do processo de transporte de poluentes em
meios porosos saturados utilizada pelo modelo numérico MT3D indicado pela EPA. Pode-se
observar que sua aplica¢do necessita do conhecimento do campo de velocidade que define o
escoamento no meio poroso.

Solugdes analiticas de casos simplificados podem ser encontradas na literatura.
Entretanto, na maioria das situagdes praticas encontradas em estudos de transporte de
poluentes em meios porosos (sistema bi ou tridimensional anisotropico), ndo sera possivel
solucionar analiticamente a equagdo 4.31. Desta forma torna-se necessario a utilizagcdo de

técnicas numéricas para obtermos solu¢des aproximadas em pontos discretos predefinidos

através de uma malha.
Condicoes Iniciais

Sendo o processo de transporte de contaminantes um processo transiente ¢
obviamente necessdrio fornecer a condi¢do inicial do problema estudado, ou seja, a
distribuicdo inicial de concentrag¢do para o dominio analisado:

C(x, y,2,0)=C,(x,»,2,1,) (4.32)

Condigoes de contorno

Os trés tipos de condi¢do de contorno conhecidos podem ser encontrados ao se

analisar problemas envolvendo transporte de contaminantes, ou seja:
a) concentragdo conhecida ao longo do contorno I' (Dirichlet):

C(x,p,2,0)=C,(x,y,2) >T (120 (4.33)
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b) gradiente de concentragdo conhecido ao longo do contorno I' (Neumann):

D, S—C =q(x,y,2,6) >T  (£20) (4.34)
X .

J

¢) uma combinacao das condigdes a e b ¢ conhecida ao longo do contorno I" (mista):

D, S v C=glepzn>T (120 (439)
X .
J
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CAPITULO 5. SOLUCAO DE UM PROBLEMA DE TRANSPORTE

5.1 — Solucio de um problema de transporte de poluentes

Para testar o desempenho do método difusional aplicado a solugdo de problemas
de transporte de poluentes, tomou-se um problema j& analisado por Hassan & Mohamed
(2003).

Um aqiiifero homogéneo, bidimensional ¢ assumido com dimensdes 48 metros x
16 metros (Figura 5.23) e uma velocidade constante na direcdo x (V) de 0,5 metros/dia. As
dispersividades longitudinal e transversal sdo iguais, e tem um valor de 0,1 metros. Uma
massa total de 4 kg ¢ disparada como uma pequena fonte de contaminagao com dimensdes 0,2

x 0,2 metros.

diwdy =0
G P P P G E P

uf_:{l:_,:{].l m

C(x,y t=20d) C(x,y,1=60d)

i @

Velocidade Uniforme b= 5
0 =0, (V = 0.5 m/d)

Figura 5.1 — Diagrama esquematico para a simula¢ao bidimensional de um aqiiifero
homogéneo

FONTE — HASSAN & MOHAMED, 2003.

A solucdo analitica para tal caso ¢ dada com ((Ogata & Banks, 1961, citado por

Hassan & Mohamed, 2003),

A -x,)° —3,)
C(X,y,f)z CO .exp _(X xo) _(y yo) (51)
4 4Dt 4Dt

7\ D_t

XX
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onde C, ¢ a concentracao inicial, A ¢ area do termo fonte, e (x,, ),) € o centro da area da fonte.
A distribuicdo bidimensional da concentragdo ¢ obtida em dois tempos pré definidos, t = 20
dias e 60 dias, apds a contaminagdo. A solu¢do analitica para um disparo instantaneo para
uma fonte retangular, com comprimentos L na dire¢do do fluxo com largura W transversal a
esta diregdo, pode ser aproximada pela equagio 5.9 se L?/48.Dy.t ¢ L2/48.Dyy.t sdo ambos
pequenos. (Charbeneau, 2000, citado por Hassan & Mohamed, 2003). Para os problemas aqui
estudados, os dois valores sdo iguais e depois de 20 e 60 dias sao 0,000833 e 0,000278
respectivamente. Estes valores sdo pequenos o suficiente para permitir o uso da equagdo 5.1
para este problema.

Varios pacotes de softwares foram usados para resolver este problema de
transporte, sendo esses comparados com a solugdo analitica. Dois codigos sdo baseados no
método de elementos finitos, SUTRA (Voss, 1984, citado por Hassan & Mohamed, 2003), e
FEFLOW (Diersch, 1998, Hassan & Mohamed, 2003), um no método de diferengas finitas
MT3D (Zeng, 1990, citado por Hassan & Mohamed, 2003) ¢ MT3DMS (Zeng & Wang,
1999, citado por Hassan & Mohamed, 2003) e um baseado em um método estatistico fisico
usado na analise do processo de difusdo dispersdao em meio poroso ao longo do tempo Método
de Monte Carlo (Hassan & Mohamed, 2003).

A figura 5.24, mostra uma comparagdo entre a solugdo analitica e os diversos
métodos citados.

SUTRA ¢ um bem conhecido modelo de elementos finitos que simula o fluxo e o
transporte de solutos em uma superficie. O dominio de simulacdo foi discretizado em
elementos de tamanho 0,2 x 0,2 metros. A comparacao entre 0 SUTRA e solucdo analitica ¢
dada na figura 5.24, e mostra que o SUTRA apresenta uma significante dispersdo numérica
longitudinal que ndo ocorre com a solu¢do analitica. Similarmente o FEFLOW possui a
mesma imprecisao devido a dispersdo numérica que o SUTRA.

O MT3D ¢ outro bem conhecido modelo que usa o método de diferengas finitas.
Foi usado o MT3D/MT3DMS e selecionado dois resolvedores que diferem na discretizagdo
do termo advectivo. O primeiro resolvedor (MT3D) usa diferencas centradas para o termo
advectivo. O segundo resolvedor, usa uma aproximagao de terceira ordem para a discretizagao
do termo advectivo (MT3D-TVD). A figura 5.2, mostra que o método MT3D induz um maior
dispersdao numérica que o SUTRA e FEFLOW, no entanto, o resultado do MT3D-TVD,
mostra uma excelente concordiancia com a solugdo analitica, eliminagdo da dispersdo

numérica.



78

A performance do método RWPT possui um comportamento similar ao MT3D-
TVD, e tém uma excelente concordancia com a solugdo analitica. No entanto, um grande
nimero de particulas (~ 2,5 milhdes) foi necessario para se obter uma solugdo suave, caso
contrario, ocorre oscilagdes ao redor dos contornos circulares. Essas oscilagdes sao resultados

da natureza discreta das particulas e do componente randonico do seu movimento.

5 T L
— Analitica
= - — 3UTEA
E.0p -
= ﬁj} dias |
o M 45 A0
5 L] L] T
02— Analitica
— — — FEFLOW
E of ]
{= 6 dias
-j 1 1
0 b 10 15 0 25 30 as 40 45 a0
x(m}
j T
— Analitica
B == MT3D
E ot ]
{= 6l dias
_5 '] l -
0 40 45 S
5 L] T T ¥ L T ¥ L]
D cic Analiti
E]j]ﬁ ' D.D.E- — Alaliicz
= - — MT3D TVD
2 ok E
r=2dias =l dias
5 '|_ 1 1 Il 1 L ] i_
L] b {1} 15 20 P 1 35 40 45 50
x {m)
3 E T T T T T ¥ N T Vi
s .| o SANEnca
= .05 i 002 - RWPT
2 0OF @ ko
. -'=1l|'rd_ws . : ) . ; r=l!':E'I|J_|;JL. .
0 A Lk 15 20 25 Mk 35 A0 45 3

Figura 5.2 — Comparativo entre a solugdo analitica e os métodos SUTRA,
FEFLOW, MT3D, MT3D TVD e RWPT.
FONTE — HASSAN & MOHAMED, 2003.
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A figura 5.3 mostra a comparacao entre isolinhas de concentragdo obtidas pela
solucdo analitica e as obtidas pelo método difusional, para o problema de transporte em um
aqiiifero homogéneo, bidimensional quando este sofre uma contaminacdo pontual. As
isolinhas sdo tracadas para tempos de 20 e 60 dias apds a contaminagao. Os resultados obtidos
sao compativeis com os métodos de SUTRA e FEFLOW apresentando uma pequena
dispersao numérica tanto para os tempos de 20 como de 60 dias, e apresentam um

comportamento superior ao método MT3D e inferior aos métodos MT3D TVD e RWPT.

10 \ \ \
0,24 0,04
54 L
0,07
—— 0,02
0 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 5.3 — Perfil de solugdo para o transporte de poluentes em um aqiiifero
bidimensional apos 20 e 60 dias de aplicacdo de uma fonte de
contaminag¢do, comparando a solugdo pelo método difusional aplicado a
uma malha de 100 x 20 elementos (em azul) com a solugao analitica

(em preto).

As figuras 5.4 a 5.5 mostram a representagdo espacial da solugdo obtida para os
tempos 20 e 60 dias. As figuras 5.4 e 5.5, representam a solucao pelo método difusional para
um malha de 100 x 20 elementos e as figuras 5.6 e 5.7 representam as solugdes analiticas para

os mesmos tempos. Pode-se notar que ocorre difusdo numérica no sentido do fluxo.
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Figura 5.4 — Perfil de solugdo pelo método difusional para o transporte de poluente
em um aqiiifero bidimensional ap6s 20 dias de aplicagdo de uma fonte

de contaminacdo, considerando uma malha de 100 x 20 elementos.
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Figura 5.5 — Perfil de solugdo pelo método difusional para o transporte de poluente
em um agqiiifero bidimensional apds 60 dias de aplicacdo de uma fonte

de contaminacdo, considerando uma malha de 100 x 20 elementos.
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Figura 5.6 — Perfil de solugdo analitica para o transporte de poluente em um
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A figura 5.8 mostra a comparagao entre a concentracao distribuida ao longo do
comprimento (eixo x) do dominio, para o ponto no centro do eixo y (y = 5 m). As solucdes
foram obtidas pelo método difusional para malhas de 80 x 16 e 100 x 20 elementos e solugao
analitica. Os tempos analisados foram de 20 e 60 dias. Pode-se observar que a medida que se

refinou a malha, obteve-se uma solugdo com menor difusdo numérica em relacdo a solugao

exata.
0.30 1 — EXATA 20 DIAS
0,28 1 — DIFUSIONAL 20 DIAS MALHA 80 X 16
0,25 - — DIFUSIONAL 20 DIAS MALHA 100 x 20
023 | —+— DIFUSIONAL 20 DIAS MALHA 120 x 24
’ — EXATA 60 DIAS
_ 0204 —— DIFUSIONAL 60 DIAS MALHA 80 X 16
2018 — DIFUSIONAL 60 DIAS MALHA 100 x 20
5 0,15 | —— DIFUSIONAL 60 DIAS MALHA 120 x 24
~ 0,13+
0,10 -
0,08 -
0,05 -
0,03 -
0,00 A

Comprimento [m]

Figura 5.8 — Comparacdo entre as concentragdes calculadas pelo método difusional
para malha de 80 x 16, 100 x 20 e 120 x 24 e a solug@o analitica ao

longo do comprimento no eixo x aplicado nos tempos de 20 e 60 dias.
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CAPITULO 6. CONCLUSAO

Neste trabalho, desenvolveu-se e implementou-se o método difusional para
problemas convectivos difusivos transientes bidimensionais. Esta implementagao utilizou as
bases do algoritmo CONDUCT desenvolvido por Patankar (1991), usado na solucdo de
problemas bidimensionais transientes de condugdo de calor. Apresentou-se uma revisdo dos
métodos mais utilizados para solucao de problemas convectivos difusivos sendo que a maioria
desses problemas utiliza manipulagdes, solu¢des ‘ad doc’, que modificam alguns parametros
da equacdo convectiva difusiva, podendo conduzir a erros de solucdo e duvidas quanto ao
problema que realmente se esta resolvendo.

O software criado teve por base a técnica de volumes finitos. Os testes aplicados
usaram problemas padrdes (benchmark), puramente convectivos freqiientemente utilizados na
literatura para avaliacdo de novos métodos destinados a solugdo de problemas convectivos
dominantes. Estes testes utilizaram a aplicagdo de refinamentos sucessivos de malhas, e
demonstraram, entre outros resultados, que para problemas bidimensionais em condi¢des de
escoamento predominantemente convectivo, a medida em que se refina a malha a solugdo
pelo método difusional tende para a solugdo exata. Também verificou-se que a medida em que
o problema se torna difusivo a solugdo caminha para solucio exata sem maior refinamento de
malhas. Avaliou-se, também a aproximagdo de um esquema hiperbolico para substituir a
forma exponencial de Peclet que aparece na equagdo de conveccao difusdo quando da
aplicagcao do método difusional.

A comparagdo com outras técnicas utilizadas na literatura, comprovou que o
método difusional fornece resultados tdo acurados e desempenho tdo bom quanto aquelas para
resolver problemas convectivos-difusivos.

Os testes realizados, neste trabalho, para avaliar a performance do método
difusional permitem concluir que:

e O método difusional pode ser acoplado a técnicas numéricas de solucdo de

equacdes de difusdo sem maiores dificuldades na solucao;

e Diferentemente da aplicacdo direta das equagdes de conveccdo difusdo, o

método difusional transforma esta equa¢do em uma puramente difusiva
implicando na colocacdo de condicdo de contorno em todas as fronteiras do

dominio, por se tratar agora de uma equagao puramente difusiva;
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Para solu¢do das diversas situagdes testadas neste trabalho, nao foi necessaria
a implementacao de nenhuma forma de relaxacdo das propriedades estudadas;
O método difusional aplicado a refinamentos sucessivos de malhas caminha
para a solucdo oOtima do problema, ou seja, a falsa difusdo diminui
progressivamente a medida que se refina a malha;

A utilizacao de valores para o nimero de Fourier menores que 1, garantiu a
convergéncia do método, para quaisquer valores do numero de Peclet. A
utilizagdo dos valores de Fourier proximos a 0,5 acelerou a velocidade de
convergéncia dos problemas convectivos dominantes;

Durante os testes realizados ndo houve limitagdes para utilizacdo do nimero
de Courant;

O método difusional pode ser aplicado a situagdes tridimensionais, visto que

se trata, em sintese, da solu¢do de uma equagao de condugdo.

Portanto, pode-se concluir que o método difusional gera um sistema de equacdes

bem definidas, que pode ser resolvido por quaisquer dos métodos numéricos conhecidos,

apresenta estabilidade dos resultados e a possibilidade de diminuicao da difusao numérica. A

partir desses resultados pode-se propor a continuidade dos estudos abordando os seguintes

temas:

Utilizagao de um esquema adaptativo para o tempo ou para a malha, dentre
outros.

Aplicagdes do método difusional em situagdes tridimensionais;

Avaliagdo da aplicabilidade do método para diversos problemas com Peclet
variavel indo de 0 a +oo;

Implementacdo de um método de solugdes mais otimizado, podendo fazer
maiores refinamentos de malhas e gerar solu¢do mais proximas da solucio
real;

Implementacdo de um sistema de elementos finitos ou volumes finitos com
malhas ndo estruturadas, com o objetivo de ampliar a aplicabilidade para uma
gama maior de dominios.

Aplicacao do método difusional para casos reais de dispersdo de poluentes.
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