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RESUMO

O presente trabalho propde um estudo detalhado da implementacdo de uma
ferramenta matematica denominada quatérnios duais e uma analise a fundo sobre sua evolugéo
e potencial aplicagdo dessa ferramenta na area da robdtica. Em paralelo a essa visao é
apresentado um comparativo com a forma tradicional de calcular rotacdo e translacdo na
cinematica de rob6s manipuladores. Os quatérnios duais tém sido massivamente empregados
na robdtica devido ao fato de serem computacionalmente mais eficientes na representacéo de
informacdes rotacionais do que a representacdo com matrizes de transformagdo homogéneas.
Assim, este trabalho tem como objetivo fornecer uma explicacdo detalhada através de um
passo-a-passo para 0 uso da algebra quaternidnica, de forma simplificada, utilizou-se de
exemplos para melhor compreensdo da implementacdo em questdo. Embora haja uma grande
quantidade de literatura sobre 0s aspectos tedricos de quatérnios duais, em poucas delas existem
exemplos praticos de como realmente funciona o seu uso. Assim, ao dar uma clara no¢do da
introducdo a teoria de quatérnios duais, este documento também demonstra sua aplicagdo a um
manipulador robotico do tipo serial com 4 Graus de Liberdade. Nesta dissertacdo foi possivel
fazer uma comparacdo entre a cinematica direta e inversa calculada usando a &lgebra de
matrizes versus a algebra quaternidnica, verificou-se que 0s quatérnios sao
computacionalmente mais eficientes embora ndo aloquem menor area da memoria de programa
para 0 microcontrolador Atmel Atmega 328/P. Foram realizadas simulacGes e testes
experimentais para comprovar os resultados.

Palavras-chave: Quatérnios Duais Unitarios, Matrizes de Transformagcfes Homogéneas,
Cinematica Direta, Cinematica Inversa.
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1 INTRODUCAO

Os quatérnios simples sdo uma representacdo de rotacbes 3D com diversas
vantagens em compara¢do com matrizes de rotacdo. Contudo, os objetos rigidos ndo s6 giram,
como também realizam translacdo. A rotacdo quando associada a translacdo € chamada de
transformacéo rigida, qualquer deslocamento de um objeto rigido no espaco 3D pode ser
descrito por uma transformacdo rigida. Os quatérnios duais sdo tidos como uma melhor
representacdo de transformacdes rigidas por tratarem componentes de rotacdo e translacdo de
forma independente, desta forma ele unifica a translacao e a rotacdo em uma unica variavel de
estado. Esta varidvel de estado Unica oferece uma forma robusta, inequivoca e
computacionalmente eficiente para representar transformacéo rigida. Quando 0s movimentos
se tornam mais complexos em termos de memoria computacional usada, problemas passam a
empregar os sistemas robéticos e 0s quatérnios duais sao 0s mais indicados para solucionar tais
problemas.

Levar em consideracdo complexidade temporal e espacial de um algoritmo é muito
importante em programac&o. Afinal, é necessario saber se o algoritmo levard microssegundos,
horaso ou dias para apresentar uma solucdo. Também é preciso saber qual € a quantidade de
memdaria que um algoritmo requer para produzir uma solucéo. Enfim, a andlise de algoritmos
serve para classificar algoritmos como adequados ou menos adequados para solucdo de
problemas. Assim, considera-se um algoritmo eficiente quando ndo se conhece nenhum outro
funcionalmente equivalente a ele ou que possua menor complexidade.

Este trabalho se propde a utilizar os Quatérnios Duais Unitéarios (QDU) como uma
alternativa para célculo da cinematica direta e inversa, ao mesmo tempo que se pretende
comparar os resultados de testes de eficiéncia de execucdo de algoritmos obtidas com o0s
resultados devido ao uso das tradicionais Matrizes de Transformacdo Homogénea (MTH).

Uma transformacdo 3D completamente rigida pode ser representada por uma
componente translacional e outra rotacional através de uma matriz 4x4 homogénea, nota-se que
as MTHs possuem a limitacdo de serem dificeis para realizar a interpolacdo entre as
transformacdes (SHOEMAKE, 1985). Alternativamente, surgem os Quatérnios Duais como a
melhor solugéo para rotacoes, neles as transformacgdes podem ser gerenciadas com a vantagem
de encapsular a translacéo e a rotacdo em um unico estado que pode ser interpolado sem esforco
utilizando oito numeros escalares ao invés de dezesseis como nas MTHSs. Nota-se que os QDUs
permitem facil a incorporacdo a sistemas existentes, isso porque uma implementacdo com eles
consegue ir de encontro as implementacdes com MTHs realizando poucas interferéncias nas
montagens existentes.

A importéncia deste trabalho resume-se na otimizacgdo do calculo de tarefas com
manipuladores robdticos, resultando em tarefas operacionais mais ageis ja que o desempenho
computacional é o foco do trabalho, bem como a simulagdo, modelagem e implementacdo de
sistemas para a verificacdo da maneira mais eficiente de execugdo de algoritmos de cinematica
direta e inversa.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Conceituando a Cinematica de Robbs Manipuladores
2.1.1 Convencdo Denavit-Hartenberg

A classificacdo de robds quanto a sua arquitetura e estrutura é fundamental para
identificar as diferengas entre eles que influenciardo nos calculos de cinematica e controle. A
arquitetura de um robé se refere a maneira como 0s respectivos elos e juntas se conectam, ja a
estrutura de um robd considera o posicionamento dos eixos das juntas para formacao da cadeia
cinematica do rob6. De maneira genérica, um rob6 serial é aquele cuja cadeia cinematica é
aberta parecida com a de um braco antropomdrfico. Esse tipo de rob6 é formado por uma Gnica
cadeia cinematica onde apenas um elo esta conectado a base e o final da cadeia cinematica é
livre para se mover no espago. Um robd paralelo € formado por no minimo duas cadeias
cinematicas independentes, e estas varias cadeias cinematicas se ligam a um outro elemento
fixo que constituird a base do efetuador (mecanismo de cadeia fechada tem o efetuador ligado
a uma base fixa), esses robds resultam na maioria das vezes em sistemas redundantes com mais
atuadores que o nimero de graus de liberdade controlados pelo efetuador (BRANDSTOTTER,
2016, p.6).

Dombre e Khalil(2007, p.3) explicam que uma modelagem sistemética de robos
requer um método apropriado para a descricdo da morfologia deste. Varios métodos e notacoes
foram propostos e 0 mais utilizado é o de Denavit-Hartenberg (DH), desenvolvido para
estruturas abertas simples de robds seriais, como a mostrada na Figura 1—(a). Este método DH
apresenta ambiguidades quando é aplicado a rob6s com cadeias cinematicas fechadas ou robés
estruturados em arvore, Figura 1 — (b) e (c). Quando o modelo DH convencional nao é aplicavel,
uma alternativa é a notacdo de Khalil e Kleinfinger (1986) que é um modelo que prevé
modificagdes no modelo DH original e que permite a descri¢do unificada de robds complexos
e com estruturas mecanicas articuladas, além da tradicional descri¢do de robds seriais.

A
o® )
v
(a) Brago robotico (b) Robd Paralelo (c) Rob6 modelo Dexterous
Estrutura Cadeia Aberta Estrutura Cadeia Fechada Estrutura em arvore

Figura 1: Desenhos esquematicos e exemplificacdo real de rob6s dada a estrutura
Fonte: YAVUZ, 2009; PARK,2015; CHEN, HAN E PENG, 2014.
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Em analise a rob0s seriais de estruturas abertas simples, Siciliano(2009) explica a
convencdo de Denavit-Hartenberg. Esta convencdo precisou existir considerando que 0s
sistemas de coordenadas de cada junta do manipulador ndo poderiam ser definidos
arbitrariamente, por uma questdo de consisténcia e eficiéncia computacional o0 modelo adotado
permitiu a localizagdo destes sistemas sem gerar ambiguidades. A Tabela 1 mostra a convencao
Denavit-Hartenberg em sua forma tradicional:

Tabela 1: Convencdo Denavit-Hartenberg

R,¢ > rotacdo de 8; em torno do eixo z;_,
(angulo de junta)

T,q— translacdo de d; ao longo do eixo z;_,
(distancia entre origens)

Tya— translacdo de a; ao longo do eixo x;_;
(comprimento do elo)

Ryg— rotagdo de a; em torno do eixo x;_;
(torcéo do elo)

Rotacdo e Translacdo de Denavit Hartenberg
RZ,9 * Tz,d * Tx,a * Rx,a

Fonte: (commons.wikimedia.org/wiki/File:Denavit-Hartenberg-Transformation)

Spong, et. al (2004, p.64) ao explicar o modelo Denavit-Hartenberg (DH) , afirma
que ndo é possivel representar qualquer matriz de transformagdo homogénea usando somente
quatro parametros (6, d, a, a), desta forma para garantir que somente as transformacées
homogéneas passiveis de serem expressas no produto das matrizes de transformacdes bésicas
sejam elegiveis (R, *T,4 * T, 4 * R, ,) de modo que estas permitirdo a existéncia da
transformacdo homogénea final livre de singularidades, duas outras proposi¢des devem ser
atendidas no modelo DH juntamente com os quatro parametros de modo que permita especificar



4

qualquer transformacdo homogénea resultante no manipulador robético : (1) o eixo x da junta
posterior deve ser perpendicular ao eixo z da junta anterior (x; 1 z;_,), de modo a garantir
que o produto escalar destes dois eixos seja nulo e portanto os angulos 6 e a existam; (2) o eixo
X da junta posterior deve interceptar o eixo z da junta anterior (x; N z;_;), garantindo que o
deslocamento de um elo para o outro resulte em uma equagao que possa ser expressa pela
combinacéo linear dos dois eixos. A Figura 2 a seguir ilustra as duas proposic¢des anteriormente
citadas:
a

x, Lz

Figura 2: Coordenadas de duas juntas consecutivas obedecendo as duas
proposicdes de Denavit Hartenberg
Fonte: SPONG, et. al,2004, p.65

2.1.2 Convencao nsa

O Sistema nsa definido por convencdo para o efetuador esta ilustrado na Figura 3,
onde o eixo z representa a direcao de ataque ou direcdo para a qual o efetuador estd apontando
(“approach™), o eixo y ¢ a dire¢do de escorregamento para abertura e fechamento da
garra/ferramenta (“sliding”) e o eixo x € diregdo normal que € ortogonal ao plano formado pelas
direcdes z e y (“approach” e “sliding”) saindo pela regra da mao direita. Esta convencdo é
também conhecida como movimentos de rolagem, arfagem e guinada (roll, pitch e yaw — Z,,,
Yy € X)) ou ainda pode ser chamada X-Y-Z angulos fixos. A Figura 3 ilustra as coordenadas do
efetuador obedecendo a convencdo nsa (SCHILLING, 2003, p.53; CRAIG, 2005, p.42).

Figura 3: Sistema de Coordenadas do efetuador convencédo nsa
Fonte: Autoria Prépria

2.1.3 Cinemética Direta

Um rob6 cuja configuracdo é conhecida, ou seja, 0 comprimento de todos os elos e
angulos articulares do robd foram medidos e determinados. O calculo da posi¢éo e da orientagédo
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do efetuador do rob6 é chamado de andlise cinematica direta. Em outras palavras, se todas as
variaveis articulares do rob6 sdo dadas, entdo, com o uso das equacdes de cinematica direta é
possivel calcular onde o terminal final do robd estd em qualquer instante de tempo (NIKU,2015,
p.49).

Para um manipulador antropomdrfico de n graus de liberdade tém-se a relacéo dada
pela Figura 4 esquematica a seguir:

0;,i=1,.,n — | Cinematica Direta de Posi¢cio | —> x;,¥g, Zp ,n,5,a

Figura 4: Desenho esquemaético cinematica direta
Fonte: Autoria Propria

Xo , Yo € Zo S80 as coordenadas cartesianas do efetuador no sistema de coordenadas da base.
Estas que podem ser representadas pelo vetor de posi¢céo d, onde n, s, a sao vetores ortonormais
que descrevem a orientacdo do efetuador em relagcéo a base (ROMANO, 2002). Estes vetores
formam a matriz de rotacdo R. Para este tipo de manipulador, ha n juntas e n + 1 elos
conectados, incluindo o elo 0 que é a base do robd. Considerando que cada junta i conecta 0s
elos (i— 1) e (i), pode-se representar a posicdo (ROMANO, 2002) e orientacdo do efetuador em
relacdo ao sistema da base, usando a sequéncia de matrizes de transformagdo homogénea
(SPONG et al., 2005)

Como visto na cinematica direta é possivel determinar as coordenadas X, yeze a
orientacdo do efetuador de um manipulador se forem conhecidas as variaveis de junta 0i. Essa
tarefa € a chamada modelagem cinematica direta e pode ser realizada usando a convencéo de
Denavit-Hartenberg de uma maneira bem prética.

2.1.4 Cinemética Inversa

Para colocar o efetuador do rob6 em um local e orientagdo desejados, € preciso
saber quais devem ser os angulos das articulaces do robd tal que, nesses valores, o efetuador
estard na posicao e orientacdo desejadas. Isso é chamado de anéalise cinematica inversa, 0 que
significa que em vez de substituir as variaveis conhecidas do rob6 nas equac6es de cinematica
direta dele, é preciso encontrar os inversos destas equacfes que permita saber os valores
articulares necessarios para colocar o robd no local e orientacdo desejados. Na realidade, as
equacdes de cinematica inversa sdo mais importantes, ja que o controlador do robé calculara os
valores articulares usando essas equacgdes e manejara o rob6 para a posi¢do e a orientagdo
desejadas. Desenvolve-se primeiro as equacdes de cinematica direta de robds, e em seguida,
usando essas equagdes, calcula-se as equagdes da cinemaética inversa (NIKU, 2015, p.49).

Para realizar o comando de um manipulador € necessario 0 modelo inverso, nele é
dado a posicéo e orientagdo desejadas para o efetuador, deseja-se saber os valores de 8i em
cada junta. Este é o problema da cinematica inversa de posi¢do representado na Figura 5
(SPONG et al., 2005, p. 85)

Xo,Yo0, Zp ,Nn,s,a — | Cinematica Inversa de Posicio |—> 0;,i=1,...,n

Figura 5: Desenho esquematico cinematica inversa
Fonte: Autoria Propria

A cinematica inversa € muito parecida com a equacdo cinematica direta, porém com
as entradas e saidas invertidas. O problema da cinematica inversa de posi¢do pode ser bastante
dificil de se resolver pois resulta em doze equacGes nao lineares e n incognitas (SPONG et al.,
2005).
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Quando a cinemética inversa existe, a forma explicita encontrada normalmente
resulta em um conjunto de varias solugdes (raramente o resultado da cinematica inversa possui
uma unica solugdo). Existem diversos métodos para solucdo da cinematica inversa, 0 metodo
de Paul é um método que depende de cada robé individualmente e é muito usado em robdés
industriais; o método de Pieper que permite a solucdo para robds com seis graus de liberdade
dos quais trés juntas (de revolugdo ou prismaticas) possuem eixos que se interceptam; o método
Raghavan e Rothque da uma solucéo geral para robds com seis graus de liberdade e polindmios
para até o 16° grau. Quando nao ¢ possivel calcular uma forma explicita da cinematica inversa,
a alternativa é o calculo de uma solugéo particular usando procedimentos numéricos (DOMBRE
e KHALIL, 2007, p.7).

2.2 Calculo da Cinematica

2.2.1 Matrizes de Transformacdo Homogénea

Em 1850 o matemaético inglés J. Sylvester introduziu o termo matriz para uma
ordenacdo retangular de nimeros os quais ele poderia representar um mapeamento linear entre
duas dimens@es finitas de vetores espaciais (UEBERHUBER, 1995, p.193).

Niku (2015, p.37) afirma que, por definicdo, uma transformacdo é a realizacdo de
um movimento no espago. Uma transformacdo é uma mudanga no estado de um referencial
(localizacdo e orientacdo) e, portanto, um vetor, um objeto, ou um referencial movel se
movendo no espago em relacdo a um sistema de referéncia fixo podera ser representado como
um referencial. A transformacdo pode se apresentar como uma das seguintes formas: uma
translagéo pura, uma rotacéo pura em torno de um eixo ou ainda uma combinacéo de translagdes
e/ ou rotacBes. A movimentacdo de um corpo rigido no espaco pode ser modelada como uma
transformacéo linear representada por matrizes de transformacgéo. Diversas transformagoes
lineares podem ser combinadas em uma Unica matriz, denominada matriz afim, consistindo na
preservacdo da distancia entre pontos distintos e na colinearidade entre pontos, isto &, trés
pontos que se encontram em uma linha continuam a ser colineares ap6s a transformacéo. Busca-
se entdo uma representacdo para a translacdo e rotacdo de um objeto ja que esses sdo 0s tipos
de movimentagdo possiveis em um robd (Equacéo 1).

Rxx ny sz XE My Sx ay Px
R Ryy Ry Ye|_|ny 5 a Py
Zg nz
1 0

Eqg.1l
Rxx Ryz RZZ Sz a, Pz

0 0 0 0 0 1

Na representacdo padrdo cada uma das matrizes podem ser obtidas por meio de
quatro transformacdes homogéneas basicas, de acordo com a estrutura rigida do robd
manipulador resultando nas Equagdes 2 e 3 (SPONG et al., 2005):

Hpu!l "= Ryg*Tyq*Tya*Ryy Eq.2
HDHﬁ_l_
Co, —Se; 0 OJf1 0 O Oyf1 0 O e[l O O O
_[Se, Co, 0 offo 1 0 offo 1 0 0|0 Ca —Se O
0010001di001005ai6ai0 Eq.3
0 0 o 140 0 0o 140 0 0 1ilp o 0 1
Co, = cos(6;) Sp. = sen(6;)



Co, = cos(a;) Sa; = sen(a;)

A matriz homogénea dada pela convencdo Denavit-Hartenberg para representacao
de uma estrutura rigida pode ser produzida apos resolucdo das multiplicagdes matriciais, 0
resultado exibe doze numeros (sem contar a ultima linha da matriz de transformacéo

homogénea) que representam juntos rotagéo e translacao das juntas conforme representado pela
Equacéo 4 (SPONG et al., 2005 p. 69).

cosf; —senf; cosa; sen6; sena; a;cosb;
i—1 senf; cosBO;cosa; —cosH; sena; a;senb;
HDH; — 0 i i { { i i i Eq.4
sen ; CoS ; d;
0 0 0 1
A translagdo e dada pela ultima coluna da matriz final na Equacéo 1 resultando na
Equacéo 5:
XE
p=|Ye Eq.5
Zg

A matriz global de rotacdo nsa, também chamada de matriz global roll, pitch e yaw
é dada pelas Equacdes 6 e 7 e rotagdes em torno dos eixos Equacdes 8 , 9 e 10:

Rzyx = Rz, * Ry, * Ry, Eq.6

11 Tz T3 Co, —S, 011Cs O Sgp(1 O 0
[7”21 T22 r23] = [Sw C, 0] [ 0 1 0] 0 G =S5
31 T32 T33 0 0 Cpl|0 Sy Cy

T21 Tz T23|=|S4Cp Cy

(?)
1 T2 T3 ColCp —Su CuSp
S qu
31 T32 T33 —Sp 0

0 5 C,

[m Tiy rlg] (CoCp) (CuSpS,— chy) (Co Sp Cy + SuSy)

T1 Tez Taz| = (S, Cp) (Sw S¢Sy + CwC],) (Sw Sp €y — CwSy) Eq.7
T31 T3z T33 —Sg (CyS,) (CyCy)
- Eq.8
@rot.Y = atan2 <%>
VT11° t 121
T2
1/C® Eq.9

Wrotz = atan2

T
= atanZ( 21)

r11/6¢ T11
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C T
Yrotx = atan2 Tas ®) = atan2 <ﬁ> Eq.10

T
C(Z) 33

A inversa de uma Matriz de Transformacdo Homogénea (MTH) é dada pela
Equacéo 11.

[ Ty n, —nTp]
H1= S 5 s, —s"p |

ax a4y q, —a'p

lO 0 0 1 J

[nx n, ng (_nxpx —Nypy — nzpz) ]
— | Sx Sy Sy (—SxPx — SyDy — S:Pz) |
Ax ay a; (_axpx — AyPy — azpz) Eq'll
0 0 0 1

2.2.2 Quatérnios Duais Unitarios

Uma transformagdo 3D completamente rigida é composta de uma componente
translacional e outra rotacional, que é tradicionalmente calculada através de uma matriz 4x4
homogénea. No entanto, a maior complexidade na realizacdo da interpolacdo entre as
transformacfes quando usadas as matrizes homogéneas recebe destaque na literatura.
Alternativamente, surgem o0s quatérnios duais como a melhor solucdo para rotacées, neles as
transformacdes podem ser gerenciadas com a vantagem de encapsular a translacao e a rotacdo
em um Unico estado que pode ser interpolado sem esforco (SHOEMAKE, 1985).

A comunidade de roboticistas tem dado cada vez mais atencéo especial aos QDUs
tanto para modelagem cinematica para robds com n graus de liberdade quanto para estratégias
de controle cinematico, isso porque boa parte dos autores destacam a economia de memdria e
a eficiéncia computacional dos QDUs como superiores em relacdo as MTHs (WANG e
YU,2011; GOUASMI, OUALI e BRAHIM, 2012).

Os QDUs ja foram empregados de forma efetiva na computacdo grafica, em visoes
computacionais, na navegacao e etc. As operacdes com QDs destacam-se também pela maior
robustez a erros numéricos (OZGURA e MEZOUAR, 2016). A falta de robustez nos célculos
é ruim por resultar em problemas de precisdo numérica (ou estabilidade numérica) que surgem
devido a aritmética dos computadores, pois 0s nimeros adotados nos calculos sdo normalmente
numeros de ponto flutuante de precisao fixa ou até mesmo inteiros, apos realizar varios calculos
usando o computador nota-se que ao invés dos nimeros reais exatos esperados tem-se em teoria
precises arbitrarias, levando a respostas incorretas (MEI, TIPPER e XU, 2014).

Os quatérnios duais (QD) sdo uma ferramenta matematica com grande importancia
na mecanica classica, uma vez que séo também capazes de representar problemas complexos
de forma compacta e unificada. Um quatérnio dual é capaz de combinar, em uma Unica variavel,
componentes lineares e rotacionais que podem ser interpoladas, concatenadas e transformadas
obedecendo um conjunto de regras algébricas (KENWRIGHT,2012).

A comunidade de roboticistas tem dado cada vez mais atencdo especial aos QDUs
tanto para modelagem cinematica quanto para propostas de controle, iSso porque a economia
de memoria e a eficiéncia computacional dos QDUs apresentam superioridade em relacéo as
MTHSs. (WANG e YU,2011; GOUASMI, OUALI e BRAHIM,2012).

Dentre as vantagens dos quatérnios duais (GE et.al,1998; SCHILLING,2011;



KENWRIGHT,2012; OZGURA e MEZOUAR, 2016):

v/ Combinam rotacdo e translagdo em uma Unica variavel de estado;

v’ Sdo uma representacdo compacta (8 nimeros escalares);

v' Eles sdo facilmente convertidos em outras formas (por exemplo, forma matricial);

v" Podem ser facilmente interpolados sem ambiguidade;

v/ Computacionalmente mais eficientes (quando comparado a matrizes de
transformacdo homogeénea);

v/ Podem ser incorporados em um sistema ja implementado sem fazer muita
interferéncia;

v Auséncia de singularidades ao serem representados no espaco Euclidiano;

v" Melhor robustez devido a erros numéricos;

v Melhor performance na modelagem cinematica de bragos rob6ticos com n graus de
liberdade e, também, no controle proporcional.

Feng e Wan (2013) afirmam que os quatérnios simples tem sido uma ferramenta
popular na computacdo grafica 3D ha mais de 20 anos, sdo quatro termos contendo nimeros
reais (qr , 4 » 4y » qz), dos quais os trés termos (qy , gy, q,) sd0 componentes de um vetor. Os
quatérnios podem ser representados pela Equacdo 12:

Q:qr+Qxi+Qyj+ CIZk Eq'12
ou
Q=4qr +q

Onde 1, je k sdo vetores unitrios associados com os eixos do sistema de
coordenadas cartesianas do vetor q e g, representa a parte real do quatérnio.

Os quatérnios classicos sao restritos para a representacao somente de rotacées, no
entanto, em aplicacbes graficas normalmente trabalha-se com rotacdo composta com a
translacdo, isto é, transformacoes rigidas (FENG; WAN, 2013)

Um quatérnio dual pode ser utilizado para definir um corpo rigido rotacionando um
angulo ¢ em torno de um eixo u que passa pela origem conforme Equacées 13, 14, 15, 16 e 17.

Q = cos (g) + u sin (%) Eq.13
41 = cos (g) Eq.14

q2 = U, sin (g) Eq.15
g3 = U, sin (%) Eq.16
qs = U, sin (g) Eq.17

Os quatérnios duais sdo entidades matematicas cujas componentes sao numeros
duplos, e eles podem ser expressos pelas Equacdes 18 e 19.

Q=0+ €0Q, Eq.18
Onde, tanto Q quanto Q, sao quatérnios simples e € € a unidade dual. Um quatérnio
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dual pode formular um problema de forma mais concisa, resolvé-lo mais rapidamente e em
menos etapas, apresentar o resultado mais claramente para o0s outros, ser posto em pratica com
menos linhas de codigo e depurado sem esforco.

Q= (on +Qp, +0Qp; + ka) + ¢ (QDO +Qp, +Qp; + QDk) Eq.19
L Y ] v . i
Parte Primaria (Rotacéo) Parte Dual (Translago)

Outra representacdo dos quatérnios duais € dada pela Equacéo 20.

Op,
Qp, r d1 T
Qp, Z;

I P £q.20
Qp, g;i
O, | | g, |
[0y, ]

Um quatérnio dual tem wuma representacdo unificada de rotacdo e
translacdo(Equacéo 21):

er=r Eq.21

==t
Qp > *T

Onde r é um quatérnio unitario que representa a rotacdo e t € um quatérnio
descrevendo a translacao representada pelo vetor t na Figura 6.

Figura 6: Transformacao rigida com quatérnio dual

Os quatérnios duais representam transformacdes rigidas da mesma maneira como
quatérnios classicos representam rotagdes. Os quatérnios duais associados a algoritmos
puderam ser aplicados em combinacdes de movimento, analises de movimento, enquadramento
espacial chave, visdo por computacional e hardware grafico (FENG; WAN, 2013).

Adorno (2011) mostra a cinematica em manipuladores roboticos utilizando
quatérnios duais para proceder uma sequéncia de multiplicagcdes que podem ser empregadas em
conjunto com os parametros de Denavit-Hartenberg de modo a encontrar 0 modelo cinematico
direto. Fazendo uso dos quatérnios duais, a notacdo de Denavit-Hartenberg padréo fica definida
como as EquacBes 22 e 23, onde o simbolo ‘W’ representa a multiplicagdo de dois quaternios
duais definida no apéndice A.5:
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QDHE_l =R,omT,,mT,.mR,, Eq.22
rcos(8,/2)1 117 1 1 1 [cos(e;/2)T
0 0 0 sen(a;/2)
0 0 0 0
i— 0./2 0 0
Q! t= sen(ol/ ar o |®™| o |™ 8 Eq.23
0 0 a 1/2 0
0 0 0 0
o 1 Ld/21 Lo | 0

A Equacdo 24 é andloga a definicdo em matrizes de transformagdo homogéneas
com rotagdes puras de 0 e a em torno de z e X, respectivamente, ¢ pz e px representando
translagdes puras de d e a ao longo de z e X, respectivamente.

cos(6;/2) cos(a;/2)
cos(0;/2)sen(a;/2)

sen(6;/2) sen(a;/2)

0, 1 sen(6;/2) cos(a;/2) Eq.24
<DH; —(a;/2)cos(6;/2)sen(a;/2) — (d;/2) sen(6;/2) cos(a;/2)

+(a ;/2)cos(0;/2) cos(a;/2) — (d;/2) sen(6;/2) sen(a;/2)
+(a;/2)sen(6;/2) cos(a;/2) + (d;/2) cos(6;/2) sen(a;/2)
[—(a ;/2)sen(6;/2) sen(a;/2) + (d;/2) cos(6;/2) cos(a;/2)]

Os quatérnios duais tiram vantagem em relagdo as matrizes homogéneas quando se
trata da memoria ocupada por estes, uma vez que as matrizes homogéneas exigem doze
nameros para representar seis graus de liberdade enquanto que os quatérnios duais exigem
apenas oito. (RADAVELLI, et.al, 2012)

A representacdo para a translacdo de um quatérnio dual pode ser dada pela
Equacao25:

transl (Q) =2%0Qp mQ’ Eq.25
o4 | Qp, 1
0 _QPl-
0 —QP,-
0 _
transl (Q) =2%|[Qp, |m QQPk =
o |l %
;| {_g,
_QDk e __QDk ]

Eq.26
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r 0 7 q1 1 0

0 —q2 0

0 —q3 0

transl (2) =2 % q(; ] _Z: = 8
de —qe XEg

q- —q7 YE

Lggd L—qgd L zg

Desenvolvendo-se a Equagdo 26, chega-se a translacdo (p) de um quatérnio dual é dada
pela Equacdo 27:

—2*Qp, *Qp, +2*Qp, xQpy —2*Qp, *Qp, +2+Qp, *Qp,

p=[—2%0Qp, xQp, +2*Qp, *Qp, +2*Qp, xQp; —2*Qp, *Qp,

—2*Qp, *Qp, —2xQp, *Qp; +2+Qp, *Qp, +2*Qp, *Qp,
—2%qQ5 * q2+2%qe * q1 —2%qQ7 * Q4 +2*qg* q3
p=|-2xqs *x q3+2%qe * Q4 +2%q; * q1 —2%qg* q;
—2%Q5 * qu—2%xqg x q3+2%q7 * q2 +2*qg* q

Xg —q2 *+q1 —q4 +q3 35
p=|Ye|=2%|-0s +4qs +a1 —aqz||,° Eq.27
Zg —qs —q3 tq2 +qy qs

Em notacdo quaternidnica, o sistema nsa ou sistema roll, pitch e yaw possui
equivaléncia em relacdo as MTHs. Os parametros de Euler conhecidos como quatérnio unitéario
cuja matriz de rotacdo equivalente serd dada pela Equacdo 28, de onde podem ser extraidas as
rotacfes em torno dos eixos Y, Z, X (Equacdes 29, 30 e 31, respectivamente):

21 T2z T23 2(q293 + 9194) 1- ZQZZ - ZQ42) 2(9394 — 9192) Eq.28

[ 11 T12 T13] [(1 — 2q5% — 2q4%) 2(9293 — q194) 2(9294 t+ 9193)
31 T32 T33 2(q294 — 4193) 2(q3q4 + 01q2) (1 = 2q,° — 2q37)

(DrotY atan2 <L> Eq.29
vV 112 + 1212 9.

T
Wrotz = atanZ( 21)

71 Eq.30
T32
= atan?2 ( )
Vrotx = 33 Eq.31

Os termos q4, q» , q3 , q4 S0 termos independentes que satisfazem a equacdo de
orientacdo de um ponto localizado em uma hiper esfera de raio unitario de quatro dimensdes e
por isso satisfazem a Equacdo 32 (CRAIG, 2005, p.43).

q.°+q,°+q;°+q,2 =1 Eq.32
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A inversa de um Quatérnio Dual (QD) € dada pela Equag&o 33:

- = Eq.33

s ()2
(1)
(_g o qg(:)3 V)
5+ ) |

s = (q1* + a2 + q5° + q4%)
V=1(9195 + 929 6 + 9397 + q493g)

Quando se trata de Quatérnio Dual Unitario (QDU), os valores de s e v sdo
definidos como s =1 e v = 0. Essas duas condi¢cbes ou contracbes apresentadas para as
variaveis s e v é que permitem que o Quatérnio Dual possa representar qualquer corpo rigido
no espaco 3D usando os 6 GDL equivalentes a qualquer objeto descrito em trés dimensdes, ou
seja, as condi¢cbes para s e v tornam a reproducdo com 8 GDL dos Quatérnios Duais uma
representacdo com 6 GDL. Assim, a equacéo anterior pode ser reescrita para a inversa de QDUs
como a Equacdo 34 (GOUASMI, OUALI e BRAHIM,2012, p.15).

r 41
—q2
—q3
| —a. Eq.34
qs
—qe
—q7
L —(g

2.3 Analise de desempenho computacional

Os computadores armazenam 0s nUmeros reais como aproximacdes numéricas
denominadas numeros ponto-flutuantes. Em algumas literaturas, o termo ‘flops’ é utilizado
como uma medida de velocidade do processador e significa “operagdes ponto-flutuantes por
segundo”. Neste trabalho, o termo “flop’ é concebido como uma unidade de contagem.

Dados dois algoritmos diferentes para resolver o mesmo problema, deseja-se
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escolher qual desses algoritmos é o melhor, para isso deve-se pensar em termos de eficiéncia
(ou custo computacional), ou seja, aquele algoritmo que consumir menos recursos para realizar
uma mesma tarefa é o mais eficiente. Em geral, a anélise do custo computacional é feita de duas
formas: em termos de tempo e de espaco de memdria ocupado. Quando se trata da eficiéncia
espacial ou eficiéncia da memoria, deseja-se a informacgdo de quanta memoria esta sendo
utilizada pelo algoritmo para armazenar os dados, sejam matrizes, vetores ou escalares e,
também, informacdo em relacdo a hierarquia das memorias acessadas (registros, cache,
memoria principal, armazenamento em disco). Quando se trata de eficiéncia temporal, a
intengéo é saber quanto tempo um algoritmo leva para realizar determinada tarefa. E razoavel
de se pensar que o tempo vai ser proporcional ao nimero de operacdes de ponto flutuante (flop)
feito pelo algoritmo, observa-se que o tempo total ndo depende apenas disso, mas também de
outros fatores como memoria, taxas de transferéncias de dados da memoria para 0 CPU, etc. A
contagem do nimero de operacGes ponto flutuante (flop) para realizar determinada tarefa é uma
maneira de verificar a eficiéncia computacional. E importante salientar que a eficiéncia
temporal e a eficiéncia espacial ndo sdo independentes, uma leva a outra j& que a habilidade de
um algoritmo acessar uma memoria influencia diretamente no tempo de execucédo do algoritmo
(UEBERHUBER, 1995, p.227).

Na area de analise de algoritmos, existem dois tipos de tratamentos bem distintos,
0 primeiro é a analise de um Unico algoritmo isoladamente e o segundo é a analise e posterior
comparacao de dois ou mais algoritmos. Quando a analise considera um algoritmo em particular
verifica-se qual o custo de usar o algoritmo para resolver um problema especifico, neste caso,
algumas caracteristicas importantes do algoritmo em questdo sao investigadas, geralmente uma
analise do nimero de vezes que cada parte do algoritmo deve ser executada, seguida de um
estudo da quantidade de memdria necessaria em cada instrucao do algoritmo. Por outro lado,
quando a andlise é de uma classe de algoritmos e deseja-se o algoritmo de menor custo possivel
para resolver um problema, toda uma familia de algoritmos é investigada com o objetivo de
identificar um que seja o melhor possivel. Desta forma, a medida do custo computacional sera
um Unico modelo matematico aplicado a diferentes algoritmos e entdo € possivel confronta-los
e escolher o mais adequado para resolver o problema em questao. Isto significa colocar limites
para a complexidade computacional dos algoritmos pertencentes a mesma classe, estabelece-se
0 conjunto de operacBes a serem executadas, assim como 0 custo associado com a execuc¢do de
cada operacdo. E usual ignorar o custo de algumas das operaces envolvidas e considerar
apenas as operacdes mais significativas. Por exemplo, em algoritmos de compara¢6es para obter
0 maior e menor elemento de um conjunto de n nimeros (n = 1), 0 mais importante neste
exemplo é estimar o nimero minimo de comparagdes necessarias, para encontrar o maior
elemento de um conjunto de n nimeros, pode-se pensar que um algoritmo como este fara pelo
menos (n — 1) comparagdes entre os elementos. E comum, em exemplos como este, considerar
apenas as operacfes mais importantes (contagem do nimero de comparacgdes) e ndo contabilizar
0 custo de outras operagdes presentes no algoritmo (ZIVIANI, 1999, p.3).

2.3.1 MultiplicacOes, Adicdes e Funcdes trigonométricas

O esforco em descrever formalmente o produto (composicéo) de dois mapeamentos
lineares de dimens&o dim dados por L, , L,: R¥#™ — R%™ é que levou a definicdo natural para
multiplicacdo de matrizes onde as linhas e colunas dos algoritmos requeriam (dim?)
multiplicagdes e (dim? = (dim — 1)) adi¢Bes. Uma matriz 3x3, por exemplo, quando
multiplicada por outra matriz de mesma dimensdo contera 3% multiplicagdes e 32 * (3 — 1)
adicdes. Deste modo, a multiplicacdo de matrizes possui complexidade dita assintética uma vez
que as operacoes aritméticas sdo de ordem cubica (dim?) tanto para as adi¢Ges quanto para as
multiplicacbes (UEBERHUBER, 1995, p.193).
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Feng e Wan (2013) declararam que os modelos usando quatérnio dual sdo mais
precisos, computacionalmente mais eficientes, robustos e um método flexivel de representar as
transformacoes rigidas. De acordo com os autores, 0s QDUs permitem a criacdo de programas
mais sofisticados e mais claros computacionalmente, além disso, sdo mais faceis de trabalhar e
controlar, quando implementados médulos pré-programados de quatérnios duais que estejam
incluidas operacdes de multiplicacdo e normalizacdo. O custo computacional de utilizar as
matrizes de transformacdo homogénea ou quatérnios duais é apresentado pelos autores como a
contagem das operacfes matematicas.

Adorno (2011, p.41-43) afirma que o custo de calculo de transformac6es rigidas
usando matrizes de transformacdo homogénea € maior que o custo de utilizar quatérnios duais,
dos resultados das analises deste autor decorrem-se as Equacdes 35 e 36. O custo de célculo da
multiplicacdo de m MTHSs (Equacéo 35) leva em conta o custo individual do calculo de cada
MTH e também multiplicacGes entre elas.

custoTOTAL(HDHOl * HDle HDHTn_l = {func.trig., mult.,adicdes}

m x custo (HDHi:_l) + (m — 1) * custo(multiplic.entre duas MTH) =
mx {4,6,0} + (m — 1) {0, 64,48} =

custororar( Hpu'y, ) = {4m,70m — 64,48m — 48} Eq.35

Em comparacdo as MTHSs, Adorno (2011, p.41-43) também revela que o custo de
calculo da multiplicacdo de m QDUs serd dado pela Equacdo 36 que leva em conta o custo
individual do calculo de cada QDU e também a multiplicacGes entre eles.

custororar (QDHOl. QDle QDHTn-l) = {func.trig., mult.,adicdes}
m * custo (QDH%_I) + (m — 1) * custo(multiplic. entre dois QD) =
— l
nx* {4,12,4} + (m —1) x{0,48,40} =

custorora, ( @ow’ ) = {4m,60m — 48, 44m — 40} Eq.36

As Tabelas 2, 3, 4 e 5 mostram a analise individual para se chegar aos resultados
das duas equacGes anteriores (Eg. 35 e Eq.36) para custo de calculo da multiplicacdo de m
MTHs e m QDUs. Nas Tabelas 2 e 4 sdo evidenciadas as operacGes matematicas para uma
unica MTH e um Unico QDU, respectivamente. Na Tabela 3 € mostrada as operacdes para a
multiplicagdo de duas matrizes 4x4 e na Tabela 5 as operagdes devido a multiplicagéo de dois
quatérnios duais. Nota-se que as operacOes matematicas repetidas séo contabilizadas uma Unica
vez.

Tabela 2: Custo do calculo de uma Unica MTH

cosB; | —senB;*xcosa; senf;xsena; a;*cosb;
H,, ™! = cos@;xcosa; —cos@xsena; a; xsenb;
L 0 sen q; COS @ d;
0 0 0 1
Funcgdes trigonométricas Multiplicacdes Somas/Subtracdes
| 4 H 6 H 0

Fonte: Autoria Prépria



Tabela 3: Custo de calculo da multiplicacdo de duas MTH

;1 Q12 Q13 Q4 [b1,1 bi, b1z big 1 €11 C12 €13 Cia
Azq Q22 Q23 Ga||b21 b2z baz  bayg C21 C22 C23 (24
A31 A3z Q433 Q34 (|bgy b3, b3z  bsy €31 €32 (33 (34
Qg1 Qa2 Q43  Qyq lb4,1 by, bys bs 4J Cs41  Ca2 Ca3  Cag

€11 = ay,%by , ¥a, , %D, da, ;%b; ¥ a, Kb, ,

€17 = Ay 1K by, Wa, ;%b, ¥ a, 3% b;, a, Kby, linha 1
C13 = Ay kb s ¥a, , kb, ;¥ a, 35kbs s ¥a, 4 kb, 4

C14 = Q% by s ¥a, , %D, ,¥a, ;5%b;,¥a, Kb, ,

Cp1 = Qy1%by ;dma,, kb, , ®a, ;5%b; ¥ a, Kby,

Cap = Ay 1% by ;o ay 5% hy ;4 ay 35 Ds ok ay I Dy, linha 2
Cp3 = Ay 1% by 3 a, kb, ;% a, 35%kb; ;" a, Kby

Cpa = Ay 1% by s ay , kb, W a, 35bs W a, by,

€31 = QA3 1% by W a3 %Dy 194k Q3 35kbs W a3 4KDy 4

C35 = Az, %by , ¥ as ,%b, W a3 3% b; ¥ a; 4 %b, , linha 3
C33 = A31%b, ;¥ as , %D, 5 ik a3 59 by 3 a5 45kb, 5

C34 = Az 19%by 4 s, 95kb, ¥ a3 3% hs ;W a3 Hc by y

Cay = Qg %by W a, kb, W aysKbs W ay Kby,

Ca2 = Qg dchy ;W ay ,9ch, , e @y 39D e ay K Dy linha 4
Caz = Ay khy ;W a, kb, W ay % b ;4 ay by,

Caq = Qg% Dy s ay %Dy o ay 3Kk by 8 ay He by,

Funcdes trigonométricas MultiplicacGes Somas/Subtragdes
=3 > + —
| 0 | 64 | 48

Fonte: Autoria Propria



Tabela 4: Custo do célculo de um Gnico QDU
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|cos(8;/2)|x|cos(a;/2) |
cos(6;/2)  sen(a;/2)
| sen(8;/2) «|sen(a;/2)|
sen(8;/2) * cos(a;/2)
—(a;/2)xcos(6;/2)sen(a;/2) = (d;/2)xsen(6;/2) cos(a,;/2)
+(a ;/2)xcos(6;/2) cos(a;/2) == (d;/2)xsen(6;/2) sen(a;/2)
+(a ;/2)xsen(0;/2) cos(a;/2) 4 (d;/2) » cos(6;/2) sen(a;/2)
[ —(a;/2)xsen(8;/2) sen(a;/2) # (d;/2)xcos(6;/2) cos(a;/2)

i—1
QDH: =

Funcdes trigonométricas Multiplicacdes Somas/Subtragoes
- e -
| 4 [ 12 [ 4

Fonte: Autoria Propria

Tabela 5: Custo de calculo da multiplicacdo de dois QDU

€, = Ay b, ==, Kb, mma; Kb, ==qa, kb,
¢, = a;%b, dua, %b, W a;*kb, =a,*b,
¢z = a, %b; = a,%b,ds a; % b, ¥a, *b,
€y = ay¥c by a, Kby m=asych, dua* b,
€s = ;% bs ™=q, kb wmaz b, ==, by as b, = s kb, = a,Hhb;=ag*kb,
Cs = ;% bs fua, #bs T a sbg== a, 4 b,dfsas b, aeH#by +a-,,*b4 = qg¥chs
€y = ayHe by == a, Kby deaz Jcbs W a, % bW as kb= ag4kb,Wa, % b, ¥agHkb,
g = ;K bydea, kb, = a;sb, dua, kbs ¥ as Kb, de ag dby== a,%b, deag Kb,

_al_ _bl _Cl_
a, bZ Co
as bs C3
. byl |Ca
asg b5 —1Cs
a C
a6 b6 6
C

7 b7 7

 dg ] b | Cg ]

L 8_

Funcdes trigonométricas MultiplicacGes Somas/Subtracbes
— + —
| 0 | 48 | 40 |

Fonte: Autoria Propria

A comparacao entre as equacgdes Eq.35 e Eq.36 foi mostrada no Grafico 1, nele é
evidenciado que a medida que o nimero de graus de liberdade do robd cresce (m cresce) 0s
Quatérnios Duais executardo menos opera¢des (multiplicacdo e somas ou subtracfes) do que
as Matrizes de Transformacdo Homogéneas (Grafico 1- (b) e (c)). O numero de operacfes
Trigonometricas executado cresce obedecendo a mesma constante de linearidade independente
do uso de QDUs ou MTHs (Gréfico 1- (a)).
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. Operagdes Trigonométricas . Operagdes de MultiplicagGes . Operagdes de Somas/Subtragdes
3 T ¥ p, 350 T T
—— —MTH| / /
E——— MTH|
n L s /
i 450 ,' q 4
30 / ; 300 .,
o 400 o y
4 Multiplicagdes com MTH=70m-64 ~ o

5 o 350 250

Func. Trignom . MTH=4m,~ . " o Operagées com MTH=48m-48 =
/ r /

20 2 y 200 g

’ 250 /@ /@

200 a )y
/ :
/ 150

Nimero de Multiplicagoes

e 100 - o

Numero de Func. Trigonométricas
Nimero de Somas/Subtragoes

./Ef Func.Trignom.QD=4m 100 -

/ o Multiplicages com QD=60m-48

5 o 50 F J=4 E)peracces com QD=44m-40
50 ~ /
74 .
0 — : 0 0
(] 2 4 6 8 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
Numero de juntas do robd (m) Niumero de juntas do robd (m) Numero de juntas do robé (m)
(a)Funcédo Trigonom. (b) Multiplicacbes (c) Somas e/ou Subtragdes

Gréafico 1: Comparacdo performance computacional para manipuladores com m
juntas usando MTHs e QDs.  Fonte: Autoria Propria
2.3.2 Numero de Flop

Anton (2012, p.501) afirma que o custo computacional de resolver um sistema
linear €, muitas vezes, determinado pelo tempo que um computador leva para executar 0s
calculos. Em geral, o tempo de computacdo depende de dois fatores: a velocidade do
processador e 0 nimero de operagdes exigidas pelo algoritmo. Assim, a escolha do algoritmo
correto tem implicacbes financeiras importantes num contexto industrial ou de pesquisa.
Computacionalmente falando, uma operacéo aritmética (soma, subtragao e multiplicacéo) entre
dois numeros reais é contabilizada como flop, que é um acroénimo para “operagdo ponto-
flutuante” (em inglés Floating Point Operation). O numero total de flop necessarios para
resolver um problema é denominado o custo da solucgéo, este fornece uma maneira conveniente
de escolher entre varios algoritmos para resolver o problema. Se a velocidade do processador
do computador e os aspectos financeiros de suas operacdes forem conhecidos, podemos
converter, quando necessario, o custo em flop para unidades de tempo ou dinheiro se pensado
em escala industrial. Por exemplo, muitos dos computadores pessoais atualmente sdo capazes
de executar cerca de 10 gigaflop por segundo (1 gigaflop = 10° flop). Assim, neste caso um
algoritmo que custa 1.000.000 flop seria executado em 0,0001 segundos.

Addison(1993, p.8) realizou uma comparagdo (do termo em inglés ‘benchmark”)
para mensurar a distribuicdo de memoria em algoritmos, a forma fundamental para avaliar a
performace foi o tempo para completar uma tarefa especifica. Em sua definicdo de tempo, o
autor afirma ter usado em seus experimentos uma medicao de tempo externa (do inglés ‘external
clock”) para contabilizar o tempo decorrido em cada operagao, mas outros meios de contabilizar
o tempo, segundo o autor, poderiam ser cuidadosamente analisados se fosse possivel, claro,
visualizar o tempo dedicado para uma tarefa especifica. A dificuldade para o autor, esta no fato
de que o tempo de CPU, por exemplo, quando usado para medir o tempo de operacdo poderia
variar dependendo do sistema operacional levando a uma comparacao injusta dependendo do
processador de cada computador. A quantidade aritmética para avaliar a performace é dada em
FLOP ou MFLOP (10° FLOP), essa é uma unidade de contagem de tarefas executadas. E
importante ndo confundir com 'Flop/s' ou 'MFlop/s' que € usado para medir a taxa de operacgoes
por segundo. Para evitar confusdo, o termo ‘flop’ ndo deve receber plural. De maneira
simplificada, os custos de execuc¢do das opera¢des mais comuns sdo dados pela Tabela 6.
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Tabela 6: Comparacdo das opera¢des mais comuns

Operacéo Peso da Operacédo Ponto Flutuante
Adicéo, Subtracdo e Multiplicacdo 1 flop
Divisdo e Raiz Quadrada 4 flop
Funcdo exponencial e Fungdes trigonométricas 8 flop

Fonte: (ADDISON et al.,1993, p. 8)

2.3.3 Comandos de Interrupcdo em Algoritmos

Rafiquzzaman (2014, p.295) explica que normalmente, ha dois tipos de interrupcoes: as
interrupcgdes externas e as interrupgdes internas. A diferenca bésica entre os dois tipos refere-
se a origem destas, as interrupcdes externas sdo iniciadas através dos pinos de interrupgdo (INT)
de um microcontrolador(MCU) utilizando dispositivos externos ligados a ele, nestas os sinais
I6gicos dos pinos sdo monitorarados a fim de verificar mudancas no nivel l6gico do circuito
externo ligado ao MCU (por exemplo, um botdo RESET quando pressionado ou um sensor de
incéndio quando detecta o inicio de alguma chama), ja as interrupg¢des internas sdo aquelas que
sdo ativadas por periféricos contidos no proprio MCU ou ativadas quando certas situacbes
previamente estabelecidas nas linhas de programacéo forem atingidas. Interrupcdes internas sao
desencadeadas intrinsecamente por condi¢cbes como, por exemplo, a concluséo da converséo
A/D (analo6gica para digital), intercepcao de um temporizador, interferéncia de um comparador,
acionamento de portas como a serial e/ou paralela e ainda devido a erros constatados no
hardware.

Uma interrupcdo, de acordo com Candy (2010, p.222), € um evento assincrono,
imprevisivel e que pode ocorrer maltiplas vezes antes, durante ou ap6s um ciclo de instrucdo
de um programa, requerendo portanto imediata atencdo. Na entrada e saida de uma interrupc¢éo,
um dispositivo externo ou uma condicado interna pode forcar a CPU a interromper a execucao
do programa principal temporariamente para que possa executar um outro programa conhecido
como rotina de interrupcdo do servigo (ISR- “Interrupt Service Routine”), o programador
escreve o comando da rotina de servigo de interrupcdo em outro endereco. Essa rotina satisfaz
as necessidades do dispositivo externo ou da condi¢do interna. Uma vez que a interrupcao €
reconhecida, o microcontrolador salva internamente o endereco de retorno e o contetdo de
alguns outros registros e ramifica-se automaticamente para um endereco pré-definido pelo
fabricante. O microcontrolador geralmente deixa incompleta a instrugéo atual e com o endereco
de retorno e contetido de certos registros internos, depois de completar a rotina de interrupgéo,
retorna a instrucao posterior para executar o controle no ponto de parada do programa principal.
A interrupcdo é muito semelhante as sub-rotinas ou fungdes encontradas linguagem C. A Figura
7 mostra de maneira esquematica como ocorre 0 mecanismo de interrup¢do durante a execucao
do programa principal.
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Salva contetido dos
registradores na pilha de
controle

|

Identifica a origem do
evento

!

Obtém o endereco da
INST. (-1) rotina de tratamento > Rotina de tratamento

Programa em Execugdo

INST. (+1)

Restaura o contetido dos <
registradores

Figura 7: Mecanismo de interrupgéo
Fonte: Autoria Propria

Segundo Bates (2008) a maneira mais eficaz de integrar as operagdes
cronometradas dentro de um programa é usando uma interrupcdo de tempo (do inglés "timer
interrupt™). Uma rotina de interrupcao pode ser escrita e atribuida a interrupcdo do tempo. O
tempo € configurado durante o inicio do programa principal e o contador prossegue
simultaneamente com a execucdo do programa, até que ocorra um tempo limite e a interrupgéo
seja gerada. O programa principal entdo € suspenso e a rotina de interrupgdo é executada.
Quando terminada a interrupcao, o programa principal € retomado no ponto original. Se a rotina
de interrupcao contiver uma instrucdo para alternar um bit de saida, uma onda quadrada pode
ser obtida com um periodo de duas vezes o atraso do temporizador. Quando as interrupc¢des sdo
usadas por programas em linguagem Assembly, é mais facil prever o efeito delas, porque o
programador tem controle direto sobre a sequéncia exata da rotina de interrup¢do. Por outro
lado, em um programa em linguagem C, como a interrup¢do é gerada automaticamente pelo
compilador, neste caso o tempo exato que resulta de uma interrupcdo € menos 6bvio. Por esse
motivo, 0 uso de um sistema operacional em tempo real (sigla RTOS do inglés - “Real-Time
Operating System ™) é por vezes preferido no ambiente C, especialmente quando os programas
se tornam mais complexos. De fato, a linguagem C foi originalmente desenvolvida
precisamente para este fim, para escrever em alto nivel sistemas operacionais para
computadores.

Crisp (2004) afirma que um timer ou contador é uma série de flip-flops que mudam
de estado para cada pulso de entrada, assim, cada um desses circuitos dividiria a frequéncia de
entrada por um fator de dois (1 /2). Se este sinal é entdo alimentado para o proximo flip-flop,
entdo a saida é 1 / 4 da frequéncia original. O proximo circuito teria uma saida de 1/8, depois
1/16 e assim por diante. Existem dois timers, TO e T1. Estes podem ser programados para dividir
256, 8192 ou 65536 e irdo gerar um sinal de interrupcdo até o final de modo que pode ser
detectado pelo software. Um dos modos permite que o timer / contador de 8 bits (divisdo por
28 = 256) recarregue e comece a contar novamente a cada vez continuamente. O sinal de
entrada que esta sendo contado pode se originar de um circuito externo entéo ele conta o numero
de pulsos de entrada, ou pode usar um sinal interno que é na verdade 1/12 da frequéncia de
clock em uso. Como mencionado acima, isto gera um sinal de interrup¢do quando atinge seu
valor méximo. Podemos pré-carregar o temporizador com um ndmero para comecar contando
a partir dele. Isso permitird que a interrupcdo seja gerada ap6s qualquer nimero necessario de
eventos ou intervalo de tempo.
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2.3.4 Andlise de Complexidade de Algoritmos — Modelo RAM

O modelo de Mé&quina de Acesso Aleatorio (sigla RAM do inglés “Random Access
Machine”) caracteriza o tempo de execucdo como uma funcdo do tamanho da entrada (n) no
algoritmo. Muito cuidado para ndo confundir este modelo com outro termo da computagéo
relacionado a memoria RAM (sigla RAM também usada para se referir ao acesso aleatorio a
memoria do inglés “Random Access Memory”). O modelo RAM em questdo possui uma
abordagem tedrica que analisa uma descri¢éo de alto nivel do algoritmo, trata-se de um modelo
de computacdo genérico que contém instrucfes encontradas em algoritmos reais cujos tempos
sdo considerados constantes na maioria dos computadores, tais como instrucdes aritméticas
(soma, subtracdo, resto, piso, etc), de movimentacdo de dados (carregar, armazenar, copiar), de
controle (desvio condicional, chamada e retorno de funcées). O modelo mede a eficiéncia de
execugdo contando o nimero de passos de acordo com o tamanho da entrada no programa. O
modelo parte do principio de que independente da maquina usada (uso de um computador
hipotético) é possivel contar os passos (‘step’) de acesso aleatério ou RAM de acordo com a as
instrucdes em cada linha do algoritmo, obedecendo as duas descri¢des a seguir (SKIENA, 2008,
p. 31):

— Cada acesso a memdria leva exatamente um pulso de “clock” ou passo, ou seja, cada
operacdo simples no algoritmo (+, *, -, =, if, call) é contabilizada uma Unica vez.

— Loops (comandos: for, while) e sub-rotinas ndo sdo considerados como operagdes simples.
Em vez disso, eles sdo contabilizados como uma composi¢do de muitas operagcdes. N&o
faria sentido classifica-los como uma operacdo de etapa Unica, ja que executar um loop
1.000.000 vezes certamente demoraria muito mais do que executa-lo 10 vezes. O tempo
que leva para percorrer um “loop” ou executar um subprograma depende do nimero (n) de
iteracBes do loop ou da natureza especifica da sub-rotina.

Uma alternativa para a escolha do melhor algoritmo para solu¢cdo de um mesmo
problema seria 0 modelo RAM aplicavel quando, por exemplo, varios algoritmos distintos
possuem a mesma eficiéncia temporal e se deseja escolher um deles, Gonnet e Baeza-Yates
(1991, p.7) apresentam argumentos a favor deste modelo como uma alternativa para analise
tanto para a eficiéncia de execucdo em algumas situacdes isoladas (quando ndo se pretende
fazer comparaces, somente analise simples de um Unico algoritmo) quanto para situacdes onde
haja necessidade de uma escolha entre varios algoritmos diferentes usados para resolver um
mesmo tipo de problema e todos com um custo temporal dentro de uma mesma ordem de
grandeza. Para 0 caso da necessidade de solucionar um impasse entre algoritmos, 0s custos reais
das operacOes sdo todos considerados, assim 0s custos ndo aparentes tais como alocacdo de
memoria, indexacdo, carga, etc, ndo deixam de ser contabilizados. Diversos outros autores
discutiram o Modelo RAM em questdo (Anexo B) e sua aplicacdo foi demonstrada com
exemplos nos Apéndices D.
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3 METODOLOGIA

Foi construido um protdtipo com 4 Graus de Liberdade e um desenho foi feito em
escala real com trés dimensdes no software SolidWork para melhor acompanhar 0 movimento
e espaco de trabalho do manipulador. Além disso, parece mais adequado para testes um robd
menor, mais leve, de facil montagem, simplicidade para manejar e realizar medicGes dos
movimentos, além da seguranca do operador durante os comandos. No prototipo, cada veértice
corresponde a uma articulagdo representadas por meio de um coeficiente. A Figura 8 mostra
um comparativo entre 0 manipulador e o desenho em escala natural. A Figura 9 mostra o robd
e suas respectivas dimensodes representadas no software SolidWorks.

(a) Fotografia do Robo (b) Desenho em escala natural 1:1

Figura 8: Comparativo Robd 4GDL e Desenho em SolidWorks
Fonte: Autoria Propria

Figura 9: Desenho em SolidWorks do manipulador
Fonte: Autoria Prépria
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A representacdo esquematica (Figura 10) foi apresentada como a melhor forma de
visualizar os parametros Denavit-Hartenberg contidos na Tabela 7.

(a) Valores dos elos (b) Coordenadas Denavit Hartenberg

Figura 10: Desenhos Esquematicos do Manipulador
Fonte: Autoria Propria

Tabela 7: Valores Denavit-Hartenberg do manipulador

Theta d a a
0; d, = 8,40 d=1,13 90°
0, 0 a, =981 0°
63 0 a; = 7,18 0°
0 0 a, =12,29 0°

6., 0, , 65,6, sdo variaveis das juntas rotativas

Os calculos das cinematicas direta e inversa foram realizados para 0 manipulador de trés
maneiras distintas: por geometria, por matrizes de transformacdo homogénea e por meio dos
quatérnios duais. As equacdes cinematicas obtidas geometricamente constam nos apéndices B1
e C para cinematica direta e inversa, respectivamente. Os calculos utilizando Matrizes de
Transformacdo Homogénea e Quatérnios Duais serdo apresentados na sequéncia.

3.1 Calculo da Cinematica Direta do manipulador

3.1.1 Cinematica Direta com Matriz de transformacdo Homogénea (MTH)

Utilizando a Equagdo 4 para matrizes de transformagdo homogénea e a Tabela 7
Denavit-Hartenberg do manipulador, tem-se resultados para as transformag¢fes homogéneas
(Equacbes 37, 38, 39 e 40):

cosf; —senf; * cos(90°) sen 6; * sen(90°) d cos 6,
gO = [sen 0, cos 64 * cos(90°) —cos 6, *sen(90°) dsen6,
0=
0 1 0 d,

0 0 0 1
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{cos(90°) =0

sen(90°) =1
cos 6, 0 senf; dcosb, Eq.37
HO = |Sen 6, 0 —cosf; dsenb,
! 0 1 0 dy
0 0 0 1
cos 6, —seno, 0 a, * cos 0,
g1—|sen 0, cos 6, 0 a,=*sené, Eq.38
2 0 0 1 0
0 0 0 1
cos 05 —sen B3 0 as * cos O
2= |[sen 05 cos 65 0 a; * sen B Eq.39
3 0 0 1 0
0 0 0 1
cosf, —senf, 0 a,x*cosf,
H 3 = |sen 6, cosB, 0 a,*senf, Eq.40
* 0 0 1 0
0 0 0 1

Efetuando a multiplicacdo das MTHSs, tem-se as composi¢fes de transformacdes
dadas pelas Equacdes 41, 42 e 43:

HY=H{+H} =
(Ci*C) (—Ci*Sy)  (S1) (az*Cy*Cy+d = Cy) Eq.41
— (S1%C) (=S1%5;) (—Cp) (az*S;*xCy+d=S;)
S G, 0 (az xS, +d,)
0 0 0 1
HY=HYxH?=
(Cy*Cp3) (=Cy*S33) (51) (azCyCy3+ a, GGy +dCy) Eq.42
_ |1 %C3)  (=S1%S33) (=C1) (a3 $; C3+ay S G, +dSy)
S23 Cy3 0 (asz S35 +a; S, +dy)
0 0 0 1

(C1Ca34) (—C; Sp34)  (S1C234) |[[(as C1Co34 +a3Cy Co3+ay € G +dCy)
— [I(51Ca34) (=51 S234) (—C1Cp34)|| (a4 S1Co34+a35,Co3+a,S;C,+d S Eq.43
S234 Cy34 0 (a4 Sz34 + a3 S35 +a, S, +dy)

0 0 0 1
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A Ultima coluna da matriz Equacao 43 determina a posicao do efetuador dado pela
Equacéo 44.

Xg Ay C1C234+a3 Cl C23+a2 Cl C2+dC1 Eq44
p=|Ye|= a451C234+a351 C23+a251 C2+d51
Zg

Ay 5234 + a3 523 + a, Sz + d1

Utilizando a convencéo nsa (roll, pitch e yaw) para encontrar os angulos (Equagéo
45) encontra-se as rotacdes em torno dos eixos (Equacdes 46, 47 e 48):

1 Tip Tia (CoCo) (CuSpS,—SuC)) (CuSoCy+SuSy)
[ ]_ (Sw CQ,) (SwSp Sy + €uC,)  (Su Sy C, — CuSy)

(CoSy) (Cw Cy)

21 T2 T3
31 T3z T33

tan(@,ory) = \/ . - J 2 ’
ri1®+ra (Co Co)" + (Sw Co)
o 21 _ (Sw Cp) Eqg.45
rot.Z 1 (C CQ))
_r2_(CoSy)
tan(yrot.X) - r33 B ( C(Z) CV)

T21 T2z T23| = (51C234) (—515234) (—61C234)

[T11 T12 7"13] (C1C34)  (=CySp34)  (S1Ca34)
31 T32 133 So34 Cy34 0

—731 —S234 —S234
tan = = = = —tan(@ 6 6,) =
(@roty) Jrii2+121%  J(€1C234)2+(S1C234)? C234 (62 + 65 +6,)

tan((Z)rot.Y) = tan(—92 - 93 - 94)

(Z)rot.Y = _(92 + 605 + 94) Eq46

CQ) = COS(—HZ - 63 - 94) = COS(BZ + 03 + 94) = 6234 Eq47

er/ (51C234)/C S
2

1
tan(wrorz) = 3 = — = tan(6,)
rot 7"11/ (Cl C234)/ Cq
C234
Wrotz = 01 Eq48
T32/ 5234/
C C.
tan()/rot.X) = r33/C® = O/C 23 = oo
() 234

tan(¥yorx) = tan(oo ) = 90°

Yrotx = 90° Eq49



A

Cy = cos(D)
\ Sg = sen(0)

( Cy34 = cos(6, + 05+ 6,)

S,34 =sen(6, + 65+ 6,)
C,3 = cos(6, + 8;5) = cos(6,) * cos(63) — sen(B,) * sen(63)
S,3 = sen(6, + 03) = sen(6,) * cos(8;) + sen(6s3) * cos(6,)
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Os resultados encontrados pela programacéo utilizando o software Maple no célculo de
transformag6es homogéneas podem ser verificados na Tabela 8, j4 os comandos utilizados no

mesmo software podem ser vistos no Apéndice B2.

Tabela 8: Resultados da cinematica direta usando MTH

Valores de entrada

Valores de Saida

6, = 100° (1.745329252 rad)
0, = 20° (0.3490658504 rad)
30°(0.5235987757 rad)
1|6, =—50°(—0.8726646261 rad)

>
w
Il

xp = —4.732537912
yp = 26.83955623
zg = 17.25541671
Droty = 0°

Wrotz = 100°

6, = 90° (1.570796327 rad)

0, = 30° (0.5235987757 rad)
0, = 40°(0.6981317011 rad)

2 |6, = —70° (—1.221730477 rad)

xg=0

Yy = 2437141383
zg = 20.05199302
Drory = 0°

Wrotz = 90°

0, = 180° (3.141592654 rad)

6, = 45° (0.7853981633 rad)

0, = 60°(1.047197551 rad)

3 |6, =—-105° (—1.832595714 rad)

xg = —18.49839678

ye =0
zy = 22.27206496
Droty = 0°

Wrorz = 180°

6, = 10° (0.1745329252 rad)

0, = 50° (0.8726646261 rad)

0, = 70°(1.221730477 rad)

4 |9, =—120° (—2.094395103 rad)

xg = 15.89060820
yg = 2.801942963
zp = 22.13295839
Drory = 90°
Wrotz = 10°

6, = 10° (0.1745329252 rad)
0, = 50° (0.8726646261 rad)
0, = 70°(1.221730477 rad)

5 |6, = —30° (—0.5235987761rad)

xg = 3.787320913
vg = 0.6678068565
zp = 34.42295839
Drory = 90°

Wrotz = 10°

3.1.2 Cinemética Direta com Quatérnios Duais Unitarios (QDU)

Utilizando a Equacdo 24 para Quatérnios Duais, tem-se o0s resultados para as
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transformacdes na Cinematica Direta (Equacgdes 50,51, 52 e 53).

cos(6,/2) cos(45°)

cos(8,/2) sen(45°)

sen(6,/2) sen(45°)

sen(6,/2) cos(45°)
—(d/2)cos(0,/2) sen(45°) — (d,/2) sen(6,/2) cos(45°)
+(d/2)cos(0,/2) cos(45°) — (d,/2) sen(6,/2) sen(45°)
+(d/2)sen(6,/2) cos(45°) + (d,/2) cos(0,/2) sen(45°)
[—(d/2)sen(6,/2) sen(45°) + (d,/2) cos(6,/2) cos(45°).

|
= o
Il

Cq = cos(45°) = cos(0.7853981635) = 0.707106781 = v2/2
Sq = sen(45°) = sen(0.7853981635) = 0.707106781 = v2/2
[ cos(8,/2) Cq 1
cos(8,/2) Sq

sen(6,/2) Sq

o_ sen(6;/2) Cq

9. = |~(d/2)c0s(6:/2) Sq — (d1/2) sen(6:/2) Cq
+(d/2)cos(6,/2) Cq — (d,/2) sen(8,/2) Sq
+(d/2)sen(6,/2) Cq + (d{/2) cos(6,/2) Sq
[—(d/2)sen(6,/2) Sq + (d,/2) cos(6,/2) Cq.

{ 45° = (0.7853981635rad

Eq.50

cos(6,/2)
0
0
0= sen(6,/2) Eqg.51
= 0
+(az/2)cos(6,/2)
+(az/2)sen(6,/2)
i 0 |

cos(65/2)
0
0
sen(65/2) Eq.52
0
+(a3/2)cos(65/2)
+(a3/2)sen(03/2)
i 0 l

|
w N
I




Efetuando a multiplicacdo dos QDUs, tem-se a composi¢ao

(Equacbes 54, 55 e 56):

|
w ©

0
e,

0 _ 0 1 _
Q) =0’me)-

— 2

l22=

3

-S4 [2 cos(B) + —cos(C) + <d> C(123)] (dz > cos(45° )5(123)
Cq [2 C123) +—cos( )+ (

C [2 5(123) + Sen( ) + (

cos(8,/2)
0
0
sen(6,/2)
0

0

+(a4/2)cos(6,/2)
+(a4/2)sen(64/2)

C(12) * cos(45°)
cos(A) * sen(45°)
sen(4) = sen(45°)

S(12) * c0s(45°)
_ sen(45°) [_ « cos(A) + ( 2) C(u)] ( ) cos(45) Sz
cos(45°) [7 Caz + ( ) cos(A)] (
cos(45°) [35(12) +( )sen(A)] (

—sen(45°) [— sen(4) + ( )5(12)]

C(123) * cos(45°)
cos(B) * sen(45°)
sen(B) * sen(45°)
S(123) * cos(45°)

)
)

%) sen(45°) sen(A4)
+(3)
d,

X

sen(45°) cos(4)

d

cos(B)] — (71) sen(45°) sen(B)
d,

sen(B)] ( ) sen(45°) cos(B)

| —Sq [2 sen(B) + —sen(C) + (;) 5(123)] ( )cos(45 ) Cr123)

— b, 01 —6; — 65
A= B=———"
2 2
6; — 0, + 63
C=
2

) c0s(45°) C(12)

28

Eq.53

de transformacdes

Eq.54

Eq.55
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( 6, + 0,
Caz) = cos( 5 ) = cos(6,/2) cos(6,/2) — sen(0,/2)sen(6,/2)
0, + 0,
Saz) = sen( ) = sen(6,/2) cos(6,/2) + sen(6,/2) cos(6,/2)
6,+6,+6
! Criza) = coS (%)
0, + 6, + 65
5(123) = sen (T)
C4s5° = c0s(45°)
\ S450 = sen(45°)
0 _po 3 _ Eq.56
0’ =0 ¢’ q
I Cp * cos(45°)
Cr = sen(45°)
—Sp * sen(45°)
S * cos(45°)
o [ A4 as a d d o
_ sen(45°) _—?Cp — ?CG — ?CH — (E) CE] — (71) cos(45°) Sg
o [ Ay as ar d d o
cos(45°) * _+?CE + ?CK + ?CI + (E) Cp] + (71) sen(45°) Sg
o [ A4 das ap d d o
cos(45°) * |+ Sp =5 Sk = ) = (E) SF] + (f) sen(45°) C
o [ Ay ds3 do d dl o
_sen(45 ) * _+ ?SF — ?SG — ?SH — <§> SE] + (7) cos(45°) Cp |

( Cr=cos(E)  Sg=sen(E)
Cr = cos(F) Sr = sen(F)
C; =cos(G) S =sen(G)
Cy=cos(H) Sy=sen(H)
C; = cos(J) S; = sen(J)

\ Cx =cos(K) Sk =sen(K)

0.+ 0,+0,+ 0, —0,+ 0, +0, 10, +6,— 0, — 0, + 0,

2 2 2
+6,—60,+065+06 -0, —06,+65+86 -6,—06,—6;+86
H = 1 22 3 4 ]: 1 22 3 4 K = 1 22 3 4

Usando a Equacéo 25 ou Equacdo 26 para extrair do quatérnio dual final Q (l) a
sua translacéo, tem-se a Equacdo 57 de translacéo final (Equacdes 58,59 e 60).
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Eq.57

transl (Q (;)

Cg * cos(45°)
—Cp * sen(45°)
+Sp * sen(45°)
—S * cos(45°)

a a a d d
sq+|-Ster -0 - 2w (5) |- (3) case

5. 2 2 2 2 2
C B Be 2o (D U sqs
—lqx [t bt o bt oGSO =5 )20 3F
dy dsz do d dl
[t (Bae
dy ds3 dy d d1
oo s s (G- (B
0
0
0
_ 0
- 0
XE
YE
Zg
( Sq = sen(45°)
Cq = cos(45°)
4 as 2 d dy
ps = 54|53 €5 Ca—5 Cu—(3) €e| = (3) casi
{pe=C te +3c v 20 (B U gy s
Pe = (q|+5 Cp+o L+ o0+ (5)Cr|+ |5 )20 5F
4 a3 a; d dy
4 a3 a2 d dy
po = Sa [+ 55— 5 Se 5 5u—(3) 5e| + () cace

Xg = COS(4’5°)2 [34(CEZ — SEZ) + a3(CECK + SESK) + az(CEC] + SES])]
+ sen(45°)? [a,(Cr* — SF?) + a3(CeCr + S¢Sp) + az(CrCy
+ SpSh)|

+ 2 sen(45°) (%) cos(45°) (—CgSy + CrSg)
p |
+ (E) Sen(45°) (CECF + SESF)]

r/d
+ 2 cos(45°) (E) cos(45°) (CxCr + SgSF)

+ (%) sen(45°) (CgSp — CFSE)]
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xg = c05(45°)% [a4(C234C1 — $23451) + a3(C1C23 — $1S23) + a3(C12)]
+ sen(45°)? [a4(€234C1 + S23451) + a3(C1C23 + $1523) + a,(C1C;
+ 5152)]

d d
+ 2 sen(45°) [(71) cos(45°) (81) + (E) sen(45°) (Cl)]
d d
+ 2 cos(45°) [(E) cos(45°) (Cy) + (%) sen(45°) (—51)]
xg = a4C53,C4[sen(45°)? + cos(45°)?]
+ a,873451[sen(45°)? — cos(45°)?]
+ a3C;Cy3[sen(45°)? + cos(45°)?]
+ a385;8,3[sen(45°)? — cos(45°)?]
+ a,C,C,[sen(45°)% + cos(45°)?] + a,5,S, [sen(45°)% — cos(45°)?]
+ dC,[sen(45°)? + cos(45°)?]

Xg = a4C234C1 + 33C1C23 + 32C1C2 + dC1 Eq58

YE = COS(4‘50)2 [a4(ZCESE) + a3(—CESK + CKSE) - az(CES] - C]SE) + d(—CESF
+ CpSp)]
— sen(45°)? [a4(2CrSF) + a3(CeSr — S¢Cr) + a2 (CySr — SyCr)
+ d(CgSF — CpSp)]

Y = c05(45°)? [a4(8234C1 + C3S1) + a3(S1Ca3 + C1S23) — a(=S12) + d(Sy)]
— sen(45°)? [a4(S234C1 — C4Sy) +a3(S23C1 — $1C23) + a2(5,€1 — §1C2)
+d(—S1)]

YE = 34623451 + a351C23 + 3251C2 + dSl Eq59

zp = +sen(45°) cos(45°) [2a4(CgSy + CrSg)
- a3((CESG —CSg) + (—CxSp + CFSK)) —a,((CgSy — CySp)
+ (=C;Sp + CrS)))]
+dy[cos(45°)2 (Cg* + Sg?) + sen(45°)? (Cp2 + Sp2)]

zp = + sen(45°) cos(45°) [2a4(S234) — a3((—S23) + (—S23)) — a2 ((—S2)
+ (—Sz))] + d;[cos(45°)? (1) + sen(45°)? (1)]

Zp = 345234 + 33523 + a252 + dl Eq60

A matriz de rotagdes para comparacdo com o sistema nsa é dada pela Equacéo 61,
0s angulos de rotacdo em torno dos eixos séo obtidos (Equacdes 62, 63 e 64):

11 Tz T3
1 T2 To3| =

31 T3z T33

1- 26132 - 2%2) 2(9293 — 9491) 2(9294 + q3q1)
20203 + q4q1) (1 —20,° = 29,*)  2(93Ga — G241)
2(9294 — 9391) 2(q39s + q2q1) (1 —2q,° — 2q5%)
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( _ ( —2q,94 + 29193 )
Drory = atan2
V(1 —2q3% — 2q,2)? + (2923 + 20194)?
24,93 + 20194 )
1—2g35% — 2q,4*
24,192 + 2939, >
1—2g,% — 2q5*

Eq.61

Wrotz = atan2 (

Yrotx = atan2 (

— 2 )
QI‘Ot.Y = atan2 (L) = atan2 ( q294+2q193 )

tan(®rot.Y) =

tan(®rot.Y) =

tan(@rot.Y) =

tar'I(Qrot.Y) =

V7111247212

V(1-2432-2942)%+(29293+2q1q4)?

_CESF - CFSE

\/(_SEZ - SFZ + 1)2 + (CESE - CFSF)Z

—1(CgSr + CrSg)
\/(C1 * Cp34)% + (51 * Cp34)?

—1(S234)

J Ca34°(S1° + C,%)

—1(S234)
C234-

tan(@rory) = tan2(—6, — 65 — 6,)

Droty = —(02 + 65 + 6,) Eq.62

I 2q2q3+2
Wrorz = atan2 () = atan (2428:120104)

tan((‘)rot.Z) =

tan(wrot.Z) =

tan((‘)rot.Z) =

T11 1-2q3%-2q4?

2
—2Cqy * Sy * (Cizze)” + 2C1)Say * (Scz34))?
2 2
2C)° * (S@zswy)” +25w” * (Crzamy)” — 1

2
—51(Cazay)” + S1(Sc230))?

—51(6(234)2 - 5(234)2)
_46(1)2(5(234))2 + Z(C(l))z + 2(6(234))2 -1

_51(6234)
(2€y* = 1)(-1)(2Ca34° — 1)
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—51(C234) _ —5
(C)(—1D(Ca34)  (CH(-D)

tan(o’)rot.Z) =

Wrotz = 01 EQ63

- 2q142+2439
Yrotx = atan2 (i) = atan2 (ﬁ)
tan(Yyorx) = sz _ CeCr — S¢Sk
rotX Tas —CFZ — SFZ 1

_CF2 - SFZ + 1 B (_Clz - 512)62342 + 1 + (_Clz - 512)52342

C234 _

0
tan(yrot.X) = tan(oo) = 90°
Yrotx = 90° Eq.64

Utilizando a Tabela 7 Denavit Hartenberg do manipulador, tem-se os resultados
encontrados pelo software Maple no célculo de transformacdes fazendo uso dos quatérnios
duais (Tabela 9), os comandos utilizados no software podem ser vistos por completo no
Apéndice B3.

Tabela 9: Resultados da Cinemaética Direta usando QD

Valores de entrada

Valores de Saida

6, = 100° (1.745329252 rad)
0, = 20° (0.3490658504 rad)
0, = 30°(0.5235987757 rad)
6, = —50° (—0.8726646261 rad)

xg = —4.7325379115490
yg = 26.8395562329541
zg = 17.2554167076794
Droty = 0°

Wrotz = 100°

6, = 90° (1.570796327 rad)

6, = 30° (0.5235987757 rad)
0, = 40°(0.6981317011 rad)
6, = —70° (—=1.221730477 rad)

xg=0

vg = 24.3714138397228
zg = 20.0519930152759
Drory = 0°

Wrotz = 90°

6, = 180° (3.141592654 rad)

6, = 45° (0.7853981633 rad)

0, = 60°(1.047197551 rad)

6, = —105° (—1.832595714 rad)

xg = —18.498396780499

ye =0
zp = 22.2720649576841
Broty = 0°

Wrorz = 180°
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6; = 10°(0.1745329252 rad) xg = 15.8906082011919
6, = 50° (0.8726646261 rad) yg = 2.80194296545369
4 | 6; =70°(1.221730477 rad) zg = 22.1329583666828
0, = —120° (—2.094395103 rad) Droty = 90°
Wrorz = 10°
6; = 10°(0.1745329252 rad) xg = 3.78732091962131
6, = 50° (0.8726646261 rad) yg = 0.667806861157773
5 | 6; =70°(1.221730477 rad) zp = 34.4229583767364
0, = —30° (—0.5235987761rad) Drory = 90°
Wrotz = 10°

3.2 Cinematica Inversa do manipulador

3.2.1 Cinemética Inversa com Matrizes de Transformacdo Homogénea (MTH)

A Cinematica inversa usando Matrizes de Transformacdo Homogénea foi feita
passo a passo conforme Equagdes 65, 66 e 67:

cos 6, sen 6, 0 —d
_ 1 —d Eq.65
HO)-1 = 0 0 1 q
(H 1) sen 6, —cos 0, 0 0
0 0 0 1
nx Sx ax xE
HoO=|" % % JE Eq.66
4 nz Sz az ZE
0 0 0 1
1 0 0 (az*Cyz+ay=*Cy)
H 1 — O 1 O ( a3 * Sz3 + az * Sz) Eq67
4 0 0 1 0
0 0 0 1

Por comparacdo com a transformacdo 1 — 4 , da composicéo de transformacdes,
tem-se as Equacdo 68 que resulta na Equacdo 69 que descreve o angulo para a primeira junta

do manipulador:

H)D™ « H) = H} Eq.68
cos 0, sen 6, 0 -—d Ny Sy Ay |Xg
0 0 1 —di [l sy a |Ye||_
| sen 6, —cos 6, 0 0 | ng Sz 4z ZE
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 (az*Cy+ay*(y)
_| O 1 0 (az*S;z+a*S,)
0 0 1
0 0 0 1

senf; x xg —cosB; *yp + 0%z =0

senf; * xg = cos 64 * yg



senf;  yg

cosf;, xg

6, = arctan2 (y—E)
XE

35

Eq.69

Por comparacdo com a transformacdo 3 — 4 , da composicao de transformacdes,
tem-se as Equacdo 70 e 71 que resulta em sistemas que quando resolvidos chegam a Equacao

72 que descreve o angulo para a terceira junta do manipulador:

(™ =
(Cy Cz3) (51 C23) (S23)  (—ay Gz —d Cy3 —dy Sy3 —az)
— (—=C1 S23) (=51 823)  (Ca3) (+az S3+d Sz3 — dy Cy3)
(S1) (—C1) 0 0
0 0 0 1

H)™ « HY = H]

(Cy * Ca3) (81 * Cz3) (Sz3) (—ap*C3—dxCys—dy *Sys —a3j' e Sy ay |[Xg

—Cy *S53) (=S1%S33)  (Cy3) (+az *Ss+d*S;3—di *Cya) || | ny sy ay ||V ]
S -C 0 0 Ny Sz A |[Zg
G Gt 0 0 I &

cosf, —senf, 0| ay*cosb,
senf, cosf, 0| a,*senf,

0 0 1 0
0 0 0 1
g
(D) (C1 Cx3) xp + (81 Co3) Yg + (S23) Zp —a, C3 — d Cy3 — dy Sp3 —az =
< =ay (Cy)
(IT) (=Cy Sp3) xg + (=51 S23) Yg + (C3) Zg+a, S3+d S,3 —dy Cy3 =
= a, (Ss)

(D) (C1 C33) xp + (81 Co3) Yg + (S23) Zp —a, C3 — d Cy3 — dy Sp3 —az =
= ay (CpCr3 — S$pS23)

(I1) (=Cy Sp3) xg + (=51 S23) Yg + (C3) Zg+a, S3+d S,3 —dy Cy3 =
= a4 (+CpS23 — SpCz3)

\

(D (Cixg+ S1yp —d — a,Cy) * Co3 + (Zg —d; + a4Sg ) * Sp3 = az + a,C3
(ID (zg —d; + a4Sp) Co3 — (Cy xp + Sy Yp — d — a4Cp) Sz3 = — az S3

P=(Ci*xp+ S *yg—d—a,Cp)
Q = (zg —d; + a,Sp)

(I) PxCy;3+Qx*Sy3=az+ a,C;

(II) Q*Cy3—P*Sy3=—a,5;

Eq.70

Eq.71
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Elevando (1) e (Il) ao quadrado:
(I)  P?%Cy3” 4 2PQ * Sy3 Cp3 + Q% Sp3% = a3 + 2 ay as C3 + ay? C3°
(I p? S232 — 2PQ * Sy3 Cp3 + Q7 C232 = a,® 532

Somando (1) e (1) :
P2+sza22+a32+ Z*az*a3*C3

_P2+Qz_a22_a32
3 =

2*xa,*das

(Cy *xp + Sy *yg —d — a,Cp)* + (zg —d; + a4Sp)* — a,— as?

C —
3 2 * az * a3 B
2
; (\/xEZ +yg2 —d— a4C@) + (zg —d; + a4S5)? — a,*— as?
37 2 * az * a3 N ﬁ

S3=+1-p2

+/1- 2
03 = arctan2 | ———— Eq.72

B

Por comparacdo com a transformagéo 0 — 4 , da composicao de transformacdes,
tem-se as Equacao 73 que resolvendo o sistema de equacg0es resulta na Equacao 74 que descreve
0 angulo para a segunda junta do manipulador:

Ny Sy Gy XE
go = | ™ Sy 4 |VE|| = Eq.73
4 n, Sy a; Zg
0 0 0 1
(C1Cy34)  (—Cy Sy3q)  (S1Ca3s) [(ay CiCoza+ a3 €G3+ ay € G +d Cy)
— |(51C234) (=51 S234)  (=CiCa34) | (a4 S1Co34+ a3 Sy Co3+az S3 G +dSy)
S234 Ca3a 0 (a4 Sp3a + a3 Sp3+a, S, +dy)
0 0 0 1

(D (ag*C34+ azxCy3+ a; xC;+d) *xC; = xg

(ID) (ag*Cy3s+ az*Czta*C+d)*S; =yg

(III) a4 *5234+ a3 *523 +a2 *Sz +d1 :ZE

Elevando (1) e (1) ao quadrado e somando os resultados:

(IV)( Ay * Cozqa + a3 *Cyz + a, *Cz+d) =/ xg% + yg?

(IV) az3*Cy3+ a; *C; =\/xE2+yE2_d_ Ay * Caz4

{(HD A3 * Sz + Ay xSy = Zp — dy — Ay * Sp34
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Dividindo (I11) e (V) ao quadrado:

az *Sp;z+a xS, Zp —dy — a4 * Sy34

a3*C23+ a; *CZ \/xE2+yE2—d— a4*C234_

az * (S * C3+ S3x () +a xS, Zp —dy — Q4 * Sp34
az* (€2 % C3 =S5, %S3)+ az Gy [x 2 4+ yp2 —d — ay * Cyay
(a3 *S3)* (o +(ay +az *(3) S Zp —d; — Q4 * Sy
(az +az*C3)*C; = (az *S3) * Sz [xp2 + yp2 —d — ay * Cyay
Atribuindo:

Zp —dy —a, * Sy3

VXE2+ypt —d — ay* Cy34

R =

(a3S3) * C; + (ap + azC3) xS, = R+ [ (ay + azC3) * C; — (azS3) * Sy |
(az3S3) * Cy + (az + azC3) *S; = R+ (a; + azC3) * C; — R * (a3S3) * S,
Dividindo a equacdo por R * (a, + az * C3) * Cy:

(a353)C; + (az +a3C3)S; _ R(az +a303)C;  R(as$3)S;
R(a, + a3C3)C;  R(ap +a3C3)C; R(ap +aszC3)C;  R(a; +a3C3)C,

(as * S3) n Sy _ (az * S3) * S,
Rx*(a; +az*C3) R=xC, (az + a3 * C3) x C;
Atribuindo:

a; xS
o (@528
(az +az *C3)
1 (az * S3) 1 5 (az * S3) S,
—— %7 4 4= ———" 77 4 Z
R (a;+az3*C3) R G, (az +az*C3) C,
1 1 S, 5
i M4+=—x2t=1- 2
R*MYR*G G,
1 S, S, M
— k% — *—:1——
R C, C, R
(1+M> S, 1 M
—_— * — — —_——
R C, R

(1+RM> S, R—M

* =
R C, R

S, (R—M) ( R )
—_— *
C, R 1+ RM




38

R—M
1+ RB

tan @, =

R—M)

6, = arctan2 <1 TRM

Utilizando a férmula:

1+ ab

arctan( ) = arctan(a) — arctan(b)

6, = arctan2(R) — arctan2(M)

Zp —d; — as *S a, * sin @
92=atan2< 2 L 4 T2 )—atanZ( > > )

/sz Fyg2 — ag * Cpzqy — d a, + az * cos O,

Pelas identidades trigonométricas:
cos(—6, — 03 —0,) = cos(0, + 05 + 6,) = Cy34 = cos(D)
sen(—6, —0; —60,) = —sen(8, + 05 + 6,) = Sy3, = —sen(D)

Zr —dq + ay, *sen(Q a, * sin @ Eq.74
Bzzatan2< 2 . : @ )—atanZ( & > ) a

[xz2 + y52 — a4 * cos(®) — d a, + asz * cos 03

3.2.2 Cinemética Inversa com Quatérnios Duais (QD)

A Cinematica Inversa usando Quatérnios Duais:

cos(68,/2) cos(45°)
—cos(6,/2) sen(45°)
—sen(6,/2) sen(45°)
o\t —sen(6,/2) cos(45°) EQ.75
(2 1) "~ |—(d/2)cos(8,/2) sen(45°) — (d,/2) sen(8,/2) cos(45°)
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Similar as matrizes de transformacdo Homogéneas, tem-se:
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A cinematica inversa chega as mesmas equacdes para os quatro angulos das juntas,
conforme resumido na Tabela 10.



Tabela 10: Equacbes
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cinematica inversa

Coordenadas Angulos das juntas
Efetuador
XE 0, = arctan2 (y—E>
YE *E
Zg 2 2 2 2 2 2
1) B_(ZE—d1+a4S®) +(\/xE + Ve —a4C®—d) —a" —as
N 2 % a, * dsz
+1— B2
03 = arctan?2 <T)
0, = atan?2 < zp — i + 3, sin(0) ) — atan2 <—a3 sin 9, )
m — a, cos(@) —d a, + a; cos Oz
0y, =-0—0,—0;

Utilizando a Tabela 7 Denavit-Hartenberg do manipulador e os dados contido na

Tabela 10 anterior, temos 0s seg

uintes resultados apresentados na Tabela 11 calculados pelo

software Maple para a cinematica inversa do Manipulador.

Tabela 11: Resultados da cinematica inversa usando equacfes dos angulos das juntas

Valores de entrada

Valores de Saida

xg = —4.7325379115490
Yg = 26.8395562329541
zg = 17.2554167076794

@ =0°

6, = 100° (1.745329252 rad)
0, = 20° (0.3490658504 rad)
0, = 30°(0.5235987757 rad)

0, =—0 — 6, —0; = —50° (—0.8726646261 rad)

xE = O
yg = 24.3714138397228
zg = 20.0519930152759

6, = 90° (1.570796327 rad)
6, = 30° (0.5235987757 rad)
0, = 40°(0.6981317011 rad)

2|9 =0° 0, =—0 — 6, —0; = —70° (—1.221730477 rad)
xp = —18.498396780499 | 6, = 180° (3.141592654 rad)
yg =0 0, = 45° (0.7853981633 rad)
7 = 22.2720649576841 | 0; = 60°(1.047197551 rad)

3lg=0° 0, =—0—6, —0; = —105° (—1.832595714 rad)
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xy = 15.8906082011919 | 6, = 10° (0.1745329252 rad)
yp = 2.80194296545369 | 6, = 50° (0.8726646261 rad)
7z = 22.1329583666828 | 6; = 70°(1.221730477 rad)

41g=0° 0, =—0—0,—0; =—120° (—2.094395103 rad)
xp = 3.78732091962131 | 6, = 10° (0.1745329252 rad)
yr = 0.66780686115777 | 6, = 50° (0.8726646261 rad)
7 = 34.4229583767364 | 0; = 70°(1.221730477 rad)

5|0 =90° 0, = —0 — 6, —0; = —30° (—0.5235987761rad)

3.4 Adaptac0es, Testes e Ensaios de Eficiéncia na Execucao de Algoritmos

3.4.1 Contagem de Operacdes

A contagem de operagdes presentes na cinematica Direta e Inversa para os dois
tipos de implementacio MTH e QDU aconteceu através da avaliacdo de cada equacdo
individualmente conforme Tabela 12. Observa-se que nos QDUs n&o foram contabilizadas as
operacdes de divisdo, uma vez que estas serdo a entrada dos valores de cinematica juntamente
com a entrada dos parametros da tabela Denavit-Hartenberg.

Tabela 12: Comparativo Operac@es para Cinemaética Direta e Inversa MTH e QDU

Total de Operacdes

Funcodes Somae Multiplic.
Trigonom. Subtraces

1 | Sem simplificagbes MTH m=1 (Eq.35) 4 0 6

2 | Resultado obtido para H? (Eq.37) 2* 0 2%
3 | Resultado obtido para H (Eq.38) 2* 0 2%
4 | Resultado obtido para H% (Eq.39) 2* 0 2%
5 | Resultado obtido para H3 (Eq.40) 2* 0 2%
6 | Sem simplificacbes QDU m=1 (Eq.36) 4 4 12
7 | Resultado obtido para @9 (Eq.50) 2* 4 12
8 | Resultado obtido para Q3 (Eq.51) 2* 0* 2%
9 | Resultado obtido para Q3 (Eq.52) 2* 0* 2%
10 | Resultado obtido para Q3 (Eq.53) 2% 0* 2%
11 | Sem simplificagdes MTH m=2 (Eq.35) 8 48 76
12 | Resultado obtido para H? (Eq.41) 4* 3* o*
13 | Sem simplificacdes QDU m=2 (Eq.36) 8 48 72
14 | Resultado obtido para Q3 (Eq.54) 4* 8* 20*
15 | Sem simplificagdes MTH m=3 (Eq.35) 12 96 146
16 | Resultado obtido para HY (Eq.42) 6* 6* 14*
17 | Resultado obtido para H1 (Eq.67) 4* 2% 4*
18 | Sem simplificagfes QDU m=3 (Eq.36) 12 92 132
19 | Resultado obtido para Q3 (Eq.55) 8* 12* 20*
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20 | Resultado obtido para Q} (Eq.77) 4* 3* 4*

21 | Sem simplificagbes MTH m=4 (Eq.35) 16 144 216

22 | Resultado obtido para HY (Eq.43) 8* 9* 19*

23 | Sem simplificacdes QDU m=4 (Eq.36) 16 136 192

24 | Resultado obtido para Q¢ (Eq.56) 8* 12* 28*

25 | Operagdes para obter translagéo x, y e z 0 0 0
MTH (Eq.5)

26 | Operagdes para obter translacdo x, y e z 0 9 24
QDU (Eq. 27)

27 | Operagdes para Inversa de uma MTH (Eg.11) 0 6 9

28 | Operacdes para Inversa de um QDU (Eq.34) 0 0 0

Os resultados com asterisco (*) s@o os resultados cujas simplificacbes foram possiveis

cinemaética direta que envolvem multiplicacdo de matrizes e multiplicagdo quatérnios duais.

NUMERO DE OPERACOES

A Tabela 12 compara as simplificacGes no nimero de operac¢des executadas tais como
substituicdes trigonométricas de angulos conhecidos (seno(90°) = 1 e cosseno(90°) = 0)
aliados as equacdes de identidades trigonométricas fundamentais (ANEXO A) e demais
simplificacGes aritméticas possiveis. As multiplicacdes por (-1) ndo foram contabilizadas nesta
tabela. Os gréficos exibem os dados da tabela anterior de modo a facilitar a comparacéo entre
MTHs e QDUs. O Gréafico 2 exibe a comparacdo entre cada uma das transformacdes da
cinematica direta do rob6 com 4GDL (m = 4), j& o Gréafico 3 mostra as transformacGes da
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Grafico 2: Comparagéo entre cada uma das transformagdes da cinematica direta do robd com

AGDL (m = 4) usando MTH e QDU e confronto com os resultados sem as simplificacdes.
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Gréafico 3: Comparacdo entre composicdo de duas ou mais transformacgdes do robd com 4GDL
(m = 4) usando MTH e QDU e confronto com os resultados sem as simplificagoes.
Os resultados da cinematica Direta e Inversa com simplificacbes foram dispostos

nas Tabelas

13 e 14.

Tabela 13: Contagem de operacdes aritméticas Cinematica Direta MTH e QDU

Cinematica Direta com Operag0es
Simplificacbes
Funcbes Soma e Multiplic.
Trigonom. | Subtracdes
MTH H? 8 9 19
QDU Q4 + transl (g i) 12 21 52

Tabela 14: Contagem de operacdes aritméticas Cinematica Inversa MTH e QDU

Cinematica Inversa com simplificacdes Operacdes
FuncGes Soma e Multiplic.
Trigonom. Subtracdes
MTH HD 1T, HL HD? 4 14 22
QDU 4 39 100




3.4.2 Numero de Flop no Microcontrolador

Foi realizada uma andalise do tempo gasto pelo microcontrolador em cada uma das
operacOes matematicas, o codigo a seguir mostra a implementacao no microcontrolador para a
variavel do tipo byte realizando multiplicacGes. A Tabela 15 faz um comparativo entre o tempo
gasto em cada uma das operagfes matematica utilizando o microcontrolador Atmel Atmega

328/P.

Tabela 15: Algoritmo para contabilizar o tempo gasto em cada operacdo no MCU

#define TIPO DA VARIAVEL float

#define OPERACAO 1i*j

volatile TIPO DA VARIAVEL x, i, J;
unsigned long time;

void setup ()

{
Serial.begin(115200);
Serial.println ();

[
»

{ byte, int
long, float

time = micros{();
for (1 = 1; 1 < 101; i++)
{
for (3 = 1; j < 101; Jj++)
{
x = OPERACAO;
}
}
time = micros() - time;

Serial.print ("Tempo para completar:
Serial.println(time);
} // fim setup

void loop () {}

")

v

(it
i—j
L *]
i
/j
! sqre())
sin(j)
cos(j)
tan(j)
atan2(j, i)
\exp(j)

Os valores encontrados com o algoritmo anterior foram dispostos na Tabela 16,
onde o tipo de entrada representa o tipo de variavel (byte, int, long e float) j& que o tipo de
variavel tem influéncia na memoéria ocupada dentro dos algoritmos. O tempo foi dividido
posteriormente por 1002 ja que dentro dos dois comandos ‘for’ a operagio ¢é executada diversas
vezes. Os resultados poderdo ser comparados uma vez que mesmo que os comando ‘for’ e
escrita na porta serial consumam tempo na execuc¢do do algoritmo, o tempo sera 0 mesmo em

todas as operacoes.

Tabela 16: Tempo gasto para realizar operac6es com microcontrolador Atmega 328/P

Operacéo Tipo de entrada | Tempo (Tempo / ) Linha de
us 100° Base
us
byte 11.432 1,1432 -
Soma int 20.948 2,0948 -
long 39.984 3,9984 -
float 207.996 20,7996 1
byte 11.432 1,1432 -
Subtracédo int 20.948 2,0948 -
long 39.984 3,9984 -
float 213.576 21,3576 1,026827
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byte 13.320 1,3320 -
Multiplicacdo | int 25.976 2,5976 -
long 83.368 8,3368 -
float 226.856 22,6856 1,090675
byte 61.104 6,1104 -
int 155.308 15,5308 -
Divisdo long 410.376 41,0376 -
float 439.120 43,9120 2,111194
byte 391.816 39,1816 -
Raiz Quadrada | int 406.992 40,6992 -
long 419.736 41,9736 -
float 442.284 44,2284 2,126406
byte 1.209.536 120,9536 -
int 1.224.712 122,4712 -
Seno long 1.237.456 123,7456 -
float 1.286.956 128,6956 6,187407
byte 1.203.452 120,3452 -
Cosseno int 1.218.624 121,8624 -
long 1.231.368 123,1368 -
float 1.280.868 128,0868 6,158138
byte 1.494.900 149,4900 -
Tangente int 1.510.076 151,0076 -
long 1.522.828 152,2828 -
float 1.556.076 155,6076 7,481278
byte 1.907.228 190,7228 -
Arco Tangente 2 | int 1.924.296 192,4296 -
long 1.938.928 193,8928 -
float 1.936.812 193,6812 9,311775
byte 1.901.908 190,1908 -
Exponencial int 1.920.064 192,0064 -
long 1.932.808 193,2808 -
float 1.944.164 194,4164 9,347122

Os resultados da Tabela 16 foram dispostos em Gréaficos para melhor comparagéo
de resultados. O Gréfico 4 exibe o tempo de cada operacdo utilizando os diferentes tipos de
variaveis, observando-se que quanto maior o tamanho da variavel, maior o tempo gasto para
execucao do algoritmo. O Grafico 5 exibe um comparativo com a ultima coluna da tabela
anterior, nele a operacdo de menor custo(soma) no MCU foi tida como base de comparacao
com as demais operagdes. Os valores como foram comparados com a variavel do tipo ‘float’

sdo por definicdo os nimeros de flop de cada operacéo.
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Gréfico 4 : Comparacdo entre 0s tempos de operagdo matematica no MCU

FLOP
9,311775 9,347122
7,481278
6,187407 6,158138
2,111194 2,126406
1,026827 1,090675
Subtragdo Multiplicagdo Divisdo Raiz Seno Cosseno Tangente Arco Exponencial
Quadrada Tangente 2

Gréfico 5: Nimero de Flop para cada operagdo no MCU

Utilizando de maneira simplificada os dados da Tabela 16 e dos Gréficos 4 e 5

anteriores, cada multiplicacéo, soma e subtracdo foi contabilizada como 1 FLOP e as operacdes
trigonométricas foram contabilizadas como 8 FLOP cada (média arredondada entre seno,
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cosseno, tangente e arco tangente2). Com essa informacéo foi possivel contabilizar o nimero
total de flop que operac¢des utilizando as MTHSs e os QDUs utilizariam ao serem implementados
no MCU, os resultados foram exibidos nas Tabelas 17 e 18.

Tabela 17: Namero total de flop para Cinemaética Direta com MTH e QDU

Cinematica Direta com OperacOes FLOP
Simplificacoes Funcdes Soma e Multiplic. total
Trigonom. | Subtracdes
MTH 8 9 19 92
QDU 12 21 52 169
Tabela 18: NUmero total de flop para Cinematica Inversa com MTH e QDU
Cinematica Inversa com Operac0es FLOP
simplificacOes Funcoes Soma e Multiplic. total
Trigonom. | Subtracdes
MTH 4 14 22 68
QDU 4 39 100 171

Observa-se que neste teste de numero flop, as MTHs superam os QDUs em
eficiéncia temporal, visto que elas gastam menos flop em suas operacBes de cinematica direta
(92 flop para MTH contra 169 flop para QDU) e cinemética inversa (68 flop para MTH contra
171 flop QDU).

3.4.3 Avaliacdo do tempo por interrupcao

Como ja mencionado anteriormente, os recursos de interrupcao e ‘timers’ foram
utilizados na rotina de programacgédo. De modo simplificado, uma interrupcao € um desvio da
execucdo das instrugdes de um programa ocasionados por um evento (neste caso, contagem de
tempo). O programa continua executando a fun¢do principal ‘main’ para realizar as atividades
de movimentacdo e célculos de cineméatica. Uma segunda parte, denominada de "rotina de
timer" devera conter uma funcéo que periodicamente é chamada pela interrupcéo para verificar
quanto tempo se passou. Ao final, o rob6 executou uma tarefa especifica e o tempo para realizar
essa tarefa desde a inicializacdo do programa é contabilizado. Os programas de Cinematica
Direta usando Matriz de transformagdo Homogénea (Tabela 19) e Cinematica Direta usando
Quatérnios Duais (Tabela 20), Cinematica Direta em sua forma compacta (Tabela 21) e
Cinematica Inversa forma compacta (Tabela 22) conterdo uma funcdo de interrupgdo. Os
respectivos resultados sdo apresentados nas Figuras 11, 12, 13 e 14. Ao final os tempos foram
comparados (Tabelas 23 e 24).



Tabela 19 : Algoritmo MTH interupcao
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#include <TimerOne.h>

unsigned long int cont=0;

void setup ()

{

Serial.begin(115200);

Serial.println ();

Timerl.initialize(1);

Timerl.attachInterrupt (contador) ;
} // fim setup

v

Interrupcéo:
lus
= 0,000001s

 Funcéo Interrupcéo:

void contador (void) I contador
{ >

cont=cont+1;
}

.

void loop () {

MTH (M1, tethal, d1, al, alphal); //Matriz 1

MTH (M2, tetha2, d2, a2, alpha2); //Matriz 2

MTH (M3, tetha3, d3, a3, alpha3); //Matriz 3

MTH (M4, tethad4, d4, a4, alphad); //Matriz 4

//multiplica matrizes M1 por M2 e encontra M12:

mult matriz (M1, M2, M12);

//multiplica matrizes M12 por M3 e encontra MI13:

mult matriz(M12, M3, M13);

//multiplica matrizes M13 por M4 e encontra M1l4:

mult matriz(M13, M4, M14);

print array(M14);// imprime a transform. final

translacao mat (M14);

Serial.print ("Contador:"):;

Serial.print (cont);

while (true);
}

€ COM3 (Arduino/Genuino Una) — O X

Enviar

L matriz 4x4 & dada por:

0.044543 -0.1e7731 0.984808 3.150756
0.254887 -0.851251 -0.173648 17.868828
0.9655926 0.25881% —0.000000 29.126644

0.000000 0.000000 0.000000 1.000000
ks coordenadas do efetuador:

3.1508

17.8688

29.1266

Contador:233176

Auto-rolagem Ambos, NL e CR
g

e

115200 velocidade -~

Deleta a saida

Figura 11: Resultado para algoritmo cinematica direta MTH com interrupcao



Tabela 20: Algoritmo QDU interrupcéo

#include <TimerOne.h>

unsigned long int cont=0;

void setup ()

{

}

void contador (void)

{

}

begin (115200
println ();

Serial.
Serial.
Timerl
Timerl.

// fim setup

) ;

.initialize(1);
attachInterrupt (contador) ;

v

cont=cont+1;

void loop () {

//multiplica quaternios Q1 por Q2 e encontra Q12:
Q12);

QDU (Q1, tethal,
QDU (Q2, tetha?2,
QDU (Q3, tetha3,
QDU (Q4, tethad,

di,
dz,
a3,
d4,

mult quat(Ql, Q2,

al,
az,
a3,
a4,

alphal
alpha?2
alpha3
alphaid

)
)
)
)

Interrupcéo:
lus
= 0,000001s

’

; //Quaternio
; //Quaternio
; //Quaternio
; //Quaternio

DSw N

v

//multiplica quaternios Q12 por Q3 e encontra Q13:
Q13);

mult quat(Ql2, Q3,

//multiplica quaternios Q13 por Q4 e encontra Ql4:
Q14);

mult quat (Ql3, 04,

print array(Ql4);// imprime a transform. final

translacao_quat (Ql4);
Serial.print ("Contador:");

Serial.print (cont);
while (true);

 Funcéo Interrupcéo:

contador

€ COM3 (Arduino/Genuino Uno)

O X

Enviar

guaternio:
.15304¢
706434
.030844

. 690345
-11.442193
5.859752
10.567642
-4.034125

O o0 a0

3.1508

17.8688

29.1266
Contador:152770

L= coordenadas do efetuador:

[] Auto-rolagem

Ambos, NL e CR ~

115200 velocidade

Deleta a saida

Figura 12: Resultado para algoritmo cinematica direta QDU com interrupgéo
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Tabela 21: Algoritmo Cinemética Direta forma compacta

#include <TimerOne.h>
#define pi 3.141592653589793238462643

unsigned long int cont=0;
float xE,yE, zE, rE;

float tethal=80*pi/180, tetha2=20*pi/180;

float tetha3=30*pi/180 , tethad=25*pi/180; Interrupgao:

float d1=8.40, d2=0, d3=0, d4=0; > lus

float d=1.13 , a2=9.81 , a3=7.18 , a4=12.29 ; =0,000001s

float alphal=90*pi/180, alpha2=0*pi/180;

void setup ()

( contador
Serial.begin(115200); >

Serial.println ();

Timerl.initialize(1l);

Timerl.attachInterrupt (contador); \_
} // fim setup

void Cinematica direta()
{
rE= d+a2*cos (tetha2)+a3*cos (tetha2+tetha3l)
+ad*cos (tetha2+tetha3+tethad);
xE=rE*cos (tethal) ;
yE=rE*sin (tethal);
zE=dl+a2*sin(tetha?)+a3*sin(tetha2+tetha3l)
+ad*sin (tetha2+tetha3+tethad);

Serial.println
Serial.println
Serial.println
Serial.println

"As coordenadas xE,yE, zE:");
xE,4);
)
)

’

vE, 4
zE, 4

’

—~ e~~~

void contador (void)

{

cont=cont+1;

}

void loop () A
Cinematica direta();
Serial.print ("Contador:");

Serial.println (cont);

while (true); // fica parado




€ COM3 (Arduino/Genuino Uno) - | s
Enviar
4s coordenadas xE,vE, zE:
3.1508
17.8688
29.12¢68
Contador:18125
[] Auto-rolagem Ambos, NL e CR. ~ | 115200 velocidade Deleta a saida

Figura 13: Resultado para algoritmo cinematica direta com interrupcao forma compacta

Tabela 22: Algoritmo Cinematica Inversa Forma Compacta

include <TimerOne.h>
fdefine pi 3.141592653589793238462643

unsigned long int cont=0;
float xE=3.150756875,yE=17.86883020;
float zE=29.12664511;

float tethal, tetha2;

float tetha3 , tetha4, fi=-75*pi/180;

float bl, b2, b3, b4, beta;

float d1=8.40, d2=0, d3=0, d4=0;

float d=1.13 , a2=9.81 , a3=7.18 , a4=12.29 ;
float alphal=90*pi/180, alpha2=0*pi/180;

float alpha3=0*pi/180 , alphad4=0*pi/180; Interrupgao:
— > 1us

void setup () = 0,000001s

{ = =
Serial.begin (115200) ; (" Funcao Interrupgao:
Serial.println ();
Timerl.initialize(1); contador
Timerl.attachInterrupt (contador); —>

} // fim setup

void Cinematica inversa()

{

tethal=atan2 (yE, XE) ;

bl=zE-dl+ad*sin (fi);

b2=sqgrt (xE*xE+yE*yE) - ad*cos (fi) -d;
b3=-a2*a2-a3*a3;

b4=2*a2*a3;

beta= (bl*bl+b2*b2+b3) /b4;

tetha3=atan2 (sqgrt (1l-beta*beta), beta);

tetha2=atan2 (bl,b2)
-atan? (a3*sin(tetha3), a2+a3*cos(tethal));
tethad4= -fi-tetha2-tetha3;
Serial.println("As coordenadas tethal, tetha2z,
tetha3, tethad:");
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{

}

while

tethal=tethal*180/pi;
tetha2=tetha2*180/pi;
tetha3=tetha3*180/pi;
tethad4=tethad4*180/pi;
Serial.println(tethal,4)
Serial.println(tetha2,4);
Serial.println(tetha3,4)
Serial.println(tethad4,4)

I

’

’

void contador (void)

cont=cont+1;

void loop () {

Cinematica inversaf();
Serial.print ("Contador:");
Serial.println (cont);

(true); // fica parado

€2 COM3 (Arduino/Genuino Uno)

- a bed

Enviar

Ls

80.
20.
30.
25.

coordenadas tethal, tethaZ, tetha3, tetha4:
Qooo
0000
ooo0o
Qoo0o

Contador:27776

Auto-rolagem Ambos, NL e CR
|

'

115200 velocidade Deleta a saida

Figura 14: Cinematica Inversa com interrupg¢ao forma compacta

Tabela 23: Interrupcédo aplicada aos algoritmos de cinemaética direta MTH e QDU

Valor do contador

Tempo em segundos

MTH

233.176

0,233s

QDU

152.770

0,152s

Os QDUs sdo calculados 1,53 vezes mais rapidos do que as MTHs conforme dados
mostrados na Tabela 23.
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Tabela 24: Interrupcéo aplicada aos algoritmos de cinematica direta e inversa
forma compacta

Valor do contador

Tempo em segundos

Cinematica Direta

19.125

0,019s

Cinemética Inversa

27.776

0,027s

3.4.4 Aplicacdo do modelo RAM de acesso Maguina

A aplicacdo do método RAM foi descrita na bibliografia e alguns exemplos de aplicacao
foram apresentados no Apéndices D. Pelo método RAM, os algoritmos de MTH e QDU foram
analisados e a contabilizacdo dos comandos em algoritmos obedecem as regras da literatura
conforme a Tabela 25 descrita de maneira simplificada. As Tabelas 26 e 27 mostram 0s

algoritmos analisados para MTH e QDU, respectivamente.

Tabela 25: Contabilizacdo de passos pelo modelo RAM

Comando

Passos

Declarar uma variavel de qualquer tipo (int, long, float, double)

Atribuir valor a varidvel (=)

Operacdo simples (+, —, *, +)

Comparacdo (<, >, > <)

Comparagéo por igualdade (==

Escrita de valores das varidveis na tela (print)

Incremento a uma variavel

Declarar um array (vetor ou matriz) de tamanho n x m

Comando ‘for’ parai =0atéi <n

S |IX|IN|R|R|RR[RF

Tabela 26: Algoritmo Cinemética direta MTH modelo RAM

N° Passos

#define pi 3.141592653589793238462643

// posicdes matriz |
float MI1[5]1[57, M2
float M12[5][5], M13

] -=> {Olll
51[5]1,M3[5]
5

5
[ 5 [
(5105, M14[5

2,
51,
1[51;
float tethal=80*pi/180, tetha2=20*pi/180;
float tetha3=30*pi/180 , tethad=25*pi/180;
float d1=8.40, d2=0, d3=0, d4=0;

float al=1.13 , a2=9.81 , a3=7.18 , a4=12.29 ;
float alphal=90*pi/180, alpha2=0*pi/180;

float alpha3=0*pi/180 , alphad4=0*pi/180;

void setup ()
{
Serial.begin(115200);

int n = 4; //tamanho da matriz 4x4 (incluindo posicao zero)

3, 4} _____J_____>
M4 [5] [5];}

v
N

> 2

7 % (25)

»
»

16 * 2

Serial.println ();
} // fim setup

v
[EnN
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void MTH(float M[5][5], floatth,float d,float a,float alpha)-

—p 25+ 4

c=cos (th);
s=sin (th);
ca=cos (alpha) ;
sa=sin (alpha) ;
M[0][0] = c; M

| al

float

float
float
float

—» 4 %2

(@)
[

1] = -s*ca;
= s*saj;;
= a* c;
Sy
c*ca;
-c*saj;;
a*s;

= 0;

= sa;

= ca;

= d;

N
R
I

—

REREREIRIEIIEERERE
WwwwhdhdDNdDNNNRERE R R EPE OO
WNHOWNRFROWNR O W

[ O VN SN S VR T ST S R}
[ U U VO U

0
=0
0
1

Ne Ne Ne o N

} _/

16% (1) + 6

void mult matriz (floatTl[5][5], floatT2[5][5],floatT3[5][5])
{

for —

{

(int 1 = 0; 1 < n; i++)

for (int 3 = 0; J < n; J++)
{ |

void translacao mat (float Mt[5][5])

{
float xE,yE, zE;
Serial.println("As coordenadas do efetuador:");

xE=Mt [0] [3];

-

v

Serial.print (xE,4);

\4

Serial.println(" ");

S w

yE=Mt [1][3];

v

Serial.print (yE, 4);
Serial.println("™ ");
zE=Mt [2][3];

Serial.print (zE, 4);
Serial.println(" ");

}

void print array(float MATRIZ[5][5])
{

|

Serial.println("A matriz 4x4 é dada por:");———————L_______

25
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for (int 1 = 0; 1 < n; 1i++) n
{ > 4
for (int j = 0; J < n; J++)
{ Serial.print (MATRIZ[i][j],6); >—— > 2n=16
Serial.print (" ")
}
Serial.println(" "); — > 1
}
}
void loop () {
MTH (M1, tethal, d1, al, alphal); //Matriz 1
MTH (M2, tetha2, d2, a2, alpha2); //Matriz 2 ] -
MTH (M3, tetha3, d3, a3, alpha3); //Matriz 3 » 4x58
MTH (M4, tetha4, d4, a4, alpha4); //Matriz 4
//multiplica matrizes M1 por M2 e encontra M12:
mult matriz (M1, M2, M12);
//multiplica matrizes M12 por M3 e encontra M13: - L——>» 3x%208
mult matriz(M12, M3, M13);
//multiplica matrizes M13 por M4 e encontra Ml4:
mult matriz (M13, M4, M1l4); S
s . . . I —
print array(M14);// imprime a transform. final 94
translacao mat (M14); 38
while (true); // fica parado ‘ >
}
Tabela 27: Algoritmo Cinematica direta QDU modelo RAM
N° Passos
> 2
—» 2
#define pi 3.141592653589793238462643
int n = 8; //tamanho da matriz 4x4 (incluindo posicao zero)
// posicées vetor [9] --> {0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} —»
*
float Q1[9], 0Q2I19]1,Q3[9], Q41[9]; 7+ (9)
float Q12[9], Q13[9], Q141[9];
float tethal=80*pi/360, tetha2=20*pi/360;
float tetha3=30*pi/360 , tethad4=25*pi/360;
float d1=8.40/2, d2=0/2, d3=0/2, d4=0/2; >
float al=1.13/2 , a2=9.81/2 , a3=7.18/2 , a4=12.29/2 ; 16 + 2
float alphal=90*pi/360, alpha2=0*pi/360;
float alpha3=0*pi/360 , alphad4=0*pi/360;
void setup ()
{
Serial.begin (115200); ’7—> 1
Serial.println ();
} // fim setup
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void QDU (float Q[9],float th,float d,float a,float alpha)—1
{

—> 9+ 4

float c=cos (th);

float s=sin(th); ]
float ca=cos (alpha);

float sa=sin(alpha);

L 42

Q[0] = c*ca; A
Q[1l] = c*sa;
Q[2] = s*sa;
Q[3] = s* ca; ~
Q[4] = -a*c*sa-d*s*ca;
Q[5] = a*c*ca-d*s*sa;
Q[6]= a*s*cat+td*c*sa;
Q[7] = -a*s*satd*c*ca;

_

}

—»8 * (1) + 24

void mult quat(float T1[9],float T2[9],float T3[9]) ———» 9x3
{
- 4% (1+7)
T3[0]= T1[0]*T2[0]-T1[1]*T2([1]-T1[2]*T2[2]-T1[3]1*T2([3];
T3[1]= T1[0]*T2[1]+T1[1]*T2[0]+T1[2]*T2[3]-T1[3]*T2[2]; "
T3[2]= T1[0]*T2[2]-T1[1]*T2[3]1+T1[2]*T2[0]+T1[3]*T2[1];
T3[3]= Tl[O]*TZ[3]+T1[1]*T2[2]—T1[2]*T2[1]+T1[3]*T2[O]b
~
T3[4]= T1[0]*T2[4]-T1[1]*T2[5]-T1[2]*T2[6]-T1[3]1*T2[7]+
T1[4]1*T2[0]-T1[5]1*T2[1]-T1[6]*T2[2]-T1[7]1*T2[3]; S 4*(1+15)
T3[5]= T1[0]*T2[5]+T1[1]1*T2[4]1+T1[2]*T2[7]1-T1[3]*T2[6]+ >f
+T1[4]*T2[1]+T1[5]*T2[0]+T1[6]*T2[3]-T1[7]*T2([2];
T3[6]= T1[0]*T2[6]-T1[1]*T2[7]1+T1[2]*T2[4]1+T1[3]1*T2[5]+
+T1[4]*T2[2]-T1[5]*T2[3]1+T1[6]*T2[0]1+T1[7]1*T2[1]
T3[7]1= T1[0]*T2[7]+T1[1]*T2[6]-T1[2]*T2[5]+T1[3]1*T2[4]+
+T1[4]*T2[3]1+T1[5]*T2[2]-T1[6]*T2[1]1+T1[7]*T2[0];
-
}
volid translacao_quat (float Qt[9]) — > o
{
float xE,yE, zE; L_’> 4
Serial.println("As coordenadas do efetuador:");
xE=2*(-Qt[4]*Qt[1]+Qt[5]*Qt[0]-Qt[6]*Qt[3]+Qt[7]*Qt[2]); T+ {p 1+8
Serial.print (xE, 4);
Serial.println(" "); > 2
s 148
yE=2*(-Qt [4]1*Qt[2]+ Qt[5]1*Qt[3]1+Qt[6]*Qt[0]-Qt[7]* Qt[1l]);
Serial.print (yE, 4);
Serial.println (" ");}- —> 2
ZE=2* (-0t [4]*Qt [3]-Qt [5] *Qt [2]+Qt [6]*Qt [1]+0t [7)*Qt(0]); — [* 1+8
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> 2
Serial.print (zE, 4);
Serial.println("™ ");

}

void print array(float QUATERNIO DUAL[9])
{

Serial.println("O quaternio:"); . » 1
for (int i = 0; 1 < n; 1i++)

{ o —
Serial.println(" "); »n=8
Serial.print (QUATERNIO DUAL[i], 6);

Serial.println("™ "); > 3

}
}

void loop () { —» 4 %53
QDU (Q1, tethal, dl1, al, alphal); //Quaternio 1 — 212
QDU (Q2, tetha2, d2, a2, alpha2); //Quaternio 2 -

)

( )
QDU (Q3, tetha3, d3, a3, alpha3); //Quaternio 3
QDU (Q4, tethad4, d4, a4, alphad) //Quaternio 4

| 5 3%123

//multiplica quaternios Q1 por Q2 e encontra Q12:
mult quat(Ql, Q2, Q12);
//multiplica quaternios Q12 por Q3 e encontra Q13:
mult quat(Ql2z, Q3, 0Q13);
//multiplica quaternios Q13 por Q4 e encontra Ql4:
mult quat(Ql3, Q4, Ql4);

> 34
print array(Ql4);// imprime a transform. Final

. > 46

translacao_quat (Ql4);
while (true); // fica parado

A Tabela 28 faz a comparagéo entre as funcdes utilizadas nos algoritmos MTH e
QDU para contagem do nimero de passos pelo método RAM:

Tabela 28: Comparacao entre 0 nimero de passos para os algoritmos MTH e QDU

Funcéo Passos do Passos do
algoritmo algoritmo
MTH QDU
Declaracdo Varidveis inicio do algoritmo 212 100
Quatro Funcdes de transformagéo 232 212
MTH/QDU
Trés Fungdes de multiplicacéo 624 369
mult_matriz / mult_qua
Funcéo print_array 94 34
Funcdo para obter a translagéo final 38 46
translacao_mat/translacdo_quat
TOTAL de passos do algoritmo 1.200 761
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4 ANALISE DE RESULTADOS

O célculo da cinemética direta e inversa fazendo uso do software MAPLE
utilizando as Matrizes de Transformagdo Homogénea e os Quatérnios Duais Unitarios
chegaram aos mesmos resultados conforme esperado para as duas aplicacgoes.

A cinematica direta utilizando microcontrolador Atmel Atmega328/P para
comparagdo entre Matrizes de Transformacdo Homogénea e Quatérnios Duais Unitarios
demonstrou que os QDUs foram superiores nos testes de eficiéncia temporal utilizando
interrupcdo (sendo 1,53 vezes mais rapidos) e no teste modelo RAM para analise da eficiéncia
de memoria dindmica ocupada, onde os QDUs executaram 1,57 passos a menos do que as
MTHs.

O teste para contagem de operacdes e numero de Flop mostrou que os QDUs
possuem mais operagcOes do que as MTHSs devido a dificuldade em realizar simplificacfes
aritméticas e identidades trigonomeétricas nos resultados com QDU.

A andlise utilizando o proprio software Arduino IDE verificou que as MTHs
ocupavam menor memoria de armazenamento do programa, o que era esperado ja que estas
executaram menos operacdes aritméticas conforme demostrado em primeiro teste com
contagem de operac¢des e numero de Flop, por outro lado, os QDUs ocuparam menor memoria
dindmica do microcontrolador explicando o motivo de os QDUs terem tido um melhor
desempenho nos testes de interrupcdo e modelo RAM.

Os resultados para algoritmos aplicados a cinemaética direta apontam que 0os QDUs
ocupam 1,48 vezes mais espaco de armazenamento para o programa (sketch) do que as MTHs,
em contrapartida o QDU utiliza quase 2 vezes (1,93) menos a meméria dindmica do MCU,
conforme mostrado na Tabela 29.

Tabela 29: Algoritmos de cinematica direta utilizando MTH e QDU
Espaco de Armazenamento | Variaveis globais e locais,
para o programa (SKETCH) | uso de memdria dinamica

Total Atmega 328/P 32256 bytes 2048 bytes
MTH 4780 bytes (14% do total) 958 bytes (46% do total)
QDU 7088 bytes (21% do total) 496 bytes (24% do total)

Um organograma dos resultados pode ser visualizado na Figura 15, mostrando a
ordem de procedimentos da presente pesquisa e como a eficiéncia de execu¢do dos algoritmos
foram confrontadas para chegar a comparacéo final com os dados presentes no proprio software
do MCU.
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Eficiéncia de Execugdo de um Algoritmo

-~

Eficiéncia Temporal < p Eficiéneia Espacial ou
/ \ Interdependéncia Eficiéncia de Memoria
Contagem FLOP Interrupcio / \
1FLOP = 1 operagio  chama contador Analise qualitativa da Anilise quantitativa
(+, —.*) de = 20us acadal us memoria Software MCU
‘ Modelo RAM
melhor resultado melhor resultado melhor resultado
MTH QDU QDU
Espaco de Armazenamento Variaveis globais e locais,
para o programa (SKETCH) uso de memoria dindmica
MTH I 4780 bytes (14% do total) I 958 bytes (46% do total) —
QDU 7088 bytes (21% do total) 496 bytes (24% do total) >

Figura 15: Organograma dos procedimentos e testes realizados
5 CONCLUSOES

O modelo RAM de acesso méaquina foi utilizado para analise da complexidade e
comparacdo entre os algoritmos, apesar de ser um modelo que ndo esta relacionado a analise
direta da memoria em dispositivos embarcados e, também, por se tratar de um modelo genérico,
ele péde ser usado para uma analise qualitativa da memoria dos algoritmos de modo a
compreender e interpretar determinados comportamentos do cddigo para efeito de confronto
entre os resultados. Esse modelo foi usado em caréater exploratorio, portanto ndo teve o intuito
de obter nmeros com resultados precisos, mas atravées dele foi possivel uma indicacdo de um
caminho para tomada de decisdo correta onde o QDU se destacou como o algoritmo com maior
eficiéncia de execugdo. Este modelo qualitativo foi uma Gtima alternativa para interpretar
melhor os valores quantificados através da implementagdo no software do proprio MCU,

Quanto ao tempo de execucdo em analise por intermédio da interrupcgdo, o
algoritmo baseado em QDU levou a um programa mais rapido. Este resultado foi de encontro
ao resultado modelo RAM.

O trabalho teve por objetivo promover a familiarizacdo com a algebra
quaterniénica. A aplicacdo desse elemento na robotica é em decorréncia do requisito da
facilidade de representacdo da transformacgdo composta da rotacdo e da translagdo no espaco,
além disso os testes apontavam para a melhor eficiéncia de execucdo com os QDUs e neste
trabalho foram esclarecidos o motivo de os QDUs receberem cada vez mais aten¢do em relagéo
as MTHs. A implementacdo do algoritmo para célculo da cinematica direta utilizando MTH
levou a um programa com menor ocupagdo da memoria de programa em comparagao com
algoritmo QDU. Contudo, o programa baseado nas MTHSs levaram a uma maior ocupacdo da
memoria dindmica e isso se deve ao fato de a representacdo com MTHs ocuparem um espago
de 4x4 variaveis enquanto que cada QDU ocupa um espaco 8x1. Cabe ao projetista a utilizacdo
das MTHSs ou dos QDUs dado que em algumas situa¢fes a memoria de programa possa ser
mais relevante do que a memoria dindmica, neste caso, as MTHSs € que se destacariam em
relagcdo aos QDUSs.
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Em ultima andlise as cinemaéticas direta e inversa foram implementadas no
microcontrolador utilizando as equacdes finais ou equacGes geométricas do manipulador, o
resultado logicamente foi bem mais rdpido ja que neste caso ndo utiliza-se de quatérnios e nem
de matrizes, tornando o programa mais leve para o MCU. Para uma cadeia cinematica
especifica, caso seja possivel apos aplicar simplificacdes e identidades trigonométricas para
chegar as mesmas equagdes finais as quais foram chamadas de solu¢do compacta é preferivel
implementar estas solu¢gdes ao MCU com o intuito de obter melhor eficiéncia. Essas solucdes
qguando implementadas levam a uma execucdo da ordem de 10 vezes mais rapidas, o que
significa que para rob6s com equaces cinematicas triviais e bem definidas € mais interessante
a implementacdo das equacfes em sua forma compacta. A justificativa para permanéncia da
discussdo e comparacdo entre QDUs e MTHSs se deve ao fato de que estes resultados poderiam
ser implementados em qualquer rob6 do tipo serial.

6 ABSTRACT

The present work proposes a detailed study of the implementation of a
mathematical tool called dual quaternions and a depth analysis of its evolution and potential
application on the robotics field. In parallel to this view is presented a comparison between the
traditional way of calculating rotation and translation in the kinematics of manipulator robots.
Dual quaternions have been massively used in robotics because they are computationally more
efficient in representing rotational information than the representation with homogeneous
transformation matrices. Thus, this work aims to provide a detailed explanation through a step-
by-step for the use of quaternion algebra, in a simplified way, were used examples to better
understand the implementation. Although there is a lot of literature about the theoretical aspects
of dual quaternions, in a few of them there are practical examples of how their use really works.
This work gives a clear notion of the introduction to the dual quaternion theory, in addition to
it, this document also demonstrates its application to a 4-DOF serial robotic manipulator. In
this dissertation it was possible to make a comparison between the direct and inverse kinematics
calculated using the matrix algebra versus the quaternionic algebra, it was verified that the
quaternions are computationally more efficient although they do not allocate smaller area of
the program memory for the Atmel microcontroller Atmega 328/P. Simulations and
experimental tests were performed to prove the results.

Keywords: Unit Dual Quaternion, Matrices of Homogeneous Transformations, Direct
Kinematics, Inverse Kinematics.
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ANEXO

Anexo A - Identidades Trigonométricas Fundamentais

sen(4 + B) = sen(A4) * cos(B) + sen(B) * cos(A)
sen(A4 — B) = sen(A4) * cos(B) — sen(B) * cos(A)
cos(A + B) = cos(A) * cos(B) — sen(B) * sen(A)
cos(A — B) = cos(A) * cos(B) + sen(B) = sen(A4)
cos?(A) +sen?(A) = 1

cos?(A) — sen?(A) = cos(24)

2 * sen(A) * cos(B) = sen(4 + B) + sen(A — B)
2 = sen(A) * cos(A) = sen(24)

9. cos(—A) = cos(4)

10. sen(—A) = —sen(4)

11. tan(—A4) = —tan(A4)

_ _an()tan(s)
12. tan(A + B) - 1-tan(A4)*tan(B)

NGk wWNE

_ _tan(@)-tan(B)
13.tan(A - B) = 1+tan(4)+tan(B)

Anexo B — Outras discussdes Modelo RAM-Maquina de Acesso Aleatdrio

A analise de complexidade determina qual o custo desse algoritmo na busca da
solucdo de um problema. Complexidade de um algoritmo (ou complexidade computacional) é
a taxa de crescimento dos recursos que um algoritmo requer com relacao ao tamanho dos dados
que ele processa. Tipicamente, 0s recursos considerados sé@o o tempo (principalmente) e o
espaco de armazenamento despendidos pelo algoritmo para processar os dados de entrada. A
complexidade de um algoritmo é também denominada como custo de processamento. O modelo
RAM é um modelo genérico para a analise de algoritmos, com ele é possivel avaliar a eficiéncia
de um algoritmo de modo independente de hardware e software; ou seja, um algoritmo sob
analise sequer precisa ser implementado. O modelo prevé instrugdes comumente encontradas
em computadores reais: opera¢des aritméticas (como adicdo, subtracdo, multiplicacéo, divisdo,
resto, etc), dados em movimento (carregar, armazenar, copiar) e controle (ramificacdo
condicional e incondicional, chamada de sub-rotina e retorno). A eficiéncia de execucao de um
algoritmo com uma entrada especifica depende do nimero de operagdes, “passos’” executados.
E conveniente definir a nogdo de passo que é um valor tdo independente da méaquina quanto
possivel. Uma quantidade constante de tempo é necessaria para executar cada linha do codigo,
uma linha pode levar um tempo diferente de outra linha dependendo do nimero de operacdes
presentes em cada uma delas. Cada uma dessas instrugdes leva uma quantidade de tempo
constante. A andlise de complexidade com este modelo € bem simples e geralmente este € um
excelente preditor de desempenho em maquinas reais, o complicador do uso deste modelo (ou
0 que dificultaria seu uso) seria sua aplicacdo em ferramentas matematicas tais como analise
combinatéria, teoria da probabilidade e outras que exijam capacidade do programador de
identificar os termos mais significativos em uma férmula mateméatica (CORMEN et al.,2009,
p.23-24).

Segundo Ziviani (1999, p.6), a medida do custo de execucdo de um algoritmo
depende principalmente do tamanho da entrada dos dados. Por isso é comum considerar o
tempo de execucdo de um programa como uma funcdo do tamanho da entrada. No entanto, é
preciso analisar caso a caso, pois existem alguns algoritmos especificos que o custo de execugdo
é uma funcgdo da entrada particular dos dados e ndo apenas do tamanho da entrada como é o
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caso de algoritmos para a ordenacdo de n nimeros (se os dados de entrada ja estiverem quase
ordenados entdo o algoritmo pode ter que trabalhar menos). Ziviani (1999, p.12) também
explica que a eficiéncia de execucdo de um algoritmo sera representada por uma funcéo de
custo T(n) que representa 0 nUmero de passos necessarios para executar um algoritmo de um
problema de tamanho n. E importante enfatizar que T(n) ndo representa diretamente o tempo
de execucdo, mas 0 numero de vezes que operacgdes relevantes que sdo executadas.

Também chamado de Registro Geral Maquina (do inglés ‘General Register
Machine”), 0 modelo RAM se trata de um modelo padrdo para os computadores convencionais
(méquinas de processador Unico). Considera-se que uma unidade central de processamento
(CPU) armazena tanto as operacOGes antes quanto os resultados intermediarios ap6s uma
operacao ser realizada, além disso, 0 modelo pressupde memoria ilimitada compreendendo um
namero ilimitado de células de memaria que pode conter numeros de qualquer tamanho. Neste
modelo, um algoritmo consiste em instrugdes que sdo contabilizadas como passos (do inglés
‘step’), relativas por exemplo, a adicdo de um numero, alteracdo no valor atual da variavel, a
transferéncia do contetido da variavel para a memoria, carregar um nimero da memdria para a
varidvel, etc. Por simplicidade, o0 modelo assume a maquina de acesso aleatério executa
exatamente uma instrucdo por etapa computacional e que todas as instru¢des levam o mesmo
tempo, ndo importa que tipo de operacdo esteja envolvida (multiplicacdo, soma, subtracéo,
divisdo) ou qudo grande as variaveis sejam (byte, int, long, float). Outra consideracéo sobre o
modelo € que as instrugdes do programa serdo executadas sequencialmente mesmo que existam
no algoritmo condicOes de ramificacdo (por exemplo um comando ‘if/else’ de condicional).
Uma vez que a unidade de tarefa tenha sido especificada para um algoritmo em particular, o
namero de operacdes necessarias para completar o algoritmo de um problema de tamanho n
pode ser determinado (contado). O indice de complexidade do algoritmo é, neste caso, atribuido
ao numero de operagdes requeridas para cada etapa de problema, assume-se que todas as
operacdes demoram igualmente, independentemente dos operandos e do tipo especifico de
operacdo. Desta forma, operacGes igualmente ponderadas sdo simplesmente contadas e como
resultado desta simplificacdo o custo de execucdo tedrico pode ser usado apenas para uma
avaliacdo qualitativa de como a memoria esta sendo acessada no algoritmo ou para avaliacGes
guantitativas grosseiras do tempo de execucao para o efeito de uma comparacao simples entre
algoritmos (UEBERHUBER, 1995, p.183-185).

O modelo RAM quando usado para medir o tempo de execucao de um algoritmo
assume que o algoritmo executa um determinado numero de passos por segundo, essa contagem
de operacdes €, entdo, convertida naturalmente para o tempo de execucao real do algoritmo. O
modelo € uma simples analise de como os computadores funcionam. Afinal, multiplicar dois
nameros leva mais tempo do que adicionar dois nimeros na maioria dos processadores, 0 que
viola a primeira suposi¢do do modelo RAM. Além disso, o tipo de problema e como os loops e
sob-rotinas se desenrolam devem ser analisados caso a caso. Um outro ponto, diz respeito aos
tempos de acesso a memoria que certamente diferem muito dependendo de qual memoria o
algoritmo esta acessando. No entanto, apesar de as premissas do modelo nem sempre serem
verdadeiras, 0 modelo continua sendo ¢ excelente para entender como um algoritmo funcionara
em um computador real. Atinge uma multa equilibrio, o comportamento de algoritmos,
justamente porque € um modelo simples e muito Gtil na pratica. Para explicar a utilidade deste
modelo, tome como exemplo o0 modelo que a Terra é plana. Algumas pessoas poderao
argumentar que este € um modelo ruim, ja que esta razoavelmente bem estabelecido que a Terra
redonda. Mas, por outro lado, quando um engenheiro civil pensa na fundacdo de uma casa, o
modelo da Terra plana é suficientemente preciso e confiavel. E muito mais facil manipular um
modelo que pressupde que Terra plana neste caso, ja que seria inconcebivel que o engenheiro
pensasse em uma forma esférica para a fundacdo de uma casa. A mesma situacao é verdadeira
com o0 modelo de computacdo em RAM. Trata-se de uma abstracdo que é geralmente muito
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util. E muito dificil projetar um algoritmo de modo que o modelo de RAM Ihe dé resultados
muito enganosos. A robustez do modelo RAM permite analisar algoritmos em uma maquina
independente das abstraces realizadas (SKIENA, 2008, p.32-33)

Anexo C — Microcontrolador, Memdria e Compilacao de dados

Um microprocessador é um circuito integrado responsavel pelo processamento de
dados, é a unidade légica que executa operacdes aritméticas com diversos registradores
especiais, para este componente funcionar existe a necessidade de outros dispositivos externos
que contenham memoria de leitura e escrita para entdo haver o armazenamento de dados e
programas, no microprocessador os dados séo apenas processados, necessitando de dispositivos
periféricos que comuniquem com estes dados para 0 armazenamento permanente, a conversao,
a interface, etc. Por outro lado, uma unidade de comando controlado (MCU) ou
microcontrolador é considerado mais do que um microprocessador. Além de todas as funcdes
de um microprocessador, o microcontrolador possui meméria RAM, memdria ROM,
temporizadores, contadores, porta serial, conversores e portas de I/O em um s6 circuito
integrado, ou seja, um microcomputador em um Unico chip (BATES, 2008, p.1-2).

A placa Arduino UNO utilizada no projeto contém dois microcontroladores, sendo
o principal deles 0 modelo Atmega 328/P onde os programas sdo gravados para posteriormente
serem executados. Na mesma placa possui um segundo microcontrolador que é responsavel
apenas por realizar a comunicagdo com o computador via USB/Serial. Algumas informacdes
de cada um dos microcontroladores do fabricante Atmel foram coletadas do manual de
instrucdes e apesentados nas Tabelas C1 e C2. Nos microcontroladores da linha Atmega contém
trés tipos de memorias EEPROM, FLASH e SRAM, com diferentes aplicacfes dentro dos
microcontroladores (ATMEL,2009 e ATMEL,2016).

Tabela C1: Dados do Microcontrolador Principal utilizado no projeto

Dados do Microcontrolador
ATMEL Atmega 328/P
Memdria EEPROM (ndo volatil) 1K bytes
Meméria FLASH/ 32K bytes
Memoria de Programa (néo volatil)
Memoria SRAM (volatil) 2K bytes

Fonte: ATMEL,2016
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Tabela C2: Dados do Microcontrolador Conversor comunicagdo USB/Serial

Dados do Microcontrolador
ATMEL Atmega 16U2
Memoria EEPROM (ndo volatil) 512 bytes
Memoria FLASH/ 16K bytes
Memoria de Programa (né&o volatil)
Memoria SRAM (volatil) 512 bytes

Fonte: ATMEL, 2009

Earl(2018, p.7) e Fiore (2018, p.10-12) explicam os trés tipos de memorias, suas
caracteristicas e fungdes dentro do microcontrolador principal (Atmel Atmega328/P) da placa
Arduino UNO como:

» Memoéria EEPROM é uma memoria ndo volatil o que significa que as informacdes
contidas nela continuardo gravadas mesmo quando o sistema for desligado. Os dados nela s6
podem ser lidos byte-a-byte, e por isso pode ser um pouco complicado usé-la. Essa memoria
pode sofrer modifica¢fes durante a execucdo do algoritmo, pois pode ser usada para leitura e
também gravacao durante a execuc¢do do programa. Essa memaria é mais lenta que a memoria
SRAM.

» Memodria Flash é aquela que possui a mesma tecnologia empregada em pen drives

e cartbes SD, € chamada pelo fabricante Atmel de memoria de programa (sketch) e é usada para
armazenar o algoritmo em si e quaisquer dos dados (variaveis) que serdo utilizados no programa
sdo gravados nesta memoria, assim como a memdaria anterior, esta € uma memaria ndo volatil
e mesmo que haja uma queda de energia suas informacdes continuam inalteradas. O cédigo do
programa é executado a partir da memoria flash e ela ndo sofre modificacdes durante a execugdo
do algoritmo, a modificacdo desta memoria requer alteragdes no codigo fonte e nova
compilacdo do programa.

» Memoria SRAM (do inglés “Static Random Access Memory”) é a memoria que
pode ser modificada durante a execucdo do algoritmo, assim como a EEPROM ¢ usada para
leitura e escrita de dados a partir da execucdo do programa, a diferenca € que se trata de uma
memoria volatil e os dados dessa memoéria sdo perdidos caso haja queda de energia. E uma
memoria de grande importancia, pois é nela onde se passa todas as a¢Oes tais como: alocacéo
estatica e dindmica de variaveis, ponteiros para chamadas de fungdes, etc. E na meméria SRAM
que desenvolvedores concentram esforgos de otimizacéo, pois € nela onde acontecem a maioria
dos problemas como a reinicializagdo indesejada (do inglés “auto-reset””) do microcontrolador
e/ou dados corrompidos que exibem resultados imprecisos ou com erros grosseiros retornados
pelo MCU.

A Figura C1 mostra de forma esquematica o funcionamento da memoria SRAM.
Para entende-la melhor é preciso conceituar os trés blocos presentes nesta memoria: bloco
estatico (do inglés “Static Data”), bloco de carregamento (do inglés “heap”) e bloco de
empilhamento (do inglés “Stack”). As fungdes de cada bloco podem ser descritas como
(EARL,2018, p.7-8; WAGNER e DIACONESCU, 2015):

e Bloco Estatico (“Static Data’): ¢ um bloco cujo espaco ¢ reservado na SRAM para
todas as variaveis globais e estaticas do algoritmo. Para variaveis que contenham valores
iniciais previstos no codigo fonte, durante a execugéo do algoritmo o sistema simplesmente
copia o valor inicial das variaveis que estdo na memoria Flash para este bloco assim que o
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programa é iniciado.

e Bloco de Carregamento (“Heap”): € um bloco para itens e dados alocados
dinamicamente. O espaco deste bloco fica logo acima do bloco estéatico e ele cresce a medida
que itens e dados sdo alocados nele, quanto mais dados a serem alocados dinamicamente
maior € a area deste bloco. Embora o uso de alocagcdo de memoria dindmica seja uma boa
solugéo ao programar utilizando um PC que normalmente possui centenas de gigabytes de
memoria RAM, para o caso de dispositivos embarcados (como os microcontroladores), em
geral, é uma ma ideia a alocacdo de memoria dinamica. Isso porque durante a execu¢do do
algoritmo essa memoria aloca espaco para as variaveis em uso e libera o espaco de outras
variaveis, o que resulta na Fragmentagao da Memoria que consiste na producgdo de “buracos”
de tamanhos diferentes que ndo podem ser usados em muitos casos para outras variaveis. A
medida que esse bloco cresce, a chance de este se chocar com o bloco Stack e corromper 0s
dados executados é maior.

e Bloco de Empilhamento (“Stack™): este bloco serve para variaveis locais e para
manter um registro de interrupcGes e chamadas de funcdo durante a execucdo do algoritmo.
O bloco cresce do topo da memoria em direcédo ao bloco “heap”. Cada interrupgéo, chamada
de funcdo e/ou variavel local faz com que este bloco cresga. Ao retornar de uma interrup¢do
ou chamada de funcéo o espaco deste bloco é recuperado para uso em outras fungdes do
algoritmo.
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Noc;::.uon Fragmentod Hoap Stack Crash!

Figura C1: Memoria SRAM e seu funcionamento
Fonte: EARL,2018, p.10

O ambiente de desenvolvimento integrado Arduino IDE é um software com
maltiplas aplicagdes, ele inclui um editor de codigo com recursos de realce de sintaxe,
parénteses correspondentes e endentagdo automaética, sendo capaz de compilar e carregar
programas para diferentes modelos de placas. Em um cddigo escrito em linguagem C, todas as
variaveis que serao utilizadas durante o programa precisam ser declaradas antes de seu primeiro
uso no algoritmo (declaradas globalmente ou localmente). E através do tipo de variavel que o
compilador reserva a quantidade de memoria que deve ser utilizada por ela, em outras palavras,
quando a varidvel é declarada separa-se para ela uma quantidade especifica de células de
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memdaria necessarias para armazenar o conteudo da variavel. Na declaracéo é informado o nome
da variavel, o seu tipo e, opcionalmente, seu valor inicial. Com esta informac&o, o compilador
destina automaticamente o numero necessario de células de memoria, ou bytes, para armazenar
a variavel na memoria (FIORE, 2018, p.14).

A Tabela C3 contém informacgdes fornecidas pelo proprio fabricante da placa
Arduino UNO, ¢ exibido o espago ocupado por cada tipo de variavel em bytes (1 byte = 8bits)
e também a extensdao do numero (termo do inglés “range”) que a variavel podera receber.

Tabela C3: Tipos e tamanhos das variaveis placa Arduino UNO Atmega 328/P

Tipo de Variavel Bytes Bits Minimo Méaximo
Usados | Usados
byte 1 8 0 255
char 1 8 —128 +127
unsigned char 1 8 0 255
int /short 2 16 —32.768 32.767
unsigned int 2 16 0 65.535
long 4 32 —2.147.483.648 2.147.483.647
(aprox. -2 bilhGes) | (aprox. +2 bilhGes)
unsigned long 4 32 0 4.294.967.295
(aprox. +4 bilhdes)
float 4 32 —3,4 % 1038 +3,4 x 1038
double 4 32 —3,4 % 1038 +3,4 * 1038

Fonte: www.arduino.cc/reference/en/language/variables/data-types



APENDICES
Apéndices A - Algebra Quaternidnica e Operacdes elementares com quatérnios duais

Al. Multiplicacdo Quatérnios Duais por um escalar
A*g_z A * g_p_+ € * ) % da

Exemplol:
gq=(1+1i+1j+1k)+ € x2+2i+2j+2k)
A=3

3xq=3+x(1+1i+1j+1k)+ € *3xQ2+2i+2j+2k)
3xq=0B+3i+3j+3k)+ € x(6+6i+6j +6k)

A2. Adicdo de Quatérnios Duais
Qi+ Q2= (Qpa+t Qp2) + € *(Qart Gaz)

Exemplo2:
g =0A+1i+1j+1k)r € xQ2+2i+2j+2k)
g,=0B+3i+3j+3k )t € x(5+5i+5j+5k)

Qi+ @ =(4+4i+4j+4k) € x(T+7i+7j+7k)

A3. Subtracdo de Quatérnios Duais
41— 92= (Gp1— Gp2) + € *(Qar— Gaz)

Exemplo3:
g, =(8+8i+8j+8k)+ € *x(9+9i+9j+9k)
qg,=B+3i+3j+3k)+r € x(54+5i+5j+5k)

q1— g2 =(5+5i+5j+5k )+ € x(4+4i+4j+4k)

A4. Conjugado de um Quatérnio Dual
9 = (gp)+ € *(qq)

Exemplo4:
gq=(+1+1i+1j+1k)+ € *(+2+2i+2j+2k)

@ =H1-1i-1j—-1k)+ € *(+2—-2i—-2j—-2k)

A5. Multiplicagdo de dois Quatérnios Duais
p*q=(Pp*qp)t € *(Dp* dat Da* Gp)

= Ppo+Ppil +opj Jtopk )+ € x(py+pyE +Paj J+Dark)
4 =Qpotqpii+qp; J tapk )t € *(qu+aq,1% +9aj Jj+qaxk)

P*xq=(pPp*q,)+ € *(pPp* qp + )
pxqg=(A)+€x(B+ )
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_(ppo * qvo) - (pm * qpl (ppj * qm) (Pp, * qpk +

A= _(ppo ap;) + (Pp, * ap,) + (pp,- * qpk) (Ppi * ) i +
_(ppo * qzoj) (Pp; * ap,) + (ppj * qm) + (Ppy * Ap,) ] +
_(ppo *qp,) + (ppz * qu) (pp, * qm) + Py * Ap,)| K
(Po, * a0,) — (P, * b,) (pp,- * qD,) — Py, * W]+

ool o) + (o= a0)) + (po, = a0,) = B, = 4] i+

:(ppo * qDJ) (ppt qu) + (ppj * qDo) + (ppk dp; ) Jj+
(

(2o, * @0,) + (Po, * a0,) = (P, * a0,) + @, * a0)| K

[(Po, * @po) — (P, * @p,) — (puj*qp]) (0o, * @] +
[(Po, * @v,) + (Po, * @) + (00, * @) — o, * @] 1+
(P00 * @p,) = (0, * @) + (P, * @, ) + By * 4p)]J +

:(poo *qp, ) + (pDi * qp,-) - (pn,- * qpi) + (pp, * qpo)_ k

Uma outra notacdo para a multiplicacdo de dois quatérnios duais p e g, poderia
ser dada por:

P11 911 [ P191 — P292 — P393 — D444
12 q P192 + D291 t+ P34 — D4q3
P3 q3 P1q3 — P294 t P3q1 t Paq2
(2 qs P194 + D293 — P3q2 + Paqs

Ps|®|4qs| = [p1qs — P2G6 — P397 — Pags + Psq1 — Peqz — D743 — Psqa
Pe| 196 |P1q6 + D295 + P3qs — Paq7 + Psq2 + Peq1 + P794 — P83
p7 q7 P197 — P29s + D395 t Paqs + Psq3 — Peqs + P7q1 + Psq>
el Ll 1p,qg + p2q7; — P36 + Paqs + Psqa + Peq3s — D792 + Pgq4]

Exemplo5:
=A+1i+1j+1k)+e«R2R+2i+2j+2k)

Q1% G = (—6+6i+6j +6k )+ e *x(—22+220 +22 j +22k)

A6. Norma ou Magnitude de um Quatérnio Dual

*

la|l*= g+ q°

Exemplo6:
q=(H3+2i+2j+2k )+t € x(+5+7i+7 j+7k)
g=(H3-2i—-2j—-2k)+r € x(+5-7i—-7j—-7k)
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qxq =(21+0i+0j +0k)+ e »(V114+0i +0 j +0k))

Apéndices B — Calculo da cinematica direta usando o Maple

B1. Célculo Cinematica Direta geometricamente

~ag *sen(0; + 03 + 6,)

1
1
1
- e il 2
Tz
Voo o 1
. — -7 |
1
[}
I
1
1

~ ag xsen(f, + 63)

7~ ap *sen(6,)

J

ap * cos(6;) ! ‘ 77\/ i

ag * cos(f, + 63) /
ay * cos(0, + 603+ 6,)

xg =1 *cos(6;)

V3 VE

Yo

S e,

xo ‘l‘/
ye =1 *sen(6;)

rg = d + a, cos(6,) + az cos(8, + 03) + a, cos(6, + 65 + 6,)
Xg =15 * cos(6;)

yg = 1 * sen(6;)

zg = d; + a, sen(0,) + az sen(0, + 03) + a, sen(6, + 65 + 6,)

xg = [d + a, cos(8,) + a; cos(0, + 03) + a, cos(8, + 05 + 6,)] * cos(6,)
yeg = [d + a, cos(8,) + a; cos(8, + 03) + a, cos(6, + 05 + 6,)] * sen(6,)
zg = d, + a, sen(8,) + a; sen(0, + 65) + a, sen(8, + 6; + 6,)

COMANDOS NO MAPLE:

xp = (d + a2 cos(62) + a3- cos(02 + 63) + a4- cos( 02 + 63 + 84))-cos(67):

xXp = —4.732537915

x

Vpi= (d + a2 cos(62) + a3- cos(62 + 63) + a4- cos( 62 + 63 + 64) ) -sin(67);
yp = 26.83955623

zp=dI + a2 sin(62) + a3- sin(62 + 63) + ad- sin(62 + 63 + 64):

= 17.25541671
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COMANDOS NO MAPLE:

S = sin(0) :
C = cos(90) :
Sa := sin(alpha) :
Ca = cos(alpha) :

C -(5-Ca) (S-Sa) a-C
S (C-Ca) -(C-Sa) a8
H:=
0 Sa Ca d
0 0 0
cos(8) -sin(8) cos(a) sin(@) sin(a) acos(0)
= sin(8) cos(8) cos(a) -cos(B) sin(a) asin(0)
0 sin( o) cos( o) d
0 0 0 1
Tabela Denavit Hartenberg:
Theta Alpha(ec) a d
01 = convert(100.0 degrees, radians) alphal = convert(90.0 degrees, radians) : d=113: dl = 8.40
6l = 1.745329252 I6)) ali=d:
62 = convert(20.0 degrees, radians) alpha? = convert(0.0 degrees, radians) : al = 9.81: d? = 0.0:
62 :== 0.3490658504 2)
03 = convert(30.0 degrees, radians) alpha3 = convert(0.0 degrees, radians) : a3 = 7.18: d3=0.0:
63 :== 0.5235987757 (&)
84 = convert( -50.0 degrees, radians) alphad = convert(0.0 degrees, radians) : ad = 12.29: d4 = 0.0:
64 = —0.8726646261 4)
65 = convert(0.0 degrees, radians) alpha3 = convert(0.0 degrees, radians) : as = 0.0: d5 = 0.0
65 =0 ®)

HI = eval(H,{ 6= 061, alph=alphal,a=al,d=dl }):

—0.1736481777 2.019873996 10~ ° 0.9848077530
71— 0.9848077530  3.561582832 10 ! 0.1736481777
0 L. —2.051033808 10"

0 0 0

—0.1962224408
1.112832761

8.40
1

10




H2 = eval(H. { 0= 62. alph=alpha2,a=a2, d=d2 }):
[ 09396926208 —0.3420201433 0. 9.218384610 |
0.3420201433 0.9396926208 —0. 3.355217606
0 0 1 0.
0 0 0 1

H2 =

H3 = eval(H, { 8= 63. alph=alpha3,a= a3, d=d3}):
[ 0.8660254037 —0.5000000001 0. 6.218062399 |
0.5000000001 0.8660254037 —0. 3.590000001
0 0 1 0.
0 0 0 1

H3:

H4 = eval(H, { 0= 64. alph= alpha4,a= a4, d=d4});
0.6427876096 0.7660444432 —0. 7.899859722
—0.7660444432 0.6427876096 —0. —9.414686207

H4 =
0 0 1 0.
0 0 0 1
H5 == eval(H, { 8= 65. alph= alphas,a= a5, d=d5});
1000.
0100.
H5 =
0010

0001
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COMANDOS NO MAPLE:
HIH? = evalm(HI&*H?2);

—0.1631759111 0.05939117481 0.9848077530 —1.796978129
0.9254165784 —0.3368240888 0.1736481777 10.191165940
1H? = _
0.3420201433  0.9396926208 —2.051033808 10 10 11.75521761
0. 0. 0. 1.
HIH?H3 = evalm(HIH28*H3);
—0.1116188969 0.1330222217 0.9848077530 —2.598401808
0.6330222215 —0.7544065068 0.1736481777 14.73626895
HIH?H3 = —10
0.7660444432  0.6427876096 —2.051033808 10 17.25541671
0. 0. 0. 1.
HIH?H3H4 = evalm( HIH2H3&*H4);
—0.1736481777 1.8 10_10 0.9848077530 —4.732537912
0.9848077530 0. 0.1736481777 26.83955623
HIH?H3H4 = —10
0. 1.000000000 —2.051033808 10 17.25541671

0. 0. 0. 1.

HIH?H3H4HS = evalm(HIH2H3H4&*HS5);
10

—0.1736481777 1.810° 0.9848077530  —4.732537912
0.9848077530 0. 01736481777  26.83955623
HIH2H3HAHS = iy
0. 1.000000000 —2.051033808 10~ 17.25541671

0. 0. 0. 1.

with(linalg) :
POSICAO = submatrix( HIH2H3H4HS5, 1 .3,4 .4)
—4.732537912

POSICAO = | 26.83955623
17.25541671
X = POSICAO[ 1, 1]:
X = —4.732537912
Y := POSICA0[2, 1];
Y

]

= 26.83955623
Z:= POSICAO[3.1
7=

17.25541671




B3. Célculo Cinemética Direta com Quatérnios Duais
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COMANDOS NO MAPLE:

. [ 8
8= sm[T} :
2]
C= cos[?J :
Sa = Sm[iafph J :
2
Ca = cos[@] :
2
0= [cq-c (Sa-C) Sa-S Ca-S (—%-SG-C— %-CG-S] [+ %-CQ-C— %-SG-S] + %-Ca-S+ %-SG-C (—%-SG-S+ %-Ca-c] } :
Tabela Denavit Hartenberg:
Theta Alpha(ec) a d
01 := convert(100.0 degrees, radians) alphal = convert(90.0 degrees, radians) : d=113: dl = 8.40:
6] == 1.745329252 ) al =d:
62 := convert(20.0 degrees, radians) alpha? == convert(0.0 degrees, radians) : a? = 9.81: d2 = 0.0:
62 = 0.3490658504 @)
03 := convert(30.0 degrees, radians) alpha3 := convert(0.0 degrees, radians) : a3 = "7.18: d3 = 0.0:
63 = 0.5235987757 3)
84 := convert( -50.0 degrees, radians) alphad = convert(0.0 degrees, radians) : ad == 1229 : dd:=00:
64 = —0.8726646261 )
65 := convert(0.0 degrees, radians) alpha3 == convert(0.0 degrees, radians) : as = 0.0: di = 00:
65 =0 3)
with( Lineard [gebra) :
Q1 = Transpose(Resultado);
' 6l
0.7071067811 cos[ 7]
61
0.7071067813 cos( T]
. [ 61 0.4545194776
0.7071067813 sin
0.4545194778

o1:

0.7071067811 sin

-0.399515331400000 cos[ 6,’—]

&

-

=

0.399515331300000 cos( ol ] — 2.969848481 si.u(

0.399515331300000 sin(‘i—j] + 2.969848481 cos(

&

~

L

-0.399515331400000 sin{ ol ] + 2.969848481 cos(

0/
2
6/
2

-

&

|
2

B
&

3

. (@
] — 2.969848481 sm[

|

0.5416752205
0.5416752203
—2.53183943032290
—2.01823242121243
2.21502830622832
1.60293530666053
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with( Lineardlgebra) : with(LinearAlgebra) - with(Lineardlgebra) :

02 = Transpose(Resultado); 03 = Transpose(Resultado): 04 = Transpose(Resuitado);
0.9848077530 0.9659258263 [ 0.9063077870 1
0 0 0
0 0 0
02— 0.1736481777 03— 0.2588190451 04— —0.4226182617
0. 0. 0.
4.83048202846500 3.46767371641700 5.56926135111500
0.851744311618500 0.929160371909000 —2.59698921814650
0. 0. 0.

Resultado = eval( Multip_Quater)
Resultado == [0..0..0..0.. —3.12386028156197 10~

17.2554 16?0?6794]

9: —4.73253791154906,26.8395562329541,

Rotacdo = eval(Rotacao);
Rotagdo = [0. 0. 0. 0.]

Translagdo = eval( Translacao);
Translagdo =

[ —3.12386028156197 10
l?.2554167'0?6?94]

9: —4.73253791154906,26.8395562329541,

COORDENADAS DO PONTO CINEMATICA DIRETA (Dual Quatémio):

x = Translacéo[2]
x = —4.73253791154906
v = Translacdo[ 3]
y = 26.8395562329541
z = Translacdo[ 4]
z = 17.2554167076794

Apéndices C — Calculo da cinematica inversa geometricamente

Nota-se que para 0 caso da cinematica inversa ndo pode ser resolvida, pois ha apenas
trés equacdes com quatro (4) incognitas (os quatro &ngulos das juntas). De fato, pode-se mostrar
facilmente que existem infinitas solucdes de angulos que satisfazem a condicdo do 6rgédo
terminal atingir um dado ponto P no plano (Figura).



80

E necessario assumir uma condicdo a mais para que a cinematica inversa tenha uma
Unica solucéo, a forma a ser estabelecida € fixar a orientacdo da quarta junta com o angulo @
(com relacdo a horizontal). Isto ira significar que nem todas as soluces satisfazem as equacoes,
mas somente aquela (ou aquelas) nas quais o angulo do elo a, com relagdo a horizontal for
igual a @ (fornecido). Indicando claramente que a posicdo da junta 4 pode ser determinada
(Figura) .
Y/

ZE
.

YE

Yo
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S=ZE—d1— lz

r=yx2+yp2 — L, —d @ =—(0;+065+6,)

Lyy = a4 * cos(—0)
Ly = a4 * cos()

[, = a, * sin(—0)
l, = —a, *sin(Q)

Yo

x5 M

A

6, = arctan2 (y—E)
Xg

COMANDOS NO MAPLE:
xp=-4.732537915 :

Vg = 26.83955623 :
zp = 17.25541671 :

thi rad:= arc‘tan(yE, IE) :
thl = convert(thl _rad . degrees);

thi == 99.99999999 degrees
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Yo

{ (I) h? = a,? +az?> —2*a, *az * cos(mr — O;) — lei dos cossenos
(IT) cos(t — 63) = —cos(63)

Substituindo (II) em (I):
(IID) h? = a,? + az? + 2 * a, * az * cos(f3)

{ (III) hZ = a22 + a32 + 2 * az * a3 * COS(93)
(IV) h? = s? +r? - pitagoras

Substituindo (IV) em (III):
(V) s?2 +12 —ay? —az? = +2*xa, * az * cos(3)

s2+1?%—a,% —as?

cos (03) = S a v d
2 * Qg
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(zg —dy — l) +(\/xE +YE _lxy_d) _a3

2*a,*as

cos(6;3) =

(zg — dy+ a4 sin(@))? + (w/xEZ + yg2 — azcos(@) —d )2 —ay? — az?

9 = =
cos(63) T g, B

6; = arctan2 (

COMANDOS NO MAPLE:

_ (ZE— dl +a4-si11(®])2 + [\/ (tE)

th3 rad = arctan(‘# 1— B)

th3 = convert(th3_rad , deg?ees

2 + (yE)2 —a4-cos(CD) - n’) — a2 — a3

2-aZ-a3

th3 == 29.99999990 degrees

Yo
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( _ 5
| p = atan2 (r )
a; * sin @
a = atan2 ( > > )
a, + az x cos ;3
92 = ﬁ —a
s as; * sin O3
6, = atan2 (—) — atan2 ( )
r a, + az x cos 65

zg—d; — 1 a; * sin @
92=atan2< 2 ! z )—atanZ( > > )

/sz +yg2— Ly —d a, + az * cos O,

zp — dq+ a, * sin(Q@) > as * sin O
- atanZ( )
/sz + yg2 — a, * cos(P) —d a, + as * cos 03

92 = atan? <

COMANDOS NO MAPLE:

th? radl = a:ctan[(zE— dl + a4-siu(¢>]) . (\/ (.rE)2 + (Jw‘E)2 — a4-cos( @) — d))
-arctan( (a3-sin(th3 rad)) ., (a2 + a3-cos(th3 rad))) :

th? 1 := convert(th2 radl , degrees);

th2 1= 20.00000005 degrees

@ = _(92 +93 +94_)

0y =—0—06,—0;

COMANDOS NO MAPLE:
th4d rad = -® — th? radl -th3 rad:
thd = convert(thd rad, degrees);

thd = -49.99999993 degrees
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Apéndices D — Exemplos de analise eficiéncia computacional — Modelo RAM

Exemplo 1:

Algoritmo para Soma de Matrizes

Algoritmo

n° de passos

for(i=0;i<n; i++4)

n * (valor numérico da variavel n=executa o
loop n vezes, passando pelo comando ‘for”)

forG=0;j<n;j++)

n * (valor numérico da variavel n=executa o
loop n vezes, passando pelo comando ‘for’ )

c[il[il = afi][j] + b[i]fil;

2 (1 soma, 1 atribuicdo)

NUmero de operagdes F(n)=

2 * n?

Exemplo 2:

Algoritmo para Multiplicacdo de Matrizes

Algoritmo

n° de passos

for(i=0;i<mi++)

n * (valor numérico da variavel n=executa o
loop n vezes, passando pelo comando ‘for’)

forG=0;j<n;j++)

n = (valor numérico da variavel n=executa o
loop n vezes, passando pelo comando ‘for’ )

{ clil[jl = 0;

1+ (1 atribuicdo de valor a variavel)

for(k=0; k<nk++)

n = (valor numérico da variavel n=executa o
loop n vezes, passando pelo comando ‘for’)

cli][j] = c[il[j] + ali][k] = b[K][j];
}

3 (1 soma, 1 multiplicacéo, 1 atribuicéo)

Numero de operacgdes F(n)=

nxnx*(1+3n)=
3 +n3 + n?

Exemplo 3:

Algoritmo para calcular a soma parcial de um numero

Algoritmo

n° de passos

int somay,grciqr = 0;

2 + (1 declarar a variavel, 1 atribuicéo de
valor )

for(i=0;i<n; i++)

(n+ 1) = (valor numérico da variavel n=
executa o loop n+l vezes, passando pelo
comando ‘for’)

{ S0MQAparcial = SOMApgrecial t L% 0% 0

4+ (1 atribuicdo a variavel, 1 soma, 2
multiplicacdes)

print (Somaparcial)

}

1 (1 escrita na memoria)

NuUmero de operagdes F(n)=

2+(m+1)«(4+1)=
5xn+7




Exemplo 4:
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Algoritmo Simples para Contagem de zeros em um array

Algoritmo

n° de passos

int cont = 0;

2 + (1 declarar a variavel, 1 atribuicéo de
valor)

inti;

1 + (1 declarar a variavel)

for(i=0;i<n;i++4)

(n+ 1) = (valor numérico da variavel n=
executa o loop n+l vezes, passando pelo
comando ‘for’)

{ if (v[i] == 0)

1 4+ (1 comparacéo por igualdade)

cont = cont + 1;

2 (1 atribuicdo de valor, 1 soma)

}
NUmero de operagdes F(n)= 2+1+(n+1)+x(1+2)=
3xn+6
Exemplo 5:
Algoritmo Fibonacci
Algoritmo n° de passos
if(n==0) 1 4+ (1 comparacéo por igualdade)
return 0; 1 + (1 retornar um valor)
elseif(n==1) 1 + (1 comparacao por igualdade)
return 1; 1 4+ (1 retornar um valor)
else 2 + (1 atribuigéo de valor, 1 soma)
{
Pprev = 0; 1 (1 atribuicao)
prev = 1; 1 (1 atribuicdo)
for(i=2;i<n;i++) (n— 1) = (valor numérico da variavel n=
{ executa o loop n+1 vezes, passando pelo
comando ‘for’)
[ = Dprev + PTEV; 3 + (1 soma, 1 multiplicagdo e 1 atribuig&o)
Pprev = DTEV; 1+ (1 atribuicéo)
prev = f; 1 (1 atribuicao)
}
}
return f; 1+ (1 retornar um valor)

Numero de operagdes F(n)=

8+n+1)*(3+2)+1=
5xn+ 14




Exemplo 6:

Algoritmo encontrar maior nimero de um array

Algoritmo n° de passos
nuM,, 40 = A[0]; 1 + (1 atribuicdo)
for(i=1i<n-1i++) (n + 1) = (valor numérico da variavel n=
{ executa o loop de 1 até n-1 vezes, passando
pelo comando ‘for’)
if (Ali] > num,,4i0r) 1 + (1 comparacao por maior)

{num,,;,r = Alil;} 1+ (1 atribuicdo)
}
return nuM,,ior; 1+ (1 retornar um valor)

NUmero de operagdes F(n)= 1+(n+1)«(1+1)+1=
2+xn+4




