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Resumo

Um subgrupo H de um grupo G é chamado um 7'I-subgrupo de G se HNH* =1
ou H para todo x € G. Um grupo G é chamado de um AT I-grupo se todo subgrupo
abeliano A de G for um T'I-subgrupo. Neste texto classificamos os AT I-grupos

finitos, baseando-nos na referéncia [§] da bibliografia.



Abstract

A subgroup H of a group G is called a T'I-subgroup of G if HN H* =1 or H
for all z € G. A group G is called a AT I-group if every abelian subgroup of G is a
T'I-subgroup. In this text we classify the finite AT I-groups, based on reference [§]

in the bibliography.
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Introducao

Os subgrupos abelianos de um grupo podem fornecer muitas informacgoes sobre
a estrutura de um grupo. Por exemplo, no Teorema 7 de [15], Zassenhaus afirma
que um grupo G é abeliano se, e somente se, C(A) = Ng(A) para todo subgrupo
abeliano A de G. Outros exemplos neste sentido sao os Lemas [5.2] e [5.5] deste texto.
Nestes, a existéncia de um subgrupo normal minimal abeliano de um certo grupo G
determina a estrutura deste grupo G. Em 2001, Li em [6] classificou os grupos G
satisfazendo Cg(A) = A ou Cg(A) = Ng(A) para todos os subgrupos abelianos A
de G.

Relembramos que um subgrupo H de um grupo G é dito TI-subgrupo se H N
H?” = 1 ou H para todo x € G. Note que se H N H* = H para todo z € G
entao H < G, e assim a definicao de T'I-subgrupo é uma generalizagao de subgrupo
normal. Desta forma, é razoavel investigar os grupos em que alguns subgrupos sao
T'I-subgrupos. Em [14], Walls descreve todos os grupos cujos subgrupos sao 7'1-
subgrupos. Li em [9] classificou os grupos nao nilpotentes cujos segundos subgrupos
maximais sao TI-subgrupos. Em 2007, Li e Guo em [7] classificaram todos os p-
grupos finitos cujos subgrupos abelianos sao T I-subgrupos. Também em 2007, Guo,
Li e Flavell em [§] classificaram todos os grupos finitos cujos subgrupos abelianos
sao T'I-subgrupos. Motivados pelo pardgrafo anterior, este tltimo trabalho ([8]) é o

principal objetivo deste texto. A saber, vamos mostrar o seguinte teorema:
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(Teorema Principal.) Seja G um ATI-grupo finito. Entao G satisfaz uma das

seguintes condigoes:
(i) G ¢ nilpotente;

(7) G é um grupo de Frobenius solivel. Além disso, se G = HK onde K ¢ o

nicleo de Frobenius e H um complemento de Frobenius, entao:

(a) Todo H-fator principal de K é ciclico e para todo p € m(K'), H é ciclico

cuja ordem divide p — 1, ou;

(b) K ~ Z, x Z, para algum primo p, e H age irredutivelmente sobre K.
Além disso, H sera ciclico ou o produto direto de um grupo ciclico de

ordem impar por Og;
(i) G~ S;
(iv) G é isomorfo a um dos grupos simples: PSLy(4), PSLy(7) ou PSLy(9).

Salientamos que ao longo deste texto (com excegao da Sec¢ao 3 do Capitulo 1) todos
0s grupos sao finitos.

Durante o trabalho, o simbolo 1 serd usado indiscriminadamente para indicar
a unidade do grupo e/ou o grupo unitdrio {1}. Para x € G denotaremos por
G* = {g € Glg # 1} e G* = xGx~'. Para z,y € G denotaremos por z¥ o

e por [z,y] o elemento zyz~'y~t. O

conjugado de x por y, ou seja, ¥ = yry~
subgrupo derivado seré denotado por G’, ou seja, G’ é o subgrupo gerado pelos
elementos da forma [z,y], com z,y percorrendo o grupo G. Dada uma fungao
f A — B, eventualmente podemos denotar a imagem de um elemento a € A pela
funcio f por a/. Reservamos a expressao ¢, para indicar a aplica¢io cuja imagem
de um elemento x é p,(z) = grg™".

Este texto esta dividido em quatro capitulos, sendo que o primeiro é dedicado

a rever conceitos sobre grupos e foi subdividido em 5 seg¢oes: Automorfismos de
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grupos, Séries de subgrupos, Grupos simples, Grupos soltveis e Grupos nilpotentes.

Na primeira se¢ao, basicamente apresentamos resultados sobre automorfismos de
grupos ciclicos e automorfismos dos grupos de simetria.

Na segunda sec¢ao, definimos algumas séries e apresentamos o Teorema de Jordan-
Holder e um outro resultado que chamamos de Teorema de Jordan-Holder generali-
zado.

Na terceira secao definimos o que é um grupo simples e apresentamos resulta-
dos importantes como Teorema de Jordan-Dickson que fornece uma vasta classe de
grupos simples que sao particulares grupos lineares especiais projetivos, e outros
resultados que determinam suas ordens e de seus grupos de automorfismos. No final
desta se¢@o mostramos um resultado (Proposigao de extrema importancia para
demonstrar o Teorema Principal.

Nas secoes 4 e 5 definimos e destacamos algumas propriedades sobre a classe
dos grupos soliveis e nilpotentes. Esta tltima por sua vez, desempenha um papel
fundamental neste texto, pois o grupos que vamos classificar possuem um ligacao
com o conceito de nilpoténcia, e por isso, com excecao do Teorema de Thompson
que sera usado pontualmente, esta secao sera utilizada frequentemente.

O segundo capitulo basicamente apresenta resultados classicos relacionados a
complementos como Teorema de Wielandt, Teoremas do p-complemento normal de
Burnside e de Frobenius e Teorema de Schur-Zassenhaus. Finalizamos esta secao
definindo o que é um grupo de Frobenius e destacando algumas de suas principais
propriedades.

No terceiro capitulo, inicialmente fazemos um breve introducao a teoria de re-
presentacoes de grupos, relembramos alguns conceitos sobre modulos até chegar na
secao de representacoes de grupos abelianos, onde mostramos alguns resultados que
contribuem diretamente (Coroldrio na demonstragao do Teorema Principal ou

ajudam a desenvolver a préxima secao, denominada p’-automorfismos de p-grupos.
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Nesta se¢ao, mostramos um resultado importante (Corolario que ajudara di-
retamente na demonstracao do Teorema Principal.

O quarto capitulo é essencial. Na sua primeira secao definimos o que é um C'N-
grupo, uma vez que os grupos que desejamos classificar fazem parte desta classe
de grupos. Ainda nesta segdo, mostramos um resultado crucial (Teorema [4.4)) para
prosseguirmos. Na segunda se¢ao, definimos o nosso objeto de estudo, ou seja,
formalizamos a definicao de AT I-grupo, damos alguns exemplos e entao mostramos
que todo AT I-grupo é também um C'N-grupo, e isso é o que usaremos fortemente.
Finalizamos o capitulo enunciando o Teorema Principal.

O quinto capitulo é dedicado exclusivamente a finalizacao da demonstragao do
Teorema Principal . Fazemos isso em duas se¢oes, a primeira supomos que um
AT I-grupo possui um subgrupo normal minimal abeliano e disso derivamos algumas
estruturas para o grupo (G, e na segunda fazemos o caso geral.

Por fim, o texto termina com alguns comentarios sobre o teorema principal.



Capitulo 1

Alguns resultados sobre grupos

Neste capitulo relembramos alguns conceitos e resultados, que percorrem desde
automorfismos de grupos, séries de subgrupos, grupos simples até grupos soltuveis e

nilpotentes.

1.1 Automorfismos de grupos

Para um grupo G, o conjunto de todos os automorfismos de GG com a operacao
de composicao forma um novo grupo chamado de grupo de automorfismos de G,
que denotaremos por Aut(G). Para cada g € G, podemos definir um elemento em
Aut(G) por ¢,(z) = grg! quando z € G, dito automorfismo interno induzido pela

conjugacao de g. O conjunto
Inn(G) == {p, | g € G}

¢ um subgrupo normal de Aut(G).

Seja 1 # A < Aut(G). Dizemos que um subgrupo H < G é A-invariante
se p(h) € H, para todo h € H e todo ¢ € A. Quando for A = Aut(G), um
subgrupo A-invariante H é chamado de subgrupo caracteristico e que denotamos

por H char G.
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Lema 1.1. Sejam H, K subgrupos de um grupo G. Se H char K e K < G entdo
H<G.

Demonstragdo. Para g € G, seja ¢, € Inn(G). Como K < G temos que ¢yl é um
automorfismo de K, logo p,(H) =g 'Hg C H. O

Seja H um subgrupo de um grupo GG. Observamos que sempre temos H < Ng(H)
e Cq(H) < Ng(H). Consequentemente, se H < G entao Cg(H) < G.

Lema 1.2. Seja H um subgrupo de um grupo G. Entio Ng(H)/Cq(H) € isomorfo
a um subgrupo de Aut(H).

Demonstragdo. A aplicacdo g — ¢4 de Ng(H) em Aut(H) é um homomorfismo com

nicleo Cg(H). O resultado segue pelo primeiro teorema do isomorfismo. O

Lema 1.3. Seja p um nimero primo. Entao Aut(Z,) ~ Z;.

Demonstragao. Sabemos que Aut(Z,) ~ U(Z,) (elementos invertiveis de Z,). Mas
U(Z,) é o grupo multiplicativo do corpo finito Z,, e portanto, é ciclico e tem ordem

p— 1 O

Lema 1.4. Seja G ~ Z,, com n = p™ ---pi"* onde 0s p;s sao primos distintos .
Entao |Aut(G)| = ¢(n) = (p1 — Dp1™ ' (o — D™ ", onde ¢ € a funcdo de
Euler.

Teorema 1.5. Sen >3 en # 6 entdo Aut(S,) ~ Aut(A,) ~ S,.
Demonstragao. Ver Teorema 11.4.8, [13]. O

Definicao 1.6. Sejam G um grupo qualquer, ¢ € Aut(G) e A < Aut(G). Dizemos
que @ € livre de pontos fixos se Fizg(p) = {g € Glp(g) = g} = 1, ou seja, se o
unico elemento de G fixado por ¢ é 1. Também dizemos que o conjunto A € livre de

pontos fizos se Fixg(A) :={g € Glp(g) =9,V ¢ € A} = 1.
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Lema 1.7. Seja t € G uma involugdo (isto é, t = t7'). Se G possui um sub-
grupo normal abeliano V' tal que Cy(t) = 1, entdo t induz um automorfismo (por

conjugagdo) ¢, que invertd| V e o, € Z(Aut(V)).

Demonstracao. Para cada v € V temos tvtv € V pois V < G. Com isso, podemos
calcular @y(tvtv) = t(tvtv)t = vtvt = totv. A dltima igualdade segue do fato é
V' é abeliano e normal em G. Agora por hipétese Cy (t) = 1, isso implica que

tvtv = 1 e portanto tvt = v=!.

Para mostrar a segunda parte do lema, considere
¢ € Aut(V) e v € V. Por um lado, temos ¢; 0 p(v) = t(p(v))t = p(v)~". Por outro,

0o pi(v) = p(tvt) = p(v™!) = p(v) L. Isso completa a demonstragao. O

1.2 Séries de subgrupos

Dados um grupo G' e um subgrupo J < G, definimos uma série de J em G por

uma cadeia finita de subgrupos {H;}" , de G como abaixo:

Caso J = 1, dizemos que é uma série para G. Os subgrupos H;s nesta série
sao chamados de termos da série.

Uma série é chamada prépria se H; < H;,q para todo? = 0,1,--- ,n — 1. Se
H; < H;,1, o quociente H; 1/H; é dito um fator da série.

Uma segunda série,
J=K¢CK,C---CK,, =G

é dita um refinamento da série (1.1]) se cada termo H; em (|1.1)) também ocorre na
segunda série. O refinamento K, --- , K, dado acima é dito ser proprio se ele possui
no minimo um novo termo, isto é, existe r € {0,1,--- ,m} tal que K, # H; para

todo i € {0,1,--- ,n}.

1Significa que ¢ (v) = v~1, para todo v € V.
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Definiremos agora quatro tipos especiais de séries.
Definicao 1.8. Seja G um grupo.

(i) Uma série é chamada subnormal se cada termo H; na série for um subgrupo

normal de seu sucessor; em H; 1 < H; para cada i =1,2,--- ,n.

(i) Uma série subnormal é chamada normal se cada termo na série é também

normal em G; em H, <1G parat=0,1,--- ,n.

(11i) Uma série subnormal propria para G € dita uma série de composicio para G
se esta nao possui um refinamento subnormal proprio. O fatores de uma série

de composi¢ao sao chamados de fatores de composi¢ao.

(iv) Uma série subnormal propria de G, 1 = Hy C --- C H, = G € chamada de
série principal se para cada i € {1,2,--- n}, tem-se G;/G;_1 € normal mini-

mal em G/G,;_1. Neste caso, os grupos G;/G;_1 sao ditos fatores principais.
Para um grupo G, dizemos que duas séries subnormais
1=Hy<---<H,=Gel=Jy<---<J,=G

sao equivalentes se n = m, e o conjunto dos fatores da primeira série é o mesmo como
o conjunto dos fatores da segunda série, isso, ignorando a ordem mas considerando
a multiplicidade dos fatores em cada série.

Com isso, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 1.9 (Jordan-Hoélder). Todas as séries de composicao de um mesmo grupo

G sao equivalentes.
Demonstragao. Ver Teorema 2.8.11, [3] O

Utilizaremos uma terminologia que é oriunda de uma generalizacao de grupos,
que sao os grupos com operadores (ou ainda Q-grupos), que pode ser encontrada

com mais detalhes por exemplo [I3] e [10].
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Suponhamos que um grupo H age como um grupo de automorfismos sobre um

grupo GG. Por uma H-série de composi¢ao entendemos ser uma série
|=H,CH C---CH, =G,

em que cada termo H; é um subgrupo H-invariante normal e maximal de A; .

Por uma H-série principal entendemos ser uma série
| =HyCH C--CH,=G,

onde cada H; é um subgrupo normal H-invariante de GG e os Unicos subgrupos nor-
mais H-invariantes de H;/H; 1 sdo 1 e H;/H; ;. Os grupos H-invariantes H;/H;_,
sao chamados de H-fatores principais.

Os termos “refinamento”e “equivalente”de uma H-série sao definidos de maneira
analoga feita acima.

Agora temos condigoes de enunciar o seguinte resultado.

Teorema 1.10 (Jordan-Holder generalizado). Todas as H-séries de composicao de

um mesmo grupo G sao equivalentes.

Demonstragao. Ver Teorema 2.10.2, [13]. O

1.3 Grupos simples

Lembramos que um grupo G # 1 é dito um grupo simples se ele nao possui um
subgrupo préprio normal nao trivial.

Exemplos triviais de grupos simples sao, por exemplo, todos grupos ciclicos cuja
ordem ¢é prima. Na verdade, estes sao os tnicos subgrupos simples na classe dos
grupos abelianos.

Vamos agora considerar uma classe de grupos simples muito importante. O con-

junto G L, (F) formado pelas matrizes invertiveis n x n com entradas em um corpo F’
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é um grupo com a operacao de multiplicacao, chamado de grupo linear geral de grau
n . O subconjunto SL,(F) C GL,(F') de todas as matrizes com determinante igual
a 1 é um subgrupo normal de GL,,(F'), chamado de grupo linear especial de grau n .
Observamos que toda matriz diagonal nao nula de G L, (F) é invertivel e também co-
muta com toda matriz de GL,,(F') logo Z(GL,(F)) # 1 e entdao podemos construir o
grupo PGL,(F) := GL,(F)/Z(GL,(F)) que é chamado de grupo linear geral proje-
tiwo de grau n . De forma anéloga, temos o grupo PSL, (F) := SL,(F)/Z(SL,(F))
que é chamado de grupo linear especial projetivo de grau n .

Sabemoﬂ que para cada ¢ = p™, com p primo, existe um Unico corpo com
exatamente ¢ elementos. Denotaremos este corpo por F, e quando F' = F, iremos
usar as notagoes GL,(q), SL,(q), etc, para designar os grupos definidos acima. Para

nossos propositos, nos interessamos no caso n = 2 e temos o seguinte resultado.

Teorema 1.11. As ordens dos grupos GLa(q), SLa(q), PGLs(q) e PSLy(q) sdo (q?—
)(¢* —q),(¢*> —1)q, (¢* — 1)q e e(¢®> — 1)q, respectivamente, onde € = 1 se q for par

e e =1/2 caso contrdrio.
Demonstragao. Ver Teorema 2.8.1, [2]. O

Lema 1.12. Seja ¢ = p" com p um nudmero primo. FEntao Aut(PSLy(q))
PGLa(q)  Z,.

12

Demonstragao. Ver pagina 462, [2]. O

Exemplo 1.13. Seque pelo Lema acima que
Aut(PSLy(7)) =~ PGLy(7)
Aut(PSLy(9)) ~ PGL5(9) x Zs.
Exemplo 1.14. Combinando o Teorema com o Exemplo temos que:
|Aut(PSLy(7))] = |PGLo(7)] = 48 x7
|Aut(PSLy(9))] = |PGL2(9) X Zy| = 80x9x2.

ZVer Capitulo 10.6, [4]
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De uma forma natural, podemos ver um p-grupo abeliano elementar G' como
um espaco vetorial sobre o corpo [F,. Além disso, podemos mostralﬁ que o0 grupo
de automorfismos de G ¢é isomorfo ao grupo das transformacoes lineares do IF,-
espago vetorial G. Desta forma, o teorema acima pode ser usado, por exemplo, para

determinar a ordem de Aut(Z, x Z,) que é:
|Aut(Z, x Zy)| = (0° = p)(p* — 1),

O teorema a seguir nos fornece a classe de grupos simples a qual nos referimos

anteriormente.

Teorema 1.15 (Jordan-Dickson). Sen > 2 e ¢ > 3 entao PSL,(q) é um grupo

simples.
Demonstragao. Ver Teorema 3.2.9, [10]. O

Diante deste resultado, podemos nos perguntar se os grupos PSLy(2) e PSLy(3)
sao simples. Pelo Teorema temos que |PSLy(2)| = 6. Como o grupo PSLs(2)
nao é abeliano segue que PSLy(2) ~ S3, que por sua vez nao é simples. Um
argumento alternativo é o seguinte. Sabemoﬁ que o menor e unico grupo simples
nao abeliano tem ordem 60 e é isomorfo ao As, com isso, podemos concluir que
PSLy(2) nao é simples. Segue também deste argumento que P.SLy(3) ndo é simples.

Com estes dois ultimos teoremas, temos que PSLy(4) e PSLy(5) sdo simples
com |PSLy(4)] = |PSLy(5)| = 60, logo ambos sao isomorfos ao As.

Os préximos 3 teoremas serao utilizados na demonstracao da Proposicao que os

seguem, a qual serd utilizada na demonstracdo do Teorema Principal (4.13]).

Teorema 1.16. Seja G um grupo tal que G = G'. Suponhamos ainda que t € G
seja uma involugao tal que Cg(t) ~ Dg. Entdo |G| = 168 ou 360.

3Ver Teorema 2.6.1, [2].
4Ver pagina 240, [1].
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Demonstracao. Ver Teorema 7.10, pagina 105, [5]. ]

Teorema 1.17. Seja G um grupo simples contendo um 2-subgrupo de Sylow iso-

morfo ao Dg. Entio ou G ~ A; ou G ~ PSLy(q), com q impar e ¢ > 3.
Demonstracao. Ver pagina 462, [2]. ]

Teorema 1.18. Seja G um grupo simples. Suponhamos que G possui um 2-subgrupo
abeliano elementar S que seja auto-centmlizanteﬂ de ordem 4 e que Cg(x) < S para

alguma involugao x € S. Entao G ~ PSLy(5) ~ As.
Demonstragao. Ver Teorema 15.2.5, [2]. O

Proposicao 1.19. Sejam G um grupo simples e S € Syly(G).

(1) Se S ~DgeCq(t)~ S, para alguma involugao centralt € S, entdo G ~ PSLy(7)
ou PSLy(9).

(ii) Se S ~ 7y x Zy e Cg(t) = S para todo t € S*, entio G ~ PSLy(4) ~ As.

Demonstracao. Primeiramente vamos mostrar o item (7). O fato de G ser um grupo
simples nos garante que G' = G ou G’ = 1. Mas esta ultima nao pode acontecer,
pois GG nao é abeliano ja que S ~ Dg. Segue pelo Teorema que |G| = 168 ou
360. Por um lado, se |G| = 168 segue pelo Teorema [L.17 que G ~ PSLy(q), com ¢

impar e ¢ > 3. Mas com isso temos a seguinte equagao:
1
168 = |G| = |[PSL2(q)| = 5e(a +1)(g — 1).

Como a tunica solugdo da equagao acima é ¢ = 7, segue que G ~ PSLy(7). Por
outro, se |G| = 360, entao pelo mesmo argumento acima segue que G ~ PSLy(9).

O segundo item desta proposicao segue imediatamente do Teorema [1.18] pois

Cq(S) = Cq(t) = S, para todo t € S¥. O

®Queremos dizer que Cg(S) = S.
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1.4 (Grupos soluveis

Nesta se¢ao estudaremos algumas propriedades sobre uma classe de grupos cha-

mada grupos soliveis.

Definicao 1.20. Dizemos que um grupo G € soluvel se G possut uma série subnor-
mal cujos fatores sao abelianos. Quando existe tal série ela é chamada uma série

soluvel de G.

Claro que todo grupo abeliano G é soluvel, pois possui a série solivel 1 < G.

Exemplos nao triviais de grupo soltuveis sao:
Exemplo 1.21. S3 e S, sao soliveis.

A série 1 < ((123)) < S3 é uma série soluvel para Ss. Para Sy temos a seguinte

série soluvel {1} C K4 C Ay C Sy, onde
Ky ={1,(12)(34),(13)(24), (14)(23)} ~ Zg X Zs

¢ o grupo de Klein.
Mas a solubilidade na classe dos grupos &, nao ocorre em muitos grupos, con-

forme mostra o exemplo abaixo.
Exemplo 1.22. Sen > 5 entao S, nao € solivel.

A série 1 < A, <8, é uma série de composicao para S, e um dos fatores nao é
abeliano. Consequentemente, pelo Teorema [1.9 S,, ndo possui uma série subnormal

cujos fatores sao abelianos.
Proposicao 1.23. Seja G um grupo.
1. Se G for solivel entao seus subgrupos e quocientes também o sao.

2. Se N QG tal que N e G/N sdo soliveis entao G também o é.
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Demonstracao. Seja J < G e suponhamos que
(1.2) l=Hy<d---<H,=G
é uma série soluvel para G. Observamos que HoNnJ =1, H,NJ =Je H;NJ <

H; 1N J. Pela defini¢ao de (1.2)) temos que H; < H;y e HiyyNJ < H;yy. Logo

H. NJ H. nNnJ )
+1 ~ 1 (pois H; < Hyq)

HimJ o Hiﬂ(Hi_HﬂJ)
H,(H;.1NJ '
~ % (pelo segundo teorema do isomorfismo)
Hi o
< H+1 (pelo teorema da correspondéncia)

Isso mostra que a série 1 = HyNJ < --- < H, N J = J é uma séria soluvel para J.
Suponha agora que G é solivel e K I G. Seja 1l = Hy J--- < H, = G uma

série soluvel para G. A série de K para G abaixo
K=KHy<---<KH,=G

¢ uma série subnormal. Portanto, com um argumento analogo ao feito acima temos

KHiw  (KH;)Hiy
KH, KH,
o o Hi
T (KH;)N Hiy
Hi+1/Hi

12

terceiro teorema do isomorfismo)

(KH) 0 Ho) JH,
Isso mostra que K H;,1/K H; é isomorfo a um quociente do grupo abeliano H;1/H;.

Logo, como K Hy = K temos que

KH, KH, KH,
KHy, ~ KHy — — KH,

=l Q

1

¢ uma série soluvel para G/ K.
Por fim, suponhamos K < G e ambos K e G/K soliveis. Com isso, sejam

1l=Hy<---<H, =k 1=1J <.+ J, = G/K séries soliveis para
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K,G/K, respectivamente. Além disso, considerando 7 : G — G/K o homomor-

fismo canonico, segue pelo Teorema da correspondéncia que
K=r'J)<--- <7 J,) =G

é uma série subnormal de K para (G, com fatores abelianos. Consequentemente,

como H, = K =771(Jy) a série
Hy <o S Hpy <77l (Jo) <o <7 ()

é uma série soluvel para GG, completando a demonstracao. n

1.5 Grupos nilpotentes

Agora, estudaremos uma classe de grupos que, de certa forma, estd entre a classe
dos grupos abelianos e a classe dos grupos soltiveis e mostraremos que € possivel obter

resultados fortes sobre a sua estrutura.

Definicao 1.24. Um grupo G diz-se nilpotente se ele contém uma série normal
{1} =Gy C Gy C--- C G, =G tal que cada quociente G;/G;_1 estd contido no
centro de G/G;—1, 1 < i < n. Uma tal série de subgrupos de G diz-se uma série

central de G.

Observamos que a definicao de nilpoténcia é extremamente mais restritiva em
relagcao a de solubilidade, logo todo grupo nilpotente é também solivel.

Mas nao ¢ verdade que todo grupo solivel é também nilpotente. Um exemplo é
0 Ss, pois Z(S3) = 1 e um grupo nilpotente ndo pode ter centro trivial (conforme
veremos na Proposi¢ao[1.33]) Na verdade, como o centro de S,,, A, (n > 3) é trivial,
com o argumento acima mostra-se que S, e A,, nao sao nilpotentes.

Agora vamos dar duas caracterizacoes alternativas da nilpoténcia. Para isso,

definimos uma nova série de subgrupos, indutivamente:

71(G) = G,7%(G) =[G, G],%(G) = [i-1(G), G].
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Precisaremos ainda de uma outra série, que definimos também indutivamente, nos
apoiando no conceito do centro de um grupo. Denotamos (o(G) = {1},G(G) =
Z(@G) e definimos (;(G) como sendo o tnico subgrupo de G tal que (;(G)/¢;-1(G) =
Z <%(G)> O subgrupo (;(G) chama-se i-ésimo centro de G.

Exemplo 1.25. Sabemos que Z(Dg) = Dj tem ordem dois. Com isso, temos
73(Ds) = [Dg, Ds| = [Z(Ds), Ds] = {1} e 2(Ds)/Z(Ds) = Z(Ds/Z(Ds)) = Ds/Z(Ds)
e portanto (3(Dg) = Ds.

Definicao 1.26. As sequéncias de subgrupos
{1} =G(G) cG(G)C - CG(G) C -
G=n(G)>7%(G)D - DWwm(G) D

chamam-se a série central superior e a série centmﬁ inferior de G, respectivamente.

Lema 1.27. Seja G um grupo. Se K <G ¢ K < H < G, entao [H,G] < K se, e
somente se, H/ K < Z(G/K).

Demonstracao. Sejam h € H, g € GG. Entao
hKgK = gKhK < [h,g|K = K < [h,g] € K.
O

Lema 1.28. Seja {1} = Ay C Ay C--- C A, C--- uma série central de G. Entao
A; C ((G) para todo i.

Demonstracao. A prova se dara por indugao em ¢. Trivialmente, a hipdtese de
inducao é satisfeita para i = 1. Agora vamos mostrar que A; ;1 C (;41(G). Sejam
x € Aji1,9 € G. Segue-se que [z, g] € A; C (; pela nossa hipdtese de indugao, mas

pela defini¢ao de (;41 temos que A; 11 C G- O

60 Lema |D garante que esta cadeia é de fato uma série central.



1.5 Grupos nilpotentes 13

Lema 1.29. Seja {1} = Ay C A; C -+ C A, = G uma série central de um grupo

nilpotente G. Entao v;(G) C An_it1 para todo i.

Demonstracao. Novamente, a prova se dard por inducao em ¢. Trivialmente, a

hipotese de indugao é satisfeita para i = 1. Agora vamos mostrar que v;;1 C A,_;.

Como % C Z(G/A,_;) segue pelo Lema ([1.27)) que [A,_i+1,G] C A,_;. Logo

Vi1(G) = [%(G), Gl = %(G) C Ap—ipr = [An—is1, G] C Ay
A primeira inclusao acima é fornecida pela nossa hipotese de indugao. O
Destes dois lemas, segue-se trivialmente o seguinte resultado.

Teorema 1.30. Seja G um grupo finito. Sao equivalentes:

(i) G € nilpotente.

(ii) Existe um inteiro positivo m tal que (,(G) = G.

(i7i) Existe um inteiro positivo n tal que v,(G) = {1}
Proposicao 1.31. Todo p-grupo finito é nilpotente.

Demonstragao. Se (;(G) < G para todo i, entdao Z(G/(;(G)) # {1} e portanto,
G(G) < G41(G), o que é um absurdo pois G é finito. O

O teorema acima sera muito usado e eventualmente sequer iremos cita-lo.

Proposicao 1.32. Seja G um grupo nilpotente. Entdao seus subgrupos e quocientes

também sao nilpotentes.

Lembramos que para grupos soluveis, existe um resultado(Proposi¢ao|l.23|) andlogo
a proposicao anterior e que vale a reciproca. Ressaltamos que o mesmo nao ocorre

aqui. Um exemplo trivial deste fato é o grupo Ss.
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Demonstragao da Proposi¢do[1.39. Seja H < G. Segue por indugao que v;(H) C
7(G) para todo i, 10g0 et (G) = 1 = 7ers (H) = 1.

Considere agora que H < G. Se f : G — L um epimorfismo de grupos. Entao
por inducgao temos que v;(L) C f(7(G)) para todo i. Além disso, v.+1(G) = 1, logo
Yer1(H) = 1. Com isso, o resultado segue tomando f = m, onde 7 e a projegao

canonica de G em G/H. O
Proposicao 1.33. Seja G um grupo nilpotente. Entao:

1. Sel# H <G entio HNZ(G) # {1}.

2. Z(G) # 1.

Demonstracao. Pelo Teorema existe n € N tal que G = (,(G), logo existe
i € Ntal que HNG(G) # {1} e HN (1(G) = {1}. Entao [H N (;(G),G] C
HN¢a(G)={1} = HNG(G) € HN Z(G). Isso mostra que H N Z(G) # {1}.

O item (2) segue imediatamente do Teorema [1.30} pois se Z(G) = 1 entao

G;(G) = 1 para todo 7, o que é uma contradigao. ]

Corolario 1.34. Seja G um grupo nilpotente. Se H for subgrupo mormal minimal

de G estao H C Z(G).

Demonstragao. Pela Proposigao temos que H N Z(G) # {1}. Além disso,
HNZ(G)<G e H é minimal. Logo H N Z(G) = H e portanto H C Z(G). O

Proposicao 1.35. Produto direto de dois grupos nilpotentes € nilpotente.

Demonstragao. Por inducao temos que v;(H X K) < 7;(H) xv;(K) para todo i. Logo,
pelo Teorema existe inteiro positivo m tal que v, (H X K) = 7 (H) X 7 (K) =

{1} x {1}. O

Segue pela proposicao acima que o produto finito de subgrupos normais e nil-

potentes é ainda normal e nilpotente. Com isso, como em um grupo finito G a
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quantidade destes subgrupos também é finito, podemos definir o que chamamos de
subgrupo de Fitting de G e denotamos por Fit(G) pelo produto de todos subgrupos

normais e nilpotentes de G. Observamos ainda que F'it(G) char G e é tnico.

Lema 1.36. Se H for um subgrupo proprio de um grupo nilpotente G, entdo H <
Ng(H).

Demonstragao. Sejan € N o maior inteiro tal que (,(G) < H. Escolha a € (,11(G)
com a ¢ H. Como (,4+1(G)/C(G) = Z(G/(,(G)) segue que para todo h € H

Cn(G)ah = (Gu(G)a)(Cu(G)h) = (Gu(G)h)(Ci(G)a) = Cu(G)ha

portanto, ah = zha onde z € (,(G) < H e entao aha™ = zh € H = a €
Ne(H). O

Teorema 1.37. Um grupo finito € nilpotente se, e somente se, ele for o produto

direto de seus subgrupos de Sylow.

Demonstragao. (<) Imediato pelas Proposigoes e [1.35] (=) Seja P um p-
subgrupo de Sylow de G para algum primo p. Se P = G nada temos a fazer.
Se P < Ng(P) entao pelo Lema P < Ng(P). Além disso, sabemos que
Ne(Ng(P)) = Ng(P) logo No(P) = G = N <G e consequentemente P é o tinico
p-subgrupo de Sylow. Suponhamos que |G| = pi* - - p* (p; s@o primos distintos e
n; > 0 para todo i) e sejam Py, - - - , Py 08 p;-subgrupos (préprios e normais) de Sylow
de G correspondentes. Como |P;| = p" = P,N P; = {1} para i # j, logo zy = yx
para todo x € P; e y € P;. Temos também que P* := P, ---P,_1Py1--- P, <G e
que a ordem de todo elemento de P* divide p; - - - p;_1p;+1 - - - pr- Consequentemente
PNP*={l}yeP, - P, =P, x---xP,. Como |G| =p*---p* =|P X XP| =
|P; - -+ Py| concluimos que G =P, --- P, = P, X -+ X P. O

Corolario 1.38. Seja G um grupo nilpotente. Entao:
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1. Todos subgrupos de Sylow de G sao normais em G;
2. Se g,h € G sdo tais que mdc(o(g),o(h)) =1 entdo [g,h] = 1.
Demonstracao. Segue imediatamente do teorema. O

O resultado abaixo fornece sob certas condi¢oes uma reciproca para a Proposicao
.02
Teorema 1.39. Seja G um grupo.
(1) Se G/Z(G) for nilpotente entao G € nilpotente;
(11) Se H < Z(G) e G/H for nilpotente entao G serd nilpotente.

Demonstragao. Se G/Z(Q) for nilpotente entao pelo Teorema existe um inteiro

positivo m tal que (,,(G/Z(G)) = G/Z(G). Agora por indugao sobre i podemos

mostrar que (; ( ng)) = ngfég) Com isso,

sy (1)< () - 5
)

e portanto, (,,+1(G) = G. Pelo Teorema segue que G ¢é nilpotente, provando o

item ().
Para mostrar o item (ii), vamos supor que G/H é nilpotente. Pelo terceiro
teorema do isomorfismo temos
G/H G
Z(G)/H — Z(G)
Como Z(G)/H também é nilpotente segue pelo Teorema que G/Z(G) é nilpo-

tente e entao pelo item anterior G também é nilpotente. O

Vamos finalizar apresentando um simples resultado que garante a nilpoténcia de

um grupo e em seguida um célebre teorema que faz o mesmo.

Lema 1.40. Seja G um grupo tal que todos seus subgrupos ciclicos sdo normais.

Entao G ¢é nilpotente.
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Demonstracao. Note que pelo Teorema [1.37] é suficiente mostrar que G é o produto
direto de seus subgrupos de Sylow. Para isso, basta mostrar que todo subgrupo
de Sylow é normal em G, pois assim, cada p-subgrupo de Sylow sera unico e a
intersecao de cada dois subgrupos destes é trivial. Desta forma, considere P sendo
um subgrupo de Sylow de G e tome g € G e x € P arbitrariamente. Por hipdtese,
(r) < G e pela definigdio de normalidade ¢! (z) g C (z) € P. Como z e g sdo

quaisquer segue que g ' Pg C P, ou seja, P < G. O

Teorema 1.41 (Thompson). Se G admite um automorfismo livre de pontos fizos

de ordem prima, entao G € nilpotente.

Este resultado é fruto da tese de doutorado de Thompson e sua demonstracao
pode ser encontrada em [2], pagina 337. Salientamos que iremos utilizé-lo apenas

para mostrar o ultimo item do Teorema [2.10] mais a frente.



Capitulo 2

Complementos normais e grupos

de Frobenius

Neste capitulo apresentamos trés resultados classicos sobre complementos nor-

mais e algumas propriedades dos grupo de Frobenius.

2.1 Subgrupos de Hall

Seja G um grupo de ordem |G| = p*m, com p primo e mdec(p, m) = 1. Por um
p-subgrupo de Sylow de G entendemos ser um subgrupo de G cuja ordem é p®, ou
seja, ¢ a maior poténcia de p que divide a ordem de G. Sabemos que p-subgrupos
de Sylow sempre existem, conforme o célebre Teorema de Sylow.

Ao longo deste texto, indicaremos o conjunto de primos que dividem a ordem de
um grupo G por 7(G). Além disso, sempre consideraremos 7 C 7(G) e 7’ indicard

o complemento de 7 em 7(G).

Definigao 2.1. Dado m C w(G), dizemos que um subgrupo H < G é um m-subgrupo

sem(H) C .

Quando m = {p} as expressoes w-subgrupo e p-subgrupo sao sindénimos.
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Definigao 2.2. Seja H < G. Dizemos que H é um Sy-subgrupo (ou m-subgrupo de

Hall) de G se as duas condigoes abaixo forem satisfeitas:
(i) H for um mw-subgrupo;
(ii) Se p € m entdo pt[G : HJ.

Quando o conjunto 7 nao for importante, poderemos indicar apenas por H €
Hall(G) para dizer que H é um subgrupo de Hall de G (= m-subgrupo de Hall de G).
Observamos que o item (i7) acima é equivalente a dizer que mdc(|H|, |G : H]) = 1.

Observamos ainda que se 71 = {p} entdo um 7w-subgrupo de Hall de G é um
p-subgrupo de Sylow de G, por isso, dizemos que um subgrupo de Hall é uma
generalizagao de subgrupo de Sylow. Apesar disso, salientamos que para grupos, em
geral, nao temos resultados do tipo Teorema de Sylow. Por exemplo, ao contrario
de subgrupo de Sylow, m-subgrupos de Hall nem sempre existem. O grupo 45 nao
possui um {2, 5}-subgrupo de Hall H. De fato, suponhamos por absurdo que A4;
possui um {2, 5}-subgrupo de Hall. Como |A5| = 60 temos que |H| = 20. Entao
G possui exatamente trés classes laterais a esquerda, digamos, C = {H,aH,bH }.
Como Aj age sobre o conjunto C, temos que esta acao induz um homomorfismo nao
trivial de As para S¢ ~ S3. Como Aj é simples, este homomorfismo é injetivo e
portanto sua imagem tera ordem no méaximo igual a 6, o que é um absurdo.

Apesar de nao termos um teorema que generaliza o Teorema de Sylow para um
grupo em geral, temos um resultado deste tipo para a classe dos grupos soltiveis.
Tal resultado é conhecido como o Teorema de Hall (pdgina 236, [11]) e foi provado
por Philip Hall em 1937.

Outro resultado importante nesse sentido é o teorema abaixo, que é conhecido

como Teorema de Wielandt.

Teorema 2.3 (Wielandt). Seja G um grupo qualquer. Se G possui um -subgrupo

de Hall nilpotente entao:
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(i) Quaisquer dois m-subgrupos de Hall de G sao conjugados em G;

(i1) Todo m-subgrupo de G estd contido em algum mw-subgrupo de Hall de G.

2.2 Complementos

Sabemos que o produto de dois p-subgrupos normais de um grupo G ¢ ainda um
p-subgrupo normal. Com isso, G possui um subgrupo, denotado por O,(G), que
¢ o produto de todos p-subgrupos normais de G, caso existam, e O,(G) = 1 caso
contrario. Por exemplo, O3(S3) = Az e O2(S3) = 1. Claramente este subgrupo é
unico e é o maiOIH p-subgrupo normal de G. Por exemplo, se G for um p-grupo entao
0,(G) = G. No outro extremo, se G for um grupo simples cuja ordem é divisivel
por mais de um ndimero primo entdo O,(G) = 1.

De forma geral, se um grupo G possui um m-subgrupo normal entao denotaremos
por O, (G) o tinico m-subgrupo normal de G, dado pelo produto de todos m-subgrupos
normais de G. Se G nao possui um tal subgrupo entao definimos O,(G) = 1. Claro

que se 7 = w(G) entdao O, (G) = G.

Lema 2.4. Seja G um grupo. Entao:
(1) O(G) char G;

(i1) Se A QG entio O,(A) <1G.

Demonstragao. (i) Pela prépria defini¢ao temos O, (G) <4 G. Assim, se ¢ € Aut(G)
entdo p(O,(G)) é um m-subgrupo normal de G. Portanto, ¢(O,(G)) < O,(G).

(ii) Seja ¢ € Aut(A). Como O, (A) < A segue que p(O,(A)) < A. Além disso,
©(Or(A)) é um m-subgrupo logo ¢(O,(A)) < O,(A). Isso mostra que O,(A)charA.

Com isso, o resultado segue pelo Lema (1.1} O

INao estamos dizendo que ele é maximal.
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Seja P < (G. Dizemos que um subgrupo H de G é um complemento de P em GG
se G=PHe PNH=1. No caso em que P for um p-subgrupo de Sylow de G e
G = POy(G), dizemos que G possui um p-complemento normal. Observamos que

Oy (G) é um complemento de P em G.

Observacgao 2.5. Observamos que todo grupo nilpotente G possui um p-complemento
normal para todo p € w(G). De fato, pelo TeoremaG ¢ o produto direto de seus
subgrupos de Sylow, digamos G = Sy.--- .Sy, onde Sy € Syl,(G). Agora observemos
que Oy (G) = S5.--- .Sy e G = 51.04(G).

O resultado a seguir é um teorema cléssico que fornece uma condigao suficiente

para que um grupo tenha um p-complemento.

Teorema 2.6 (p-complemento normal de Burnside). Seja P um p-subgrupo de Sylow

de G. Se P < Z(Ng(P)) entao G possui um p-complemento normal.

Demonstragao. Ver Teorema 7.4.3, [2]. O

J& o teorema abaixo fornece uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um

grupo tenha um p-complemento.

Teorema 2.7 (p-complemento normal de Frobenius). Um grupo G possui um p-

complemento normal se, e somente se, um dos sequintes itens for satisfeito.
(1) No(H)/Cg(H) for um p-grupo para todo p-subgrupo nao trivial H de G.
(11) Ng(H) possui um p-complemento normal para todo p-subgrupo nao trivial de G.

Demonstragao. Ver Teorema 7.4.5, [2]. O

O proximo resultado garante que um subgrupo de Hall que é normal em G possui

um complemento. Faremos uso deste resultado e dos anteriores no ultimo capitulo.

Teorema 2.8 (Schur-Zassenhaus). Seja H < G tal que H € Hall(G). Entio H

tem um complemento em G.

Demonstragao. Ver Teorema 6.2.1, [2]. O
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2.3 Grupos de Frobenius

Dentre as possiveis maneiras de definir um grupo de Frobenius, muitos autores
optam por definir um grupo de Frobenius como sendo um grupo finito G que possui

um subgrupo proprio nao trivial H satisfazendo a propriedade abaixo
HNH?* =1 paratodox € G\ H.

Contudo, para os resultados que mostraremos é mais conveniente usar a seguinte

definicao equivalente.

Definicao 2.9. Dizemos que um grupo G € um grupo de Frobenius quando G possui
um subgrupo normal nao trivial K tal que Cg(z) < K, sempre que x € K#. Um tal

subgrupo K € chamado de nicleo de Frobenius de G, ou simplesmente nicleo de G.

Mais adiante mostraremos que o ntcleo de Frobenius de um grupo de Frobenius
¢é unico. Observamos ainda que nenhum grupo abeliano é um grupo de Frobenius.

O grupo Sz que pode ser apresentado por Ss = (a,bla® = b? = 1, bab = a*) é um
grupo de Frobenius. Para ver isso basta tomar K = (a).

O resultado a seguir descreve algumas propriedades de grupos de Frobenius.

Teorema 2.10. Seja G um grupo de Frobenius com nicleo K. Entdo:

(1) K € Hall(G) e K possui um complemento H € Hall(G). Neste caso, H € dito

um complemento de Frobenius;
(11) para cada complemento H, H N H* =1, para todo x € G\ H.

(ii) todo elemento de H? induz um automorfismo por conjugacao sobre K livre de

pontos fixos;
() |H| divide |K| —1;

(v) K € nilpotente.
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Demonstragao. Se K ¢ Hall(G) entdo existem p € n(G), P € Syl,(M) e Q €
Syl,(G) tais que 1 < P < . Como Z(Q) # 1, podemos escolher um elemento
x € ) de ordem p.

Se x € P entao Q < Cg(z) e portanto Ce(x) € K. Mas isso é uma contradigao,
pois x € P < M e G é um grupo de Frobenius. Agora se ©x # P entao para
cada y € P# temos que € Cg(y) \ K. Mas isso significa que Cg(y) € K, o
que é novamente uma contradigdo. Isso mostra que K € Hall(G). Com isso, o
Teorema [2.8| garante que K possui um complemento H em G, ou seja, G = HK,
com M N H = 1. Além disso, o fato de K € Hall(G) e H ser um complemento de
K assegura que H € Hall(G). Isso mostra o item (7)

Tome z € G\ H e suponha por absurdo que H N H* # 1. Visto que G = HK
segue que = hk, com h € H e k € K. Com isso, temos que H* = H" = H¥,
mas 1 # HN H® = HN H*. Entdo existe y € H* tal que k~'ym € H. Portanto,
y kTlyke HNK =1ey € Cq(k) < K, o que é uma contradigao. Isso mostra o
item (i7).

O item (i77) segue imediatamente dos fatos K < G e G é um grupo de Frobenius.

Para mostrar o item (iv), definimos para cada k € K# o conjunto I'y, = {k"|h €
H}. Temos pelo item anterior que k" # k para todo h € H# e todo k € K*, e
portanto, I'y possui exatamente |H| elementos distintos. Além disso, se k, k' € K

com k # k' entao
Fk = Fk/ ou Fk n Fk/ = @

Consequentemente, |K#| é miltiplo de H, ou melhor, |H| divide | K| — 1.

Por fim, o item (v) segue imediatamente do Teorema [1.41] pois pelo item (i) o
subgrupo H induz um subgrupo 1 # H < Aut(K) cujos automorfismos séo todos
livres de pontos fixos, daf o Teorema de Cauchy garante que H possui um elemento

de ordem prima. O
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E claro que se G = HK for um grupo de Frobenius com nticleo K e um comple-
mento H, entao para cada 1 # L < H o grupo KL é ainda um grupo de Frobenius,

com nucleo K e um complemento L.

Definicao 2.11. Dizemos que um grupo H age irredutivelmente sobre outro grupo

K se H age por conjugacao sobre K e Cx(h) =1 para todo h € H?.

O resultado a seguir fornece um condicao necessaria e suficiente para que um
grupo da forma G = HK seja um grupo de Frobenius, com nicleo K e um cople-

mento H.

Teorema 2.12. Um grupo G é um grupo de Frobenius com nicleo K e um comple-

mento H se, e somente se, H age por conjugacgao e irredutivelmente sobre K.

Demonstracao. Como a acao de H sobre K ¢ irredutivel segue que HN K =1 e
K < G. Agora, suponhamos por absurdo que HNH?® # 1 para algum 1 # x € G\ H.

Como z = ab onde a € H e b € K* temos que
H:v:Hab:Hb

e consequentemente H N H®” # 1. Entdo existe y € H# tal que byb~! € H. Logo, o
elemento byb~ 'y~ € HN K = 1, o que contradiz o fato da acao ser irredutivel. A

reciproca é exatamente o Teorema [2.10|(7i7). O
Lema 2.13. Seja G um grupo de Frobenius com nicleo K. Entao |n(G)| > 2.

Demonstragao. Suponhamos que |G| = p". Segue pelo teorema acima que K possui
um complemento H tal que H N HY = 1 para todo g € G\ H. Com G é um p-grupo
temos que 1 # Z(G). Além disso, como K é um nicleo de Frobenius segue que
Z(G) < K, o que implica que H N H* = H para todo x € Z(G), contradizendo a
propriedade de H. O
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Teorema 2.14. Sejam G um grupo e 1 # H < G. Se para cada v € G\ H tivermos
que HN H* = 1, entao G € um grupo de Frobenius com um nicleo definido por

K:{l}U(G\ U H”““). Além disso, G =HK e KNH = 1.

el
Para mostrar este resultado vamos utilizar o teorema a seguir.

Teorema 2.15 (Frobenius). Sejam G um grupo, 1 # H < G e K = {1} U

(G\ U H’”). Se HN H* =1 para todo x € G\ H, entao K < G.
el

A prova deste teorema faz o uso de alguns resultados da teoria de caracteres,
fugindo muito do escopo deste texto. O leitor interessado pode encontrar a prova

por exemplo em [2] e [13].

Prova do Teorema[2.1J): Pela definicio de K temos que K N H = 1. Também pela
definicao de K, o Teorema garante que K < G. Seja v € K# e suponha que
Ce(z) € K. Entdo existe 1 # y € Cg(x) que estd em algum conjugado de H,
digamos y € H*, com z € G. Com isso, y = h® para algum h € H e é tal que
2 'h™lzxz7 hz = 2 0 que implica h™tzx271h = zz2~!. Visto que K < G segue que
zwxz~! =y, com z; € K temos que h € Cg(xy). Mas isso implica que H N H* # 1,
o que é um absurdo pois 1 € M \ H. Isso mostra que G é um grupo de Frobenius
com nucleo K.
Por fim, para mostrar que G = H K vamos utilizar o seguinte fatoE|.

Fato : Se H9* # H92 entao H N HY% = 1.
Por hipétese H N HY = 1, para todo g € G \ H. Disso segue que Ng(H) = H e
entdo [G : Ny(H)| =[G : H]. Pela definicao de K temos que

K| = G = [{J#H 1)

geG

= |G| - [G: Ne(H)|(|H| - 1)
= |G| -G H|(|H|-1)
= [G: H].

2A prova deste fato é um argumento padrio feito por contrapositiva.
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Visto que K N H =1 temos que |HK| = |H|.|K| =[G : H].|H| = |G|. Isso conclui

a prova. O]

Teorema 2.16. Seja G um grupo de Frobenius com nicleo K. Se A < G, entao ou

A<K, ou K <A.

Demonstragio. Suponhamos que A £ K, isto ¢, existe 1 # x € A\ K. Vamos
mostrar que K < A. Pelo Teorema [2.10, K possui um complemento H em G.
Agora, por hipétese G é um grupo de Frobenius e isso implica Cg(z) N K = 1 e
|Cq(x)| divide |H|. Com isso segue que |K| = [G : H] divide [G : Cg(x)] = |cl(x)].
Visto que x € A\ K e A < G temos que cl(x) < A, e portanto, |K| divide |A].
Mas pelo Teorema K € Hall(G) e K 4 G, e isso garante que se p € 7(K)
entao todo p-subgrupo de Sylow de A esta contido em K. De fato, sejam p € m(K)
e P e Syl,(A). Visto que K € Hall(G) e |K| divide |A| segue que P € Syl,(G).
Para cada @ € Syl,(K), é claro que Q € Syl,(G) logo P = ()9, para algum g € G.
Mas como K < G, segue que P = Q9 < K. Isso mostra que K < A. O

Observamos que o centro de um grupo de Frobenius é sempre trivial. De fato,
seja G = HK um grupo de Frobenius com nucleo K e complemento H. Se Z(G) # 1
segue pelo teorema acima que: ou Z(G) < K, ou K < Z(G). Mas em ambos o casos,
existe um elemento nao trivial z € Z(G) N K e este elemento é tal que HNH* = H,

contradizendo a propriedade de H.

Teorema 2.17. Seja G um grupo de Frobenius com um nicleo de Frobenius M. Se
H for um complemento de Frobenius de M em G entao H nao contém um grupo de

Frobenius.
Demonstragao. Ver Teorema 12.6.11, [13]. O

Como observamos anteriormente, mostraremos que um grupo de Frobenius pos-
sui um unico nucleo de Frobenius, e por isso, a partir do resultado que se segue,

iremos dizer “o nucleo de Frobenius”ao invés de “um nucleo de Frobenius”.
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Corolario 2.18. Seja G um grupo de Frobenius. Entao G possui um unico nicleo

de Frobenius.

Demonstracao. Sejam M, M; < G nucleos de Frobenius e H um complemento de
M em G. Pelo Teorema temos que M; < M ou M < M;. Suponhamos que
M < M,. Entao M; = MK, onde K = HNM; < H. Se x € K, pela definicao
de M; temos que Cg(x) < M. Se existe g € Cg(z) \ H entdao H N HY =1 o que
é um absurdo, pois 29 = z € HN HY. Logo, Cg(x) < H e entdao Cq(x) < K
para cada x € K. Visto que K < H temos que H é um nicleo de Frobenius,
contradizendo o Teorema [2.17, Agora se M; < M entdo pelo Teorema M,

possui um complemento de Frobenius H; em G. Com um argumento analogo ao

feito acima chegamos novamente a uma contradi¢ao. O]

Lema 2.19. Seja G um grupo de Frobenius. Se G possui um subgrupo mormal

V ~ 7, X Zy, entao G possui um unico subgrupo de Sylow, que € o préprio V.

Demonstragio. Seja P € Syl,(G). Segue pelo Teorema [2.10] (i) que G = HK onde
K é o nucleo de Frobenius e H um complemento. Caso P < K, o fato K < G
implica que para cada g € G temos que PY < K, mas pelo Teorema (v) e
Corolério [I.38] K possui um tnico p-subgrupo de Sylow, logo PY = P para todo
g € G. Se P < H entao V < H, mas pelo Teorema terfamos que ou V < K
ou K <V, o que é um absurdo, visto que H N K = 1. Suponhamos agora que
P ¢ He P ¢ K. Novamente, usamos o fato V<G e o Teorema para concluir
K<V SBP. Logo K ~ Z, ou K = V. Por um lado, se K ~ Z, entao pelo Teorema
2.10|év) temos |H| divide p — 1 o que implica p { |H|, mas desta forma |G| = p.|H|

o que é um absurdo pois |V| = p?. Por outro, se K = V entdao novamente pelo
Teorema [2.10|(iv) segue que |H| divide [V| — 1 = 3 o que implica V = P. O

3Um p-subgrupo normal de um grupo G entd contido na intersecdo de todos p-subgrupo de

Sylow de G, pois todos os Sylow’s sdo conjugados em G.



Capitulo 3

Representacoes e acoes de grupos

Alguns resultados da teoria de representagoes de grupos sao utilizados nos proximos

capitulos. Vamos relembrar alguns deles neste capitulo.

3.1 Uma breve introducao

Seja V' um espaco vetorial com dimensao n sobre um corpo F. Denotaremos por
GL(V, F) ou simplesmente GL(V) quando nao houver risco de nota¢ado ambigua, o
grupo de todas as transformagoes lineares nao singulares sobre V' e por GL,(F') o
grupo de todas as matrizes invertiveis n x n com coeficientes em F. Fixando um
base (v) = {v1,v9,--- ,v,} de V sobre F, podemos associar a cada T" € GL(V, F) a
matriz T{,) de T com respeito a base dada. Assim, a aplicagao () : T+ T(,) ¢ um

isomorfismo de GL(V, F') sobre GL,(F).

Definicao 3.1. Sejam G um grupo, V. um espaco vetorial de dimensao n sobre o
corpo F. Um homomorfismo ¢ : G — GL(V, F) ¢é dito ser uma representagdﬂ de

G com espaco de representacao V.

I Salientamos que esta definicdo pode ser dada em um espaco vetorial de qualquer dimenséo,

contudo iremos nos deter aos espacos com dimensao finita.
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Muitas da vezes, quando o espaco de representacao nao é importante, podemos
nos referir a representagao ¢ simplesmente como uma F-representacao de G, ou
mesmo como uma representacao de GG sobre F.

O nicleo K do homomorfismo ¢ é chamado de nticleo da representacao. Quando
¢ for injetivo teremos que o grupo G é isomorfo a um subgrupo de GL(V, F) e é
claro que K = 1, neste caso diremos que ¢ é uma representacao fiel de G. No
outro extremo, ou melhor, quando K = G diremos que a representacao ¢ trivial.
Denotaremos a dimensdo de V' sobre F' por dimp(V) e este nimero é chamado
de grau da representacao . Por fim, uma representacao de grau 1 é chamada de
representacao linear.

A representagao ¢ acima induz naturalmente um monomorfismo ¥ : G/K —
GL(V), definido por (gK) = ¢(g) para todo g € G, ou seja, toda representacao
de um grupo G induz uma representacao fiel de G moédulo o nicleo de ¢ no mesmo
espaco de representacao.

Se W for um subespaco ¢(G)-invariante, entao ¢ induz um homomorfismo de G
em GL(W,F) que chamaremos de uma sub-representacao de ¢. Se ¢ : V. — V/W
for um homomorfismo, entao a composta ¢ o ¢/ serd um homomorfismo de G sobre
GL(V/W, F), que chamaremos de representacao quociente de G sobre V/W induzida
por .

Um conceito muito importante é o conceito de representacoes irredutiveis e re-
dutiveis. Uma representagao ¢ : G — GL(V, F') é dita irredutivel se (0) e V sdo os
unicos subespagos ¢(G)-invariantes. Caso contrério, dizemos que ¢ é redutivel.

Agora, com as definicoes acima e com os Teoremas e podemos dar uma
condigao necessaria e suficiente para que um grupo da forma G = HK seja um

grupo de Frobenius.
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3.2 Modbdulos

Definicao 3.2. Seja R um anel. Um R-mddulo a esquerda é um grupo abeliano
(aditivo) M juntamente com uma fun¢ao R x M — M (a imagem de (r,m) serd

denotada por rm) tal que para todos r,s € R e m,n € A temos:
(i) r(m+n) =rm+rn
(ii) (r+ s)m =rm+ sm

(iii) r(sm) = (rs)m

Se R tem a unidade 1g e 1gm = m, para todo m € M, entao dizemos que M € um

R-mddulo unitario.

Observamos que todo anel R pode ser visto como um R-modulo.

Com a notagao acima, por um R-submddulo de M entendemos ser um subgrupo
N de M tal que RN C N, que denotaremos também por N < M. Portanto, N
também é um R-mdédulo com a operacao induzida de R sobre M.

Dizemos que dois R-mdédulos a esquerda M e N sao isomorfos se existe um
isomorfismo de grupos ¢ : M — N tal que ¢(rm) = rp(m) para todo r € R e todo
m € M.

Dados R um anel e G um grupo, podemos definir um outro anel da seguinte
forma. Considere o conjunto RG, onde seus elementos sao somas formais finitas da

forma )" _. a,0 e sao multiplicados usando a multiplicacao de G, isto é,

(S ao) (3 ber) = 3 cu

oceG TG neG
onde ¢, = Y a,b; com a soma feita sobre todos os pares (o,7) € G x G tal que

oT = L. E célculo rotineiro mostrar que o conjunto RG ¢ de fato um anel. Por

motivos 6bvios este anel é chamado de anel de grupo.
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Observamos que segundo a multiplicacao definida acima em RG, os elementos
de R(= Rlg) comutam com os elementos de G = 1xG. Também ¢é claro que o anel
RG é comutativo se, e somente se, ambos R e G o sao.

De forma equivalente, veremos que F-representacoes de grupos finitos podem ser
traduzidas em linguagem de F'G-mddulos e vice-versa. Veremos também que todas

propriedades se mantém diante tal traducao.

Proposicao 3.3. Seja V' um espaco vetorial com dimensao finita sobre um corpo

F. Entao:

(i) Toda representacio o : G — GL(V) equipa V' com uma estrutura de um FG-

modulo a esquerda; denotado por V.
(i) Todo FG-mddulo a esquerda V' determina uma representacio o : G — GL(V).

(i1i) Existe uma bijecdo entre representacoes de G e FG-mddulos a esquerda.

Demonstragao. Seja o : G — GL(V) uma F-representagao de G. Denote por o, a

aplicacdo o(g) : V' — V e defina a agdo FG x V — V por

(Z agg) V=Y a,0,(v).

geG geG

E célculo rotineiro mostrar que V', equipado com esta multiplicacao é um F'G-médulo
a esquerda. Isso mostra o item (i).

Para mostrar o item (ii), considere V um FG-médulo a esquerda. Se g € G,
entao v — gv define uma transformacao linear 7, : V' — V', mais ainda, 7, ¢ nao
singular com inversa Tj-1. E facil checar que a fungdo o : G — GL(V) dada por
g — T, é uma F-representagao de G.

Para mostrar o item (iii) basta verificar que as aplica¢oes dadas nos dois itens

anteriores sao inversas uma da outra. O

Existem algumas propriedades que a correspondéncia dada acima preserva. Como
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por exemplo: uma F-representacao de um grupo G é irredutivel se, e somente se, o

FG-médulo correspondente for irredutivel.

3.3 Representacoes de grupos abelianos

Uma vez que os grupos abelianos sao importantes para nosso trabalho, vamos

destacar nesta secao resultados sobre suas representagoes.

Lema 3.4. Sejam G um grupo e F' um corpo. Suponhamos ainda que V seja um
FG-mddulo irredutivel. Se z € Z(G) tem uma autovalor X € F entdo z.v = \v para

todo v € V.. Em particular, se V' for também fiel entao ou z =1 ou X # 1.

Demonstragao. Por hipdtese o conjunto W = {v € V|z.v = \v} é diferente de {0}.
Também nao é dificil ver que W é o autoespago de A em V. Além disso, se g € G e

w e W, temos:

z(gw) = (29)w = (g2)w = g(zw) = g(Aw) = A(gw),

isto é, gw € W e entao W é um subespaco F'G-invariante. Mas V ¢ irredutivel o
que forca V = W, e portanto zv = A\v para todo v € V. Se adicionalmente tivermos
que V' ¢ fiel entao se z # 1 temos que 2z nao induz a transformacao linear identidade

em V, logo A # 1. O

Proposicao 3.5. Sejam G um grupo de ordem n e F' um corpo contendo uma raiz
n-ésima primitiva da unidade. Suponhamos ainda que V é um FG-maodulo e uma
representacao ¢ : G — GL(V). Entdo para cada x € G, temos que 0s autovalores

de (x) estao em F.

Demonstragdo. Existe A\ € F (é o fecho algébrico de F) tal que o(z).v = \v para

algum 0 # v € V. Como |G| = n, temos que

v=p(E")v ="
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e portanto, A" = 1. Como F contém uma raiz n-ésima primitiva da unidade e A é
uma potencia desta raiz, segue que A € F. Por fim, como A é arbitrario, o resultado

segue. O

Teorema 3.6. Seja G um grupo que possui uma representacdo irredutivel e fiel.

Entao Z(G) € ciclico.

Demonstra¢ao. Suponhamos que GG possui uma representacao irredutivel e fiel num
espaco de representacao V sobre F. Vamos ver V' como um F'G-modulo e considerar
m = |G|. A principio, vamos supor que F' contém uma m-ésima raiz primitiva da
unidade. Pela Proposicao os autovalores de todo elemento de G estao em F.
Em particular, cada z € Z(G) possui um autovalor A(z) € F' e consequentemente,
pelo Lema z age sobre V como uma transformacao escalar A\(z)Idy. Como
V é um FG-médulo fiel, novamente o Lema [3.4] implica que o homomorfismo de
Z(G) — F*, dado por z — A(z) ¢ injetivo. Entao Z(G) é isomorfo a um subgrupo
de F', mas sabemos que um subgrupo finito do grupo multiplicativo de um corpo é
ciclico. Neste caso mostramos entao que Z(G) é ciclico.

Agora suponhamos que F nao possui um raiz m-ésima primitiva da unidade.
Seja F'(¢) := L uma extensao do corpo F, onde ( é uma raiz m-ésima primitiva
da unidade e considere o F'G-modulo estendid(ﬂ Vi := L®pr L. Seja W <V um
FG-submdédulo minimal e seja K o niticleo da representagao de G sobre W, entao
G = G/K age fielmente e irredutivelmente sobre WW.

Como L contém uma raiz |G|-ésima primitiva da unidade, segue do caso anterior

que Z(G) é ciclico. Mas a imagem de Z(G) em G estd em Z(G) e
Z())(Z(G)NK)~ Z(G\K/K < Z(G).

Consequentemente Z(G)/(Z(G) N K) é ciclico. Entao, para completarmos a de-

monstragao ¢ suficiente mostrar que Z(G) N K = 1.

2Para mais detalhes sobre este FG-médulo veja apéndice.
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Necessariamente, se z € Z(G) N K entdo z tem 1 como autovalor em W e
consequentemente em V. Como o polindomio caracteristico z em V' é o mesmo em
Vi, segue que 1 é um autovalor de z em V. Mas entao z induz uma transformagao
identidade em V' pelo Lema[3.4] Visto que V é um FG-médulo fiel, podemos concluir

que z = 1, como queriamos mostrar. O]

Corolario 3.7. Seja ¢ uma representagao irredutivel de um grupo abeliano, cujo
nicleo € K. Entio G/K € ciclico. Em particular, um grupo abeliano nao ciclico

nao possui uma representacao irredutivel e fiel.

Demonstragao. Basta considerar a representacao de G/K induzida por ¢:

¢: G/K — GL(V)
gk +— ¢(gK): V. — V
v gg(v)
pois a representagao qz é irredutivel e fiel, e pelo teorema acima segue que Z(G/K) =

G/ K é ciclico. O

Teorema 3.8. Sejam G um grupo abeliano de ordem n, F' um corpo que contém
uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Entao toda representacao irredutivel de G

sobre F' € linear.

Demonstracao. Considere V' um FG-mdédulo irredutivel e ¢ : G — GL(V) a re-
presentacao correspondente com K = Kerp. Pelo corolario anterior temos que
G/K = (zK), para algum z € G. Por hip6tese, F' contém uma raiz n-ésima primi-
tiva da unidade, logo pela Proposicao temos que ¢, tem um autovalor, digamos

A, e assim
0z (u) = Au, para algum 0 # u € V.

Mas desta forma, para qualquer elemento y € G, teremos ¢, (u) € spang{u}. De

fato, se y € K é claro que ¢, (u) = u € spanp{u}. Se u ¢ K, entdo existe um inteiro
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m tal que yK = x™K e portanto, y = az™, para algum a € K. Logo,
Oy (1) = Qaam (u) = Po (A1) = AN"u € spanp{u}

Logo o espaco gerado por u é G-invariante e tem dimensao 1. Mas ¢ é irredutivel e

portanto V' = spanp{u}. Isso conclui a demonstragao. O

Corolario 3.9. Seja p um numero primo e H um grupo ciclico cuja ordem divide

p — 1. Entao todo F,H-mddulo irredutivel tem dimensao 1.

Demonstragao. Seja |H| = n. Por hipdtese n|p — 1, logo p — 1 = nk para algum
inteiro positivo k& < p — 1. Agora, F; ¢ um grupo multiplicativo de ordem p — 1 e
portanto todo elemento a € [} satisfaz aP~! = 1. Entao (a*)" = a?~! = 1, ou seja,
[F, contém uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Com isso, o resultado segue pelo

teorema acima. O

Vamos finalizar esta secao estabelecendo algumas notagoes que serao usadas
adiante.

Sejam A e V subgrupos normais de um grupo G tais que V' < A. Cada elemento
g € G induz por conjugacao um automorfismo sobre A/V, isto é, G age sobre A/V

como um grupo de automorfismo de G da seguinte forma:

p:G — Aut(A/V)
g —> g AV — AJV
aV — (aV)9 = a9V

O ntcleo da aplicacao ¢ é o conjunto

Kerp = {g€e€GlglaV)g' =aV, Vae A}
= {geGlata? €V, Vae A}

e por conveniéncia, iremos denoté-lo por Cg(A/V).
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Agora se A for um grupo qualquer, @ < Aut(A) e o € @, definimos os seguintes

subgrupos de A:
[4,Q] = {a'¢(a)la € A ¢ €Q}
Fiza(o) = {a€ Alo(a) =a}
Fiza(Q) = f{o€Ald(a) =a, ¥ o€ Q).

Contudo, quando @ for isomorfo a um subgrupo Q < Inn(A) denotaremos os con-

juntos [A, Q] e Fiz4(Q) simplesmente por:

[4,Q] = {a7'elac A geQ}
Fizy(Q) = {a€ Ala? =a,VYg € Q}.

3.4 p-automorfismos de p-grupos

Sejam G um grupo, ¢ € Aut(G) e A < Aut(G). Dizemos que ¢ é um p'-
automorfismo de G se (p) é um p’-grupo. Dizemos que A é um grupo regular de
automorfismos de G se cada elemento de A% deixa fixo apenas a identidade de G,

ou melhor,
para cada ¢ € A e x € G, se ¢(x) = z implica que z = 1.

Teorema 3.10. Se A for um p'-grupo de automorfismo de um p-grupo P, entao

P = Fizp(A).[P, A]
Demonstragao. Ver Teorema 5.3.5, [2]. O

Lema 3.11. Sejam A,V p-subgrupos normais de um grupo G tal que V < A.
Suponhamos que Cg(g) € um p-grupo para todo p-elemento g € G*. Entio Cq(A/V)

€ um p-grupo.

Demonstragao. Suponhamos por absurdo que Cg(A/V') ndo é um p-grupo. Entao

podemos escolher um g-subgrupo 1 # Q < Cg(A/V). Visto que A 9 G, Q age por
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conjugacao sobre A. Na verdade, como Cg(g) é um p-grupo para todo p-elemento
temos que () age fielmente sobre A, e portanto () é isomorfo a um subgrupo de

Inn(A). Segue pelo Teorema que

A= Fizs(Q)[A, Q.

Novamente, como Cg(g) é um p-grupo para cada p-elemento de G temos Fiz4(Q) =
1 e portanto A = [A, Q]. Visto que @ < Cg(A/V) temos A = [A, Q] <V, contradi-
zendo o fato V < A. O

Teorema 3.12. Seja P um p-grupo abeliano elementar e seja Q) um q-subgrupo

abeliano nao ciclico de Aut(P) onde q # p. Entao

Em particular, P = (Fizp(o)|lo € Q%).

Demonstragao. O grupo P pode ser visto como um espaco vetorial sobre F,, além
disso, como () age sobre P, podemos ver P como um [F,()-mddulo. Por hipétese,

car(F,) = p nao divide |Q] e entdo pelo conhecido Teorema de Maschke
P=P & - --®F,

onde para cada ¢ =1,--- ,n, P, é um F,Q-submddulo irredutivel de P.
Agora para cada ¢ = 1,--- ,n considere ); = Kerg;, onde ¢; é a representacao

irredutivel de ) sobre P;. Sendo () abeliano segue pelo Corolario que Q/Q; é

ciclico. Como ) nao é ciclico entao ); # 1 para cada ¢ = 1,--- ,n. Escolhendo
elementos o; € ka para todo i = 1,---,n temos que P; C Fixp(o;). Com isso
temos
P = P=hPo& --®F
C Fizp(oy) @@ Fixp(oy)
C > Fizp(o)

oeQ#
Portanto, revertendo para a notacao multiplicativa o resultado segue. O
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Quando um grupo G age sobre um conjunto X, e para cada par z,y € X existe
g € G tal que y = g.x, dizemos que G é transitivo sobre X, ou ainda, que esta acao
é uma acao transitiva.

Se denotamos por Sx o grupo de permutacoes do conjunto X, um homomorfismo
de grupos ™ : G — Sx é dito ser uma representagao permutacional de G sobre X.
Dizemos que 7 é transitiva se 7(G) age transitivamente sobre Sx.

Com estas definigoes podemos enunciar o seguinte resultado.

Teorema 3.13 (Clifford). Seja V' um FG-mddulo irredutivel e H < G. Entao V €

uma soma direta de F'H-mdodulos V;, comi=1,--- ,r satisfazendo:

1. Vi =X, ®@Xpo@ -+ @ Xy, onde cada X;; € um FH-submddulo irredutivel,
t=1,---,r. Além disso, t € independente de i e dois submddulos X;;, Xy

sao F'H-mddulos isomorfos se, e somente se, i = 1'.

2. Para cada F'H-submodulo U <V temosU =U; & ---®U,, onde U; =UNV,,
para i =1,--- ,r. Em particular, cada F'H-submddulo de irredutivel de V' esta

contido em algum V.

3. Para cada x € G, a aplicagio w(z) : V; — zV; com i = 1,--- r é uma per-
mutagao do conjunto S ={Vy,--- ,V;} em: G — S induz uma representa¢ao

permutacional transitiva de G sobre S.

Os FH-moédulos V; com ¢ =1, ,r sao chamados de componentes de Wedder-

burn de V' com respeito a H.

Teorema 3.14. Seja G = HA um grupo de Frobenius cujo nicleo H € um p-grupo
abeliano elementar para algum primo p e cujo complemento A € ciclico. Suponhamos
que G age fielmente e irredutivelmente sobre V', onde V' é um espago vetorial sobre
um corpo F' contendo uma raiz p-ésima primitiva da unidade. Entdo o numero de

componentes de Wedderburn de V' com respeito a H é exatamente |A|.
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Demonstracao. Seja X = {Vi,---,V,} o conjunto completo de componentes de
Wedderburn de V' com relagao a H. Para mostrar este resultado vamos supor por
absurdo que r < |A|. Como cada V; é H-invariante, segue pelo Teorema [3.13|(3) que
A age transitivamente sobre Sy .

Visto que r < |A], o subgrupo A; < A definido como sendo os elementos de A
que fixam a componente V; é nao trivial. Como H < G, o conjunto G; = HA; é
um subgrupo de G que também é um grupo de Frobenius com nicleo H.

Agora, seja N; o nicleo da representacio ¢ : G; — GL(V;) dada por ¢4(v) = gv,
onde ¢, denota a imagem de g por ¢. Visto que A age transitivamente sobre Sx
podemos escolher elementos z;,i = 1,---,r, de A tais que z;V; = V;. Com isso,
o subgrupo N7 = 2'Nyx;',i = 1,---,r, é o nicleo da representacio ¢’ : G}' —
GL(V;) dada por ¢! (v) = gv.

Afirmagao: Ay N Ny C Ny*, paratodoi=1,---r.

Se aw € Ay N N; entdo o = hay, com h € H e a; € A; e ainda o é um elemento de
A que fixa a componente V. Fixando ¢, usamos o fato que A age transitivamente
sobre Sy, e portanto, existe a € A tal que V; = aV;. Logo, para cada v € V; existe

v € Vj tal que v = av. Adicionando a isso o fato de A ser um grupo abeliano, temos:
av = a(av) = (aa)t = (aa)v = a(ad) = at = v.

Como o argumento acima independe de i segue que A; N Ny C Ni*, para todo
1=1,--- .1

Mas se existe 1 # o € Ny N A; € Ny temos que av; = v; para todo v; € V;
com ¢ = 1,---.r, e entao av = v para cada v € V, contradizendo o fato que a
representacao de G em V é fiel. Isso mostra que Ny N A; = 1.

Afirmacao: O mesmo é verdade para os conjugados de A; em Gy, isto é, A9 N
Ny =1, para todo ¢g; € Gy.

Cada g, € GG; é da forma ¢g; = ha;, com h € H e a; € A;. Logo

A‘(lh N N1 == A;Lal N N1 = (halAlal_lh_l) N N1 == (hAlh_1> N Nl.
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Visto que G é um grupo de Frobenius segue que A" = A; ou 1, finalizando a prova
da afirmacgao.
Com isso, segue pelo Teorema e Corolario que N; C H. Na verdade, a

inclusao é de fato estrita, pois, caso contrario
Ni=H= N=H""=H

contradizendo o fato da representacao de GG em V ser fiel.

Agora definindo G; = % = H A; temos que G, age fielmente sobre Vi, que pelo
Teorema, m(l) é uma soma direta de F'H-submoddulos ismomorfos X;, 71 =1, -+ ,t.

Como H é um p-grupo abeliano elementar segue pelo Teorema que H é ciclico
de ordem p, digamos H = (3), com y € H. Além disso, como F é um corpo que que
contém um raiz p-ésima primitiva da unidade, o Teorema implica que 7 age sobre
cada X;, que tem dimensao 1 sobre F', como uma transformacao linear. Visto que
os V;s sao F'H-mdédulos isomorfos, ¥ age sobre V; como uma transformacao escalar
e entdo a imagem de 7 comuta com a acdao de A; em V;. Visto que a acdo de G
em V; é fiel temos que H C Z(G,). Entdo A; < Ca(ﬁ) e consequentemente para
cada h € H* e a € A temos h™'aha™' € N;. Mas também temos h~'aha™' € Ay,

e entao h~taha™! = 1. Mas isso, pelo Teorema ¢ uma contradicao. O]

Teorema 3.15. Seja G = QP, onde QQ € um q-subgrupo abeliano elementar e normal
de G, e |P| = p com p # q. Suponhamos ainda que Cq(Q) = Q e que QQ € um
subgrupo normal minimal de G. Se V' for um FG-mddulo fiel, onde F' é um corpo

cuja caracteristica € diferente de p e q entao existe um elemento nao nulo no conjunto
{veV]gv=wv, Vge P}

Demonstracao. Note que se P = (z), entdo é suficiente mostrar que a imagem de x
em V tem 1 como autovalor em V. Pela construcao feita no Apéndice, é suficiente

mostrar isto em V;, = V ®p L, onde L é uma extensao do corpo F. Mas como o
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FG-modulo Vi, também serd fiel segue que é suficiente supor que F' contém um raiz
g-ésima primitiva da unidade.

Vamos provar isso por indugao sobre dimpV. Suponhamos que ¢ : P — GL(V')
seja a representacao de P em V. Se dimpV = 1 entdao V = F e GL(V) = {idy }.
Logo 1 é autovalor de ¢(z) em V.

Suponhamos que o resultado ¢é vélido para todo F'G-mddulo fiel cuja dimensao
seja menor que dimgV. Como char(F') # {p,q} temos pelo Teorema de Maschke
que o FFG-moédulo V' é completamente redutivel. Como () é representado fielmente
em V existe algum F'G-submoddulo U de V' em que @) age nao trivialmente.

Considere K o ntcleo da representacao de G em U. Como KN <G e () é um
subgrupo normal minimal de G segue que K N = 1. Em particular, isso implica
que K é um p-grupo.

Se K # 1 entao K = P e K é um p-subgrupo de Sylow de G. Logo,

@, PICQNP=1,

e entdo Cg(Q) = G, contradizendo nossas hipéteses. Portanto K = 1 e U é um
FG-submoédulo fiel. Se U < V' entao pela nossa hipétese de inducao x tem 1 como
autovalor em U, o que mostra o teorema neste caso.

A partir de agora, podemos supor que G age irredutivelmente sobre V.

Agora, se Cg(x) # 1 entdo Cg(z) = Q ou Cy(z) < Q. Por um lado, se Cy(z) =
@ entdo temos C(Q)) = G o que contradiz nossas hipdteses. Por outro, se Cg(x) <
() temos novamente uma contradi¢ao, pois Cg(z) é um subgrupo préprio de @ e é
normal em G, mas por hipétese, () é um subgrupo normal minimal de GG. Portanto,
Co(z) = 1.

Consequentemente, P age regularmente sobre () e entao pelo Teorema Gé
um grupo de Frobenius com nicleo () e um complemento P. Pelo Teorema %4

possui exatamente p = | P| componente de Wedderburn {V;}._; com respeito a Q.
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Para 0 # vy € V4, segue pelo Teorema [3.13|(iii) que o vetor abaixo
(3.1) v=0 + v+ -+ 2P

é nao nulo. Logo, se multiplicamos & esquerda de ambos os lados de (3.1]) por x
temos que xv = v, pois 2P = 1. Isso mostra que 1 é um autovalor de p(z) em V|

finalizando a demonstracao. O]

Lema 3.16. Seja G um p-grupo de transformacoes lineares de um espago vetorial
V' sobre um corpo F' com caracteristica p. FEntao algum vetor nao nulo v € V é

fizxado por todo elemento de G.

Demonstracao. A prova deste lema se darda por inducao sobre a ordem de G. E
claro que se |G| = 1 o lema é verdadeiro. Agora suponha que o lema vale para todo
p-grupo cuja ordem é estritamente menor que |G|. Com G é um p-grupo, existe um
subgrupo maximal M de G. Além disso, é claro que [G : M| = p e entdo M < G.

Uma vez que |M| < |G, temos pela nossa hipétese de inducao que:
W ={veVl|g(v) =v,Yo € M} #{0}.

Visto que M < G segue por definicio que "oy € M para todo 1 € G e todo
o € M, o que implica

v o € M(v) =v, Vv eEW.

Mas isso é o mesmo que dizer o(¢(v)) = ¥ (v) para todo v € W, ou melhor, é dizer
que W é um subespaco nao nulo G-invariante.

Visto que [G : M] = p, escolhendo 6 € G\ M temos que 0 € M e assim
0P(v) = v, para cada v € W. Mas isso significa que a ordem de 6 sobre os elementos
de WE| possui ordem 1 ou p. Deste modo, o polinomio minimal de 8 sobre W divide

o polinomio xP — 1. Por hipdtese carF = p, o que implica

2P —1=(x—1)F

3Queremos dizer que estamos olhando para a aplicacdo linear Ow -
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e assim 1 é o tnico autovalor de 0 sobre WW. Entao, existe um autovetor w; € W tal

que O(wy) = (wq). Isso finaliza a demonstracao, pois w, é fixado por (M,0) = G. O

Antes de enunciar o préximo resultado, faz-se necessario fazer a seguinte de-

finicao.
Definicao 3.17. Para um p-grupo G, definimos o sequinte subgrupo:
0(G)=(reGaP=1).

Um caso particular, mas importante, ocorre quando G' é um grupo abeliano, pois

nesta condi¢ao ©;(G) é um p-grupo abeliano elementar.

Teorema 3.18. Seja A um grupo reqular de automorfismos de um p-grupo P. Entdo:
1. A é um p'-grupo;
2. A nao possui subgrupos abelianos ndao ciclicos;
3. Um subgrupo de A cuja ordem € qr, onde q e r sao primos, € ciclico.

Demonstragao. Seja B € Syl,(A). Entao B age sobre o p-grupo abeliano elementar
0 (Z(P)). Como Qy(Z(P)) pode ser visto como um Z,-espaco vetorial, segue pelo
Lema [3.16] que o conjunto

{veNW(Z(P))|lo(v)=v, Vo€ B} #1.

Mas A é regular e assim B = 1. Isso mostra o item (1).
Para mostrar o item (2) suponhamos por absurdo que A possui um subgrupo
abeliano nao ciclico C. Entao existe algum @ € Syl,(C) para algum ¢ que ndo é

ciclico. Com V := Q(Z(P)), segue pelo Teorema que

V = (Fizy(o)|oc € Q%).
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Mas V # 1 implica Fixy (¢) # 1, para algum ¢ € Q% Mas isso contradiz novamente
a regularidade de A.

Por fim,para mostrar o item (3) considere D < A com |D| = gr. Se ¢ = r
entdao D é um g-grupo abeliano e entao pelo item (2) D é ciclico. Se ¢ # r entao
sem perda de generalidade podemos assumir ¢ > r. Considere Q € Syl (D) e
R € Syl (D). Nestas condigoes temos D = QR e pelo Teorema de Sylow segue que
Q < D. Se @ < Cp(Q) temos que Cp(Q) = D e entdo pelo item (2), D ¢ ciclico.
Se @ = Cp(Q) entao pelo Teorema[3.15 com V = Q;(Z(P)) temos uma contradigao

com a regularidade de A, finalizando assim a demostragao do teorema. O]
O proéximo resultado serd usado para demonstrar o teorema que o segue.

Teorema 3.19. Se P for um p-grupo que nao contém subgrupos abelianos nao

ciclicos entao P € ciclico oup =2 e P >~ Qom, onde m > 3.
Demonstragao. Ver Teorema 5.4.10, [2]. [

Teorema 3.20. Seja A um grupo reqular de automorfismos de um p-grupo. Entao

para q # p os q-subgrupos de Sylow de A sdo:
1. ciclicos, se q for impar;
2. ciclicos ou quatérnios generalizados, se q¢ = 2.

Demonstragao. Seja ) um S,-subgrupo de A. Segue pelo Teorema que P nao
possui subgrupos abelianos nao ciclicos. Entao, pelo Teorema () é ciclico ou

p=2¢e¢ @~ Qom. ]

Corolario 3.21. Suponha que um grupo H age reqularmente em um p-grupo P.

Entao:

(7) Todo subgrupo de Sylow de H € isomorfo a um grupo ciclico ou quatérnio gene-

ralizado.
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(13) Se q,r forem nimeros primos entdo todo subgrupo de H cuja ordem é qr € ciclico.

Demonstracao. Segue imediatamente dos Teoremas e |3.20L O



Capitulo 4

O Teorema principal

Neste capitulo, inicialmente definimos e apresentamos algumas propriedades de
uma importante classe de grupos chamados de C'N-grupos. Posteriormente, defini-

mos um AT I-grupo e enunciamos o Teorema Principal.

4.1 (CN-grupos

Os C'N-grupos sao importantes, pois os grupos que desejamos classificar fazem
parte (mostraremos isso mais adiante) desta classe de grupos, a qual definiremos

agora.

Definigao 4.1. Dizemos que um grupo G é um CN-grupo se Cg(z) for nilpotente

para todo v € G7.

Exemplos triviais de C'N-grupos sao: grupos abelianos e grupos nilpotentes. O
grupo Sz que pode ser apresentado por S = (a,bla® = b? = 1,bab = a™ ') é um grupo

que nao ¢ nilpotente, mas é um C'N-grupo.

Lema 4.2. Sejam G um CN-grupo el # H < G. Entao H também é um CN -grupo
e Co(H) € nilpotente.
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Demonstracao. Seja 1 # x € H. Como Cy(x) < Cg(x) e Cg(x) é nilpotente segue
pelo Teorema que Cy(x) é nilpotente e portanto H é um C'N-grupo. A segunda

parte do lema segue também pelo Teorema [1.32] pois Co(H) = ] Cgq(h). O
heH#

Lema 4.3. Sejam P € Syl,(G) e Q € Syl,(G), onde G é um CN-grupo e p,q sao
numeros primos distintos. Se existe x € P* que centraliza um elemento y € Q7,

entao P < Cq(Q).

Demonstragdo. Suponhamos que x € P#y € Q% e [r,y] = 1. Entao {y} U
{Z(P)} C Cg(x). Agora, sejam P, € Syl,(Cq(x)) e Q1 € Syl,(Ce(x)). Como
Cq(x) é nilpotente segue pelo Corolério que Py, Q1 < Cg(x) e portanto P; cen-
traliza (), e vice-versa. Visto que P; e (1 sao os Unicos p-subgrupos e g-subgrupos
de Sylow Cg(x), respectivamente, segue que y € Q1 e Z(P) C Py, logo y centraliza
Z(P). Escolha x; € Z(P)#. Temos que {y} U{P} C Cg(x1) que é nilpotente, logo
P centraliza y.

Agora temos que {P} U {Z(Q)} C Cs(y) o que implica P centraliza Z(Q).
Escolhendo y; € Z(Q)# temos que {P}U{Q} C Cs(y1), logo P centraliza Q. [

Observamos que nas condigoes do lema acima, P < Cg(Q) < Cg(y), para todo
y € Q%

Em qualquer grupo G podemos definir uma relagao ~ em 7(G) da seguinte forma:
dizemos que p ~ ¢ se existe um p-elemento r # 1 em G que comuta com algum
g-elemento y # 1 também de G. Veremos que esta relagao na classe dos C'N-grupos
é na verdade uma relacao de equivaléncia, e esta por sua vez desempenha um papel

fundamental nesse trabalho.
Teorema 4.4. Seja G um CN-grupo. Entao:
(1) A relagiao ~ € uma relagio de equivaléncia em w(G).

(17) Se o for uma classe de equivaléncia de ~ sobre n(G), entao:
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(a) G possui um o-subgrupo de Hall nilpotente. Cada dois tais subgrupos sao

conjugados em G.

(b) Cada o-subgrupo de G estd contido em algum o-subgrupo de Hall nilpotente.

Em particular, todo o-subgrupo de G € nilpotente.

(c) Selo| >2 e H for um o-subgrupo de Hall de G entao H é um TI-subgrupo de
G.

Demonstragao. (i) E claro que a relacao é reflexiva e simétrica. Vamos mostrar que
é também transitiva. Sejam x # 1 um p-elemento que comuta com um g¢-elemento

y # 1 ez # 1 um g-elemento que comuta com um r-elemento w # 1. Considere que
r e PeSyl,(G),y € Q1€ Syly,(G),z € Qs € Syly(G) e w € R € Syl,.(G).

Segue pelo Teorema de Sylow que Q5 = @1, para algum g € G.

Como [z,y] = 1 segue pelo Lema que P < Cg(Q1), mas pelo Lema
Ce(Q1) ¢ nilpotente e portanto P < Cg(Qy) visto que P € Syl,(G). Com isso,
segue pelo Lema que

PN Z(Ca(Q)) # 1.

Entao existe um p-elemento a € P que comuta com todo elemento de Cg(Q1).
De forma andloga, como [z, w] = 1 segue que R < Cg(Q2), o que implica RY <
Ce(Q2)9 = Cq(Qf) = Ce(Q1). Em particular, isso mostra que o p-elemento a
comuta com algum r-elemento de RY.

(77)(a) Como G é um CN-grupo, para mostrar a primeira parte é suficiente
mostrar que existe yp € G tal que Cg(yo) é um S,-subgrupo de G, que é equivalente
a mostrar que: para todo conjunto de primos distintos A,, = {p1,--- ,p.} C 0o, existe
pn-elemento 1 # yo € Z(Q,) onde Q,, € Syl,, (G) tal que p; 1 [G : Ci(yo)], para
ie{l,---,n}

Provaremos isto por inducao na cardinalidade de A,,. Se n = 1 entao o o-

subgrupo de Hall é um p-subgrupo de Sylow e portanto é nilpotente. Afim de
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ilustragao vamos fazer o caso n = 2. Pela definicao de ~ existe pi-elemento 1 #
xr € Q1 € Syly, (G) que comuta com um po-elemento 1 # y € Q9 € Syl,, (G). Segue
pelo Lema que @1 < Ce(Q2) < Cq(y,) para algum yy € Z(Q2) e portanto
pi1|G: Ca(yo)] parai =1,2.

Agora, suponhamos o resultado véalido para todo subconjunto de o com n ele-
mentos e considere A, 1 = {p1, - * ,Pn,Pnr1} € o um subconjunto qualquer de
primos distintos. Pela hipétese de indugao existe um p,-elemento 1 # yy € Z(Q,),
onde @, € Syl,,(G) tal que p; 1 [G : Ca(yo)]. Agora, pela definigdo de ~ existe
pn-elemento 1 # z € Q* € Syl,, (G) para algum ¢ € G que comuta com um pp41-
elemento 1 # w € R € Syl,.1(G). Segue pelo Lema que R < Cg(Q%) o que
implica R* " < Ca(Qn) < Ceq(yo). Isso mostra que G possui um S,-subgrupo
nilpotente. A segunda parte do item (ii)(a) segue do Teorema [2.3[1).

O item (ii)(b) também segue imediatamente do Teorema [2.3[(i).

Para provar (i7)(c), note que inicialmente pelo item (éi)(b) H é nilpotente. Supo-
nhamos que HNHY # 1 para algum y € G. Como H é nilpotente segue pelo Teorema
que H é o produto direto de seus subgrupos de Sylow e portanto PNPY # 1 para
algum P € Syl,(H). Se 1 # u € PN PY entdo Cg(u) contém Oy (H) e Oy (H)Y.
Visto que H € Hall(G) e nilpotente segue O, (H),Oy(H)Y € Hall(G). Adicio-
nando a isso o fato Cg(u) ser nilpotente, podemos concluir que O, (H) = O, (H)Y.
Logo y normaliza O, (H) e entao também normaliza K = Cs(Oy(H)) que é nilpo-
tente e contém P.

Como P é p-subgrupo de Sylow de G, K ¢é nilpotente, segue que P é carac-
teristico em K e entao y normaliza P. Portanto y normaliza H = P x Oy(H), como

queriamos demonstrar. O]

Exemplo 4.5. O grupo S5 nao é um CN-grupo.
De fato, se S fosse um CN-grupo, como [(12), (345)] = 1 e S5 ndo € nilpotente

seque pelo teorema acima que Ss possui um {2,3}-subgrupo de Hall nilpotente H.
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Como |H| = 23.3 ¢ |As| = 22.3.5 temodl| necessariamente que |H N As| = 12. Mas
Sabemozﬂ que todo subgrupo de As cuja ordem € igual a 12 € isomorfo a Ay. Mas

isso € uma contradi¢do, pois Ay nao € nilpotente enquanto que H N As o €.

Lema 4.6. Seja M um subgrupo normal minimal nao abeliano de um CN-grupo G.

Entao M ¢é simples.
Para mostrar este resultado, vamos precisar do seguinte teorema.

Teorema 4.7. Seja H um subgrupo normal minimal de um grupo G. Entdao, ou
H ¢é um p-grupo abeliano elementar para algum nimero primo p, ou H ¢ o produto

direto de grupos nao abelianos simples isomorfos.
Demonstragao. Ver Teorema 2.1.5, [2]. O

Demonstracao. (do Lema@) Seque pelo Teorema que M ~ S; X --- xS, onde
cada S; € nao abeliano e simples. Agora observe que para todo x € S;, y € S; com
i # j e tendo que [x,y| = 1, pois S;NS; =1 eS; < M para todo i. Fizando
jeA{l,--- k}, temos por hipétese que G é um CN-grupo, pelo Lema seque que
Si < Cm(S;)) para todo i # j. Pelos Lemas e temos que S; € nilpotente,
mas pelo Tem“ema temos que 1 # Z(S;) < S;. Isso mostra que k = 1. ]

Lema 4.8. Seja M um subgrupo nao abeliano e simples de um CN-grupo G. Entao

Cao(M) = 1.

Observamos nas hipdteses acima que G é isomorfo a um subgrupo de Aut(M) e

portanto |G| divide |Aut(M)|.

Demonstragio do Lema[4.8 Suponha por absurdo que existe 1 # x € Cg(M). Ob-

serve que podemos assumir que o(z) é um numero primo, digamos o(z) = p. Além

Wale em geral, isto é, se H < S,, entdao H < A,, ou [H : HN A,] = 2. Isso se prova com um

simples argumento de contagem.
2Ver Prop. VI.6.3, pagina 258, [I]
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disso, dado r € mM temos que p ~ r. Considerando o a classe de equivaléncia de ~
contendo p, temos pelo Teorema (1) que existe um o-subgrupo de Hall nilpotente
H de G. Mas o fato de M ser um o-subgrupo o Teorema [1.4]i) e (ii) nos garante
que M esta contido em algum conjugado de H que também é nilpotente. Isso é um

absurdo visto que M ¢é nao abeliano e simples. O]

4.2 ATI-grupos

Vamos formalizar nesta segao alguns resultados sobre a classe de grupos que

queremos classificar.

Definicao 4.9. Seja G um grupo e H < G. Dizemos que H é um TI-subgrupo de
G se HNH® =1 ou H para todo x € G.

Observamos que se H for um 7' I-subgrupo de G e H N H* # 1 para todo z € G
entao H < G. Nesse sentido, dizemos que um 7T I-subgrupo é uma generalizacao de
subgrupo normal.

Observamos que em um grupo de Frobenius um complemento de Frobenius é
sempre um 7'/-subgrupo.

E claro que todo subgrupo de um grupo abeliano é um TI-subgrupo e todo
subgrupo de ordem prima também. Exemplos nao triviais de TI-subgrupos sao
subgrupos de grupos Hamiltonianosﬂ e os subgrupos de S3 e Dg. Exemplos de

subgrupos que nao sao T'I-subgrupos sao os 2-subgrupos de Sylow de S;.

Definicao 4.10. Dizemos que um grupo G € um AT[—grupdﬂ se todo subgrupo abe-
liano de G € um T'I-subgrupo.

Observamos que todo subgrupo de um ATI-grupo é ainda um AT I-grupo.

Também é claro que todo grupo abeliano é um ATI-grupo. Exemplos nao trivi-

3Grupos Hamiltonianos sdo grupos cujo todos subgrupos sio normais.
40 termo ATI-grupo é uma abreviacdo da expressdo inglesa abelian trivial intersection group.
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ais de ATI-grupos sao: todos os grupos Hamiltonianos, S3 e o grupo dos quatérnios
de ordem 8.

Observamos que apesar dos 2-subgrupos de Sylow de &4 nao serem 7T'I-subgrupos,
todos os subgrupos abelianos de Sy sao T'I-subgrupos, ou seja, Sy ¢ um AT I-grupo.
Um fato interessante e que utilizaremos posteriormente é que o grupo dos quatérnios

generalizados que, para n > 3, é apresentado por

2n—1

(41) Qe = (a e = 1,btab = a B = a7,

é um AT I-grupo se, e somente se, n = 3. De fato, (b) é um subgrupo abeliano de

Qan e pela terceira relagao de (4.1) segue que
(bZ)a _ <a2”*2)a _ 52,

ou seja, (b) N (b)" # 1. Logo se Qon for um AT I-grupo entao (b) N (b)* = (b). Em
particular devemos ter a~'ba € (b). Agora da segunda relagao de (4.1)) segue que

bab~' = a~! o que implica ba? = a~'ba. Portanto

a~'ba = ba® € (b) < ba* = 1,b,b* ou b?,
mas isso s6 acontece se n = 3.
Lema 4.11. Seja G um ATI-grupo.

(i) Se A for um subgrupo abeliano de G que contém um subgrupo normal nao

trivial de G. Entao A < @.
(i) G € um CN-grupo.

Demonstragao. (i) Por hipdtese A é um subgrupo abeliano de um AT I-grupo, logo
ANA* =1 ou A para todo x € G. Também por hipdtese A possui um subgrupo
normal nao trivial, digamos, N < G. Agora pela definicao de normalidade segue

1# N < AN A” para todo x € G. Com isso, para cada x € G temos AN A* = A,
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ou seja, A = A®, para todo x € G . Isso mostra que A < G.

(41) Observamos que (g) < Cg(g) para todo g € G. Agora fixando g € G#, deno-
taremos por C := Cg(g) e C = C/ (g) para simplificar a notagdo. Escolhemos em
C um subgrupo ciclico nao trivial, que denotaremos por A. A pré-imagem de A,
digamos A, do homomorfismo canonico é um subgrupo abeliano de C. Na verdade
é mais ainda, A <G pelo item (a). Agora pelo Teorema da Correspondéncia A <C.
O fato de A ter sido escolhido de forma arbitraria nos garante que todo subgrupo
ciclico de C' é normal em C. O Lema nos garante que C é nilpotente. Agora,
note que g € Z(C) e portanto o resultado segue usando Lema [1.39] ]

Observacao 4.12. Visto que Sy ¢ um ATI-grupo, usando o lema anterior con-

cluimos que Sy € um CN-grupo.

Vamos finalizar este capitulo enunciando o Teorema principal, o qual sera de-

monstrado no préximo capitulo.

Teorema 4.13 (Teorema Principal). Seja G um ATI-grupo finito. Entdo G satisfaz
uma das sequintes condicoes:
(1) G € nilpotente;

(17) G é um grupo de Frobenius solivel. Além disso, se G = HK onde K ¢é o nicleo

de Frobenius e H um complemento de Frobenius, entao:

(a) Todo H-fator principal de K € ciclico e para todo p € n(K), H € ciclico cuja

ordem divide p — 1 ou ;

(b) K ~ Z, x Z, para algum primo p, e H age irredutivelmente sobre K. Além
disso, H serd ciclico ou o produto direto de um grupo ciclico de ordem impar

por Qg;
(iii) G ~ Sy;

(iv) G € isomorfo a um dos grupos simples: PSLy(4), PSLy(7) ou PSLs(9).
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Diante do item (i) do teorema acima, se faz necessério fazer uma observagao.
Existe [7] uma classificagdo para a classe dos ATI-grupos cuja ordem é uma poténcia
de um nimero primo, entretanto, salientamos que a mesma nao sera tratada neste
texto. Com isso temos uma descricao mais detalhada da estrutura dos ATI-grupos,
pois sabemos (Teorema que todo grupo nilpotente é o produto direto de seus
subgrupos de Sylow.



Capitulo 5

Prova do Teorema Principal

Veremos neste capitulo(ou mais especificamente, na primeira se¢ao) que os sub-
grupos abelianos podem fornecer muita informagao sobre o grupo. Também damos
um passo importante na demonstracao do Teorema Principal. Na segunda secao

finalizamos a demonstracao do Teorema Principal.

5.1 O caso abeliano

Nesta secao assumiremos que G' é um AT [-grupo que possui um subgrupo normal
minimall] abeliano V.

O Teorema nos garante que V é p-grupo abeliano elementar para algum
nimero primo p. Além disso, os p-subgrupos V, O,(G) sao nilpotentes com V <
O,(G), pois V < G. Segue da Proposicao que VN Z(0O,(G)) # 1 e portanto,
V' NZ(0,(G)) =V, pois o subgrupo V' é normal minimal abeliano em G. Isso nos
diz que V' < Z(0,(G)). Agora, sejam o a classe de equivaléncia de ~ contendo p e

K um o-subgrupo de Hall contendo o subgrupo V.

! Lembramos que que o subgrupo V ¢ dito normal minimal se o grupo G nao possui um subgrupo

normal nao trivial que esteja contido propriamente em V.
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Lema 5.1. Nas condicoes acima, vale uma das sequintes opgoes:
(1) V~Z,, ou
(17) V= 0,(G) =Cq(V) = Fit(G) ~Z, x Z, e 0 = {p}.

Demonstragao. Seja U um subgrupo de V' com indice p. Se |V| = p entdo U = 1
e portanto V' =~ Z,, neste caso vale (7). A partir de agora consideraremos U # 1 e
vamos mostrar que vale (74). Como V' é um subgrupo abeliano de um AT I-grupo
segue que U é um TI-subgrupo de GG. Pela minimalidade de V', segue que U nao
pode ser um subgrupo normal de G, e entao existe g € G tal que U NUY = 1.

Observamos que o fato de V' < G garante-nos que UY < V| logo, supondo
|U| = p" temos que

UU?| = [U||U?|/|U N U?| = p™.

Por um lado, UUY < V o que implica p** < p"*! = |V|, mas por outro, sabemos
que p?* > p" ! para todo nimero inteiro positivo n, logo p?* = p"*1. Como a tinica
solugao da equagao anterior é n = 1, segue que |V| = p? e entdo V ~ Z, X Z,, pois
V' é p-grupo abeliano elementar.

A partir de agora, consideraremos V =~ Z, X Z, e mostraremos que ¢ = {p}.
Para isso suponha por absurdo que |o| > 2. Segue pelo Teorema [4.4(ii7) que o
o-subgrupo de Hall K é um T I-subgrupo de G, logo K N K9 = 1 ou K para todo
g € G,mas V 9 G eV < K garante-nos que 1 # V < K N K9 o que implica
KNK9= K para todo g € G, isto ¢, K < G.

Agora escolha v € V# e seja A = (0, (Z(K)),v). Como |o| > 2 segue pela
definicdo de ~ que existe um p-elemento z € K# que comuta com um g-elemento
y € K#. Sejay € Q € Syl,(K). Pelo Coroldrio e Lema m segue que
QNZ(K)#1. Logo1l#QNZ(K) < Z(K), o que implica O, (Z(K)) # 1. Além
disso, pelo Lema [2.4] temos que O, (Z(K)) < K.

Visto que v € V e V < K, o conjunto A é um subgrupo abeliano que contém

um subgrupo normal nao trivial em G, logo, pelo Lema {4.11{(7) segue que A < G.
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Entao

mas isso contradiz o fato de V' ser p-subgrupo normal minimal de G. Isso mostra
que o = {p}.

Como o = {p}, pela definicdo de ~ temos que Cg(g) é um p-subgrupo e con-
sequentemente Cg (V) também o é. Visto que V' é um p-subgrupo normal minimal

abeliano, segue que

V < CelV) < 0,(G) < Fit(G).

Vimos no inicio desta se¢ao que V' < Z(0O,(G)) o que implica O,(G) < Cg(V). Isso
mostra que Cq(V) = O,(G).

Agora, como V' < G e nilpotente, segue pela defini¢ao de Fiit(G) que V < Fit(G)
e assim pelo Teorema [1.33

VN Z(Fit(G)) # 1.

Mas note que como Z(F'it(G)) é um subgrupo caracteristico de Fit(G) e Fit(G)
é normal em G e entao pelo Teorema Z(Fit(G)) é normal em G. Com isso,
VNZ(Fit(G)) ¢ um subgrupo normal em G, é abeliano e estd em V. Desde que V' é
abeliano minimal entao VNZ(Fit(G)) = V, ouseja, V < Z(Fit(G)) e portanto todo
elemento de V' comuta com todo elemento de Fit(G) e assim Fit(G) < Cg(V) =
O,(G). Isso mostra que Ce(V) = O,(G) = Fit(G).

Resta mostrar que V' = O,(G). Para isso, vamos supor que isso ¢ falso.

Afirmagdo: Existe p-subgrupo abeliano B tal que V < B < O,(G) e B/V ~ Z,.

De fato, se O,(G) for abeliano o resultado segue pelo teorema de Sylow. Caso
contrario, Z(0,(G)) # O,(G). Com isso, como V < Z(0,(G)) segue que para cada
a € O,(G)\'V o p-subgrupo (V,a) contém V e é abeliano.

Com a afirmacao acima e o Lema M(z) segue que B < (G. Assim, por definicao
o conjunto C' := Cg(B/V) (definido na pagina 35) é normal em G. Visto que



5.1 O caso abeliano 58

o = {p}, segue pelo Lema que C' é um p-grupo e portanto C' < O,(G). Na
verdade, temos a igualdade pois O,(G) = Cg(V) < C.

Segue pela definicao de C' que G/C' é isomorfo a um subgrupo de Aut(B/V) ~
Z,—. Além disso, G/C' age por conjugacao no F,-médulo V' ~ Z, x Z,

p: G/C — GL(V)
gC  — Pg V — Vv

v — gug !

Visto que V' é um subgrupo normal maximal segue que ¢ é uma acgao irredutivel.
Com isso, segue pelo Coroldrio que V ~ Z,, o que é uma contradi¢ao. Isso

mostra que V = O,(G) e completa a demonstragao. O

Agora, vamos usar as duas possiveis estruturas do subgrupo V' normal minimal
abeliano de G e ver que elas nos levam a concluir, que valem alguns itens do teorema

principal.

Lema 5.2. Seja G um AT I-grupo que possui um subgrupo normal minimal abeliano

V. SeV ~Z, entio G satisfaz (i) ou (ii)(a) do Teoremalf.15

Demonstracao. Lembramos que V' < G é minimal abeliano, ¢ é uma classe de
equivaléncia de ~ sobre 7(G) e K é um o- subgrupo de Hall de G nilpotente contendo

V. Segue do Corolario que V < Z(K), o que implica

Agora, pela definigdo de o, para cada = € V' temos Cg(x) é o-subgrupo e portanto,
Cg(V) também é o-subgrupo. Mas isso garante que K = Cg(V), pois K é o-
subgrupo de Hall de G. Visto que V <G, é calculo rotineiro mostrar que Cg (V) =
K < G. Com isso, segue pelo Teorema[2.8 que K possui um complemento H em G.
Agora se H = 1 entao G satisfaz o Teorema [1.13{1).
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A partir de agora assumiremos que H # 1. Observamos que H é o’-subgrupo de
Hall de G, visto que K é o-subgrupo de Hall e G/K ~ H. Agora pela definigao de
~ temos que para cada h € H# Cg(h) é o’-subgrupo, o que implica que H age (por
conjugacao) regularmente sobre K. Pelo Teorema segue que G é um grupo de
Frobenius com ntcleo K e um complemento H.

Visto que V' J G e V < K, o fato de H agir regularmente sobre K garante
que H também age regularmente sobre V. Com isso temos que H ¢ isomorfo a um
subgrupo de Aut(V) ~ Aut(Z,) ~ Z,—1, ou seja, H ¢é ciclico e sua ordem divide
p—1.

Pelo Teorema (V) temos que K é nilpotente, logo, solivel. Com isso segue
pelo Teorema que G também é solivel.

Considere A/B um H-fator principal de O,(K), isto é,

1. A, B s@o subgrupos normais H-invariantes de O,(K), e
2. os unicos subgrupos normais H-invariantes de A/B sdo 1 ¢ A/B.

Sabemos que Z(A/B) # 1 e portanto, ;(Z(A/B)) é um subgrupo caracteristico
nao trivial de A/B. Logo, por (2) ,(Z(A/B)) = A/B e entdao A/B pode ser visto
como um F,H-médulo. Novamente por (2), A/B é um F,H-mddulo irredutivel e
entao tem dimensao 1, pelo Corolario |3.9

Se K = O,(K) temos que G satisfaz o item (ii)(a) do Teorema Senao,
podemos tomar ¢ € o \ {p}. Seja W um subgrupo normal minimal de G que esteja
contido em O, (K). Por O,(K) ser nilpotente e W < O,(K) temos W < Z(O,(K)).
Em particular, W é abeliano e entao pelo Teorema[4.7é g-abeliano elementar. Mais
ainda, segue pelo Lema que W ~ Z,. Agora, repetindo o argumento feito para
O,(K), temos que H ¢ ciclico cuja ordem divide ¢ — 1 e todo H-fator principal de
O,(K) é ciclico. Para finalizar a demonstracao vamos supor que w(K) = {p, ¢},

pois o caso geral é idéntico (exceto por uma notagdo muito carregada). Considere
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as seguintes H-séries principais para O,(K) e O,(K):

1:NO§N1§§Nr:Op(K)
1:MO§M1§§Ms:Oq(K>

Entao a série 1 = Log < Lig < -+ Lyg < Lo < Ljg < --- < L,y = (K) onde cada
Lij=NM,; (i=0,---,r,5=0,---,s) é uma H-série principal de K onde cada
H-fator principal é ciclico. Como esta série é também uma H-série de composi¢ao

de K, o resultado segue pelo Teorema [1.10} O

Antes de tratar o caso V =~ Z, x Z,, recordaremos o famoso Argumento de

Frattini e fazeremos uma observacao que sera usada no lema que o segue.

Lema 5.3 (Argumento de Frattini). Sejam H um subgrupo normal de um grupo G

e P e Syl,(H). Entao G = Ng(P)H.

Demonstragao. Seja g € G. Se P € Syl,(H), entao P9 € Syl,(H), ja que H < G.

Pelo Teorema de Sylow existe n € H tal que P9" = P. Desta forma, gn = m €

Ng(P) e, assim, g = mn~L.

G = Ng(P)H. m

Como g foi escolhido de forma arbitraria, vem que

Observagao 5.4. O produto semidireto (Zy X L) X Zs € isomorfo a Zy X ZLg (quando

a agao for trivial) ou a Ay (quando a agao ndo for trivial).
Demonstragao. Ver pagina 191, [1J. ]

Lema 5.5. Seja G um ATI-grupo que possui um subgrupo normal minimal abeliano

V. SeV ~7,x 7, entio, G satisfaz (ii)(b) ou (iii) do Teorema ({.13).

Demonstracao. A prova deste resultado se dard por indugao sobre a ordem de G.
Suponhamos que todo AT I-grupo L que possui um subgrupo normal minimal abe-
liano isomorfo a Z, x Z,, e tal que |L| < |G| satisfaca o item (i7)(b) ou (éiz) do

Teorema (413
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Pelo Lema [p.1] temos V = Cg(V) = O,(G) = Fit(G) e o = {p}. Com isso, para
cada p’-elemento g € G segue pela definicao de ~ que C(V) é um p'-subgrupo de

G. Tome g = minm(G). Vamos dividir a demonstracao em trés casos.

Caso 1: p > q=2.

Pelo Teorema de Cauchy, existe uma involugao ¢t € G. Como V < G esta
involugao por sua vez induz por conjugacao um automorfismo, digamos ¢y, sobre V.
Visto que 0 = {p} segue que Cg(t) = 1. Com relagdo ao automorfismo ¢, temos

pelo Lema [1.7| que ¢, inverte V e ¢, € Z(Aut(V)). Com isso o conjunto

G, o] = <971§0t(9)|g € G> = <g*1t*1gt]g = G>

¢ um subgrupo de Cg(V) = V.
Afirmagdo: V (t) < G.
Visto que t é uma involucao, para mostrar a afirmacao acima é suficiente provar

que g~ (vt)g € V (t) para todo g € G ewv € V. Paraisso, sejage Gev eV

g-lvtg = (97'vg) (g7 tgt)t €V (t).
S——
ev ev
Observamos que (t) < V (t) < G e (t) € Sylo(V (t)), logo segue pelo Lema

que

G = Na(()V = Ca()V.

onde a ultima igualdade segue do fato que t é uma involucao.

Agora, visto que Cg(t) é um p'-subgrupo, o = {p} e V < G temos que Cq(t) age
regularmente (por conjugacao) sobre V' e portanto pelo Teorema , G é um grupo
de Frobenius com nicleo V' e complemento Cg(t). Além disso, pelo Lema segue
que Cg(t) é nilpotente, em particular, é soluvel. Como V' é solivel e G/V ~ Cx(t)

segue pelo Teorema [1.23] que G é solivel.
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Novamente, como Cg(t) é nilpotente segue pele Teorema que ele é o produto
direto de seus subgrupos de Sylow, mas pelo Corolario todo subgrupo de Sylow
de Cq(t) é ciclico ou é o isomorfo a um quatérnio generalizado Qy». Com isso, se
todo subgrupo de Sylow de C¢(t) for ciclico entao Cg(t) ~ Z,, onde n = |G|. Caso
contréario, entao necessariamente apenas um deles serd isomorfo a Qs» para algum
n, e os demais serao ciclicos de ordem impar. Porém, conforme observado no inicio
da Secao 4.2, subgrupo de AT I-grupo é ainda um AT I-grupo e também Qsn é um
AT I-grupo se, e somente se, n = 3 portanto, segue que G satisfaz o item (¢7)(b) do

Teorema 14.13|

Caso 2: p>q > 2.

Escolha @ € Syl,(G). Como o = {p} e V < G temos que @ age regularmente
sobre V. Visto que ¢ > 2, o Corolario [3.21| nos garante que @ ¢é ciclico.

Afirmagio: Q < Z(Ng(Q)).
Mostrar que @ < Z(Ng(Q)) equivale a mostrar que Ng(Q) < Cu(Q), ou seja, é
mostrar que Ng(Q) = Ce(Q).

Pelo Teorema (1.2 temos que a ordem de Ng(Q)/Cq(Q) divide |Aut(Q)| e sendo
Q ciclico de ordem ¢™ temos pelo Lema que |[Aut(Q)| = ¢™ (¢ —1). Logo, se
houver algum primo r dividindo a ordem de Ng(Q)/Cs(Q) entdo este primo r divide
¢ (g —1) e portanto r < ¢ (ndo pode ser q porque Q € Syl,(G) e Q < Ce(Q)), o
que nao é possivel pois ¢ = mint(G). Isso prova que |Ng(Q)/Cq(Q)| = 1, ou seja,
Ne(Q) = Ca(Q).

Com isso, segue pelo Teorema que G = Q0O (G).

Agora observamos que Oy (G) é um ATI-grupo de ordem impar que contém
um subgrupo normal abeliano V. Por um lado, se V' nao for um subgrupo normal
minimal de O, (G) entdo segue pelo Lema[5.2) que O, (G) é nilpotente ou um grupo

de Frobenius. Por outro lado, se V' for normal minimal em O, (G) entao como
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0y (G)] £ 1G] e |Oy (G)] é impar

segue pela nossa hipétese de indugao que Oy (G) é um grupo de Frobenius. Em
ambos os casos, um p-subgrupo de Sylow P < Oy (G) é normal em G, pois segue
pelo Corolério e Lema que P 9 Oy (G), assim, para cada g € G temos
P9 < Oy(G), e como Oy(G) possui um tnico p-subgrupo de Sylow, segue que
P9 = P para todo g € G. Com isso, visto que V' = O,(G) segue V € Syl,(G).

Agora, seja 7 uma classe de equivaléncia de ~ que contém q. Segue pelo Lema
que se 7(G) = {p, ¢} entdo Oy (G) é um p-grupo nilpotente e portanto G = QP
onde () age regularmente sobre P, isto é, G é um grupo de Frobenius. Além disso,
pelo Teorema [1.23] segue que G é soluvel. Isso mostra que G satisfaz o item (i7)(b)
do Teorema [4.13]

Podemos supor entao que |7(G)| > 2 e escolher r € w(G) \ {p,q}. Seja R €
Syl,(Oy(G)). Pelo Lema [5.3| temos que

G = Ne(R)Oy (G).

Com isso, ¢ divide |Ng(R)| e portanto Ng(R) possui um elemento y de ordem g.

Visto que 0 = {p} e V< G temos que R age regularmente sobre V', e adicionando
a isso o fato ¢ = minm(G) > 2 segue pelo Coroldrio que R é ciclico, digamos
R = (z).

Afirmagao: Ng(R) contém um subgrupo L de ordem gr.

Claro que R < Ng(R) e entao Ng(R) contém um elemento de ordem r, digamos
™. Visto que R é um subgrupo ciclico e normal em Ng(R) segue que () < Ng(R).
Com isso, o conjunto L := (z™) (y) é um subgrupo de Ng(R) de ordem gr. Pela
defini¢ao de o = {p}, temos que L age regularmente sobre V', e portanto, segue pelo
Corolario que L ¢é ciclico e consequentemente ¢ ~ r. Como r foi escolhido de
forma arbitraria temos que a classe de equivaléncia 7 é exatamente 7(G) \ {p}.

O Teorema [4.4] garante que G possui um 7-subgrupo de Hall nilpotente M de
G. Adicionando a isso o fato V' € Syl,(G) segue que G = MV. Pela definicao de
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o = {p} o subgrupo M age regularmente sobre V' o que implica que G é um grupo
de Frobenius. Por fim, como todo grupo nilpotente é solivel e G/V ~ M segue pelo

Teorema que G é soluvel também.

Caso 3: p =gq.

Se G for nilpotente entdo Z(G) # 1 e como V' é um subgrupo normal minimal de
G temos que V < Z(G). Com isso, se V' = (a) x (b) entao (a) < G, contradizendo a
minimalidade de V. Logo G é um grupo nao nilpotente e portanto podemos escolher
um numero primo r € 7(G) \ {p}. Como p = ¢ = minw(G) é claro que r > p.

Seja N < G de ordem r. Visto que V' < G e 0 = {p} temos que N age
regularmente por conjugacao sobre V', logo r divide |[Aut(V)| = (p*> —p)(p* — 1) e
portanto p = 2 e r = 3. O fato de r ter sido escolhido de forma arbitraria garante
que 7(G) = {2, 3}.

Agora considerando H € Syl3(G) temos que H age regularmente sobre V' o que
implica que HV é um grupo de Frobenius com ntcleo V. Com isso segue pelo
Teorema [2.10(iv) que |H| = 3 e entao |G| = 2"3 para algum ndmero inteiro n.

Visto que V' = Cg(V') ~ Zy x Zs segue pelos Teoremas e[1.3 que 272 | 6,
cujas solugoes sdo n = 2 ou n = 3 o que implica |G| = 12 ou |G| = 24.

Se |G| = 12 entao o fato de G nao ser nilpotente implica que G também nao
pode ser abeliano. Também temos que G é isomorfo ao produto direto de Zgy X Zo
por Zs e entao segue pela Observagao que G ~ Ajy.

Se |G| = 24 temos que [G : VH] = 2 e entdo HV < G. Com isso, existe um

homomorfismo dado por conjugacao
©:G— Aut(HV).

Pelo pardgrafo anterior, temos que HV ~ A, e entdao G/Ker(p) é isomorfo a um

subgrupo de Aut(HV') ~ §;, onde o isomorfismo anterior segue pelo Teorema
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Agora, vamos mostrar que Ker(yp) = 1 e isso implicard G ~ S, finalizando a
demonstracao deste lema. Para isso, seja 1 # g € Ker(y) e denotando a imagem de
g pelo homomorfismo ¢ por ¢, temos que ¢4(x) = 29 = x para todo z € G. Mas com
isso, se o(g) for par entdo terfamos um 2-elemento comutando com um 3-elemento
de H, absurdo pois 0 = {2}. Se o(g) for impar chegamos a uma contradigdo de

forma andloga. Isso mostra que Ker(p) = 1. ]

Antes de terminar esta secao, vamos provar um lema que sera usado na situacao

geral do Teorema Principal.

Lema 5.6. Seja G um ATI-grupo que possui um subgrupo normal minimal abeliano
V. Suponha também que G possui um subgrupo M tal que V < M 1 G ep =
min ©(M), onde {p} = n(V )P} Entdo, ou M ¢é nilpotente, ou G ~ Ay, ou G ~ Sy,

Demonstra¢ao. Suponhamos que M é nao nilpotente e que G % S;. Vamos mostrar
que G ~ Ay. O Teorema [1.32|nos garante que GG nao pode ser nilpotente. Com isso,
segue pelos Lemas e que G é um grupo de Frobenius, digamos com nticleo K
e um complemento H. Agora, por hipotese M < G, logo pelo Teorema temos

que,
ou K < MouMC<<K.

Como M nao é nilpotente, a ultima opcao nao é possivel pelos Teoremas e
Observamos que M NH # 1, pois caso contrario terfamos |M H| = |M|.|H|/|M N
H| =|M]|.|H| > |G|, o que é um absurdo. Com isso podemos escolher um elemento
1# 2 € MNH de ordem prima r.
Pelo Teorema segue que V < K, pois por hipétese o subgrupo V' é normal
minimal abeliano. Com isso, podemos concluir que p < r, pois V < K < M e pelo

Teorema [2.10(iv) temos que mdc(| K|, |H|) = 1.

2Lembramos que o Lema nos garante que V ~ Z, ou Z, X Z,,.
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Visto que = € H, temos pelo Teorema [2.10((iii) que = age regularmente sobre K
e portanto, sobre V.

Agora, por um lado, se V ~ Z, entao pelo Lema terfamos que r | p — 1, o
que é um absurdo pois r € 7(M) e p = minw(M).

Por outro, se V' ~ Z, x Z, entao pelo Lema temos que r | p(p? — p)(p* — 1).
Visto que p < r segue que p =2 e r = 3. Como G satisfaz o Teorema M(n) e este

por sua vez se divide em dois itens, vamos dividir nosso argumento em dois casos.

e Se G satisfaz o item (a) entao como 2 € 7(K) terfamos que H divide 1, o que

¢ um absurdo pois H # 1.

e Se G satisfaz (b) entdo K =V =~ Zy x Zy. Pelo Teorema temos que |H|
divide |K| — 1 = 3, logo H ~ Zj. Com isso, segue pela Observagao que
G ~ (Zy X Zs) ¥ Z3 ~ A4, pois G nao pode ser abeliano.

5.2 O caso geral

Nesta segdo iremos demonstrar o Teorema Principal

Demonstracao. Seja M um subgrupo normal minimal em um AT I-grupo G. Se M
for abeliano entdo pelos Lemas [5.2] e 5.5, G satisfaz um dos itens (i), (ii)(a), (i)(b)
e (zi1) do Teorema Principal . Caso contrario, o Teorema nos garante que
M ¢é o produto direto de subgrupos nao abelianos e simples. Na verdade, pelo Lema
temos que M é simples e nao abeliano. Nestas condi¢oes, vamos mostrar que GG
satisfaz o item (iv) do Teorema Principal.

Com isso, considerando p = minm(M) e o Teorema temos que M possui um
p-subgrupo P # 1 tal que N/ (P) nao é nilpotente. De fato, suponha que para todo
p-subgrupo P de M temos que Ny (P) seja nilpotente. Pela Observagao segue
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que Ny (P) possui p-complemento normal para todo p-subgrupo de M. Mais isso é
um absurdo pelo Teorema [2.7], pois M é simples.

Agora escolhaﬁ V < Z(P) de tal forma que V seja minimal normal em Ng(P).
Note que a cadeia

V < Ny(P) < Ng(P)

estd nas hipéteses do Lema e portanto p = 2 e Ng(P) ~ A4 ou S, uma vez que

Ny (P) nao é nilpotente. Nestas condigoes, provaremos a seguinte afirmagao:

Afirmacao 1: P = Cg(P) ~ Zy X Zs.

Pelo Lema temos que G é um C'N-grupo e entao Cg(P) é nilpotente pelo Lema
1.2l Visto que Ng(P) nao é nilpotente podemos concluir que Ng(P) # Cq(P). A
prova da afirmacao acima sera dividida em dois casos:

1° caso: Se Ng(P) ~ Ay, entao |P| =2 ou 4. Caso |P| = 2 teremos que P ~ Z,
e assim pelo Lemdl.4] [Aut(P)| = 1. Pelo Lema [1.2] terfamos que Ng(P) = Cg(P),
o que é um absurdo.

Agora se |P| = 4 entdo P ~ Z4 ou Zy X Zs. Caso P ~ Z, terfamos novamente
pelo Lemdl.4) que |[Ng(P)/Ca(P)| = 2, o que é um absurdo pois com isso |Ay| =
INg(P)| # 12. Analisando o segundo caso, veremos que a afirmagao é de fato
verdadeira.

2° caso: Se Ng(P) ~ Sy, entdao |P| = 2,4 ou 8. Pelo mesmo argumento feito
acima segue que |P| # 2.

Caso P ~ Zj, tertamos que [Ng(P) : Ce(P)] = 2, e portanto Cu(P) ~ A4, 0
que é um absurdo pois A4 nao é nilpotente enquanto que Ci(P) o é.

Caso |P| = 8, é bem conhecido que os 2-subgrupos de Sylow de S, sao isomorfos
a Dy, isto é, P ~ Dg. Como P ¢é nilpotente segue que P < Ny (P) < Ng(P) e
portanto, Nys(P) = Ng(P) ~ Sy4. Isso é um absurdo pois P < Ng(P) e Dg nao é

3Note que isso é possivel pois Z(P) < Ng(P).
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normal em S;. Isso completa a prova da afirmacao.
Seja o a classe de equivaléncia de ~ sobre 7(G) contendo 2. Pelo Teoremal4.4{(ii)(b)

existe um o-subgrupo de Hall nilpotente S contendo P.

Afirmagao 2: S € Syly(G), ou seja, 0 = {2}.

Visto que S é um o-subgrupo de Hall nilpotente temos que 21 [G : S] e
S~8 X xS,

onde cada S; é um subgrupo de Sylow de S. Considerando S; o 2-subgrupo de Sylow
de S, para mostrar a afirmagao é suficiente mostrar que Sy X - -+ x Sy = Oo(5) = 1.
Para isso, primeiramente vamos mostrar Oy (S) < Ng(P).

Sejam g € Oy (S)ex € P. Logo g = g2---g, com g; € S; (i = 2,--- k) e
portanto,

g lrg=g," 95 22 g, =x,Vr EP

Isso mostra que Oy (S) < Ng(P). Agora vamos mostrar que Oy (S) = 1 por absurdo.
Por um lado, se Ng(P) ~ Ay entdo usamos o fato que Oy (S)P < Ng(P)
e |Oy(S)P| = 12 para garantir que Oy (S)P ~ A;. Mas Oy(S)P < S e S é

nilpotente, o que ¢ um absurdo pois A4 nao o é.
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Por outro lado, se Ng(P) ~ S, entdo [Ng(P) : Ox(S)P] = 2 e portanto
Oy (S)P ~ A4, e novamente temos o mesmo absurdo. Isso mostra que Oy (5) =1

e portanto, S € Syls(G).

Resumindo, estamos na seguinte situacao: G é um AT I-grupo e M é um sub-
grupo normal minimal de G que é simples e nao abeliano. Além disso, P é um
2-subgrupo de M tal que P = Cg(P) =~ Zy X Zs, ¢ S € Syly(G), com P < S e
Ng(P) ~ Ay ou Sy
Visto que Cg(P) = P < S temos que 1 # Z(S) < P e entao PN P?® # 1, para todo
s € S. Adicionando a isso, o fato que P é abeliano e G é um ATI-grupo, segue que
PN P? = P, para todo s € S, ou seja, S < Ng(P). Com isso, se Ng(P) ~ A, entao
S = P ~ 7y X Zy. No entanto, se Ng(P) ~ S, entdao S ~ Dg, pois todo 2-subgrupo
de Sylow de 84 é isomorfo a Dg. Em particular, SN M =~ Zy X Zy ou Dg. Vamos

tratar os dois casos.
e Caso SNM =S ~ Dg.

Neste caso temos que S < M e portanto S € Sylo(M). Seja t uma involugdo central
de S. Pela definigao de o segue que Cy(t) é um 2-subgrupo de M tal que S < C(1).
Isso nos garante que Cjy(t) = S. Com isso segue pela Proposigao [1.19(i) que
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Visto que M < G e que G é um CN-grupo segue pelos Lemas e que G é
isomorfo a um subgrupo de Aut(M). Mas vimos (Exemplo [1.13)) que

PGLQ(?) se M~ PSLQ(?)
PGL3(9) xZy se M ~ PSLs(9).

Aut(M) ~

Combinando com isso, o Exemplo temos:

G M] < |PGLy(7)|/|PSLy(7)] = 357 = 2 se M ~ PSLy(7)

40.9

Como S < M < G e S € Syly(G) temos que 2  [G : M] com M ~ PSLy(7) ou
M ~ PSL5(9), e portanto G = M em ambos os casos. Isso mostra que G satisfaz

Teorema [4.13](iv).
e Caso SNM ~ Zy X Zs.

Neste caso, como S € Syla(G) e M < G segue que SN M € Syla(M).

Além disso, o fato de o = {2} nos garante que Cg(t) é um 2-subgrupo de G para
todo 2-elemento t € G.

Visto que P = Cg(P) e P < M temos que Cy(P) = P. Além disso, P =
Cu(P) < Cyy(t) para todo t € P#.

Logo, visto que Cys(t) é um 2-subgrupo e P € Syly(M) temos que Cy(t) = P
para cada t € P#. Com isso e a Proposicao |1.19(ii) temos que M ~ PSLy(4) ~ As.

Desta forma, se G = M obviamente temos G ~ PSL,(4) e entdo G satisfaz
Teoremal[d.13(iv). Se M < G entdo novamente pelo Lemal[d.8 segue que G é isomorfo
a um subgrupo de Aut(M) ~ S5 e por questdes de ordem podemos concluir que
G ~ S5, mas isso é um absurdo tendo em vista (exemplo que S5 nao é um

CN-grupo. Isso conclui a prova do Teorema Principal {.13] O]



Comentarios finais

Aqui vamos fazer alguns comentdarios sobre os grupos que satisfazem os itens do
Teorema Principal.

Primeiramente observamos que PSLy(4), PSLy(7) e PSLy(9) sdo grupos simples
cujas ordens, tomados dois a dois, sao distintas. Portanto se um ATI-grupo G
satisfizer o item (iv) do Teorema Principal entdao G nao pode satisfazer os demais
itens, pois os grupos que os satisfazem nao sao simples.

Agora se G satisfizer o item (i) entdo Z(G) # 1, e assim G nao pode satisfazer
os demais itens, pois, o centro de cada grupo nestes itens é trivial.

Se G satisfizer o item (i7) entdo Z(G) = 1 e por isso, G nao satisfaz o item (7).
Como G é um grupo de Frobenius, G nao pode ser simples e entao nao satisfaz o
item (iv) também. Para mostrar que G nao satisfaz o item (iii), suponhamos por
absurdo que G ~ &,. Desta forma, seu niicleo deve ser isomorfo a A4 ou a K4, e

portanto, pelo Teorema [2.10[iv) terfamos
2 divide |A4| — 1 =11 ou 6 divide |[K4] — 1 =3

o que é um absurdo. Entao podemos concluir que G nao satisfaz o item (7).
Resta mostrar que se G satisfaz o item (i¢)(a) entao G nao pode satisfazer o item
(17)(b), e vice-versa. Para isso, primeiramente suponhamos que G satisfaca o item
(77)(a). Com isso, G nao pode satisfazer o item (ii)(b) pois um grupo que satisfaz
o item (b) tem (Z, x Z,)/{1} como seu tnico H-fator principal de K, que nao é

ciclico. Da mesma forma, se G satisfaz (i7)(b) entao G nao pode satisfazer (ii)(a).
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Isso mostra que os itens do Teorema Principal sao excludentes.

Agora, daremos alguns exemplos de AT I-grupos afim de mostrar que o conjunto
de AT I-grupos que satisfazem cada item é nao vazio.

Vimos que Qg é um AT I-grupo nilpotente. Portanto Qg satisfaz o item (7).

Também vimos que S3 é um grupo de Frobenius solivel. Portanto, S3 é um
grupo que satisfaz o item (i7), e por questoes de ordem, podemos concluir que ele
satisfaz o item (a).

Como todo subgrupo de um AT I-grupo é ainda um AT I-grupo e visto que Sy
é um AT I-grupo temos que A, também o é. Sabemos que A4 possui um tnico 2-
subgrupo de Sylow normal que é isomorfo a Zy X Zs, e portanto Ay ~ (Zy X Zs) X Zs.
Além disso, se a agdo de Zz nao for irredutivel entdo A terd um elemento de
ordem 6, mas sabemos que A4 nao possui elementos de ordem 6. Entao Zj age
irredutivelmente sobre Zs X Zs e portanto A, é um grupo de Frobenius e satisfaz o

item (77)(b).



Apeéendice

Este apendice é dedicado exclusivamente a construir um modulo conveniente a

partir de modulos dados. Usaremos esta construcao apenas na Secao 3.3.

Produto tensorial

Sejam A, B moédulos a direita e a esquerda, respectivamente, sobre um anel R.
Considere ainda, F' um grupo abeliano livre no conjunto A x B e K o subgrupo de

F' gerado por todos elementos da seguinte forma:

(a+d',b)— (a,b) — (d,b)
(a,b+b")—(a,b) — (a,b)
(ar,b) — (a,rd)
para todos a,a’ € A, b,b/ € Ber € R.

O grupo quociente F'/K é chamado de produto tensorial de A e B, e sera deno-
tado por A ®@g B. A classe lateral (a,b) + K do elemento (a,b) € F' serd denotada
por a ® b e a classe de (0,0) é denotada simplesmente por 0.

O grupo F' é gerado pelo conjunto A X B e entao o quociente F/K = A®g B é
gerado por todas as classes laterais da forma a ® b, com a € A e b € B. Como um
elemento de I’ é da forma ZT: n;i(a;, b;), comn; € Z, a; € A e b; € B, cada elemento

=1

de A ®p B é da forma
i=1
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Os geradores a ® b de A ® B satisfazem as seguintes relagoes:

(a1+a2)®b = a1®b+a2®b
a®(b1+62) = a®b1—|—a®b2
ar®b = a®rb.

De fato, (a; + as,b) — (a1,b) — (az,b) € K entao:
(a1 + az,b) + K| — [(a1,b) + K| — [(a2,b) + K] = (&1 + a2) ®b— a1 @ —aa @b =0
portanto, (a; + az) ® b = a3 ® b+ ay ® b. Isso mostra a primeira propriedade. As
outras seguem de forma analoga.

Observamos que (A ®g B, +) é um grupo abeliano e com o produto por escalar
definido por r(a ® b) = (ar) ®g b é um R-mddulo a esquerda.

Agora considere um F'G-mdédulo V' e m = |G|. Cada elemento = € G determina
uma transformacao linear 7, de V. Como |G| = m e T é um homomorfismo, a

ordem de T, divide m, entao T, satisfaz o polinomio
™ — 1.

Entao, para todo x € GG, os autovalores de T, sao raizes m-ésimas da unidade sobre
F. Estas raizes estao em uma extensao do corpo F, digamos F(§), onde £ é uma
raiz m-ésima primitiva da unidade (F'(§) pode ser o préprio F).

Se F' nao possuir uma raiz m-ésima primitiva ou nao for algebricamente fechado
nao podemos falar de autovalores de x em V', entao é necessario trocar V' por um
espago vetorial conveniente sobre uma extensao de corpo L de F.

Para descrever este processo, seja V' um espago vetorial sobre F', L uma extensao

qualquer de F', e formamos o produto tensorial
VL =V & F L

que é um espaco vetorial sobre L. O moédulo V}, serd chamado de médulo estendido

de V por L.
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Se (v) = {wli = 1,--- ,n} for uma base de V sobre F' e 1 = 1, entdo os
elementos

{vy@1li=1,--- ,n}

formam uma base de V, sobre L. Com isso, podemos identificar os elementos p =
zn: a;v; € V(a; € F) com sua imagem i a;(v; ® 1) em V.

- Isso, de certa forma, faz de V' umZ:“lsubconjunto”de Vi, e ainda cada elemento
de V;, tem uma unica representagao da forma i b;(v; ® 1),b; € L. Entdo, quando
passamos de V' para V7, estamos estendendo o C(;?Il)O de operacoes de F' para L. Note
que V nao é um subespago de V, (a menos que F' = L), pois V, é um espago vetorial
sobre L.

Se T for uma transformacao linear de V/F entao T,y pode ser vista como uma
matriz sobre L, bem como sobre [, visto a identificacao anterior, T{,) pode ser vista
como a matriz de uma transformagao linear 77, de Vi, com respeito a base (v) de
Vi. Com isso, segue que a aplicagdo T' +— T, é um isomorfismo entre GL(V, F) e
GL(V, L).

Observamos que os polinomios caracteristico e minimal de Ty sobre Vi sao

idénticos aos de T sobre V.

Agora, se ¢ for uma F-representacao de G em V', os elementos
(¢(x))z, V2 G

sao transformacoes lineares nao singulares de V. Logo a aplicacao ¢ de G em
GL(Vy, L) dada por ¢p(z) = (¢(x))r, para todo x € G é uma L-representacao
de G em V;. Da mesma forma, se V for um FG-modulo entao V;, também é um

FG-modulo.



Lista de simbolos

N G N é um subgrupo normal de G

/™ grupo aditivo dos inteiros médulo n

o’ grupo de Klein

F, corpo com ¢ elementos

S, grupo simétrico de grau n

A, grupo alternado de grau n

D, grupo diedral de ordem n

Qan grupo quatérnio generalizado de ordem 2"

Aut(G) grupo dos automorfismos de G

Inn(G)  grupo dos automorfismos internos de G
Sx grupo de permutacgoes do conjunto X
Z(G) centro do grupo G

Cq(x)  centralizador de z € G em G

Cq(H)  centralizador de H em G

N¢(H)  normalizador de H em G

Syl,(G) conjunto dos p-subgrupos de Sylow de G
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GL,(F)
SL,(F)
PGL,(F)
PSL,(F)

H € Hall(G)
0,(G), 04()
GL(V,F),GL(V)
dimp(V)
char(F)

H char G

0 (G)
V&L

grupo linear geral de grau n

grupo linear especial de grau n

grupo linear geral projetivo de grau n

grupo linear especial projetivo de grau N

H é um subgrupo de Hall de G

ver pagina

grupo das transformagoes lineares nao singulares
dimensao de V' sobre F

caracteristica do corpo F

H é caracteristico em G

ver pagina

ver apéndice



Referéncias Bibliograficas

1]

A. Garcia, Y. Lequain, Elementos de /flgebm, Projeto Euclides, quinta edicao,

2010.

D. Gorenstein, Finite Groups, Chelsea Publishing Company, second edition,

1980.
T. W. Hungerford, Algebra, Springer-Verlag New York, Inc., 1974.

T. W. Hungerford, Abstract Algebra: An introduction, Saunders College Pu-
blishing, 1990.

I. M. Isaacs, Character theory of finite groups, General Publishing Company,
1976.

S. R. Li, The structure of NC-groups, Journal of Algebra, (2001), 611-619.

S. R. Li, X. Y. Guo, Finite p-groups whose abelian subgroups have a trivial
intersection, Acta Math. Sinica, English Series, (2007), 731-734.

S. R. Li, X. Y. Guo, P. Flavell Finite groups whose abelian subgroups are T'I-
subgroups, Journal of Algebra, (2007), 565-569.

S. R. Li, Finite non-nilpotent groups all of whose second maximal subgrops are

T'I-subgroups, Royal Irish Academy, (2000), 65-71.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 79

[10] D. J. S. Robinson, A Course in the Theory of Groups, Springer-Verlag New
York, Inc., 1996.

[11] H. E. Rose , A Course on Finite Groups, Springer-Verlag London Limited,
2009.

[12] J. J. Rotman, An introduction to the theory of groups, Springer-Verlag New
York, Inc., 1995.

[13] W. R. Scott, Group theory, Prentice-Hall, 1964.
[14] G. Walls, Trivial intersection groups, Archiv der Mathematik, (1979), 1-4.

[15] H. A Zassenhaus, A group-theoretic proof of a theorem of Maclagan-
Wedderburn, Proc. Glasgow Math. Assoc., (1952), 53-63.



Indice Remissivo

F-representacao de G, espago de representacao,

H-fatores principais, fator da série

H-série de composigao, frtores

H-série principal,

R-médulo,
unitario,

R-submédulo, grupo

S -subgrupo, das matrizes invertiveis,

de Frobenius,
dos quatérnios,

principais, [4]

de composigao, [

m-subgrupo,

m-subgrupo de Hall,

p-complemento normal dos quatérnios generalizados,

de Burnside, Hamiltoniano,

de Frobenius, linear especial, [0]
p-subgrupo de Sylow, linear geral, [6]

p-automorfismo, regular de automorfismos ,

das transformagoes lineares nao sin-

acao transitiva, [3§]
> gulares,

1d 30 . . L
ancl de grupo, 30 linear especial projetivo, [6]

ATL-grupo, 1] linear geral projetivo, [0]
CN-grupo, [46] nilpotente,
complemento, simples,
complemento de Frobenius, solivel, ]

componentes de Wedderburn, grupo de automorfismos,



INDICE REMISSIVO

livre de pontos fixos,
médulo estendido, [74]

nicleo da representacao,

nicleo de Frobenius,

Philip Hall,
produto tensorial,

refinamento,
préprio,
representacao, 28|
fiel,
permutacional,
irredutivel,
linear,

quociente, 29]
redutivel,

trivial,
série

de J em G,

para G,

central,

central inferior,
central superior,
de composigao, [
equivalentes,
normal,

prépria,
principal,
solivel, [9]

subnormal,

sub-representagao,
subgrupo

de Fitting,

subgrupo caracteristico,

Teorema

de Frobenius,

de Wielandt,

Principal,

Clifford,

de Hall,

Jordan-Dickson, [7]
Jordan-Hélder, [
Jordan-Holder generalizado,
Schur-Zassenhaus,

Thompson,

termos da série,

TI-subgrupo,



	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Introdução
	Alguns resultados sobre grupos
	Automorfismos de grupos
	Séries de subgrupos
	Grupos simples
	Grupos solúveis
	Grupos nilpotentes

	Complementos normais e grupos de Frobenius
	Subgrupos de Hall
	Complementos
	Grupos de Frobenius

	Representações e ações de grupos
	Uma breve introdução
	Módulos
	Representações de grupos abelianos
	p'-automorfismos de p-grupos

	O Teorema principal
	CN-grupos
	ATI-grupos

	Prova do Teorema Principal
	O caso abeliano
	O caso geral

	Comentários finais
	Apêndice
	Lista de símbolos

