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Resumo

Um subgrupo H de um grupo G é chamado um TI-subgrupo de G se H∩Hx = 1

ou H para todo x ∈ G. Um grupo G é chamado de um ATI-grupo se todo subgrupo

abeliano A de G for um TI-subgrupo. Neste texto classificamos os ATI-grupos

finitos, baseando-nos na referência [8] da bibliografia.



Abstract

A subgroup H of a group G is called a TI-subgroup of G if H ∩ Hx = 1 or H

for all x ∈ G. A group G is called a ATI-group if every abelian subgroup of G is a

TI-subgroup. In this text we classify the finite ATI-groups, based on reference [8]

in the bibliography.
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Introdução

Os subgrupos abelianos de um grupo podem fornecer muitas informações sobre

a estrutura de um grupo. Por exemplo, no Teorema 7 de [15], Zassenhaus afirma

que um grupo G é abeliano se, e somente se, CG(A) = NG(A) para todo subgrupo

abeliano A de G. Outros exemplos neste sentido são os Lemas 5.2 e 5.5 deste texto.

Nestes, a existência de um subgrupo normal minimal abeliano de um certo grupo G

determina a estrutura deste grupo G. Em 2001, Li em [6] classificou os grupos G

satisfazendo CG(A) = A ou CG(A) = NG(A) para todos os subgrupos abelianos A

de G.

Relembramos que um subgrupo H de um grupo G é dito TI-subgrupo se H ∩

Hx = 1 ou H para todo x ∈ G. Note que se H ∩ Hx = H para todo x ∈ G

então H E G, e assim a definição de TI-subgrupo é uma generalização de subgrupo

normal. Desta forma, é razoável investigar os grupos em que alguns subgrupos são

TI-subgrupos. Em [14], Walls descreve todos os grupos cujos subgrupos são TI-

subgrupos. Li em [9] classificou os grupos não nilpotentes cujos segundos subgrupos

maximais são TI-subgrupos. Em 2007, Li e Guo em [7] classificaram todos os p-

grupos finitos cujos subgrupos abelianos são TI-subgrupos. Também em 2007, Guo,

Li e Flavell em [8] classificaram todos os grupos finitos cujos subgrupos abelianos

são TI-subgrupos. Motivados pelo parágrafo anterior, este último trabalho ([8]) é o

principal objetivo deste texto. A saber, vamos mostrar o seguinte teorema:
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(Teorema Principal.) Seja G um ATI-grupo finito. Então G satisfaz uma das

seguintes condições:

(i) G é nilpotente;

(ii) G é um grupo de Frobenius solúvel. Além disso, se G = HK onde K é o

núcleo de Frobenius e H um complemento de Frobenius, então:

(a) Todo H-fator principal de K é ćıclico e para todo p ∈ π(K), H é ćıclico

cuja ordem divide p− 1, ou;

(b) K ' Zp × Zp para algum primo p, e H age irredutivelmente sobre K.

Além disso, H será ćıclico ou o produto direto de um grupo ćıclico de

ordem ı́mpar por Q8;

(iii) G ' S4;

(iv) G é isomorfo a um dos grupos simples: PSL2(4), PSL2(7) ou PSL2(9).

Salientamos que ao longo deste texto (com exceção da Seção 3 do Caṕıtulo 1) todos

os grupos são finitos.

Durante o trabalho, o śımbolo 1 será usado indiscriminadamente para indicar

a unidade do grupo e/ou o grupo unitário {1}. Para x ∈ G denotaremos por

G# = {g ∈ G|g 6= 1} e Gx = xGx−1. Para x, y ∈ G denotaremos por xy o

conjugado de x por y, ou seja, xy = yxy−1 e por [x, y] o elemento xyx−1y−1. O

subgrupo derivado será denotado por G′, ou seja, G′ é o subgrupo gerado pelos

elementos da forma [x, y], com x, y percorrendo o grupo G. Dada uma função

f : A→ B, eventualmente podemos denotar a imagem de um elemento a ∈ A pela

função f por af . Reservamos a expressão ϕg para indicar a aplicação cuja imagem

de um elemento x é ϕg(x) = gxg−1.

Este texto está dividido em quatro caṕıtulos, sendo que o primeiro é dedicado

a rever conceitos sobre grupos e foi subdividido em 5 seções: Automorfismos de
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grupos, Séries de subgrupos, Grupos simples, Grupos solúveis e Grupos nilpotentes.

Na primeira seção, basicamente apresentamos resultados sobre automorfismos de

grupos ćıclicos e automorfismos dos grupos de simetria.

Na segunda seção, definimos algumas séries e apresentamos o Teorema de Jordan-

Hölder e um outro resultado que chamamos de Teorema de Jordan-Hölder generali-

zado.

Na terceira seção definimos o que é um grupo simples e apresentamos resulta-

dos importantes como Teorema de Jordan-Dickson que fornece uma vasta classe de

grupos simples que são particulares grupos lineares especiais projetivos, e outros

resultados que determinam suas ordens e de seus grupos de automorfismos. No final

desta seção mostramos um resultado (Proposição 1.19) de extrema importância para

demonstrar o Teorema Principal.

Nas seções 4 e 5 definimos e destacamos algumas propriedades sobre a classe

dos grupos solúveis e nilpotentes. Esta última por sua vez, desempenha um papel

fundamental neste texto, pois o grupos que vamos classificar possuem um ligação

com o conceito de nilpotência, e por isso, com exceção do Teorema de Thompson

1.41 que será usado pontualmente, está seção será utilizada frequentemente.

O segundo caṕıtulo basicamente apresenta resultados clássicos relacionados a

complementos como Teorema de Wielandt, Teoremas do p-complemento normal de

Burnside e de Frobenius e Teorema de Schur-Zassenhaus. Finalizamos esta seção

definindo o que é um grupo de Frobenius e destacando algumas de suas principais

propriedades.

No terceiro caṕıtulo, inicialmente fazemos um breve introdução à teoria de re-

presentações de grupos, relembramos alguns conceitos sobre módulos até chegar na

seção de representações de grupos abelianos, onde mostramos alguns resultados que

contribuem diretamente (Corolário 3.9) na demonstração do Teorema Principal ou

ajudam a desenvolver a próxima seção, denominada p′-automorfismos de p-grupos.
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Nesta seção, mostramos um resultado importante (Corolário 3.21) que ajudará di-

retamente na demonstração do Teorema Principal.

O quarto caṕıtulo é essencial. Na sua primeira seção definimos o que é um CN -

grupo, uma vez que os grupos que desejamos classificar fazem parte desta classe

de grupos. Ainda nesta seção, mostramos um resultado crucial (Teorema 4.4) para

prosseguirmos. Na segunda seção, definimos o nosso objeto de estudo, ou seja,

formalizamos a definição de ATI-grupo, damos alguns exemplos e então mostramos

que todo ATI-grupo é também um CN -grupo, e isso é o que usaremos fortemente.

Finalizamos o caṕıtulo enunciando o Teorema Principal.

O quinto caṕıtulo é dedicado exclusivamente a finalização da demonstração do

Teorema Principal (4.13). Fazemos isso em duas seções, a primeira supomos que um

ATI-grupo possui um subgrupo normal minimal abeliano e disso derivamos algumas

estruturas para o grupo G, e na segunda fazemos o caso geral.

Por fim, o texto termina com alguns comentários sobre o teorema principal.



Caṕıtulo 1

Alguns resultados sobre grupos

Neste caṕıtulo relembramos alguns conceitos e resultados, que percorrem desde

automorfismos de grupos, séries de subgrupos, grupos simples até grupos solúveis e

nilpotentes.

1.1 Automorfismos de grupos

Para um grupo G, o conjunto de todos os automorfismos de G com a operação

de composição forma um novo grupo chamado de grupo de automorfismos de G,

que denotaremos por Aut(G). Para cada g ∈ G, podemos definir um elemento em

Aut(G) por ϕg(x) = gxg−1 quando x ∈ G, dito automorfismo interno induzido pela

conjugação de g. O conjunto

Inn(G) := {ϕg | g ∈ G}

é um subgrupo normal de Aut(G).

Seja 1 6= A ≤ Aut(G). Dizemos que um subgrupo H ≤ G é A-invariante

se ϕ(h) ∈ H, para todo h ∈ H e todo ϕ ∈ A. Quando for A = Aut(G), um

subgrupo A-invariante H é chamado de subgrupo caracteŕıstico e que denotamos

por H char G.
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Lema 1.1. Sejam H,K subgrupos de um grupo G. Se H char K e K E G então

H E G.

Demonstração. Para g ∈ G, seja ϕg ∈ Inn(G). Como K E G temos que ϕg|K é um

automorfismo de K, logo ϕg(H) = g−1Hg ⊆ H.

SejaH um subgrupo de um grupoG. Observamos que sempre temosH E NG(H)

e CG(H) E NG(H). Consequentemente, se H E G então CG(H) E G.

Lema 1.2. Seja H um subgrupo de um grupo G. Então NG(H)/CG(H) é isomorfo

a um subgrupo de Aut(H).

Demonstração. A aplicação g 7→ ϕg de NG(H) em Aut(H) é um homomorfismo com

núcleo CG(H). O resultado segue pelo primeiro teorema do isomorfismo.

Lema 1.3. Seja p um número primo. Então Aut(Zp) ' Z∗p.

Demonstração. Sabemos que Aut(Zp) ' U(Zp) (elementos invert́ıveis de Zp). Mas

U(Zp) é o grupo multiplicativo do corpo finito Zp e portanto, é ćıclico e tem ordem

p− 1.

Lema 1.4. Seja G ' Zn, com n = p1
n1 · · · pknk onde os pis são primos distintos .

Então |Aut(G)| = φ(n) = (p1 − 1)p1
n1−1 · · · (pk − 1)pk

nk−1, onde φ é a função de

Euler.

Teorema 1.5. Se n 
 3 e n 6= 6 então Aut(Sn) ' Aut(An) ' Sn.

Demonstração. Ver Teorema 11.4.8, [13].

Definição 1.6. Sejam G um grupo qualquer, ϕ ∈ Aut(G) e A ≤ Aut(G). Dizemos

que ϕ é livre de pontos fixos se FixG(ϕ) := {g ∈ G|ϕ(g) = g} = 1, ou seja, se o

único elemento de G fixado por ϕ é 1. Também dizemos que o conjunto A é livre de

pontos fixos se FixG(A) := {g ∈ G|ϕ(g) = g,∀ ϕ ∈ A} = 1.
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Lema 1.7. Seja t ∈ G uma involução (isto é, t = t−1). Se G possui um sub-

grupo normal abeliano V tal que CV (t) = 1, então t induz um automorfismo (por

conjugação) ϕt que inverte1 V e ϕt ∈ Z(Aut(V )).

Demonstração. Para cada v ∈ V temos tvtv ∈ V pois V E G. Com isso, podemos

calcular ϕt(tvtv) = t(tvtv)t = vtvt = tvtv. A última igualdade segue do fato é

V é abeliano e normal em G. Agora por hipótese CV (t) = 1, isso implica que

tvtv = 1 e portanto tvt = v−1. Para mostrar a segunda parte do lema, considere

ϕ ∈ Aut(V ) e v ∈ V . Por um lado, temos ϕt ◦ϕ(v) = t(ϕ(v))t = ϕ(v)−1. Por outro,

ϕ ◦ ϕt(v) = ϕ(tvt) = ϕ(v−1) = ϕ(v)−1. Isso completa a demonstração.

1.2 Séries de subgrupos

Dados um grupo G e um subgrupo J ≤ G, definimos uma série de J em G por

uma cadeia finita de subgrupos {Hi}ni=0 de G como abaixo:

(1.1) J = H0 ⊆ H1 ⊆ · · · ⊆ Hn = G.

Caso J = 1, dizemos que (1.1) é uma série para G. Os subgrupos H
′
is nesta série

são chamados de termos da série.

Uma série é chamada própria se Hi � Hi+1 para todo i = 0, 1, · · · , n − 1. Se

Hi E Hi+1, o quociente Hi+1/Hi é dito um fator da série.

Uma segunda série,

J = K0 ⊆ K1 ⊆ · · · ⊆ Km = G

é dita um refinamento da série (1.1) se cada termo Hi em (1.1) também ocorre na

segunda série. O refinamento K0, · · · , Km dado acima é dito ser próprio se ele possui

no mı́nimo um novo termo, isto é, existe r ∈ {0, 1, · · · ,m} tal que Kr 6= Hi para

todo i ∈ {0, 1, · · · , n}.
1Significa que ϕt(v) = v−1, para todo v ∈ V.
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Definiremos agora quatro tipos especiais de séries.

Definição 1.8. Seja G um grupo.

(i) Uma série é chamada subnormal se cada termo Hi na série for um subgrupo

normal de seu sucessor; em (1.1) Hi−1 E Hi para cada i = 1, 2, · · · , n.

(ii) Uma série subnormal é chamada normal se cada termo na série é também

normal em G; em (1.1) Hi E G para i = 0, 1, · · · , n.

(iii) Uma série subnormal própria para G é dita uma série de composição para G

se esta não possui um refinamento subnormal próprio. O fatores de uma série

de composição são chamados de fatores de composição.

(iv) Uma série subnormal própria de G, 1 = H0 ⊆ · · · ⊆ Hn = G é chamada de

série principal se para cada i ∈ {1, 2, · · · , n}, tem-se Gi/Gi−1 é normal mini-

mal em G/Gi−1. Neste caso, os grupos Gi/Gi−1 são ditos fatores principais.

Para um grupo G, dizemos que duas séries subnormais

1 = H0 ≤ · · · ≤ Hn = G e 1 = J0 ≤ · · · ≤ Jm = G

são equivalentes se n = m, e o conjunto dos fatores da primeira série é o mesmo como

o conjunto dos fatores da segunda série, isso, ignorando a ordem mas considerando

a multiplicidade dos fatores em cada série.

Com isso, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 1.9 (Jordan-Hölder). Todas as séries de composição de um mesmo grupo

G são equivalentes.

Demonstração. Ver Teorema 2.8.11, [3]

Utilizaremos uma terminologia que é oriunda de uma generalização de grupos,

que são os grupos com operadores (ou ainda Ω-grupos), que pode ser encontrada

com mais detalhes por exemplo [13] e [10].
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Suponhamos que um grupo H age como um grupo de automorfismos sobre um

grupo G. Por uma H-série de composição entendemos ser uma série

1 = H0 ⊆ H1 ⊆ · · · ⊆ Hn = G,

em que cada termo Hi é um subgrupo H-invariante normal e maximal de Ai+1.

Por uma H-série principal entendemos ser uma série

1 = H0 ⊆ H1 ⊆ · · · ⊆ Hn = G,

onde cada Hi é um subgrupo normal H-invariante de G e os únicos subgrupos nor-

mais H-invariantes de Hi/Hi−1 são 1 e Hi/Hi−1. Os grupos H-invariantes Hi/Hi−1

são chamados de H-fatores principais.

Os termos “refinamento”e “equivalente”de uma H-série são definidos de maneira

análoga feita acima.

Agora temos condições de enunciar o seguinte resultado.

Teorema 1.10 (Jordan-Hölder generalizado). Todas as H-séries de composição de

um mesmo grupo G são equivalentes.

Demonstração. Ver Teorema 2.10.2, [13].

1.3 Grupos simples

Lembramos que um grupo G 6= 1 é dito um grupo simples se ele não possui um

subgrupo próprio normal não trivial.

Exemplos triviais de grupos simples são, por exemplo, todos grupos ćıclicos cuja

ordem é prima. Na verdade, estes são os únicos subgrupos simples na classe dos

grupos abelianos.

Vamos agora considerar uma classe de grupos simples muito importante. O con-

junto GLn(F ) formado pelas matrizes invert́ıveis n×n com entradas em um corpo F
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é um grupo com a operação de multiplicação, chamado de grupo linear geral de grau

n . O subconjunto SLn(F ) ⊆ GLn(F ) de todas as matrizes com determinante igual

a 1 é um subgrupo normal de GLn(F ), chamado de grupo linear especial de grau n .

Observamos que toda matriz diagonal não nula de GLn(F ) é invert́ıvel e também co-

muta com toda matriz de GLn(F ) logo Z(GLn(F )) 6= 1 e então podemos construir o

grupo PGLn(F ) := GLn(F )/Z(GLn(F )) que é chamado de grupo linear geral proje-

tivo de grau n . De forma análoga, temos o grupo PSLn(F ) := SLn(F )/Z(SLn(F ))

que é chamado de grupo linear especial projetivo de grau n .

Sabemos2 que para cada q = pm, com p primo, existe um único corpo com

exatamente q elementos. Denotaremos este corpo por Fq e quando F = Fq iremos

usar as notações GLn(q), SLn(q), etc, para designar os grupos definidos acima. Para

nossos propósitos, nos interessamos no caso n = 2 e temos o seguinte resultado.

Teorema 1.11. As ordens dos grupos GL2(q), SL2(q), PGL2(q) e PSL2(q) são (q2−

1)(q2 − q), (q2 − 1)q, (q2 − 1)q e ε(q2 − 1)q, respectivamente, onde ε = 1 se q for par

e ε = 1/2 caso contrário.

Demonstração. Ver Teorema 2.8.1, [2].

Lema 1.12. Seja q = pn com p um número primo. Então Aut(PSL2(q)) '

PGL2(q)o Zn.

Demonstração. Ver página 462, [2].

Exemplo 1.13. Segue pelo Lema acima que

Aut(PSL2(7)) ' PGL2(7)

Aut(PSL2(9)) ' PGL2(9)o Z2.

Exemplo 1.14. Combinando o Teorema 1.11 com o Exemplo 1.13 temos que:

|Aut(PSL2(7))| = |PGL2(7)| = 48× 7

|Aut(PSL2(9))| = |PGL2(9)o Z2| = 80× 9× 2.

2Ver Caṕıtulo 10.6, [4]



1.3 Grupos simples 7

De uma forma natural, podemos ver um p-grupo abeliano elementar G como

um espaço vetorial sobre o corpo Fp. Além disso, podemos mostrar3 que o grupo

de automorfismos de G é isomorfo ao grupo das transformações lineares do Fp-

espaço vetorial G. Desta forma, o teorema acima pode ser usado, por exemplo, para

determinar a ordem de Aut(Zp × Zp) que é:

|Aut(Zp × Zp)| = (p2 − p)(p2 − 1).

O teorema a seguir nos fornece a classe de grupos simples a qual nos referimos

anteriormente.

Teorema 1.15 (Jordan-Dickson). Se n ≥ 2 e q > 3 então PSLn(q) é um grupo

simples.

Demonstração. Ver Teorema 3.2.9, [10].

Diante deste resultado, podemos nos perguntar se os grupos PSL2(2) e PSL2(3)

são simples. Pelo Teorema 1.11 temos que |PSL2(2)| = 6. Como o grupo PSL2(2)

não é abeliano segue que PSL2(2) ' S3, que por sua vez não é simples. Um

argumento alternativo é o seguinte. Sabemos4 que o menor e único grupo simples

não abeliano tem ordem 60 e é isomorfo ao A5, com isso, podemos concluir que

PSL2(2) não é simples. Segue também deste argumento que PSL2(3) não é simples.

Com estes dois últimos teoremas, temos que PSL2(4) e PSL2(5) são simples

com |PSL2(4)| = |PSL2(5)| = 60, logo ambos são isomorfos ao A5.

Os próximos 3 teoremas serão utilizados na demonstração da Proposição que os

seguem, a qual será utilizada na demonstração do Teorema Principal (4.13).

Teorema 1.16. Seja G um grupo tal que G = G′. Suponhamos ainda que t ∈ G

seja uma involução tal que CG(t) ' D8. Então |G| = 168 ou 360.

3Ver Teorema 2.6.1, [2].
4Ver página 240, [1].
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Demonstração. Ver Teorema 7.10, página 105, [5].

Teorema 1.17. Seja G um grupo simples contendo um 2-subgrupo de Sylow iso-

morfo ao D8. Então ou G ' A7 ou G ' PSL2(q), com q ı́mpar e q 
 3.

Demonstração. Ver página 462, [2].

Teorema 1.18. Seja G um grupo simples. Suponhamos que G possui um 2-subgrupo

abeliano elementar S que seja auto-centralizante5 de ordem 4 e que CG(x) ≤ S para

alguma involução x ∈ S. Então G ' PSL2(5) ' A5.

Demonstração. Ver Teorema 15.2.5, [2].

Proposição 1.19. Sejam G um grupo simples e S ∈ Syl2(G).

(i) Se S ' D8 e CG(t) ' S, para alguma involução central t ∈ S, então G ' PSL2(7)

ou PSL2(9).

(ii) Se S ' Z2 × Z2 e CG(t) = S para todo t ∈ S#, então G ' PSL2(4) ' A5.

Demonstração. Primeiramente vamos mostrar o item (i). O fato de G ser um grupo

simples nos garante que G′ = G ou G′ = 1. Mas esta última não pode acontecer,

pois G não é abeliano já que S ' D8. Segue pelo Teorema 1.16 que |G| = 168 ou

360. Por um lado, se |G| = 168 segue pelo Teorema 1.17 que G ' PSL2(q), com q

ı́mpar e q > 3. Mas com isso temos a seguinte equação:

168 = |G| = |PSL2(q)| =
1

2
q(q + 1)(q − 1).

Como a única solução da equação acima é q = 7, segue que G ' PSL2(7). Por

outro, se |G| = 360, então pelo mesmo argumento acima segue que G ' PSL2(9).

O segundo item desta proposição segue imediatamente do Teorema 1.18, pois

CG(S) = CG(t) = S, para todo t ∈ S#.

5Queremos dizer que CG(S) = S.
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1.4 Grupos solúveis

Nesta seção estudaremos algumas propriedades sobre uma classe de grupos cha-

mada grupos solúveis.

Definição 1.20. Dizemos que um grupo G é solúvel se G possui uma série subnor-

mal cujos fatores são abelianos. Quando existe tal série ela é chamada uma série

solúvel de G.

Claro que todo grupo abeliano G é solúvel, pois possui a série solúvel 1 E G.

Exemplos não triviais de grupo solúveis são:

Exemplo 1.21. S3 e S4 são solúveis.

A série 1 E 〈(123)〉 E S3 é uma série solúvel para S3. Para S4 temos a seguinte

série solúvel {1} ⊆ K4 ⊆ A4 ⊆ S4, onde

K4 = {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} ' Z2 × Z2

é o grupo de Klein.

Mas a solubilidade na classe dos grupos Sn não ocorre em muitos grupos, con-

forme mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 1.22. Se n > 5 então Sn não é solúvel.

A série 1 E An E Sn é uma série de composição para Sn e um dos fatores não é

abeliano. Consequentemente, pelo Teorema 1.9 Sn não possui uma série subnormal

cujos fatores são abelianos.

Proposição 1.23. Seja G um grupo.

1. Se G for solúvel então seus subgrupos e quocientes também o são.

2. Se N E G tal que N e G/N são solúveis então G também o é.
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Demonstração. Seja J ≤ G e suponhamos que

(1.2) 1 = H0 E · · · E Hn = G

é uma série solúvel para G. Observamos que H0 ∩ J = 1, Hn ∩ J = J e Hi ∩ J E

Hi+1 ∩ J . Pela definição de (1.2) temos que Hi E Hi+1 e Hi+1 ∩ J ≤ Hi+1. Logo

Hi+1 ∩ J
Hi ∩ J

' Hi+1 ∩ J
Hi ∩ (Hi+1 ∩ J)

(pois Hi ≤ Hi+1)

' Hi(Hi+1 ∩ J)

Hi

(pelo segundo teorema do isomorfismo)

≤ Hi+1

Hi

(pelo teorema da correspondência)

Isso mostra que a série 1 = H0 ∩ J E · · · E Hn ∩ J = J é uma séria solúvel para J .

Suponha agora que G é solúvel e K E G. Seja 1 = H0 E · · · E Hn = G uma

série solúvel para G. A série de K para G abaixo

K = KH0 ≤ · · · ≤ KHn = G

é uma série subnormal. Portanto, com um argumento análogo ao feito acima temos

KHi+1

KHi

=
(KHi)Hi+1

KHi

' Hi+1

(KHi) ∩Hi+1

' Hi+1/Hi

((KHi) ∩Hi+1) /Hi

(terceiro teorema do isomorfismo)

Isso mostra que KHi+1/KHi é isomorfo a um quociente do grupo abeliano Hi+1/Hi.

Logo, como KH0 = K temos que

1 =
KH0

KH0

E
KH1

KH0

E · · · E KHn

KH0

=
G

K

é uma série solúvel para G/K.

Por fim, suponhamos K E G e ambos K e G/K solúveis. Com isso, sejam

1 = H0 E · · · E Hn = k, 1 = J0 E · · · E Jm = G/K séries solúveis para
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K,G/K, respectivamente. Além disso, considerando π : G → G/K o homomor-

fismo canônico, segue pelo Teorema da correspondência que

K = π−1(J0) ≤ · · · ≤ π−1(Jm) = G

é uma série subnormal de K para G, com fatores abelianos. Consequentemente,

como Hn = K = π−1(J0) a série

H0 ≤ · · · ≤ Hn−1 ≤ π−1(J0) ≤ · · · ≤ π−1(Jm)

é uma série solúvel para G, completando a demonstração.

1.5 Grupos nilpotentes

Agora, estudaremos uma classe de grupos que, de certa forma, está entre a classe

dos grupos abelianos e a classe dos grupos solúveis e mostraremos que é posśıvel obter

resultados fortes sobre a sua estrutura.

Definição 1.24. Um grupo G diz-se nilpotente se ele contém uma série normal

{1} = G0 ⊆ G1 ⊆ · · · ⊆ Gn = G tal que cada quociente Gi/Gi−1 está contido no

centro de G/Gi−1, 1 ≤ i ≤ n. Uma tal série de subgrupos de G diz-se uma série

central de G.

Observamos que a definição de nilpotência é extremamente mais restritiva em

relação a de solubilidade, logo todo grupo nilpotente é também solúvel.

Mas não é verdade que todo grupo solúvel é também nilpotente. Um exemplo é

o S3, pois Z(S3) = 1 e um grupo nilpotente não pode ter centro trivial (conforme

veremos na Proposição 1.33.) Na verdade, como o centro de Sn,An (n ≥ 3) é trivial,

com o argumento acima mostra-se que Sn e An não são nilpotentes.

Agora vamos dar duas caracterizações alternativas da nilpotência. Para isso,

definimos uma nova série de subgrupos, indutivamente:

γ1(G) = G, γ2(G) = [G,G], γi(G) = [γi−1(G), G].
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Precisaremos ainda de uma outra série, que definimos também indutivamente, nos

apoiando no conceito do centro de um grupo. Denotamos ζ0(G) = {1}, ζ1(G) =

Z(G) e definimos ζi(G) como sendo o único subgrupo de G tal que ζi(G)/ζi−1(G) =

Z
(

G
ζi−1(G)

)
. O subgrupo ζi(G) chama-se i-ésimo centro de G.

Exemplo 1.25. Sabemos que Z(D8) = D′8 tem ordem dois. Com isso, temos

γ3(D8) = [D′8,D8] = [Z(D8),D8] = {1} e ζ2(D8)/Z(D8) = Z(D8/Z(D8)) = D8/Z(D8)

e portanto ζ2(D8) = D8.

Definição 1.26. As sequências de subgrupos

{1} = ζ0(G) ⊂ ζ1(G) ⊂ · · · ⊂ ζn(G) ⊂ · · ·

G = γ1(G) ⊃ γ2(G) ⊃ · · · ⊃ γn(G) ⊃ · · ·

chamam-se a série central superior e a série central6 inferior de G, respectivamente.

Lema 1.27. Seja G um grupo. Se K / G e K < H < G, então [H,G] < K se, e

somente se, H/K < Z(G/K).

Demonstração. Sejam h ∈ H, g ∈ G. Então

hKgK = gKhK ⇔ [h, g]K = K ⇔ [h, g] ∈ K.

Lema 1.28. Seja {1} = A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ · · · uma série central de G. Então

Ai ⊂ ζi(G) para todo i.

Demonstração. A prova se dará por indução em i. Trivialmente, a hipótese de

indução é satisfeita para i = 1. Agora vamos mostrar que Ai+1 ⊂ ζi+1(G). Sejam

x ∈ Ai+1, g ∈ G. Segue-se que [x, g] ∈ Ai ⊂ ζi pela nossa hipótese de indução, mas

pela definição de ζi+1 temos que Ai+1 ⊂ ζi+1.

6O Lema (1.27) garante que esta cadeia é de fato uma série central.
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Lema 1.29. Seja {1} = A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An = G uma série central de um grupo

nilpotente G. Então γi(G) ⊂ An−i+1 para todo i.

Demonstração. Novamente, a prova se dará por indução em i. Trivialmente, a

hipótese de indução é satisfeita para i = 1. Agora vamos mostrar que γi+1 ⊂ An−i.

Como An−i+1

An−i
⊂ Z(G/An−i) segue pelo Lema (1.27) que [An−i+1, G] ⊂ An−i. Logo

γi+1(G) = [γi(G), G] = γi(G) ⊂ An−i+1 = [An−i+1, G] ⊂ An−i.

A primeira inclusão acima é fornecida pela nossa hipótese de indução.

Destes dois lemas, segue-se trivialmente o seguinte resultado.

Teorema 1.30. Seja G um grupo finito. São equivalentes:

(i) G é nilpotente.

(ii) Existe um inteiro positivo m tal que ζm(G) = G.

(iii) Existe um inteiro positivo n tal que γn(G) = {1}

Proposição 1.31. Todo p-grupo finito é nilpotente.

Demonstração. Se ζi(G) � G para todo i, então Z(G/ζi(G)) 6= {1} e portanto,

ζi(G) � ζi+1(G), o que é um absurdo pois G é finito.

O teorema acima será muito usado e eventualmente sequer iremos citá-lo.

Proposição 1.32. Seja G um grupo nilpotente. Então seus subgrupos e quocientes

também são nilpotentes.

Lembramos que para grupos solúveis, existe um resultado(Proposição 1.23) análogo

à proposição anterior e que vale a rećıproca. Ressaltamos que o mesmo não ocorre

aqui. Um exemplo trivial deste fato é o grupo S3.
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Demonstração da Proposição 1.32. Seja H ≤ G. Segue por indução que γi(H) ⊂

γi(G) para todo i, logo γc+1(G) = 1⇒ γc+1(H) = 1.

Considere agora que H E G. Se f : G → L um epimorfismo de grupos. Então

por indução temos que γi(L) ⊂ f(γi(G)) para todo i. Além disso, γc+1(G) = 1, logo

γc+1(H) = 1. Com isso, o resultado segue tomando f = π, onde π e a projeção

canônica de G em G/H.

Proposição 1.33. Seja G um grupo nilpotente. Então:

1. Se 1 6= H E G então H ∩ Z(G) 6= {1}.

2. Z(G) 6= 1.

Demonstração. Pelo Teorema (1.30) existe n ∈ N tal que G = ζn(G), logo existe

i ∈ N tal que H ∩ ζi(G) 6= {1} e H ∩ ζi−1(G) = {1}. Então [H ∩ ζi(G), G] ⊂

H ∩ ζi−1(G) = {1} ⇒ H ∩ ζi(G) ⊂ H ∩ Z(G). Isso mostra que H ∩ Z(G) 6= {1}.

O item (2) segue imediatamente do Teorema 1.30, pois se Z(G) = 1 então

ζi(G) = 1 para todo i, o que é uma contradição.

Corolário 1.34. Seja G um grupo nilpotente. Se H for subgrupo normal minimal

de G estão H ⊂ Z(G).

Demonstração. Pela Proposição 1.33 temos que H ∩ Z(G) 6= {1}. Além disso,

H ∩ Z(G) / G e H é minimal. Logo H ∩ Z(G) = H e portanto H ⊂ Z(G).

Proposição 1.35. Produto direto de dois grupos nilpotentes é nilpotente.

Demonstração. Por indução temos que γi(H×K) 6 γi(H)×γi(K) para todo i. Logo,

pelo Teorema 1.30 existe inteiro positivo m tal que γm(H×K) = γm(H)×γm(K) =

{1} × {1}.

Segue pela proposição acima que o produto finito de subgrupos normais e nil-

potentes é ainda normal e nilpotente. Com isso, como em um grupo finito G a
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quantidade destes subgrupos também é finito, podemos definir o que chamamos de

subgrupo de Fitting de G e denotamos por Fit(G) pelo produto de todos subgrupos

normais e nilpotentes de G. Observamos ainda que Fit(G) char G e é único.

Lema 1.36. Se H for um subgrupo próprio de um grupo nilpotente G, então H �

NG(H).

Demonstração. Seja n ∈ N o maior inteiro tal que ζn(G) 6 H. Escolha a ∈ ζn+1(G)

com a /∈ H. Como ζn+1(G)/ζn(G) = Z(G/ζn(G)) segue que para todo h ∈ H

ζn(G)ah = (ζn(G)a)(ζn(G)h) = (ζn(G)h)(ζn(G)a) = ζn(G)ha

portanto, ah = xha onde x ∈ ζn(G) � H e então aha−1 = xh ∈ H ⇒ a ∈

NG(H).

Teorema 1.37. Um grupo finito é nilpotente se, e somente se, ele for o produto

direto de seus subgrupos de Sylow.

Demonstração. (⇐) Imediato pelas Proposições 1.31 e 1.35. (⇒) Seja P um p-

subgrupo de Sylow de G para algum primo p. Se P = G nada temos a fazer.

Se P � NG(P ) então pelo Lema (1.36) P � NG(P ). Além disso, sabemos que

NG(NG(P )) = NG(P ) logo NG(P ) = G ⇒ N / G e consequentemente P é o único

p-subgrupo de Sylow. Suponhamos que |G| = pn1
1 · · · p

nk
k (pi são primos distintos e

ni > 0 para todo i) e sejam P1, · · · , Pk os pi-subgrupos (próprios e normais) de Sylow

de G correspondentes. Como |Pi| = pni
i ⇒ Pi ∩ Pj = {1} para i 6= j, logo xy = yx

para todo x ∈ Pi e y ∈ Pj. Temos também que P ∗ := P1 · · ·Pi−1Pi+1 · · ·Pk < G e

que a ordem de todo elemento de P ∗ divide p1 · · · pi−1pi+1 · · · pk. Consequentemente

Pi∩P ∗ = {1} e P1 · · ·Pk = P1×· · ·×Pk. Como |G| = pn1
1 · · · p

nk
k = |P1×· · ·×Pk| =

|P1 · · ·Pk| conclúımos que G = P1 · · ·Pk = P1 × · · · × Pk.

Corolário 1.38. Seja G um grupo nilpotente. Então:
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1. Todos subgrupos de Sylow de G são normais em G;

2. Se g, h ∈ G são tais que mdc(o(g), o(h)) = 1 então [g, h] = 1.

Demonstração. Segue imediatamente do teorema.

O resultado abaixo fornece sob certas condições uma rećıproca para a Proposição

1.32.

Teorema 1.39. Seja G um grupo.

(i) Se G/Z(G) for nilpotente então G é nilpotente;

(ii) Se H ≤ Z(G) e G/H for nilpotente então G será nilpotente.

Demonstração. Se G/Z(G) for nilpotente então pelo Teorema 1.30 existe um inteiro

positivo m tal que ζm(G/Z(G)) = G/Z(G). Agora por indução sobre i podemos

mostrar que ζi

(
G

ζj(G)

)
=

ζi+j(G)

ζj(G)
. Com isso,

G

Z(G)
= ζm

(
G

Z(G)

)
= ζm

(
G

ζ1(G)

)
=
ζm+1(G)

Z(G)

e portanto, ζm+1(G) = G. Pelo Teorema 1.30 segue que G é nilpotente, provando o

item (i).

Para mostrar o item (ii), vamos supor que G/H é nilpotente. Pelo terceiro

teorema do isomorfismo temos

G/H

Z(G)/H
' G

Z(G)

Como Z(G)/H também é nilpotente segue pelo Teorema 1.32 que G/Z(G) é nilpo-

tente e então pelo item anterior G também é nilpotente.

Vamos finalizar apresentando um simples resultado que garante a nilpotência de

um grupo e em seguida um célebre teorema que faz o mesmo.

Lema 1.40. Seja G um grupo tal que todos seus subgrupos ćıclicos são normais.

Então G é nilpotente.
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Demonstração. Note que pelo Teorema 1.37 é suficiente mostrar que G é o produto

direto de seus subgrupos de Sylow. Para isso, basta mostrar que todo subgrupo

de Sylow é normal em G, pois assim, cada p-subgrupo de Sylow será único e a

interseção de cada dois subgrupos destes é trivial. Desta forma, considere P sendo

um subgrupo de Sylow de G e tome g ∈ G e x ∈ P arbitrariamente. Por hipótese,

〈x〉 E G e pela definição de normalidade g−1 〈x〉 g ⊆ 〈x〉 ⊆ P . Como x e g são

quaisquer segue que g−1Pg ⊆ P , ou seja, P EG.

Teorema 1.41 (Thompson). Se G admite um automorfismo livre de pontos fixos

de ordem prima, então G é nilpotente.

Este resultado é fruto da tese de doutorado de Thompson e sua demonstração

pode ser encontrada em [2], página 337. Salientamos que iremos utilizá-lo apenas

para mostrar o último item do Teorema 2.10 mais à frente.



Caṕıtulo 2

Complementos normais e grupos

de Frobenius

Neste caṕıtulo apresentamos três resultados clássicos sobre complementos nor-

mais e algumas propriedades dos grupo de Frobenius.

2.1 Subgrupos de Hall

Seja G um grupo de ordem |G| = pαm, com p primo e mdc(p,m) = 1. Por um

p-subgrupo de Sylow de G entendemos ser um subgrupo de G cuja ordem é pα, ou

seja, é a maior potência de p que divide a ordem de G. Sabemos que p-subgrupos

de Sylow sempre existem, conforme o célebre Teorema de Sylow.

Ao longo deste texto, indicaremos o conjunto de primos que dividem a ordem de

um grupo G por π(G). Além disso, sempre consideraremos π ⊆ π(G) e π′ indicará

o complemento de π em π(G).

Definição 2.1. Dado π ⊆ π(G), dizemos que um subgrupo H ≤ G é um π-subgrupo

se π(H) ⊆ π.

Quando π = {p} as expressões π-subgrupo e p-subgrupo são sinônimos.
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Definição 2.2. Seja H ≤ G. Dizemos que H é um Sπ-subgrupo (ou π-subgrupo de

Hall) de G se as duas condições abaixo forem satisfeitas:

(i) H for um π-subgrupo;

(ii) Se p ∈ π então p - [G : H].

Quando o conjunto π não for importante, poderemos indicar apenas por H ∈

Hall(G) para dizer que H é um subgrupo de Hall de G (= π-subgrupo de Hall de G).

Observamos que o item (ii) acima é equivalente a dizer que mdc(|H|, [G : H]) = 1.

Observamos ainda que se π = {p} então um π-subgrupo de Hall de G é um

p-subgrupo de Sylow de G, por isso, dizemos que um subgrupo de Hall é uma

generalização de subgrupo de Sylow. Apesar disso, salientamos que para grupos, em

geral, não temos resultados do tipo Teorema de Sylow. Por exemplo, ao contrário

de subgrupo de Sylow, π-subgrupos de Hall nem sempre existem. O grupo A5 não

possui um {2, 5}-subgrupo de Hall H. De fato, suponhamos por absurdo que A5

possui um {2, 5}-subgrupo de Hall. Como |A5| = 60 temos que |H| = 20. Então

G possui exatamente três classes laterais à esquerda, digamos, C = {H, aH, bH}.

Como A5 age sobre o conjunto C, temos que esta ação induz um homomorfismo não

trivial de A5 para SC ' S3. Como A5 é simples, este homomorfismo é injetivo e

portanto sua imagem terá ordem no máximo igual a 6, o que é um absurdo.

Apesar de não termos um teorema que generaliza o Teorema de Sylow para um

grupo em geral, temos um resultado deste tipo para a classe dos grupos solúveis.

Tal resultado é conhecido como o Teorema de Hall (página 236, [11]) e foi provado

por Philip Hall em 1937.

Outro resultado importante nesse sentido é o teorema abaixo, que é conhecido

como Teorema de Wielandt.

Teorema 2.3 (Wielandt). Seja G um grupo qualquer. Se G possui um π-subgrupo

de Hall nilpotente então:
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(i) Quaisquer dois π-subgrupos de Hall de G são conjugados em G;

(ii) Todo π-subgrupo de G está contido em algum π-subgrupo de Hall de G.

2.2 Complementos

Sabemos que o produto de dois p-subgrupos normais de um grupo G é ainda um

p-subgrupo normal. Com isso, G possui um subgrupo, denotado por Op(G), que

é o produto de todos p-subgrupos normais de G, caso existam, e Op(G) = 1 caso

contrário. Por exemplo, O3(S3) = A3 e O2(S3) = 1. Claramente este subgrupo é

único e é o maior1 p-subgrupo normal de G. Por exemplo, se G for um p-grupo então

Op(G) = G. No outro extremo, se G for um grupo simples cuja ordem é diviśıvel

por mais de um número primo então Op(G) = 1.

De forma geral, se um grupo G possui um π-subgrupo normal então denotaremos

porOπ(G) o único π-subgrupo normal deG, dado pelo produto de todos π-subgrupos

normais de G. Se G não possui um tal subgrupo então definimos Oπ(G) = 1. Claro

que se π = π(G) então Oπ(G) = G.

Lema 2.4. Seja G um grupo. Então:

(i) Oπ(G) char G;

(ii) Se A E G então Oπ(A) E G.

Demonstração. (i) Pela própria definição temos Oπ(G) E G. Assim, se ϕ ∈ Aut(G)

então ϕ(Oπ(G)) é um π-subgrupo normal de G. Portanto, ϕ(Oπ(G)) ≤ Oπ(G).

(ii) Seja ϕ ∈ Aut(A). Como Oπ(A) E A segue que ϕ(Oπ(A)) E A. Além disso,

ϕ(Oπ(A)) é um π-subgrupo logo ϕ(Op(A)) ≤ Op(A). Isso mostra que Op(A)charA.

Com isso, o resultado segue pelo Lema 1.1.

1Não estamos dizendo que ele é maximal.
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Seja P ≤ G. Dizemos que um subgrupo H de G é um complemento de P em G

se G = PH e P ∩ H = 1. No caso em que P for um p-subgrupo de Sylow de G e

G = POp′(G), dizemos que G possui um p-complemento normal. Observamos que

Op′(G) é um complemento de P em G.

Observação 2.5. Observamos que todo grupo nilpotente G possui um p-complemento

normal para todo p ∈ π(G). De fato, pelo Teorema 1.37 G é o produto direto de seus

subgrupos de Sylow, digamos G = S1. · · · .Sk, onde S1 ∈ Sylp(G). Agora observemos

que Op′(G) = S2. · · · .Sk e G = S1.Op′(G).

O resultado a seguir é um teorema clássico que fornece uma condição suficiente

para que um grupo tenha um p-complemento.

Teorema 2.6 (p-complemento normal de Burnside). Seja P um p-subgrupo de Sylow

de G. Se P ≤ Z(NG(P )) então G possui um p-complemento normal.

Demonstração. Ver Teorema 7.4.3, [2].

Já o teorema abaixo fornece uma condição necessária e suficiente para que um

grupo tenha um p-complemento.

Teorema 2.7 (p-complemento normal de Frobenius). Um grupo G possui um p-

complemento normal se, e somente se, um dos seguintes itens for satisfeito.

(i) NG(H)/CG(H) for um p-grupo para todo p-subgrupo não trivial H de G.

(ii) NG(H) possui um p-complemento normal para todo p-subgrupo não trivial de G.

Demonstração. Ver Teorema 7.4.5, [2].

O próximo resultado garante que um subgrupo de Hall que é normal em G possui

um complemento. Faremos uso deste resultado e dos anteriores no último caṕıtulo.

Teorema 2.8 (Schur-Zassenhaus). Seja H E G tal que H ∈ Hall(G). Então H

tem um complemento em G.

Demonstração. Ver Teorema 6.2.1, [2].
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2.3 Grupos de Frobenius

Dentre as posśıveis maneiras de definir um grupo de Frobenius, muitos autores

optam por definir um grupo de Frobenius como sendo um grupo finito G que possui

um subgrupo próprio não trivial H satisfazendo a propriedade abaixo

H ∩Hx = 1 para todo x ∈ G \H.

Contudo, para os resultados que mostraremos é mais conveniente usar a seguinte

definição equivalente.

Definição 2.9. Dizemos que um grupo G é um grupo de Frobenius quando G possui

um subgrupo normal não trivial K tal que CG(x) ≤ K, sempre que x ∈ K#. Um tal

subgrupo K é chamado de núcleo de Frobenius de G, ou simplesmente núcleo de G.

Mais adiante mostraremos que o núcleo de Frobenius de um grupo de Frobenius

é único. Observamos ainda que nenhum grupo abeliano é um grupo de Frobenius.

O grupo S3 que pode ser apresentado por S3 = 〈a, b|a3 = b2 = 1, bab = a2〉 é um

grupo de Frobenius. Para ver isso basta tomar K = 〈a〉.

O resultado a seguir descreve algumas propriedades de grupos de Frobenius.

Teorema 2.10. Seja G um grupo de Frobenius com núcleo K. Então:

(i) K ∈ Hall(G) e K possui um complemento H ∈ Hall(G). Neste caso, H é dito

um complemento de Frobenius;

(ii) para cada complemento H, H ∩Hx = 1, para todo x ∈ G \H.

(iii) todo elemento de H# induz um automorfismo por conjugação sobre K livre de

pontos fixos;

(iv) |H| divide |K| − 1;

(v) K é nilpotente.
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Demonstração. Se K 6∈ Hall(G) então existem p ∈ π(G), P ∈ Sylp(M) e Q ∈

Sylp(G) tais que 1 � P � Q. Como Z(Q) 6= 1, podemos escolher um elemento

x ∈ Q de ordem p.

Se x ∈ P então Q ≤ CG(x) e portanto CG(x) * K. Mas isso é uma contradição,

pois x ∈ P ≤ M e G é um grupo de Frobenius. Agora se x 6= P então para

cada y ∈ P# temos que x ∈ CG(y) \ K. Mas isso significa que CG(y) * K, o

que é novamente uma contradição. Isso mostra que K ∈ Hall(G). Com isso, o

Teorema 2.8 garante que K possui um complemento H em G, ou seja, G = HK,

com M ∩H = 1. Além disso, o fato de K ∈ Hall(G) e H ser um complemento de

K assegura que H ∈ Hall(G). Isso mostra o item (i)

Tome x ∈ G \H e suponha por absurdo que H ∩Hx 6= 1. Visto que G = HK

segue que x = hk, com h ∈ H e k ∈ K. Com isso, temos que Hx = Hhk = Hk,

mas 1 6= H ∩Hx = H ∩Hk. Então existe y ∈ H# tal que k−1ym ∈ H. Portanto,

y−1k−1yk ∈ H ∩K = 1 e y ∈ CG(k) ≤ K, o que é uma contradição. Isso mostra o

item (ii).

O item (iii) segue imediatamente dos fatos K E G e G é um grupo de Frobenius.

Para mostrar o item (iv), definimos para cada k ∈ K# o conjunto Γk = {kh|h ∈

H}. Temos pelo item anterior que kh 6= k para todo h ∈ H# e todo k ∈ K#, e

portanto, Γk possui exatamente |H| elementos distintos. Além disso, se k, k′ ∈ K

com k 6= k′ então

Γk = Γk′ ou Γk ∩ Γk′ = ∅.

Consequentemente, |K#| é múltiplo de H, ou melhor, |H| divide |K| − 1.

Por fim, o item (v) segue imediatamente do Teorema 1.41, pois pelo item (iii) o

subgrupo H induz um subgrupo 1 6= H̃ ≤ Aut(K) cujos automorfismos são todos

livres de pontos fixos, dáı o Teorema de Cauchy garante que H̃ possui um elemento

de ordem prima.
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É claro que se G = HK for um grupo de Frobenius com núcleo K e um comple-

mento H, então para cada 1 6= L ≤ H o grupo KL é ainda um grupo de Frobenius,

com núcleo K e um complemento L.

Definição 2.11. Dizemos que um grupo H age irredutivelmente sobre outro grupo

K se H age por conjugação sobre K e CK(h) = 1 para todo h ∈ H#.

O resultado a seguir fornece um condição necessária e suficiente para que um

grupo da forma G = HK seja um grupo de Frobenius, com núcleo K e um cople-

mento H.

Teorema 2.12. Um grupo G é um grupo de Frobenius com núcleo K e um comple-

mento H se, e somente se, H age por conjugação e irredutivelmente sobre K.

Demonstração. Como a ação de H sobre K é irredut́ıvel segue que H ∩ K = 1 e

K E G. Agora, suponhamos por absurdo que H∩Hx 6= 1 para algum 1 6= x ∈ G\H.

Como x = ab onde a ∈ H e b ∈ K# temos que

Hx = Hab = Hb

e consequentemente H ∩Hb 6= 1. Então existe y ∈ H# tal que byb−1 ∈ H. Logo, o

elemento byb−1y−1 ∈ H ∩K = 1, o que contradiz o fato da ação ser irredut́ıvel. A

rećıproca é exatamente o Teorema 2.10(iii).

Lema 2.13. Seja G um grupo de Frobenius com núcleo K. Então |π(G)| ≥ 2.

Demonstração. Suponhamos que |G| = pn. Segue pelo teorema acima que K possui

um complemento H tal que H ∩Hg = 1 para todo g ∈ G \H. Com G é um p-grupo

temos que 1 6= Z(G). Além disso, como K é um núcleo de Frobenius segue que

Z(G) ≤ K, o que implica que H ∩ Hx = H para todo x ∈ Z(G), contradizendo a

propriedade de H.
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Teorema 2.14. Sejam G um grupo e 1 6= H � G. Se para cada x ∈ G\H tivermos

que H ∩ Hx = 1, então G é um grupo de Frobenius com um núcleo definido por

K = {1} ∪
(
G \

⋃
x∈G

Hx

)
. Além disso, G = HK e K ∩H = 1.

Para mostrar este resultado vamos utilizar o teorema a seguir.

Teorema 2.15 (Frobenius). Sejam G um grupo, 1 6= H � G e K = {1} ∪(
G \

⋃
x∈G

Hx

)
. Se H ∩Hx = 1 para todo x ∈ G \H, então K E G.

A prova deste teorema faz o uso de alguns resultados da teoria de caracteres,

fugindo muito do escopo deste texto. O leitor interessado pode encontrar a prova

por exemplo em [2] e [13].

Prova do Teorema 2.14: Pela definição de K temos que K ∩H = 1. Também pela

definição de K, o Teorema 2.15 garante que K / G. Seja x ∈ K# e suponha que

CG(x) * K. Então existe 1 6= y ∈ CG(x) que está em algum conjugado de H,

digamos y ∈ Hz, com z ∈ G. Com isso, y = hz para algum h ∈ H e é tal que

z−1h−1zxz−1hz = x o que implica h−1zxz−1h = zxz−1. Visto que K E G segue que

zxz−1 = x1, com x1 ∈ K temos que h ∈ CG(x1). Mas isso implica que H ∩Hx1 6= 1,

o que é um absurdo pois x1 ∈ M \H. Isso mostra que G é um grupo de Frobenius

com núcleo K.

Por fim, para mostrar que G = HK vamos utilizar o seguinte fato2.

Fato : Se Hg1 6= Hg2 , então Hg1 ∩Hg2 = 1.

Por hipótese H ∩ Hg = 1, para todo g ∈ G \ H. Disso segue que NG(H) = H e

então [G : NH(H)] = [G : H]. Pela definição de K temos que

|K| = |G| − |
⋃
g∈G

(Hg − 1)|

= |G| − [G : NG(H)](|H| − 1)

= |G| − [G : H](|H| − 1)

= [G : H].

2A prova deste fato é um argumento padrão feito por contrapositiva.
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Visto que K ∩H = 1 temos que |HK| = |H|.|K| = [G : H].|H| = |G|. Isso conclui

a prova.

Teorema 2.16. Seja G um grupo de Frobenius com núcleo K. Se A E G, então ou

A ≤ K, ou K ≤ A.

Demonstração. Suponhamos que A � K, isto é, existe 1 6= x ∈ A \ K. Vamos

mostrar que K � A. Pelo Teorema 2.10, K possui um complemento H em G.

Agora, por hipótese G é um grupo de Frobenius e isso implica CG(x) ∩ K = 1 e

|CG(x)| divide |H|. Com isso segue que |K| = [G : H] divide [G : CG(x)] = |cl(x)|.

Visto que x ∈ A \ K e A E G temos que cl(x) ≤ A, e portanto, |K| divide |A|.

Mas pelo Teorema 2.10 K ∈ Hall(G) e K E G, e isso garante que se p ∈ π(K)

então todo p-subgrupo de Sylow de A está contido em K. De fato, sejam p ∈ π(K)

e P ∈ Sylp(A). Visto que K ∈ Hall(G) e |K| divide |A| segue que P ∈ Sylp(G).

Para cada Q ∈ Sylp(K), é claro que Q ∈ Sylp(G) logo P = Qg, para algum g ∈ G.

Mas como K E G, segue que P = Qg ≤ K. Isso mostra que K ≤ A.

Observamos que o centro de um grupo de Frobenius é sempre trivial. De fato,

seja G = HK um grupo de Frobenius com núcleo K e complemento H. Se Z(G) 6= 1

segue pelo teorema acima que: ou Z(G) ≤ K, ou K ≤ Z(G). Mas em ambos o casos,

existe um elemento não trivial x ∈ Z(G)∩K e este elemento é tal que H ∩Hx = H,

contradizendo a propriedade de H.

Teorema 2.17. Seja G um grupo de Frobenius com um núcleo de Frobenius M . Se

H for um complemento de Frobenius de M em G então H não contém um grupo de

Frobenius.

Demonstração. Ver Teorema 12.6.11, [13].

Como observamos anteriormente, mostraremos que um grupo de Frobenius pos-

sui um único núcleo de Frobenius, e por isso, a partir do resultado que se segue,

iremos dizer “o núcleo de Frobenius”ao invés de “um núcleo de Frobenius”.
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Corolário 2.18. Seja G um grupo de Frobenius. Então G possui um único núcleo

de Frobenius.

Demonstração. Sejam M,M1 ≤ G núcleos de Frobenius e H um complemento de

M em G. Pelo Teorema 2.16 temos que M1 ≤ M ou M ≤ M1. Suponhamos que

M � M1. Então M1 = MK, onde K = H ∩M1 E H. Se x ∈ K, pela definição

de M1 temos que CG(x) ≤ M1. Se existe g ∈ CG(x) \ H então H ∩ Hg = 1 o que

é um absurdo, pois xg = x ∈ H ∩ Hg. Logo, CG(x) ≤ H e então CG(x) ≤ K

para cada x ∈ K. Visto que K E H temos que H é um núcleo de Frobenius,

contradizendo o Teorema 2.17. Agora se M1 � M então pelo Teorema 2.10 M1

possui um complemento de Frobenius H1 em G. Com um argumento análogo ao

feito acima chegamos novamente a uma contradição.

Lema 2.19. Seja G um grupo de Frobenius. Se G possui um subgrupo normal

V ' Zp × Zp então G possui um único subgrupo de Sylow, que é o próprio V .

Demonstração. Seja P ∈ Sylp(G). Segue pelo Teorema 2.10 (i) que G = HK onde

K é o núcleo de Frobenius e H um complemento. Caso P ≤ K, o fato K E G

implica que para cada g ∈ G temos que P g ≤ K, mas pelo Teorema 2.10(v) e

Corolário 1.38, K possui um único p-subgrupo de Sylow, logo P g = P para todo

g ∈ G. Se P ≤ H então V E H, mas pelo Teorema 2.16 teŕıamos que ou V ≤ K

ou K ≤ V , o que é um absurdo, visto que H ∩ K = 1. Suponhamos agora que

P * H e P * K. Novamente, usamos o fato V E G e o Teorema 2.16 para concluir

K ≤ V ≤ 3P . Logo K ' Zp ou K = V. Por um lado, se K ' Zp então pelo Teorema

2.10(iv) temos |H| divide p− 1 o que implica p - |H|, mas desta forma |G| = p.|H|

o que é um absurdo pois |V | = p2. Por outro, se K = V então novamente pelo

Teorema 2.10(iv) segue que |H| divide |V | − 1 = 3 o que implica V = P.

3Um p-subgrupo normal de um grupo G entá contido na interseção de todos p-subgrupo de

Sylow de G, pois todos os Sylow’s são conjugados em G.



Caṕıtulo 3

Representações e ações de grupos

Alguns resultados da teoria de representações de grupos são utilizados nos próximos

caṕıtulos. Vamos relembrar alguns deles neste caṕıtulo.

3.1 Uma breve introdução

Seja V um espaço vetorial com dimensão n sobre um corpo F . Denotaremos por

GL(V, F ) ou simplesmente GL(V ) quando não houver risco de notação amb́ıgua, o

grupo de todas as transformações lineares não singulares sobre V e por GLn(F ) o

grupo de todas as matrizes invert́ıveis n × n com coeficientes em F. Fixando um

base (v) = {v1, v2, · · · , vn} de V sobre F , podemos associar a cada T ∈ GL(V, F ) a

matriz T(v) de T com respeito a base dada. Assim, a aplicação α(v) : T 7→ T(v) é um

isomorfismo de GL(V, F ) sobre GLn(F ).

Definição 3.1. Sejam G um grupo, V um espaço vetorial de dimensão n sobre o

corpo F . Um homomorfismo ϕ : G → GL(V, F ) é dito ser uma representação1 de

G com espaço de representação V .

1 Salientamos que esta definição pode ser dada em um espaço vetorial de qualquer dimensão,

contudo iremos nos deter aos espaços com dimensão finita.
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Muitas da vezes, quando o espaço de representação não é importante, podemos

nos referir a representação ϕ simplesmente como uma F -representação de G, ou

mesmo como uma representação de G sobre F.

O núcleo K do homomorfismo ϕ é chamado de núcleo da representação. Quando

ϕ for injetivo teremos que o grupo G é isomorfo a um subgrupo de GL(V, F ) e é

claro que K = 1, neste caso diremos que ϕ é uma representação fiel de G. No

outro extremo, ou melhor, quando K = G diremos que a representação é trivial.

Denotaremos a dimensão de V sobre F por dimF (V ) e este número é chamado

de grau da representação ϕ. Por fim, uma representação de grau 1 é chamada de

representação linear.

A representação ϕ acima induz naturalmente um monomorfismo ϕ : G/K →

GL(V ), definido por ϕ(gK) = ϕ(g) para todo g ∈ G, ou seja, toda representação

de um grupo G induz uma representação fiel de G módulo o núcleo de ϕ no mesmo

espaço de representação.

Se W for um subespaço ϕ(G)-invariante, então ϕ induz um homomorfismo de G

em GL(W,F ) que chamaremos de uma sub-representação de ϕ. Se ψ : V → V/W

for um homomorfismo, então a composta ϕ ◦ ψ será um homomorfismo de G sobre

GL(V/W,F ), que chamaremos de representação quociente de G sobre V/W induzida

por ϕ.

Um conceito muito importante é o conceito de representações irredut́ıveis e re-

dut́ıveis. Uma representação ϕ : G→ GL(V, F ) é dita irredut́ıvel se (0) e V são os

únicos subespaços ϕ(G)-invariantes. Caso contrário, dizemos que ϕ é redut́ıvel.

Agora, com as definições acima e com os Teoremas 2.10 e 2.14 podemos dar uma

condição necessária e suficiente para que um grupo da forma G = HK seja um

grupo de Frobenius.
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3.2 Módulos

Definição 3.2. Seja R um anel. Um R-módulo à esquerda é um grupo abeliano

(aditivo) M juntamente com uma função R ×M → M (a imagem de (r,m) será

denotada por rm) tal que para todos r, s ∈ R e m,n ∈ A temos:

(i) r(m+ n) = rm+ rn

(ii) (r + s)m = rm+ sm

(iii) r(sm) = (rs)m

Se R tem a unidade 1R e 1Rm = m, para todo m ∈M, então dizemos que M é um

R-módulo unitário.

Observamos que todo anel R pode ser visto como um R-módulo.

Com a notação acima, por um R-submódulo de M entendemos ser um subgrupo

N de M tal que RN ⊂ N , que denotaremos também por N ≤ M . Portanto, N

também é um R-módulo com a operação induzida de R sobre M.

Dizemos que dois R-módulos à esquerda M e N são isomorfos se existe um

isomorfismo de grupos ϕ : M → N tal que ϕ(rm) = rϕ(m) para todo r ∈ R e todo

m ∈M.

Dados R um anel e G um grupo, podemos definir um outro anel da seguinte

forma. Considere o conjunto RG, onde seus elementos são somas formais finitas da

forma
∑

σ∈G aσσ e são multiplicados usando a multiplicação de G, isto é,

(
∑
σ∈G

aσσ)(
∑
τ∈G

bττ) =
∑
µ∈G

cµµ

onde cµ =
∑
aσbτ com a soma feita sobre todos os pares (σ, τ) ∈ G × G tal que

στ = µ. É cálculo rotineiro mostrar que o conjunto RG é de fato um anel. Por

motivos óbvios este anel é chamado de anel de grupo.
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Observamos que segundo a multiplicação definida acima em RG, os elementos

de R(= R1G) comutam com os elementos de G = 1KG. Também é claro que o anel

RG é comutativo se, e somente se, ambos R e G o são.

De forma equivalente, veremos que F -representações de grupos finitos podem ser

traduzidas em linguagem de FG-módulos e vice-versa. Veremos também que todas

propriedades se mantêm diante tal tradução.

Proposição 3.3. Seja V um espaço vetorial com dimensão finita sobre um corpo

F . Então:

(i) Toda representação σ : G → GL(V ) equipa V com uma estrutura de um FG-

módulo à esquerda; denotado por V σ.

(ii) Todo FG-módulo à esquerda V determina uma representação σ : G→ GL(V ).

(iii) Existe uma bijeção entre representações de G e FG-módulos à esquerda.

Demonstração. Seja σ : G → GL(V ) uma F -representação de G. Denote por σg a

aplicação σ(g) : V → V e defina a ação FG× V → V por(∑
g∈G

agg

)
v =

∑
g∈G

agσg(v).

É cálculo rotineiro mostrar que V , equipado com esta multiplicação é um FG-módulo

à esquerda. Isso mostra o item (i).

Para mostrar o item (ii), considere V um FG-módulo à esquerda. Se g ∈ G,

então v 7→ gv define uma transformação linear Tg : V → V , mais ainda, Tg é não

singular com inversa Tg−1 . É fácil checar que a função σ : G → GL(V ) dada por

g 7→ Tg é uma F -representação de G.

Para mostrar o item (iii) basta verificar que as aplicações dadas nos dois itens

anteriores são inversas uma da outra.

Existem algumas propriedades que a correspondência dada acima preserva. Como
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por exemplo: uma F -representação de um grupo G é irredut́ıvel se, e somente se, o

FG-módulo correspondente for irredut́ıvel.

3.3 Representações de grupos abelianos

Uma vez que os grupos abelianos são importantes para nosso trabalho, vamos

destacar nesta seção resultados sobre suas representações.

Lema 3.4. Sejam G um grupo e F um corpo. Suponhamos ainda que V seja um

FG-módulo irredut́ıvel. Se z ∈ Z(G) tem uma autovalor λ ∈ F então z.v = λv para

todo v ∈ V . Em particular, se V for também fiel então ou z = 1 ou λ 6= 1.

Demonstração. Por hipótese o conjunto W = {v ∈ V |z.v = λv} é diferente de {0}.

Também não é dif́ıcil ver que W é o autoespaço de λ em V . Além disso, se g ∈ G e

w ∈ W , temos:

z(gw) = (zg)w = (gz)w = g(zw) = g(λw) = λ(gw),

isto é, gw ∈ W e então W é um subespaço FG-invariante. Mas V é irredut́ıvel o

que força V = W , e portanto zv = λv para todo v ∈ V. Se adicionalmente tivermos

que V é fiel então se z 6= 1 temos que z não induz a transformação linear identidade

em V , logo λ 6= 1.

Proposição 3.5. Sejam G um grupo de ordem n e F um corpo contendo uma raiz

n-ésima primitiva da unidade. Suponhamos ainda que V é um FG-módulo e uma

representação ϕ : G → GL(V ). Então para cada x ∈ G, temos que os autovalores

de ϕ(x) estão em F .

Demonstração. Existe λ ∈ F (é o fecho algébrico de F ) tal que ϕ(x).v = λv para

algum 0 6= v ∈ V . Como |G| = n, temos que

v = ϕ(xn)v = λnv
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e portanto, λn = 1. Como F contém uma raiz n-ésima primitiva da unidade e λ é

uma potência desta raiz, segue que λ ∈ F . Por fim, como λ é arbitrário, o resultado

segue.

Teorema 3.6. Seja G um grupo que possui uma representação irredut́ıvel e fiel.

Então Z(G) é ćıclico.

Demonstração. Suponhamos que G possui uma representação irredut́ıvel e fiel num

espaço de representação V sobre F. Vamos ver V como um FG-módulo e considerar

m = |G|. A prinćıpio, vamos supor que F contém uma m-ésima raiz primitiva da

unidade. Pela Proposição 3.5 os autovalores de todo elemento de G estão em F .

Em particular, cada z ∈ Z(G) possui um autovalor λ(z) ∈ F e consequentemente,

pelo Lema 3.4 z age sobre V como uma transformação escalar λ(z)IdV . Como

V é um FG-módulo fiel, novamente o Lema 3.4 implica que o homomorfismo de

Z(G)→ F×, dado por z 7→ λ(z) é injetivo. Então Z(G) é isomorfo a um subgrupo

de F , mas sabemos que um subgrupo finito do grupo multiplicativo de um corpo é

ćıclico. Neste caso mostramos então que Z(G) é ćıclico.

Agora suponhamos que F não possui um raiz m-ésima primitiva da unidade.

Seja F (ζ) := L uma extensão do corpo F , onde ζ é uma raiz m-ésima primitiva

da unidade e considere o FG-módulo estendido2 VL := L ⊗F L. Seja W ≤ VL um

FG-submódulo minimal e seja K o núcleo da representação de G sobre W , então

G = G/K age fielmente e irredutivelmente sobre W .

Como L contém uma raiz |G|-ésima primitiva da unidade, segue do caso anterior

que Z(G) é ćıclico. Mas a imagem de Z(G) em G está em Z(G) e

Z(G)/(Z(G) ∩K) ' Z(G)K/K ≤ Z(G).

Consequentemente Z(G)/(Z(G) ∩ K) é ćıclico. Então, para completarmos a de-

monstração é suficiente mostrar que Z(G) ∩K = 1.

2Para mais detalhes sobre este FG-módulo veja apêndice.
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Necessariamente, se z ∈ Z(G) ∩ K então z tem 1 como autovalor em W e

consequentemente em VL. Como o polinômio caracteŕıstico z em V é o mesmo em

VL, segue que 1 é um autovalor de z em V . Mas então z induz uma transformação

identidade em V pelo Lema 3.4. Visto que V é um FG-módulo fiel, podemos concluir

que z = 1, como queŕıamos mostrar.

Corolário 3.7. Seja ϕ uma representação irredut́ıvel de um grupo abeliano, cujo

núcleo é K. Então G/K é ćıclico. Em particular, um grupo abeliano não ćıclico

não possui uma representação irredut́ıvel e fiel.

Demonstração. Basta considerar a representação de G/K induzida por φ:

φ̃ : G/K −→ GL(V )

gK 7−→ φ̃(gK) : V −→ V

v 7−→ φg(v)

pois a representação φ̃ é irredut́ıvel e fiel, e pelo teorema acima segue que Z(G/K) =

G/K é ćıclico.

Teorema 3.8. Sejam G um grupo abeliano de ordem n, F um corpo que contém

uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Então toda representação irredut́ıvel de G

sobre F é linear.

Demonstração. Considere V um FG-módulo irredut́ıvel e ϕ : G → GL(V ) a re-

presentação correspondente com K = Kerϕ. Pelo corolário anterior temos que

G/K = 〈xK〉, para algum x ∈ G. Por hipótese, F contém uma raiz n-ésima primi-

tiva da unidade, logo pela Proposição 3.5 temos que ϕx tem um autovalor, digamos

λ, e assim

ϕx(u) = λu, para algum 0 6= u ∈ V.

Mas desta forma, para qualquer elemento y ∈ G, teremos ϕy(u) ∈ spanF{u}. De

fato, se y ∈ K é claro que ϕy(u) = u ∈ spanF{u}. Se u 6∈ K, então existe um inteiro
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m tal que yK = xmK e portanto, y = axm, para algum a ∈ K. Logo,

ϕy(u) = ϕaxm(u) = ϕa(λ
mu) = λmu ∈ spanF{u}

Logo o espaço gerado por u é G-invariante e tem dimensão 1. Mas ϕ é irredut́ıvel e

portanto V = spanF{u}. Isso conclui a demonstração.

Corolário 3.9. Seja p um número primo e H um grupo ćıclico cuja ordem divide

p− 1. Então todo FpH-módulo irredut́ıvel tem dimensão 1.

Demonstração. Seja |H| = n. Por hipótese n|p − 1, logo p − 1 = nk para algum

inteiro positivo k � p − 1. Agora, F∗p é um grupo multiplicativo de ordem p − 1 e

portanto todo elemento a ∈ F∗p satisfaz ap−1 = 1. Então (ak)n = ap−1 = 1, ou seja,

Fp contém uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Com isso, o resultado segue pelo

teorema acima.

Vamos finalizar esta seção estabelecendo algumas notações que serão usadas

adiante.

Sejam A e V subgrupos normais de um grupo G tais que V � A. Cada elemento

g ∈ G induz por conjugação um automorfismo sobre A/V , isto é, G age sobre A/V

como um grupo de automorfismo de G da seguinte forma:

ϕ : G −→ Aut(A/V )

g 7−→ ϕg : A/V −→ A/V

aV 7−→ (aV )g = agV

O núcleo da aplicação ϕ é o conjunto

Kerϕ = {g ∈ G|g(aV )g−1 = aV, ∀ a ∈ A}

= {g ∈ G|a−1ag ∈ V, ∀ a ∈ A}

e por conveniência, iremos denotá-lo por CG(A/V ).
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Agora se A for um grupo qualquer, Q ≤ Aut(A) e σ ∈ Q, definimos os seguintes

subgrupos de A:

[A,Q] = {a−1φ(a)|a ∈ A, φ ∈ Q}

FixA(σ) = {a ∈ A|σ(a) = a}

FixA(Q) = {a ∈ A|φ(a) = a, ∀ φ ∈ Q}.

Contudo, quando Q for isomorfo a um subgrupo Q̃ ≤ Inn(A) denotaremos os con-

juntos [A, Q̃] e FixA(Q̃) simplesmente por:

[A,Q] = {a−1ag|a ∈ A, g ∈ Q}

FixA(Q) = {a ∈ A|ag = a,∀g ∈ Q}.

3.4 p′-automorfismos de p-grupos

Sejam G um grupo, ϕ ∈ Aut(G) e A ≤ Aut(G). Dizemos que ϕ é um p′-

automorfismo de G se 〈ϕ〉 é um p′-grupo. Dizemos que A é um grupo regular de

automorfismos de G se cada elemento de A# deixa fixo apenas a identidade de G,

ou melhor,

para cada ϕ ∈ A e x ∈ G, se ϕ(x) = x implica que x = 1.

Teorema 3.10. Se A for um p′-grupo de automorfismo de um p-grupo P , então

P = FixP (A).[P,A]

Demonstração. Ver Teorema 5.3.5, [2].

Lema 3.11. Sejam A, V p-subgrupos normais de um grupo G tal que V � A.

Suponhamos que CG(g) é um p-grupo para todo p-elemento g ∈ G#. Então CG(A/V )

é um p-grupo.

Demonstração. Suponhamos por absurdo que CG(A/V ) não é um p-grupo. Então

podemos escolher um q-subgrupo 1 6= Q ≤ CG(A/V ). Visto que A E G, Q age por
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conjugação sobre A. Na verdade, como CG(g) é um p-grupo para todo p-elemento

temos que Q age fielmente sobre A, e portanto Q é isomorfo a um subgrupo de

Inn(A). Segue pelo Teorema 3.10 que

A = FixA(Q)[A,Q].

Novamente, como CG(g) é um p-grupo para cada p-elemento de G temos FixA(Q) =

1 e portanto A = [A,Q]. Visto que Q ≤ CG(A/V ) temos A = [A,Q] ≤ V , contradi-

zendo o fato V � A.

Teorema 3.12. Seja P um p-grupo abeliano elementar e seja Q um q-subgrupo

abeliano não ćıclico de Aut(P ) onde q 6= p. Então

P =
∏
σ∈Q#

FixP (σ).

Em particular, P =
〈
FixP (σ)|σ ∈ Q#

〉
.

Demonstração. O grupo P pode ser visto como um espaço vetorial sobre Fp, além

disso, como Q age sobre P , podemos ver P como um FpQ-módulo. Por hipótese,

car(Fp) = p não divide |Q| e então pelo conhecido Teorema de Maschke

P = P1 ⊕ · · · ⊕ Pn

onde para cada i = 1, · · · , n, Pi é um FpQ-submódulo irredut́ıvel de P.

Agora para cada i = 1, · · · , n considere Qi = Kerφi, onde φi é a representação

irredut́ıvel de Q sobre Pi. Sendo Q abeliano segue pelo Corolário 3.7 que Q/Qi é

ćıclico. Como Q não é ćıclico então Qi 6= 1 para cada i = 1, · · · , n. Escolhendo

elementos σi ∈ Q#
i para todo i = 1, · · · , n temos que Pi ⊆ FixP (σi). Com isso

temos

P = P = P1 ⊕ · · · ⊕ Pn
⊆ FixP (σ1)⊕ · · · ⊕ FixP (σn)

⊆
∑

σ∈Q#

FixP (σ)

Portanto, revertendo para a notação multiplicativa o resultado segue.
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Quando um grupo G age sobre um conjunto X, e para cada par x, y ∈ X existe

g ∈ G tal que y = g.x, dizemos que G é transitivo sobre X, ou ainda, que esta ação

é uma ação transitiva.

Se denotamos por SX o grupo de permutações do conjunto X, um homomorfismo

de grupos π : G → SX é dito ser uma representação permutacional de G sobre X.

Dizemos que π é transitiva se π(G) age transitivamente sobre SX .

Com estas definições podemos enunciar o seguinte resultado.

Teorema 3.13 (Clifford). Seja V um FG-módulo irredut́ıvel e H E G. Então V é

uma soma direta de FH-módulos Vi, com i = 1, · · · , r satisfazendo:

1. Vi = Xi1 ⊕ Xi2 ⊕ · · · ⊕ Xit, onde cada Xij é um FH-submódulo irredut́ıvel,

i = 1, · · · , r. Além disso, t é independente de i e dois submódulos Xij, Xi′j′

são FH-módulos isomorfos se, e somente se, i = i′.

2. Para cada FH-submódulo U ≤ V temos U = U1⊕ · · · ⊕Ur, onde Ui = U ∩Vi,

para i = 1, · · · , r. Em particular, cada FH-submódulo de irredut́ıvel de V está

contido em algum Vi.

3. Para cada x ∈ G, a aplicação π(x) : Vi 7→ xVi com i = 1, · · · , r é uma per-

mutação do conjunto S = {V1, · · · , Vr} e π : G→ S induz uma representação

permutacional transitiva de G sobre S.

Os FH-módulos Vi com i = 1, · · · , r são chamados de componentes de Wedder-

burn de V com respeito a H.

Teorema 3.14. Seja G = HA um grupo de Frobenius cujo núcleo H é um p-grupo

abeliano elementar para algum primo p e cujo complemento A é ćıclico. Suponhamos

que G age fielmente e irredutivelmente sobre V , onde V é um espaço vetorial sobre

um corpo F contendo uma raiz p-ésima primitiva da unidade. Então o número de

componentes de Wedderburn de V com respeito a H é exatamente |A|.
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Demonstração. Seja X = {V1, · · · , Vr} o conjunto completo de componentes de

Wedderburn de V com relação a H. Para mostrar este resultado vamos supor por

absurdo que r � |A|. Como cada Vi é H-invariante, segue pelo Teorema 3.13(3) que

A age transitivamente sobre SX .

Visto que r � |A|, o subgrupo A1 ≤ A definido como sendo os elementos de A

que fixam a componente V1 é não trivial. Como H E G, o conjunto G1 = HA1 é

um subgrupo de G que também é um grupo de Frobenius com núcleo H.

Agora, seja N1 o núcleo da representação φ : G1 → GL(V1) dada por φg(v) = gv,

onde φg denota a imagem de g por φ. Visto que A age transitivamente sobre SX
podemos escolher elementos xi, i = 1, · · · , r, de A tais que xiV1 = Vi. Com isso,

o subgrupo Nxi
1 = xiN1x

−1
i , i = 1, · · · , r, é o núcleo da representação φi : Gxi

1 →

GL(Vi) dada por φig(v) = gv.

Afirmação: A1 ∩N1 ⊆ Nxi
1 , para todo i = 1, · · · , r.

Se α ∈ A1 ∩ N1 então α = ha1, com h ∈ H e a1 ∈ A1 e ainda α é um elemento de

A que fixa a componente V1. Fixando i, usamos o fato que A age transitivamente

sobre SX , e portanto, existe a ∈ A tal que Vi = aV1. Logo, para cada v ∈ Vi existe

ṽ ∈ V1 tal que v = aṽ. Adicionando a isso o fato de A ser um grupo abeliano, temos:

αv = α(aṽ) = (αa)ṽ = (aα)ṽ = a(αṽ) = aṽ = v.

Como o argumento acima independe de i segue que A1 ∩ N1 ⊂ Nxi
1 , para todo

i = 1, · · · , r.

Mas se existe 1 6= α ∈ N1 ∩ A1 ⊆ Nxi
1 temos que αvi = vi para todo vi ∈ Vi

com i = 1, · · · , r, e então αv = v para cada v ∈ V , contradizendo o fato que a

representação de G em V é fiel. Isso mostra que N1 ∩ A1 = 1.

Afirmação: O mesmo é verdade para os conjugados de A1 em G1, isto é, Ag1 ∩

N1 = 1, para todo g1 ∈ G1.

Cada g1 ∈ G1 é da forma g1 = ha1, com h ∈ H e a1 ∈ A1. Logo

Ag11 ∩N1 = Aha11 ∩N1 = (ha1A1a
−1
1 h−1) ∩N1 = (hA1h

−1) ∩N1.
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Visto que G1 é um grupo de Frobenius segue que Ah1 = A1 ou 1, finalizando a prova

da afirmação.

Com isso, segue pelo Teorema 2.14 e Corolário 2.18 que N1 ⊆ H. Na verdade, a

inclusão é de fato estrita, pois, caso contrário

N1 = H ⇒ Nxi
1 = Hxi = H

contradizendo o fato da representação de G em V ser fiel.

Agora definindo G1 = G1

N1
= H A1 temos que G1 age fielmente sobre V1, que pelo

Teorema 3.13(1) é uma soma direta de FH-submódulos ismomorfos Xi, i = 1, · · · , t.

Como H é um p-grupo abeliano elementar segue pelo Teorema 3.7 que H é ćıclico

de ordem p, digamos H = 〈y〉, com y ∈ H. Além disso, como F é um corpo que que

contém um raiz p-ésima primitiva da unidade, o Teorema 3.8 implica que y age sobre

cada Xi, que tem dimensão 1 sobre F , como uma transformação linear. Visto que

os Vis são FH-módulos isomorfos, y age sobre V1 como uma transformação escalar

e então a imagem de y comuta com a ação de A1 em V1. Visto que a ação de G1

em V1 é fiel temos que H ⊆ Z(G1). Então A1 ≤ CG1
(H) e consequentemente para

cada h ∈ H# e a ∈ A#
1 temos h−1aha−1 ∈ N1. Mas também temos h−1aha−1 ∈ A1,

e então h−1aha−1 = 1. Mas isso, pelo Teorema 2.12 é uma contradição.

Teorema 3.15. Seja G = QP , onde Q é um q-subgrupo abeliano elementar e normal

de G, e |P | = p com p 6= q. Suponhamos ainda que CG(Q) = Q e que Q é um

subgrupo normal minimal de G. Se V for um FG-módulo fiel, onde F é um corpo

cuja caracteŕıstica é diferente de p e q então existe um elemento não nulo no conjunto

{v ∈ V |gv = v, ∀ g ∈ P}.

Demonstração. Note que se P = 〈x〉, então é suficiente mostrar que a imagem de x

em V tem 1 como autovalor em V. Pela construção feita no Apêndice, é suficiente

mostrar isto em VL = V ⊗F L, onde L é uma extensão do corpo F . Mas como o
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FG-módulo VL também será fiel segue que é suficiente supor que F contém um raiz

q-ésima primitiva da unidade.

Vamos provar isso por indução sobre dimFV . Suponhamos que φ : P → GL(V )

seja a representação de P em V . Se dimFV = 1 então V = F e GL(V ) = {idV }.

Logo 1 é autovalor de φ(x) em V .

Suponhamos que o resultado é válido para todo FG-módulo fiel cuja dimensão

seja menor que dimFV . Como char(F ) 6= {p, q} temos pelo Teorema de Maschke

que o FG-módulo V é completamente redut́ıvel. Como Q é representado fielmente

em V existe algum FG-submódulo U de V em que Q age não trivialmente.

Considere K o núcleo da representação de G em U . Como K ∩Q E G e Q é um

subgrupo normal minimal de G segue que K ∩ Q = 1. Em particular, isso implica

que K é um p-grupo.

Se K 6= 1 então K = P e K é um p-subgrupo de Sylow de G. Logo,

[Q,P ] ⊆ Q ∩ P = 1,

e então CG(Q) = G, contradizendo nossas hipóteses. Portanto K = 1 e U é um

FG-submódulo fiel. Se U � V então pela nossa hipótese de indução x tem 1 como

autovalor em U , o que mostra o teorema neste caso.

A partir de agora, podemos supor que G age irredutivelmente sobre V .

Agora, se CQ(x) 6= 1 então CQ(x) = Q ou CQ(x) � Q. Por um lado, se CQ(x) =

Q então temos CG(Q) = G o que contradiz nossas hipóteses. Por outro, se CQ(x) �

Q temos novamente uma contradição, pois CQ(x) é um subgrupo próprio de Q e é

normal em G, mas por hipótese, Q é um subgrupo normal minimal de G. Portanto,

CQ(x) = 1.

Consequentemente, P age regularmente sobre Q e então pelo Teorema 2.12 G é

um grupo de Frobenius com núcleo Q e um complemento P . Pelo Teorema 3.14 V

possui exatamente p = |P | componente de Wedderburn {Vi}pi=1 com respeito a Q.
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Para 0 6= v1 ∈ V1, segue pelo Teorema 3.13(iii) que o vetor abaixo

(3.1) v = v1 + xv1 + · · ·+ xp−1v1

é não nulo. Logo, se multiplicamos à esquerda de ambos os lados de (3.1) por x

temos que xv = v, pois xp = 1. Isso mostra que 1 é um autovalor de ϕ(x) em V ,

finalizando a demonstração.

Lema 3.16. Seja G um p-grupo de transformações lineares de um espaço vetorial

V sobre um corpo F com caracteŕıstica p. Então algum vetor não nulo v ∈ V é

fixado por todo elemento de G.

Demonstração. A prova deste lema se dará por indução sobre a ordem de G. É

claro que se |G| = 1 o lema é verdadeiro. Agora suponha que o lema vale para todo

p-grupo cuja ordem é estritamente menor que |G|. Com G é um p-grupo, existe um

subgrupo maximal M de G. Além disso, é claro que [G : M ] = p e então M E G.

Uma vez que |M | � |G|, temos pela nossa hipótese de indução que:

W = {v ∈ V |σ(v) = v,∀σ ∈M} 6= {0}.

Visto que M E G segue por definição que ψ−1σψ ∈ M para todo ψ ∈ G e todo

σ ∈M, o que implica

ψ−1σψ ∈M(v) = v, ∀ v ∈ W.

Mas isso é o mesmo que dizer σ(ψ(v)) = ψ(v) para todo v ∈ W , ou melhor, é dizer

que W é um subespaço não nulo G-invariante.

Visto que [G : M ] = p, escolhendo θ ∈ G \ M temos que θp ∈ M e assim

θp(v) = v, para cada v ∈ W . Mas isso significa que a ordem de θ sobre os elementos

de W 3 possui ordem 1 ou p. Deste modo, o polinômio minimal de θ sobre W divide

o polinômio xp − 1. Por hipótese carF = p, o que implica

xp − 1 = (x− 1)p

3Queremos dizer que estamos olhando para a aplicação linear θ|W .
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e assim 1 é o único autovalor de θ sobre W . Então, existe um autovetor w1 ∈ W tal

que θ(w1) = (w1). Isso finaliza a demonstração, pois w1 é fixado por 〈M, θ〉 = G.

Antes de enunciar o próximo resultado, faz-se necessário fazer a seguinte de-

finição.

Definição 3.17. Para um p-grupo G, definimos o seguinte subgrupo:

Ω1(G) := 〈x ∈ G|xp = 1〉 .

Um caso particular, mas importante, ocorre quando G é um grupo abeliano, pois

nesta condição Ω1(G) é um p-grupo abeliano elementar.

Teorema 3.18. Seja A um grupo regular de automorfismos de um p-grupo P. Então:

1. A é um p′-grupo;

2. A não possui subgrupos abelianos não ćıclicos;

3. Um subgrupo de A cuja ordem é qr, onde q e r são primos, é ćıclico.

Demonstração. Seja B ∈ Sylp(A). Então B age sobre o p-grupo abeliano elementar

Ω1(Z(P )). Como Ω1(Z(P )) pode ser visto como um Zp-espaço vetorial, segue pelo

Lema 3.16 que o conjunto

{v ∈ Ω1(Z(P ))|σ(v) = v, ∀ σ ∈ B} 6= 1.

Mas A é regular e assim B = 1. Isso mostra o item (1).

Para mostrar o item (2) suponhamos por absurdo que A possui um subgrupo

abeliano não ćıclico C. Então existe algum Q ∈ Sylq(C) para algum q que não é

ćıclico. Com V := Ω1(Z(P )), segue pelo Teorema 3.12 que

V =
〈
FixV (σ)|σ ∈ Q#

〉
.
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Mas V 6= 1 implica FixV (φ) 6= 1, para algum φ ∈ Q#. Mas isso contradiz novamente

a regularidade de A.

Por fim,para mostrar o item (3) considere D ≤ A com |D| = qr. Se q = r

então D é um q-grupo abeliano e então pelo item (2) D é ćıclico. Se q 6= r então

sem perda de generalidade podemos assumir q 
 r. Considere Q ∈ Sylq(D) e

R ∈ Sylr(D). Nestas condições temos D = QR e pelo Teorema de Sylow segue que

Q E D. Se Q � CD(Q) temos que CD(Q) = D e então pelo item (2), D é ćıclico.

Se Q = CD(Q) então pelo Teorema 3.15 com V = Ω1(Z(P )) temos uma contradição

com a regularidade de A, finalizando assim a demostração do teorema.

O próximo resultado será usado para demonstrar o teorema que o segue.

Teorema 3.19. Se P for um p-grupo que não contém subgrupos abelianos não

ćıclicos então P é ćıclico ou p = 2 e P ' Q2m , onde m ≥ 3.

Demonstração. Ver Teorema 5.4.10, [2].

Teorema 3.20. Seja A um grupo regular de automorfismos de um p-grupo. Então

para q 6= p os q-subgrupos de Sylow de A são:

1. ćıclicos, se q for ı́mpar;

2. ćıclicos ou quatérnios generalizados, se q = 2.

Demonstração. Seja Q um Sq-subgrupo de A. Segue pelo Teorema 3.18 que P não

possui subgrupos abelianos não ćıclicos. Então, pelo Teorema 3.19 Q é ćıclico ou

p = 2 e Q ' Q2m .

Corolário 3.21. Suponha que um grupo H age regularmente em um p-grupo P .

Então:

(i) Todo subgrupo de Sylow de H é isomorfo a um grupo ćıclico ou quatérnio gene-

ralizado.
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(ii) Se q, r forem números primos então todo subgrupo de H cuja ordem é qr é ćıclico.

Demonstração. Segue imediatamente dos Teoremas 3.18 e 3.20.



Caṕıtulo 4

O Teorema principal

Neste caṕıtulo, inicialmente definimos e apresentamos algumas propriedades de

uma importante classe de grupos chamados de CN -grupos. Posteriormente, defini-

mos um ATI-grupo e enunciamos o Teorema Principal.

4.1 CN-grupos

Os CN -grupos são importantes, pois os grupos que desejamos classificar fazem

parte (mostraremos isso mais adiante) desta classe de grupos, a qual definiremos

agora.

Definição 4.1. Dizemos que um grupo G é um CN-grupo se CG(x) for nilpotente

para todo x ∈ G#.

Exemplos triviais de CN -grupos são: grupos abelianos e grupos nilpotentes. O

grupo S3 que pode ser apresentado por S3 = 〈a, b|a3 = b2 = 1, bab = a−1〉 é um grupo

que não é nilpotente, mas é um CN -grupo.

Lema 4.2. Sejam G um CN-grupo e 1 6= H ≤ G. Então H também é um CN-grupo

e CG(H) é nilpotente.
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Demonstração. Seja 1 6= x ∈ H. Como CH(x) ≤ CG(x) e CG(x) é nilpotente segue

pelo Teorema 1.32 que CH(x) é nilpotente e portanto H é um CN -grupo. A segunda

parte do lema segue também pelo Teorema 1.32, pois CG(H) =
⋂

h∈H#

CG(h).

Lema 4.3. Sejam P ∈ Sylp(G) e Q ∈ Sylq(G), onde G é um CN-grupo e p, q são

números primos distintos. Se existe x ∈ P# que centraliza um elemento y ∈ Q#,

então P ≤ CG(Q).

Demonstração. Suponhamos que x ∈ P#, y ∈ Q# e [x, y] = 1. Então {y} ∪

{Z(P )} ⊆ CG(x). Agora, sejam P1 ∈ Sylp(CG(x)) e Q1 ∈ Sylq(CG(x)). Como

CG(x) é nilpotente segue pelo Corolário 1.38 que P1, Q1 E CG(x) e portanto P1 cen-

traliza Q1 e vice-versa. Visto que P1 e Q1 são os únicos p-subgrupos e q-subgrupos

de Sylow CG(x), respectivamente, segue que y ∈ Q1 e Z(P ) ⊆ P1, logo y centraliza

Z(P ). Escolha x1 ∈ Z(P )#. Temos que {y} ∪ {P} ⊆ CG(x1) que é nilpotente, logo

P centraliza y.

Agora temos que {P} ∪ {Z(Q)} ⊆ CG(y) o que implica P centraliza Z(Q).

Escolhendo y1 ∈ Z(Q)# temos que {P} ∪ {Q} ⊆ CG(y1), logo P centraliza Q.

Observamos que nas condições do lema acima, P ≤ CG(Q) ≤ CG(y), para todo

y ∈ Q#.

Em qualquer grupo G podemos definir uma relação∼ em π(G) da seguinte forma:

dizemos que p ∼ q se existe um p-elemento x 6= 1 em G que comuta com algum

q-elemento y 6= 1 também de G. Veremos que esta relação na classe dos CN -grupos

é na verdade uma relação de equivalência, e esta por sua vez desempenha um papel

fundamental nesse trabalho.

Teorema 4.4. Seja G um CN-grupo. Então:

(i) A relação ∼ é uma relação de equivalência em π(G).

(ii) Se σ for uma classe de equivalência de ∼ sobre π(G), então:
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(a) G possui um σ-subgrupo de Hall nilpotente. Cada dois tais subgrupos são

conjugados em G.

(b) Cada σ-subgrupo de G está contido em algum σ-subgrupo de Hall nilpotente.

Em particular, todo σ-subgrupo de G é nilpotente.

(c) Se |σ| ≥ 2 e H for um σ-subgrupo de Hall de G então H é um TI-subgrupo de

G.

Demonstração. (i) É claro que a relação é reflexiva e simétrica. Vamos mostrar que

é também transitiva. Sejam x 6= 1 um p-elemento que comuta com um q-elemento

y 6= 1 e z 6= 1 um q-elemento que comuta com um r-elemento w 6= 1. Considere que

x ∈ P ∈ Sylp(G), y ∈ Q1 ∈ Sylq(G), z ∈ Q2 ∈ Sylq(G) e w ∈ R ∈ Sylr(G).

Segue pelo Teorema de Sylow que Qg
2 = Q1, para algum g ∈ G.

Como [x, y] = 1 segue pelo Lema 4.3 que P ≤ CG(Q1), mas pelo Lema 4.2

CG(Q1) é nilpotente e portanto P E CG(Q1) visto que P ∈ Sylp(G). Com isso,

segue pelo Lema 1.33 que

P ∩ Z(CG(Q1)) 6= 1.

Então existe um p-elemento a ∈ P que comuta com todo elemento de CG(Q1).

De forma análoga, como [z, w] = 1 segue que R ≤ CG(Q2), o que implica Rg ≤

CG(Q2)
g = CG(Qg

2) = CG(Q1). Em particular, isso mostra que o p-elemento a

comuta com algum r-elemento de Rg.

(ii)(a) Como G é um CN -grupo, para mostrar a primeira parte é suficiente

mostrar que existe y0 ∈ G tal que CG(y0) é um Sσ-subgrupo de G, que é equivalente

a mostrar que: para todo conjunto de primos distintos Λn = {p1, · · · , pn} ⊆ σ, existe

pn-elemento 1 6= y0 ∈ Z(Qn) onde Qn ∈ Sylpn(G) tal que pi - [G : CG(y0)], para

i ∈ {1, · · · , n}.

Provaremos isto por indução na cardinalidade de Λn. Se n = 1 então o σ-

subgrupo de Hall é um p-subgrupo de Sylow e portanto é nilpotente. Afim de
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ilustração vamos fazer o caso n = 2. Pela definição de ∼ existe p1-elemento 1 6=

x ∈ Q1 ∈ Sylp1(G) que comuta com um p2-elemento 1 6= y ∈ Q2 ∈ Sylp2(G). Segue

pelo Lema 4.3 que Q1 ≤ CG(Q2) ≤ CG(yo) para algum y0 ∈ Z(Q2) e portanto

pi - [G : CG(y0)] para i = 1, 2.

Agora, suponhamos o resultado válido para todo subconjunto de σ com n ele-

mentos e considere Λn+1 = {p1, · · · , pn, pn+1} ⊆ σ um subconjunto qualquer de

primos distintos. Pela hipótese de indução existe um pn-elemento 1 6= y0 ∈ Z(Qn),

onde Qn ∈ Sylpn(G) tal que pi - [G : CG(y0)]. Agora, pela definição de ∼ existe

pn-elemento 1 6= z ∈ Qa ∈ Sylpn(G) para algum a ∈ G que comuta com um pn+1-

elemento 1 6= w ∈ R ∈ Sylp+1(G). Segue pelo Lema 4.3 que R ≤ CG(Qa
n) o que

implica Ra−1 ≤ CG(Qn) ≤ CG(y0). Isso mostra que G possui um Sσ-subgrupo

nilpotente. A segunda parte do item (ii)(a) segue do Teorema 2.3(i).

O item (ii)(b) também segue imediatamente do Teorema 2.3(ii).

Para provar (ii)(c), note que inicialmente pelo item (ii)(b) H é nilpotente. Supo-

nhamos que H∩Hy 6= 1 para algum y ∈ G. Como H é nilpotente segue pelo Teorema

1.37 que H é o produto direto de seus subgrupos de Sylow e portanto P∩P y 6= 1 para

algum P ∈ Sylp(H). Se 1 6= u ∈ P ∩ P y então CG(u) contém Op′(H) e Op′(H)y.

Visto que H ∈ Hall(G) e nilpotente segue Op′(H),Op′(H)y ∈ Hall(G). Adicio-

nando a isso o fato CG(u) ser nilpotente, podemos concluir que Op′(H) = Op′(H)y.

Logo y normaliza Op′(H) e então também normaliza K = CG(Op′(H)) que é nilpo-

tente e contém P .

Como P é p-subgrupo de Sylow de G, K é nilpotente, segue que P é carac-

teŕıstico em K e então y normaliza P . Portanto y normaliza H = P ×Op′(H), como

queŕıamos demonstrar.

Exemplo 4.5. O grupo S5 não é um CN-grupo.

De fato, se S5 fosse um CN-grupo, como [(12), (345)] = 1 e S5 não é nilpotente

segue pelo teorema acima que S5 possui um {2, 3}-subgrupo de Hall nilpotente H.
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Como |H| = 23.3 e |A5| = 22.3.5 temos1 necessariamente que |H ∩ A5| = 12. Mas

sabemos2 que todo subgrupo de A5 cuja ordem é igual a 12 é isomorfo a A4. Mas

isso é uma contradição, pois A4 não é nilpotente enquanto que H ∩ A5 o é.

Lema 4.6. Seja M um subgrupo normal minimal não abeliano de um CN-grupo G.

Então M é simples.

Para mostrar este resultado, vamos precisar do seguinte teorema.

Teorema 4.7. Seja H um subgrupo normal minimal de um grupo G. Então, ou

H é um p-grupo abeliano elementar para algum número primo p, ou H é o produto

direto de grupos não abelianos simples isomorfos.

Demonstração. Ver Teorema 2.1.5, [2].

Demonstração. (do Lema 4.6) Segue pelo Teorema 4.7 que M ' S1×· · ·×Sk, onde

cada Si é não abeliano e simples. Agora observe que para todo x ∈ Si, y ∈ Sj com

i 6= j e tendo que [x, y] = 1, pois Si ∩ Sj = 1 e Si E M para todo i. Fixando

j ∈ {1, · · · , k}, temos por hipótese que G é um CN-grupo, pelo Lema 4.3 segue que

Si ≤ CM(Sj) para todo i 6= j. Pelos Lemas 4.2 e 1.32 temos que Sj é nilpotente,

mas pelo Teorema 1.33 temos que 1 6= Z(Sj) � Sj. Isso mostra que k = 1.

Lema 4.8. Seja M um subgrupo não abeliano e simples de um CN-grupo G. Então

CG(M) = 1.

Observamos nas hipóteses acima que G é isomorfo a um subgrupo de Aut(M) e

portanto |G| divide |Aut(M)|.

Demonstração do Lema 4.8. Suponha por absurdo que existe 1 6= x ∈ CG(M). Ob-

serve que podemos assumir que o(x) é um número primo, digamos o(x) = p. Além

1Vale em geral, isto é, se H ≤ Sn então H ≤ An ou [H : H ∩ An] = 2. Isso se prova com um

simples argumento de contagem.
2Ver Prop. VI.6.3, página 258, [1]
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disso, dado r ∈ πM temos que p ∼ r. Considerando σ a classe de equivalência de ∼

contendo p, temos pelo Teorema 4.4(i) que existe um σ-subgrupo de Hall nilpotente

H de G. Mas o fato de M ser um σ-subgrupo o Teorema 4.4(i) e (ii) nos garante

que M está contido em algum conjugado de H que também é nilpotente. Isso é um

absurdo visto que M é não abeliano e simples.

4.2 ATI-grupos

Vamos formalizar nesta seção alguns resultados sobre a classe de grupos que

queremos classificar.

Definição 4.9. Seja G um grupo e H ≤ G. Dizemos que H é um TI-subgrupo de

G se H ∩Hx = 1 ou H para todo x ∈ G.

Observamos que se H for um TI-subgrupo de G e H ∩Hx 6= 1 para todo x ∈ G

então H EG. Nesse sentido, dizemos que um TI-subgrupo é uma generalização de

subgrupo normal.

Observamos que em um grupo de Frobenius um complemento de Frobenius é

sempre um TI-subgrupo.

É claro que todo subgrupo de um grupo abeliano é um TI-subgrupo e todo

subgrupo de ordem prima também. Exemplos não triviais de TI-subgrupos são

subgrupos de grupos Hamiltonianos3 e os subgrupos de S3 e D8. Exemplos de

subgrupos que não são TI-subgrupos são os 2-subgrupos de Sylow de S4.

Definição 4.10. Dizemos que um grupo G é um ATI-grupo4 se todo subgrupo abe-

liano de G é um TI-subgrupo.

Observamos que todo subgrupo de um ATI-grupo é ainda um ATI-grupo.

Também é claro que todo grupo abeliano é um ATI-grupo. Exemplos não trivi-

3Grupos Hamiltonianos são grupos cujo todos subgrupos são normais.
4O termo ATI-grupo é uma abreviação da expressão inglesa abelian trivial intersection group.
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ais de ATI-grupos são: todos os grupos Hamiltonianos, S3 e o grupo dos quatérnios

de ordem 8.

Observamos que apesar dos 2-subgrupos de Sylow de S4 não serem TI-subgrupos,

todos os subgrupos abelianos de S4 são TI-subgrupos, ou seja, S4 é um ATI-grupo.

Um fato interessante e que utilizaremos posteriormente é que o grupo dos quatérnios

generalizados que, para n ≥ 3, é apresentado por

(4.1) Q2n =
〈
a, b|a2n−1

= 1, b−1ab = a−1, b2 = a2
n−2
〉
,

é um ATI-grupo se, e somente se, n = 3. De fato, 〈b〉 é um subgrupo abeliano de

Q2n e pela terceira relação de (4.1) segue que

(b2)a = (a2
n−2

)a = b2,

ou seja, 〈b〉 ∩ 〈b〉a 6= 1. Logo se Q2n for um ATI-grupo então 〈b〉 ∩ 〈b〉a = 〈b〉. Em

particular devemos ter a−1ba ∈ 〈b〉. Agora da segunda relação de (4.1) segue que

bab−1 = a−1 o que implica ba2 = a−1ba. Portanto

a−1ba = ba2 ∈ 〈b〉 ⇔ ba2 = 1, b, b2 ou b3,

mas isso só acontece se n = 3.

Lema 4.11. Seja G um ATI-grupo.

(i) Se A for um subgrupo abeliano de G que contém um subgrupo normal não

trivial de G. Então AEG.

(ii) G é um CN-grupo.

Demonstração. (i) Por hipótese A é um subgrupo abeliano de um ATI-grupo, logo

A ∩ Ax = 1 ou A para todo x ∈ G. Também por hipótese A possui um subgrupo

normal não trivial, digamos, N E G. Agora pela definição de normalidade segue

1 6= N ≤ A ∩ Ax para todo x ∈ G. Com isso, para cada x ∈ G temos A ∩ Ax = A,
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ou seja, A = Ax, para todo x ∈ G . Isso mostra que AEG.

(ii) Observamos que 〈g〉 E CG(g) para todo g ∈ G. Agora fixando g ∈ G#, deno-

taremos por C := CG(g) e C = C/ 〈g〉 para simplificar a notação. Escolhemos em

C um subgrupo ćıclico não trivial, que denotaremos por A. A pré-imagem de A,

digamos A, do homomorfismo canônico é um subgrupo abeliano de C. Na verdade

é mais ainda, AEG pelo item (a). Agora pelo Teorema da Correspondência AEC.

O fato de A ter sido escolhido de forma arbitrária nos garante que todo subgrupo

ćıclico de C é normal em C. O Lema 1.40 nos garante que C é nilpotente. Agora

note que g ∈ Z(C) e portanto o resultado segue usando Lema 1.39.

Observação 4.12. Visto que S4 é um ATI-grupo, usando o lema anterior con-

clúımos que S4 é um CN-grupo.

Vamos finalizar este caṕıtulo enunciando o Teorema principal, o qual será de-

monstrado no próximo caṕıtulo.

Teorema 4.13 (Teorema Principal). Seja G um ATI-grupo finito. Então G satisfaz

uma das seguintes condições:

(i) G é nilpotente;

(ii) G é um grupo de Frobenius solúvel. Além disso, se G = HK onde K é o núcleo

de Frobenius e H um complemento de Frobenius, então:

(a) Todo H-fator principal de K é ćıclico e para todo p ∈ π(K), H é ćıclico cuja

ordem divide p− 1 ou ;

(b) K ' Zp × Zp para algum primo p, e H age irredutivelmente sobre K. Além

disso, H será ćıclico ou o produto direto de um grupo ćıclico de ordem ı́mpar

por Q8;

(iii) G ' S4;

(iv) G é isomorfo a um dos grupos simples: PSL2(4), PSL2(7) ou PSL2(9).
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Diante do item (i) do teorema acima, se faz necessário fazer uma observação.

Existe [7] uma classificação para a classe dos ATI-grupos cuja ordem é uma potência

de um número primo, entretanto, salientamos que a mesma não será tratada neste

texto. Com isso temos uma descrição mais detalhada da estrutura dos ATI-grupos,

pois sabemos (Teorema 1.37) que todo grupo nilpotente é o produto direto de seus

subgrupos de Sylow.



Caṕıtulo 5

Prova do Teorema Principal

Veremos neste caṕıtulo(ou mais especificamente, na primeira seção) que os sub-

grupos abelianos podem fornecer muita informação sobre o grupo. Também damos

um passo importante na demonstração do Teorema Principal. Na segunda seção

finalizamos a demonstração do Teorema Principal.

5.1 O caso abeliano

Nesta seção assumiremos que G é um ATI-grupo que possui um subgrupo normal

minimal1 abeliano V .

O Teorema 4.7 nos garante que V é p-grupo abeliano elementar para algum

número primo p. Além disso, os p-subgrupos V,Op(G) são nilpotentes com V E

Op(G), pois V E G. Segue da Proposição 1.33 que V ∩ Z(Op(G)) 6= 1 e portanto,

V ∩ Z(Op(G)) = V , pois o subgrupo V é normal minimal abeliano em G. Isso nos

diz que V ≤ Z(Op(G)). Agora, sejam σ a classe de equivalência de ∼ contendo p e

K um σ-subgrupo de Hall contendo o subgrupo V .

1Lembramos que que o subgrupo V é dito normal minimal se o grupo G não possui um subgrupo

normal não trivial que esteja contido propriamente em V .
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Lema 5.1. Nas condições acima, vale uma das seguintes opções:

(i) V ' Zp, ou

(ii) V = Op(G) = CG(V ) = Fit(G) ' Zp × Zp e σ = {p}.

Demonstração. Seja U um subgrupo de V com ı́ndice p. Se |V | = p então U = 1

e portanto V ' Zp, neste caso vale (i). A partir de agora consideraremos U 6= 1 e

vamos mostrar que vale (ii). Como V é um subgrupo abeliano de um ATI-grupo

segue que U é um TI-subgrupo de G. Pela minimalidade de V , segue que U não

pode ser um subgrupo normal de G, e então existe g ∈ G tal que U ∩ U g = 1.

Observamos que o fato de V E G garante-nos que U g ≤ V , logo, supondo

|U | = pn temos que

|UU g| = |U ||U g|/|U ∩ U g| = p2n.

Por um lado, UU g ≤ V o que implica p2n ≤ pn+1 = |V |, mas por outro, sabemos

que p2n ≥ pn+1 para todo número inteiro positivo n, logo p2n = pn+1. Como a única

solução da equação anterior é n = 1, segue que |V | = p2 e então V ' Zp × Zp, pois

V é p-grupo abeliano elementar.

A partir de agora, consideraremos V ' Zp × Zp e mostraremos que σ = {p}.

Para isso suponha por absurdo que |σ| ≥ 2. Segue pelo Teorema 4.4(iii) que o

σ-subgrupo de Hall K é um TI-subgrupo de G, logo K ∩Kg = 1 ou K para todo

g ∈ G, mas V E G e V ≤ K garante-nos que 1 6= V ≤ K ∩ Kg o que implica

K ∩Kg = K para todo g ∈ G, isto é, K E G.

Agora escolha v ∈ V # e seja A = 〈Op′(Z(K)), v〉. Como |σ| ≥ 2 segue pela

definição de ∼ que existe um p-elemento x ∈ K# que comuta com um q-elemento

y ∈ K#. Seja y ∈ Q ∈ Sylq(K). Pelo Corolário 1.38 e Lema 1.33 segue que

Q ∩ Z(K) 6= 1. Logo 1 6= Q ∩ Z(K) E Z(K), o que implica Op′(Z(K)) 6= 1. Além

disso, pelo Lema 2.4 temos que Op′(Z(K)) E K.

Visto que v ∈ V e V ≤ K, o conjunto A é um subgrupo abeliano que contém

um subgrupo normal não trivial em G, logo, pelo Lema 4.11(i) segue que A E G.
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Então

Zp ' 〈v〉 = Op(A) E G,

mas isso contradiz o fato de V ser p-subgrupo normal minimal de G. Isso mostra

que σ = {p}.

Como σ = {p}, pela definição de ∼ temos que CG(g) é um p-subgrupo e con-

sequentemente CG(V ) também o é. Visto que V é um p-subgrupo normal minimal

abeliano, segue que

V ≤ CG(V ) ≤ Op(G) ≤ Fit(G).

Vimos no ińıcio desta seção que V ≤ Z(Op(G)) o que implica Op(G) ≤ CG(V ). Isso

mostra que CG(V ) = Op(G).

Agora, como V E G e nilpotente, segue pela definição de Fit(G) que V E Fit(G)

e assim pelo Teorema 1.33

V ∩ Z(Fit(G)) 6= 1.

Mas note que como Z(Fit(G)) é um subgrupo caracteŕıstico de Fit(G) e Fit(G)

é normal em G e então pelo Teorema 1.1, Z(Fit(G)) é normal em G. Com isso,

V ∩Z(Fit(G)) é um subgrupo normal em G, é abeliano e está em V . Desde que V é

abeliano minimal então V ∩Z(Fit(G)) = V , ou seja, V ≤ Z(Fit(G)) e portanto todo

elemento de V comuta com todo elemento de Fit(G) e assim Fit(G) ≤ CG(V ) =

Op(G). Isso mostra que CG(V ) = Op(G) = Fit(G).

Resta mostrar que V = Op(G). Para isso, vamos supor que isso é falso.

Afirmação: Existe p-subgrupo abeliano B tal que V � B ≤ Op(G) e B/V ' Zp.

De fato, se Op(G) for abeliano o resultado segue pelo teorema de Sylow. Caso

contrário, Z(Op(G)) 6= Op(G). Com isso, como V ≤ Z(Op(G)) segue que para cada

a ∈ Op(G) \ V o p-subgrupo 〈V, a〉 contém V e é abeliano.

Com a afirmação acima e o Lema 4.11(i) segue que B E G. Assim, por definição

o conjunto C := CG(B/V ) (definido na página 35) é normal em G. Visto que
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σ = {p}, segue pelo Lema 3.11 que C é um p-grupo e portanto C ≤ Op(G). Na

verdade, temos a igualdade pois Op(G) = CG(V ) ≤ C.

Segue pela definição de C que G/C é isomorfo a um subgrupo de Aut(B/V ) '

Zp−1. Além disso, G/C age por conjugação no Fp-módulo V ' Zp × Zp

ϕ : G/C −→ GL(V )

gC 7−→ ϕg : V −→ V

v 7−→ gvg−1

Visto que V é um subgrupo normal maximal segue que ϕ é uma ação irredut́ıvel.

Com isso, segue pelo Corolário 3.9 que V ' Zp, o que é uma contradição. Isso

mostra que V = Op(G) e completa a demonstração.

Agora, vamos usar as duas posśıveis estruturas do subgrupo V normal minimal

abeliano de G e ver que elas nos levam a concluir, que valem alguns itens do teorema

principal.

Lema 5.2. Seja G um ATI-grupo que possui um subgrupo normal minimal abeliano

V . Se V ' Zp então G satisfaz (i) ou (ii)(a) do Teorema 4.13.

Demonstração. Lembramos que V E G é minimal abeliano, σ é uma classe de

equivalência de∼ sobre π(G) e K é um σ- subgrupo de Hall de G nilpotente contendo

V . Segue do Corolário 1.34 que V ≤ Z(K), o que implica

K ≤ CG(V ) =
⋂
x∈V #

CG(x).

Agora, pela definição de σ, para cada x ∈ V temos CG(x) é σ-subgrupo e portanto,

CG(V ) também é σ-subgrupo. Mas isso garante que K = CG(V ), pois K é σ-

subgrupo de Hall de G. Visto que V / G, é cálculo rotineiro mostrar que CG(V ) =

K E G. Com isso, segue pelo Teorema 2.8 que K possui um complemento H em G.

Agora se H = 1 então G satisfaz o Teorema 4.13(i).
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A partir de agora assumiremos que H 6= 1. Observamos que H é σ′-subgrupo de

Hall de G, visto que K é σ-subgrupo de Hall e G/K ' H. Agora pela definição de

∼ temos que para cada h ∈ H#, CG(h) é σ′-subgrupo, o que implica que H age (por

conjugação) regularmente sobre K. Pelo Teorema 2.12 segue que G é um grupo de

Frobenius com núcleo K e um complemento H.

Visto que V E G e V ≤ K, o fato de H agir regularmente sobre K garante

que H também age regularmente sobre V . Com isso temos que H é isomorfo a um

subgrupo de Aut(V ) ' Aut(Zp) ' Zp−1, ou seja, H é ćıclico e sua ordem divide

p− 1.

Pelo Teorema 2.10(v) temos que K é nilpotente, logo, solúvel. Com isso segue

pelo Teorema 1.23 que G também é solúvel.

Considere A/B um H-fator principal de Op(K), isto é,

1. A,B são subgrupos normais H-invariantes de Op(K), e

2. os únicos subgrupos normais H-invariantes de A/B são 1 e A/B.

Sabemos que Z(A/B) 6= 1 e portanto, Ω1(Z(A/B)) é um subgrupo caracteŕıstico

não trivial de A/B. Logo, por (2) Ω1(Z(A/B)) = A/B e então A/B pode ser visto

como um FpH-módulo. Novamente por (2), A/B é um FpH-módulo irredut́ıvel e

então tem dimensão 1, pelo Corolário 3.9.

Se K = Op(K) temos que G satisfaz o item (ii)(a) do Teorema 4.13. Senão,

podemos tomar q ∈ σ \ {p}. Seja W um subgrupo normal minimal de G que esteja

contido em Oq(K). Por Oq(K) ser nilpotente e W E Oq(K) temos W ≤ Z(Oq(K)).

Em particular, W é abeliano e então pelo Teorema 4.7 é q-abeliano elementar. Mais

ainda, segue pelo Lema 5.1 que W ' Zq. Agora, repetindo o argumento feito para

Op(K), temos que H é ćıclico cuja ordem divide q − 1 e todo H-fator principal de

Oq(K) é ćıclico. Para finalizar a demonstração vamos supor que π(K) = {p, q},

pois o caso geral é idêntico (exceto por uma notação muito carregada). Considere
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as seguintes H-séries principais para Op(K) e Oq(K):

1 = N0 ≤ N1 ≤ · · · ≤ Nr = Op(K)

1 = M0 ≤M1 ≤ · · · ≤Ms = Oq(K).

Então a série 1 = L00 ≤ L10 ≤ · · ·Lr0 ≤ Lr0 ≤ Lr1 ≤ · · · ≤ Lrs = (K) onde cada

Lij = NiMj (i = 0, · · · , r, j = 0, · · · , s) é uma H-série principal de K onde cada

H-fator principal é ćıclico. Como esta série é também uma H-série de composição

de K, o resultado segue pelo Teorema 1.10.

Antes de tratar o caso V ' Zp × Zp, recordaremos o famoso Argumento de

Frattini e fazeremos uma observação que será usada no lema que o segue.

Lema 5.3 (Argumento de Frattini). Sejam H um subgrupo normal de um grupo G

e P ∈ Sylp(H). Então G = NG(P )H.

Demonstração. Seja g ∈ G. Se P ∈ Sylp(H), então P g ∈ Sylp(H), já que H E G.

Pelo Teorema de Sylow existe n ∈ H tal que P gn = P . Desta forma, gn = m ∈

NG(P ) e, assim, g = mn−1. Como g foi escolhido de forma arbitrária, vem que

G = NG(P )H.

Observação 5.4. O produto semidireto (Z2×Z2)oZ3 é isomorfo a Z2×Z6 (quando

a ação for trivial) ou a A4 (quando a ação não for trivial).

Demonstração. Ver página 191, [1].

Lema 5.5. Seja G um ATI-grupo que possui um subgrupo normal minimal abeliano

V . Se V ' Zp × Zp então, G satisfaz (ii)(b) ou (iii) do Teorema (4.13).

Demonstração. A prova deste resultado se dará por indução sobre a ordem de G.

Suponhamos que todo ATI-grupo L que possui um subgrupo normal minimal abe-

liano isomorfo a Zp × Zp, e tal que |L| � |G| satisfaça o item (ii)(b) ou (iii) do

Teorema 4.13.
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Pelo Lema 5.1 temos V = CG(V ) = Op(G) = Fit(G) e σ = {p}. Com isso, para

cada p′-elemento g ∈ G# segue pela definição de ∼ que CG(V ) é um p′-subgrupo de

G. Tome q = minπ(G). Vamos dividir a demonstração em três casos.

Caso 1: p 
 q = 2.

Pelo Teorema de Cauchy, existe uma involução t ∈ G. Como V E G esta

involução por sua vez induz por conjugação um automorfismo, digamos ϕt, sobre V.

Visto que σ = {p} segue que CG(t) = 1. Com relação ao automorfismo ϕt temos

pelo Lema 1.7 que ϕt inverte V e ϕt ∈ Z(Aut(V )). Com isso o conjunto

[G,ϕt] :=
〈
g−1ϕt(g)|g ∈ G

〉
=
〈
g−1t−1gt|g ∈ G

〉
é um subgrupo de CG(V ) = V .

Afirmação: V 〈t〉 E G.

Visto que t é uma involução, para mostrar a afirmação acima é suficiente provar

que g−1(vt)g ∈ V 〈t〉 para todo g ∈ G e v ∈ V . Para isso, seja g ∈ G e v ∈ V

g−1vtg = (g−1vg)︸ ︷︷ ︸
∈V

(g−1tgt)︸ ︷︷ ︸
∈V

t ∈ V 〈t〉 .

Observamos que 〈t〉 ≤ V 〈t〉 E G e 〈t〉 ∈ Syl2(V 〈t〉), logo segue pelo Lema 5.3

que

G = NG(〈t〉)V = CG(t)V,

onde a última igualdade segue do fato que t é uma involução.

Agora, visto que CG(t) é um p′-subgrupo, σ = {p} e V E G temos que CG(t) age

regularmente (por conjugação) sobre V e portanto pelo Teorema 2.12, G é um grupo

de Frobenius com núcleo V e complemento CG(t). Além disso, pelo Lema 4.11 segue

que CG(t) é nilpotente, em particular, é solúvel. Como V é solúvel e G/V ' CG(t)

segue pelo Teorema 1.23 que G é solúvel.
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Novamente, como CG(t) é nilpotente segue pele Teorema 1.37 que ele é o produto

direto de seus subgrupos de Sylow, mas pelo Corolário 3.21 todo subgrupo de Sylow

de CG(t) é ćıclico ou é o isomorfo a um quatérnio generalizado Q2n . Com isso, se

todo subgrupo de Sylow de CG(t) for ćıclico então CG(t) ' Zn onde n = |G|. Caso

contrário, então necessariamente apenas um deles será isomorfo a Q2n para algum

n, e os demais serão ćıclicos de ordem ı́mpar. Porém, conforme observado no ińıcio

da Seção 4.2, subgrupo de ATI-grupo é ainda um ATI-grupo e também Q2n é um

ATI-grupo se, e somente se, n = 3 portanto, segue que G satisfaz o item (ii)(b) do

Teorema 4.13.

Caso 2: p 
 q 
 2.

Escolha Q ∈ Sylq(G). Como σ = {p} e V E G temos que Q age regularmente

sobre V . Visto que q 
 2, o Corolário 3.21 nos garante que Q é ćıclico.

Afirmação: Q ≤ Z(NG(Q)).

Mostrar que Q ≤ Z(NG(Q)) equivale a mostrar que NG(Q) ≤ CG(Q), ou seja, é

mostrar que NG(Q) = CG(Q).

Pelo Teorema 1.2 temos que a ordem de NG(Q)/CG(Q) divide |Aut(Q)| e sendo

Q ćıclico de ordem qm temos pelo Lema 1.4 que |Aut(Q)| = qm−1(q − 1). Logo, se

houver algum primo r dividindo a ordem de NG(Q)/CG(Q) então este primo r divide

qm−1(q− 1) e portanto r < q (não pode ser q porque Q ∈ Sylq(G) e Q ≤ CG(Q)), o

que não é posśıvel pois q = minπ(G). Isso prova que |NG(Q)/CG(Q)| = 1, ou seja,

NG(Q) = CG(Q).

Com isso, segue pelo Teorema 2.6 que G = QOp′(G).

Agora observamos que Oq′(G) é um ATI-grupo de ordem ı́mpar que contém

um subgrupo normal abeliano V. Por um lado, se V não for um subgrupo normal

minimal de Oq′(G) então segue pelo Lema 5.2 que Oq′(G) é nilpotente ou um grupo

de Frobenius. Por outro lado, se V for normal minimal em Oq′(G) então como
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|Oq′(G)| � |G| e |Oq′(G)| é ı́mpar

segue pela nossa hipótese de indução que Oq′(G) é um grupo de Frobenius. Em

ambos os casos, um p-subgrupo de Sylow P ≤ Oq′(G) é normal em G, pois segue

pelo Corolário 1.38 e Lema 2.19 que P E Oq′(G), assim, para cada g ∈ G temos

P g ≤ Oq′(G), e como Oq′(G) possui um único p-subgrupo de Sylow, segue que

P g = P para todo g ∈ G. Com isso, visto que V = Op(G) segue V ∈ Sylp(G).

Agora, seja τ uma classe de equivalência de ∼ que contém q. Segue pelo Lema

2.13 que se π(G) = {p, q} então Oq′(G) é um p-grupo nilpotente e portanto G = QP

onde Q age regularmente sobre P , isto é, G é um grupo de Frobenius. Além disso,

pelo Teorema 1.23 segue que G é solúvel. Isso mostra que G satisfaz o item (ii)(b)

do Teorema 4.13.

Podemos supor então que |π(G)| ≥ 2 e escolher r ∈ π(G) \ {p, q}. Seja R ∈

Sylr(Oq′(G)). Pelo Lema 5.3 temos que

G = NG(R)Oq′(G).

Com isso, q divide |NG(R)| e portanto NG(R) possui um elemento y de ordem q.

Visto que σ = {p} e V E G temos que R age regularmente sobre V , e adicionando

a isso o fato q = minπ(G) 
 2 segue pelo Corolário 3.21 que R é ćıclico, digamos

R = 〈x〉.

Afirmação: NG(R) contém um subgrupo L de ordem qr.

Claro que R E NG(R) e então NG(R) contém um elemento de ordem r, digamos

xm. Visto que R é um subgrupo ćıclico e normal emNG(R) segue que 〈xm〉 E NG(R).

Com isso, o conjunto L := 〈xm〉 〈y〉 é um subgrupo de NG(R) de ordem qr. Pela

definição de σ = {p}, temos que L age regularmente sobre V , e portanto, segue pelo

Corolário 3.21 que L é ćıclico e consequentemente q ∼ r. Como r foi escolhido de

forma arbitrária temos que a classe de equivalência τ é exatamente π(G) \ {p}.

O Teorema 4.4 garante que G possui um τ -subgrupo de Hall nilpotente M de

G. Adicionando a isso o fato V ∈ Sylp(G) segue que G = MV . Pela definição de
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σ = {p} o subgrupo M age regularmente sobre V o que implica que G é um grupo

de Frobenius. Por fim, como todo grupo nilpotente é solúvel e G/V 'M segue pelo

Teorema 1.23 que G é solúvel também.

Caso 3: p = q.

Se G for nilpotente então Z(G) 6= 1 e como V é um subgrupo normal minimal de

G temos que V ≤ Z(G). Com isso, se V = 〈a〉× 〈b〉 então 〈a〉 E G, contradizendo a

minimalidade de V . Logo G é um grupo não nilpotente e portanto podemos escolher

um número primo r ∈ π(G) \ {p}. Como p = q = minπ(G) é claro que r 
 p.

Seja N ≤ G de ordem r. Visto que V E G e σ = {p} temos que N age

regularmente por conjugação sobre V , logo r divide |Aut(V )| = (p2 − p)(p2 − 1) e

portanto p = 2 e r = 3. O fato de r ter sido escolhido de forma arbitrária garante

que π(G) = {2, 3}.

Agora considerando H ∈ Syl3(G) temos que H age regularmente sobre V o que

implica que HV é um grupo de Frobenius com núcleo V . Com isso segue pelo

Teorema 2.10(iv) que |H| = 3 e então |G| = 2n3 para algum número inteiro n.

Visto que V = CG(V ) ' Z2 × Z2 segue pelos Teoremas 1.2 e 1.3 que 2n−2 | 6,

cujas soluções são n = 2 ou n = 3 o que implica |G| = 12 ou |G| = 24.

Se |G| = 12 então o fato de G não ser nilpotente implica que G também não

pode ser abeliano. Também temos que G é isomorfo ao produto direto de Z2 × Z2

por Z3 e então segue pela Observação 5.4 que G ' A4.

Se |G| = 24 temos que [G : V H] = 2 e então HV E G. Com isso, existe um

homomorfismo dado por conjugação

ϕ : G→ Aut(HV ).

Pelo parágrafo anterior, temos que HV ' A4 e então G/Ker(ϕ) é isomorfo a um

subgrupo de Aut(HV ) ' S4, onde o isomorfismo anterior segue pelo Teorema 1.5.
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Agora, vamos mostrar que Ker(ϕ) = 1 e isso implicará G ' S4, finalizando a

demonstração deste lema. Para isso, seja 1 6= g ∈ Ker(ϕ) e denotando a imagem de

g pelo homomorfismo ϕ por ϕg temos que ϕg(x) = xg = x para todo x ∈ G. Mas com

isso, se o(g) for par então teŕıamos um 2-elemento comutando com um 3-elemento

de H, absurdo pois σ = {2}. Se o(g) for ı́mpar chegamos a uma contradição de

forma análoga. Isso mostra que Ker(ϕ) = 1.

Antes de terminar esta seção, vamos provar um lema que será usado na situação

geral do Teorema Principal.

Lema 5.6. Seja G um ATI-grupo que possui um subgrupo normal minimal abeliano

V. Suponha também que G possui um subgrupo M tal que V ≤ M E G e p =

min π(M), onde {p} = π(V )2. Então, ou M é nilpotente, ou G ' A4, ou G ' S4.

Demonstração. Suponhamos que M é não nilpotente e que G 6' S4. Vamos mostrar

que G ' A4. O Teorema 1.32 nos garante que G não pode ser nilpotente. Com isso,

segue pelos Lemas 5.2 e 5.5 que G é um grupo de Frobenius, digamos com núcleo K

e um complemento H. Agora, por hipótese M E G, logo pelo Teorema 2.16 temos

que,

ou K ≤M ou M ≤ K.

Como M não é nilpotente, a última opção não é posśıvel pelos Teoremas 2.10 e 1.32.

Observamos que M∩H 6= 1, pois caso contrário teŕıamos |MH| = |M |.|H|/|M∩

H| = |M |.|H| > |G|, o que é um absurdo. Com isso podemos escolher um elemento

1 6= x ∈M ∩H de ordem prima r.

Pelo Teorema 2.16 segue que V ≤ K, pois por hipótese o subgrupo V é normal

minimal abeliano. Com isso, podemos concluir que p � r, pois V ≤ K ≤ M e pelo

Teorema 2.10(iv) temos que mdc(|K|, |H|) = 1.

2Lembramos que o Lema 5.1 nos garante que V ' Zp ou Zp × Zp.
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Visto que x ∈ H, temos pelo Teorema 2.10(iii) que x age regularmente sobre K

e portanto, sobre V .

Agora, por um lado, se V ' Zp então pelo Lema 1.3 teŕıamos que r | p − 1, o

que é um absurdo pois r ∈ π(M) e p = minπ(M).

Por outro, se V ' Zp × Zp então pelo Lema 1.3 temos que r | p(p2 − p)(p2 − 1).

Visto que p � r segue que p = 2 e r = 3. Como G satisfaz o Teorema 4.13(ii) e este

por sua vez se divide em dois itens, vamos dividir nosso argumento em dois casos.

• Se G satisfaz o item (a) então como 2 ∈ π(K) teŕıamos que H divide 1, o que

é um absurdo pois H 6= 1.

• Se G satisfaz (b) então K = V ' Z2 × Z2. Pelo Teorema 2.10 temos que |H|

divide |K| − 1 = 3, logo H ' Z3. Com isso, segue pela Observação 5.4 que

G ' (Z2 × Z2)o Z3 ' A4, pois G não pode ser abeliano.

5.2 O caso geral

Nesta seção iremos demonstrar o Teorema Principal 4.13.

Demonstração. Seja M um subgrupo normal minimal em um ATI-grupo G. Se M

for abeliano então pelos Lemas 5.2 e 5.5, G satisfaz um dos itens (i), (ii)(a), (ii)(b)

e (iii) do Teorema Principal 4.13. Caso contrário, o Teorema 4.7 nos garante que

M é o produto direto de subgrupos não abelianos e simples. Na verdade, pelo Lema

4.6 temos que M é simples e não abeliano. Nestas condições, vamos mostrar que G

satisfaz o item (iv) do Teorema Principal.

Com isso, considerando p = minπ(M) e o Teorema 2.7 temos que M possui um

p-subgrupo P 6= 1 tal que NM(P ) não é nilpotente. De fato, suponha que para todo

p-subgrupo P de M temos que NM(P ) seja nilpotente. Pela Observação 2.5 segue
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que NM(P ) possui p-complemento normal para todo p-subgrupo de M . Mais isso é

um absurdo pelo Teorema 2.7, pois M é simples.

Agora escolha3 V ≤ Z(P ) de tal forma que V seja minimal normal em NG(P ).

Note que a cadeia

V ≤ NM(P ) ≤ NG(P )

está nas hipóteses do Lema 5.6 e portanto p = 2 e NG(P ) ' A4 ou S4, uma vez que

NM(P ) não é nilpotente. Nestas condições, provaremos a seguinte afirmação:

Afirmação 1: P = CG(P ) ' Z2 × Z2.

Pelo Lema 4.11 temos que G é um CN -grupo e então CG(P ) é nilpotente pelo Lema

4.2. Visto que NG(P ) não é nilpotente podemos concluir que NG(P ) 6= CG(P ). A

prova da afirmação acima será dividida em dois casos:

1◦ caso: Se NG(P ) ' A4, então |P | = 2 ou 4. Caso |P | = 2 teremos que P ' Z2

e assim pelo Lema1.4 |Aut(P )| = 1. Pelo Lema 1.2 teŕıamos que NG(P ) = CG(P ),

o que é um absurdo.

Agora se |P | = 4 então P ' Z4 ou Z2 × Z2. Caso P ' Z4 teŕıamos novamente

pelo Lema1.4 que |NG(P )/CG(P )| = 2, o que é um absurdo pois com isso |A4| =

|NG(P )| 6= 12. Analisando o segundo caso, veremos que a afirmação é de fato

verdadeira.

2◦ caso: Se NG(P ) ' S4, então |P | = 2, 4 ou 8. Pelo mesmo argumento feito

acima segue que |P | 6= 2.

Caso P ' Z4, teŕıamos que [NG(P ) : CG(P )] = 2, e portanto CG(P ) ' A4, o

que é um absurdo pois A4 não é nilpotente enquanto que CG(P ) o é.

Caso |P | = 8, é bem conhecido que os 2-subgrupos de Sylow de S4 são isomorfos

a D8, isto é, P ' D8. Como P é nilpotente segue que P � NM(P ) ≤ NG(P ) e

portanto, NM(P ) = NG(P ) ' S4. Isso é um absurdo pois P E NG(P ) e D8 não é

3Note que isso é posśıvel pois Z(P ) E NG(P ).
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normal em S4. Isso completa a prova da afirmação.

Seja σ a classe de equivalência de∼ sobre π(G) contendo 2. Pelo Teorema4.4(ii)(b)

existe um σ-subgrupo de Hall nilpotente S contendo P .

Afirmação 2: S ∈ Syl2(G), ou seja, σ = {2}.

Visto que S é um σ-subgrupo de Hall nilpotente temos que 2 - [G : S] e

S ' S1 × · · · × Sk,

onde cada Si é um subgrupo de Sylow de S. Considerando S1 o 2-subgrupo de Sylow

de S, para mostrar a afirmação é suficiente mostrar que S2× · · ·×Sk = O2′(S) = 1.

Para isso, primeiramente vamos mostrar O2′(S) ≤ NG(P ).

Sejam g ∈ O2′(S) e x ∈ P . Logo g = g2 · · · gn com gi ∈ Si (i = 2, · · · , k) e

portanto,

g−1xg = g−1n · · · g−12 xg2 · · · gn = x,∀x ∈ P

Isso mostra queO2′(S) ≤ NG(P ). Agora vamos mostrar queO2′(S) = 1 por absurdo.

Por um lado, se NG(P ) ' A4 então usamos o fato que O2′(S)P ≤ NG(P )

e |O2′(S)P | = 12 para garantir que O2′(S)P ' A4. Mas O2′(S)P ≤ S e S é

nilpotente, o que é um absurdo pois A4 não o é.

NG(P ) ' A4

3O2′(S)P

4

O2′(S)

3

P

4

{1}
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Por outro lado, se NG(P ) ' S4 então [NG(P ) : O2′(S)P ] = 2 e portanto

O2′(S)P ' A4, e novamente temos o mesmo absurdo. Isso mostra que O2′(S) = 1

e portanto, S ∈ Syl2(G).

NG(P ) ' S4
2

6O2′(S)P

4

O2′(S)

3

P

4

3

{1}

Resumindo, estamos na seguinte situação: G é um ATI-grupo e M é um sub-

grupo normal minimal de G que é simples e não abeliano. Além disso, P é um

2-subgrupo de M tal que P = CG(P ) ' Z2 × Z2, e S ∈ Syl2(G), com P ≤ S e

NG(P ) ' A4 ou S4.

Visto que CG(P ) = P ≤ S temos que 1 6= Z(S) ≤ P e então P ∩ P s 6= 1, para todo

s ∈ S. Adicionando a isso, o fato que P é abeliano e G é um ATI-grupo, segue que

P ∩P s = P , para todo s ∈ S, ou seja, S ≤ NG(P ). Com isso, se NG(P ) ' A4 então

S = P ' Z2 × Z2. No entanto, se NG(P ) ' S4 então S ' D8, pois todo 2-subgrupo

de Sylow de S4 é isomorfo a D8. Em particular, S ∩M ' Z2 × Z2 ou D8. Vamos

tratar os dois casos.

• Caso S ∩M = S ' D8.

Neste caso temos que S ≤M e portanto S ∈ Syl2(M). Seja t uma involução central

de S. Pela definição de σ segue que CM(t) é um 2-subgrupo de M tal que S ≤ CM(t).

Isso nos garante que CM(t) = S. Com isso segue pela Proposição 1.19(i) que

M ' PSL2(7) ou PSL2(9).
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Visto que M E G e que G é um CN -grupo segue pelos Lemas 4.8 e 1.2 que G é

isomorfo a um subgrupo de Aut(M). Mas vimos (Exemplo 1.13) que

Aut(M) '

 PGL2(7) se M ' PSL2(7)

PGL2(9)o Z2 se M ' PSL2(9).

Combinando com isso, o Exemplo 1.14 temos:

[G : M ] ≤

 |PGL2(7)|/|PSL2(7)| = 48.7
24.7

= 2 se M ' PSL2(7)

|PGL2(9)o Z2|/|PSL2(9)| = 80.9.2
40.9

= 4 se M ' PSL2(9).

Como S ≤ M ≤ G e S ∈ Syl2(G) temos que 2 - [G : M ] com M ' PSL2(7) ou

M ' PSL2(9), e portanto G = M em ambos os casos. Isso mostra que G satisfaz

Teorema 4.13(iv).

• Caso S ∩M ' Z2 × Z2.

Neste caso, como S ∈ Syl2(G) e M E G segue que S ∩M ∈ Syl2(M).

Além disso, o fato de σ = {2} nos garante que CG(t) é um 2-subgrupo de G para

todo 2-elemento t ∈ G.

Visto que P = CG(P ) e P ≤ M temos que CM(P ) = P . Além disso, P =

CM(P ) ≤ CM(t) para todo t ∈ P#.

Logo, visto que CM(t) é um 2-subgrupo e P ∈ Syl2(M) temos que CM(t) = P

para cada t ∈ P#. Com isso e a Proposição 1.19(ii) temos que M ' PSL2(4) ' A5.

Desta forma, se G = M obviamente temos G ' PSL2(4) e então G satisfaz

Teorema 4.13(iv). Se M � G então novamente pelo Lema 4.8 segue que G é isomorfo

a um subgrupo de Aut(M) ' S5 e por questões de ordem podemos concluir que

G ' S5, mas isso é um absurdo tendo em vista (exemplo 4.5) que S5 não é um

CN-grupo. Isso conclui a prova do Teorema Principal 4.13.



Comentários finais

Aqui vamos fazer alguns comentários sobre os grupos que satisfazem os itens do

Teorema Principal.

Primeiramente observamos que PSL2(4), PSL2(7) e PSL2(9) são grupos simples

cujas ordens, tomados dois a dois, são distintas. Portanto se um ATI-grupo G

satisfizer o item (iv) do Teorema Principal então G não pode satisfazer os demais

itens, pois os grupos que os satisfazem não são simples.

Agora se G satisfizer o item (i) então Z(G) 6= 1, e assim G não pode satisfazer

os demais itens, pois, o centro de cada grupo nestes itens é trivial.

Se G satisfizer o item (ii) então Z(G) = 1 e por isso, G não satisfaz o item (i).

Como G é um grupo de Frobenius, G não pode ser simples e então não satisfaz o

item (iv) também. Para mostrar que G não satisfaz o item (iii), suponhamos por

absurdo que G ' S4. Desta forma, seu núcleo deve ser isomorfo a A4 ou a K4, e

portanto, pelo Teorema 2.10(iv) teŕıamos

2 divide |A4| − 1 = 11 ou 6 divide |K4| − 1 = 3

o que é um absurdo. Então podemos concluir que G não satisfaz o item (iii).

Resta mostrar que se G satisfaz o item (ii)(a) então G não pode satisfazer o item

(ii)(b), e vice-versa. Para isso, primeiramente suponhamos que G satisfaça o item

(ii)(a). Com isso, G não pode satisfazer o item (ii)(b) pois um grupo que satisfaz

o item (b) tem (Zp × Zp)/{1} como seu único H-fator principal de K, que não é

ćıclico. Da mesma forma, se G satisfaz (ii)(b) então G não pode satisfazer (ii)(a).
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Isso mostra que os itens do Teorema Principal são excludentes.

Agora, daremos alguns exemplos de ATI-grupos afim de mostrar que o conjunto

de ATI-grupos que satisfazem cada item é não vazio.

Vimos que Q8 é um ATI-grupo nilpotente. Portanto Q8 satisfaz o item (i).

Também vimos que S3 é um grupo de Frobenius solúvel. Portanto, S3 é um

grupo que satisfaz o item (ii), e por questões de ordem, podemos concluir que ele

satisfaz o item (a).

Como todo subgrupo de um ATI-grupo é ainda um ATI-grupo e visto que S4
é um ATI-grupo temos que A4 também o é. Sabemos que A4 possui um único 2-

subgrupo de Sylow normal que é isomorfo a Z2×Z2, e portanto A4 ' (Z2×Z2)oZ3.

Além disso, se a ação de Z3 não for irredut́ıvel então A4 terá um elemento de

ordem 6, mas sabemos que A4 não possui elementos de ordem 6. Então Z3 age

irredutivelmente sobre Z2 × Z2 e portanto A4 é um grupo de Frobenius e satisfaz o

item (ii)(b).



Apêndice

Este apêndice é dedicado exclusivamente a construir um módulo conveniente a

partir de módulos dados. Usaremos esta construção apenas na Seção 3.3.

Produto tensorial

Sejam A,B módulos à direita e à esquerda, respectivamente, sobre um anel R.

Considere ainda, F um grupo abeliano livre no conjunto A×B e K o subgrupo de

F gerado por todos elementos da seguinte forma:

(a+ a′, b)− (a, b)− (a′, b)

(a, b+ b′)− (a, b)− (a, b′)

(ar, b)− (a, rb)

para todos a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B e r ∈ R.

O grupo quociente F/K é chamado de produto tensorial de A e B, e será deno-

tado por A⊗R B. A classe lateral (a, b) + K do elemento (a, b) ∈ F será denotada

por a⊗ b e a classe de (0, 0) é denotada simplesmente por 0.

O grupo F é gerado pelo conjunto A×B e então o quociente F/K = A⊗R B é

gerado por todas as classes laterais da forma a ⊗ b, com a ∈ A e b ∈ B. Como um

elemento de F é da forma
r∑
i=1

ni(ai, bi), com ni ∈ Z, ai ∈ A e bi ∈ B, cada elemento

de A⊗R B é da forma
r∑
i=1

ni(ai ⊗ bi).
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Os geradores a⊗ b de A⊗B satisfazem as seguintes relações:

(a1 + a2)⊗ b = a1 ⊗ b+ a2 ⊗ b

a⊗ (b1 + b2) = a⊗ b1 + a⊗ b2
ar ⊗ b = a⊗ rb.

De fato, (a1 + a2, b)− (a1, b)− (a2, b) ∈ K então:

[(a1 + a2, b) + K]− [(a1, b) + K]− [(a2, b) + K] = (a1 + a2)⊗ b− a1 ⊗−a2 ⊗ b = 0

portanto, (a1 + a2) ⊗ b = a1 ⊗ b + a2 ⊗ b. Isso mostra a primeira propriedade. As

outras seguem de forma análoga.

Observamos que (A⊗R B,+) é um grupo abeliano e com o produto por escalar

definido por r(a⊗ b) = (ar)⊗R b é um R-módulo à esquerda.

Agora considere um FG-módulo V e m = |G|. Cada elemento x ∈ G determina

uma transformação linear Tx de V . Como |G| = m e T é um homomorfismo, a

ordem de Tx divide m, então Tx satisfaz o polinômio

xm − 1.

Então, para todo x ∈ G, os autovalores de Tx são ráızes m-ésimas da unidade sobre

F . Estas ráızes estão em uma extensão do corpo F , digamos F (ξ), onde ξ é uma

raiz m-ésima primitiva da unidade (F (ξ) pode ser o próprio F ).

Se F não possuir uma raiz m-ésima primitiva ou não for algebricamente fechado

não podemos falar de autovalores de x em V , então é necessário trocar V por um

espaço vetorial conveniente sobre uma extensão de corpo L de F.

Para descrever este processo, seja V um espaço vetorial sobre F , L uma extensão

qualquer de F , e formamos o produto tensorial

VL := V ⊗F L

que é um espaço vetorial sobre L. O módulo VL será chamado de módulo estendido

de V por L.
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Se (v) = {vi|i = 1, · · · , n} for uma base de V sobre F e 1 = 1L, então os

elementos

{vi ⊗ 1|i = 1, · · · , n}

formam uma base de VL sobre L. Com isso, podemos identificar os elementos µ =
n∑
i=1

aivi ∈ V (ai ∈ F ) com sua imagem
n∑
i=1

ai(vi ⊗ 1) em VL.

Isso, de certa forma, faz de V um “subconjunto”de VL, e ainda cada elemento

de VL tem uma única representação da forma
n∑
i=1

bi(vi ⊗ 1), bi ∈ L. Então, quando

passamos de V para VL estamos estendendo o corpo de operações de F para L. Note

que V não é um subespaço de VL (a menos que F = L), pois VL é um espaço vetorial

sobre L.

Se T for uma transformação linear de V/F então T(v) pode ser vista como uma

matriz sobre L, bem como sobre F , visto a identificação anterior, T(v) pode ser vista

como a matriz de uma transformação linear TL de VL com respeito a base (v) de

VL. Com isso, segue que a aplicação T 7→ TL é um isomorfismo entre GL(V, F ) e

GL(VL, L).

Observamos que os polinômios caracteŕıstico e minimal de TV sobre VL são

idênticos aos de T sobre V.

Agora, se φ for uma F -representação de G em V , os elementos

(φ(x))L, ∀ x ∈ G

são transformações lineares não singulares de VL. Logo a aplicação φL de G em

GL(VL, L) dada por φL(x) = (φ(x))L, para todo x ∈ G é uma L-representação

de G em VL. Da mesma forma, se V for um FG-módulo então VL também é um

FG-módulo.



Lista de śımbolos

N E G N é um subgrupo normal de G

Zn grupo aditivo dos inteiros módulo n

K4 grupo de Klein

Fq corpo com q elementos

Sn grupo simétrico de grau n

An grupo alternado de grau n

Dn grupo diedral de ordem n

Q2n grupo quatérnio generalizado de ordem 2n

Aut(G) grupo dos automorfismos de G

Inn(G) grupo dos automorfismos internos de G

SX grupo de permutações do conjunto X

Z(G) centro do grupo G

CG(x) centralizador de x ∈ G em G

CG(H) centralizador de H em G

NG(H) normalizador de H em G

Sylp(G) conjunto dos p-subgrupos de Sylow de G
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GLn(F ) grupo linear geral de grau n

SLn(F ) grupo linear especial de grau n

PGLn(F ) grupo linear geral projetivo de grau n

PSLn(F ) grupo linear especial projetivo de grau N

H ∈ Hall(G) H é um subgrupo de Hall de G

Op(G),Oπ(G) ver página 20

GL(V, F ), GL(V ) grupo das transformações lineares não singulares

dimF (V ) dimensão de V sobre F

char(F ) caracteŕıstica do corpo F

H char G H é caracteŕıstico em G

Ω1(G) ver página 43

V ⊗F L ver apêndice
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Índice Remissivo

F -representação de G, 29

H-fatores principais, 5

H-série de composição, 5

H-série principal, 5
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