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Resumo

Recebe o nome de matéria ativa um grupo de individuos que consomem energia conti-
nuamente para se movimentar no meio em que se encontram. Eles sao encontrados na
natureza em diferentes escalas, por exemplo, bandos de passaros e colonias de bactérias, e
fora do campo biolégico uma cole¢ao de motores vibrantes também se classificam como
tal. Apesar das claras diferencas entre esses sistemas, eles tém em comum o aparecimento
de movimentos coletivos e entender como eles surgem é o objetivo principal do estudo de
matéria ativa. O modelo de Vicsek foi o primeiro a obter resultados condizentes com o
que se observa em grupos de organismos autopropulsados, mostrando que o surgimento de
comportamentos coletivos pode ser tratado como uma transicao de fase dependente da
densidade e do ruido e cujo parametro de ordem esta associado a velocidade dos individuos.
A partir dele novos modelos com diversas caracteristicas foram criados e mostraram que
existe uma rica variedade de comportamentos que podem surgir na dinamica de individuos
autopropelidos. Nesse trabalho foi estudado o comportamento de um modelo de matéria
ativa em uma rede triangular sujeita a uma interacao de alinhamento e de volume excluido
que ¢é delimitada por uma aproximacao de campo médio. Ao analisar a evolucao das
probabilidades de ocupacao dos sitios que constituem a rede vé-se que o modelo passa por

uma transi¢ao de fase descontinua na qual uma direcao de velocidade domina a rede.

Palavras-chave: Matéria Ativa, Modelo de Vicsek, Teoria de Campo Médio, Transicao
de Fase.



Abstract

Active matter is a group of individuals that continuously consume energy to move in
the enviroment. They are found in nature at different scales, for example flocks of birds
and colonies of bacteria, and outside the biological field, systems such as a collection
of vibrating motors. Despite the clear differences between these systems, they have in
common the emergence of collective motion. Understanding how collective motion arises
is the main goal of the study of active matter. The Vicsek model was the first to obtain
results consistent with observations of groups of self-propelled organisms, showing that the
emergence of collective behavior can be treated as a phase transition dependent on density
and noise, and whose order parameter is associated with the velocity of particles. From it,
new models with different features were created showing a rich variety of behaviors that
can arise in the dynamics of interacting self-propelled individuals. In this work I study
the behavior of an active matter model on a triangular lattice subject to an alignment
interaction, and to excluded volume, using a mean-field approximation. Analyzing the
evolution of the probabilities for the occupation of sites in the lattice, we find that the
model goes through a discontinuous phase transition in which a particular direction of

motion dominates.

Keywords: Active Matter, Vicsek Model, Mean Field Theory, Phase Transition.
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1 Introducao

Matéria ativa diz respeito a um grupo de organismos ou outras entidades que
absorvem e dissipam energia para se propelirem. Os sistemas formados por particulas
autopropelidas sao sistemas fora do equilibrio e tem como caracteristica principal o
surgimento de comportamentos coletivos devido as interagoes entre os individuos e entre

os individuos e o meio em que se encontram.

O primeiro modelo capaz de reproduzir o comportamento de sistemas de matéria
ativa foi descrito por Vicsek et al. em 1995 . Nesse modelo vemos o surgimento espontaneo
de movimentos coletivos como uma transi¢do de fase governada por alguns parametros
bésicos do sistema. Como resultado, variagoes do modelo de Vicsek foram utilizados
para estudar o comportamento de rebanhos de ovelhas , de colonias de bactérias [3],
de filamentos em motores moleculares no nivel celular [4] e, fora do campo biolégico, o

movimento de particulas Janus [5].

ad

Figura 1 — Exemplos de sistemas de matéria ativa encontrados na natureza. A esquerda
um cardume de sardinhas e a direita bandos de passaros. Figuras retiradas
de [6] e [7], respectivamente.

No geral, modelos para matéria ativa consideram a existéncia de uma interacao que
faz com que os individuos tenham a tendéncia de seguir a mesma diregdo que seus vizinhos.
Dessa maneira determinar uma vizinhanca é parte importante no estudo do comportamento
de sistemas de particulas autopropelidas. Normalmente isso é feito delimitando uma regiao
ao redor da particula de interesse e considerando que qualquer individuo que esteja nesse
espaco interage com a particula. Outra maneira de limitar a vizinhanca é através de uma
interacao topologica |§| na qual se determina um nimero fixo de vizinhos com os quais os
organismos vao interagir, estudos sugerem que para o comportamento coletivo de animais
essa forma de interagao é a mais realista [7]. Em modelos em rede, a principio, poderia

considerar que todos os sitios da rede interagem entre si de modo a garantir que nenhuma
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flutuacao passe despercebida durante a dinamica; essa definicao porém é quase impossivel
de estudar para sistemas grandes. Assim, a construgdo mais sensata é uma aproximagcao
entre primeiros vizinhos que deve no minimo fornecer informacoes qualitativas sobre o

comportamento.

Com o objetivo de estudar os diferentes comportamentos que podem surgir devido
as diferentes configuragoes de sistemas de matéria ativa, nesse trabalho é proposto o estudo
de um modelo de Vicsek em rede na qual se utiliza uma analise de campo médio para

delimitar o alcance da interagao entre particulas .

No Capitulo [2| é feita uma descricio do modelo de Vicsek com seus principais
resultados a respeito do surgimento espontaneo de movimentos coletivos em um modelo
simples que segue apenas uma regra de alinhamento das orientacoes das velocidades
das particulas. E apresentado também alguns resultados para modelos de matéria ativa
em espacos discretos, focando principalmente no trabalho desenvolvido por Peruani e

colaboradores [9].

A descricao do modelo a ser estudado é feita no Capitulo 3] onde é apresentado as
grandezas de interesse principal para seguir o comportamento do sistema na rede. E no
Capitulo 4] é desenvolvido as equagodes necessarias para avaliar a evolucao temporal das

particulas e os algoritmos utilizados para realizar a andlise computacional.

Os resultados obtidos sdo apresentados no Capitulo [f| Para o movimento de
particulas na rede nao foram alcangados resultados que consideramos caracterizar de fato
a dinamica do modelo e dessa maneira deixamos em aberto a questao sobre como as
particulas se organizam quando ha dependéncia espacial. Esperamos resolver o problema

em trabalhos futuros que visam melhorar a analise computacional para o modelo.

Por fim, no Capitulo [6] é feita uma breve conclusdo sobre os resultados do trabalho

e os novos caminhos que se pode seguir a partir deles.
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2 Modelo de Vicsek

2.1 Introducao

O modelo de Vicsek (MV) [1] é um modelo simples, mas capaz de descrever
corretamente o movimento coletivo de grupos de organismos. Ele segue uma tnica regra
que diz que a direcao da velocidade das particulas deve se orientar com a dire¢ao média de
movimento dentro de uma vizinhanca de raio Ry. Porém a presenca de um ruido aditivo

no sistema pode atrapalhar esse alinhamento.

Como hé diferentes maneiras que matéria ativa pode aparecer na natureza, é preciso
modelar sistemas que implementem diferentes caracteristicas como o tipo de ruido e tipo
de interagao, o alcance da interacao entre particulas e até mesmo o espago no qual o
sistema esta contido, podendo ser continuo ou discreto. Pela sua simplicidade, o MV se

tornou um ponto de partida para a elaboragao desses novos modelos.

2.2 0O Modelo de Vicsek

O modelo de Vicsek trata-se de um sistema com N particulas autopropelidas que
se movem com velocidade constante vy em um espago continuo de tamanho LxL e com
condigbes periddicas de contorno. Seja r;(t) a posicao da particula i e v; = vy(cos 6;, sin 6;)
a velocidade com direcao de movimento definida pelo angulo 6;. A cada intervalo de tempo

At a posicao da particula no sistema é atualizada conforme

ri(t + At) = r;(t) + At vi(t). (2.1)

Um circulo de raio Ry centrado em r; determina a vizinhanca de interagao da
particula i, que deve reorientar sua velocidade de modo a se alinhar com a velocidade
média dentro do circulo, conforme ilustra a Figura 2l Assim 6;(t) segue

6,(t + At) = Arg T+ ngi(h), (2.2)

Z RIZI0)
J

em que o somatorio € sobre todas as particulas dentro da vizinhanca, inclusive a particula 7,
e a fungao Arg fornece o dngulo médio das velocidades na vizinhanca. &;(¢) é uma variavel
aleatéria uniformemente distribuida no intervalo [—m, 7] que cumpre o papel de um ruido
de intensidade 7 e tem como propriedades (&;(t)) = 0 e (&(t)&;(t')) = ['d,40; ;, em que
[ = var[¢(t)] = 72/3. O uso de §, ao invés da fungao delta de Dirac 6(t — ') se da pelo

fato de o tempo ¢ ser considerado uma variavel discreta no modelo. O que o ruido faz na
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Figura 2 — Dindmica do modelo de Vicsek: a particula em vermelho tende a se alinhar
com a dire¢ao média da velocidade dentro do circulo de raio Ry, em seguida se
move seguindo sua nova orientagao e uma nova vizinhanga ¢é formada. Figura
retirada de [8].

equacao para 6; é adicionar uma perturbacao a direcdo média de movimento e por isso se

classifica como um ruido aditivo.

Sem perda de generalidade, escolhe-se At = 1 e Ry = 1. Restando apenas trés
parametros de controle para o comportamento do sistema, a densidade p = N/L? a
amplitude do ruido 7 e a velocidade vy. O parametro de ordem ¢é definido como sendo a
orientacao média da velocidade das N particulas que compoem o sistema:

1 N

(1) = 57, [ Vi) (2.3)

=1

Caso a direcao de movimento das particulas esteja distribuida aleatoriamente (®), =0
e, se houver ordenamento, (®), > 0. Dessa forma a média temporal do pardmetro de
ordem indica a ocorréncia de uma quebra espontanea de simetria caracteristica dos
fendmenos de transicao de fase. Tal comportamento é similar ao que ocorre na transicao
ferromagneto/paramagneto de modelos de spins com campo magnético externo nulo [10].
Nesse caso o parametro de ordem é a magnetizacdo m, que é nula na fase paramagnética,
e para T" < T, o sistema passa por uma magnetizagdo espontanea na qual os spins se

alinham e portanto m # 0.

O estudo do comportamento das particulas no modelo de Vicsek segue da seguinte
maneira: vy e p sao mantidos fixos enquanto n varia, o sistema é iniciado com uma
distribuicao aleatoria das diregoes das velocidades das particulas e a cada passo de tempo
as posigoes e orientagoes de todas as particulas sdo atualizados simultaneamente conforme
Eq. e Eq., respectivamente. Dessa maneira descobriu-se que o modelo sofre uma
transi¢do para movimentos coletivos, onde um grupo passa a seguir uma mesma dire¢ao

que é escolhida aleatoriamente.

Para ruido alto as particulas nao sao capazes de se alinhar e o sistema se mantém

desordenado. Ao diminuir 7, grupos seguindo em uma mesma direcdo comegam a surgir
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caracterizando a formacao de bandas; nessa situacao o sistema passa a apresentar orde-
namento local e (®), > 0. Por fim, para valores pequenos do ruido se alcanca uma fase
de ordenamento homogéneo em que uma tunica direcao de movimento ¢ dominante sobre

todo o sistema, (®), ~ 1.

As fases do modelo estao relacionadas com a densidade e o ruido, no sentido que
quanto maior for a densidade mais facil é manter o ordenamento. Isso ocorre porque quando
a densidade ¢ alta quase todas as vizinhancas definidas pelo circulo de raio Ry acabam se
sobrepondo e a informagao sobre a direcao das velocidades se dissemina mais facilmente
entre as particulas. Por sua vez, se considerarmos p << 1 as vizinhangas podem ficar
totalmente isoladas uma das outras e o ruido se sobressai a interacao de alinhamento. Nesse
sentido a formacao de bandas ordenadas implica a existéncia de locais com densidades

mais altas no sistema. A relacao entre p e n fornece o diagrama de fase para MV, Fig(a).

A transicdo de fase que ocorre no modelo foi inicialmente descrita como sendo uma
transicao continua, porém estudos posteriores para sistemas maiores mostraram que a

transicao de fase do modelo de Vicsek é na verdade sempre descontinua .

0.8 .
Disordered o—e | =l
Ordered. bands |
,,,,, ] <,
'l ol 0.4 -
Ordered homogeneous
0 | —

P 0.4 n 06

(a) (b)

Figura 3 — (a) Diagrama de fase para o modelo de Vicsek indicando as trés fases do
sistema. (b) Pardmetro de ordem em fungao do ruido para diferentes tamanhos
do sistema. Figuras retiradas de [§].
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2.3 Matéria Ativa em Espacos Discretos

Seja uma rede com geometria qualquer formada por N sitios nos quais os organismos
autopropulsados podem estar. Os modelos para matéria ativa dentro de uma rede apresen-
tam duas diferencas importantes em relagdo aos sistemas em espagos continuos, como € o
caso do modelo de Vicsek. A primeira diferenca esta relacionada com as velocidades das
particulas que compdem o sistema, pois a geometria do espaco impoe que as orientagoes
sejam discretizadas para coincidir com as diregoes dos elos. A segunda diferenca é que as
particulas estdo ao menos a uma distancia a uma das outras, sendo a a distancia entre

dois sitios vizinhos.

Modelos de matéria ativa em rede sdo normalmente utilizados para estudar sistemas
com condi¢oes de volume excluido e dao origem a variados padroes no movimento coletivo
dos organismos. O trabalho de Peruani et al. [9] demonstra bem os diferentes arranjos que
podem surgir em um sistema com essas caracteristicas. No modelo estudado as particulas
se movem um uma rede quadrada com condigdes periddicas de contorno e ha apenas
quatro velocidades possiveis que correspondem a movimentos para a esquerda, para a

direita, para cima e para baixo. A dindmica do modelo é governada por:

Tr((x,v) = (x,w))=exp (g > (W[V(y))],
YEA(x)
(2.4)
vy, sey esta vazio
Ty ((X,V) — (y = X+V7V)) =

0, sey esta ocupado.
Em que Ty ¢é a taxa de reorientagao para a direcao w para uma particula na posicao x e
com direcao v. O somatorio é sobre os primeiros vizinhos do sitio em x dentro de uma
regiao definida por A(x) e (|) representa o produto interno entre a velocidade na dire¢ao
w e a direcao da velocidade das particulas nos sitios vizinhos V(y). Isso define a interagao
de alinhamento do modelo que, ao invés de considerar a presenca de um ruido, inclui o
parametro ¢g na taxa de reorientacao para controlar a intensidade da interacdo entre uma
particula e seus vizinhos. Por sua vez, T, representa a taxa de migragao de x para um
sitio em y que estd na direcdo de movimento da particula. A condi¢ido de volume excluido
¢ implementada pela exigéncia de que o sitio vizinho esteja vazio para que a transferéncia

ocorra a uma taxa Vo-

Variacgoes do parametro de controle levam a quatro fases distintas. Para ¢ baixo
(Figf4}(a)), ndo hd ordenamento no sistema. Conforme g aumenta as particulas comegam
a se alinhar com seus vizinhos e dao origem as estruturas mostradas na Figld}(b); as
particulas no meio do aglomerado estao impedidas de se mover devido a condicao de
volume excluido, esse padrao recebe o nome de traffic jam. Para sair dessa configuracao é
preciso que a intensidade da interagao cresca de modo que o aglomerado passa a ter duas

velocidades dominantes (Figl}(c)), para cima (em azul) e para a esquerda (em preto).
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Por fim, aumentando ainda mais o parametro de controle uma tnica direcao é escolhida
e temos uma regiao de alta densidade com todas as particulas com a mesma orientacao.
A formacao de uma banda na qual as particulas tém velocidade orientada para cima
é mostrada na Fig(d). Note que as particulas que compdem a banda nao se movem,
exceto na interface com a regiao desordenada. A transicao de fase em que o sistema sai de
uma configuracao homogénea para a formacao de agregados ordenados é uma transicao

descontinua.

Figura 4 — Os diferentes padroes de movimento coletivo que surgem do modelo proposto
por Peruani. Figura retirada de [9].

A formacao de aglomerados ordenados também ocorre em um modelo em rede
com uma interagao de alinhamento que é intrinsecamente estocastica e ha oito possiveis
orientacoes para a velocidade || E vista também em um modelo em que nao se considera

interacoes de alinhamento e a transicao de fase é induzida pela motilidade das particulas

na rede [6}[13].
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3 Teoria de Campo Médio para o Modelo de
Vicsek em Rede

3.1 Introducao

Propomos o estudo de um modelo de matéria ativa em um rede triangular sujeita a
uma interacao de alinhamento cujo alcance dentro da rede é fornecido por uma aproximagcao
de campo médio. Nesse capitulo damos uma visao geral do modelo, detalhando os principais

parametros que vao definir o comportamento do sistema.

3.2 Teoria de Campo Médio para o Modelo de Vicsek em Rede

Seja uma rede bidimensional triangular de tamanho finito. Considerando um
espacamento a = 1 entre os sitios e h e w as dimensées da rede, ha (hxw) sitios que
podem ser ocupados por particulas autopropelidas cujas velocidades sao iguais em modulo,
mas podem assumir apenas trés orientagoes que se diferem por um angulo de 120°, como
mostra a Fig[j

’ ’ -
# S \\ r ] # ~ #
/’ ) ’ a ’ ‘\ ’ ~ ”
. ~ # Iy # N # ~ ,
@ WO
Y
# ~ Pl U - N P ~ #
. -~ ’ N ’ N ’ b /.
# ~ # - — . ’ » k4
o3 ] —-- @ 9
# ~ # ~ R # \\ -
L LS , ~ ~ ’ . ”
s ~ # \ E " # \ -
* Ry R L s
@@ @ @ D
Y - b # ~ Ed Al
- i (9 i ~ » s ¢
, ~ F ~ - ~ # ~ L
- Y # i / - # ~ #

Figura 5 — Rede triangular com (hxw) sitios, sendo h = w = 5, que podem estar ocupados
por particulas autopropelidas com as velocidades vy, v, ou vs.

Consideramos a presenca de N particulas nessa rede. O estado de cada uma é
definido pela posi¢ao na rede e pela orientacao da velocidade. Dessa maneira podemos
representar a fracdo de particulas em cada estado como

Ny
fi=% i=123 (3.1)
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Sendo N; o niimero de particulas com velocidade v; e N = 32 | N;, o que leva a
restricao

Hitlh+fi=1 (3.2)

Uma das principais diferencas desse modelo é o fato de que vamos considerar
as probabilidades de ocupacgao dos sitios da rede. Dizemos que um sitio s tem uma
probabilidade p, de estar ocupado e, estando ocupado, uma probabilidade f;s de que a
particula tenha a orientacdo 7. Isso define (pf;)s como a probabilidade de ocupagao do sitio

s para o estado i. A densidade da rede, ou a probabilidade média de ocupacao, é dada por

1
Py =7 2 Ps (3.3)

S

sendo A a area da rede.

Como no modelo de Vicsek original, estabelecemos uma interacao de alinhamento
entre as particulas que podem reorientar a direcdo de sua velocidade para se alinhar
com a direcao majoritaria entre seus vizinhos. Tal interagao tem como efeito variar as
fracoes de particulas em cada estado, pois uma delas tende a se sobressair as outras e,
consequentemente, se torna cada vez mais provavel encontrar outras particulas no estado da
maioria. H4 também a presenga de um ruido n que é implementado como a probabilidade
de uma particula se alinhar com uma direcio diferente por perceber erroneamente qual é

a velocidade da maioria.

Uma vez definida o tipo de interagao precisamos delimitar a vizinhanca que vai
interferir no estado de uma particula. Dizemos que cada particula estd sujeita a influéncia
média dos estados de sete vizinhos, seus seis primeiros vizinhos e ela mesma. A grandeza
que define a reorientagdo de uma particula é a probabilidade de sua vizinhanga ter uma
das v; dire¢coes como maioria. Essa probabilidade é calculada a partir da fatoracao das
probabilidades de ocupacgao de cada sitio que compde essa vizinhanga, considerando
que os estados provaveis para os sitios sao independentes. Dessa maneira se define uma

aproximacao de campo médio para o alcance das interacoes.

A Fig.@ mostra a vizinhanga que estamos considerando. A particula central (em
preto) é a particula cujo comportamento queremos analisar; ela tem velocidade v; e seus
vizinhos (em cinza) podem ou nao estar ocupados. Uma possivel reorientagao na diregao
de sua velocidade vai depender dos estados de cada sitio que compoe sua vizinhanca. No
contexto de probabilidade de ocupacgao, quando uma particula reorienta sua velocidade
por causa da interagdo média com seus vizinhos isso significa dizer que houve um aumento
da probabilidade de ocupacao para um dos ¢ estados. Dentro de uma vizinhanga pode
acontecer de nao haver uma maioria e, devido a presenca do ruido, se essa configuracao
ocorre as particulas tém a mesma probabilidade de manter sua velocidade ou mudar para

um dos outros dois estados disponiveis.
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Figura 6 — Vizinhanga de interacao de uma particula.

Apéds a reorientacao das velocidades, as particulas podem se mover pela rede nas
dire¢oes de vi, v e v3. O movimento é visto como um fluxo de densidades entre dois
sitios que ocorre a uma taxa proporcional as probabilidades para cado estado. Nesse passo
incluimos uma dependéncia espacial no sistema, pois agora as densidades dos sitios estao
também sujeitas a variagoes no tempo. O nimero de particulas no sistema deve se manter
constante, portanto a ocupacao total da rede é um parametro fixo e as variagdes em p;

devem ocorrer de maneira a manter essa restrigao.

Figura 7 — Dinamica do modelo: Uma particula inicialmente com velocidade v, muda para
v, para se alinhar com a velocidade majoritaria da vizinhanca; a particula
entao se move para o sitio na direcao de vy, que estava vazio, e forma uma
nova vizinhanca.
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4 Analise Computacional

4.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos as equagoes de movimento para as fragoes de particulas
em cada estado e o método utilizado para resolvé-las. A evolucao das fragoes segundo as
equacoes € o que vai modelar o alinhamento do sistema. Posteriormente, explicitamos o
processo de transferéncia de particulas dentro da rede, onde a diferenca entre as densidades
de dois sitios governa o movimento das particulas. Por fim, apresentamos a construcao do

modelo em que esses dois passos ocorrem para ser estudado computacionalmente.

4.2 A Equacao de Movimento

As fracoes de particulas em cada estado variam no tempo devido aos efeitos da
interacao e do ruido. Para escrever uma equacao de movimento para as fragoes precisamos
considerar a probabilidade de ocupacao de cada sitio para determinar qual estado é

dominante em uma vizinhanca.

Dentro de uma vizinhanga temos quatro eventos possiveis:

e M; - a maioria das particulas tém velocidade vy;
e M, - a maioria das particulas tém velocidade vo;
o Mj - a maioria das particulas tém velocidade vs;

e Mj - nao ha uma maioria.

Para uma particula com velocidade v;, queremos determinar a probabilidade de ocorrer o
evento M; dentro da vizinhanca em que ela se encontra. Ha diferentes configuracoes que

levam a um mesmo evento (ver F ig. Seja,

Pe= (pfi)s l:[(pfz)k, (4.1)

a probabilidade de uma configuracao que é calculada ao percorrer as probabilidades de
ocupacao para os estados em cada um dos sitios que formam a vizinhanca. Caso um sitio

k esteja desocupado, um termo (1 — pi) deve entrar no produtério [].
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Figura 8 — Exemplo de duas configura¢des em uma vizinhanca que resultam no evento
M;: Todos os sitios ocupados com cinco deles com velocidade v; (esquerda) e
apenas dois sitios ocupados e com velocidade vy (direita).

A probabilidade total de um evento M; ocorrer para uma particula no estado ¢,
denominada como P{M;|i}, é dada pela soma das probabilidades das varias configuragoes

que levam ao evento em questao,

P{M;li} =D Pe{Myli}. (4.2)

Para calcular P{M;|i} foi construido um algoritmo que permite considerar todas
as configuragdes que uma vizinhanga pode assumir e a probabilidade que elas acontecam,
seguindo a Eq.(4.1)) . O algoritmo é detalhado abaixo.
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Algorithm 1 Célculo das Probabilidades dos Eventos

for : =1 até 3 do

pli] < (psfis) > pli] recebe a probabilidade de ocupacao do sitio s para o estado 7

for j =1 até 4 do

if j =4 then
pli] < pli] * (1 — ps,)
else
p[l] — p[l] * (pfj)s1
end if
for k=1 até 4 do
if £ =4 then
pli] = pli] = (1 = ps,)
else
end if
for /=1 até 4 do
if | =4 then
else
pli] < pli] * (pfi)ss
end if
for m =1 até 4 do
if m = 4 then
pli] + plil * (1= py.)
else
pli] < pli] * (pfin)ss
end if
forn=1até 4 do
if n =4 then
pli] <= pli] * (1 — ps;)
else
pli] < pli] * (pfn)ss
end if
for o =1 até 4 do
if o =4 then
pli] <= pli] * (1 — ps,)
else
pli] < pli] * (pfo)se
end if
P{Mjli} + >, pli]
end for
end for
end for
end for
end for
end for

end for

> 1° vizinho de s

> pode estar desocupado

> 2° vizinho de s

> pode estar desocupado

> 3° vizinho de s

> pode estar desocupado

> 4° vizinho de s

> pode estar desocupado

> 5° vizinho de s

> pode estar desocupado

> 6° vizinho de s

> pode estar desocupado
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Definidas as probabilidades, precisamos incluir a a¢do do ruido para descrever o
comportamento esperado de uma particula ao interagir com sua vizinhancga. Seja K o
estado da particula cujo comportamento queremos estudar. Para cada evento possivel,
a fracao de particulas com velocidade vy dentro de um sitio s deve variar da seguinte

maneira:

K=1: fi5 decresce com probabilidade n;
M; — { K=2: fi; aumenta com probabilidade (1 — 7);

K=3: fis aumenta com probabilidade (1 — 7).

K=1: fi5 decresce com probabilidade (1 —n/2);
My — { K=2: fi, aumenta com probabilidade 7 /2;

K=3: fis aumenta com probabilidade /2.

K=1: f1, decresce com probabilidade (1 — n/2);
Mz — { K=2: fi, aumenta com probabilidade n/2;

K=3: fis aumenta com probabilidade /2.

K=1: fi5 decresce com probabilidade 27/3;
Mo — { K=2: fi, aumenta com probabilidade 7/3;
K=3: fis aumenta com probabilidade /3.

A analise do comportamento de fo, e f3, é feita de maneira similar e permite escrever as

equagoes de movimento que governam o modelo.

dC];s — [nP{Mm’} + (1 - ’27) (P{M, i} + P{M|i}) + 2?:713{ M0|z'}]
+ s [(1 — P{M1} + 3 (P{M; 17} + P{MAj}) + SP{ My j}} (4.3)

+ i [(1L= mPLOIRY + T (PG|} + PO + LM}

em que i, j e k assumem os valores 1, 2 e 3 conforme os estados.
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4.2.1 Integracao Numérica

Para avaliar a evolucao das fragoes em cada estado e, consequentemente, o grau
de ordenamento do sistema, precisamos resolver a Eq. para cada fracao para o
estado estacionario. Por serem equacoes altamente nao-lineares é necessario integra-las
numericamente e isso é feito utilizando o método de Runge-Kutta de quarta ordeny] [14].

Tal método segue o algoritmo descrito abaixo para a resolugdo de EDO’s.

Algorithm 2 Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem

flt,y) < dy/dt > f(t,y) a equagao diferencial a ser resolvida
Yn < y(to) > Condicao inicial
n <+ (t —ty)/h > h o passo de tempo para sair de t, e chegar a ¢

for : =1 até n do

K2 < hx f(to+h/2,y, + K1/2)

K3 hx f(to+ h/2,y, + K2/2)

K4 < h* f(to+ h,yn + K3)

K« (1/6) % (K1+2% K2+ 2% K3+ K4)
Yn Y + K

to < to + h
end for

Para resolver as equacoes de movimento do modelo é preciso considerar que cada
uma das equagoes depende de todas as trés fragoes f;s ao mesmo tempo. Apesar de as
equagoes de movimento nao apresentarem dependéncia explicita com o tempo, utilizamos
as variaveis tg, t e h como tempo inicial, tempo final e passo de tempo, respectivamente.
Elas definem o niimero de iteragoes a serem feitas e t deve ser grande o suficiente para
garantir que, ao completar as iteragoes, os valores de f;; obtidos sejam aqueles que resultam
em df;s/dt = 0. O algoritmo modificado para a resolugdo das equagoes de interesse pode

ser encontrado no Apéndice

1 Uma breve discussio sobre resolucdes de equacdes diferenciais utilizando o método de Runge-Kutta é

encontrada no Apéndice E]
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4.3 Processo de Transferéncia de Densidades

Os valores de f;s fornecidos pela integracao numérica modelam o alinhamento na
rede causada pela interacio entre primeiros vizinhos. E necessério ainda implementar o
movimento das particulas nesse sistema. Para isso precisamos considerar um processo
de transferéncia de densidades entre dois sitios no qual adotamos a condi¢ao de volume
excluido, ou seja, duas particulas nao podem ocupar o mesmo sitio e p, esta restrita ao

intervalo [0, 1].

Seja o sitio n uma fonte com densidade s(t) e o sitio n + 1 um receptor com
densidade 7(t). Existe uma corrente de densidades, J,(t) entre eles que obedece a relacao,
dr(t) ds(t)

tal que
J,(t) = wvos(t) [1 —r(t)]. (4.5)
Sendo vy 0 mdédulo da velocidade das particulas. Fazendo uma mudanca de variavel,

u(t) =1 — r(t), reescrevemos as equagoes |4.4| e |4.5( como

du(t)  ds(t)
dt — dt

= —J,(t) (4.6)

J,(t) = vos(t)u(t). (4.7)

Seja sg e ug o valor das densidades para um tempo t, qualquer. E seja As a
quantidade transferida da fonte para o receptor. O tempo necessario para a transferéncia

de densidades, ou seja, para que a densidade da fonte varie de sy para so — As é dado por

a1

ds U()S()UO’

(4.8)

conforme as equagoes [£.6] e 1.7 Se sy vai diminuir uma quantidade As, uo deve decrescer

o mesmo tanto pela sua definicao. Temos a relagao

/Ot dt = —Ulo /OAS s yc)h(’ug — (4.9)

em que a variavel y controla o fluxo de densidade. Para resolver a equacao acima e obter

uma expressao para a transferéncia de densidade entre dois sitios precisamos considerar

dois casos: sg # ug € Sy = Ug.
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o Se Sy # U

1 [As dy 1 y=As
t=—— = In(y —ug) —In(y — s
Wl Tom e —g) ~ o — ) Y T 1) Il =sol|
L 1 I As/ug — 1 ‘
vo(So — o) As/sg— 1
SO |:6U0t(80—u0) _ 1]
= As(t) = R e —— (4.10)
® S€ Sop = Up
=As
i ody 11 [
voJo (so—=y)* w0 (y—so) =0
L 1 As
n Vo So(AS — 80)
L As(t) = oo (4.11)
5(t) = —————. )
UotSO —1

A transferéncia de uma particula de um sitio para outro deve ser modelada segundo
as equagoes para As(t). Por exemplo, para mover uma particula no sitio n para o sitio

vizinho que esté dire¢do da velocidade vy consideramos a taxa de transferéncia como sendo

AS(t)fln

4.4 A Rede

Nas sec¢oes anteriores foram discutidos os dois sub-passos do modelo, alinhamento
e transferéncia de particulas. Apresentamos agora a construcao da rede na qual esses

fendmenos irdo ocorrer.

No Capitulo |3/ foi dito que as particulas ativas se encontram em uma rede triangular
bidimensional. Essa geometria ¢ implementada computacionalmente usando uma rede
quadrada que é topologicamente equivalente & rede triangular da Fig. [5] Nesse novo
formato as orientagoes das velocidades v; e vy permanecem as mesmas, enquanto vs sofre
uma rotagao de 45° que compensa a rotagao da rede (ver Fig.@. Com essa mudanca a
rede pode ser vista como uma matriz LxL (sendo L o tamanho do sistema) cujas células

armazenam as informacgoes sobre os sitios.

Seja p, a densidade e n o ruido do sistema que é uniforme inicialmente, assim
ps = pg € fis sd0 iguais para todos os sitios. Considere uma célula na posigao (m,n) da
matriz com m,n € [1, L]; ela guarda a probabilidade de ocupacao do sitio para as trés

fragoes de particulas em cada estado, (pf:)mn-



Capitulo 4. Andlise Computacional 28

Figura 9 — Rede quadrada com as orientacoes permitidas para as velocidades.

A rede deve obedecer condi¢oes de contorno periddicas,

se mn<l = mmn=1L,

se mn>L = mmn=1,

0 que permite construir a vizinhanga das particulas de modo que haja sempre seis primeiros
vizinhos. Definida a vizinhanca, as probabilidades de ocupacao de cada sitio que a compoe
fornece a probabilidade de ocorrer cada um dos quatro eventos M;. Os valores de P{M;|:}
sdo incorporados as equacgoes de movimento que sao resolvidas através de integracao

numérica seguindo o Algoritmo 3|

Apos a interacao de alinhamento uma pequena perturbacao na densidade de alguns
sitios quebra a homogeneidade da rede e permite o movimento das particulas na dire¢ao
de sua nova velocidade, desde que o sitio vizinho esteja desocupado. Novas vizinhancgas sao
formadas, mas agora dentro de uma configuracao em que as probabilidades de ocupagao
variam de sitio para sitio. As particulas interagem com seus novos vizinhos e se movem
pela rede, esse processo se repete por tempo suficiente para poder revelar um padrao

dentro do modelo.

Devido a condicao de volume excluido, quando todos os sitios estao ocupados
(py = 1) ndo hd movimentacao das particulas no sistema. A tnica acdo possivel é a
reorientacao das velocidades causada pela interacao com os vizinhos e nesse caso temos
um modelo similar ao modelo de Potts de trés estados [15] no qual o ruido do sistema

cumpre o papel da temperatura.
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5 Resultados

5.1 Introducao

Nesse capitulo apresentamos os resultados obtidos para o modelo proposto. A
evolugao do sistema foi dividida em dois passos: o alinhamento, onde vemos os efeitos da
analise de campo médio no modelo, e a transferéncia, onde o movimento das particulas na

rede leva a comportamentos coletivos.

5.2 Alinhamento

Iniciamos o sistema como uma rede homogénea com densidade p, qualquer. Dessa
maneira ps = py ¢ fis = fi para todo sitio s, sendo f; a média das fracoes no estado .
Devido a natureza da interagao é preciso definir uma maioria inicial. Assim, consideramos
que a maioria das particulas se encontram inicialmente com velocidade vy, enquanto a

fragdo de estados para as outras duas velocidades sao iguais, fo = f3 = f, tal que

fi=1/3+A
F=1/3-A/2.

(5.1)

A equagao obedece a restrigao imposta pela Eq.(3.2)) desde que 0 < A < 2/3. O caso A =0
nao é considerado apesar de satisfazer a restri¢ao, pois implica fragdes iguais para cada

estado. Os resultados foram obtidos para A = 1072 a nao ser que seja dito o contrario.

O grau de ordenamento no estado estacionario é influenciado pelo ruido e existe um
valor critico 7. que separa a fase ordenada da fase desordenada. Para n < 7. as particulas
se alinham com a orientagdo da maioria e o estado estacionario tem v; como velocidade
dominante. Conforme o ruido aumenta essa dominancia perde forga, pois a diferenca
entre fi e f diminui. Quando 7 > 7. a interacdo de alinhamento é superada e a diferenca
entre as fragdes vai a zero, caracterizando o estado desordenado. A Figura [10] mostra o

comportamento descrito.

Com base nesse comportamento definimos o parametro de ordem do sistema como

MHzﬁ—; (5.2)

De modo que para valores altos do ruido (¢(f1)), = 0, o que justifica a inclusao do fator
1/3 na definigao.
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Figura 10 — Evolugao temporal de um sistema com densidade p, = 0.7 cujo ruido critico é
n. = 0.0767. (a) n =0.02 . (b) n =0.06. (¢) n = 0.075. (d) n = 0.1.

Alterando o valor da densidade para um mesmo ruido, vemos que existe uma
relagdo entre p, e ¢. A Fig(a) mostra que quanto mais provavel for os sitios estarem
desocupados menor vai ser a média temporal do pardametro de ordem. Com isso vemos
que a transicdo de fase do tipo ordem-desordem pela qual o sistema passa tem como
parametros principais a densidade e o ruido e a relagao entre essas duas variaveis fornece
o diagrama de fase do modelo, Figurdl1}(b).
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Figura 11 — (a)Parametro de ordem em funcao da densidade para ruido fixo em n = 0.01.
(b)Diagrama de fase do modelo: Acima da curva o sistema se encontra na fase
desordenada e abaixo na fase ordenada.

Na Figura [12] vemos uma queda abrupta do pardmetro de ordem quando o sistema
atinge o ruido critico, isso ocorre para todas as densidades consideradas de modo que a

aproximacao de campo médio resulta em transi¢oes de fase descontinuas para o modelo.
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Figura 12 — Pardmetro de ordem em funcao do ruido para diversos valores de densidade.
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5.2.1 Diferentes Condicdes Iniciais

A Eq[5.1] define as condigoes iniciais da rede através do pardmetro A que controla
a diferenca entre as fragdes em cada estado. Fazendo A ~ 0 o sistema comega muito
préoximo do estado desordenado e fazendo A = 2/3 iniciamos com todas as particulas com

velocidade vy.

Solucoes das equagoes de movimento para diferentes valores de A mostram que o
ruido critico nao é fun¢do apenas da densidade, as condigoes iniciais do sistema também
influenciam. Na Fig[I3| vemos que 7, cresce com A, ou seja, sistemas mais ordenados sio
mais dificeis de passar para a fase desordenada. Essa relacdo porém é limitada, ha um
Nemin € Ne;maz PaTa 0 qual a transicao de fase ocorre e esses limites definem as curvas
espinodais do sistema. Para p, = 1.0, 1) ocorre para A < 1074 e Ne,maz OCOITE para

A > 7x1072.

0.50
‘\.\
-
0.48 - 1 ﬁ
0.46
0.44
—1n-4
E 0.42 - a=10
— A=1073
0.40 A=2x1073
—— A=5x1073
038] — A=7x107
—— A=1072
0364 — A= 3x1072
A=5x10"2
0.34 4 — D=7x107?
T T T T T
0.110 0.112 0.114 0.116 0.118 0.120

n

Figura 13 — Regido critica para o sistema com diferentes condigoes iniciais. As linhas azul
e cinza definem os limites do ruido para o qual a transicao ocorre. Resultados
para p, = 1.0
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5.2.2 Os Zeros da Equacao de Movimento

Ao definir fo = f3 como condicdo inicial, a Eq.(3.2)) pode ser reescrita como
f1+2f =1 e, portanto,

fi=1-2f, (5.3)

f:1_2f1. (5.4)

Além disso, o fato de estarmos considerando uma rede uniforme implica P{M;|2} =

P{M,|3}. As equacoes de movimento podem ser simplificadas e escritas em fungao de

apenas uma variavel, para df; /dt temos

D~ [ppaniiy+ (1= ) (POLIY + LG + S P(O4)] .

(1= £) [(1= P12} + nP{ILI2) + TP (Mo[2) .

Sabemos que ha valores de f; que levam o sistema ao estado estacionario e por
causa da restricao sabemos também que 0 < f; < 1. Uma maneira de avaliar a Eq[5.5] é
percorrer o intervalo em que f; esta contido para encontrar os valores que resultam em
df1/dt = 0, para diferentes valores do ruido. A evoluc¢ao das outras fragoes é totalmente

definida a partir da EqJ5.4) uma vez que se obtém os resultados para f;.

Para n em um determinando intervalo a equagao de movimento para f; é nula
em trés pontos distintos. A Figura (a) mostra que f; = 1/3 é sempre um zero da
equacao; condizente com o fato de que esse valor indica que o sistema esta desordenado e,
portanto, nao ha uma maioria a ser seguida e as fragoes se mantém contantes. Os outros
dois zeros da equagao sofrem influéncia do ruido do sistema, porém o interesse principal é
no comportamento do ponto nulo que é maior que f; por corresponder a condicao inicial
com f; > f que adotamos. Denominamos o ponto de interesse como f{” e vemos que ele
decresce com o aumento do ruido. Ao atingir um certo valor de 7, fi” deixa de existir e

apenas o ponto f; permanece como um zero da equagao, como indica a Fig.(b).

Avaliando os zeros da equagao para diferentes valores de 7, vemos que o ponto f; é
uma solucao instavel, enquanto os outros dois sdao solugoes estaveis. f; se torna estavel
quando as duas outras solu¢des nao mais existem, conforme indicado na Fig(a), e o
ruido para o qual essa mudanga ocorre estd em acordo com os valores para o ruido critico
obtidos utilizando o método de Runge-Kutta para resolver as equacoes de movimento.
Além disso, o fato de f{” deixar de existir abruptamente nesse ponto confirma a existéncia
de uma transicao de fase descontinua na teoria de campo médio. Os resultados para o
comportamento de f;” em fungao do ruido estdo em concordancia com os valores de f; no

estado estacionario fornecido pela integragdo numérica (ver Fig[I5|(b)).
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Figura 14 — Equagdo de movimento em fungao de f; para p = 1.0. (a) Quando n < 7.
hé trés pontos em que a equagao é nula. (b) Para n > 7. hd apenas um zero
correspondente a f7.
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Figura 15 — (a) Zeros da equagio de movimento em fungao do ruido, linhas sélidas indicam
solugoes estaveis e a linha pontilhada indica solugao instével. (b) Evolucao de
f{ na andlise dos zeros da equagao concorda com os resultado obtidos para
f1 usando o método de Runge-Kutta. Resultados para p, = 0.7.

A existéncia do ponto f;~ < f; como um dos zeros da equacao de movimento parece
indicar que ha uma fase ordenada e estavel em que f > fi, isto é, fo e f3 sdo maioria.

Para confirmar esse resultado foi feita a integracao numérica das equagoes de movimento
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utilizando o método de Runge-Kutta de quarta ordem com a seguinte condic¢ao inicial,

f1=02
fo=04+¢ (5.6)
fg =04 — €,

sendo € < 1 uma pequena perturbacao. Os valores de f; para o estado estacionario
coincidem com os zeros da equagdo para diferentes valores do ruido (ver Fig[l6f(a)) e as
duas outras velocidades dividem a dominancia na rede. Porém a Fig[16[b) mostra que essa

fase nao é de fato estavel, pois ao acrescentar a perturbacao a velocidade vy eventualmente
domina o sistema, enquanto f3 decresce até se igualar com f;.

— Zeros
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== RK4 0.4
0.304

0.25

0.20 -

f

0.15 4

Fractions

\
1
0.10

0.05 : k '\
0.00 . . . ! . .
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0

T T T T
200 400 600 800 1000

(a)

Figura 16 — (a) Evolugao de f;~ na andlise dos zeros da equagao concorda com os resultado
obtidos para f; usando o método de Runge-Kutta (¢ = 0). (b) Evolugao

temporal das fragoes em cada estado com condigoes iniciais dadas pela Eq.(5.6)
com € = 107 e = 0.03. Resultados para p, = 0.7
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5.3 Movimento das Particulas

Apo$ o alinhamento, as particulas se movem na direcao de suas novas velocidades.
Como discutido na Segao [1.3] esse passo é modelado como um processo de transferéncia de
densidades entre uma fonte e um receptorﬂ. Definimos a velocidade das particulas como
v9 = 0.5 e 0os movimentos ocorrem em um intervalo de tempo h que é igual ao passo
de tempo definido na integracao numérica seguindo o método de Runge-Kutta. Foram
estudadas redes de tamanhos L =5 e L = 10.

Primeiramente observamos o comportamento do sistema ao adicionar uma pequena
perturbagao na densidade da rede logo apds o alinhamento. Essas perturbacoes foram
realizadas na direcdo de v; e de v3 separadamente. Considerando que a rede é homogénea
inicialmente (p; = p,) e que ela é tratada como uma matriz LxL, uma perturbagio € na
direcao de v; implica fazer com que uma coluna tenha densidade p = p, 4 € enquanto
a coluna adjacente passa a ter densidade p = p, — €, e as demais nao se alteram. Na
direcdo de vz essas mudancas sao realizadas nas linhas da matriz. As particulas entao
se movem em uma rede nao uniforme, novas vizinhancas sao formadas e o alinhamento

ocorre novamente.

Para condigoes iniciais dadas pela Eq., a perturbacgao na direcao da velocidade 1
faz com que as densidades e fragoes em cada estado oscilem em torno do estado estacionario
alcangado no passo de alinhamento para a densidade e ruido considerados, como mostra a
Fig[T7 A amplitude da oscilagao diminui a cada passo de tempo até que o sistema volta
ao estado estaciondrio e a rede é homogénea novamente. Ocorrem pequenas mudancas
na fracao média de particulas em cada estado durante a dindmica, mas nao tem efeito

significativo no grau de ordenamento da rede.

Para perturbagao na direcao de v3 na rede com maioria com velocidade vy, o sistema
também tende a voltar para o estado estacionario mas o comportamento oscilatério nao
ocorre. H4 uma variagao grande nos valores das densidades e fragdes nas linhas que

sofreram a perturbacao e entao o sistema rapidamente volta a configuragao inicial (ver
Fig..

Nao houve mudancas no ordenamento da rede causados pela perturbagao. Para o
ruido ligeiramente menor que o ruido critico as variagdes nos parametros nao sao grandes
o suficiente para levar a desordem e o comportamento segue o que foi dito anteriormente
para ambas dire¢oes de perturbagao. Ja para n > 7. ndo foram observados comportamentos

oscilatérios, a rede sempre volta rapidamente para a configuracao de desordem uniforme.

1 Os resultados apresentados foram obtidos a partir de uma solucdo aproximada da Eq.(4.4 ao invés da

solucdo exata apresentada no Cap@
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Figura 17 — Variacao dos parametros do modelo quando uma perturbacao na densidade
na diregao de v; é adicionada. (a) Variagao da densidade nas colunas. (b) a
(d) Variacoes das fragdes nas colunas. p = 0.9, n = 0.03, L =5

Na busca pelo surgimento de configuracoes diferentes as condi¢oes iniciais foram
alteradas. Consideramos uma regiao em que os sitios estao todos ocupados, ps = 1, e com
velocidade na direcao 1. O resto da rede tem densidade baixa e se encontra no estado
desordenado, f; = fo = f3. Dessa maneira a rede € iniciada com uma banda orientada na
dire¢do de vz e com a fracao média de particulas com v; sendo maior que a fracao média
para os outros estados. Dentro da banda nao ha movimento de particulas na direcao vy
devido a condigdo de volume excluido (ver Fig[19).

Ao deixar o sistema evoluir seguindo os passos de alinhamento seguido da transfe-
réncia de particulas foi observado que a densidade tende a se uniformizar e eventualmente
chega-se em ps = p, para todos os sitios. O comportamento das fragoes de particulas em
cada estado por sua vez foi inesperado, pois ocorre uma mudanga repentina no ordenamento
da rede: f; decresce para valores proximos de zero e passa a evoluir de maneira semelhante
a f3, a0 mesmo tempo a velocidade 2 cresce rapidamente e domina a rede. Eventualmente
um estado estaciondrio uniforme é alcancado com v, sendo a diregao preferencial na
rede. Esse comportamento foi observado para os casos em que 2/5 e 1/5 da rede estavam

totalmente ocupados inicialmente e pode ser visto na Fig[20]
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Figura 18 — Variacao dos parametros do modelo quando uma perturbagao na densidade
na direcao de v3 é adicionada. (a) Variagdo da densidade nas linhas. (b) a (d)
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Figura 19 — Rede de tamanho L = 10 com densidade nao uniforme inicialmente. (a) 2/5
da rede tem densidade p; = 1.0 com p, = 0.64. (b) 1/5 da rede tem densidade
ps = 1.0 com p, = 0.52.
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Figura 20 — Variacdo das fragoes médias de particulas em cada estado para (a) 2/5 da
rede com densidade alta inicialmente e (b) 1/5 da rede com densidade alta
inicialmente. n = 0.003, L = 10.

Apesar de a velocidade 1 dominar a banda no inicio, o surgimento de particulas
que se alinham com v, e v3 nessa regiao ¢ esperado devido a estocasticidade do modelo.
Porém, v, ¢é a velocidade majoritaria da rede no inicio e a queda brusca de f; para ceder
a dominédncia na rede para uma direcado que era minoria precisa ser melhor analisada, pois

parece ir contra os resultados ja obtidos para o ordenamento a ruidos baixos.
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6 Conclusoes e Trabalhos Futuros

A analise de campo médio para um modelo de matéria ativa em rede no qual os
individuos podem assumir apenas trés velocidades e estao sujeitos a uma interagao de
alinhamento resulta em uma transicao de fase do tipo ordem-desordem que é descontinua.
Esse resultado é obtido pela integracao numérica das equagoes de movimento do modelo
com condigoes iniciais bem definidas e corroborado pelo método de identificar os zeros da
equagao, que vale para rede uniforme. A ocorréncia da transicao de fase é controlada pela
relagao entre densidade e ruido, que fornece o diagrama de fase do modelo. E também
pelas condig¢oes iniciais para as fragoes em cada estado, o que permite definir as curvas
espinodais. A quebra espontanea de simetria na transicao de fase do modelo é indicada pelo
comportamento do pardmetro de ordem quando sai de {¢); = 0, no estado em que todas
as particulas tem probabilidades iguais de estar em um dos trés estados, para {(¢); > 0,

quando uma direcao de velocidade comega a dominar.

Os resultados obtidos para dependéncia espacial porém nao sao satisfatérios e
indicam que ainda é preciso melhorar o desempenho do programa desenvolvido para a
analise computacional do modelo. Feito isso, planejamos estudar o comportamento de
sistemas maiores e comparar os resultados da aproximacao de campo médio com simulagoes
que estao sendo realizadas para um modelo similar cuja vizinhanca de interagdo ¢ maior e
no qual a influéncia dos vizinhos no estado de uma particula é definida de maneira mais

precisa.

Queremos utilizar o modelo desenvolvido como base para o estudo de modelos
ainda mais complexos. Usando a teoria de campo médio vamos investigar o comportamento
de redes quando: a condicao de volume excluido nao é obedecida; o niimero de particulas
na rede nao é mais uma quantidade conservada devido a inclusdo de uma dinamica

populacional no sistema.
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APENDICE A — Método de Runge-Kutta

para Resolucao de Equacoes Diferenciais

O método de Runge-Kutta é um dos métodos mais populares para resolver EDO’s.
Ele se baseia na expansao em séries de Taylor da funcao que se quer resolver. Seja uma

equacao diferencial dada por

WO _ e, vl = wo (A1)

O objetivo é determinar o valor de y(t), para um t arbitrario. Fazendo a expansao em

séries de Taylor em torno de um valor tj, temos

dy(to) 1 d?y(to)
7 (t — to) + =

5 a2 (t—t0)* + O((t — t0)*). (A.2)

y(t) = y(to) +

Truncando a expansao na primeira derivada e definindo um passo de tempo h para ir de

tp a t, aproximamos a expressao acima para

dy(to)
y(h) = yito) + L. (A3)
O termo dy(to)/dt é calculado a partir das condigbes iniciais da equagao diferencial
e definido como k7. Dessa maneira se tem uma aproximacao para a derivada no ponto de

interesse e, a partir dela, se obtém o valor aproximado da func¢ao no ponto (¢ + h),

ki = f(to,y(to))

Repetindo o processo calcula-se y(t + 2h) e segue até chegar ao valor da fun¢do no ponto

de interesse, y(t).

O método descrito é chamado Runge-Kutta de primeira ordem, ou método de

Euler, e tem um erro global da ordem de O(h).

Seguindo a ideia do método de Euler, é possivel obter resultados mais precisos para
o valor da fungao y(t) ao considerar o ponto médio do intervalo na aproximagao. Esse é o

método de Runge-Kutta de segunda ordem cujo erro global passa a ser O(h?).

Consideramos novamente a Eq[A.T] e a aproximagao expressa na Eq[A.3] k; é usado
para calcular o valor da fung¢do no ponto médio do intervalo, ou seja, em (ty+ h/2). Por sua
vez, y(to+h/2) permite estimar a inclinacdo da curva nesse ponto e obter uma aproximacao

melhor para y(t + h) a partir de f(to+ h/2,y(to + h/2)). Portanto, a integracdo numérica
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segue

ki = f(to,y(to))
y1(to + h/2) = y(to) + ;klh
ko = f(to+h/2,y:(to + h/2))
y(to + h) = y(to) + koh.

Que novamente deve ser iterada até obter y(t).

Para resultados ainda mais precisos ¢ utilizado o método de Runge-Kutta de quarta
ordem. Agora o intervalo é dividido em quatro partes iguais com k; e ko agindo da mesma
forma que no caso de segunda ordem. Porém, incluimos um novo ponto no meio do intervalo
que vai ser calculado através de ko e cuja inclinagdo é dada por k3. Com k3 é feita a
estimativa da func¢ao no final do intervalo que tem inclinagao dada pela derivada nesse
ponto, k4. A funcao no intervalo é dada pela média das quatro inclinagoes ki, ks, k3 3 ky,

com as inclina¢oes no ponto médio ks e k3 recebendo um peso maior.

k1= f(to,y(to))

yi(to + h/2) = y(to) + I<:1

ko = f(to + h/2,y1(to + h/2))
ya(to + h/2) = y(to) + k?2

ks = f(to+h/2,y2(to + h/2))

ya(to + h) = y(to) + ksh

ka = f(to,ys(to))

y(to + h) = ylto) + é (ky + 2ky + 2ks + k) B

(A.6)

O erro global nesse caso é da ordem de O(h®). Os pesos para as inclinagdes estao
associados ao método utilizado para a resolucdo da EDO. Acima foi descrito o método de
Runge-Kutta classico de quarta ordem, no qual as inclinagdes no ponto médio tem peso
igual a dois. Os chamados método de Runge-Kutta explicitos apresentam pesos diferentes

para as inclinagoes.
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APENDICE B — Método de Runge-Kutta
para Resolucao das Equacoes de Movimento do

Modelo

Para resolver as equacoes de movimento levamos em conta o fato de que a
evolucao de uma fracao esta interligada a evolucao das outras duas e que nao ha uma
dependéncia temporal explicita. O algoritmo do método de Runge-Kutta precisou entao

ser alterado para que essas diferencas fossem consideradas durante a integracdo numérica.

Algorithm 3 Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem para as Equagoes de Movimento

df;i(f1, fa, f5) < df;/dt > Equacao de movimento para a fracao j
fi < fi(to) > Condicao inicial para a fragao j
n < (t—1to)/h > h o passo de tempo para sair de ty e chegar a t

for i =1 até n do
K1+ hxdfi(fi1, fa, f3)
C1 <+ hxdfs(f1, fo, [3)
Q1 < hxdfs(fi, f2, f3)

K2+ hxdfi(fi + K1/2, fo + C1/2, f3+ Q1/2)
C2 < hxdfs(fi + K1/2, fo+ C1/2, f3+Q1/2)
Q2 < hxdfs(fi + K1/2, fo + C1/2, f3 +Q1/2)

K3« hxdfi(fi + K2/2, f» + C2/2, f5 + Q2/2)
C3 « hxdfs(fr + K2/2, fo+ C2/2, f3 + Q2/2)
Q3 < hxdfs(fr + K2/2, fo + C2/2, f3 + Q2/2)

K4 + h*dfl(fl ‘|‘K3,f2 +O3, f3—|—Q3)
C4 « hxdfs(fi + K3, fo+ C3, f3+ Q3)
Q4 < h*dfs(fi + K3, fa+ C3, fs + Q3)

K<+ (1/6) % (K1 +2% K24 2% K3 + K4)
C+ (1/6) % (C1+2xC2+2xC3+ C4)
Q< (1/6) x (Q1 +2x Q2+ 2 Q3 + Q4)

< h+K
Jos fo+C
fs [3+Q

to+—to+h
end for
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APENDICE C - Cédigo do Modelo em C

#include<stdio.h>
#include<stdlib.h>
#include <math.h>

#include<time.h>

#define Lx 10

#define Ly 10

int x, ¥y;

double p, delta, f1, f2, £3;

double prob_11, prob_21, prob_31, prob_01, prob_12, prob_22,

prob_32, prob_02, prob_13, prob_23, prob_33, prob_03;
double n, n0O, nl1, n2, n3, n4;

double h, vpar;

void def_rede (double (xinfo) [4][Lx]([Lyl);
void array3d (double (xarr) [4][Lx]([Lyl);

5 double dfi1dt (double flc, double f2c, double f3c);
7 double df2dt (double flc, double f2c, double f3c);
; double df3dt (double flc, double f2c, double f3c);

void alinhamento (double (*xinfo) [4][Lx][Lyl);
void transferencia (double (*info) [4][Lx]I[Lyl);

int main (int argc, char *argv[]){

46

char Data[100], Datal1[100], Data2[100], Data3[100], Data4[100];

FILE *data, *datal, *data2, *data3, *dataé4;

p atof (argv [1]);

n atof (argv [2]) ;

sprintf (Data, "avg_LxJ%d_dens?.21f_eta’.31f_delta’%lf.txt",

p, n, delta);

sprintf (Datal, "f1_Lx%d_dens?.21f eta’.31f_delta’%lf.txt",
p, n, delta);

sprintf (Data2, "f2_Lx%d_dens?.21f eta’.31f_delta%lf.txt",
p, n, delta);

sprintf (Data3, "f3_Lx%d_dens?.21f_eta’.31f_delta%lf.txt",
p, n, delta);

sprintf (Datad4, "rho_LxJ%d_dens’%.21f_eta?.31f_delta’)lf.txt"
p, n, delta);

data = fopen (Data, "w");

Lx,

Lx,

Lx,

Lx,

Lx,
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datal = fopen(Datal, "
data2 = fopen(Data2, "
data3 = fopen(Data3, "
data4 = fopen(Datad, "

delta
f1
f2

0.0;
1.0/3.0 + delta;

n0 = 1.0 - (n/2.0);
nl = (2.0/3.0) *n;
n2 = 1.0 - n;

n3 = n/2.0;

nd = n/3.0;

h = 0.01;

vpar = 0.5; //velocidade da particula

int ar = Lx*Ly;

double vr = 0.01; //parametro de variacao da densidade

double info [2][4]1[Lx]([Ly];

for (int a = 0; a < 2;
for (int b = 0; b <
for (int ¢ = 0; c

for (int 4 = 0;

a++){

4; b++){

< Lx;

}
}
}
}
def _rede(info);
for (x = 1; x <= 2; x++){
for (y = 0; y < Ly; y++){
info [0][0][x][y] = 0.99
info [0] [1] [x][y] = 1.0;
info[0][2] [x][y] = 0.0;
info[0][3][x][y] = 0.0;
}
}
for (x = 0; x < Lx; x++){
for (y = 0; y < Ly; y++){
fprintf (datad4, "%.101f

f3 = 1.0/3.0 - delta/2.0;

c++){
d < Ly;
infol[al[b]l[cl[d] =

d++){

0.0;

3

b

info [0][0][x]([y]);
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fprintf (datal,

fprintf (data2,

fprintf (data3,

}

fprintf (datal,
fprintf (data2,
fprintf (data3,
fprintf (data4,

array3d (info) ;

%.101f ", info[0][1]([x][y1);
%.101f ", info[0][2]1[x][yl);
%.101f ", info[0] [31[x][yl);

"\n");
"\n");
"\n");
"\n");

for (int m = 0; m < 700000; m++){

double
double
double
double
double
double
double
double
double

for (x =

O .

I

varrho, varfl, varf2, varf3;

avrho = 0.
avfl = 0.0;
avf2 = 0.0;
avi3 = 0.0;
avrho2 = 0.
avfl2 = 0.0;
avf22 = 0.0;
avi32 = 0.0;
0; x < Lx

;o x++) A4

for (y = 0; y < Ly; y++){
double rh =

double fila
double f2a
double f3a

avrho += rh;

avfl += fla;
avf2 += f2a;
avf3 += £f3a;

}
avrho
avfl
avf?2
avi3

for (x

avrho/ar
avfl/ar;
avf2/ar;

avf3/ar;

in
i
i

i

3

fo[01[0]1[x]1Lly]l;
nfo [0 [1] [x][y];
nfo [0][2] [x][y];
nfo [0] [3]1[x][y];

= 0; x < Lx; x++){

for (y = 0; y < Ly; y++){
double rh_2
double fla_2
double f2a_2

info [0] [0] [x][y] - avrho;
info[0][1][x][y] - avfi;
info [0][2] [x][y] - avf2;
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double f3a_2 =

}

varrho = avrho2/ar;
avfl2/ar;
avf22/ar;
avf32/ar;

varfl

varf?2

varf3

info [0] [3] [x][y] - avf3;
avrho2 += rh_2x*rh_2;
avfl2 += fla_2x*xfla_2;
avf22 += f2a _2x*xf2a_ 2;
avf32 += f3a_2x*xf3a_2;

fprintf (data, "7%.201f

avf3, varf3);

alinhamento (info) ;

transferencia(info)

for (x = 0; x < Lx;

b

%.201f %.201f %.201f %.201f
%.201f % .201f\n", avrho, varrho, avfl, varfil, avf2,

x++) {

for (y = 0; y < Ly;

fprintf (data4,
fprintf (datal,
fprintf (data2,
fprintf (data3,

}

ll%.
ll%.
ll%.
u%.

fprintf (datal, "\n");
fprintf (data2, "\n");
fprintf (data3, "\n");
fprintf (data4, "\n");

}

fclose (data) ;
fclose (datal) ;
fclose(data2);
fclose(datald);
fclose(data4d) ;

154 /*Equacoes de movimentox*/

155 double dfi1dt (double flc,

y++) {

101f ", info[0][0][x][yl);
101f ", info[0][1][x][yl);
101f ", info[0][2][x][yl);
101f ", info[0][3][x][yl);

double f2c,

double f3c) {

%.201f

varf2,
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156 return -flcx(n*prob_11 + nO*x(prob_21 + prob_31) + nl*prob_01)
+ f2c*x(n2*prob_12 + n3*x(prob_22 + prob_32) + nd*prob_02) +
f3c*(n2*prob_13 + n3*x(prob_23 + prob_33) + nd*xprob_03);

159 double df2dt (double filc, double f2c, double f3c) {

160 return -f2c*(n*prob_22 + nO*x(prob_12 + prob_32) + nl*prob_02)
+ flc*(n2*prob_21 + n3*(prob_11 + prob_31) + nd*prob_01) +
f3cx(n2*prob_23 + n3*(prob_13 + prob_33) + nd*prob_03);

161 }

162

163 double df3dt (double fic, double f2c, double f3c) {

164 return -f3c*(n*prob_33 + nO*x(prob_13 + prob_23) + nl*prob_03)
+ flcx(n2*prob_31 + n3*(prob_11 + prob_21) + néd*prob_01) +
f2c*(n2*prob_32 + n3x(prob_12 + prob_22) + nd*prob_02);

165 }

166

167 void alinhamento (double (*info) [4][Lx]([Lyl){

168 double al[4]([Lx][Lyl; //array auxiliar

169 for (int a = 0; a < 4; a++){

170 for (x = 0; x < Lx; x++){

171 for (y = 0; y < Ly; y++){

172 info[1][al[x][y]l] = info[0][allx]lyl;
173 }//fecha a

174 }//fecha b

175 }//fecha c

177 /*Parametros de RK4x*/

178 double t0 = 0.0;

179 double t = 0.01;

180 int r = (int) ((t-t0)/h);
181 double f1 0, £2 0, £3 0;

182

183  for (int g = 1; g <= r; g++){ // inicia a iteracao RK4
184 double prob_c, prob[7]1[3]1[4], prob_t[3][4];

185 for (int a = 0; a < 4; a++){

186 for (x = 0; x < Lx; x++){

187 for (y = 0; y < Ly; y++){

188 allal[x][y]l] = info[1]([al([lx][y];

189 }//fecha a

190 }//fecha y
191 }//fecha x
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192 /*Loop da redex*/

193 for (x = 0; x < Lx; x++){

194 for (y = 0; y < Ly; y++){

195 /*Condicoes de contorno*/

196 int x1 = x+1;

197 int x2 = x-1;

198 int y1 = y+1;

199 int y2 = y-1;

200 if (x1 == Lx){

201 x1 = 0;

202 }

203 if (y1 == Ly){

204 yl = 0;

205 }

206 if (x2 < 0){

207 x2 = Lx-1;

208 }

209 if (y2 < 0){

210 y2 = Ly-1;

211 }

212 /*Densidades e dens. de prob. em (x, y)x*/
213 double rho = al[0][x][y];

214 double flc = al[1]([x]1l[y];

215 double f2c = al[2][x]l[y];

216 double f3c = al[3][x][y];

217 double dplc = rhox*xflc;

218 double dp2c = rhox*xf2c;

219 double dp3c = rhox*f3c;

220 double central [3] = {dplc, dp2c, dp3c};
221 /*Densidades e dens. de prob. em (x, y+1)*/
222 double rho_pl = al[0][x][y1];

223 double dpl_pl = rho_plx*al[1][x][y1];

224 double dp2_pl = rho_plx*al[2][x][y1l];

225 double dp3_pl = rho_plx*al[3][x][yl];

226 double dpO_pl = 1 - rho_pl;

227 double viz_1[4] = {dpl_pl, dp2_pl, dp3_pl, dpO_pl};
228 /*Densidades e dens. de prob. em (x, y-1)x*/
229 double rho_nl = al[0][x][y2];

230 double dpl_nl = rho_nilx*al[1][x][y2];

231 double dp2_nl = rho_nilx*al[2][x][y2];

232 double dp3_nl = rho_nil=xal[3][x][y2];

233 double dpO_n1 = 1 - rho_nil;
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double viz_2[4]

/*Desnsidades

double
double
double
double
double
double

/*Densidades e dens.

double
double
double
double
double
double

/*Densidades e dens.

double
double
double
double
double
double

/*Densidades e dens.

double
double
double
double
double
double

rho_p2
dpl_p2
dp2_p2
dp3_p2
dpO_p2

viz_3[4]

rho_n2
dpl_n2
dp2_n2
dp3_n2
dp0_n2

viz_4[4]

rho_p3
dpl_p3
dp2_p3
dp3_p3
dpO_p3

viz_5[4]

rho_n3
dpl_n3
dp2_n3
dp3_n3
dpO_n3

viz_6[4]

for (int a =

}//fecha a
}//fecha b

/*Formacao da vizinhancax*/

for (int i =

0;
for (int b =
prob_t [a]l[b]

0;

for (int a =

dens.

{dpl_n1, dp2_ni1, dp3_nl, dpO_nil}

de prob. em (x-1, y-1)*/

al[0] [x2][y2];
rho_p2*al [1] [x2][y2];
rho_p2x*al[2] [x2][y2];
rho_p2+*al[3][x2][y2];

1- rho_p2;

{dp1_p2, dp2_p2, dp3_p2, dpO_p2}
de prob. em (x+1, y+1)x*/
al [0] [x1][y1];
rho_n2*al[1][x1][y1];
rho_n2x*al[2] [x1][y1];
rho_n2+*al [3][x1][y1];

1

rho_n2;

{dp1_n2, dp2_n2, dp3_n2, dpO_n2}
de prob. em (x+1, y)x*x/

al[0] [x1][y];

rho_p3*al [1][x1][y];
rho_p3*al[2] [x1][y];
rho_p3*al [3][x1][y];

1

1

a < 3;
0;

i

0;

prob [0] [i] [a]
prob[1] [i] [a]

}

for (int j

for (int a

0;

- rho_p3;
{dp1_p3, dp2_p3, dp3_p3, dpO_p3}

<

a

0;

de prob. em (x-1, y)*/
al[0] [x2][y];
rho_n3*al[1][x2][y];
rho_n3*al[2] [x2][y];
rho_n3+*al[3][x2][y];

rho _n3;

{dp1_n3, dp2_n3, dp3_n3, dp0O_n3}

a++) {
b < 4;
0;

b++) {

3; i++){//particula central

< 4,
1;

a++){

prob [0] [i] [a];

< 4

j++){//primeiro vizinho

a < 4; a++)A{

)

b

)

b

b
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if (j == a){
prob[1][i] [a]l *= viz_1[j];
} elsed
prob[1][i]l[a]l] = prob[0][il[a]l;
}
prob [2] [i] [a]l = prob[1][i][al;
}
for (int k = 0; k < 4; k++){//segundo vizinho
for (int a = 0; a < 4; a++){
if (k == a){
prob[2][i] [a]l *= viz_2[k];
} elsed
prob [2] [i] [a]
}
prob[3]1[i]l[a]l = prob[2][i][a];

prob[1]1[i] [a];

}
for (int 1 = 0; 1
for (int a = 0; a < 4; a++){
if (1 == a){
prob[3][i]l[a]l *= viz_3[1];
} elsed
prob[3][i]l[a]l = prob[2][il[al;
}
prob [4][i] [al
}

for (int m = 0; m < 4; m++){//quarto vizinho

A

4; 1++){//terceiro vizinho

prob[3][i][a];

for (int a = 0; a < 4; a++){
if (m == a){
prob[4][i][a]l *= viz_4[m];
} else {
prob[4][i]l[a]l = prob[3]1[i][a];
}
prob[5][i]l [a]l = prob[4]1[i][a];
}
for (int n = 0; n < 4; n++){//quinto vizinho
for (int a = 0; a < 4; a++)A{
if(n == a){
prob[5][i][a]l *= viz_5[n];
} else{
prob [5][i]l [al = prob[4][il[al;
}
if (i == 0){
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prob[6][i] [1]

prob [5] [2] [3]
prob [5] [3] [3]
}
prob[6][i][a]l = prob[5][il[al;

prob [0] [2] [3];
prob [0] [3] [3];

}
for (int o = 0; o < 4; o++){//sexto vizinho
for (int a = 0; a < 4; a++){
if (o == a){
prob[6][i][a] *= viz_6[o];
} else{

prob[6][i] [a] prob[5][i][a];
}
prob_c = central[i] * prob[6][i][0]
* prob[6][i][2] * prob[6][i][3];
int v;
/*Contador*/
int b = 0;

int ¢ = 0;

int d = 0;

if (i == 0){
b++;

+

if (i == 1){
c++;

+

if (4 == 2){
d++;

}

if (j == 0{
b++;

}

if (j == 1){
c++;

}

if (j == 2){
d++;

}

if (k == 0){
b++;

+

if (k == 1){

*
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c++;

+

if (k == 2){
d++;

}

if (1 == 0){
b++;

}

if (1 == 1){
c++;

}

if (1 == 2){
d++;

}

if (m == 0){
b++;

+

if (m == 1){
c++;

+

if (m == 2){
d++;

}

if (n == 0){
b++;

}

if (n == 1){
c++;

}

if (n == 2){
d++;

}

if (o == 0){
b++;

+

if (o == 1){
c++;

}

if (o == 2){
d++;

}

int cont [3]

{v,

C,

dl};
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if ((cont[0] == cont[1] && cont[0] >
cont [2]) || (cont[0] == cont[2] && cont[0] > cont[1]) |
(cont [1] == cont[2] && cont[1] > cont[0]) || (cont[0] =
cont [1] && cont[0] == cont[2])){
v = 0; //sem maioria
}
if (cont[0] > cont[1] && cont[0] >
cont [2]){
v = 1; //vizinhanca com maioria 1
}
if (cont[1] > cont[0] && cont[1] >
cont [2]){
v = 2; //vizinhanca com maioria 2
}
if (cont[2] > cont[0] && cont[2] >
cont [1]){
v = 3; //vizinhanca com maioria 3
}
prob_t[i]l[v] += prob_c;
prob_11 = prob_t [0][1];
prob_21 = prob_t [0][2];
prob_31 = prob_t [0][3];
prob_01 = prob_t [0][0];
prob_12 = prob_t[1][1];
prob_22 = prob_t[1][2];
prob_32 = prob_t [1][3];
prob_02 = prob_t [1][0];
prob_13 = prob_t [2][1];
prob_23 = prob_t [2][2];
prob_33 = prob_t [2][3];
prob_03 = prob_t [2][0];
}//fecha o
}//fecha n
}//fecha m
}//fecha 1
}//fecha k
}//fecha j
}//fecha i

/*Passos de RK4x/

double kO,

k1,

k2, k3, k4;
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double cO, cl1, c2, c3, c4;

double q0, ql, 92, q3, q4;

double H = 0.5;

k1 = h*xdfi1dt (fic, f2c, £3c);

cl = hxdf2dt(fic, f2c, f3c);

gl = h*df3dt(flc, f2c, £f3c);

k2 = hxdf1dt (fic+H*kl, f2c+Hxcl, f3c+Hx*ql);
c2 = h*df2dt (fic+Hx*kl, f2c+H*cl, f£3c+Hxql);
g2 = h*df3dt(filc+Hxkl, f2c+H*cl, f3c+Hx*ql);
k3 = h*xdfildt(fic+Hx*xk2, f2c+H*c2, f3c+H*q2);
c3 = hxdf2dt (fl1c+H*k2, f2c+H*xc2, f3c+H*q2);
g3 = h*df3dt (flc+H*xk2, f2c+H*c2, f3c+H*q2);
k4 = h*xdfi1dt (f1c+k3, f2c+c3, £f3c+q3);

c4d = hxdf2dt (f1c+k3, f2c+c3, £f3c+q3);

g4 = h*df3dt(f1c+k3, f2c+c3, f3c+q3);

kO = (1.0/6.0)*(kl + 2.0%xk2 + 2.0%xk3 + k4);
cO = (1.0/6.0)*(cl + 2.0%c2 + 2.0%xc3 + c4);
q0 = (1.0/6.0)*(gql + 2.0*xq2 + 2.0%q3 + q4);
f1_ 0 = flc + kO;

f2 0 = f2c + cO;

f3_0 = f3c + qO;

info [1] [1] [x] [y]
info [1][2] [x] [y]
info [1] [3] [x] [y]
}//fecha y
}//fecha x
}//fecha RK4

printf ("df1=%.101f\tdf2=7.101f\tdf3=%.101f\n",
-0,

f2 0, £3_0), df2dt(f1

£3 0));

}//fecha alinhamento

= f1 0;
= £2 0;
= £3 0;

£2 0, £3.0),

df1dt (£1_0,
df3dt (£f1_ 0, £2 0,

174 void transferencia(double (*info) [4][Lx][Ly]l){

475

double tr[4][Lx][Ly];

//array auxiliar
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double aux_

0[3][Lx][Lyl, aux_1[Lx][Ly],

aux_3 [Lx][Ly];
double aux[3][Lx][Ly];

for (int a

for (x =

for (y =

tr[al

}
for (int b

for (x =

for (y =

= 0; a < 4; a++){

0; x < Lx; x++){

0; y < Ly; y++){

[x] [yl info[1][al[x]1[y];

0; b < 3; b++){
<

Lx; x++){

o

; X

0; y < Ly; y++){

aux_O0[b]l [x][y]l] = 0.0;
aux [b] [x] [y] = 0.0;

+
for (x = 0;
for (y =

aux_1[x] [yl
aux_2[x] [yl
aux_3[x][y]

}
for (x = 0;
for (y =

x < Lx; x++){
0; yv < Ly; y++){
0.0;

0.0;
0.0;

x < Lx; x++){

0; y < Ly; y++){

/*Condicoes de contornox*/

int x1
int x2
int yi
int y2
if (x1

x1l =

x+1;

x-1;

1 1
< <
I+
[N

< 0){
Lx-1;

< 0){

aux_2[Lx][Ly],
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y2 = Ly-1;
}
double rho = tr[0][x][y]l;
double drho = 1.0 - rho;
double dpl = rhox*tr[1]1[x][y]l;
double dp2 = rhoxtr[2][x][y];
double dp3 = rhox*tr[3][x][y];

aux [0] [x] [y] = dp1l;
aux [1] [x] [y] = dp2;
aux [2] [x] [y] = dp3;

/*Tranferencia na direcao de vlx/

double rho_vl = tr[0][x][y1];

double dp_vl = rho_vixtr[1][x][y1];

double ul = 1.0 - dp_vl - rho_vix*x(tr[2][x][y1] +
tr [3]1 [x]1[y1]);

double q1

double zl1l = -vpar*hx*xql;

double delta_vl = ((dpl*ul)/ql)*(1.0 - exp(zl));

dpl + uil;

aux_1[x][y]l = delta_vi;

/*Tranferencia na direcao de v2x*/

double rho_v2 = tr[0][x2][y2];

double dp_v2 = rho_v2xtr[2][x2][y2];

double u2 = 1.0 - dp_v2 - rho_v2x*(tr[1][x2][y2] +
tr [3] [x2][y2]1);

double q2 dp2 + u2;

double z2 = -vparxhxq2;

double delta_v2 = ((dp2*u2)/q2)*(1.0 - exp(z2));

aux_2[x][y] = delta_v2;

/*Tranferencia na direcao de v3%x/

double rho_v3 = tr[0][x1][y];

double dp_v3 = rho_v3*tr[3][x1][y];

double u3 1.0 - dp_v3 - rho_v3x*(tr[1][x1][y1] +
tr[2] [x1]1[0y1);

double g3 = dp3 + u3;

double z3 = -vpar*h*q3;
double delta_v3 = ((dp3*u3)/q3)*(1.0 - exp(z3));
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aux_3[x][y] = delta_v3;
}//fecha y
}//fecha x

/*Atualizacao das densidades de probabilidades*/
/*Condicoes de contorno*/
for (x = 0; x < Lx; x++){

for (y = 0; y < Ly; y++){

x+1;

int x1

int x2 x-1;

int y1 y+1;
int y2
if (x1 == Lx){

x1 = 0;

Il

<

|
—

if (x2 < 0){
x2 = Lx-1;

if (y2 < 0){

y2 = Ly-1;
}
/*Atualiza os valores de dplx*/
aux [0] [x] [y] -= aux_1[x][y]l;
aux [0] [x] [y] += aux_1[x][y2];

/*Atualiza os valores de dp2x*/
aux [1] [x] [y] -= aux_2[x][y]l;
aux [1] [x] [y] += aux_2[x1][y1];

/*Atualiza os valores de dp3*/
aux [2] [x] [y] -= aux_3[x][y];
aux [2] [x] [y] += aux_3[x2][y];

}
/*Atualizacao da rede*/
for (x = 0; x < Lx; x++){
for (y = 0; y < Ly; y++){
double rho_new = aux[0][x][y] + aux[1][x][y] +
aux [2] [x] [y];
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double f1 _new

aux [0] [x] [y]/rho_new;

598 double f2_new = aux[1][x][y]l/rho_new;

599 double f3_new = aux[2][x][y]l/rho_new;

600

601 info [0] [0][x][y] = rho_new;

602 info[0] [1] [x][y] = f1_new;

603 info[0] [2] [x][y] = £f2_new;

604 info [0] [3] [x][y] = £3_new;

605 if (rho_mnew > 1.0 || rho_new < 0.0){

606 printf ("Condicao de normalizacao violadal\n");
607 }

608 }//fecha y

609 } //fecha x

610 }//fecha transferencia

611

612 void array3d (double (xarr) [4][Lx][Ly]l){

613 for (int m = 0; m < 2; m++){

614 for (int i = 0; i < 4; i++)A{

615 for (int j 0; j < Lx; j++){

616 //printf ("{");

617 for (int k = 0; k < Ly; k++){

618 printf (" %.101f ", arr[m]l[il[j][k]);

619 }
//printf ("}");
printf ("\n");

620

621

622 }
623 printf ("\n");
624 }

printf ("\n");

29 void def_rede (double (*info) [4][Lx][Lyl){

630 for (x = 0; x < Lx; x++){
631 for (y = 0; y < Ly; y++){
632 info [0] [0] [x][y]l = p;
633 info [0] [1] [x][y] = f1;
634 info [0][2] [x][y] = £2;
635 info [0] [3][x][y] = £3;
636 }

637 }

638 }
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