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3.2 Correlações Sob Uma Ótica Quântica . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.2.1 Quantização do Campo Eletromagnético . . . . . . . . . . . . 28
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mente. Ambas as lentes têm distância focal 50mm. ED1 e ED2 são
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À direita está representada a curva de intensidade ao longo de uma

linha que passa pelo centro do padrão. . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4.6 a) Perfil de intensidade do Laser em z=760mm. Ajuste Gaussiano 4.25

fornece w = (0, 287 ± 0, 001)mm. b)Largura inferida (levando-se em

conta o tamanho finito da fenda no medidor) do feixe w em função de

z. O ajuste 4.26 fornece w0 = (50, 2±0, 2)µm e zC = (653, 7±0, 7)mm. 51

iv



4.7 a) Contagens simples e em coincidência para os fótons gêmeos gerados
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4.10 Geração do par de fótons gêmeos no regime colinear . . . . . . . . . . 57
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Resumo

Nessa dissertação será mostrado que a correlação quântica em quarta ordem

para o campo eletromagnético gerado pela conversão paramétrica descendente está

diretamente relacionada com a correlação em segunda ordem para o campo clássico

do feixe de bombeamento que gera a conversão. Isso é um reflexo do fato de que

a amplitude de probabilidade para as detecções em coincidência dos fótons gêmeos

gerados no cristal não-linear em um plano a uma certa distância dele se relaciona

com a amplitude do feixe de bombeamento nesse plano. Associamos então um

feixe de correlação em quarta ordem ao campo gerado pela conversão paramétrica

descendente, já que a função de correlação em quarta ordem obedece à equação de

um feixe.

Um experimento que mostra a relação entre a largura de um feixe de bombea-

mento Gaussiano e a largura das curvas em coincidência para os fótons gêmeos será

mostrado. Também será discutida uma proposta de experimento para se verificar a

influência da fase de Gouy do feixe nas contagens em coincidência dos fótons gêmeos.
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Abstract

In this dissertation it will be shown that the quantum correlations in fourth

order for the electromagnetic field generated by the parametric down-conversion is

directly related to the second order correlation for the classic field of the pump beam

that generates the conversion. This comes as a result of the fact that the probability

amplitude for the detection in coincidences of the twin photons generated in the non-

linear crystal in a plane after it is related to the pump field amplitude in this plane.

We then associate a correlation beam in fourth order for the field generated by

the parametric down-conversion, since the fourth order correlation function obeys a

beam equation.

An experiment showing the relation among the width of a Gaussian pump

beam and the width of the coincidence curves for the twin photons will be shown.

Also it will be discussed a proposal of an experiment for verifying the influence of

the Gouy phase in the coincidence counts for the twin photons.
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Caṕıtulo 1

Introdução

De acordo com a f́ısica clássica, o universo seria constitúıdo de 2 elementos básicos: a

matéria e a radiação. A matéria seria composta de part́ıculas indiviśıveis que podem

ou não conter carga elétrica. Essas part́ıculas seriam perfeitamente localizáveis e o

estado de cada uma seria definido em cada instante pela sua posição e velocidade,

num total de seis variáveis dinâmicas que obedecem as equações de Newton para

o movimento. A existência de part́ıculas carregadas que se movimentam no espaço

gera campos elétricos e magnéticos que obedecem as equações de Maxwell para o

eletromagnetismo, sendo esses campos os constituintes básicos da radiação eletro-

magnética. O estado do campo eletromagnético possui infinitas variáveis dinâmicas,

correspondentes ao valor dos campos elétrico e magnético em cada ponto do espaço.

As equações de Maxwell levam a uma equação de onda para os campos elétrico e

magnético na ausência de cargas no espaço, sendo assim a radiação teria um com-

portamento ondulatório.

No contexto da f́ısica clássica, todas as variáveis dinâmicas citadas acima pos-

suem um valor real em cada instante de tempo e definem o estado do sistema naquele

instante. Essas variáveis evoluem de acordo com equações diferenciais estabelecidas

pela mecânica e pelo eletromagnetismo clássicos de maneira determińıstica, gerando

uma evolução determińıstica do estado f́ısico.

A luz é composta de radiação eletromagnética. Sendo assim, no contexto

clássico os campos elétrico e magnético que compõem a luz possuem uma realidade

objetiva em cada ponto do espaço. Contudo, quando se trata de fontes extensas, é

extremamente dif́ıcil se descrever como o campo de radiação foi produzido, de forma

1



Caṕıtulo 1. Introdução 2

que não podemos calcular o campo resultante no espaço de forma determińıstica.

Uma maneira que dispomos para conhecer o campo produzido por uma determinada

fonte é medindo as propriedades desse campo. Mas também há limitações para isso,

pois é extremamente dif́ıcil se medir o campo com uma resolução temporal da ordem

do peŕıodo das ondas de luz viśıvel. O que normalmente conseguimos medir é a

intensidade média da luz ao longo de vários ciclos. Mas podemos medir correlações

existentes entre diferentes pontos do espaço e do tempo através de experimentos

interferométricos, associando medidas de intensidade com propriedades estat́ısticas

do campo eletromagnético através das funções de correlação [1, 2]. As funções de

correlação correspondem a médias temporais do produto do campo em diferentes

pontos do espaço e diferentes tempos.

As coisas ocorrem de maneira bem diferente no caso da f́ısica quântica. A

teoria é constrúıda sobre um formalismo matemático extremamente abstrato. O

estado de um sistema é definido por um vetor no espaço de Hilbert. As variáveis

dinâmicas aparecem como operadores que atuam nesses vetores de estado, bem como

a evolução temporal do sistema, que se dá através do operador evolução. Embora a

evolução do estado seja determińıstica, o resultado de uma medida de uma grandeza

f́ısica do sistema é fornecido de forma probabiĺıstica pela teoria [3].

A f́ısica clássica não é capaz de prever uma série de resultados experimentais

obtidos a partir do final do século XIX, que só podem ser previstos corretamente

com a utilização da mecânica quântica. Essa é a razão da existência da mecânica

quântica, uma teoria absolutamente não-intuitiva, capaz de prever o comportamento

não-intuitivo de todos os experimentos realizados até hoje.

Um ponto altamente não intuitivo da teoria quântica é que, em muitos casos,

não se pode dizer que uma determinada grandeza f́ısica, como por exemplo a posição

de uma part́ıcula ou o campo elétrico em determinado ponto, tenha uma realidade

f́ısica objetiva independente do observador. Antes de se realizar a medida, aquela

propriedade pode simplesmente estar indeterminada. Ao incidirmos um feixe de

elétrons em uma fenda dupla de Young, por exemplo, observamos uma padrão de

interferência em um anteparo posicionado atrás das fendas, um ind́ıcio de que esta-

mos lidando com um fenômeno ondulatório. Contudo, ao observarmos atentamente

o anteparo, vemos que cada elétron incidente marca um ponto nele, indicando que

se trata de uma part́ıcula. A marca no anteparo é uma medida de posição, mas não
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podemos atribuir uma posição ao elétron anterior a essa medida, como por exemplo

indagando por qual fenda ele passou. Esse questionamento não faz sentido no con-

texto da teoria quântica. E qualquer tentativa de se medir por qual fenda o elétron

passou destrói o padrão de interferência [4].

A ótica quântica consiste na aplicação do formalismo e dos conceitos da

mecânica quântica aos fenômenos relacionados à radiação eletromagnética [1, 5].

A luz passa a ser descrita como sendo composta de fótons, espécies de “part́ıculas”

quânticas que correspondem a excitações do campo eletromagnético. Surgem então

várias previsões não-intuitivas para o comportamento da luz, todas confirmadas ex-

perimentalmente. Essas previsões também são baseadas em funções de correlação,

que neste contexto relacionam propriedades do campo eletromagnético com proba-

bilidades de se detectarem fótons. Essas funções de correlação quânticas são valores

esperados de operadores associados ao campo eletromagnético em diferentes tempos

e pontos do espaço.

Uma ferramenta importante no estudo das propriedades quânticas da luz é o

fenômeno da Conversão Paramétrica Descendente (CPD). Esse fenômeno consiste

na conversão espontânea de um fóton proveniente de um feixe laser em dois fótons

de energia menor ao passar por um cristal birrefringente não-linear [6]. O processo

ocorre de forma que a energia e o momento se conservam. Os dois fótons assim

gerados são denominados gêmeos e são emaranhados em diversos graus de liberdade:

polarização, momento, energia, etc... Sendo assim, diversos experimentos realizados

com o par de fótons gêmeos, inclusive os presentes nessa dissertação, só podem ser

previstos utilizando-se a ótica quântica.

Diversos trabalhos foram realizados utilizando medidas de detecção em coin-

cidência (ao mesmo tempo) com os fótons gêmeos demonstrando que o par de fótons

possui, de certa forma, caracteŕısticas do feixe laser que o gerou [7, 8, 9, 10, 11, 12,

13]. O objetivo dessa dissertação é demonstrar, teórica e experimentalmente, que

as correlações quânticas ditas em quarta ordem para a detecção em coincidência

dos fótons gêmeos gerados pela CPD possui, em alguns casos espećıficos, uma cor-

respondência com as correlações clássicas ditas em segunda ordem para o campo

elétrico do feixe laser que gera a conversão.

No caṕıtulo 2 serão discutidas propriedades de feixes eletromagnéticos, em

especial propriedades do feixe Gaussiano. A representação de uma campo eletro-
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magnético clássico através do seu espectro angular, necessária para a discussão,

também será explicada.

No caṕıtulo 3 serão discutidas as funções de correlação clássicas e quânticas

para o campo eletromagnético. Discutirei como obter informações sobre o campo ele-

tromagnético nos dois contextos (clássico e quântico) relacionando experimentos in-

terferométricos com as funções de correlação e essas com as propriedades estat́ısticas

do campo.

No caṕıtulo 4 os conceitos de função de correlação serão aplicados ao fenômeno

da conversão paramétrica descendente. Na seção 4.1 será abordado o fenômeno da

CPD. Na 4.2 será calculada a função de correlação quântica em quarta ordem para

o campo gerado pela CPD nas condições em que ela está diretamente associada ao

feixe laser que gera a conversão. Na seção 4.3 será descrito o experimento realizado

para verificar que a largura da curva em coincidências para os fótons gêmeos está

associada à largura do feixe no plano de detecção. Finalmente, na seção 4.4 será

descrita uma proposta de experimento para se medir a influência fase de Gouy do

feixe nas detecções em coincidência dos fótons gêmeos.
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Feixes Eletromagnéticos

O caráter ondulatório da radiação eletromagnética nos impede de construir um feixe

que se propague sem sofrer dispersão angular e tenha um confinamento arbitrário

ao longo das direções ortogonais à de propagação 1. Um exemplo de solução da

equação de onda é a onda plana, que não tem dispersão angular. Ela se propaga em

uma direção bem definida, a do seu vetor de onda. Contudo, uma onda plana é uma

abstração matemática, já que ela ocuparia todo o espaço, não possuindo nenhum

tipo de confinamento. Uma onda esférica é um exemplo oposto. É oriunda de uma

fonte pontual, mas se propaga em todas as direções.

Um feixe eletromagnético tem como propriedades uma dispersão angular pe-

quena e um confinamento que torna o campo nulo (ou praticamente nulo) fora de

uma determinada região nas direções ortogonais à de propagação. O seu compor-

tamento, portanto, está entre o de uma onda plana e o de uma esférica. Neste

caṕıtulo serão mostradas as caracteŕısticas de um feixe eletromagnético, bem como

as equações que deverá satisfazer e exemplos de feixes. A representação de um

campo através do seu espectro angular, que será explicada na primeira seção, será

utilizada para isso.

1Os feixes Bessel [14, 15] são feixes que têm uma distribuição de intensidade no plano ortogonal
ao de propagação com um máximo central envolto por anéis concêntricos. Esses feixes são muitas
vezes considerados como livres de difração porque a porção central do feixe tem uma dispersão
praticamente nula. Contudo apenas uma pequena parte da energia do feixe está nessa porção. Se
considerarmos o feixe inteiro, há dispersão.

5



Caṕıtulo 2. Feixes Eletromagnéticos 6

2.1 Espectro Angular 2

Uma maneira útil de descrever campos eletromagnéticos propagantes é através do

espectro angular de ondas planas [16, 17]. Nessa descrição, o campo eletromagnético

em um determinado plano é escrito como uma combinação de ondas planas. Como

a propagação de uma onda plana é calculada de forma simples, apenas com um

acréscimo de fase dependente do vetor de onda, essa descrição simplifica o trata-

mento de problemas de difração e propagação. Conhecendo o campo em um plano

perpendicular à direção de propagação, podemos calcular qual o campo em um plano

perpendicular à direção de propagação posterior.

De acordo com as equações de Maxwell para o eletromagnetismo, em um meio

homogêneo e isotrópico com permeabilidade magnética µ e permeabilidade elétrica ε

na ausência de cargas, os campos elétrico E e magnético B devem satisfazer equações

de onda [18]:

∇2E =
1

c2

∂2E

∂t2
, (2.1)

∇2B =
1

c2

∂2B

∂t2
. (2.2)

Em uma equação desse tipo, c = 1/
√

µε é a velocidade da onda. A con-

cordância entre o valor calculado para c (através de µ e ε) e o valor medido para a

velocidade da luz levou Maxwell à conclusão de que a luz é composta de ondas eletro-

magnéticas. O tipo mais simples de solução para essas equações são as ondas planas

ei(k.r−ωt). Considerando-se um campo monocromático em que os campos elétrico e

magnético oscilam em cada ponto do espaço com frequência angular ω temos, em

notação complexa: E(r, t) = Eo(r)e
−iωt; B(r, t) = Bo(r)e

−iωt. A notação complexa

facilita os cálculos e será adotada ao longo da dissertação. O campo elétrico é dado

simplesmente pela parte real de E(r, t), o mesmo valendo para o campo magnético.

Levando-se campos desse tipo nas equações 2.1 e 2.2, vemos que cada componente

dos campos elétrico e magnético deve obedecer à equação de Helmholtz:

(∇2 + k2)U(r) = 0 , (2.3)

2Esta seção e a próxima estão baseadas nas seções 3.2 e 5.6 da referência [1]
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com k = ω/c e U(r) é um campo escalar que representa uma das componentes do

campo elétrico ou magnético.

O caso de interesse é aquele em que temos um campo eletromagnético gerado

na região z < 0 e queremos analisar a propagação desse campo na região z ≥ 0.

Suponhamos que em qualquer plano z = const. ≥ 0 o campo possa ser escrito como

uma integral de Fourier bidimensional 3:

U(x, y, z) =

∫ ∫
Ũ(qx, qy; z)ei(qxx+qyy)dqx dqy . (2.4)

Tomando-se a transformada inversa:

Ũ(qx, qy; z) =
1

(2π)2

∫ ∫
U(x, y, z)e−i(qxx+qyy)dx dy . (2.5)

Substituindo a equação 2.4 na 2.3 e colocando a operação (∇2 + k2) sob as

integrais, obtemos:

∫ ∫
[∇2 + k2][Ũ(qx, qy; z)ei(qxx+qyy)]dqx dqy = 0 . (2.6)

Realizando-se a diferenciação:

∫ ∫ [
(−q2

x − q2
y + k2)Ũ(qx, qy; z) +

∂2Ũ(qx, qy; z)

∂z2

]
ei(qxx+qyy)dqx dqy = 0 . (2.7)

Como a equação 2.7 deve valer para quaisquer valores de x e y, o termo entre

colchetes deve ser nulo. Logo a função Ũ(u, v, z) deve satisfazer a seguinte equação

diferencial:
∂2Ũ(qx, qy; z)

∂z2
+ s2Ũ(qx, qy; z) = 0 , (2.8)

com

s2 = k2 − q2
x − q2

y , (2.9)

s = +(k2 − q2
x − q2

y)
1/2 quando q2

x + q2
y ≤ k2 ,

= +i(q2
x + q2

y − k2)1/2 quando q2
x + q2

y > k2 . (2.10)

3Nessa dissertação, sempre que os limites de integração não forem explicitados, a integração
ocorre de −∞ a +∞.
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A solução geral da equação 2.8 é

Ũ(qx, qy; z) = A(qx, qy)e
isz + B(qx, qy)e

−isz , (2.11)

em que A(qx, qy) e B(qx, qy) são funções arbitrárias. Substituindo esse resultado na

equação 2.4:

U(x, y, z) =

∫ ∫
A(qx, qy)e

i(qxx+qyy+sz)du dv +

∫ ∫
B(qx, qy)e

i(qxx+qyy−sz)dqx dqy .

(2.12)

Observamos, a partir da equação 2.9, que q2
x + q2

y + s2 = k2, de forma que

cada termo dentro das integrais acima obedece à equação de Helmholtz 2.3. Por-

tanto a equação 2.12 é uma representação do campo em termos dos modos desse

campo. Para q2
x + q2

y ≤ k2 cada termo dentro da primeira integral representa uma

onda plana de amplitude A(qx, qy) e vetor de onda k = (qx, qy, s) se propagando no

sentido z positivo. Para q2
x + q2

y > k2 temos s imaginário e a amplitude da onda

decresce exponencialmente com z (proporcional a e−|s|z), ou seja, temos uma onda

evanescente. Os termos da segunda integral também correspondem a ondas planas

e evanescentes, porém que se propagam no sentido z negativo. Portanto as compo-

nentes do campo gerado por ondas eletromagnéticas que se propagam no sentido z

positivo podem ser escritas como:

U(x, y, z) =

∫ ∫
A(qx, qy)e

i(qxx+qyy+sz)dqx dqy , (2.13)

com s dado pela equação 2.10.

É conveniente fazer uma mudança de variáveis:

qx = kp , qy = kq , s = km . (2.14)

Assim

U(x, y, z) =

∫ ∫
a(p, q)eik(px+qy+mz)dp dq , (2.15)

com

a(p, q) = k2A(kp, kq) . (2.16)

e

m = +(1− p2 − q2)1/2 quando p2 + q2 ≤ 1 ,

= +i(p2 + q2 − 1)1/2 quando p2 + q2 > 1 . (2.17)
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Comparando-se as equações 2.15 e 2.4 no plano z = 0 podemos concluir que

a(p, q) = k2Ũ(kp, kq, 0) =
k2

(2π)2

∫ ∫
U(x, y, 0)e−ik(px+qy)dx dy . (2.18)

A equação 2.15 mostra o campo eletromagnético em um plano decomposto em

ondas planas (com vetor de onda k = (pk, qk, mk)) e evanescentes, com amplitudes

dadas por a(p, q). Mas as ondas evanescentes só são relevantes na região próxima

ao plano, pois decaem exponencialmente com z. Como normalmente estamos in-

teressados no campo a uma distância apreciável, é usual desprezar esses termos e

considerar apenas os termos com p2 + q2 ≤ 1. Devido a essa interpretação f́ısica,

as representações a(p, q) (equação 2.18) e Ũ(qx, qy) ≡ Ũ(qx, qy; 0) (equação 2.5) se

denominam espectro angular de ondas planas.

2.2 Feixes Paraxiais

Uma onda paraxial monocromática é aquela que, ao ser escrita como uma super-

posição de modos de ondas planas, apenas aqueles modos cujos vetores de onda não

se desviem muito da direção de propagação da onda têm amplitude considerável.

Ou seja, para uma onda que se propaga na direção z, o espectro angular dado pela

equação 2.15 é tal que |a(p, q)| ≈ 0 a não ser que p2+q2 ¿ 1. Assim a onda terá uma

dispersão angular pequena, tendo frentes de onda praticamente planas, como na fi-

gura 2.1. Logo, de acordo com 2.17, a expansão não contém ondas evanescentes. Um

feixe paraxial é uma onda paraxial que tem um confinamento do campo nas direções

ortogonais à de propagação. Nessas condições, é posśıvel fazer a aproximação:

m = (1− p2 − q2)1/2 ≈ 1− 1

2
(p2 + q2) . (2.19)

Utilizando essa aproximação na equação 2.15 temos:

U(x, y, z) = eikz

∫ ∫
a(p, q)eik(px+qy)e−ik(p2+q2)z/2dp dq , (2.20)

com a(p, q) dado pela equação 2.18. Escrevendo a(p, q) explicitamente:

U(x, y, z) = eikz k2

(2π)2

∫ ∫ ∫ ∫
U(x′, y′, 0)e−ik(px′+qy′)eik(px+qy)e−ik(p2+q2)z/2dx′ dy′ dp dq .

(2.21)
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Figura 2.1: Frentes de onda de uma onda paraxial

Definindo G(x, y, z) como

G(x− x′, y − y′, z) =
k2

(2π)2

∫ ∫
eik[(x−x′)p+(y−y′)q]e−ik(p2+q2)z/2dp dq . (2.22)

Vemos que essa função é o produto de duas transformadas de Fourier unidimensio-

nais de funções Gaussianas, cuja solução é dada por [1]:

∫
e−β2t2e−iqtdt =

√
π

β
e−q2/4β2

. (2.23)

Logo a função G(x, y, z) vale

G(x, y, z) = − ik

2πz
eik(x2+y2)/2z (2.24)

e

U(x, y, z) = eikz

∫ ∫
U(x′, y′, 0)G(x− x′, y − y′, z)dx′ dy′ . (2.25)

Essa equação mostra como se propaga o campo de um feixe paraxial a partir do

plano z = 0.

É interessante notar que essa equação para a propagação do campo é idêntica

à constrúıda utilizando-se o prinćıpio de Huygens-Fresnel para a propagação da luz

[19] na aproximação paraxial. De acordo com esse prinćıpio, cada ponto em uma

frente de onda se comporta como uma fonte de uma onda esférica ( eik.r

r
). O campo

no plano z pode ser obtido através da superposição das ondas geradas pelas frentes

de onda no plano z = 0:

U(x, y, z) =

∫ ∫
U(x′, y′, 0)

eik[(x−x′)2+(y−y′)2+z2]1/2

[(x− x′)2 + (y − y′)2 + z2]1/2
K(χ)dx′ dy′ , (2.26)
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em que K(χ) é um fator de inclinação, χ sendo o ângulo entre a normal à frente de

onda no ponto (x′, y′, 0) e a reta que liga esse ponto ao ponto de observação (x, y, z).

De acordo com a teoria de difração de Kirchoff, esse fator vale K(χ) = − i
2π

(1+cos χ).

Na aproximação paraxial, temos uma onda que se propaga próxima ao eixo

z, logo z é em geral muito maior que x, x′, y e y′ para U(x, y, z) e U(x′, y′, 0) com

valores significativos. Outro fato é que as frentes de onda são praticamente planas.

Portanto se justificam as aproximações:

χ ≈ 0 , (2.27)

[(x− x′)2 + (y − y′)2 + z2]1/2 ≈ z +
(x− x′)2 + (y − y′)2

2z
. (2.28)

Utilizando a aproximação 2.28 no termo exponencial de 2.26 e apenas o pri-

meiro termo dessa aproximação no denominador, chegamos a uma forma idêntica à

2.25. A justificativa de se utilizar uma aproximação melhor no termo exponencial é

que k é em geral um número de onda grande (≈ 107m−1 para luz viśıvel), portanto

uma variação da ordem do comprimento de onda da luz em [(x−x′)2+(y−y′)2+z2]1/2

produz uma grande variação na função exponencial, enquanto o denominador per-

manece praticamente constante.

Há ainda uma outra maneira de se estudar o problema, que é mais intuitiva no

sentido de se visualizar o feixe paraxial. Podemos escrever esse feixe como uma onda

plana modulada por uma função que gera um confinamento ao campo. A direção

de propagação é definida como sendo o eixo z. Sendo assim, temos

U(r) = A(r)eikz , (2.29)

em que A(r) é a envoltória que modula a onda plana e r = (x, y, z). Para que

essa onda de fato não tenha uma dispersão angular grande, A(r) deve variar muito

pouco em intervalos da ordem do comprimento de onda. Tratemos o caso em que

essa variação é lenta o suficiente para que |∂2A/∂z2| ¿ 2k ∂A/∂z. Aplicando-se a

equação de Helmholtz 2.3 em 2.29, temos:[(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
+ 2ik

∂

∂z

)
A(r)

]
eikz = 0 . (2.30)

Desprezando-se o termo ∂2A/∂z2 da equação acima, chegamos à Equação Paraxial

de Helmholtz: (
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ 2ik

∂

∂z

)
A(r) = 0 . (2.31)
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De acordo com 2.29, A(r) = U(r)e−ikz. Representando U(r) através do espec-

tro angular 2.15 e utilizando a aproximação 2.19 temos:

A(x, y, z) =

∫ ∫
a(p, q)eik(px+qy)e−ik(p2+q2)z/2dp dq . (2.32)

Ao substituirmos A(x, y, z) dado por 2.32 na equação paraxial de Helmholtz

2.31 e adotarmos um procedimento semelhante ao da seção anterior, conclúımos

que U(x, y, z) deve satisfazer à equação 2.25. Portanto solucionar a equação para-

xial de Helmholtz é um procedimento equivalente aos adotados anteriormente para

encontrar essa equação de propagação para um feixe paraxial.

2.3 Feixe Gaussiano

Um tipo de feixe paraxial de suma importância, pois é o produzido pela maioria dos

lasers, é o feixe Gaussiano. Esse feixe é produzido quando temos um campo do tipo

UG(x, y, 0) = Ae−(x2+y2)/w2
0 (2.33)

no plano z = 0, com A constante. Observamos que, ao nos afastarmos uma distância

ρ = (x2 + y2)1/2 = w0 do eixo de simetria do feixe, a amplitude do campo diminui

para 1/e da amplitude máxima (no centro).

Para calcularmos o campo de um feixe Gaussiano em qualquer ponto na região

z ≥ 0, primeiro precisamos calcular aG(p, q). De acordo com 2.18:

aG(p, q) = A
k2

(2π)2

∫ ∫
e−(x2+y2)/w2

0e−ik(px+qy)dx dy . (2.34)

Utilizando 2.23

aG(p, q) =
A(kw0)

2

4π
e−(kw0)2(p2+q2)/4 . (2.35)

Para que o feixe não tenha dispersão angular grande, também devemos ter

|aG(p, q)| ≈ 0 a não ser que p2 + q2 ¿ 1. Da equação 2.35 vemos que aG(p, q)

tem seu valor máximo para p = q = 0 e cai para um valor 1/e do máximo quando

(p2 + q2) = 4/(kw0)
2. Como k = 2π/λ, essa condição se resume a w0 À 2/k →

w0 À λ/π. Essa condição é uma exemplificação da afirmativa anterior de que a

modulação da onda plana A(x, y, 0) = U(x, y, 0) não pode ter variação significativa

em distâncias comparáveis ao comprimento de onda.
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Portanto, de acordo com 2.25 a amplitude do campo obedece:

UG(x, y, z) = A
(kw0)

2

4π
eikz

∫ ∫
e−[(kw0)2/4+ikz/2](p2+q2)eik(px+qy)dp dq . (2.36)

Essas integrais podem ser calculadas utilizando 2.23. Definindo ρ ≡ (x, y),

temos:

UG(ρ, z) =
A(kw0)

2

(kw0)2 + 2ikz
e−(kρ)2/[(kw0)2+2ikz]eikz . (2.37)

Para deixar mais evidentes as caracteŕısticas desse feixe, definimos os seguintes

parâmetros [20]:

zr =
πw2

0

λ
, (2.38)

w(z) = w0

√
1 +

(
z

zr

)2

, (2.39)

R(z) = z

[
1 +

(zr

z

)2
]

, (2.40)

ξ(z) = arctan

(
z

zr

)
. (2.41)

Utilizando esses novos parâmetros, após diversas manipulações algébricas [1]

a amplitude do feixe Gaussiano dada pela equação 2.37 pode ser escrita como:

UG(ρ, z) = A

[
w0

w(z)

]
e−ρ2/w(z)2ei{k[z+(ρ2/2R(z))]−ξ(z)} . (2.42)

A equação 2.42, que foi obtida para o campo na região z > 0, bem como os

parâmetros definidos em 2.38 - 2.41, na verdade também são válidos para a região

z < 0.

zr é uma distância caracteŕıstica do feixe ao longo da sua direção de propagação

que estabelece uma escala para a variação dos outros parâmetros definidos acima.

Esse parâmetro é conhecido como comprimento de Rayleigh.

Podemos observar que o perfil de intensidade do feixe Gaussiano, dado por

I(ρ, z) = |UG(ρ, z)|2 em um plano z = const., é sempre Gaussiano, dáı o seu

nome. Vemos que o valor da intensidade é máximo em ρ = 0 e cai para um valor

1/e2 ≈ 0.135 desse máximo em ρ = w(z). w(z) é denominada, portanto, a largura

do feixe. 2 w(z) é o diâmetro do feixe. Na figura 2.2a temos o gráfico de I(ρ) em
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Figura 2.2: Parâmetros de um feixe Gaussiano que se propaga na direção z:
a)Intensidade do campo em função da distância do eixo em um plano z constante.
b)Largura do feixe em função de z. c) Raio de curvatura da frente de onda em
função de z. d) Fase de Gouy em função de z

um plano z constante. O valor mı́nimo de w(z) é w0 e ocorre no plano z = 0. Esse

plano é denominado cintura do feixe. Vemos que o diâmetro aumenta à medida em

que |z| aumenta. Em z = zr, w(zr) =
√

2z0. Na figura 2.2b temos o comportamento

da cintura do feixe a medida em que ele se propaga.

Analisando a equação 2.42 e a figura 2.3, vemos que o parâmetro R(z) repre-

senta a curvatura da frente de onda no plano z. A frente de onda corresponde à

aproximação paraxial (parabólica) de uma onda esférica centrada em um ponto no

eixo z a uma distância R(z) do plano de observação. Vemos que, para z → 0 e

z → ∞, R(z) → ∞. Portanto nessas regiões temos uma onda praticamente plana.

O valor mı́nimo de R(z) acontece em z = zr e vale 2 zr. Na figura 2.2c vemos o

comportamento de R(z).

O parâmetro ξ(z), denominado fase de Gouy [21, 22], aparece como uma ano-

malia da fase do campo próximo ao foco. Na figura 2.2d vemos o gráfico de ξ(z). A
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R(z)

z

w0 w(z)

zc

z

Figura 2.3: Ilustração do significado geométrico do parâmetro R(z), a curvatura da
frente de onda

fase de Gouy acarreta em um adiantamento da fase do feixe em relação a uma onda

plana com o mesmo comprimento de onda. Quando z → −∞, ξ → −π/2, e quando

z → ∞, ξ → π/2. O adiantamento total da fase é, portanto, π. A figura 2.4 com-

para as frentes de onda do feixe Gaussiano com as de uma onda plana com mesmo

comprimento de onda. A velocidade de fase próximo ao foco é, portanto, maior

que a velocidade da luz. A velocidade de grupo de um pacote de ondas também

pode ser superluminal na região do foco [23]. Contudo, não há nenhuma violação

do prinćıpio de relatividade, pois nem a fase nem um pico de amplitude do pacote

de ondas podem carregar informação. Nenhuma informação pode ser transportada

com velocidade acima da velocidade da luz.

2.4 Feixes Hermite-Gaussianos

O feixe Gaussiano é um membro de uma famı́lia de soluções para a equação paraxial

de Helmholtz 2.31, os feixes Hermite-Gaussianos. A amplitude de um feixe Hermite-

Gaussiano no plano z = 0 é dada pelo produto de polinômios de Hermite e uma

função Gaussiana. Os feixes são determinados pelos coeficientes naturais m e n:

HGm,n(x, y, z) = A

[
w0

w(z)

] √
1

2m+nm!n!
Hm

(
x
√

2

w(z)

)
Hn

(
y
√

2

w(z)

)
×

× exp

[−(x2 + y2)

w(z)2

]
exp

[
ik(x2 + y2)

2R(z)
− i(m + n + 1)ξ(z)

]
. (2.43)
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Figura 2.4: Comparação entre a fase de uma onda plana e a de um feixe Gaussiano
com mesmo comprimento de onda. A diferença ao longo do eixo se denomina fase
de Gouy

Hm(x) representa o polinômio de Hermite de ordem m [24]. Como exemplo,

temos H0(x) = 1, H1(x) = 2x, H2(x) = 4x2 − 2. Os polinômios de ordem par

são pares e os de ordem ı́mpar são ı́mpares. Os parâmetros w(z), R(z) e ξ(z) são

os mesmos definidos na seção anterior. Vemos que o feixe Gaussiano é o Hermite-

Gaussiano com ı́ndices m = n = 0: UG(x, y, z) = HG0,0(x, y, z). Na figura 2.5 temos

representados os perfis de intensidade de alguns modos Hermite-Gaussianos.

A fase de Gouy para feixes Hermite-Gaussianos vale (m+n+1)ξ(z). Portanto

a fase próxima ao foco difere cada vez mais de uma onda plana quando aumentamos

os valores de m e n. A velocidade de fase na região próxima ao foco é cada vez

maior.

Os polinômios de Hermite formam um conjunto completo de funções ortonor-

mais. Portanto o campo em um determinado plano pode ser expresso como uma

combinação de polinômios de Hermite com as devidas fases. Devido a esse fato, um

feixe paraxial arbitrário pode ser escrito como uma superposição de feixes Hermite-

Gaussianos.

Os aparelhos laser normalmente emitem feixes Gaussianos, pois esse é o modo

de excitação da cavidade de menor energia. Uma maneira de fazer com que o

aparelho gere um feixe HG10 é introduzindo um fio vertical que passe pelo eixo de

simetria da cavidade [25]. Sendo assim, o campo se anula ao longo do eixo y (definido

na vertical), ou seja, quando x = 0, impedindo a geração do modo Gaussiano. A

cavidade passa então a operar no modo de menor energia que tem intensidade nula
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Figura 2.5: Distribuição de intensidade (|U |2) de feixes Hermite-Gaussianos:
a)HG00 (Gaussiano) b)HG01 c)HG03 d)HG23
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ao longo desse eixo, o modo HG10. Os modos HG01, HG20 e HG02 também podem

ser gerados de forma semelhante, posicionando o fio de modo a produzir mı́nimos

de intensidade nas posições correspondentes.
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Correlações em Ótica

Uma descrição exata do campo eletromagnético no espaço e no tempo raramente se

adequa de forma correta aos experimentos realizados. Nenhuma fonte de radiação

consegue produzir um campo que seja conhecido com precisão absoluta em todos

os pontos do espaço. Sempre existem flutuações. Mais do que o resultado de uma

incapacidade técnica para descrever o campo, essas flutuações são uma propriedade

fundamental da natureza prevista pela mecânica quântica. Sendo assim, é usual

descrever o campo eletromagnético de forma probabiĺıstica.

Em ótica, frequentemente estamos interessados em saber as correlações do

campo eletromagnético em diferentes instantes de tempo e regiões do espaço. Ou

seja, para um determinado campo, queremos saber que relações têm os parâmetros

desse campo em diversos pontos do espaço-tempo. Como o campo é descrito de

forma probabiĺıstica, essas correlações são calculadas como médias estat́ısticas.

Por exemplo, em um tratamento clássico, podemos nos perguntar se o conhe-

cimento do campo elétrico em um determinado ponto r no tempo t nos permite

inferir sobre qual será o campo no ponto r′ nesse mesmo instante de tempo. Caso

haja alguma relação, mesmo que não determińıstica, dizemos que os campos nesses

pontos do espaço estão correlacionados.

No contexto da ótica quântica, podemos nos perguntar se a detecção de um

fóton em um determinado ponto r no tempo t nos permite inferir sobre qual será

a probabilidade de se detectar um fóton no ponto r′ no tempo t′. Caso essa pro-

babilidade de detecção se altere com a detecção do fóton em (r, t), dizemos que os

19
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campos nesses pontos estão correlacionados.1

3.1 Correlações Sob Uma Ótica Clássica

Como foi dito anteriormente, o campo eletromagnético é usualmente descrito de

forma probabiĺıstica. Mesmo em um tratamento clássico onde desprezamos os efeitos

quânticos de incerteza, nós somos incapazes de descrever exatamente a maneira

como o campo foi gerado. Se temos uma fonte de luz térmica, como uma lâmpada

incandescente ou o Sol, o campo resultante é a combinação dos campos gerados pelos

diversos átomos ou moléculas da fonte. E esses átomos e moléculas emitem luz de

maneira independente, de forma que um tratamento estat́ıstico se faz absolutamente

necessário. Mesmo em um laser, onde temos diversos átomos excitados que decaem

emitindo luz de forma correlacionada através da emissão estimulada, ainda temos

o efeito de emissão espontânea, que causa uma descorrelação na emissão de luz em

tempos maiores que o tempo de vida desse estado excitado. Como não podemos

descrever exatamente a maneira como o campo foi gerado, o campo em si deve ser

descrito de forma probabiĺıstica.

Uma limitação existente para a verificação de correlações no campo é que a

frequência de oscilação em uma onda de luz viśıvel é extremamente alta, da ordem

de 1015Hz. As técnicas existentes hoje para se medir o campo elétrico nessa escala

de tempo são bastante complexas [26, 27]. Sendo assim, normalmente não podemos

verificar a correlação do campo elétrico em diferentes tempos e pontos do espaço

diretamente. O que podemos medir é a intensidade média da luz ao longo de vários

ciclos do campo elétrico. A maneira usual de se verificar a existência de correlações

é através do fenômeno de interferência.

Imagine um interferômetro de Young, esquematizado na figura 3.1. A fonte F

gera um campo no plano A. Os orif́ıcios no plano A são como fontes que produzem

um campo no plano B, onde temos um detector que mede a intensidade do campo

resultante em um ponto r. O detector pode ser, por exemplo, os olhos de uma

pessoa, que observam um anteparo colocada no plano B. Onde os olhos enxergam

um brilho intenso, há uma grande intensidade luminosa. Onde há pouco brilho, há

1Caso a probabilidade de detecção não se altere, isso não quer dizer que os campos não estejam
correlacionados. Eles podem estar correlacionados sob outros aspectos.
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Figura 3.1: Interferômetro de Young

pouca intensidade. De acordo com o prinćıpio de superposição, o campo no ponto r

será a soma dos campos provenientes dos dois orif́ıcios, descontado-se o tempo que

a luz leva para percorrer a distância de cada orif́ıcio até o ponto r.

U(r, t) = K1U(r1, t− t1) + K2U(r2, t− t2) . (3.1)

Como no caṕıtulo anterior, U(r, t) representa uma das componentes do campo

elétrico ou magnético gerado pela fonte em notação complexa. K1 e K2 são cons-

tantes complexas que relacionam o campo transmitido por cada orif́ıcio ao campo

proveniente da fonte. Mostra-se que essas constantes são imaginárias [19]. Pela

figura, t1 = R1/c e t2 = R2/c, c sendo a velocidade da luz.

A intensidade de um campo é proporcional à sua amplitude ao quadrado. Em

notação complexa, definimos a intensidade (na verdade uma média da intensidade

em um ciclo) no ponto r no tempo t como:

I(r, t) = U∗(r, t) U(r, t) . (3.2)

Sendo assim, a intensidade luminosa em r no tempo t é dada por:

I(r, t) = U∗(r, t) U(r, t)

= |K1|2I1(r1, t− t1) + |K2|2I2(r2, t− t2) +

+2Re[K∗
1K2U

∗(r1, t− t1)U(r2, t− t2)] . (3.3)

Como o campo é descrito probabilisticamente, essa intensidade flutua no

tempo. Considerando apenas campos estacionários, ou seja, campos cujas distri-

buições de probabilidades para os seus diversos parâmetros são constantes ao longo
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do tempo, podemos tomar a média temporal da intensidade ao longo de um tempo

arbitrariamente grande de forma que essa média será constante. Na prática, o que

qualquer detector detecta é a média da intensidade ao longo de um tempo muito

maior que o peŕıodo da onda. Podemos escrever:

〈I(r, t)〉 = |K1|2〈I1(r1, t− t1)〉+ |K2|2〈I2(r2, t− t2)〉+

+2Re[K∗
1K2Γ(r1, r2, t− t1, t− t2)] , (3.4)

com

Γ(r1, r2, t1, t2) = 〈U∗(r1, t1)U(r2, t2)〉 = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

U∗(r1, t1 − t)U(r2, t2 − t)dt

(3.5)

e

〈I(r, t)〉 = Γ(r, r, t, t) . (3.6)

Como o campo é considerado estacionário, é de se esperar que Γ(r1, r2, t −
t1, t − t2) dependa de t1 e t2 apenas através da diferença t2 − t1 ≡ τ , já que as

propriedades estat́ısticas do campo são independentes de t. Sendo assim, definimos

a função de correlação cruzada [1, 2]:

Γ(r1, r2, τ) = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

U∗(r1, t)U(r2, t + τ)dt . (3.7)

Definimos também uma função normalizada, o grau de coerência complexo:

γ(r1, r2, τ) =
Γ(r1, r2, τ)

[Γ(r1, r1, 0)]1/2[Γ(r2, r2, 0)]1/2
=

Γ(r1, r2, τ)

[I(r1, t)]1/2[I(r2, t)]1/2
. (3.8)

Mostra-se que 0 ≤ γ(r1, r2, τ) ≤ 1. Para simplificar a notação, é conveniente

definir:

|K1|2〈I(r1, t)〉 = 〈I(1)(r, t)〉 ; |K2|2〈I(r2, t)〉 = 〈I(2)(r, t)〉 . (3.9)

Observa-se que 〈I(1)(r, t)〉 representa a intensidade luminosa que chega ao

ponto r proveniente do orif́ıcio em r1 apenas, com o outro tampado. 〈I(2)(r, t)〉
representa a intensidade devida ao outro orif́ıcio. Como K1 e K2 são puramente

imaginários, temos que:

K∗
1K2Γ(r1, r2, t1−t2) = [〈I(1)(r, t)〉 ]1/2[〈I(2)(r, t)〉 ]1/2γ(r1, r2, (R1−R2)/c) . (3.10)
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Utilizando 3.9 e 3.10 em 3.4, a intensidade média no ponto r pode ser escrita

como:

〈I(r, t)〉 = 〈I(1)(r, t)〉+ 〈I(2)(r, t)〉+

+2[〈I(1)(r, t)〉 ]1/2[〈I(2)(r, t)〉 ]1/2Re[γ(r1, r2, τ)] , (3.11)

com τ = (R1 −R2)/c.

Para deixar evidente o sentido f́ısico de γ(r1, r2, τ), escrevamos γ(r1, r2, τ) =

|γ(r1, r2, τ)| exp[iϕ(r1, r2, τ)] e consideremos o caso em que 〈I(1)(r, t)〉 = 〈I(2)(r, t)〉 =

I. Nesse caso podemos escrever 3.11 como:

〈I(r, t)〉 = 2I{1 + |γ(r1, r2, τ)| cos[ϕ(r1, r2, τ)]} . (3.12)

Para o caso ideal de luz monocromática com frequência angular ω que incide

com vetor de onda perpendicular ao plano dos orif́ıcios (de forma que a fase em r1

é igual a em r2) temos:

γ(r1, r2, τ) = e−iωτ , |γ| = 1 , (3.13)

〈I(r, t)〉 = 2I

{
1 + cos

[
ω

(
R1 −R2

c

)]}
. (3.14)

Vemos que nesse caso ao percorrermos o plano B temos máximos e mı́nimos

de intensidade quando a diferença de caminho óptico entre os orif́ıcios e o ponto de

observação é um múltiplo inteiro ou semi-inteiro de comprimentos de onda. A fase

de γ representa a defasagem da luz proveniente dos dois pontos quando esta chega

ao ponto de observação.

Esse é o caso em que temos visibilidade 1. A visibilidade de um padrão de

interferência V é definida com sendo:

V =
〈I〉max − 〈I〉min

〈I〉max + 〈I〉min

. (3.15)

A visibilidade de um padrão representa, como o nome sugere, uma medida

da capacidade de distinção das franjas de interferência. Quando vale 1, temos uma

distinção perfeita, pois a intensidade vai a zero em algumas regiões. Quando a

visibilidade é nula, não há padrão de interferência. Em um caso intermediário, há

regiões de maior e menor intensidade luminosa. A figura 3.2 mostra as curvas de

intensidade em função de τ para os três casos.



Caṕıtulo 3. Correlações em Ótica 24

Figura 3.2: Padrões de interferência com diferentes visibilidades V

Em um caso mais realista, não temos um campo perfeitamente monocromático,

mas com uma frequência média ν e uma dispersão ∆ν. Nesse caso, a visibilidade

será, em geral, menor que 1. Para que tenhamos uma visibilidade não nula, é

necessário que ∆ν ¿ ν. Caso contrário, cada componente espectral do campo

gerará interferência construtiva em regiões diferentes, anulando o padrão. A partir

de 3.11 vemos que as intensidades máxima e mı́nima serão:

〈I〉max = I(1 + |γ|) , 〈I〉min = I(1− |γ|) . (3.16)

Comparando-se 3.16 e 3.15, vemos que

|γ| = V . (3.17)

Portanto o módulo do grau de coerência complexo γ nos dá a visibilidade do

padrão de interferência.

Mas o que queremos analisar no final das contas são as correlações do campo

eletromagnético gerado pela fonte F . Uma suposição que fazemos para conseguir isso

é a da ergodicidade do campo. Sob essa hipótese, todas as médias temporais obtidas

nesse tratamento são consideradas iguais às médias de ensemble para as realizações
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do campo. Portanto as propriedades estat́ısticas observadas nos experimentos in-

terferométricos são assumidas como correspondentes às propriedades intŕınsecas do

campo.

Dessa maneira, o que o módulo de γ(r1, r2, τ) nos fornece, sob um ponto de

vista mais fundamental, é uma medida de quão correlacionados estão o campo no

ponto r1 no tempo t e o campo em r2 no tempo t + τ . Quando |γ(r1, r2, τ)| = 1,

os campos nessas posições e nesses tempos estão perfeitamente correlacionados, ou

seja, há uma relação determinista entre eles. Obviamente, |γ(r1, r1, 0)| = 1 sempre.

A medida em que aumentamos as distâncias entre r1 e r2 ou τ , os campos tendem

a ser menos correlacionados e |γ| diminui, chegando a zero para grandes distâncias

entre r1 e r2 ou grandes diferenças de tempo. Já a fase de γ(r1, r2, τ) nos fornece,

após descontarmos as fases impostas por K1 e K2, a defasagem esperada para o

campo nesses pontos com essa diferença de tempo.

Podemos, portanto, atribuir um sentido f́ısico a γ(r1, r2, τ) independente do

aparato experimental. Essa função descreve as correlações do campo eletromagnético

no espaço-tempo.

O interferômetro de Michelson, esquematizado na figura 3.3, nos permite ana-

lisar o comportamento de γ(r, r, τ) em função de τ . O campo gerado pela fonte

F (um feixe) passa pelo divisor de feixe BS (beam splitter) que transmite parte

do campo por um braço do interferômetro até o espelho E1 e reflete a outra parte

pelo outro braço em direção ao espelho E2. Cada porção do campo é refletida de

volta para o divisor, onde há uma recombinação dos campos. Um detector pontual

de intensidade é colocado na sáıda S do divisor, posicionado no eixo de simetria

dos feixes recombinados. Os feixes que seguem nas direções de E1 e E2 percorrem,

em geral, distâncias diferentes até retornarem ao divisor. Eles podem, portanto,

dependendo da diferença de caminho, interferir construtivamente seguindo para o

detector ou de volta à fonte.

Variando-se o comprimento de um dos braços, observamos uma variação na in-

tensidade medida pelo detector devido à interferência. A curva produzida é análoga

à equação 3.11, com r1 = r2 = r sendo o ponto do divisor de feixes em que os

campos que seguem para o detector se recombinam e τ a diferença de caminho di-

vidida por c. Contudo, quando a diferença de caminhos é muito grande, maior que

um valor Lc, deixamos de observar esse padrão de interferência. Isso acontece por-
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F

BS E1

E2

Detector

Figura 3.3: Interferômetro de Michelson

que os campos provenientes de E1 e E2 que chegam ao divisor de feixes não estão

mais correlacionados. Lc é denominado o comprimento de coerência do campo e

τc = Lc/c é o tempo de coerência. Mostra-se que τc ' 1/∆ν, onde ∆ν é a dispersão

em frequência do campo. Temos que |γ(r, r, τ)| > 0 para τ < τc e |γ(r, r, τ)| = 0

para τ > τc. A figura 3.2 também pode representar esse experimento, nos casos em

que a diferença de caminhos é quase nula (V = 1), intermediária (V = 0.5) e maior

que o comprimento de coerência (V = 0).

Montando um interferômetro de Young como o da figura 3.1 com a separação

entre os orif́ıcios ajustável, observamos que se afastarmos muito esses orif́ıcios o

padrão de interferência no plano B desaparece. Se isso ocorre a partir de uma

distância La entre eles, Ac ≈ L2
a é denominada a área de coerência do campo. Dessa

forma, Vc = Ac × Lc é o volume de coerência do campo. É importante ressaltar

que o volume de coerência depende em geral da região de observação. O volume de

coerência próximo à fonte pode ser diferente do de uma região distante, por exemplo.

Em um determinado instante de tempo, o campo em dois pontos dentro de um

volume de coerência possui algum grau de correlação, enquanto que o campo em

dois pontos que não compartilham um volume de coerência são descorrelacionados.

A função de correlação cruzada Γ(r1, r2, τ) é dita de segunda ordem, pois

representa a média do produto de duas funções. Podemos definir também funções

de correlação de ordem superior. Seja a função de correlação cruzada de ordem

M + N :

Γ(M,N)(r1, r2, ..., rM+N; t1, t2, ..., tM+N) =
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= 〈U∗(r1, t1)U
∗(r2, t2)...U

∗(rM, tM)×
×U(rM+1, tM+1)U(rM+2, tM+2)...U(rM+N, tM+N)〉 . (3.18)

Essas funções são úteis para descrever correlações em campos gerados por

processos não lineares, como a conversão paramétrica descendente. Contudo uma

descrição quântica para esses fenômenos é mais adequada. Portanto a discussão de

correlações de ordem superior à segunda será deixada para mais adiante.

3.2 Correlações Sob Uma Ótica Quântica

Até aqui o campo eletromagnético foi tratado como um campo clássico, obedecendo

as equações de Maxwell para o eletromagnetismo. Nesse tratamento, os campos

elétrico e magnético em cada ponto do espaço e em cada instante de tempo possuem

uma realidade objetiva. Se nos utilizamos de uma descrição estat́ıstica, foi por uma

incapacidade técnica para descrevermos a maneira como os campos foram gerados.

Contudo, esse tratamento não é capaz de prever corretamente diversos resultados

experimentais, em especial os que serão discutidos nessa dissertação. Para isso é

necessário tratar o campo quanticamente [1, 5].

O estado do campo será representado por um vetor no espaço de Hilbert2,

enquanto as grandezas mensuráveis (como o campo elétrico em um ponto ou a

energia do sistema) serão representados por operadores que atuam nesse vetor de

estado. Essas grandezas não podem mais ser consideradas como possuidoras de uma

realidade f́ısica objetiva, a não ser quando o estado do sistema é um autoestado do

operador correspondente.

Essa descrição abstrata dos sistemas f́ısicos no contexto da mecânica quântica,

apesar de ser altamente não intuitiva, não nos permitindo uma visualização do

fenômeno estudado como uma descrição clássica permite, se mostra bem mais efi-

ciente no sentido de prever corretamente os resultados experimentais. A teoria

quântica não tem o objetivo de descrever como os fenômenos f́ısicos acontecem, ela

apenas prevê quais são os resultados posśıveis dos experimentos realizados e qual a

probabilidade de cada um ocorrer. A f́ısica deixa então de ter a pretensão de expli-

2No caso mais geral, em que podemos não ter um conhecimento exato do estado do sistema,
o estado é representado pelo operador de estado. Nessa dissertação os estados tratados serão
considerados puros.
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car como o mundo é, passando a apenas descrever como nós enxergamos o mundo,

através dos experimentos.

3.2.1 Quantização do Campo Eletromagnético

Existe uma receita para a quantização de sistemas f́ısicos baseada no prinćıpio da

correspondência. Devemos primeiramente descrever o sistema no formalismo Ha-

miltoniano, através de variáveis canonicamente conjugadas [28]. O exemplo mais

comum de variáveis canonicamente conjugadas são a posição q e o momento linear

p de uma part́ıcula num sistema unidimensional. Substitúımos então essas variáveis

por operadores e impomos uma relação de comutação a todo par de operadores

obtidos a partir de variáveis canonicamente conjugadas:

[q̂, p̂] ≡ q̂p̂− p̂q̂ = i~ , (3.19)

em que ~ é a constante de Planck dividida por 2π. Os operadores são representados

com umˆsobre o śımbolo clássico correspondente.

O primeiro passo para quantizarmos o campo eletromagnético no espaço livre

é obter o Hamiltoniano clássico para o campo em termos de variáveis canonicamente

conjugadas [1, 5]. O Hamiltoniano nesse caso equivale à energia do sistema, que é

dada por:

H =
1

2

∫ [
ε0E

2(r, t) +
1

µ0

B2(r, t)

]
d3r . (3.20)

A integral deve ser efetuada em todo o espaço. Temos então um problema:

precisamos escrever o campo elétrico e o magnético em termos de variáveis conjuga-

das em cada ponto do espaço. Uma maneira de contornar este problema é escrever

os campos elétrico e magnético em termos dos modos desses campos. Uma outra

medida que também simplifica os cálculos é considerar um volume finito para a quan-

tização do campo. Utilizemos então uma caixa cúbica de aresta L com condições

periódicas de contorno como nosso volume de quantização. Como E e B satisfazem

a equação de onda no vácuo, os modos para os campos são ondas planas de vetor

de onda k. O campo elétrico pode ser escrito como:

E(r, t) =
∑

k

∑
s

Uksεkse
i(k.r−ωt) + c.c. , (3.21)
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em que c.c. representa o complexo conjugado e o vetor de onda k tendo como

componentes:

kx = 2πnx/L , ky = 2πny/L , kz = 2πnz/L , (3.22)

com nx, ny e nz inteiros, para que as condições de contorno sejam respeitadas. O

somatório em k representa de forma abreviada um somatório sobre esses ı́ndices,

considerando portanto todos os vetores de onda que façam com que o campo res-

peite as condições de contorno. εks é um vetor de polarização. Para cada vetor de

onda, existem dois vetores de polarização ortogonais, já que o campo elétrico em

uma onda plana deve apontar sempre numa direção ortogonal ao seu vetor de onda.

Esses vetores de polarização podem representar duas polarizações lineares ortogo-

nais, polarizações circulares à direita e à esquerda, etc. O somatório em s representa

as contribuições dos dois vetores de polarização para cada vetor de onda k. Uks é

a amplitude do campo em cada modo definido por k e s. Ao contrário da seção e

do caṕıtulo anteriores, em que a notação complexa foi utilizada, E(r, t) representa

o campo elétrico real. A realidade de E(r, t) é garantida se E(r, t) = E∗(r, t), o que

é evidente em 3.21.

Como E(r, t) e B(r, t) devem satisfazer as equações de Maxwell para o vácuo

[18], isso implica que B(r, t) deve ser:

B(r, t) =
∑

k

∑
s

Uks
k× εks

ω
ei(k.r−ωt) + c.c. . (3.23)

Utilizando as relações

∫

L3

ei(k−k′).rd3r = L3δ3
kk′ , (3.24)

(k× ε∗ks).(k× εks′) = k2ε∗ks.εks′ = k2δss′ , (3.25)

c = ω/k = 1/
√

µ0ε0 (3.26)

e a expansão para os campos elétrico e magnético em termos dos seus modos, che-

gamos à seguinte expressão para o Hamiltoniano 3.20, invertendo a ordem dos so-

matórios e da integral e integrando no volume:

H =
∑

k

∑
s

[
ε0|Uks|2L3 +

1

µ0

k2

ω2
|Uks|2L3

]
= 2ε0L

3
∑

k

∑
s

|Uks|2 . (3.27)



Caṕıtulo 3. Correlações em Ótica 30

A energia é, portanto, expressa como uma soma de energias para os diferentes

modos. Para realizarmos a quantização, é necessário escrever o Hamiltoniano em

termos de variáveis canonicamente conjugadas. Definimos então o seguinte par de

variáveis canonicamente conjugadas para determinado modo (k, s) do campo:

qks(t) =
ε
1/2
0 L3/2

ω

[
Ukse

−iωt + U∗
kse

iωt
]

, (3.28)

pks(t) = iε
1/2
0 L3/2

[
Ukse

−iωt + U∗
kse

iωt
]

. (3.29)

Em termos dessas novas variáveis o Hamiltoniano 3.27 se torna:

H =
1

2

∑

k

∑
s

[
p2
ks(t) + ω2q2

ks(t)
]

. (3.30)

Esse Hamiltoniano equivale à energia de um sistema de osciladores harmônicos

independentes, um para cada modo (k, s) do campo. O estado do campo eletro-

magnético é definido ao especificarmos os valores das variáveis canonicamente con-

jugadas qks(t) e pks(t) para os infinitos modos do campo.

Podemos inverter as relações 3.28 e 3.29 e escrever as amplitudes dos modos

do campo Uks em termos de qks e pks:

Uks(pks, qks)e
−iωt =

1

2ε
1/2
0 L3/2

[ωqks(t) + ipks(t)] . (3.31)

Logo os campos elétrico 3.21 e magnético 3.23 são escritos em termos das

variáveis canonicamente conjugadas como:

E(r, t) =
1

2ε
1/2
0 L3/2

∑

k

∑
s

[ωqks(t) + ipks(t)]εkse
ik.r + c.c. , (3.32)

B(r, t) =
1

2ε
1/2
0 L3/2

∑

k

∑
s

[qks(t) +
i

ω
pks(t)]k×εkse

ik.r + c.c. . (3.33)

Até aqui estamos tratando um campo clássico, descrito no formalismo Ha-

miltoniano. A quantização se dá ao considerarmos os conjuntos qks(t) e pks(t) não

mais como variáveis dinâmicas do sistema, mas como operadores que obedecem as

relações de comutação:

[q̂ks(t), p̂k′s′(t)] = i~δ3
kk′δss′ , (3.34)

[q̂ks(t), q̂k′s′(t)] = 0 ,

[p̂ks(t), p̂k′s′(t)] = 0 .
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Sendo assim, o estado do campo eletromagnético passará a ser descrito como

um vetor no espaço de Hilbert e as grandezas f́ısicas mensuráveis serão operadores

que atuam nesse vetor. O Hamiltoniano quantizado para o campo será:

Ĥ =
1

2

∑

k

∑
s

[
p̂2
ks(t) + ω2q̂2

ks(t)
]

. (3.35)

É conveniente se escrever o Hamiltoniano em termos dos operadores não-

Hermitianos:

âks(t) =
1

(2~ω)1/2
[ωq̂ks(t) + ip̂ks(t)] , (3.36)

â†ks(t) =
1

(2~ω)1/2
[ωq̂ks(t)− ip̂ks(t)] . (3.37)

A partir das relações de comutação 3.34 obtemos as relações de comutação

para âks(t) e â†ks(t):

[âks(t), â
†
k′s′(t)] = δ3

kk′δss′ , (3.38)

[âks(t), âk′s′(t)] = 0 ,

[â†ks(t), â
†
k′s′(t)] = 0 .

Podemos ver, comparando as equações 3.36 e 3.31 e as conjugadas, que as

variáveis dinâmicas associadas aos operadores âks e â†ks diferem das amplitudes

Ukse
−iωt e U∗

kse
iωt apenas por constantes, de forma que a dependência temporal

dos operadores deve ser a mesma:

âks(t) = âks(0)e−iωt , (3.39)

â†ks(t) = â†ks(0)eiωt . (3.40)

Dessa forma os operadores campo elétrico e magnético podem ser escritos

como (conforme 3.32, 3.33, 3.36, 3.37 e o prinćıpio de correspondência):

Ê(r, t) =
∑

k,s

(
~ω

2L3ε0

)1/2

âksεkse
i(k.r−ωt)

︸ ︷︷ ︸
Ê(+)(r,t)

+
∑

k,s

(
~ω

2L3ε0

)1/2

â†ksεkse
−i(k.r−ωt)

︸ ︷︷ ︸
Ê(−)(r,t)

,

(3.41)
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B̂(r, t) =
∑

k,s

(
~

2L3ωε0

)1/2

âks(k× εks)e
i(k.r−ωt)

︸ ︷︷ ︸
B̂(+)(r,t)

+
∑

k,s

(
~

2L3ωε0

)1/2

â†ks(k× εks)e
−i(k.r−ωt)

︸ ︷︷ ︸
B̂(−)(r,t)

,

(3.42)

em que âks e â†ks são notações simplificadas para âks(0) e â†ks(0).

A escrita de Ê(r, t) como a soma dos operadores Ê(+)(r, t), que possui apenas

operadores â, e Ê(−)(r, t), que possui apenas â†, será útil no futuro. O mesmo para

B̂(r, t).

Em termos dos operadores âks e â†ks o Hamiltoniano se expressa:

Ĥ =
∑

k

∑
s

~ω[â†ks(t)âks(t) + 1/2] , (3.43)

que é o Hamiltoniano de um conjunto de osciladores harmônicos quantizados in-

dependentes, um para cada modo do campo. Sabemos que os autoestados para o

Hamiltoniano de um oscilador harmônico são os estados de Fock |n〉 com energia

(n + 1/2)~ω. Logo os autoestados do Hamiltoniano para o campo eletromagnético

3.43 são produtos tensoriais de estados de Fock para cada modo do campo e a energia

do estado é a soma das energias de cada modo:

|{n}〉 =
∏

ks

|nks〉 , (3.44)

n̂ks|{n}〉 = nks|{n}〉 , (3.45)

E{n} =
∑

k

∑
s

~ω(nks + 1/2) , (3.46)

em que n̂ks ≡ â†ksâks é o operador número de fótons no modo (k, s).

Os estados de Fock são ortogonais entre si. Quando o campo se encontra num

estado de Fock, ele tem um número exato de quanta de excitações em cada modo,

nks, possuindo uma energia bem definida. Esses quanta de excitações recebem o

nome de fótons. O operador âks tem a propriedade de, se aplicado a um estado de

Fock, levar o estado a um outro estado de Fock com um fóton a menos no modo

(k, s), recebendo por isso o nome de operador de aniquilação. Caso seja aplicado

em um estado que não possui fótons no modo (k, s), resulta num vetor de estado

nulo, pois não pode haver um número negativo de fótons. Já o operador â†ks tem

a propriedade de aumentar em uma unidade o número de fótons daquele modo,
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recebendo o nome de operador de criação. Essas propriedades são expressas pelas

seguintes relações, que podem ser facilmente obtidas [3]:

âk′s′
∏

ks

|nks〉 =
√

nk′s′|nk′s′ − 1〉
∏

k6=k′ e s 6=s′
|nks〉 , (3.47)

â†k′s′
∏

ks

|nks〉 =
√

nk′s′ + 1|nk′s′ + 1〉
∏

k6=k′ e s6=s′
|nks〉 . (3.48)

3.2.2 Correlações Quânticas

Como foi dito anteriormente, não podemos atribuir um valor bem definido para

grandezas f́ısicas de um sistema quântico a não ser quando o sistema se encontra

em um autoestado do operador correspondente àquela grandeza. Por exemplo, para

um estado de Fock com n fótons no modo (k, s) e zero nos demais, o valor esperado

para o campo elétrico é nulo:

〈nks|Ê(r, t)|nks〉 = 0 , (3.49)

o que é facilmente visto utilizando-se 3.41 e 3.47 e o fato de os diferente estados de

Fock serem ortogonais.

Em prinćıpio esse resultado pode parecer bem razoável, uma vez que a média

de um campo oscilante é zero. Mas o valor esperado de uma grandeza é diferente

da média dessa grandeza. É importante ressaltar que o valor esperado do campo

foi calculado em um ponto espećıfico em um tempo espećıfico e, para um campo

monomodo, seria razoável se o valor esperado desse campo oscilasse no tempo. Isso

acontece quando o estado do campo é um autoestado do operador Ê(+)(r, t). Os

estados coerentes, autoestados do operador â, têm essa propriedade: âks|αks〉 =

αks|αks〉:

〈αks|Ê(r, t)|αks〉 ∝ αksεkse
i(k.r−ωt) + c.c. = |αks| cos(k.r− ωt + δ)εks , (3.50)

em que δ é uma fase que surge ao escrevermos αks = |αks|eiδ. Contudo esses estados

não possuem um valor bem definido de energia. Na verdade, existe uma probabili-

dade não nula de que, ao medirmos o número de fótons do campo, qualquer valor,

desde nulo até extremamente alto, seja encontrado.

Um resultado inusitado que ocorre é o de que, embora o campo elétrico seja

uma grandeza indefinida para um campo no estado de Fock, os campos em diferentes
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pontos do espaço e em diferentes tempos estão correlacionados, como será mostrado

adiante.

Na seção anterior foi discutido o fato de que os instrumentos dispońıveis para

se detectar o campo eletromagnético em frequências óticas são medidores de inten-

sidade. Dáı a necessidade de realizar experimentos interferométricos para se veri-

ficar as correlações do campo. Hoje existem instrumentos extremamente senśıveis

para se medir a intensidade luminosa. Existem detectores que absorvem energia

do campo fóton a fóton. Eles funcionam baseados no efeito fotoelétrico, que é a

base de funcionamento de todos os detectores de luz dispońıveis, desde os nossos

olhos, as fotomultiplicadoras, os fotodiodos e os filmes fotográficos. Os detectores

de intensidade usuais detectam um número astronômico de fótons por segundo, dáı

a impressão de que há um cont́ınuo de energia sendo absorvido. Mas o mundo é, em

última instância (pelo menos até o momento) quântico, e os fenômenos de detecção

da luz são descritos pela mecânica quântica.

Não discutirei nessa dissertação o fenômeno de interação da radiação com a

matéria, que é o responsável pelo efeito fotoelétrico e a consequente detecção dos

fótons. De forma resumida: O tratamento da absorção de fótons deve ser feito em um

espaço de Hilbert que engloba o campo eletromagnético e o sistema de detecção. Há

a evolução do sistema, de acordo com o Hamiltoniano total que envolve o campo, o

sistema de detecção e a interação entre os dois subsistemas. São considerados eventos

de detecção aqueles em que o sistema de detecção evolui para um estado que pode

gerar, normalmente através de amplificação da corrente de um fotoelétron, um pulso

clássico de corrente que pode ser medido e tratado eletronicamente. Esses eventos

acabam por aniquilar fótons do campo, a energia dos fótons sendo transferida para

o sistema de detecção.

Utilizando um tratamento conforme descrito acima, com um Hamiltoniano

adequado, conclúımos que o processo de detecção se traduz no subespaço do campo

eletromagnético na ação de um operador no estado do campo. A absorção de um

fóton na região em torno do ponto r e no tempo t pode ser representada pela

atuação do operador V̂(+)(r, t) no estado do campo. Da mesma forma, o operador

V̂(−)(r, t) = V̂(+)†(r, t) aplicado ao estado do campo gera um fóton nas imediações
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de r no tempo t.

V̂(+)(r, t) =
1

L3/2

∑

[k,s]

âksεkse
i(k.r−ωt) , (3.51)

V̂(−)(r, t) =
1

L3/2

∑

[k,s]

â†ksεkse
−i(k.r−ωt) .

O conjunto [k, s] representa os modos do campo eletromagnético aos quais o detector

responde.

De acordo com as leis da mecânica quântica, a probabilidade de o estado

do campo passar de |ψ1〉 para |ψ2〉 mediante a absorção de um fóton no ponto r no

tempo t é proporcional a |〈ψ2|V̂(+)(r, t)|ψ1〉|2. É importante ressaltar que a detecção

em um ponto do espaço e em um intervalo de tempo nulo é uma simplificação de

linguagem. A detecção ocorre num volume definido pelas dimensões do detector e

em um intervalo de tempo não nulo. Considerando o caso mais simples de apenas

uma absorção, a probabilidade de isso ocorrer será a soma das probabilidades de o

estado passar de |ψ1〉 para qualquer outro estado mediante a absorção de um fóton:

P1(r, t) ∝
∑

|ψ2〉
|〈ψ2|V̂(+)(r, t)|ψ1〉|2 =

∑

|ψ2〉
〈ψ1|V̂(−)(r, t)|ψ2〉〈ψ2|V̂(+)(r, t)|ψ1〉

∝ 〈ψ1|V̂(−)(r, t)V̂(+)(r, t)|ψ1〉 , (3.52)

já que
∑

|ψ2〉 |ψ2〉〈ψ2| é o operador identidade.

É importante notar a semelhança entre os operadores Ê(+)(r, t) e Ê(−)(r, t)

(3.41), B̂(+)(r, t) e B̂(−)(r, t) (3.42), V̂(+)(r, t) e V̂(−)(r, t) (3.51). Todos possuem

apenas o operador â (superscrito (+)) ou â† (superscrito (−)). Além disso, todos

dependem da posição e do tempo na forma de uma onda plana para cada modo.

Sendo assim, os operadores evoluem no tempo e no espaço como ondas, além de ser

válido o prinćıpio de superposição. Portanto, em um interferômetro de Young como

o da figura 3.1, o operador campo elétrico no ponto r no tempo t pode ser escrito

como:

Ê(r, t) = K1Ê(r1, t− t1) + K2Ê(r2, t− t2) , (3.53)

em completa analogia com o caso clássico 3.1. Portanto todo o formalismo de função

de correlação em segunda ordem descrito na seção anterior tem imediata aplicação

para o caso quântico, substituindo os campos por operadores e as médias estat́ısticas
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por valores esperados no estado quântico do campo. Seja F̂(r, t) um dos operadores

citados (Ê, B̂, V̂). Como medimos o campo através da absorção de fótons, apenas

os termos com F̂(+)(r, t) à direita de F̂(−)(r, t) têm relevância:

Γ
(1,1)
F (r1, t1, r2, t2) = 〈Ψ|F̂(−)(r1, t1)F̂

(+)(r2, t2)|Ψ〉 , (3.54)

com o superscrito (1, 1) explicitando o fato de a função de correlação ser de segunda

ordem. Por exemplo, para um estado de Fock com 1 fóton no modo (k, s) temos

(utilizando 3.41 e 3.47):

Γ
(1,1)
E (r1, t1, r2, t2) = 〈Ψ|Ê(−)(r1, t1)Ê

(+)(r2, t2)|Ψ〉 =

(
~ω

2L3ε0

)
ei[k.(r2−r1)−ω(t2−t1)] .

(3.55)

Vemos que o campo elétrico em dois pontos distintos possui correlação. O

mesmo acontece com o operador de detecção V̂(r, t). Portanto se tivermos um

interferômetro de Young nas mesmas condições que levaram à expressão 3.14 no

caso clássico, a probabilidade de detetarmos um fóton no anteparo após ele passar

pelo interferômetro será proporcional a:

P1(r, t) ∝ Γ
(1,1)
V (r1, t1, r1, t1) + Γ

(1,1)
V (r2, t2, r2, t2) + Γ

(1,1)
V (r1, t1, r2, t2) +

+Γ
(1,1)
V (r2, t2, r1, t1) = 1 + 1 + e−iω(t2−t1) + eiω(t2−t1)

∝
{

1 + cos

[
ω

(
R2 −R1

c

)]}
. (3.56)

Percebemos que a probabilidade de detecção do fóton no anteparo é propor-

cional à intensidade do campo clássico monomodo correspondente. Portanto, se

realizarmos o experimento de passar os fótons um a um no interferômetro e acu-

mularmos um número muito grande de fótons, o efeito resultante no anteparo é o

mesmo de um campo clássico. Embora a descrição do campo clássico como um

conjunto de estados de Fock de um fóton esteja longe de ser adequada, o exemplo

acima ilustra como que se justificam os experimentos clássicos utilizando-se ótica

quântica.

Assim como no caso clássico, podemos definir funções de correlação de ordens

superiores à segunda. Essas funções são essenciais para a descrição quântica do

campo eletromagnético, em especial para os fenômenos que serão discutidos nessa

dissertação. Sendo assim, definimos a função de correlação de ordem (M + N):

Γ
(M,N)

F̂
(r1, t1, ..., rN, tN ; r′M, t′M , ..., r′1t

′
1) ≡
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≡ 〈Ψ|F̂(−)(r1, t1)...F̂
(−)(rM, tM)F̂(+)(r′M, t′M)...F̂(+)(r′1, t

′
1)|Ψ〉 . (3.57)

Quando N = M e r1 = r′1, t1 = t′1, ..., rN = r′N, tN = t′N , essas funções estão relaci-

onadas à probabilidade de absorção de N fótons do campo, nas posições e tempos

especificados, o que pode ser verificado com um tratamento análogo ao que foi feito

para a absorção de um fóton.



Caṕıtulo 4

Feixe de Correlação em 4a Ordem
Para a CPD

Nesse caṕıtulo serão mostradas correspondências entre a correlação em quarta ordem

para o campo gerado pela Conversão Paramétrica Descendente (CPD) e a correlação

em segunda ordem do feixe de laser que gera a conversão. Será mostrado, teórica

e experimentalmente, que a correlação em quarta ordem para a CPD obedece, em

algumas circunstâncias, a equação para um feixe eletromagnético.

4.1 A Conversão Paramétrica Descendente (CPD)

A conversão paramétrica descendente é um processo ótico resultante da interação

não-linear de um campo eletromagnético com um meio material. Essa não lineari-

dade da interação faz com que a polarização induzida no meio não oscile senoidal-

mente como o campo incidente, suposto monocromático. Sendo assim, se fizermos

uma decomposição de Fourier do campo que deixa o meio, ele não terá apenas uma

componente espectral, como o campo incidente, mas outras componentes que se

devem à interação desse campo com o meio.

Em uma descrição quântica para o processo, o que ocorre é a conversão es-

pontânea de, por exemplo, um fóton do campo incidente em dois fótons de energia

menor. Outra possibilidade é a conversão de dois fótons do campo incidente em

um fóton de energia maior. A conversão paramétrica descendente, objeto de es-

tudo deste trabalho, corresponde ao primeiro caso. Os fótons assim gerados são

denominados fótons gêmeos.

38
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Em um tratamento formal [6], o campo eletromagnético é quantizado dentro

do volume do meio, um cristal não-linear e não-magnético, com Hamiltoniano dado

por:

H =
1

2

∫

V

[
Pi(r, t)Ei(r, t) +

1

µ0

B2(r, t)

]
dV , (4.1)

com somatório sobre ı́ndices repetidos omitido e a integral realizada sobre o volume

do cristal. Pi representa a componente i da polarização do meio, que em até segunda

ordem é expressa por:

Pi = ε0χijEj + χ
(2)
ijkEjEk + ... (4.2)

χ são os tensores de susceptibilidade elétrica. Considerando-se apenas o termo

linear, chegamos a um Hamiltoniano proporcional ao Hamiltoniano para o vácuo

3.20. Já o termo não-linear leva, após a quantização e a substituição da variável

campo elétrico pelo operador campo elétrico 3.41, a termos com â†k1,s1
â†k2,s2

âk3,s3

no Hamiltoniano 4.1, que operam no estado do campo aniquilando um fóton no

modo (k3, s3) e criando outros dois, nos modos (k1, s1) e (k2, s2). Como a evolução

temporal do estado é dada pela atuação do operador exp
[
− i
~Ĥt

]
, esses termos

acabam por converterem fótons do campo incidente em pares de fótons, denominados

fótons gêmeos. Obviamente também haverá outros termos no Hamiltoniano que não

correspondem à conversão paramétrica, como com 3 operadores de criação de fótons,

por exemplo. Mas termos como esse não conservam energia e portanto não devem

ser considerados.

Energia e momento devem ser conservados no processo. Isso implica em:

~ω3 = ~ω1 + ~ω2 , n3
ω3

c
k̂3 = n1

ω1

c
k̂1 + n2

ω2

c
k̂2 , (4.3)

com k̂i = ki/|ki|. Caso os ı́ndices de refração ni sejam iguais, a equação para a

conservação da energia concorda com a equação para a conservação do momento

para fótons gêmeos com vetor de onda na mesma direção do fóton incidente. Con-

tudo, qualquer meio que não o vácuo possui dispersão, ou seja, o ı́ndice de refração

aumenta com a frequência1. Sendo assim, n3 é, em geral, maior que n1 e n2, já que

ω3 = ω1 + ω2. Nesse caso, não é posśıvel se satisfazer ambas as equações. Para con-

tornar este problema, são utilizados cristais não-lineares birrefringentes, em que o

1Em determinadas regiões do espectro, próximo à região de ressonância do cristal, o ı́ndice de
refração pode diminuir com o aumento da frequência, mas este não é o caso.
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a) b)
Cristal Tipo I

Laser

F tons G meos

Figura 4.1: a) Conversão Paramétrica Descendente do Tipo I: Os fótons gêmeos têm
polarização ortogonal à do laser. Os cones internos possuem fótons com maior ener-
gia. b)Visão frontal. As marcas com X ligadas por uma linha pontilhada indicam
regiões em que se encontram pares de fótons gêmeos.

ı́ndice de refração depende da frequência e da polarização do campo. Dessa forma, é

posśıvel posicionar o eixo ótico do cristal de forma a permitir que ambas as equações

4.3 sejam satisfeitas dependendo da polarização dos fótons envolvidos. Por exemplo,

se o fóton incidente tiver polarização vertical e os fótons convertidos (supostos com

mesma frequência) tiverem polarização horizontal, a birrefringência pode compensar

a dispersão de forma que n3 = n1 = n2 e o processo conserve energia e momento.

Neste caso em que os fótons gêmeos possuem polarização ortogonal à po-

larização do campo incidente (também chamado de campo de bombeamento), o

processo é denominado conversão paramétrica descendente do tipo I, esquematizado

na figura 4.1. As condições de conservação de momento e energia fazem com que os

fótons de determinada frequência saiam do cristal ao longo de um cone com vértice

no cristal e com eixo de simetria coincidente com a direção de propagação do feixe in-

cidente. Pares de fótons gêmeos são encontrados em cones cuja soma de frequências

resulta na frequência do feixe incidente e em lados opostos dos cones em relação ao

eixo.

Uma outra possibilidade para a conservação de energia e momento 4.3 é que

um fóton convertido tenha a mesma polarização do feixe incidente (extraordinário) e

o outro tenha polarização ortogonal (ordinário). Esse caso é o denominado conversão

do tipo II, esquematizado na figura 4.2. Os fótons de mesma frequência saem em

cones cujo eixo depende de sua polarização, não sendo mais a direção de propagação

do feixe incidente. Variando-se o ângulo que o eixo óptico do cristal faz com a

vertical, os eixos dos cones ordinário e extraordinário se afastam ou se aproximam.
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b)a)
Cristal Tipo II

Feixe Ordin rio

Laser

Feixe Extraordin rio

Figura 4.2: a) Conversão Paramétrica Descendente do Tipo II: Os fótons do feixe
extraordinário têm a mesma polarização do feixe e os do ordinário têm polarização
ortogonal. b)Visão frontal. As marcas com X ligadas por uma linha pontilhada
indicam regiões em que se encontram pares de fótons gêmeos.

Isso pode fazer com que os cones tenham uma reta em comum, coincidente com o

feixe de bombeamento. Esse é o caso de geração de fótons gêmeos no regime colinear

que será utilizado adiante.

Utilizando a aproximação monocromática para a CPD, que consiste em con-

siderar campos monocromáticos para o feixe incidente e para os fótons gêmeos,

possibilitada com o posicionamento de filtros de interferência na frente dos detec-

tores, e da aproximação paraxial, que é válida para um feixe paraxial incidente e

se os ângulos de observação dos fótons gêmeos em relação ao feixe incidente forem

pequenos, o tratamento quântico para o fenômeno leva ao seguinte estado para o

campo dos fótons convertidos em um cristal fino centrado na origem [7, 29, 30]:

|ψ〉 = ε1|vac〉+ ε2

∫
dqs

∫
dqiŨ(qs + qi)sinc

[
L

4K
|qs − qi|2

]
|qs〉|qi〉 . (4.4)

K é o número de onda do feixe de bombeamento no cristal. |qs〉 e |qi〉 represen-

tam estados de 1 fóton nos modos qs e qi. Os ı́ndices “s”e “i”são abreviaturas para

“signal”e “idler”, nomes utilizados na literatura para denominar os fótons gêmeos da

conversão paramétrica. Este é um estado emaranhado, pois não podemos escrevê-lo

como um produto tensorial entre um vetor de estado para o fóton “signal”e um para

o “idler”. E, como tal, produz uma série de previsões que não podem ser previstas

pela ótica clássica, mas que são observadas experimentalmente.
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A soma das frequências dos fótons gêmeos deve ser igual à frequência do feixe

incidente e seus vetores de onda são dados por kj = qj + kjzẑ com kjz =
√

k2
j − q2

j ,

de forma que qj especifica o vetor de onda em questão (ki ou ks). Quando o

volume de quantização tende para infinito, a separação entre modos adjacentes com

diferentes valores de qj tende para zero. Como há uma grande densidade de modos, o

somatório para os modos do campo foi substitúıdo por integrais. Dessa forma temos

〈q1|q2〉 = δ2(q2 − q1). A função sinc(x) é definida como: sinc(x) = sen(x)/x. O

estado de polarização dos fótons foi omitido, já que depende do tipo de conversão:

tipo I ou tipo II. Ũ(qs + qi) é o espectro angular do feixe incidente:

Ũ(q) =
1

(2π)2

∫ ∫
U(x, y, 0)e−i(qxx+qyy)dx dy , (4.5)

U(x, y, 0) sendo a amplitude do campo no plano correspondente ao centro do cristal

na direção z.

Vale lembrar que este estado corresponde aos fótons observados nas regiões dos

cones que permitam a conservação de energia e momento no processo de CPD. Esse

estado se mostrou eficiente na descrição de diversos experimentos realizados com

fótons gêmeos gerados pela conversão paramétrica descendente [8, 9, 10, 11, 12, 13]

e será utilizado nessa dissertação para descrever o campo gerado pela CPD.

4.2 Correlações em 4a Ordem Para o Estado Ge-

rado Pela CPD

De acordo com o que foi discutido no caṕıtulo 3, a probabilidade de detecção de um

fóton na posição r1 e outro na posição r2 no mesmo intervalo de tempo (entre t e

t + ∆t) para o campo no estado |ψ〉 é proporcional a:

P2(r1, t, r2, t) ∝ 〈ψ|V̂(−)(r1, t)V̂
(−)(r2, t)V̂

(+)(r2, t)V̂
(+)(r1, t)|ψ〉 =

= 〈ψ|V̂(−)(r1, t)V̂
(−)(r2, t)

[ ∑

n1,k1,s1

∑

n2,k2,s2

|n1〉k1,s1 ⊗ |n2〉k2,s2〈n1|k1,s1 ⊗ 〈n2|k2,s2

]

V̂(+)(r2, t)V̂
(+)(r1, t)|ψ〉 . (4.6)

Na segunda linha foi introduzido, entre colchetes, o operador identidade na base dos

estados de Fock para cada modo do campo.
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Como o estado gerado pela conversão paramétrica (4.4) é um estado em que

há no máximo 2 fótons e o operador V̂(+)(r2, t)V̂
(+)(r1, t) aniquila dois fótons do

campo, o produto escalar 〈n1|k1,s1 ⊗ 〈n2|k2,s2V̂
(+)(r2, t)V̂

(+)(r1, t)|ψ〉 pode ser não

nulo apenas para os termos de vácuo em cada modo quando |ψ〉 é dado por 4.4:

〈vac|V̂(+)(r2, t)V̂
(+)(r1, t)|ψ〉 .

Portanto podemos escrever a probabilidade de detecção para os fótons gêmeos

como o módulo quadrado de uma amplitude de probabilidade de detecção:

P2(r1, t, r2, t) ∝ |AC(r1, t, r2, t)|2 , (4.7)

com

AC(r1, t, r2, t) = 〈vac|V̂(+)(r2, t)V̂
(+)(r1, t)|ψ〉 . (4.8)

O subscrito C significa que esta é a amplitude de detecção em coincidência (tempo-

ral) de dois fótons, ou seja, no mesmo intervalo de tempo entre t e t + ∆t, intervalo

cuja duração é dada pela resolução temporal do instrumento de medida.

Logo, quando queremos analisar a probabilidade de todos os fótons do campo

serem detectados, podemos substituir as funções de correlação 3.57 pelos módulos

quadrados das amplitudes de probabilidade 4.8, o que simplifica a notação. Vale

lembrar que a propriedade de superposição para as funções de correlação continua

sendo válida para as amplitudes de detecção.

Portanto a amplitude de probabilidade de detecção em coincidência dos fótons

gêmeos gerados pela conversão paramétrica descendente nas posições rs e ri é dada

por 4.8 com |ψ〉 dado por 4.4 e V̂ (+)(r, t) por 3.51. Como estamos trabalhando na

aproximação paraxial, é conveniente escrever:

ri = ρi + ziẑ , ki = qi + kziẑ ≈ qi +

(
ki − q2

i

2ki

)
ẑ . (4.9)

Portanto a amplitude de probabilidade de detecção em coincidência nas posições

rs e ri pode ser escrita como2:

AC(rs, ri) ∝
∫

dqs

∫
dqiŨ(qs + qi) sinc

[
L

4K
|qs − qi|2

]
×

× exp

{
i

[
qs.ρs +

(
ks − q2

s

2ks

)
zs + qi.ρi +

(
ki − q2

i

2ki

)
zi

]}
(4.10)

2Como as detecções ocorrem ao mesmo tempo, a dependência em t de AC(r1, t, r2, t) será uma
fase global que não influenciará na probabilidade de detecção. Por isso essa dependência será
omitida.



Caṕıtulo 4. Feixe de Correlação em 4a Ordem Para a CPD 44

Definindo:

G(qs,qi) = Ũ(qs + qi) sinc

[
L

4K
|qs − qi|2

]
, (4.11)

H(qs,qi) = exp

[
i

(
ks − q2

s

2ks

)
zs + i

(
ki − q2

i

2ki

)
zi

]
, (4.12)

vemos que AC(rs, ri) é a transformada de Fourier nas variáveis qs e qi do produto

G(qs,qi)H(qs,qi). De acordo com um teorema em transformada de Fourier, a

transformada de um produto de 2 funções é igual à convolução das transformadas

das duas funções [16]. Ou seja,

AC(rs, ri) ∝ Fqs,qi
{G(qs,qi)H(qs,qi)} = Fqs,qi

{G(qs,qi)} ∗ Fqs,qi
{H(qs,qi)} .

(4.13)

Fx{f(x)} representa a transformada de Fourier da função f(x) na variável x e a

convolução de duas funções é definida como:

f(x) ∗ g(x) =

∫
duf(u)g(x− u) . (4.14)

H(qs,qi) é uma Gaussiana com expoente imaginário. Suas transformadas de

Fourier em qs e qi podem ser facilmente calculadas utilizando-se 2.23:

Fqs,qi
{H(qs,qi)} ∝ exp

{
i

[
kszs + kizi +

ksρ
2
s

2zs

+
kiρ

2
i

2zi

]}
. (4.15)

Definindo:

R ≡ 1

2
(ρs + ρi) , S ≡ (ρs − ρi) , P ≡ (qs + qi) , Q ≡ 1

2
(qs − qi) , (4.16)

vemos que

P.R + Q.S =
1

2
[ρs.qs + ρi.qi + ρs.qi + ρi.qs + ρs.qs + ρi.qi − ρs.qi − ρi.qs] =

= ρs.qs + ρi.qi . (4.17)

Utilizando essas transformações de variáveis para calcular Fqs,qi
{G(qs,qi)},

temos:

F{G(qs,qi)} =

∫
dPŨ(P)eiP.R

∫
dQ sinc

[
L

4K
|Q|2

]
eiQ.S ∝

∝ U0(R)V (S) , (4.18)
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em que U0(R) é a amplitude do feixe de bombeamento no cristal (z = 0) e V (S) é

a transformada de Fourier de sinc
[

L
4K
|Q|2].

Utilizando 4.15 e 4.18 em 4.13, temos:

AC(rs, ri) ∝ ei(kszs+kizi)

∫ ∫
dρ′sdρ′i U0

(
ρ′s + ρ′i

2

)
V (ρ′s − ρ′i)×

×exp

{
i

[
ks

2zs

(ρs − ρ′s)
2 +

ki

2zi

(ρi − ρ′i)
2

]}
. (4.19)

Para o caso ks = ki = K/2 (K é o número de onda do feixe laser) e zs = zi = z,

a equação 4.19 se simplifica e as integrais podem ser resolvidas. A exponencial sob

as integrais se torna:

exp{...} = exp

{
i
K

4z

[
(ρs − ρ′s)

2 + (ρi − ρ′i)
2
]}

=

= exp

{
i
K

8z
{[(ρs − ρ′s) + (ρi − ρ′i)]

2 + [(ρs − ρ′s)− (ρi − ρ′i)]
2}

}
=

= exp

{
i
K

8z

[
4(R−R′)2 + (S− S′)2

]}
, (4.20)

com R′ = 1
2
(ρ′s + ρ′i) e S′ = (ρ′s − ρ′i).

Logo as integrais em 4.19 se separam:

AC(rs, ri) ∝
∫

dR′ U0(R
′)eiKze

iK
2z

(R−R′)2
∫

dS′ V (S′)e
iK
8z

(S−S′)2 . (4.21)

A função V (S) é a transformada de Fourier da função sinc
[

L
4K
|Q|2], que está

esboçada em uma dimensão na figura 4.3. Vemos que a função é praticamente

nula para
√

L
4K
|Q| > 5. Logo a função tem uma largura de aproximadamente

20
√

K
L

nas componentes Qx e Qy . Sua transformada de Fourier terá uma largura

aproximada de o inverso disso, ou seja, 1
20

√
L
K

, em Sx e Sy. No experimento, temos

K = 2π/λ ≈ 1, 5 × 107m−1 e L = 5mm. Portanto V (S) tem uma largura de cerca

de 10−6m. A largura da função U0(R) (largura do feixe de bombeamento em z = 0)

é da ordem de alguns miĺımetros, ou seja, mais de 1.000 vezes a largura de V (S).

Portanto é razoável aproximarmos V (S′) por δ2(S′), de forma que a integração em

S′ fornece uma constante.

Comparando a integração em R′ em 4.21 com as equações 2.25 e 2.24, vemos

que a integração é análoga à propagação do campo do feixe do plano z = 0 para o
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Figura 4.3: Gráfico da função sinc(x2) = sen(x2)
x2

plano dos detectores 3. Diante desses fatos, temos que a amplitude de probabilidade

para a detecção em coincidência dos fótons gêmeos vale:

AC(rs, ri) ∝ U

(
ρs + ρi

2
, z

)
, (4.22)

em que U (ρ, z) representa a amplitude do campo do feixe de bombeamento no

plano de detecção (z). Portanto vemos que a correlação em quarta ordem para o

campo gerado pela CPD obedece, sob certos aspectos, à equação de um feixe, já

que U (ρ, z) representa um feixe. Dáı a expressão “Feixe de Correlação”utilizada ao

longo da dissertação. É importante ressaltar que a correlação em segunda ordem

para o campo convertido no cristal não obedece à equação de um feixe. Outro fato

relevante é que a correlação em quarta ordem segue um comprimento de onda igual

ao do feixe de bombeamento (4.21), enquanto que a correlação em segunda ordem

segue o comprimento de onda dos fótons gêmeos, que é o dobro.

3O termo 1/z em 2.24 está ausente na integração 4.21. Isso se deve ao fato de termos considerado
detectores pontuais. À medida em que nos afastamos do cristal, os cones com fótons de mesma
frequência se abrem e, caso consideremos que os detectores tenham uma área efetiva de detecção
(uma situação mais realista), os detectores enxergam uma porção cada vez menor do cone. Isso
acaba por acrescentar o termo 1/z à integração.
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4.3 Experimento: Variação da Largura do Feixe

de Correlação com a Propagação

Ao bombearmos o cristal com um feixe paraxial monocromático cujo campo é des-

crito por uma função U(ρ, z)e−iωt, a probabilidade de detectarmos fótons em coin-

cidência com detectores posicionados em um plano a uma distância z do cristal, com

filtros de interferência quase monocromáticos que transmitem apenas frequências an-

gulares próximas a ω/2 e aberturas pequenas, de forma que as aproximações que

levam à equação 4.22 sejam válidas, será proporcional a:

P2(rs, ri) ∝ |AC(rs, ri)|2 ∝
∣∣∣∣U

(
ρs + ρi

2
, z

)∣∣∣∣
2

. (4.23)

Logo, ao mantermos um dos detectores fixo e movermos o outro na direção

x̂, o perfil das contagens em coincidência será idêntico ao perfil de intensidade do

feixe, salvo por um fator de escala 1/2 para o deslocamento em x̂. Se utilizarmos um

feixe Gaussiano, como o descrito na seção 2.3, o perfil das contagens em coincidência

também será Gaussiano, porém com o dobro da largura.

A montagem experimental está indicada na figura 4.4. O aparelho laser Mira-

900 gera um feixe pulsado com comprimento de onda ajustável entre 700nm e

1.000nm, com uma melhor eficiência (maior potência) em torno de 800nm. Mas

os detectores dispońıveis para a realização das medidas têm uma boa eficiência de

detecção para comprimentos de onda em torno de 700nm. Portanto devemos gerar

fótons gêmeos com um comprimento de onda próximo a esse, o que significa que o

comprimento de onda do feixe de bombeamento deve ser em torno de 350nm. Antes

de chegar ao cristal que gera os fótons gêmeos, o feixe passa por um outro cristal

que faz o processo contrário à CPD: converte pares de fótons no infravermelho (λ =

830nm) para fótons no violeta (λ = 415nm). Ao bombearmos esse cristal “dobra-

dor”(de frequência) com um feixe de 830nm, na sáıda teremos esse mesmo feixe com

intensidade um pouco reduzida (a eficiência da conversão é pequena) e outro bem

menos intenso com comprimento de onda de 415nm. As lentes L1 e L2 têm a função

de focalizar o feixe no cristal, aumentando a eficiência da conversão, e colimá-lo no-

vamente. Os espelhos dicróicos ED1 e ED2 têm reflectância alta para o comprimento

de onda de 415nm e baixa para 830nm, de forma que apenas uma pequena porção

do feixe de 830nm sofre as duas reflexões. Os dois feixes com comprimentos de onda
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Figura 4.4: Montagem experimental para a verificação da relação entre a largura do
feixe laser e a largura da curva de contagens em coincidência para os fótons gêmeos.
O Laser MIRA-900 gera um feixe com λ =830nm. O cristal dobrador converte alguns
pares de fótons de 830nm em fótons de 415 nm. A lente L1 focaliza o feixe no cristal
dobrador, para aumentar a eficiência da conversão, e a lente L2 o colima novamente.
Ambas as lentes têm distância focal 50mm. ED1 e ED2 são espelhos dicróicos que
têm reflectância alta para o comprimento de onda de 415nm e baixa para 830nm.
O1 é um orif́ıcio com 300µm de diâmetro. O2 é uma ı́ris com 5mm de diâmetro.
Esses orif́ıcios têm a função de tornar o feixe após O2 aproximadamente Gaussiano,
como discutido no texto. As lentes L3, divergente com distância focal -75mm, e
L4, convergente com distância focal 200mm, servem para deixar a cintura do feixe
após o cristal BBO(β - borato de bário), responsável pela conversão paramétrica,
e com um comprimento de Rayleigh que permita uma visualização da variação da
largura do feixe com a propagação. O medidor de potência é utilizado para medir
as larguras do feixe laser e D1 e D2 fazem as contagens simples e em coincidência
dos fótons gêmeos.

diferentes podem ser considerados separados a partir de então.

O feixe Gaussiano é o feixe gerado pela maioria dos aparelhos laser, como foi

dito anteriormente. Contudo, o MIRA-900 gera um feixe com perfil alongado na

direção vertical em relação à horizontal devido a uma fenda existente na sáıda da

cavidade. O feixe Gaussiano tem propriedades bem conhecidas, sendo mais indicado
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Figura 4.5: Padrão de difração de uma onda plana por uma abertura circular. À
direita está representada a curva de intensidade ao longo de uma linha que passa
pelo centro do padrão.

para a verificação da teoria de conversão paramétrica. O procedimento utilizado para

gerar um feixe aproximadamente Gaussiano é descrito a seguir.

O1 é um orif́ıcio com 300µm de diâmetro. Esse diâmetro é bem menor que a

largura do feixe nessa posição (da ordem de 1,5mm na direção x̂ e 4,0mm na ŷ).

Portanto o padrão de difração será bem próximo ao de uma onda plana que passa por

uma abertura circular, que consiste em um máximo central circular envolto por anéis

concêntricos, conforme a figura 4.5. O perfil de intensidade ao longo de uma linha

que passa pelo centro do padrão também está indicado nessa figura . Vemos que o

máximo central se assemelha muito com uma Gaussiana. Portanto, se bloquearmos

o restante da figura de difração, teremos um feixe aproximadamente Gaussiano. Esse

bloqueio é feito por O2, uma ı́ris com 5mm de diâmetro que bloqueia o campo fora

do primeiro mı́nimo de intensidade na figura 4.5.

As lentes L3, divergente com distância focal -75mm, e L4, convergente com

distância focal 200mm, servem para deixar a cintura do feixe após o cristal BBO(β

- borato de bário), responsável pela conversão paramétrica, e com um comprimento

de Rayleigh que permita uma visualização da variação da largura do feixe com a

propagação. Um feixe Gaussiano continua Gaussiano após passar por uma lente

esférica, apenas seus parâmetros comprimento de Rayleigh (e consequentemente a

largura da cintura) e posição da cintura mudam [20].
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A direção ẑ foi definida como a direção de propagação do feixe. A posição

z = 0 foi definida como a posição do centro do cristal BBO. A direção x̂ é horizontal

e a ŷ vertical. Para medir a largura do feixe em um determinado plano z, utilizei

um medidor de potência com uma fenda de 50µm na frente de sua abertura e medi

a intensidade em função do deslocamento horizontal da fenda, obtendo uma curva

Gaussiana. As larguras de uma curva Gaussiana bidimensional medida com um

detector pontual ou com uma fenda estreita são as mesmas. O efeito da fenda é

uma integração da curva em y para cada ponto x:

f(x) =

∫
e−

(x2+y2)

w2 dy = e−
x2

w2

∫
e−

y2

w2 dy =

√
π

w
e−

x2

w2 . (4.24)

Portanto o fato de utilizarmos uma fenda para medirmos uma curva Gaussiana

bidimensional apenas aumenta uniformemente a intensidade dos pontos obtidos em

relação à que teŕıamos com um detector pontual. A forma da curva não se altera.

Logo foram ajustadas curvas Gaussianas para a intensidade em função da posição

horizontal x do medidor:

I(x) = |U(x, 0)|2 = I0exp

{−2(x− x0)
2

w2

}
. (4.25)

O medidor de potência foi posicionado em um trilho e foram feitas medidas

a diversas distâncias z do cristal BBO movendo-se o medidor no trilho. Para cada

posição z foi medida a largura do feixe. Em algumas medidas, as larguras obtidas

para as Gaussianas foram comparáveis à largura da fenda. Nesses casos, obviamente

a consideração de um detector pontual não é boa. Um procedimento descrito no

apêndice A foi utilizado para inferir qual a largura real do feixe em função da largura

medida.

As larguras medidas e inferidas para a intensidade do feixe a diferentes distâncias

z do cristal conversor estão presentes na tabela 4.1. Um exemplo de medida, com o

detector a 760mm do cristal, está mostrado na figura 4.6a. A curva obtida para a

largura inferida do feixe em função de z a partir dos pontos da tabela 4.1 está na

figura 4.6b. A equação utilizada para o ajuste é a 2.39, com zr dado por 2.38 e z

substitúıdo por z − zC , já que em 2.39 a cintura é definida como estando em z = 0

e no experimento ela está em z = zC :

w(z) = w0

√
1 +

[
λ

πw2
o(z − zC)

]2

. (4.26)
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Figura 4.6: a) Perfil de intensidade do Laser em z=760mm. Ajuste Gaussiano
4.25 fornece w = (0, 287 ± 0, 001)mm. b)Largura inferida (levando-se em conta o
tamanho finito da fenda no medidor) do feixe w em função de z. O ajuste 4.26
fornece w0 = (50, 2± 0, 2)µm e zC = (653, 7± 0, 7)mm.

Os valores fornecidos pelo ajuste são w0 = (50, 2±0, 2)µm e zC = (653, 7±0, 7)mm.

Na etapa seguinte do experimento, ajustei o cristal BBO (conversão do tipo

II) para gerar fótons gêmeos com 830nm de comprimento de onda a 2 ◦ do feixe

incidente. Os detectores contadores de fótons D1 e D2 foram posicionados em trilhos

que permitem um deslocamento que faça com que eles observem sempre o cristal

com um ângulo de 2 ◦ em relação ao feixe laser. Cada detector possui uma fenda

de 100µm de largura e um filtro de interferência com largura espectral de 11nm

centrado em 830nm antes de sua abertura. O tamanho não nulo das fendas também

gera discrepâncias entre a largura medida para cada curva e sua largura real. Um

procedimento para inferir a largura real a partir da medida nesse caso também

consta no apêndice A.

Com os detectores em um plano a uma distância z do cristal, mantive um

deles fixo e movi o outro na direção x. Para cada posição x desse detector, foram

acumuladas as contagens de fótons coincidentes em um determinado intervalo de

tempo, que variou de 3 a 10 segundos dependendo da posição z dos detectores nas

medidas. Foram obtidas curvas para o número de fótons coincidentes em função
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Tabela 4.1: Larguras w das curvas Gaussianas 4.25 ajustadas para as medidas de in-
tensidade do feixe laser (wFeixe med.) e contagens em coincidência dos fótons gêmeos
gerados pela CPD (wCPD med.) para diferentes distâncias z ao cristal responsável
pela conversão. Também constam na tabela os valores inferidos para essas grandezas
levando em consideração as larguras finitas das fendas utilizadas na medição (wFeixe

inf. e 1/2 wCPD inf.), conforme descrito no apêndice A.
z(mm) wFeixe med.(mm) wCPD med.(mm) wFeixe inf.(mm) 1/2 wCPD inf.(mm)

400 0,671 1,363 0,671 0,680
440 0,564 1,190 0,563 0,593
480 0,466 0,975 0,465 0,485
520 0,362 0,756 0,360 0,374
560 0,255 0,557 0,252 0,272
600 0,149 0,369 0,138 0,175
640 0,065 0,288 0,049 0,131
680 0,095 0,339 0,085 0,160
720 0,183 0,448 0,178 0,217
760 0,287 0,637 0,283 0,313
800 0,386 0,865 0,383 0,428
840 0,494 1,016 0,492 0,505
880 0,598 1,287 0,597 0,642

de x como a do gráfico 4.7a para diferentes distâncias z. O ajuste nessas curvas

também é o 4.25. Também são mostradas nesse gráfico as contagens simples de cada

detector. Observa-se que estas são praticamente constantes, apenas as contagens em

coincidência variam com a posição x do detector.

Na tabela 4.1, constam as larguras das curvas ajustadas para as detecções

em coincidência (wCPD med.) para diferentes distâncias z entre o cristal BBO e os

detectores. Também constam as larguras inferidas para a correlação, levando-se em

conta a abertura finita dos detectores, conforme descrito no apêndice A, divididas

por 2 (1/2 wCPD inf.). De acordo com a teoria, as larguras das curvas em coincidência

para os fótons gêmeos deve ser o dobro das curvas de intensidade para o feixe laser

em cada posição z. No gráfico 4.7b, temos a largura inferida das curvas das medidas

em coincidência dividida por 2 em função de z. Os pontos experimentais deveriam

concordar com a curva ajustada para o feixe laser, presente no gráfico. Há uma

boa concordância para os valores medidos, salvo na região da cintura. Na tabela

4.1, vemos que, para z = 640mm, temos wFeixeinf. = 0,047mm e 1/2 wCPDinf. =
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Figura 4.7: a) Contagens simples e em coincidência para os fótons gêmeos gerados
pela CPD com os detetores em z=560mm. Ajuste Gaussiano 4.25 fornece w =
(0, 557 ± 0, 007)mm. b)Largura das curvas em coincidência dividida por dois em
função de z. A curva cont́ınua corresponde ao ajuste 4.26 para o feixe laser mostrado
no gráfico 4.6b)

0,131mm. Mas essa discrepância não causa assombro, uma vez que as aproximações

utilizadas pela teoria não concordam com a realidade do experimento. A teoria

se aplica a feixes monocromáticos e a detectores com filtros de interferência quase

monocromáticos. Mas o laser utilizado, por ser pulsado, possui uma largura espectral

grande, da ordem de 8nm. Já os filtros, como foi dito anteriormente, têm largura

de 11nm.

Diante da não concordância entre os resultados teóricos e experimentais, duas

alternativas se apresentam: Tornar a teoria mais geral, de forma a englobar a re-

alidade experimental, ou realizar uma nova montagem experimental que se adeque

às aproximações da teoria. A primeira alternativa não forneceu muitos frutos, uma

vez que, ao considerarmos diferentes frequências para os fótons gêmeos na equação

4.19, as integrais não mais se separam nas variáveis R′ e S′ como antes, tornando

esse caminho tenebroso e não mais relacionando de forma direta a amplitude de

detecção em coincidências e a amplitude do campo do feixe como em 4.22. Já para

se tentar a segunda alternativa, é necessário um aparelho que gere um laser cont́ınuo
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e monocromático, o que não tive ao meu dispor durante o mestrado.

Desconsiderando essas discrepâncias entre teoria e experimento, com razões já

discutidas, vemos que a correlação em segunda ordem do feixe que gera os fótons

gêmeos se relaciona com a correlação em quarta ordem para o campo gerado pela

conversão paramétrica descendente, da forma esquematizada abaixo:

I(r, t) = Γ(1,1)(r, t, r, t)︸ ︷︷ ︸
Perfil de Intensidade − Feixe Laser

7−→ P2(rs, ri, t) ∝ Γ(2,2)(rs, t, ri, t; ri, t, rs, t)︸ ︷︷ ︸
Contagens em Coincidencias − Fotons Gemeos

, (4.27)

de acordo com 4.22: I(r, t) = |U(ρ, z)|2, P2(rs, ri, t) ∝
∣∣U(ρs+ρi

2
, z)

∣∣2.

4.4 Proposta de Experimento: Medida da Fase de

Gouy do Bifóton

Na seção 2.3 foi calculada a amplitude do campo para um feixe Gaussiano que se

propaga na direção ẑ (2.42). O termo ξ(z), denominado fase de Gouy, gera um

adiantamento da fase do feixe ao passar pela sua cintura em relação a uma onda

plana com o mesmo comprimento de onda, conforme ilustrado na figura 2.4d. O

adiantamento total, acumulado com a propagação do feixe de z = −∞ a z = ∞, é

de π.

Naquela seção, a cintura do feixe foi definida como estando na posição z = 0.

Aqui a cintura estará numa posição z = zC . As equações desenvolvidas para o

campo (2.42, 2.38 - 2.41) se aplicam nesse caso substituindo-se z por z − zC . Em

particular, a fase de Gouy será:

ξ(z) = arctan

(
z − zC

zr

)
. (4.28)

Considere a montagem ilustrada na figura 4.8, utilizada para se verificar a

existência da fase de Gouy de um feixe. L1 é uma lente convergente que focaliza o

feixe a uma certa distância zC . E1 e E2 são espelhos, BS1 e BS2 são divisores de

feixe 50%. O campo na sáıda do interferômetro pode ser escrito como UT (ρ, z) =

1/2[U(ρ, z) + U(ρ, z + l)], onde U(ρ, z) é a componente do feixe que passa pelo

caminho a e tem sua cintura no plano zca, U(ρ, z + l) é a componente que passa

pelo caminho b e tem sua cintura no plano zcb e l é a diferença de caminho entre



Caṕıtulo 4. Feixe de Correlação em 4a Ordem Para a CPD 55

Z
cb ZD1

Zca
ZD2

E
1 E

2

BS
1

BS
2

L
1

Laser

b

a

l/2

l

Figura 4.8: Montagem experimental para se verificar a fase de Gouy de um feixe.
L1 é uma lente convergente que focaliza o feixe a uma certa distância zC . E1 e E2

são espelhos, BS1 e BS2 são divisores de feixe 50%

os braços do interferômetro. Se a posição da lente é definida como z = 0 temos

zca = zC e zcb = zC − l.

Calculando a função de correlação no eixo de simetria (ρ = 0): γ0(z1, z2) ≡
γ(0x̂ + 0ŷ + z1ẑ , 0x̂ + 0ŷ + z2ẑ , 0) para o campo em zd1 = (zca + zcb)/2 = zC − l/2

e considerando o campo monocromático, temos (utilizando 3.7 e 3.8 e o fato de que

|U(ρ, zC + l/2)| = |U(ρ, zC − l/2)|):

γ0(zd1, zd1 + l) = γ0(zC − l/2, zC + l/2) =

= lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

e−i[k(zC−l/2)−ξ(zC−l/2)−ωt]ei[k(zC+l/2)−ξ(zC+l/2)−ωt]dt =

= ei[kl−ξ(zC+l/2)+ξ(zC−l/2)] , (4.29)

Portanto a intensidade nesse ponto vale (de acordo com 3.11 e 3.12):

〈I(r1, t)〉 ∝ {1 + cos[kl − ξ(zC + l/2) + ξ(zC − l/2)]} ≈ {1 + cos[kl − π]} , (4.30)

em que a aproximação feita é válida quando l À zr, zr sendo o comprimento de

Rayleigh do feixe.

Já no plano z = zd2 com zd2− zC À l, temos |U(0, zd2)| ≈ |U(0, zd2 + l)| e um

cálculo análogo nos leva a:

〈I(r2, t)〉 ∝ {1 + cos[kl − ξ(zd2 + l) + ξ(zd2)]} ≈ {1 + cos[kl]} , (4.31)

já que ξ(zd2 + l) ≈ ξ(zd2).

Portanto vemos que, devido à fase de Gouy, quando tivermos uma diferença

de caminho l entre os braços do interferômetro que gere um máximo de intensidade
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no centro do padrão de interferência em z = zd1, teremos um mı́nimo central em

z = zd2. Já quando tivermos um mı́nimo central em z = zd1, teremos um máximo

em z = zd2. O mesmo acontece, na realidade, para todas as regiões no padrão

de interferência, não apenas para a porção central. Essa inversão dos máximos e

mı́nimos de interferência com a propagação do campo no experimento da figura 4.8

é uma demonstração experimental da existência da fase de Gouy.

Como a amplitude de detecção em coincidência dos fótons gêmeos gerados pela

conversão paramétrica descendente dentro das aproximações utilizadas na seção 4.2

é proporcional à amplitude do feixe que gera a conversão (equação 4.22), é posśıvel

montar um experimento que mostre a influência da fase de Gouy na correlação em

quarta ordem do campo gerado pela CPD.

Experimentos interferométricos realizados com pares de fótons gerados pela

CPD mostram que, se a diferença de caminho óptico entre os diferentes caminhos

do interferômetro for menor que o comprimento de coerência do laser que produz

a conversão [31], mesmo que nenhum padrão de interferência seja observado em

segunda ordem (caso a diferença de caminho seja maior que o comprimento de

coerência dos fótons gêmeos), há correlação em quarta ordem que faz com que seja

observado um padrão de interferência nas medidas em coincidência [32, 33, 8]. E este

padrão de interferência corresponde a um comprimento de onda igual ao do laser.

Esse fato reforça a esperança de se observar outras caracteŕısticas do feixe incidente

na correlação em quarta ordem para o par de fótons além do seu comprimento de

onda, como a fase de Gouy por exemplo.

A montagem experimental está ilustrada na figura 4.9. A posição de L1, uma

lente convergente que faz com que a cintura do feixe fique a uma distância zC , é

definida como z = 0. O cristal não linear responsável pela conversão paramétrica

descendente do tipo 2 é posicionado para gerar os dois cones com fótons com metade

do comprimento de onda do feixe incidente com uma reta em comum, como ilustrado

na figura 4.10. Dessa forma, os fótons gêmeos formam um feixe colinear com o feixe

laser. Aos fótons gêmeos se propagando juntos é dado o nome bifóton.

Para se detectar o bifóton, podemos utilizar o “detector de 2 fótons”esquematizado

na figura 4.11. Esse detector tem, em um caso ideal, eficiência de 50%, já que em

metade das vezes os fótons seguem para o mesmo lado após o BS, não fornecendo

contagens em coincidência, e em metade seguem um para cada lado, havendo con-
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Figura 4.9: Montagem experimental para se verificar a fase de Gouy na correlação
em quarta ordem para o feixe formado pelos fótons gêmeos gerados pela CPD. L1 é
uma lente convergente que focaliza o feixe laser a uma certa distância zC . O cristal
tipo II é o responsável pela conversão paramétrica. ED1 é um espelho dicróico que
transmite os fótons gêmeos e reflete o feixe laser. P1 e P2 são placas de onda λ/2
para os fótons gêmeos. P1 gira a polarização em 45 ◦ e P2 em 90 ◦. PBS é um divisor
de feixe polarizado, que transmite fótons com polarização horizontal e reflete os com
polarização vertical. E1 e E2 são espelhos e BS é um divisor de feixe 50%.

b)a)
Cristal Tipo II

Laser
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Figura 4.10: Geração do par de fótons gêmeos no regime colinear
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Figura 4.11: Detector de 2 fótons com eficiência de 50%

tagem em coincidência. As contagens em coincidência são medidas de detecção do

bifóton.

Para que a amplitude de detecção em coincidência dos fótons gêmeos seja

proporcional à amplitude do feixe que os gerou, devemos detectar ambos os fótons à

mesma distância do cristal. Caso cada fóton passe por um braço do interferômetro,

a equação 4.22 não é mais válida para a amplitude de detecção. Portanto, para

verificarmos a influência da fase de Gouy na correlação em quarta ordem, os fótons

devem passar ambos pelo caminho “a”ou ambos pelo caminho “b”no interferômetro.

Para garantirmos isso, podemos nos valer do emaranhamento dos fótons gêmeos em

polarização.

Na CPD tipo 2 com o feixe laser com polarização vertical, são gerados um

fóton com polarização horizontal e outro com vertical. Como no regime colinear

não podemos distinguir de qual cone cada fóton é oriundo, o estado de polarização

do bifóton é emaranhado. Dependendo do posicionamento do cristal [34], podemos

gerar o seguinte estado de polarização:

Φ =
1√
2

(|Hs〉|Vi〉+ |Vs〉|Hi〉) . (4.32)

ED1 é um espelho de alta reflectância para o comprimento de onda do laser e

baixa para os fótons gêmeos, deixando apenas esses últimos seguirem para o inter-

ferômetro. P1 é uma placa λ/2 posicionada para girar a polarização dos fótons em

45 ◦, transformando |H〉 em |−〉 e |V 〉 em |+〉, de acordo com o sistema de bases da

figura 4.12. Após passar por P1, o estado de polarização do bifóton passa a ser:

Φ′ =
1√
2

(|−s〉|+i〉 + |+s〉|−i〉) . (4.33)
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Figura 4.12: Ilustração das bases de polarização |H〉, |V 〉, |+〉, |−〉.

Mas os estados |+〉 e |−〉 podem ser escritos em termos de |H〉 e |V 〉:

|+〉 =
1√
2

(|H〉+ |V 〉) , (4.34)

|−〉 =
1√
2

(|H〉 − |V 〉) . (4.35)

Utilizando essa transformação de bases para Φ′, obtemos:

Φ′ =
1

2
[(|Hs〉 − |Vs〉)(|Hi〉+ |Vi〉) + (|Hs〉+ |Vs〉)(|Hi〉 − |Vi〉)] =

=
1√
2

(|Hs〉|Hi〉 − |Vs〉|Vi〉) . (4.36)

PBS é um divisor de feixe polarizado, que reflete fótons com polarização

vertical e transmite os que têm polarização horizontal. Sendo assim, o estado de

polarização Φ′ garante que ambos os fótons passam pelo caminho “a”ou pelo caminho

“b”.

Para calcularmos a amplitude de probabilidade de detecção do bifóton, é ne-

cessário escrevermos o estado do campo num espaço de Hilbert expandido, que leva

em consideração o vetor de onda dos fótons (4.4) e a polarização dos mesmos (4.36).

Como o termo com |vac〉 não contribui para as detecções em coincidência, ele será

omitido:

|ψ′〉 ∝
∫

dqs

∫
dqiŨ(qs+qi)sinc

[
L

4K
|qs − qi|2

]
[|qs〉|Hs〉|qi〉|Hi〉+ |qs〉|Vs〉|qi〉|Vi〉] .

(4.37)



Caṕıtulo 4. Feixe de Correlação em 4a Ordem Para a CPD 60

Para simplificar a notação o operador de aniquilação de um fóton nas ime-

diações do ponto r no tempo t V̂(+)(r, t) definido em 3.51 será substitúıdo pelo

operador abaixo, escalar e já representado na aproximação paraxial, e operadores

que atuam no estado de polarização do fóton.

V̂ (+)(ρ, z, t) =
1

L3/2

∑

[k,s]

âk,se
i

��
k− q2

2k

�
z+q.ρ−ωt

�
. (4.38)

O operador para o estado de polarização dos fóton que passam pelo caminho “b”é o

projetor |V 〉〈V |, indicando que apenas fótons com polarização vertical passam por

esse caminho. Já o operador para o caminho “a”consiste em um projetor |H〉〈H|
seguido do operador que representa uma placa de λ/2 que faz as transformações

|V 〉 → |H〉 e |H〉 → −|V 〉: (|H〉〈V | − |V 〉〈H|)|H〉〈H| = −|V 〉〈H|.
Portanto a amplitude de probabilidade de detecção do bifóton em uma posição

z após o interferômetro é:

Ac(ρ, z, t) ∝ −〈vac| V̂ (+)(ρ, z, t)⊗ |V 〉〈H| ⊗ V̂ (+)(ρ, z, t)⊗ |V 〉〈H| |ψ′〉+

+ 〈vac| V̂ (+)(ρ, z + l, t)⊗ |V 〉〈V | ⊗ V̂ (+)(ρ, z + l, t)⊗ |V 〉〈V | |ψ′〉 ,

em que 〈vac| é uma notação simplificada para:

〈vac| =
∑
Ss

∑
Si

∫
dqs

∫
dqi〈0qs|〈Ss|〈0qi|〈Si| . (4.39)

Realizando os produtos nos espaços de polarização e omitindo fase global,

temos:

Ac(ρ, z, t) ∝ 〈vac| V̂ (+)(ρ, z, t)⊗ V̂ (+)(ρ, z, t) |ψ〉+ (4.40)

+〈vac| V̂ (+)(ρ, z + l, t)⊗ V̂ (+)(ρ, z + l, t) |ψ〉 ∝
∝ U

(
ρs + ρi

2
, z

)
+ U

(
ρs + ρi

2
, z + l

)
.

Portanto se posicionarmos o “detector de 2 fótons”na posição zd1 = zC +l/2 ou

em zd2 com zd2 − zC À l no eixo de simetria (ρ = 0), as probabilidades de detecção

do bifóton em coincidência serão iguais às intensidades no experimento clássico (4.30

e 4.31):

Ac(0, zd1, t) ∝ 1 + cos[kl − π] , (4.41)

Ac(0, zd2, t) ∝ 1 + cos[kl] . (4.42)
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Figura 4.13: Exemplo de curvas previstas para o número de contagens em coin-
cidência por segundo para o experimento de medida da fase de Gouy em quarta
ordem para o bifóton: a) Em z = zd1 b) Em z = zd2

Portanto se variarmos a diferença de caminho entre os braços l a partir de

um valor l0, as curvas obtidas para as detecções em coincidência para zd1 e zd2

estarão defasadas em π, conforme ilustrado na figura 4.13. Essa defasagem seria

uma verificação experimental da influência da fase de Gouy na correlação em quarta

ordem para o campo gerado pela CPD. Ela confirmaria que a correlação se propaga

como o feixe de bombeamento, não apenas com o seu comprimento de onda, tendo

inclusive uma velocidade superluminal na região do foco do feixe laser.
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Conclusões e Perspectivas

Foi visto que a correlação em quarta ordem para o estado do campo gerado pela

conversão paramétrica descendente se relaciona com a correlação em segunda ordem

para o feixe eletromagnético que gera a conversão, de acordo com a equação 4.22.

A amplitude de detecção em coincidência para os fótons gêmeos a uma distância z

do cristal não-linear é proporcional à amplitude do feixe a essa distância. Isso nos

levou à associação de um feixe de correlação para o campo gerado pela conversão

paramétrica, já que a correlação em quarta ordem obedece à equação de um feixe.

Se analisarmos o bifóton como uma entidade única, conclúımos que ele tem

um comprimento de onda de de Broglie igual ao dos fótons que compõe o feixe

de bombeamento, o que foi comprovado em experimentos com interferômetros de

Young [8], Mach-Zender [32] e Michelson [35]. Além disso, o presente trabalho

mostra que os bifótons se propagam em um feixe relacionado diretamente com o feixe

laser responsável pela conversão. Esta interpretação concorda com o fato de que os

bifótons podem gerar imagens de objetos colocados no seu caminho com resolução

melhor que as obtidas com luz do comprimento de onda dos fótons individuais,

através das detecções em coincidência [36, 12]. Estamos, nesse caso, iluminando o

objeto com um feixe de “part́ıculas”com comprimento de onda de Broglie igual ao

dos fótons do feixe laser, que é menor que o dos fótons individuais, gerando portanto

uma imagem com melhor resolução.

Uma consequência dessa associação de um feixe de correlação para o campo

gerado pela CPD foi a previsão de que as curvas obtidas para as contagens em coin-

cidência dos fótons gêmeos após o cristal ao movermos um dos detectores, mantendo
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o outro fixo, devem ser idênticas ao perfil de intensidade do feixe nessa posição, salvo

por um fator de 2 na escala. Vale lembrar que as contagens simples de cada detec-

tor devem ser constantes ao longo das medidas. Para se explicar o fenômeno, é

necessário fazer uso da ótica quântica. Não podemos explicá-lo com f́ısica clássica.

As medidas realizadas utilizando um feixe Gaussiano mostraram um acordo

razoável com a teoria, salvo na região da cintura do feixe. Como foi discutido, isso

provavelmente se deve à utilização de um feixe laser pulsado com grande largura es-

pectral e filtros largos de interferência nos detectores, o que contradiz a aproximação

monocromática utilizada pela teoria. Se mostra necessário realizar, assim que for

posśıvel, os experimentos com um aparato que se adeque melhor às aproximações

utilizadas pela teoria, para verificá-la de forma eficaz.

Essa relação entre a amplitude de detecção em coincidência dos fótons gêmeos e

a amplitude do feixe que gera a conversão paramétrica também levou a uma previsão

teórica de uma influência da fase de Gouy do feixe nas detecções em coincidência dos

fótons gêmeos que pode ser verificada através de um experimento interferométrico.

Deve-se, agora, verificar experimentalmente essa previsão, que pode mostrar pela

primeira vez a influência da fase de Gouy na correlação em quarta ordem de um

campo eletromagnético, no caso o gerado pela conversão paramétrica descendente.



Apêndice A

Larguras Inferidas para Curvas
Medidas com Fendas Finitas

A.1 Medidas de Intensidade do Feixe: 1 Detector

Ao medirmos uma função I(x) = e−2x2/w2
com um detector posicionado atrás de

uma fenda de largura a, medimos na realidade a função:

g(x) ∝
∫ a/2

−a/2

I(x + x′)dx′ =
∫ a/2

−a/2

e−2(x+x′)2/w2

dx′ . (A.1)

Quando I(x) é uma função Gaussiana, g(x) é uma função que se assemelha

muito a uma Gaussiana, como ilustrado no gráfico da figura A.1a.

Para o ajuste experimental de uma curva, a utilização da função g(x) ou de

uma função Gaussiana mais larga que I(x) terão a mesma precisão quando a largura

da função f(x) é maior que a largura da fenda, o que é o caso em todas as medidas

realizadas. Sendo assim, conforme discutido no caṕıtulo 4, foram utilizadas funções

Gaussianas para ajustar as curvas obtidas experimentalmente. Para inferir qual a

largura real da curva, que seria medida com a utilização de um detector pontual,

tracei gráficos no programa Maple 8 das funções g(x)/g(0) e da função Gaussiana

e−2x2/w2
m , com wm sendo a largura obtida através do ajuste da curva experimental.

Variei então o parâmetro w em g(x), até que as duas curvas se sobrepusessem. Esse

valor de w foi considerado o valor real para a largura da Gaussiana.
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Figura A.1: a) Curvas e−2x2/w2
m com wm = 0, 065mm e g(x)/g(0) (A.1) com a =

0, 050mm e w = 0, 049mm. Esses valores correspondem aos valores medido e inferido
para a largura da curva de intensidade do feixe na posição da cintura no caṕıtulo
4 (z=640mm na tabela 4.1). b) Curvas e−2x2/w2

m com wm = 0, 288mm e G(x)/G(0)
(A.3) com a = 0, 100mm e w = 0, 263mm. Esses valores correspondem aos valores
medido e inferido para a largura da curva de coincidências para os fótons gêmeos na
posição da cintura do feixe no caṕıtulo 4 (z=640mm na tabela 4.1). Em ambos os
casos é quase imposśıvel distinguir as 2 curvas traçadas.

A.2 Medidas de Curvas em Coincidência: 2 De-

tectores

Ao medirmos a função P2(xs, xi) = P2(xs + xi) = |AC(xs, xi)|2 ∝ |U (
xs+xi

2
, z

) |2
(4.22) com fendas finitas de largura a na frente dos detectores, estamos medindo na

realidade a função:

G(xs, xi) ∝
∫ a/2

−a/2

dx1

∫ a/2

−a/2

dx2P2(xs + x1 + xi + x2) . (A.2)

Podemos realizar a seguinte troca de variáveis na integração: u = x1 + x2,

v = 1/2(x1 − x2). u varia de −a (x1 = x2 = −a/2) a a (x1 = x2 = a/2). Podemos

colocar estes limites para a integração em u tomando o cuidado de verificar quais

os limites que devemos colocar na integração em v. Para um valor positivo para u,

temos que x1 = u− x2 e o valor mı́nimo para x2 deve ser −a/2 + u, caso contrário

teremos x1 = u− x2 > a/2. Esse também deve ser o valor mı́nimo para x1, por um

argumento análogo. Sendo assim, o valor mı́nimo que v pode ter para esse u deve ser

vmin = −a/2+u/2 (quando x1 = −a/2+u e x2 = a/2) e o máximo vmax = a/2−u/2
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(quando x1 = a/2 e x2 = −a/2 + u). Um racioćınio análogo nos mostra que quando

u é negativo, os limites de integração em v são vmin = −a/2−u/2 e vmax = a/2+u/2.

Portanto temos:

G(xs, xi) ∝
∫ 0

−a

du

∫ a/2+u/2

−a/2−u/2

dvP2(xs + xi + u) +

∫ a

0

du

∫ a/2−u/2

−a/2+u/2

dvP2(xs + xi + u) =

=

∫ 0

−a

du(a + u)P2(xs + xi + u) +

∫ a

0

du(a− u)P2(xs + xi + u) =

=

∫ a

−a

du(a− |u|)P2(xs + xi + u) . (A.3)

Quando P2(x) é uma função Gaussiana de largura não maior que a, a expressão

A.3 é uma curva praticamente Gaussiana, conforme mostrado na figura A.1b. Um

procedimento análogo ao da seção anterior, através da visualização das curvas A.3

e de uma Gaussiana no programa Maple 8, foi utilizado para inferir qual a lar-

gura da função P2(xs + xi) a partir da largura da Gaussiana ajustada para a curva

experimental.
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