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Resumo

Enquanto a estimativa de estados de sistemas lineares possui abordagens bem estabelecidas na
literatura, para os sistemas ndo lineares, diversas metodologias t€m sido propostas de forma a
superar as diversas dificuldades encontradas na obten¢ao de uma solucio sub-6tima, de acordo
com algum critério. Ao considerar uma modelagem convexa de ndo linearidades usando po-
litopos, o Teorema do Valor Médio Diferencial (DMVT) ou técnicas de fatoragdo, é possivel
derivar condi¢des baseadas em otimizac¢do convexa, por meio de Desigualdades Matriciais Li-
neares (LMIs), para atingir os objetivos do projeto. Nesse contexto, este trabalho visa desenvol-
ver novas abordagens de estimagdo de estados para sistemas ndo lineares de tempo discreto ou
continuo que empregam condi¢des LMI para a sintese de estimadores de estado. Mais especi-
ficamente, o presente trabalho propde trés novas metodologias baseadas nas etapas de predi¢cao
e assimilacdo de dados do filtro de Kalman cldssico. A primeira consiste numa abordagem de
Filtro de Kalman de Covariancia Garantida (GCKF), a segunda apresenta uma abordagem de
filtro ndo linear que garante a robustez a sinais exdgenos desconhecidos e, por fim, a terceira
conta com um problema de otimizacdo multiobjetivo, que garante a minimizac¢do da matriz de
covariancia do erro de estimativa e a robustez aos ruidos, indicados nas duas primeiras abor-
dagens. Exemplos simulados sdo empregados para ilustrar e validar as metodologias propostas

neste trabalho.

Palavras-chave: sistemas ndo lineares; filtro de Kalman; covariancia garantida; robustez aos

ruidos; desigualdades matriciais lineares.



Abstract

While the state estimation for linear systems has well-established approaches in the literature,
for nonlinear systems, several methodologies have been proposed to overcome the various dif-
ficulties encountered in obtaining a sub-optimal solution, according to some criterion. By con-
sidering a convex modeling of nonlinearities using polytopes, the Differential Mean Value The-
orem (DMVT) or factorization techniques, it is possible to derive conditions based on convex
optimization, through Linear Matrix Inequalities (LMIs), to achieve the project objectives. In
this context, this work aims at developing new state estimation approaches for discrete-time or
continuous-time nonlinear systems that employ LMI conditions for the synthesis of state esti-
mators. More specifically, this work proposes three new methodologies based on the prediction
and data assimilation steps of the classical Kalman filter. The first consists of a Guaranteed
Covariance Kalman Filter (GCKF) approach, the second presents a nonlinear filter approach
that guarantees robustness to unknown exogenous signals and, finally, the third solves a mul-
tiobjective optimization problem, which guarantees the minimization of the covariance matrix
of the estimation error and robustness to noise, indicated in the first two approaches. Simulated

examples are used to illustrate and validate the methodologies proposed in this work.

Keywords: nonlinear systems; Kalman filter; guaranteed covariance; robustness to noise; linear

matrix inequalities.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao e Justificativa

Em muitas situagdes praticas da engenharia, nao € possivel obter medi¢cdes de todas as
varidveis em um sistema. Dessa forma, sinais de entrada e saida sdo usados, juntamente com o
modelo do sistema, para obter estimativas dos estados do sistema dinamico. O filtro de Kalman,
do inglés Kalman filter (KF), € um estimador recursivo 6timo que foi proposto para sistemas
lineares com incertezas representadas por varidveis aleatérias com distribui¢do Gaussiana. Tal
representacdo permite o uso de apenas dois momentos para especificar incertezas, a média e
a covariancia. As duas etapas do KF correspondem a predicao, ou seja, propagacao usando o
modelo, e a assimilacdo de dados, que corresponde ao uso de novas informagdes. Para sistemas
lineares e invariantes no tempo, a propagacao da fun¢do densidade de probabilidade permanece
Gaussiana (Kalman, 1960).

Alguns estimadores, como o KF, podem ser interpretados como algoritmos que imple-
mentam uma fun¢do densidade de probabilidade condicional e um critério de otimalidade. De-
vido as premissas de linearidade que lhe garantem otimalidade, o0 método original sé se aplica
a sistemas lineares. Baseado na otimalidade do KF para os sistemas lineares com incertezas
Gaussianas, outras abordagens foram propostas para lidar com os sistemas nao lineares.

Para sistemas nao lineares, a propagacdo da média e da covariancia ndo pode ser feita
por um Unico modelo linear e a funcdo densidade de probabilidade nao € Gaussiana, entdo
mais momentos sdo geralmente empregados, além da média e da covariancia, para descrever
as incertezas. Uma maneira de estender o KF a sistemas ndo lineares é por meio do filtro de
Kalman estendido, do inglés Extended Kalman Filter (EKF) (Jazwinski, 1970; Simon, 2006),
que consiste na linearizac¢do analitica do sistema em torno do estado atual. Alternativamente,
Julier e Uhlmann (2004) propuseram uma solu¢do que nao requer linearizacdo analitica das
equacdes, conhecida como o filtro de Kalman Unscented, do inglés Unscented Kalman Filter
(UKF). A solugdo proposta pelo UKF se baseia em escolher poucas realiza¢des dos estados

e saidas, que sejam representativas, no sentido de ndo haver diferengas entre as matrizes de
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covariancia amostral calculadas a partir destas poucas realizagdes, ao se comparar com o cédlculo
das matrizes feito com um grande niimero de realizacgoes.

Para sistemas que t€m apenas medi¢des discretas, seja de um sistema discreto ou continuo,
o KF discreto pode ser usado. As medi¢des discretas surgem em sistemas amostrados, talvez
como parte de um sistema de controle digital. Devido as tecnologias de microprocessadores e
sua maior precisdo e poder de computacio, quando comparado aos computadores analogicos, o
filtro digital € usado com mais frequéncia. No entanto, um estudo completo de estimativa 6tima
deve incluir o KF continuo (Wiberg, 2010).

O KF para sistemas de tempo continuo as vezes € chamado de filtro de Kalman-Bucy,
devido a uma colaboragdo entre Kalman e Bucy em abril de 1960 para sua publicag@o (Simon,
2000).

Existem vdérias maneiras de derivar o KF continuo, uma delas € por meio da equacao
de Wiener-Hopf. A relacdo do KF continuo com o filtro de Wiener fornece um elo essencial
entre as técnicas classicas e modernas (Wiberg, 2010). O filtro de Wiener € usado em casos
em que a relacdo sinal-ruido € alta. Sua fun¢do de custo € o valor quadratico médio do erro
estimado, que € minimizado como um critério de estimativa estatistica (Haykin, 1989). O filtro
¢ chamado de estimador linear 6timo porque tem a caracteristica de lidar com estatisticas de
primeira e segunda ordem do sinal desejado e do ruido aditivo a este sinal (Diniz et al., 2002;
Diniz, 2008).

Uma das vantagens do filtro de Kalman de tempo continuo € que ele pode ser aplicado
independentemente da natureza estatistica do ruido, desde que tenha média zero, ou seja, ¢ um
estimador 6timo mesmo quando o ruido ndo € Gaussiano (Simon, 2006).

Por outro lado, varios trabalhos sdo baseados no KF discreto e suas derivacdes. Baseado
no filtro de Kalman cldssico para sistemas lineares, Rocha e Terra (2021) propdem um filtro
de Kalman robusto para sistemas lineares de tempo discreto incertos. Todos os sistemas e
matrizes de medi¢do estdo sujeitos a incertezas paramétricas limitadas por normas. O trabalho
apresenta um problema de estimativa de minimos quadrados regularizado robusto com o método
da funcdo de penalidade. O filtro de estado estaciondrio proposto é estdvel e, para sistemas
quadraticamente estaveis, uma variancia de erro limitada € garantida.

Mokhtari e Yen (2020) propdem um UKEF fuzzy adaptavel bilateral para deteccdo de
falhas em sistemas ndo lineares. Os autores usam a logica fuzzy Mamdani na determinacao da
covariancia do ruido de medi¢do. Melhor precisdo e menor tempo de cdlculo na deteccao de
falhas sdo observados quando comparados ao UKF. O trabalho de Neto et al. (2018) apresenta
um estudo comparativo entre os algoritmos baseados no KF e ainda propde uma estrutura fuzzy
para o filtro de Kalman para sistemas continuos. A comparacio € ilustrada por meio de um
processo de quatro tanques acoplados. A proposta de obter uma estrutura fuzzy para o filtro
de Kalman se mostra promissora, visto que tal estrutura consegue a garantia de um observador
robusto de minima covariancia. Um ponto a ser analisado em tal trabalho € o fato de que os

autores apresentam a estrutura fuzzy para sistemas nao lineares e afirmam que o projeto de filtro
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de Kalman fuzzy de variancia minima se torna um problema de minimizacdo da norma .7743.
Tal afirmativa é verdadeira para os sistemas lineares. Contudo, os sistemas ndo lineares nao
possuem representacao para resposta ao impulso e tal afirmativa ndo pode ser considerada.

O KEF e suas derivagdes sao estimadores baseados em conceitos estatisticos, conside-
rando que as incertezas sdo aproximadas por varidveis aleatdrias Gaussianas, cujo dominio
¢ ilimitado e com uma funcio densidade de probabilidade completamente caracterizada por
média e covariancia, ou aproximacoes para o caso nao linear. Essas incertezas vém de entradas
exdgenas desconhecidas (Ackermann, 2012). Outra maneira de se representar tais incertezas
¢ baseada em associacdo de conjuntos, como intervalos, politopos, poliedros, e zonotopos (de
Paula et al., 2022; Jaulin and Kieffer, 2001). Esta representacdo considera as incertezas limi-
tadas em regides. Todas as técnicas de associacdo de conjuntos visam obter estimativas que
garantem que os estados estdo contidos nos conjuntos limitados. O conhecimento das incerte-
zas ¢é definido por meio de seus limites, motivo pelo qual a técnica sempre trata o pior caso de
disttrbio.

Enquanto os algoritmos baseados no filtro de Kalman estdo bem consolidados na lite-
ratura, algoritmos e representagdes baseadas em associa¢ao de conjuntos vém crescendo e ga-
nhando notoriedade na literatura. Representacdes politopicas vém sendo utilizadas para tratar
sistemas ndo lineares. Essa representacdo, por ser convexa, permite a utilizacdo de desigual-
dades matriciais lineares, do inglés Linear Matrix Inequalities (LMIs), para resolver diversos
problemas existentes na drea de modelagem e controle de sistemas, tanto lineares quanto nao
lineares. As LMIs podem ser resolvidas de forma eficiente, caracterizam os limites de desempe-
nho do sistema, possuem flexibilidade para tratar diversos casos, incluindo sistemas incertos e
invariantes no tempo e permitem um procedimento de sintese para obter, por exemplo, robustez
aos ruidos (Duan and Yu, 2013).

Incorporando as condigdes do KF com a utilizacao das LMIs, o trabalho de Shaked et al.
(2001) apresenta um projeto de filtro robusto que garanta limites minimos da variancia do erro
para sistemas a tempo discreto com incertezas paramétricas. Os autores consideram a incerteza
politopica em vez de incerteza limitada por norma. Por mais que a incerteza politopica possua
um custo computacional maior para o seu processamento, em relacdo a incerteza limitada por
norma, considerar incertezas politdpicas faz com que o filtro possua um melhor desempenho
em relac@o aos limites da variancia do erro. S3o apresentadas duas abordagens, a primeira se
refere ao filtro em estado estaciondrio que garante que o limite da varidncia do erro obtido sera
valido para todos os pontos dentro do politopo das incertezas paramétricas e o segundo garante
que o limite encontrado serd véalido apenas nos vértices do politopo ou em um conjunto finito de
pontos. O trabalho apresenta resultados promissores, mas € apresentado apenas para sistemas
lineares e além disso ndo ha uma prova de convergéncia do filtro em estado estaciondrio.

No trabalho de Vafamand et al. (2018), um algoritmo de aprendizado é proposto para
identificar um modelo fuzzy Takagi-Sugeno (TS), aprender os parametros e determinar sua es-

trutura, com base no UKFE. Por outro lado, Zhou et al. (2008) apresentam um algoritmo para
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lidar com incertezas fuzzy. Para o algoritmo proposto, a distribuicdo Gaussiana € substituida
por uma funcdo de pertinéncia trapezoidal e a propagacdo € feita por pontos principais da
distribuicdo, por meio de modelos nado lineares, dessa forma, o centro de gravidade e a in-
certeza de propagacao sdo recalculados. A abordagem proposta lida com mudangas abruptas de
estados. Por outro lado, Jiménez et al. (2021) apresentam um conjunto de experimentos praticos
para validar o KF fuzzy. O trabalho de Aboukheir et al. (2021) obtém experimentalmente um
conjunto politépico de modelos lineares de tempo discreto, com base em um sistema TS, para
descrever a regido operacional do sistema nao linear. LMIs sdo usadas para obter ganhos de ob-
servador que garantem a estabilidade de todo o politopo e, portanto, o rastreamento e filtragem
do sistema na regido de operacgao.

Abordagens usando modelos TS vém ganhando notoriedade para observadores nao li-
neares. Sun et al. (2020) apresentam uma filtragem distribuida para sistemas ndo lineares es-
tocasticos de tempo discreto com atraso de tempo, com base em regras fuzzy. A metodologia
utiliza o modelo TS para aproximar nao linearidades. Da mesma forma, Li et al. (2020) apre-
senta um filtro robusto para estimar os estados de um sistema ndo linear, descrito por um modelo
TS fuzzy. O algoritmo apresentado € baseado na relacao entre o KF e os minimos quadrados
regularizados, em que a influéncia do erro do modelo causado pelas incertezas dos parametros
do sistema € considerada. Esta metodologia tem um algoritmo e complexidade computacional
proximos aos do KF. Por outro lado, Ramadoss et al. (2006) propdem a representacdo do sis-
tema nao linear como uma familia de modelos de espaco de estados lineares locais e o filtro de
Kalman fuzzy € proposto para um vetor de estado aumentado, que combina os estimadores de
estado local.

Nesse contexto, varios trabalhos foram desenvolvidos, utilizando incertezas politdpicas
e limitadas por normas para o cendrio de estimativa de estados de sistemas ndo lineares. Todos
os trabalhos propostos apresentam abordagens robustas. No entanto, sdo abordagens aplicadas
a determinadas classes de sistemas e consideram condi¢des especificas dos mesmos. Assim
como os trabalhos de Abbaszadeh e Marquez (2012) e Zhang et al. (2015) apresentam uma
metodologia de filtragem robusta para sistemas descritores nao lineares com condi¢des de Lips-
chitz e incertezas paramétricas variantes no tempo, o trabalho de Darouach et al. (2011) estuda
uma forma geral de sistemas singulares ndo lineares com condi¢do de Lipschitz. Esse dltimo
trabalho apresenta estruturas de observador de ordem completa, reduzida e minima para ga-
rantir estabilidade e manter um desempenho de atenuacdo de perturbacido. Os trés trabalhos
somam grandes contribui¢des para o estudo, porém sao aplicados a classes restritas de sistemas
e possuem um certo conservadorismo na derivagdo das condi¢cdes LMIs.

Os trabalhos de Shaheen et al. (2020) e Rios (2020) sdao desenvolvidos para sistemas a
tempo continuo, em contrapartida, consideram incertezas e perturbacdoes limitadas em norma. O
trabalho de Shaheen et al. (2020) apresenta um projeto de observador robusto generalizado para
sistemas descritores ndo lineares sob incertezas paramétricas e disturbios externos. O observa-

dor generalizado € obtido baseado em condi¢des LMIs e € utilizado para lidar com um grande



24

nimero de sistemas, tanto os singulares como os nao singulares, a fim de garantir a estabili-
dade assintética e lidar com distirbios limitados na norma L,. As nao linearidades, incertezas e
perturbacdes externas sao consideradas nos estados e nas saidas para avaliar casos mais gerais,
o que aumenta a complexidade da metodologia proposta. O trabalho de Rios (2020) considera
a estimacao de estados para uma classe de sistemas ndo lineares incertos e possivelmente ili-
mitados e projeta um observador nao linear. A sintese do observador é formulada em termos
de LMIs. O observador projetado busca a convergéncia em tempo finito e ndo requer nenhuma
condicdo de entrada-limitada estado-limitado, do inglés bounded-input bounded-state (BIBS),
portanto € capaz de estimar o estado de um sistema cujas trajetorias podem crescer.

Enquanto os trabalhos de Shaheen et al. (2020) e Rios (2020) sdo apresentados para
sistemas a tempo continuo, os trabalhos de Quintana et al. (2020), Ichalal et al. (2018) e Pan
et al. (2020) possuem derivagdes tanto para sistemas a tempo continuo quanto para sistemas
a tempo discreto. Uma lacuna observada nos trés tultimos trabalhos é a ndo considera¢io de
disturbios e incertezas paramétricas. O trabalho de Quintana et al. (2020) propde a constru¢do
de um modelo de erro exato e tratamento das premissas ndo medidas. O projeto do observador
ndo linear requer uma incorporagao politdpica para escrever o sistema de erro separando as
varidveis medidas das ndo medidas, explorando LMIs para enriquecer a estrutura do observador,
o ganho e reduzir sua ordem.

Uma dificuldade, que € abordada nos trabalhos indicados acima, € a dependéncia das
fungdes de pertinéncia em varidveis ndo medidas. Vérias solugdes parciais foram propostas
para contornar tal impasse. O trabalho de Ichalal et al. (2010) apresentou uma solucao baseada
na atenuac¢ao da norma L, e incompatibilidade de premissas. O trabalho de Guerra et al. (2018)
apresentou solugdes parciais baseadas no teorema do valor médio, do inglés Differential Mean
Value Theorem (DMVT). Quintana et al. (2020) propdem a construcao de um modelo de erro
exato e tratamento de suposicoes ndo mensurdveis, indicando que o sistema de erro € sempre
exatamente passivel de uma forma polinomial de matriz de gradiente explicita. Também pode
ser feita mencao a Ichalal et al. (2018), que usa técnicas de geracdo de dindmica auxiliar e de
imersdo para incorporar sistemas TS com funcdes de pertinéncia dependentes de estado nao
medidos em um sistema T'S maior com funcdes de pertinéncia dependendo apenas das varidveis
medidas. Pan et al. (2020) propdem reescrever o modelo nao linear como um modelo fuzzy
especifico com dois tipos de ndo linearidades locais, medidas e ndo medidas. No trabalho de
Mao et al. (2022), os valores de fung¢des de pertinéncia desconhecidas podem ser tratados como
ruido multiplicativo em relacdo ao erro de estimativa.

No ambito de estimacdo de estados, investigar e reproduzir as abordagens ja propostas e
fornecer novas metodologias para a realizacdo de estimativa de estados de sistemas nao lineares
que atendam classes mais gerais de sistemas € um trabalho de suma importancia, visto que as
metodologias propostas até 0 momento sio restritas € com algumas limitagdes.

Enquanto as abordagens estocdsticas tratam uma estimativa ndo polarizada e de minima

variancia para os estados, na grande maioria das condi¢es de projeto de observador para sis-
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temas ndo lineares, por meio de LMIs, o foco € garantir a estabilidade do erro de estimagado ou
um limitante para o ganho L, de entradas exdgenas para o erro de estimacdo. Sendo assim, 0s
esforgos deste trabalho serdo direcionados a gerar novas abordagens generalizadas de estimacgao
de estados de sistemas nao lineares considerando a influéncia de sinais ex6genos desconhecidos,
tanto descritos por sinais estocésticos quanto em termos de sinais deterministicos, que podem

ser resolvidas utilizando condicdes baseadas em LMIs.

1.2 Formulacao do Problema

Seja o sistema quasi linear a parametros variantes, do inglés quasi-linear parameter

varying (QLPV) a tempo continuo,

(1) = A(x(2))x(t) + Bu(x(2) Ju(t) + Bww(7)

(1.1)
y(t) = C(x(2))x(t) + v(1),

em que A € R"™", B, € R"" e C € RP*" sdo matrizes reais que podem ou nao depender do
vetor de estados x € R”, e B,, € R"*? uma matriz real constante, u € R™ é o vetor de entradas
supostamente conhecido, e y € R? s@o as saidas medidas; w € R? é o ruido do processo e
v € R? € o ruido de medicdo, que s@o varidveis aleatdrias independentes, com média zero, que
satisfazem: E[w(T)w(s)T] = Q8(t—s), E[v(t)v(s)T] =R3(t—s) e E[v(T)w(s)T] = 0.

Considere ainda, uma aproximacao a tempo discreto dada como:

X = A(Xg—1)Xk—1 + Bu(xk—1)ug—1 + Byuwi_1 (12)
Vi = C(xp)xx + Vi,

em que w € R? € o ruido do processo e v € R? € o ruido de medicdo, que sdo varidveis aleatdrias
independentes, com média zero, que satisfazem: E[wyw!] = Q, E[ww/]| =R e E [viwjr] =
0,Vi,j. Para as defini¢cOes estocdsticas foram considerados sinais senoidais para os ruidos.

Portanto, baseado nos sistemas dados por (1.1) ou (1.2) e nas eventuais ndo linearida-
des associadas, o objetivo € estimar os estados x a partir das saidas medidas y e das entradas
u, de sistemas a tempo continuo ou discreto utilizando métodos de otimizacdo convexa. Utili-
zando a teoria de estabilidade de Lyapunov, pretende-se obter condi¢des convexas para a busca
de um observador generalizado que atenda os requisitos de robustez. Para cobrir uma classe
maior de sistemas nao lineares, sdo utilizadas duas formas de representacdo do modelo de sis-
tema ndo linear: uma que atende funcdes nao lineares analiticas (Quintana et al., 2020) e outra
que atende fun¢des continuamente diferenciaveis (Nguyen et al., 2021). A representacdo do
sistema em forma convexa permite o uso de LMIs computacionalmente eficientes, de modo a
superar a complexidade computacional encontrada no filtro robusto para sistemas nao lineares
apresentado por Li et al. (2020).

Baseado em condi¢des LMlIs, o objetivo da estimagdo de estados pela abordagem de-
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terministica € obter a convergéncia assintdtica do erro de estimativa (e = x — X) considerando
sinais exdgenos desconhecidos (w e V), independente da sua amplitude, garantindo o tempo
de convergéncia da estimativa e lidando com distirbios limitados em norma L,, que corres-
ponde a um critério de desempenho associado a robustez do sistema as perturbacdes externas.
A norma L; € indicada para obter um sistema menos suscetivel a ruidos pertencentes ao espago
de fun¢des quadraticamente integraveis no caso continuo ou quadraticamente somaveis no caso
discreto. Assim, pode-se considerar a minimizacdo da relagc@o entre a norma-2 do vetor de saida
e a norma-2 do vetor de entrada ruidosa para diferentes frequéncias, %, para sistemas com
ruidos descritos por meio de sinais deterministicos.

Por outro lado, a abordagem estocéstica, para sinais exdgenos, objetiva encontrar uma
estimativa ndo polarizada e uma minimiza¢do da variancia do erro de estimagdo, para sistemas
sem incerteza, € minimizar o erro de estimacao e a variancia, para sistemas incertos. Com base
em Rocha e Terra (2021) e em Shaked et al. (2001), que propuseram um filtro de estado esta-
ciondrio que garante a variancia do erro limitada, para sistemas lineares a tempo discreto, uma
nova metodologia que garante a variancia do erro para sistemas nao lineares a tempo discreto
ou a tempo continuo € aqui proposta. Assim, pode-se considerar a minimizacao da variancia do

erro de estimagdo para sistemas com ruidos descritos em termos de sinais estocdsticos.

1.3 Objetivos

O objetivo geral desta tese de doutorado € investigar e desenvolver metodologias para a
estimagdo de estados de sistemas dindmicos ndo lineares com sinais exdgenos desconhecidos
utilizando métodos de otimizacdo convexa. Para atingir tal objetivo geral, sdo definidos os
seguintes objetivos especificos:

1. Compreender e aplicar formas de representacao de sistemas ndo lineares que permitam a
representacdo convexa dos sistemas.
2. Para a abordagem deterministica:

(a) investigar algoritmos de estimacdo de estados relacionados as abordagens deter-
ministicas, utilizando sinais exdgenos deterministicos, que podem ser resolvidos
por LMIs e, implementa-los a fim de avaliar o desempenho dos algoritmos;

(b) propor um algoritmo para a estimacdo de estados de sistemas ndo lineares com
minimiza¢ao da norma 7.

3. Para a abordagem estocéstica:
* propor algoritmos baseados no KF e suas derivagdes, que encontrem um estimativa
ndo polarizada, £, com um limite superior minimo garantido para a covariancia,
E [ek|ke]{| W= Py do erro de estimativa e; = x; — £, considerando sinais ex6genos
desconhecidos wy e Vi, para sistemas a tempo discreto e a tempo continuo.
4. Propor um algoritmo multiobjetivo que seja capaz de obter uma estimativa de estado

com a minimiza¢do da norma 7, e com um limite superior minimo garantido para a
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covariancia.

5. Avaliar o desempenho das abordagens propostas, verificando os resultados dos algoritmos
simulados.

6. Comparar os resultados obtidos com resultados da literatura de forma qualitativa e quan-

titativa, por meio de estudos de casos em sistemas de interesse pritico da engenharia.

1.4 Producoes Bibliograficas Decorrentes deste Trabalho

Os trabalhos aceitos e/ou publicados referentes as pesquisas desenvolvidas nesta tese
sdo:

1. Gongalves P. H., Teixeira, B. O. S., e Campos, V. C. S. (2023). A Convex Approach
for the Design of a Guaranteed H.. Nonlinear Filter. Simpdsio Brasileiro de Automagdo
Inteligente, 1(2).

2. Gongalves P. H., Teixeira, B. O. S., e Campos, V. C. S. (2025). A Convex Approach to the
Design of a Guaranteed Covariance Kalman Filter for Discrete-Time Nonlinear Systems.
Journal of Controle, Automation and Electrical Systems, Springer, aceito.

Trabalho em producao:

1. A Convex Approach to the Design of a Steady State Multiobjective Nonlinear Filter for
Discrete-Time Nonlinear Systems.

2. A Convex Approach to the Design of a Guaranteed-Covariance Kalman Filter in Steady

State for Continuous-Time Nonlinear Systems.

1.5 Estrutura do Documento

Este documento estd estruturado em seis capitulos da seguinte forma.

No Capitulo 1, a motivagdo e a justificativa para o estudo dos métodos de estimacao
de estados de sistemas ndo lineares sao apresentadas. L.ogo apds, as definicdes de alguns pro-
blemas em aberto no mesmo contexto foram discorridas. Adicionalmente, a formulacao dos
problemas a serem estudados é destacada. Neste capitulo, também foram apresentados os obje-
tivos principais desta pesquisa.

No Capitulo 2 € feita uma revisao bibliografica sobre a estimacao de estados. Logo apds,
a estimacao de estados via métodos de otimizacdo convexa € evidenciada.

O Capitulo 3 apresenta a descricdo dos métodos de estimacao de estados via otimizacao
convexa, presentes na literatura, pelo ensejo em contribuir com essas metodologias no futuro.
Especificamente, sdo apresentados alguns exemplos em que os resultados obtidos sdo analisados
e servem de motivagdo para as estratégias apontadas nos Capitulos 4 e 5.

O Capitulo 4 apresenta as contribuicdes tedricas propostas para os sistemas a tempo

discreto. Sdo apresentadas trés metodologias. A primeira segue a dire¢do do filtro de Kalman,
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garantindo a covariancia minima para a estimacao. A segunda direcdo se refere a garantia de
robustez do sistema aos ruidos, garantindo assim a minimizagcdo da norma JZ.. A terceira
€ a junc¢ado das duas primeiras dire¢des, contendo uma otimizagdo multiobjetivo. Por fim, sdo
apresentados os resultados numéricos obtidos com a simulacao dos métodos propostos ao longo
do capitulo.

O Capitulo 5 apresenta as contribui¢des tedricas propostas para sistemas a tempo continuo.
E apresentada a metodologia do filtro de Kalman, garantindo a covarifncia minima para a
estimagdo. Por fim, s@o apresentados os resultados numéricos obtidos com a simulagdo dos
métodos propostos ao longo do capitulo.

Por fim, as conclusdes, consideragdes finais sobre o trabalho e as propostas de trabalhos
futuros sdo apresentadas no Capitulo 6.

No Apéndice A apresenta-se uma breve revisao do filtro de Kalman e suas derivacdes

que sdao bem consolidadas na literatura.
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Capitulo 2
Conceitos Preliminares

O presente capitulo apresenta os conceitos preliminares referentes a estimacgdo de esta-
dos de sistemas lineares e ndo lineares. Na Secao 2.1 € apresentada uma breve introducdo. Na
Secdo 2.2 sdo introduzidos os conceitos referentes aos modelos TS. Na Secdo 2.3 € apresentada
a metodologia de estimagdo de estados baseada em conceitos deterministicos bem consolidada

na literatura, utilizando os conceitos abordados na Secao 2.2.

2.1 Introducao

Para entender como um sistema funciona, € necessario ter informacdes sobre certas
varidveis importantes associadas ao sistema. Muitos problemas na tomada de decisdo, moni-
toramento e controle requerem o conhecimento das varidveis, ou seja, estados e parametros do
sistema envolvido. Em situagdes praticas, medir todas essas varidveis pode ndo ser possivel
devido a razodes técnicas ou econdmicas. Portanto, a estimativa de estados e pardmetros em
sistemas dindmicos € um pré-requisito importante para uma operagdo segura e economica. As-
sim, € parte integrante de aplicagdes como monitoramento de processos, deteccao de falhas e
otimizacao de processos. Além disso, qualquer projeto de controle de realimentacdo de estado
requer o conhecimento das varidveis de estado, desta forma, faz-se necessario obter uma estima-
tiva dos estados que seja confidvel para utilizar no controle do sistema (Lendek and De Schutter,
2010).

Uma forma de se estimar os estados do sistema € por meio dos observadores de estado.
Os observadores, em geral, usam os sinais de entrada e saida de um sistema, juntamente com um
modelo para o sistema. A estrutura do observador é basicamente a mesma que a de um modelo
da planta, exceto por um termo adicional que incorpora o erro de estimacao para compensar as
incertezas nas matrizes do modelo, o efeito de ruidos e entradas exdgenas desconhecidas, e a
presenca do erro inicial. Eles geram uma estimativa do estado do sistema, que pode entdo ser
posteriormente empregada no controle, monitoramento, deteccao de falhas. Os observadores

foram propostos e desenvolvidos pela primeira vez por Luenberger (1971). Desde os primei-
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ros desenvolvimentos, foram propostos observadores para sistemas lineares e nao lineares com
entradas conhecidas e desconhecidas (Lendek and De Schutter, 2010).

2.2 Modelos Takagi-Sugeno

Esta secdo apresenta um método para construir modelos TS baseados em um determi-
nado sistema nao linear. A abordagem da nao linearidade de setor pode ser utilizada para obter
uma representacao fuzzy exata do sistema nao linear considerado, em um conjunto compacto do
espaco de estados. Os desenvolvimentos e defini¢cOes apresentados aqui seguem o apresentado
por Lendek e De Schutter (2010).

O modelo fuzzy TS, originalmente proposto por Takagi e Sugeno (1985), consiste em
uma base de regras se-entdo. Os antecedentes da regra particionam um subconjunto das varidveis
do modelo em conjuntos nebulosos. O consequente de cada regra € uma expressao funcional

simples. A i-ésima regra é descrita como
Se 71 € Zje ez, € Z, entdo y=Fz), (2.1)

em que o vetor 7 tem p componentes, z;, j = 1,2,---, p e representa o vetor de varidveis antece-
dentes (também conhecidas como varidveis premissas) e sdo parte integrante na determinagdo
do grau em que as regras sdo ativas. Os conjuntos Zj., j=12,---.p,i=12,--- m,onde méo
numero de regras, sdo os conjuntos fuzzy antecedentes.

O valor de uma varidvel premissa z; pertence a um conjunto fuzzy Zj. com um valor dado
pela fungdo de pertinéncia @;; : R — [0,1]. O valor para uma regra inteira, @;(z), é determinado
com base nas varidveis premissas individuais, usando um operador de conjuncio, sendo este
sempre o produto algébrico, no caso de modelos TS.

A saida de uma regra i € o valor dado pela funcdo vetorial consequente F;, e geralmente
depende das varidveis premissas; y € a saida do modelo, calculada como a combinagdo pon-
derada da saida das regras. A partir dessas consideragdes, e de um defuzzificador de média

central, a inferéncia do modelo TS resulta em uma fun¢do de z, expressa como:
y=Y w(2)F(z). (2.2)

2.2.1 Modelo fuzzy TS Dinamico

Seja o sistema dindmico ndo linear continuo dado por (1.1), desconsiderando os termos
de distirbios, um modelo TS composto por um conjunto de regras se-entdo, para um conjunto
de varidveis premissas, estabelece que, localmente, a dinamica do sistema nao linear pode ser

representada por um modelo linear. O modelo fuzzy Takagi-Sugeno para o sistema nao linear
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de tempo continuo pode ser descrito por:

Regra R;: Se z(t) € M| e...e 7,(t) € ///1’;
x(t) = Aix(t)+ Biu(t)
yo) = Cxl),

Entao

em que o vetor z tem p componentes e representa o vetor de varidveis antecedentes. Os con-
juntos ., li sdo os conjuntos fuzzy antecedentes. O valor de uma varidvel antecedente pertence
a um conjunto fuzzy com um valor verdade dado pela funcdo de pertinéncia. Utilizando o cen-
tro de gravidade como método de defuzzificacdo (Jang et al., 1997), o modelo fuzzy pode ser

representado na forma compacta por:

=
SN~—
I
s

~
—

@;(z(1))(Aix(t) 4+ Byu(t))
(2.3)

=
>
I
s

N
Il
_

@;(z(2))(Cix(t)),

em que m € o nimero de modelos locais (regras), A; € R™", B, € R e C; € RP*" sdo as
matrizes do sistema de tamanhos apropriados e m; sao as func¢des de pertinéncia normalizadas e
determinam o grau em que as regras sdo ativas, tal que w;(z(¢)) >0e Y | wi(z(t)) =1, Vm € Z.
zm € R corresponde ao vetor de varidveis antecedentes.

Se as varidveis premissas forem as varidveis de estado do sistema, entdo, desta forma,
w;(z) se torna w;(x). Este ndo precisa ser necessariamente o caso e, o0 modelo inferido pode
utilizar varidveis premissas arbitrarias.

Esse modelo apresenta vérias vantagens. O modelo TS é um aproximador universal e
muitos sistemas ndo lineares podem ser representados de forma exata por um conjunto com-
pacto de variaveis de estado como sistemas TS. Além disso, (2.3) € a combinacdo convexa de
modelos lineares locais, o que facilita a andlise de estabilidade e projeto de controladores e ob-
servadores para tais sistemas. Muitas condicdes de estabilidade e projeto ja disponiveis para o
sistema TS podem ser formuladas como desigualdades matriciais lineares, para as quais existem

algoritmos eficientes capazes de verificar sua viabilidade (Lendek and De Schutter, 2010).

2.2.2 Nao Linearidade de Setor

Duas abordagens principais podem ser usadas para obter modelos fuzzy TS: 1) identificacdao
do modelo usando dados medidos ou simulados e ii) constru¢do analitica de um modelo TS que
representa ou se aproxima exatamente de um determinado sistema dinamico ndo linear.

Pela abordagem da constru¢do analitica, um dos métodos a ser aplicado € o da ndo line-
aridade de setor. Esta abordagem € uma das mais frequentemente utilizadas para a constru¢cdo
de modelos TS para projeto de controle fuzzy, pois pode obter uma representagdo exata de um

determinado sistema nao linear em um conjunto compacto do espaco de estados contendo a
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oritem (Lendek and De Schutter, 2010).
Em uma determinada func¢do escalar ndo linear, procura-se um setor, dentro do dominio

desejado, de modo que:

fx) e [az al] x. (2.4)

Se for possivel reescrever a fungdo como

f(x) = glx)x, (2.5)

pode-se calcular

a; =max(g(x)),  ap =min(g(x)). (2.6)

Deste modo, pode-se reescrever a fungao como:

2
flx) = Z o; (x)a;x, (2.7)

e encontrar as fungdes de pertinéncia @;(x) como:

gx)—a Oo(x) = gx) —ar

()] =
1()6) ay—ap ’ a) —aj

(2.8)
As fungdes de pertinéncia sio tais que @;(x) >0, Vie Y7, o;(x) = 1 e, portanto, sdo vistas
como funcdes de pertinéncia normalizadas.

Exemplo 1. Seja a fungdo sen(x) com um dominio x € [—m,n]. Ela pode ser reescrita como
flx)= @x. Considerando o mdximo e o minimo de Senxﬂ dentro da regido de andlise, sendo
ai=1ear,=0.

Entdo obtém-se:

-0  sen(x)
X
= puy 2‘
Q) =0 L (2.9)
m;(x) —1  x—sen(x)
W = = =1-oy, (2.10)
0-1 X

logo:

sen(x) = oy (x)ajx+ ap(x)ayx,

X * (2.11)
sen(x)
sen(x) = PR

sen(x) = sen(x).
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2.3 Abordagem Deterministica para Estimacao de Estados

Esta secdo apresenta o conceito de observadores usados para sistemas fuzzy TS e analisa
métodos para projetar observadores de forma que o erro de estimativa convirja assintoticamente
para zero.

O observador considerado usa o modelo do sistema e as medicoes de entrada e saida
disponiveis. Considere o sistema fuzzy dado por (2.3), em que x denota o vetor de estado, y o
vetor de medicao e u o vetor de entrada, que € conhecido. O problema de projeto do observador
surge assim que o vetor de medicdo ndo coincide com o vetor de estado, ou seja, y # x.

O observador € da forma

=
I
=

N
I
—_

®;(2)(AiX+ Bu+Ki(y —9))
(2.12)

3

0)1'(2) (Ci)?),

<>
Il
[
—_

onde X é o vetor de estados estimados, y € o vetor de saida medida estimada, Z € o vetor das
varidveis premissas estimadas. K; sdo os ganhos do observador que devem ser projetados. Por
brevidade de notacdo, serd omitida a varidvel independente tempo, ¢. Ao projetar um obser-
vador, geralmente, é necessario que os estados estimados convirjam assintoticamente para os
estados verdadeiros. Este requisito é equivalente a dinamica do erro de estimativa ser assintoti-
camente estavel e, portanto, muitas condi¢des de projeto sdo formuladas em termos da estabili-
dade assintotica do erro de estimativa.

A observabilidade e, similarmente, a controlabilidade de sistemas TS raramente € dis-
cutida na literatura. Os sistemas TS sdao ndo lineares e, como os observadores sdo projetados
de forma que cada regra tenha um ganho local, é necessdrio que os modelos locais sejam ob-
servaveis, ou detectdveis, em vez do sistema ndo linear completo. Em geral, esse requisito nao
¢ suficiente nem necessario para que o sistema nao linear seja observavel ou detectavel. Porém,
devido a forma do observador (2.12), € necessario, e para o projeto, € implicitamente assumido
que os modelos locais sejam observaveis.

A dinamica do erro de estimacgdo pode ser derivada como:
é=x—1%, (2.13)

chegando a:
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Desde que Y.} ;(2) = 1, temos:

e=Y o) ¥ 04— KCper
- A 2.15)

m

+) (9K i(a),( )— wj(f))(CJX)Jri(wi(Z)—wi(f))(AixﬂLBuiu)-

i=1 =

—

A expressao acima representa o caso geral, quando todas as varidveis premissas depen-
dem de varidveis de estado nao medidas e a medida € nao linear nos estados. No que se segue,
dois casos serdo abordados: 1) o vetor de varidveis premissas ndo depende de estados ndo me-
didos, ou seja, no observador as varidveis premissas conhecidas (medidas) podem ser usadas;
e ii) o vetor de varidveis premissas depende de estados que nao sdo medidos. Porém, para este
segundo caso, pela simplicidade dos célculos, considera-se que a matriz de medidas é comum

para todas as regras, ou seja, as medidas sdo lineares nos estados.

2.3.1 Projeto de Observador: Variaveis Premissas Medidas

Considerando os casos em que as varidveis premissas dependem apenas das varidveis

medidas, ou seja, ndo dependem dos estados que serdo estimados, o observador é dado por:

=
|
=

N
I
—_

0;(z)(AiX + Bu+Ki(y—y))

m (2.16)
F=Y oi(z)(CR),
i=1
e a dinamica de erro pode ser escrita como:
m m
=) Z )(Ai — KiC))e. (2.17)
i=1j=1

Para a estabilidade, condicdes suficientes foram formuladas utilizando a fun¢do de Lya-
punov candidata: V = e’ Pe com P = PT > 0, conforme indicado no Lema 1.
Lema 1. (Lendek and De Schutter, 2010) A dindmica de erro (2.17) € assintoticamente estdvel

se existir P=PT >0eK;, i=12,...,m, tais que:

H(P(A; — KiC;)) <

0
(2.18)
%(P(A,‘—KiCj-l—Aj —KjCi)) <0

parai=12..me j=i+1,i+2,....m, desde que duas regras sejam simultaneamente ativas.
Onde F representa a parte simétrica de uma matriz, ou seja, 7 (X) =X +X T

Fazendo as devidas mudancas de varidveis para evitar o produto de varidveis de decisao
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nas LMIs, tem-se M; = PK;, parai=1,2,....m, assim:

%(P(Ai —MiCi)) <0

(2.19)
%(PAI‘—FPAJ‘ —Ml'Cj —MjC,-) <O0.

O ganho do observador pode ser recuperado realizando K; = P~ M;.

2.3.2 Projeto de Observador: Variaveis Premissas Estimadas

Considera-se agora o problema de projeto do observador quando o vetor de varidveis
premissas depende dos estados a serem estimados. Observe que, neste caso, as verdadeiras
variaveis premissas ndo podem ser usadas no observador e, em vez disso, seus valores estimados
devem ser usados. Para a simplicidade da notacdo, apenas o caso com matrizes de medi¢cdo
comuns, ou seja, C; =C, i =1,2,...,m, sera considerado. Se a matriz de medicao for diferente
para cada regra, os ganhos do observador podem ser projetados de forma semelhante, embora
as condi¢des do projeto sejam mais complexas.

Considerando que C; = C parai = 1,2,...m. O observador € dado por:

m
2=Y o) (A +Byu+Ki(y—9))
i=1 (2.20)
y=Cx.
E a dindmica de erro é expressa por:
m m
é=Y w;(2)(Ai—KiC)e+ Y (w;(z) — 0i(2)) (Aix+ Byu). (2.21)
i=1 '

—

1

O problema esta na diferenca w;(z) — w;(Z). Para que os estados estimados convirjam
para os reais, o observador deve ser robusto o suficiente para lidar com essa diferenca. Para
tratar tal diferenca, Lendek e De Schutter (2010) propdem o resultado enunciado pelo Teorema
2.

Teorema 2. (Lendek and De Schutter, 2010) Considere o erro do sistema indicado em (2.21) e

assuma que:

< pllell, (2.22)

==

(0i(z) — @;(2))(Aix + Byu)

i=1

em que 1L > 0 é uma constante conhecida. Entdo o erro do sistema é assintoticamente estdvel,
se existe P=PT >0,0=0" >0eK; i=12,....m, tais que:

H(P(Ai—KC)) < -0

2 2.23
(Q L2 P) 0. (2.23)
P I
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parai=12,...m.
Observacao 1. Observe que, desde que as fungdes de pertinéncia sejam suaves e as varidveis

sejam definidas em um conjunto compacto, existe L > 0 para que (2.22) seja vdlida. A constante

delimitadora |l em geral pode ser encontrada resolvendo o problema de otimizacdo:

d(wi(z) — 0i(2))(Aix + By,u)
de

’ . (2.24)



37

Capitulo 3

Revisao dos Métodos Deterministicos de

Estimacao de Estados

Diversos estudos vém sendo realizados para tratar o problema do observador para siste-
mas ndo lineares, considerando o caso em que héd o descasamento entre as varidveis premissas
mensurdveis e ndo mensuraveis (@;(z) — ®;(Z)). Algumas das metodologias encontradas na li-
teratura para solucionar tal problema serdo revisitadas a seguir, destacando suas aplicacdes e
limitacdes. O objetivo € obter métodos que tratem a incompatibilidade entre as varidveis pre-
missas mensurdveis € ndo mensuraveis. Inicialmente, na sec¢ao 3.1, € apresentado o método
proposto por Pan et al. (2020), que consiste em reescrever o modelo nio linear como um mo-
delo fuzzy especifico, com dois tipos de ndo linearidades, as mensurdveis € as nao mensuraveis.
Em seguida, na secdo 3.2, € apresentada a metodologia indicada por Ichalal et al. (2018). Tal
metodologia propde utilizar técnicas de imersdo para evitar varidveis premissas dependentes de
estados e, assim, facilitar o projeto do observador. Por fim, na secdo 3.3, a metodologia indi-
cada por Quintana et al. (2020) propde a constru¢@o do sistema de erro a partir da manipulagdo
do gradiente, fazendo com que o sinal de erro apareca fatorado. Os conceitos e derivagdes

apresentados em cada secdo sdo derivados dos seus respectivos trabalhos.

3.1 Estrutura Fuzzy N-TS

O trabalho de Pan et al. (2020) propde reescrever o modelo nao linear como um modelo
fuzzy especifico com dois tipos de ndo linearidades locais: mensurédveis e ndo mensuraveis. Em
seguida, aplica-se o DMVT as nao linearidades nao mensurdveis. Isso permite representar a
dinadmica do erro de estimativa como uma forma politopica especial envolvendo func¢des de per-
tinéncia mensuraveis e parametros variantes no tempo desconhecidos mas limitados. Condigdes
LMIs sdo derivadas para garantir a convergéncia assintotica do erro de estimativa. Os interesses
na nova estrutura fuzzy sao reduzir o conservadorismo do projeto e a complexidade numérica

do observador fuzzy para aplicagcdes no mundo real.
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O trabalho de Pan et al. (2020) é citado por Nguyen et al. (2022) no qual € investigado
o problema de observadores baseados em modelos TS para sistemas ndo lineares com entradas
desconhecidas e incertezas paramétricas. Os autores propdem o uso de dois observadores em
cascata que permitem uma estimativa simultdnea dos estados, das incertezas e das entradas
desconhecidas do sistema nao linear. Além disso, outros trabalhos também citam tal método
como uma vantagem para separar as varidveis premissas mensurdveis das ndo mensuraveis. O
trabalho de Lu et al. (2022) propde o projeto de observador TS com a separacdo dos termos
ndo lineares ndo mensurdveis dos mensurdveis para obter as varidveis de estados e entradas
desconhecidas de um veiculo elétrico de quatro rodas com atuacdo independente.

Diversas dire¢des de pesquisas futuras estao relacionadas a nova estrutura de projeto do
observador. Em primeiro lugar, pode-se explorar esta estrutura para o projeto de controle base-
ado em observador de sistemas fuzzy com varidveis premissas nao mensuraveis. Em segundo
lugar, uma extensdo dos resultados propostos para sistemas fuzzy TS tipo 2 sera util para lidar
com incertezas paramétricas. Outro tOpico promissor consiste em projetar observadores fuzzy

para sistemas com ndo linearidades rigidas ndo medidas, como atrito, histerese ou saturacao.

3.1.1 Metodologia

A metodologia revista a seguir reformula o sistema nao linear original como um sistema
fuzzy TS com consequentes nao lineares (N-TS Fuzzy - N-Rule TS fuzzy) capaz de separar as
ndo linearidades medidas das ndo medidas. As varidveis referentes as nao linearidades medidas
permanecem como varidveis premissas do modelo, enquanto que as nao linearidades que nao
sao medidas sdo incorporadas aos consequentes das regras.

O DMVT ¢ aplicado exclusivamente as ndo linearidades ndo mensurdveis do modelo
nebuloso N-TS para lidar com o descasamento causado pelas varidveis premissas ndo men-
surdveis. Portanto, a dindmica de erro da estimativa pode ser reescrita como um sistema po-
litépico envolvendo varidveis premissas mensuraveis e parametros desconhecidos que variam
no tempo. Estes parametros desconhecidos, oriundos da aplicagdo do DM VT, pertencem a um
conjunto convexo limitado, que pode ser caracterizado pelas matrizes jacobianas das nao li-
nearidades locais ndo mensurdveis. Usando argumentos baseados em funcdes de Lyapunov,
condicdes suficientes sdo derivadas para projetar um observador nebuloso N-TS para o sistema,
garantindo a convergéncia assintética da dindmica de erro da estimativa.

Seja o modelo ndo linear proposto por Pan et al. (2020):

O[x] = A(za)x + fou(za ) + F(za )9 (x,u)
y=C(za)x+ ga(za ) + G(za) Y(x,u),

3.1

em que as func¢des ndo lineares ¢(-) € R™ e y(-) € R"v ndo sdo mensurdveis e todos os ele-
mentos das fungdes fy(-) € go(+) sdo mensurdveis. d[x| representa o operador de avango para

sistemas discretos e derivada temporal para sistemas continuos. As matrizes de espago de esta-
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dos A, C, F e G sao exclusivamente dependentes das varidveis premissas mensurdveis. Assim o
modelo fuzzy N-TS € obtido:
Regra R;: Se zq1 € M| e € zqp é M), entdo:

8[x] = Aix+ fo(za,u) + Fo(x,u)
y= Cix+ga (ZOhu) + Gill/()@lxi),

(3.2)

onde as matrizes constantes de dimensdes apropriadas (A;, F;, C; e G;) sdo conhecidas. As
fungdes de pertinéncia respeitam as propriedades de soma convexa. Desta forma, utilizando o
método de defuzzificacdo por centro de gravidade, o sistema pode ser representado na forma

compacta por:

Sx] = A(@)x+ F (@)@ (x,u) + fo(zo,u)

(3.3)
y=C(0)x+G(0)y(x,u)+ ga(za,u),
tal que:
A@) F@)] _v A A
[C((D) G(w) _;wl(za) C: G|’ (3.4)

em que r € o nimero de regras de inferéncia do modelo fuzzy e @;(z¢) € a func¢do de pertinéncia
relativa a cada regra do modelo inferido.
A matriz Jacobiana das fun¢des ndo lineares ¢ (x,u) e y(x,u) sdo definidas como:

J¢;

T eu) e 5 (xu)

Ho(xu) = : : € R, (3.5)
aaﬁq:,, () - zf_’:z(x,u)
P cu) P (ru)

Fy(xu) = : : € R, (3.6)
a(;lf):zlw () - ‘98‘51/' (x,u0)

Devido ao fato das matrizes jacobianas (3.5) e (3.6) serem formadas pelo uso do Te-
orema do Valor Médio, cada linha da matriz deve ser considerada separadamente quando se
obtém um modelo convexo das matrizes jacobianas. O teorema do valor médio afirma que, para
qualquer funcdo continuamente diferencidvel, com uma unica saida escalar, a diferenca entre
sua avaliagdo em quaisquer dois pontos de seu dominio pode ser escrita como o seu gradiente,
avaliado em um ponto localizado em uma linha entre os dois pontos, vezes a diferencga entre os
dois pontos. Tal igualdade s6 € verdadeira para fun¢des que produzem um unico valor escalar

e, como tal, o teorema tem que ser empregado separadamente para cada linha de ¢(.) e y(.).
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3.1.2 Observador N-TS

Para a estimacdo de estados do sistema dado por (3.3), a estrutura do observador N-TS

[N

0f] = A(@)2+ F(0)9 (£,u) + fo(za.u) + K(0)(y - )

(3.7)
y=Clw)i+G(o)y(%u)+ga(zau),  £0)=0.
As varidveis premissas ndo mensuraveis estdo isoladas em ¢ (£,u) e y(£,u).
A dinamica de erro é dada por:
Ole] = (A(w) —K(w)C(w))e+F(w)Ay — K(0)G(@)Ay, (3.8)

com Ay = ¢ (x,u) — ¢ (X,u) e Ay = y(xu) — y(£u).

Os termos Ay e Ay, sdo reformulados como fungdes do erro de estimagdo e = x —£. A
partir dai, com a utilizacdo do teorema do valor médio e de fun¢des de Lyapunov, obtém-se
as condi¢des LMIs suficientes para o projeto do observador para sistemas a tempo continuo e a
tempo discreto. O desenvolvimento das condi¢des LMIs ndo € utilizado nas propostas que serao
abordadas no préximo capitulo, apenas o tratamento da representac¢ao dos sistemas ndo lineares
utilizando o teorema do valor médio. Portanto, para informacdes referentes as condi¢des de

sintese para o observador, verificar em Pan et al. (2020).

3.2 Dinamica Auxiliar e Técnicas de Imersao

No artigo de Ichalal et al. (2018), o problema de projeto de observadores para siste-
mas ndo lineares via sistemas TS ¢ investigado. E mostrado que o uso de dinimica auxiliar e
técnicas de imersdo antes da transformacao do sistema nao linear original em um sistema TS é
interessante para evitar varidveis premissas dependentes de estado e, assim, facilitar o projeto
do observador. O exemplo fornecido ilustra a eficicia da abordagem proposta.

A metodologia proposta consiste em, primeiramente, transformar, por imersao, o sis-
tema ndo linear original. O objetivo é estender o vetor de estado de modo que o sistema original
seja imerso em um sistema afim de estado maior ou quasi-LPV (q-LPV) com nao linearidades
dependendo apenas de sinais mensurdveis (entradas e saidas), preservando o mapa de entradas e
saidas. Em seguida, aplica-se a ndo linearidade de setor no sistema estendido para obter um sis-
tema TS com varidveis premissas mensuraveis. Finalmente, o projeto do observador é realizado
no modelo TS com varidvel premissa mensurdavel. Em comparacdo com os trabalhos existentes
que usam a técnica de imersdo, a novidade € que a forma procurada, ou seja, o formalismo
g-LPV, € mais genérica do que as anteriores. Além disso, na transformacao de coordenadas
proposta, as varidveis de estado originais a serem estimadas sdo os n primeiros componentes

do vetor de estado estendido. Consequentemente, nenhuma transformagao inversa é necessaria
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para recuperar as varidveis de estado originais.

3.2.1 Metodologia

A metodologia visa vincular o projeto do observador com a varidvel premissa, do inglés
Premise Variable (PV), estimada ao projeto menos conservador do observador Takagi-Sugeno

com PV medido. A metodologia € baseada em trés etapas. Seja o sistema nao linear:

(1) = f(x(2)u(t))

(3.9
y(t) = Cx(t).

Inicialmente, usa-se a dinAmica auxiliar para definir novas coordenadas e imergir o sis-
tema ndo linear (3.9) em um sistema q-LPV cujos pardmetros dependem apenas dos sinais

medidos u(t) e y(t), tal que:

$(2) = Alu(t),y(1))s(t) + B(u(t),y(1))u(t) + @ (u(t),y(t))

¥ =[c ofsw. (3.10)

em que s corresponde ao novo espaco de estados maior e s € RN, com N > n.
Em seguida, aplica-se a ndo linearidade de setor ao sistema q-LPV para obter o seguinte

sistema TS com PV medida:

$(t) = i{ @;(2(2)) (Ais(t) + Biu(t)) + @ (u(t),y(1))
¥ =[c ofsw.

(3.11)
Finalmente, projeta-se o observador TS, da forma:

8(t) = i @i(z(2))(AiS(2) + Biu(t) + @(u(t),y(t))) + Ki(y(t) = 5(t))
~ (3.12)
y@:koﬂg

)

A varidvel premissa z(¢) depende apenas das varidveis mensuraveis y(f) e u(t), entdo a
dindmica do erro de estimativa de estado estendido e,(f) = s(¢) — §(¢) € um sistema autbnomo

com PV mensuravel.

Geracao de Dinamica Auxiliar

A técnica para a geracdo da dinamica auxiliar consiste em imergir o espaco de esta-
dos x € R" do sistema original em um espaco de estados maior s € RY, com N > n. Essa

transformacdo afeta apenas o espago de estados, mas o mapa de entrada e saida do sistema ori-
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ginal é preservado. E uma extensdo do vetor de estados com novas varidveis provenientes das
nao linearidades do sistema.

Considera-se que as n primeiras novas variaveis sao definidas pelas varidveis de estado
originais s; = x;, para i = 1,2,....n. Em seguida, para k = n+ 1,n+ 2,....n + n, obtém-se a
derivada temporal de s;(f) de acordo com o sistema original, como o seguinte sistema q-LPV

com termo ndo linear aditivo ¢ (u,y):

n /
sk(t) = ) ari(u(t).y(@))si(t) + Y. ari(u(e)y(r))si(r) + i (u(t),y(1)). (3.13)
i=1 i=n+1

Se a; ; = 0 para i > n, nenhuma nova varidvel € necessaria e o algoritmo termina. Se
novas variaveis s; com i > n forem necessarias, para cada nova variavel, calcula-se sua derivada
temporal de acordo com o sistema original, separa-se todas as fun¢des dependendo apenas das
variaveis medidas y e u e definem-se as fungdes ndo-lineares restantes como novas variaveis sy,
k > n.

Verifica-se se a derivada temporal das k primeiras varidveis de estado s;(¢) parai=1,....k
depende de novas varidveis s; com [ > k, caso a dependéncia exista, todo o processo € realizado
novamente, caso contrario, o algoritmo termina.

Exemplo 2. (Ichalal et al., 2018; Lorenz, 1963; Quintana et al., 2020) Considere o Sistema de

Lorenz:

(3.14)

coma=—10,b=28ec= —%. Considerando que —20 < x1 <20, =30 <xp <30e0<x3 <50.
Para utilizar a metodologia descrita anteriormente, primeiramente, definem-se as novas

varidveis s; = x;, parai=1,2,3.

§1(0) = alsn (1) — 52(0))
$2(t) = bsy(t) —sa(t) —s1(t)s3(¢) (3.15)
$3(t) = cs3(t) +s1(¢)s2(¢)

(1) = 2(1)

No argumento s1(t) = s1, o termo relativo ao tempo (t) serd omitido para facilitar a escrita.
Observam-se duas ndo linearidades, s1s3 que depende de varidveis de estados ndo men-

surdveis e s15y que estd na forma adequada, visto que pode ser substituida por ys.
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Assim, cria-se uma nova varidvel s4 = 5153, e sua derivada temporal é dada por:
$a(t) = (a-+c)sa(r) — ay(t)s3(t) +y(1)s3 (¢). (3.16)

Uma nova ndo linearidade é observada s%, assim, uma nova varidvel é criada s5 = S% e

sua derivada temporal:
ss(t) = 2ass(t) — 2ay(t)s) (t). (3.17)

Assim, com o novo sistema de coordenadas proposto s| = x1, S = X2, §3 = X3, S4 = X|X3,

s5 =3, com Bu(r) (1)) =0, @(u(t).y(1) =0eC=[0 1 0 0 0]

Entao, )
—-10 10 0 0 0
286 -1 0 -1 0
Aw)y@)=|y6) o -8 0 o (3.18)
0 0 10y(r) —& ()
20y(r) 0O 0 0 —20
Por ndo linearidade de setor, o sistema TS é dado por:
2
s(t) =) wi(y)A;is(t
(t) ; i(¥)Ais(t) (3.19)
y(t) = Cs(t),
com @y (y(t)) = 250 e iy (y(t)) = 252 e
—-10 10 0 0 0 |
286 -1 0 -1 0
Ai={30 o0 -% 0o o[, (3.20)
0 0 300 —# 30
600 0 0 0 —20]
—10 10 0 0 0|
28 -1 0 -1 0
A=1-30 0o -8 o o]. (3.21)

| —600 O 0 0 =20

Assim, o erro de estimativa é dado por: es(t) = s(t) — §(t), tendo o projeto trivial,
considerando as varidveis medidas, logo é(t) = Y > | @i(y(t))(A; — K;C)es(t), o problema pode
ser resolvido por duas LMlIs, utilizando o Lema 1.

Uma limitacao de tal método ocorre para seu emprego em um sistema que possua ruidos

de processos. O fato do sistema possuir ruidos de processo faz com que, durante o processo
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de imersdo do sistema em um sistema maior, o ruido serd transportado nao linear e dificultara
a utilizacdo do método. Além disso, o algoritmo pode ndo convergir, visto que o nimero de
iteragdes para obter o sistema aumentado pode ser infinito, conforme mostrado no exemplo a
seguir.

Exemplo 3. (Ichalal et al., 2018) Seja o sistema ndo linear:

X1 (Z‘)

X1 (t)xZ(Z‘)
—x1(t) = x3(1) (3.22)

=.
[\S)
—~

~
~—

I

Para utilizar a metodologia descrita anteriormente, primeiramente, definem-se as novas

varidaveis s; = xj, para i = 1,2.

$2(t) = —s1(t) — 53(1) (3.23)

Observam-se duas ndo linearidades: s% que depende de varidveis de estados ndo men-
surdveis e s15y que estd na forma adequada, visto que pode ser substituida por ys,.

Assim, cria-se uma nova varidvel s3 = s%, e sua derivada temporal é dada por:

$3(1) = —2S1S2—2S%. (3.24)
Uma nova ndo linearidade é observada sg, assim, uma nova varidvel é criada s4 = sg
e sua derivada temporal precisard de um novo termo, cuja derivada temporal precisard de um

novo termo e assim por diante, sem nunca convergir.

3.3 Fatoracao do Erro

O trabalho de Quintana et al. (2020) propde uma solucdo abrangente para problemas
persistentes enfrentados pelo projeto de observadores ndo lineares por meio de técnicas de
otimizacdo convexa, ou seja, a constru¢cdo de um modelo de erro exato e o tratamento de
varidveis premissas ndo mensuraveis. Em vez de usar o teorema do valor médio diferencial,
mostra-se que o sistema de erro é sempre exatamente suscetivel, via rearranjos algébricos, a
uma forma polinomial de matriz explicita do gradiente, onde o sinal de erro aparece fatorado no
lado mais a direita, permitindo assim que condi¢cdes LMIs sejam derivadas baseadas na fungdo
de Lyapunov. Em contraste com abordagens recentes, a saida nao precisa ser linear nem os
sistemas envolvidos serem afins no controle.

O trabalho de Coutinho et al. (2022) cita tal abordagem para lidar com o problema

de estimagdo de estados e entradas desconhecidas para sistemas ndo lineares com um grau
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relativo arbitrario em relacdo as entradas desconhecidas. Os autores citam tal representacao
da dindmica de erro como adequada para obter uma representacao politdpica local do sistema
ndo linear. O trabalho de Martinez et al. (2021) também cita a metodologia como vantajosa
porque evita o uso de constantes de Lispschitz, o DMVT ou técnicas robustas para separar
as varidveis mensurdveis das ndo mensurdveis. O trabalho apresenta a deteccdo de falhas de
atuadores de sistemas ndo lineares descritores de tempo discreto utilizando observadores de
entradas desconhecidas. Outros trabalhos também citam a metodologia, como os trabalhos de
Nguyen et al. (2022) e trabalhos que utilizam filtro de poténcia ativa, como os trabalhos de
Teran Gonzalez et al. (2022) e Teran Gonzalez et al. (2021).

O problema tratado é o projeto do observador baseado em LMIs para sistemas nao li-
neares x(t) = f(x(¢),u(t)) com saida y = h(x(¢),u(t)), que consiste em encontrar um ganho,
possivelmente ndo linear K(£,y,u) que depende apenas dos estados do observador, da saida
do sistema e/ou da entrada de controle, de modo que x(t) = f(£(¢),u(t)) + K (£y,u)(y — ), e
¥ = h(%,u) atenda lli_gloe(t) =0 onde e(t) = x(r) — £(t). Assim, o sistema de erro pode ser exa-
tamente escrito como é(t) = (A(x,%,u) — K(£,y,u)C(x,%,u))e(t). O sistema ndo precisa ser afim
no controle e nem a saida linear. A representacdo convexa faz uma separacao nitida de sinais
mensuraveis e nao mensuraveis por meio de uma incorporagao politépica mais fina, conhecida
como modelo do produto tensorial. Procura-se fatorar o sinal de erro no lado mais a direita
baseado puramente no conhecimento do sistema e do observador. Tal tarefa € recursiva, ou seja,
pode ser decomposta em problemas escalares do mesmo tipo. As expressdes polinomiais sao

consideradas primeiro, depois as ndo polinomiais.

3.3.1 Expressoes Polinomiais

Considere a notag@o dada por Quintana et al. (2020): deg(.) representa o grau de seus ar-
gumentos, x; o = X;, X1 =Xi,j = (1,2, ,Jjn), Ji€{0,1},0=(0,0,--- ,0),1=(1,1,--- ,1),q=
(91,92, »qn) » ¢i € {NUO}, x}l = x?}jl ,ngjz, e ’le:jn' Dada essa notacdo, pode-se revisitar os
seguintes lemas, para a fatoracdo do sinal de erro em expressdes polinomiais, descritos por
Quintana et al. (2020):

Lema 3. (Quintana et al., 2020)

Uma expressao multivariada da forma xg —x‘f com grau maior ou igual a 2 pode ser
escrita como uma soma convexa cujos termos tem a forma x; (xi¢ —xi') +x72(xy —x}") com
deg(xy) < deg(x), com i€ {1,2}.

A aplicagdo repetida do lema anterior € o que produz o sinal de erro no lado direito das
expressoes polinomiais.

Lema 4. (Quintana et al., 2020)

Dado um polindémio multivariado p(x), x € R", a expressdo p(x) — p(X) pode ser escrita
como q(x,X)e com e = x — X e q(x,%) qualquer polindmio resultante da aplicacdo repetida do
Lema 3.
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3.3.2 Expressoes Nao Polinomiais

Considere uma fun¢do ndo polinomial de uma varidvel g(-) tal que sua expansdo em
série de Taylor existe e converge para todo x,£ € Q C R. Assim, g(x) — g(£) em Q pode ser

escrito como:

= L0y . = J) . = Sy . .
g(x)—g(f)zzg (O)x’—;)g (O)fZZg (O)(x’—ﬁl), (3.25)

1 i
i! =

o (i
gx)—g(®) =Y 8

i=1

)(0) . ) . .
‘( )(x’_l + X2 xR T2 2 e, (3.26)
1!

com r;(x,%£) = (¥ 1 +x 284+ xti "2 + %), Foi empregado o fato de que uma diferenga de
poténcias x' — £ sempre admite uma fatoragio de e = x — £. A convergéncia de Y~ | g(li#r,- (x,%)
¢ garantida quando a série de Taylor € assumida. Assim, a série de Taylor traduz um problema
ndo polinomial em uma soma infinita convergente de polindmios, caindo na familia de casos
coberta pelo Lema 4.

Os termos na soma convergente infinita que acompanham o e desaparecem progressiva-
mente a medida que a ordem aumenta, devido ao fatorial crescente que os divide, o que significa
que apenas v termos da soma infinita seriam necessarios, do ponto de vista numérico.

Exemplo 4. (Ichalal et al., 2018; Quintana et al., 2020) Seja o sistema de Lorenz:

X1 a —a O
Xy | = b —1 —X1|X
I 0 x ¢ (3.27)
y=10 1 o|x,
coma=—10,b=28, ¢c= —% e Q= {|x|: |x1] <20, |x2] <30,0 <x3 <50}.
O erro pode ser representado como:
el a —a 0
el = lb=x3 =1 —# | K& yu) [o 1 o] e. (3.28)
é3 b %) X

Escolhendo os sinais disponiveis: 71 =y = xp € [—30,30] e 2o = £ € [-20,20] e o sinal
ndo disponivel §; = x3 € [0,50], a dindmica de erro pode ser escrita de maneira convexa.

Em comparag¢dao com o método apresentado no trabalho Ichalal et al. (2018), que utiliza
as técnicas de dinamica auxiliar e imersdo, a vantagem apresentada, comparando o mesmo
sistema simulado (sistema de Lorenz), é a ndo necessidade de aumentar o sistema em duas

ordens para obter a estimac¢ao dos estados.
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3.4 Consideracoes Finais

Ao longo deste capitulo, foram apresentados e analisados trés métodos para tratar o pro-
blema de incompatibilidade das varidveis premissas. A analise visa contribuir com uma visao
geral dos problemas que se pretende abordar nas contribui¢des desta tese, de forma aplicar tais
abordagens para resolver o problema inicial da incompatibilidade entre as varidveis mensuraveis
e ndo mensuraveis.

Em relacdo ao sistema e o modelo empregado para a estimagao de estados, os trabalhos
de Pan et al. (2020), Ichalal et al. (2018) e Quintana et al. (2020) utilizam a abordagem do mo-
delo TS obtido por ndo linearidade de setor, podendo ser aplicados tanto para sistemas continuos
quanto para sistemas discretos. Os trabalhos que utilizam o modelo TS possuem uma limitagao
dos estados no espago compacto em que a metodologia da ndo linearidade de setor € valida.
Nos trabalhos de Pan et al. (2020) e Quintana et al. (2020) o modelo é obtido com a separagao
das varidveis premissas mensurdveis das ndo mensuraveis para lidar com o problema do desca-
samento das suas fun¢des de pertinéncia. Pan et al. (2020) propuseram um novo modelo (N-TS)
que indica claramente esta separacdo, em que as varidveis nao mensuraveis possuem os limites
considerados pela matriz jacobiana. J& no trabalho de Ichalal et al. (2018) é realizada a imersao
do sistema original, mantendo o mesmo mapa de entradas e saidas, num sistema maior, antes
de se obter o modelo TS, para obter o observador dependente apenas das varidveis premissas
mensuraveis.

O projeto do observador dos trabalhos de Pan et al. (2020), Ichalal et al. (2018) e Quin-
tana et al. (2020) € feito com base apenas nas informagdes das varidveis premissas mensuraveis.
As varidveis nao mensurdveis nestes trabalhos servem apenas como limites para obter os ganhos
do observador ndo linear. No trabalho de Pan et al. (2020), o descasamento das varidveis premis-
sas € tratado pelo teorema do valor médio e no trabalho de Quintana et al. (2020) o observador
¢ ndo linear no modelo TS.

Algumas lacunas sdao observadas nos trabalhos citados. Os trabalhos de Pan et al. (2020),
Ichalal et al. (2018) e Quintana et al. (2020) ndo consideram incertezas paramétricas € nem
disturbios. Ichalal et al. (2018) utilizam a abordagem de dinamica auxiliar e imersao antes da
transformacdo do sistema em um modelo TS para evitar o uso de varidveis premissas dependen-
tes de estados ndo mensurdveis, uma desvantagem € que nesta imersdo o algoritmo pode ndo
convergir e nao ser possivel obter um modelo com varidveis premissas dependentes apenas de
estados mensurdveis. J4 no trabalho de Quintana et al. (2020) o observador é obtido a partir
da fatoracdo do erro, desta forma, quando o sistema possui expressdes nao polinomiais, muitos
calculos devem ser realizados antes do projeto do observador, o que torna uma tarefa ardua para
o projeto do observador.

De posse dos estudos realizados, pode-se observar alguns aspectos importantes, como
mostrados na Figura 3.1. Trés abordagens para tratar as incompatibilidades foram apresen-

tadas. A técnica de imersdao ndo se apresenta como um caminho promissor por dois moti-
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Incompatibilidade de
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Teorema do Valor
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4 v h h A

Sistema maior com o
Pode ndo convergir mesmo mapa de
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ndo medidas

Funcdes
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diferencidveis

uncbes analiticas:
polinomiais & ndo
polinomiais

Figura 3.1: Diagrama das caracteristicas das abordagens para tratar a incompatibilidade das
varidveis premissas mensuraveis € ndo mensuraveis.

vos, primeiramente pode ndo haver a convergéncia do algoritmo e desta forma ndo se obter
a nova representacdo; caso haja a convergéncia, a nova representacdo do sistema obtido sera
uma representacao maior. Desta forma, as técnicas que utilizam a fatoracao do erro e o DMVT
serdo consideradas ao longo das metodologias que serdo desenvolvidas. A vantagem destas
duas ultimas abordagens € que em ambas existe a separacdo das varidveis medidas das ndo
medidas. A abordagem que utiliza o DMVT pode possuir mais vértices dos politopos quando
comparada a abordagem pela fatoracao do erro. Porém, uma das abordagens € aplicada para
fungdes continuamente diferencidveis e a outra abordagem para fungdes analiticas polinomiais
e nao polinomiais. Desta forma, as duas ultimas abordagens serao aplicadas para atender uma

classe maior de sistemas nao lineares.
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Capitulo 4
Métodos para Sistemas a Tempo Discreto

Sdo apresentadas, no presente capitulo, trés metodologias para a estimagdo de estados
de sistemas ndo lineares a tempo discreto. O primeiro método, apresentado na secdo 4.3, se
refere ao projeto do filtro de Kalman com covariancia garantida, em que, baseado nas etapas do
filtro de Kalman, € possivel derivar um filtro que garanta um limite maximo para a covariancia
do erro de estimacdo dos estados. Para o filtro de Kalman com covariancia garantida, do inglés
Guaranteed Covariance Kalman Filter (GCKF), sdo apresentadas abordagens para o filtro em
estado estaciondrio e para o filtro recursivo. O segundo método, apresentado na secdo 4.4,
corresponde a um filtro robusto aos ruidos, considerando a minimizacao da norma H... Por fim,
o terceiro método, abordado na secdo 4.5, corresponde a unido dos dois primeiros métodos,
desta forma, um filtro multiobjetivo é projetado, para atender tanto a robustez aos ruidos, com
as caracteristicas do filtro com a garantia da norma H., quanto a minimizacdo da matriz de
covariancia do erro de estimacao.

Para os métodos aqui apresentados, foram utilizadas duas das técnicas revisadas no
capitulo anterior, para o tratamento da incompatibilidade das varidveis premissas mensuraveis
e ndo mensuraveis. As técnicas utilizadas foram a técnica da fatoracdo do erro, revisitada na
secdo 3.3, e a técnica do DM VT, revisitada na se¢do 3.1, desta forma, os métodos poderao ser
aplicados a uma ampla classe de sistemas, que consideram os sistemas com funcdes continua-
mente diferencidveis, para o DMVT, e, funcdes analiticas polinomiais e nao polinomiais, para
a fatoracdo do erro. A técnica de imersao poderia ter sido considerada, porém, ha casos em que

ela pode ndo convergir, além de aumentar a ordem do sistema para a anélise.

4.1 Incompatibilidade de Variaveis Medidas e Nao Medidas

Considere o sistema qLPV dado por (1.2), com base em condicdes LMIs e em uma
abordagem estocdstica, o objetivo da estimativa de estado € encontrar uma estimativa nao pola-
rizada, £y, com um limite superior minimo garantido para a covariancia, £ [ek‘ ke,g W= Py, do

erro de estimativa ey = x; — Xk, considerando sinais exdgenos desconhecidos wy € V.
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Considerando as etapas de predicdo e assimilagdo de dados do filtro de Kalman, duas
abordagens para calcular o ganho de Kalman sdo propostas nesta se¢do: (i) covariancias varidveis
no tempo com atualizagdes em tempo real e, (ii) filtro de estado estacionario. Assume-se que
Xk|k—1 corresponde a estimativa de x no tempo , usando os dados disponiveis até o tempo k — 1.

A etapa de predi¢do do filtro de Kalman consiste em propagar o vetor de estados £; ;1
para a proxima iteragdo, resultando na estimativa a priori %;_;. Tal propagacdo € realizada
utilizando-se o modelo dinamico, que descreve como o vetor de estados muda de uma iteragao

para a proxima (Simon, 2006). Assim, obtém-se:

Refe—1 = AFe— 1= 1) % 1)—1 + Bu(Fe—1jp—1) i —1- 4.1)

A etapa de assimilacdo de dados do filtro de Kalman ocorre com a chegada de nova informacao
na iteracdo k. Utilizando essa informacao, € possivel corrigir o vetor de estados disponivel
previamente a chegada da medi¢@o, x|, para dar origem ao vetor de estados corrigido, x|
(Simon, 2006). Assim:

B = K1 + K (Ve — C (1) Erfk—1)- (4.2)

E possivel determinar o erro de estimagdo a priori e a posteriori:
xlk—1 = Xk — Xkjk—15 (4.3)

€—1lk—1 = Xk—1 — Xp_1jk—1- (4.4)

Substituindo (1.2) e (4.1) em (4.3), encontra-se a dindmica do erro da etapa de predi¢ao:

exfk—1 = AXk—1)Xk—1 + Bu(xx—1)ug—1 + Bwwi—1 — (A& 15— 1) 8= 1jk—1 + Bu(Fr—1j5—1) k1)
4.5)
Da mesma forma, o erro a posteriori, que representa a dindmica do erro da etapa de assimilagao

de dados, pode ser escrito como

ek = exli—1 — Ki(C (o) xx + Vi — C(Fepe—1)Fafk—1)- (4.6)

Observando (4.5) e (4.6), nota-se um problema de incompatibilidade de varidveis men-
surdveis e ndo mensurdveis, dado por A(xx—1)xx—1 — A(Fe—1je—1)%—1je—1 + Bulox—1)up—1 —
Buy(£r—1x—1)uk—1 € C(xx)xx — C(Lgjg—1 )%k k1, respectivamente.

Muitas das abordagens atuais na literatura consideram que o sistema pode ser reescrito
em uma forma que separa nao linearidades medidas e ndo medidas (Darouach et al., 2011;
Ichalal et al., 2018; Pan et al., 2020; Quintana et al., 2020; Ramadoss et al., 2006). No entanto,
em vista da consideracio de que as medi¢des sdo corrompidas pelo sinal Vg, as ndo linearidades

dos estados podem ser consideradas como nao medidas, e, assim, a representacio de Pan et al.
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(2020) foi adaptada, levando a uma decomposicao de termos lineares e ndo lineares:

xp = Axp_1 4+ By + FO (xp—1,up—1) + Buwi—_1, @7
Vi = Cxi + Gy (xi) + i,

em que as matrizes A € R"™", B, € R™"™ e C € RP*" representam os termos lineares nas
matrizes A(x;_1),Bu(x;_1) e C(xx) respectivamente; F € R e G € RP*"v sdo matrizes
que representam como os termos ndo lineares ¢(.) € R™ e y(.) € R afetam a dindmica do
sistema.

Com a representacdo em (4.7), (4.1) e (4.2) podem ser reescritos como:

Ftfk—1 = AR 1jk—1 + Buttk 1 + F O (F_1jk—1,U1—1),

A A _ A (4.8)
Kk = Xnfk—1 + Kk vk — CXpjk—1— G‘l’(xk|k—1),
baseado em (4.5), (4.6) e (4.8), a dinamica do erro pode ser reescrita como:
exe—1 = Aeg_1jk—1 + FAp + Bywi_1, 4.9)
exr = (I — KiC) exi—1 — Ki (GAy + Vi) (4.10)
Ap = @ (xXk—1,uk—1) — O (K1 1:Wk—1), (4.11)
Ay = y(x) — W(Exe—1)- (4.12)

Nesta nova representacdo, os termos de incompatibilidade sio representados pelos ter-
mos Ay € Ay. Existem muitas abordagens na literatura para lidar com esse problema de in-
compatibilidade, mas serao aplicadas duas metodologias, a fim de cobrir uma ampla classe de
sistemas. A primeira se refere ao uso do DMVT (Pan et al., 2020), em que se considera a
aplicacdo a fungdes continuamente diferencidveis, e a segunda obtém uma forma polinomial
matricial explicita do gradiente (Quintana et al., 2020), considerando fun¢des analiticas polino-

miais e ndo polinomiais.

4.1.1 Teorema do Valor Médio Diferencial

Como indicado na Secdo 3.1, o DMVT pode ser aplicado para tratar a incompatibilidade
dada pelos termos Ay € Ay. O DMVT afirma que, para qualquer fungéo continuamente dife-
rencidvel, que tenha uma tdnica saida escalar, a diferenca entre sua avaliagdo em quaisquer dois
pontos de seu dominio pode ser escrita como seu gradiente, avaliado em um ponto localizado
em uma reta entre os dois pontos, vezes a diferenca entre os dois pontos, conforme o Lema dado

por Nguyen et al. (2021) enunciado a seguir, no qual co(.) representa o fecho convexo de seus
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argumentos.

Lema 5 (Lema 1 de Nguyen et al. (2021) - Teorema do Valor Médio Diferencial). Sejam f(x) :
R" — R ea,b € R". Se f(x) é continuamente diferencidvel em co(a,b), entdo Ic € co(a,b), tal
que

f(a)_f(b)zvxf|c(a_b)' 4.13)

Ao usar o DMVT, no problema de incompatibilidade aqui tratado, o ponto critico é que
este ponto intermedidrio serd sempre desconhecido, visto que o valor do estado real é sempre
desconhecido. Além disso, a igualdade s6 € verdadeira para funcdes que geram um Unico valor
escalar e, como tal, o teorema deve ser empregado separadamente para cada linha de @(.) e

y(.). De seu uso, segue-se que:

Ag = Vils i r—1k—1 (4.14)
Ay, = Vil eri—1, (4.15)

com z; e k; representando pontos desconhecidos para os possiveis valores de x;. Assim, pode-se

definir:

Vi |Zl7’4k71
& (zgup) =A+F : , (4.16)
_V¢n¢ |Zn¢ SUR—1
le‘Kl
4G (k) =C+G : , 4.17)
_Vlllnl[/|Knu/
permitindo que a dindmica do erro em (4.9)-(4.12) seja reescrita como:
exk—1 = & (Th—1,Uk—1)€k—1jk—1 + Buwwk—1, (4.18)
Cklk = (I — Kkg(Kk)) €klk—1 — K vy. 4.19)

4.1.2 Fatoracao do Erro

Como indicado na Sec¢do 3.3, a obtencdo de uma forma polinomial matricial explicita
do gradiente pode ser aplicada para tratar a incompatibilidade dada pelos termos Ay € Ay,.
Utilizando tal técnica € possivel fatorar o erro, considerando fun¢des analiticas polinomiais e

nao polinomiais e, a partir dai, separar as varidveis mensuraveis das ndo mensuraveis.
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Tentando chegar a uma representacdo que utilize melhor a estrutura do sistema, a se-
gunda abordagem emprega uma maneira inteligente de reescrever as diferengas em Ay € Ay,
empregando os lemas 3 e 4. Se as ndo linearidades forem expressdes ndo polinomiais, mas
ainda forem func¢des analiticas, sua expansio em série de Taylor pode ser empregada com uma
ordem alta o suficiente para que o erro de truncamento possa ser desconsiderado, conforme
discutido em (Quintana et al., 2020, Secao 2.1).

Ao utilizar esta metodologia, a dindmica do erro pode ser escrita como:

exk—1 = & (k18— 1jk—1Uk—1)€k—1[k—1 + BuwWi_1, (4.20)
exr = (I — Ki (X, Rxi—1)) exe—1 — KV (4.21)

No entanto, observe que os estados verdadeiros x;_; € x; nunca podem ser conhecidos com
exatiddo. Nesse sentido, sdo substituidos pelas varidveis desconhecidas z;_1 € ki, que podem

assumir qualquer valor em uma regidao conhecida do espaco de estados, levando a representacao:

exk—1 = & (Zk—1, k-1 k=1 Uk—1)€x—1]k—1 T Buwwi—1, (4.22)
expe = (I — Ki9 (K- Ruge—1) ) expe—1 — KV (4.23)

Embora sejam bastante semelhantes as representacoes em (4.18) e (4.19), as equagdes
(4.22) e (4.23) dependem explicitamente de £ ;1 € £x—1, que sdo sempre conhecidos. Isso
pode, em alguns casos, permitir um melhor uso das informagdes sobre as nio linearidades.
Além disso, embora sejam utilizados z;_| € K, para ambas as representacoes, observa-se que
ze Kk em (4.18) e (4.19) sdo criados para cada ¢; e y; diferentes, enquanto sinais semelhantes
podem ser agrupados em (4.22) e (4.23).

Para simplificar a apresentacdo, a partir deste ponto, considera-se que a dinamica do
erro é representada por (4.22) e (4.23), independentemente da abordagem empregada. Por-
tanto, ao utilizar o DMVT, pode-se simplesmente ignorar a dependéncia de £y 1 € £x—1
nessas equacdes. Além disso, as vezes, sera utilizada a seguinte notagdo abreviada: &, =

E(zh—1, 8- 1jk—15Uk—1) € Gie = G (K1)

4.2 Inclusao a Diferencas

Para considerar os politopos envolvendo a dinamica ndo linear e, assim obter ganhos
robustos, o seguinte lema € usado:
Lema 6. Sejam z;_| e ki varidveis desconhecidas, que assumem quaisquer valores possiveis
dentro da regido de interesse. Pode-se representar a dindmica de erro por um sistema incerto,

substituindo a dindmica de erro ndo linear original por uma inclusdo a diferencas com valor
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definido. Essa representacdo com valor definido é linear nas varidveis aleatorias e permite

escrever que.

E[&e—1jk—1] C EElex—1jk—1], (4.24)
E[(I—Kkg;(> ek|k*1] g (I—Kk%()E[e,dk,l]. (425)

Demonstragdo. Para fazer uso das matrizes &, e ¢, emprega-se uma representacao politopica

da forma (similarmente para %):

Iz 'x  Tu

E (-1 K 1jp—1:Uk—1) = Z Y Y o (1) By (R 1) Vs (k—1) Eivinis - (4.26)

11=1 i2=1 i3:1

Considerando z e k¥ como sinais desconhecidos, a equacao (4.26) é, na verdade, uma
inclusdo diferencial, na qual se considera que ¢; assume todos os valores possiveis no simplex
padrdo o; >0, Y'I_; o; = 1 para todo o tempo, e também pode ser descrita como um subconjunto
de um fecho convexo. Com isso em mente, ¢; ndo € uma varidvel aleatéria, mas uma funcao de

valor definido, e pode-se, alternativamente, escrever:

'x Tu

E (21 R tk—1:4k-1) C Y Y Biy (Be1jk—1) Vs a—1)c0 { Eliniy, rigiy -+ Eraigin } - (4.27)

i=1iz=1

Ao considerar essa representacdo de valores definidos para &, e ¥ (substituindo as
variaveis possivelmente aleatorias z e K por uma representacdo de valores definidos que sempre
representa todos os valores possiveis para essas varidveis), essencialmente foi substituida uma
representacdo aleatoria por uma representacdo de conjuntos. Embora isso possa ser conserva-
dor, sua principal vantagem é que permite um tratamento mais simples da esperanca.

Para o tratamento da esperanga matematica, segue:

E[& (@1 K11 tt-1 ) e 1)1 ) CE (B -y K=y iy Be—1j-1) ¥ (t5—1)c0{ E1iyiz :Erini 1 Erziniz Pek—1k—1). (4.28)

Em B, (£x—1k—1)> £x—1x—1 € precisamente conhecido, assim como u;_1 em ¥, (ux—1),

entao:
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'x Tu

E[(Y. Y BB 1jk—1)%s (ur—1)co{ Eliniy, Erinizs -+ Erainis } k1 1] =
ir=1iy=1
I'x Ty
=Y Y Bu o1 1) ¥ (k1) E[co { Etiniy» Erinins -+ Erainiy ) ek—1]k—11
ir=1iy=1
que € igual a:
Y Y B G ) Vs (1) co { E[E iy ex—1jk—1), E[Ernpiser—1jk—1]s - EEriniser—1jk—1] })-
ir=1i3=1
(4.29)
Como,
c0{Eiyiys Erigigs s Erinin } = [Z 0;,,,04, € [0,1], Z o =1], (4.30)
=1 =1
entao:
Elco{&iyiy, Erigiss++  Erainis | €—1jk—1] = E| Y o St er—1jk—1); (4.31)
=1
que € igual a:
Iz
Elco{&iyiy, Eriiss -+ Erainis | €—1jk—1] = Y o & Eler— 11, (4.32)

i1=1
porque ¢, € fixo para cada elemento do conjunto € ndo € aleatorio. Dessa forma, (4.28) €

verdadeiro e obtém-se:

E[& (zk—1 f—1je— 11 ) ex—1je—1 ] CL5 1 Ky Biy (1 k1) Yy (1) c0{ Evigiy i+ Eriiniy FElex—1—1]- (4.33)

]

4.3 Projeto do GCKF a Tempo Discreto

Considere que Py € R"*" representa a matriz de covariincia da etapa de predigdo
atual, que P;_j;—1 € R"" representa a matriz de covariancia da etapa de assimilacéo de dados
anterior e que Py, € R™*" representa a matriz de covariincia da etapa de assimilagdo de dados
atual.

Considerando que a dinamica do erro pode ser tratada conforme proposto anteriormente

e, utilizando o lema 6, sabendo que E [viw]T.] = 0,Vi,j, a matriz de covariancia do GCKF, na



56

etapa de predi¢do, é dada por:

Pre—1 = E[ek\k—le/gkq]a (4.34)

Pyt S E[(&ex—1jk—1 + Buwi—1)(Ee_1j5—1 + Buwi—1)"], (4.35)

Prr—1 € E[gzek—l\k—leliukfl(gg + &g 1wy 1By, +Bka—1€;f,1|k,1t5"zT +Bywi_1wi_Bl],
(4.36)

assim, como o ruido de processo em uma iteracao nao estd correlacionado com o erro de
estimagdo na mesma iteragao, E [e;_j_1w;_,] = E[Wk—leliukq] =0,e E[ek—l\k—lez—uk—l] =

Py 1jk—1 obtém-se:

Pij—1 € EPi_1j316, + B,,OBY,. (4.37)

A matriz de covariancia do GCKF na etapa de assimilacdo de dados € dada por:

Pei = Elexeqy)s (4.38)
Py € E[((I — K )exi—1 — Kivi) (I — Kiic)exe—1 — Kivie) (4.39)
Py CE[(I - KkgK)ekUc—lelgk—l (I - Ko)" — (I — Kk VKL

— Kiviegy (1= Ki%)" + Kevvi K{ D, (4.40)

assim, como Eley VI]=E [vke,{‘ 1) =0, uma vez que o ruido de medi¢do em uma iteragdo
~ ~ . . ~ .« . . ~ T _
ndo esta correlacionado ao erro da estimagdo corrigido naquela iteracdo e, E [€k|k—1€k‘ k_l] =

Pyjk—1, obtém-se:

Pee © (I — Kiie) Pgge—r (1 — Ki%)" + KiRK] . (4.41)

Embora as equacdes (4.37) e (4.41) possam parecer as equacOes discretas usuais de
Riccati para propagar covariancias em um Filtro de Kalman, vale a pena notar que essas sao,
na verdade, inclusoes de diferencas, uma vez que &. e % sdo matrizes incertas que podem
assumir qualquer valor dentro de um conjunto (dai o uso de C em vez da igualdade usual). Uma
abordagem baseada em LMIs, no entanto, é capaz de encontrar um limite superior garantido
para essas covariancias. A seguir, serdo apresentadas duas abordagens diferentes para o GCKF:
uma atualizacdo em tempo real, atualizando o ganho de Kalman (Kj}) e as covariancias em cada

passo de tempo, e uma abordagem de filtro em estado estaciondrio.
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4.3.1 GCKF Recursivo

A etapa de predi¢do decorre do uso de uma relagao de limite superior para a matriz de

covariancia em (4.37), juntamente com a previsao da estimativa de estado em (4.1), produzindo:

Re—1 = AR 1je— 1) 8% 1k—1 + Bu(Fr—1jp—1) a1,
minp,,_, 1r(Py—1), s.a (4.42)
Pek—1 = & (zk—1 i1 jk—1 k1) Pec1 k16 (2k—1 Kk— 1 jk—1,k—1)" + B OBL,.

A etapa de assimilagcdo de dados decorre da descoberta de um ganho de Kalman K, que
minimiza uma relagdo de limite superior para a matriz de covariancia em (4.41), juntamente

com a correcdo da estimativa de estado em (4.2), produzindo:

e = Crpe—1 + K (Vk — C(Repe—1)%epe—1);
minpk‘th tr(Pk|k), S.a (443)
Pei = (I = K (K, fgk—1)) Pge—1 (I — Ka (e, Bge—1)) " + KiRK

Embora a derivacdo do KF classico, normalmente, utilize a minimizacdo do trago da
matriz de covariancia, para o GCKF serd utilizada a maximizagao do logaritmo do determinante
da inversa da matriz de covariancia. Essa métrica apresenta vantagens numéricas em relacao ao
traco e, além disso, estd mais diretamente relacionada ao volume da elipse de incerteza. Para
1$s0, a proposi¢do trabalha com o inverso das matrizes de covaridncia em vez das matrizes de
covariancia usuais, e define-se Sy, = Pk_|k1 s Skk—1 = Pk_|kl_1 e Sk k-1 = Pk__]l‘k_l. Com isso em
mente, 0 GCKF em tempo real pode ser resumido pelo seguinte teorema.

Teorema 7. Se existe uma matriz Sy € R"*" tal que:

maxSk‘kfllogdet(SHk,l), s.a

Stk=1 Stfk—18 (@1, k—1jk—1>Uk—1)  Skfk—1Bw
* Sk—1|k—1 0 20,

* * Qfl

entdo Syj;—1 € um limite inferior para o inverso da matriz de covaridncia a priori. Além disso,

(4.44)

se houver matrizes Sy € R"*" e Z € R"*?, tais que:

maxsk‘kﬁzlogdet(SHk), s.a
Sk Sk — 29 (Kekpu—1)  Z
* Sk|k—1 0 > 0,
* * R7!

(4.45)

entdo Sy € um limite inferior para o inverso da matriz de covaridncia a posteriori, enquanto
o ganho de Kalman Ky pode ser encontrado em Ky = Sy v 1Z. Com x correspondendo a trans-

posta.
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Demonstracdo. Considere as condi¢des a priori dadas em (4.42). Utilizando o complemento
de Schur:

P_ij—1 (a1, —1jk—1,4k—1)  Bw

—1
* Pk 1 0 >0, (4.46)
* * Q*1

e multiplicando-o a esquerda e a direita por:

—1
Pk|k71 0 O
0o I 0, (4.47)
0 0 1
chega a:
Pkf,g,l P;J;,lg(Zk—lafkflaukfl) Pkal,le
~1
* Pk—1|k71 0 > 0. (4.48)
* * 0!
Definindo Sy = Pk_|k1—l e Sk1jk—1= Pk__ll h—1° leva a (4.44).

Da mesma forma, na etapa de assimilacdo de dados, em (4.43), fazendo uso do comple-

mento de Schur:

Py 1=K (Kife—1) Kk
-1
. P 0 | >0, (4.49)

* * R1

e multiplicando-o a esquerda e a direita por:

-1
Pl 000
0 I 0], (4.50)
0 0 1
chega a:

-1 1 pet o -1

Par  Pug _Pk\kKKg(Kk’xk\k—l) P Kk
-1

x Pl 0o | >o. (4.51)

* * R!

Definindo Sy 1 = Py, Sy = Py € Z= Sk, leva a (4.45).
O

Observacao 2. Como é padrdo na literatura, a matriz de covaridncia pode ser utilizada para

definir uma elipse de incerteza centrada em torno da média de uma distribuicdo, com seus
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autovalores determinando o comprimento dos semieixos e seus autovetores as diregcoes cor-
respondentes. Enquanto o traco da matriz de covaridncia, comumente utilizado como métrica
do tamanho da covaridncia, corresponde a soma dos autovalores (e, portanto, indiretamente
ao tamanho dessa elipse), seu determinante corresponde ao produto deles (que é diretamente
proporcional ao volume de uma elipse). Para a fungdo objetivo, o logdet foi utilizado ao invés
do trago, visto que o determinante da matriz de covaridncia é diretamente proporcional ao
volume da elipse de incerteza, enquanto o traco é uma medida indireta. Além disso, log
€ monotonicamente crescente e, portanto, ndo altera a localizacdo do seu minimo, portanto
argmin(—logdet(x)) é o mesmo que argmin(ﬁ(x)).

Para utilizar este teorema em cada passo de tempo, as matrizes & (zx— 1,8 1|k—1,4k—1)
e (Kk,)?k\ x—1) sdo representadas usando politopos (semelhante ao procedimento realizado na
abordagem de nao linearidade setorial (Tanaka and Wang, 2001)). Observa-se que os valores de
Lk—1jk—1> Xk|k—1 € ux—1 sdo conhecidos e podem ser empregados em uma abordagem polit6pica
ou substituidos em tempo real.

Em resumo, o Teorema 7 pode ser aplicado conforme o Algoritmo 1 a seguir:

Algoritmo 1: GCKF a Tempo Discreto Recursivo.

Entrada: A, B, C, ¥, &, xo, %0, O, R, Pe_1js—1
Saida: Py, Kie, Zije—1- L

Inicialize a matriz de covariancia a priori F_j;_1, 0 vetor de estados xo e o vetor de
estados estimados X

Defina o nimero de iteragdes 7,4

enquanto n < n,,,, faca

i1 = A1 )8 11+ BuEr k-1 ue—1

Resolva (4.44)

Utilize Pyx_ encontrado anteriormente no préximo passo

Resolva (4.45)

Encontre Py e K

Lk = Lape—1 + K (Ve — C(Eepe—1)%ajk—1)

n<n+1

fim

Devido ao custo computacional da abordagem indicada nesta se¢do, uma nova aborda-
gem ¢ apresentada considerando o filtro em estado estaciondrio, a fim de obter um baixo custo
computacional. Além disso, motivado pelos sistemas lineares e invariantes no tempo, em que o
filtro recursivo converge para o filtro em estado estacionario, 0 GCKF em estado estacionario €
derivado. Entretanto, no caso aqui apresentado ndo ha a garantia de convergéncia e, entdo, sao

considerados dois filtros distintos.
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4.3.2 GCKF em Estado Estacionario

A condic¢ado do filtro de estado estaciondrio considera que, em estado estaciondrio, as
covariancias a priori e a posteriori podem ser limitadas superiormente por valores fixos. As-
sim, para a proposta do filtro de estado estaciondrio, assume-se que Py, ¢ Py sdo limitados

superiormente por P™ e P~, respectivamente. Dessa forma, obtém-se as seguintes relacoes:

_ . . T T
P~ > &(z—1 K111 P E (1 K1 pe—1,k—1)" + BwOB,,,

(4.52)
P > (I - K9 (Ki,fq—1))P~ (I = K (Ki,fuq—1))” + KRK" .

Assim, considerando o sistema nao linear descrito por (1.2), é possivel projetar o filtro
de Kalman com covariancia garantida, conforme o Teorema abaixo.
Teorema 8. Se existem matrizes X € R"" Y c¢ R " ¢ Z € R"™ P, e também matrizes simétricas

ST e R e ST € R"™" tais que as condicdes

maxg- g+ zylogdet(ST), s.a

xT+x-s- XxT& XTB,]

* St 0 >0

* * 0! ] (4.53)
Ylr+y—-st v-79. 7|

* S- 0| >0,

* * R_l_

sejam satisfeitas, com x correspondendo a transposta, entdo o ganho do filtro de Kalman e as
matrizes de covaridncia minima garantidas do limite superior, dadas por P™ e P~, sdo obtidos
por meiode P* = (ST)"L, P~ =(S") lek=Y"Z

Demonstragdo. A partir de (4.52), aplicando o complemento de Schur, obtém-se:

P~ & B,

« (P*)_l 0 | >0, (4.54)
* * Q_1
P™ I1—-K9Y%. K
x (P)"t 0 | =0 (4.55)
* * R!

Fazendo (PT)~! =S em (5.15) e (P~)~! =5~ em (5.16) e adicionando variaveis de folga de

forma que, (5.15) seja multiplicado a esquerda por
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X 0 0
o I 0f, (4.56)
0 0 I

e a direita, por sua transposta. De forma semelhante, mas usando a varidvel de folga Y no lugar

de X para (5.16), resulta em:

x'sH)"'x x'& X'B,

* s+ 0 | >0, (4.57)
* * Q_l
Y'(sH-y Y-YKY% YK
* S~ 0 |>0. (4.58)
* * R~!

Como XT(S7) ' X >XT +X -5 em (4.57) e YT (ST)" 'Y > YT +Y — 5" em (5.17), e, para
eliminar a bilinearidade de (5.17), considera-se Z = YK. Dessa forma, as condicdes indicadas

no Teorema 8 sao obtidas.
O]

Observacao 3. Apesar de considerar que as matrizes de covaridncia convergem para valores
constantes ao longo do tempo, pode-se considerar que elas variam de acordo com zj_1, Ky,

xAk—l\k—l’ XAk|k_1, Up—1, levando a

-+ A A
P (Zk—17Kkyxk—1|k—1»xk|k—1»uk—l)

P (2k—1, Kies 1 k— 1 Kkk— 1, Uk—1),

ou um subconjunto desses sinais com pardmetros varidveis. Se optar por usar essas matrizes de
covaridncia com pardmetros varidveis, ST e S~ também precisam ter essa dependéncia. Para

isso, é comum adicionar uma condigdo extra

S (21, Ko Rt 15 Bhge— 1, —1) > S (4.59)

e a maximizagdo é tomada em relacdo alogdet(S). Além disso, o inverso dessa matriz S também
deve ser tomado como a matriz de covaridncia a posteriori garantida, uma vez que Zj_1 € Ki
sdo sinais desconhecidos.

Observacao 4. Apesar de ser constante ao longo do tempo nesta abordagem, o ganho de Kal-

man K pode ser tratado com uma dependéncia de Xy e uy, uma vez que os outros sinais
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varidveis dos parametros sdo incertos ou dependem de K para serem calculados. Essa de-
pendéncia permite o ganho escalonado, de acordo com as fungées de pertinéncia obtidas para
cada vértice do politopo.

Observacao 5. Observe que, a partir das derivacoes apresentadas para o filtro de estado esta-
ciondrio, se as covaridncias iniciais do erro forem menores que as encontradas nas condi¢oes
de projeto de estado estaciondrio, o GCKF de estado estaciondrio garante que as covaridncias
do erro sempre serdo limitadas pelos valores encontrados nas condicoes de projeto.

Em resumo, o Teorema 8 pode ser aplicado conforme o Algoritmo 2 a seguir:

Algoritmo 2: Método Matematico para Obtencdo do Ganho K} e da Matriz de Covariancia
Pk| k-

Entrada: A, B,,,C, ¥, &, O, R

Saida: Pk|kfl’ Pk|k’ K

Resolva (4.53)

Encontre By, e K

Ao executar o Algoritmo 2, sdo encontradas algumas matrizes de ganho K. Desta forma,
pode-se aplicar o algoritmo de duas formas distintas. A primeira considera apenas uma matriz
de ganho K escolhida de acordo com as matrizes de covariancia Py, encontradas para cada
matriz K. A segunda abordagem considera todas as matrizes de ganho K, desta forma escalona-
se o ganho, de acordo com as fun¢des de pertinéncia obtidas para cada vértice dos politopos
utilizados.

Observe que uma propriedade interessante do GCKF em estado estaciondrio é que pode-
se mostrar que ele é assintoticamente nao polarizado, conforme indicado no Teorema abaixo.
Teorema 9. O filtro de Kalman de covaridncia garantida em estado estaciondrio (GCKF) é
assintoticamente ndo polarizado (o erro médio de estimativa converge assintoticamente para

zero).

Demonstragcdo. Considere a dindmica do erro na equacao (4.22). Tomando sua esperanca ma-

tematica, conclui-se que:

Eleyi—1] = E[& (zk-1 a)fk—lk—l M1)€k~ 1]k—1 T BwWi—1], 4.60)
Elexi—1] = EE (zh—1: 85— 1jk—1,Uk—1)€k—1[k—1] + BwE[wi_1].
Como w tem média zero, E[wy_1] = 0, entdo:
Eleyi—1] = E[& (zk—1,8k—1,Uk—1)ex—1jk—1]- (4.61)

Conforme discutido no lema 6:

Elegi—1] € & (zk—1:8%—1,u—1)E[ex—1jx—1]- (4.62)
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Da mesma forma, para a etapa de assimilacdo de dados, a equacdo (4.23) pode ser

analisada para obter:

Elewi] € E[(I — KY (K Kiji—1))exk—1 — K Vi, 4.63)
Eley] € E[(I — KY (K, X ji—1))exjk—1] — KE[Vi].
Como v tem média zero, isso leva a:
Eleyi] = E[(I — K (K, fhi—1)) exfk—1]- (4.64)
Conforme discutido no lema 6:
Elex] € (I — KYx)E[exjk—1]- (4.65)
Substituindo (4.62) em (4.65), obtém-se:
Elewi] € (I —KYc)EEeg1j—1]- (4.66)
Considerando a funcdo candidata de Lyapunov
V(Elex—1jk-1]) C Elex1jk—1]" STElex—1jx—1], (4.67)
sua diferenga é dada por:
AV CEley_11]" (6 (1= K%)" ST (I = K%) &, — ST)Eex— 1] (4.68)

Como as condicdes de sintese para 0 GCKF no Teorema 8 implicam que as condi¢des
em (4.52) sdo satisfeitas, e desconsiderando os termos de ruido, uma vez que sdo sempre pelo

menos semidefinidos positivos, chega-se a:

— A —+ A T
P~ > & (2181 15Uk—1) P E (ze—1 . 1k—1:Uk-1) "

N A - . - (4.69)
P > (1= K9 (K Kpe—1))P~ (I — KG (K. fae—1)) " -
Combinando as duas expressdes obtém-se:
Pt > (I—-K%)&EPTEN(I—KY)T. (4.70)
que € equivalente a
(I—K%)&EPTEN(1-K9)T — P <0. (4.71)

Aplicando o complemento de Schur a (4.71)
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_pt+ _
[P (= K)é <0, (4.72)

* (—PH)~!

como ST = (PT)~!, também segue que

_(¢H)\—1 _
[ (s u-kg0E| o @)

* —8*

Aplicando outro complemento de Schur, € possivel chegar a

ST+ ET (I —K9)"ST(I-K%,)&, <0. (4.74)

O que garante que a diferenca da equagdo de Lyapunov em (4.74) € definida negativa e, portanto,
prova que o filtro € assintoticamente ndo polarizado.
[

Observacao 6. Desde que o modelo esteja dentro dos limites dados pelos vértices dos politopos,

a convergéncia do erro é global, considerando o espaco de estados do erro.

4.4 Projeto do Filtro com Desempenho H.. Garantido

De acordo com a abordagem deterministica para observadores de estado, € possivel ga-
rantir um limitante superior para a norma H. do ruido w para o erro de estimagdo, de modo a
minimizar o ganho de energia do sinal exdgeno desconhecido. Considerando o sistema qLPV
dado por (1.2), as etapas de predi¢do e assimilacdo de dados do KF e as técnicas para o tra-
tamento das ndo linearidades, indicadas anteriormente, € possivel projetar um filtro robusto
aos ruidos com a garantia da minimizacdo de um limitante superior da norma H.., conforme o
teorema abaixo:
Teorema 10. Dado —1 < u < 1, se existirem matrizes N € R"*" e X € R™", uma matriz

simétrica e definida positiva P € R"™" e escalares 1 e v, tais que as condicoes |

P—N-NT —UNT +N& - X9 & NB, —X¥B,  -X
—P+I+u[H#(NE—-XGE NB,,— X9¥B,,) —uX
* +1+4u[A2( )l 2 ) —u <0, @475
* * —n“l 0
* * * —}/21

sdo atendidas, com € (X) =X +XT, entdo o erro de estimagdo a posteriori em (4.6), utilizando

'Note que nesta se¢o, para o desenvolvimento do filtro com desempenho H., garantido, a matriz P ndo corres-
ponde a matriz de covariancia, e se refere a matriz associada a fun¢do candidata de Lyapunov. A nomeclatura nao
foi alterada devido ao uso comum da matriz P tanto para a matriz de covariincia, quanto para a matriz da fungéo
de Lyapunov.
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o filtro representado por (4.1) e (4.2), tem M e Y como limitantes superiores para a norma He

do ruido de processo e medicdo, respectivamente. O ganho do filtro é dado por K = N~'X.

Demonstragdo. Se existe P > 0 € R™", tal que a fungio de Lyapunov, V(e) = e’ Pe >0, e a
sua diferenga, AV =V (ex) — V(ex—1x—1) € tal que

T 2 T T
AV +ei k- 1€k—1k—1 — N W1 Wi—1 — PV vi <0,

M e Y serdo limitantes superiores para a norma H.. Sendo 7 o limitante superior da norma H.,
para o ruido de processo e ¥ para o ruido de medicao.

Para garantir as condicoes:

P 0 0 0 ek|k
0O I-P O 0 e
el el wl VT] k=lk=1 <, 4.76
[ Kk Ck=tk=1 Wk=1 Yk [ g 40 Wy | = (4.76)
0 0 0 —v Vi
Sendo o erro de estimac¢do dado em (4.23) € possivel obter:
Chlk
[—1 &—K9& B,—K9B, —K| || =o. 4.77)
Wk—1
Vi

Utilizando o Lema de Finsler (de Oliveira and Skelton, 2001), 3x € R™"™ : 2 + 2" % +

N
T T UN
B! <0,com X = 0 e fazendo X = NK, onde:
0
P 0 0 0
0O I-P 0 0
2= , , (4.78)
0O 0 -ni1 O
0 0 0 —yI
e
B=|-1 &—KYE B,—K9B, —K|, (4.79)

obtém-se o enunciado pelo Teorema 10.

Em resumo, o teorema pode ser aplicado conforme o Algoritmo 3 a seguir:
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Algoritmo 3: Método Matemadtico para Obtengdo dos Limitantes dos Ruidos 11 e ¥ e do
Ganho X .
Entrada: A, B,,,C, ¥, &, O, R, 1L
Saida: 1,7, K
Determine um intervalo de busca para a varidvel de folga u
enquanto U estiver dentro do intervalo faca
Resolva (4.75)
Encontre n,ye K
Incremente u

fim

Escolha o valor de u dentro do intervalo que forneceu o melhor desempenho
Resolva (4.75)
Encontre 1, ye K

4.5 Projeto do Filtro Multiobjetivo

O GCKF e o filtro com H.. garantido apresentados nas seg¢oes 4.3 e 4.4, respectivamente,
possuem objetivos diferentes. O primeiro filtro foi proposto para garantir um limitante superior
para a variancia do erro de estimacao, tanto para o filtro recursivo, quanto para o filtro em estado
estacionario. O segundo filtro apresentado foi proposto para garantir uma robustez aos ruidos,
considerando um limitante superior minimo para a norma H... Os objetivos dos filtros foram
distintos, porém ambos foram propostos com base na estrutura preditora-corretora do filtro de
Kalman e nas técnicas para o tratamento das ndo linearidades observadas nos sistemas. Diante
disso, um terceiro filtro € proposto, combinando as caracteristicas dos dois anteriores e, assim,
tornando o problema em um problema multiobjetivo, com a garantia do limitante superior da
matriz de covariancia e o limitante superior da norma He..

Para o projeto deste novo filtro, as mesmas condi¢des foram utilizadas, porém em con-
junto, garantindo assim que os dois objetivos sejam atendidos. Unindo os Teoremas 8 e 10 e,
apenas mantendo a mesma nomeclatura para as varidveis de folga adicionadas em cada teorema,
obtém-se o seguinte teorema:

Teorema 11. Dado —1 < u < 1, se existem matrizes X € R"" Y € R"" ¢ Z € R"*P, uma
matriz simétrica e definida positiva P € R"*" e escalares 1 e vy, e também matrizes simétricas
ST eR"™ " ¢ ST € R™™, tais que as condigdes
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maxg- g+ zylogdet(ST), s.a

xT+x-s xT& XTB,]
* St 0 >0
* * 0! i
Yr+y-st v-z4. 7]
* S 0| >0, (4.80)
* * R_l_
P—y—YT —uY'+v&-79& YB, —Z¥%B,, —Z
% —P+I4ul#(YE—-298)) u(YB,—2Z9B,) —uZ
* * —n21 0 <0,
* * * —72I

sdo atendidas, com * correspondendo & transposta e 7 (X) = X + X7, entdo o ganho do filtro
de Kalman proposto e as matrizes de covaridncia minima garantidas do limite superior sdo
obtidos executando P = (ST)~!, P~ = (S7)' e K =Y ~'Z, além disso, o erro de estimacdo a
posteriori em (4.6), utilizando o filtro representado por (4.1) e (4.2), tem 1 e 'y como limitantes
superiores para a norma H. do ruido de processo e medigdo.
Observacao 7. A prova das condigdes apresentadas no Teorema 11 jd foram apresentadas nos
Teoremas 8 e 10.

Ao se utilizar as varidveis de folga nos teoremas 8 e 10 foi possivel derivar o teorema
11 garantindo o mesmo ganho, mas com varidveis de decisdo diferentes. Caso ndo fossem
utilizadas as mesmas varidveis de folga X e Y dos dois filtros descritos anteriormente, nao seria
possivel separar a funcdo da matriz P, fazendo com que ela tivesse a mesma funcao, tanto para
a funcao de Lyapunov, quanto para a matriz de covariancia. Ao utilizar tais varidveis de folga é
possivel manter a conexao entre os teoremas, com o mesmo ganho, mas com funcdes diferentes
para cada uma delas.
Observacao 8. Para a solugcdo das condi¢oes LMIs apresentadas no Teorema 11, duas aborda-
gens podem ser consideradas. A primeira abordagem é a abordagem de custo escalar, em
que considera-se um peso (¢;) para cada objetivo da funcdo, sendo custo = ain + Y+
o3logdet(S™) e, a partir dai, pondera-se os objetivos do projeto. A segunda abordagem é a
abordagem com restri¢des, em que escolhe-se a varidvel objetivo como o logdet(S™) e deter-
mina restricoes mdximas para os limitantes superiores da norma He, tal que 1 < o1 e ¥ < 0.
Tais abordagens sdo conhecidas para técnicas de otimizagdo multiobjetivo (Collette and Siarry,
2004).
Observacao 9. O algoritmo correspondente ao método matemdtico para o caso multiobjetivo
€ a juncdo dos algoritmos 2 e 3.

De posse dos resultados obtidos com os Algoritmos 2 e 3, para os filtros GCKF em

estado estaciondrio, filtro com H., garantido e o filtro multiobjetivo, é possivel utilizar o ganho
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K encontrado em cada caso e aplicar ao sistema para a simulagcdo. O Algoritmo 4 abaixo indica

como tal simulacdo € realizada.

Algoritmo 4: Simulacdo dos Filtros em Estado Estaciondrio, H. e Multiobjetivo.

Entrada: A, B,,, C, xo, X0, O, R, Ki, w, v
Saida: )/C\k|k—1’ )’C\k\k

Inicialize o vetor de estados xg e o vetor de estados estimados X
Defina o nimero de iteragdes 71,
Simule o sistema:
Xk = A1) X1+ Bu(xk—1)ug—1 + Bywi_1
Vi = C(xp)xx + Vi
enquanto n < n,,,, faca
Bee—1 = Ak — 1= 1) 8k 1k—1 + Bu(Fr—1x—1) a1
L = k=1 + Kk — C(Rge—1)Fape—1)
n<n+1
fim

4.6 Resultados Numéricos - Nao Linearidade na Dinamica

A presente secao apresenta os resultados numéricos obtidos a partir da implementacao
dos métodos propostos no capitulo. E apresentado um exemplo numérico considerando nio
linearidades presentes na equacdo da dindmica.

Para realizar os experimentos, foi utilizado um computador com processador Intel Core
17-11390H com 16Gb de RAM, Windows 11, Matlab versdo R2023a e o resolvedor MOSEK
(ApS, 2024) e o interpretador YALMIP (Lotberg, 2004).

Considere o sistema de Lorenz: (Lorenz, 1963; Quintana et al., 2020)

X1 (1) = a(x (1) —x2(1)),
Xp(t) = bx1 (1) —x2(1) —x1 (1) x3(2), “48D)
x3(t) = exa(t) +x1(¢)xa(2),
y(t) =0,5x1 (1) +0,5x (1),
coma=—10,b=28¢e c= —%. Deseja-se obter uma estimativa do estado nao medido x3.

Considerando que —20 < x1 <20, —30 <x; <25e —2,5 < x3 <50. Limites maiores poderiam
ser considerados, o que seria mais conservador. Dessa forma, os limites eram valores menores

que cobriam a regido dos estados. O modelo de espaco de estados é dado por:
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X [ 10 10 0
Xo| = [28—x3 —1 O |x+Byw,
i3] | » 0o -3 (4.82)
05 0 0
y= 0 05 0 xX+Vv.
Considere ainda, que o sistema € discretizado usando o método de Euler, de modo que
X~ %(xk — Xx_1), com tempo de amostragem 7y = 0,01s, resultando em:
1 00 —10 10 O
X = 01 0| +7|28—x340-1 —1 O Xp_1+Bywwir_1,
00 1 e 0§ (4.83)
05 0
Vi = 0 05 0 X+ Vi,

em que B,, = I é a matriz de ruido do processo, v € um ruido gaussiano com R = 0,04/3.3 e
w com Q = 0,0025/3,3. Para as implementacdes dos sistemas a tempo discreto, considera-se
que as condicdes iniciais dos estados sdo aleatdrias, com distribui¢do normal com média 0,1 e

desvio padrao 0,3, e as condicdes iniciais das estimativas sao nulas.

4.6.1 O Tratamento das Nao Linearidades

Reescrevendo o sistema de Lorenz discretizado na forma (4.7), obtém-se:

(09 0,1 0
A=1028 099 0 |,

0 0 09733

[0 0

4.84

F=|1 of, (4.84)

0 1
o= —0,01x1 k12341

| 0,010 g—1x2, 51

O problema encontrado € a incompatibilidade entre as ndo linearidades envolvendo os
estados mensurdveis e nao mensuraveis. Para lidar com essa incompatibilidade, dois métodos
foram apresentados nos Capitulos 3 e 4: o primeiro método trata a incompatibilidade via DMVT

(Pan et al., 2020). Sendo as ndo linearidades dadas por:
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—Tsxy j— _
0= SXLA=1%3 k=1 (4.85)
Tsxy g—1X2 k-1
A matriz Jacobiana pode ser obtida, usando o DMVT, de forma que:
—Tsx3 51 0 —Tsx1 k-1
o ! : (4.86)
Txo -1 Toxy 0
entdo a matriz &, em (4.16) pode ser escrita como:
0,9 0,1 0
gz — 0,28 - TSX37k_1 |Z1 0,99 —Tsxl_‘k_l |Z1 . (487)

T5x2 1z, Tx1 -1l  0,9733
Usando o DMVT, ao procurar uma representacdo convexa de (4.87), pode-se usar ape-

nas 16 vértices, porque as ndo linearidades semelhantes de linhas diferentes ndo podem ser
agrupadas.

O segundo método lida com tal incompatibilidade de acordo com o trabalho de Quintana
et al. (2020), entdo para o sistema de Lorenz, obtém-se como parte da dindmica do erro, com
base em (4.9) e (5.29):

ex—1 = Aeg_1je—1 +FAg +Bywi

09 01 0 00 (4.88)
exk—1 = (0,28 0,99 0 e—1k—1+ (1 0 Ay + Bywi_1.
0 0 09733 01
Dado que:
—0,01x 4— _ —0,01%) 4 11x—1%3 k—11k—
Ap = XLk=1X3k—1| Axuc 1|k le3,k 1k—1 ’ (4.89)
0,01x1 g—1X2,k—1 0,018 k—1k—1%2 4k~ 1]k —1
entao:
09 0,1 0 0 0.01
—0,01x1 X34
ep-1=| (028 099 0 [+]|1 0 Rl I .
1 0,01x g—1X2,k—1

—1 10,28 0,99 0

0
1
0 0 09733 0
0
1
0 0 09733 0

09 01 0 1 oo A
+ 0 ) Axl,k—l\k—le3,k—1|k—l fk—l\k—l—f-Bka—L
! 0,018 g 1jk—1%26—1k—1

(4.90)



71

Como ey = xx — £x—1, Iy = 0,01 e ignorando o termo B,,wy_; para compactar a

expressao, entdo obtém-se:

0,9 0,1 0
0,28 - TS)C37/<_1 0,99 0 Xe—1—
] Toxo s 0 09733
Aey 1 +FAy = : ;”; ! o o 4.91)
0,28 =TsX3 41k 0,99 0 | K1k
Ty i1 0 09733

Fatorando o erro xp x—1X1 x—1 — X2 k— 1k X1 g1k = X1,h—1X2k—1 — X1 k=182 k— 1|k TX1 k=152 41}k —
21 x—1kf2k—1)x que € 0 mesmo que xjx—1€ 51k + X2 k1 k€1 k1 Observe que diferentes
fatoragdes podem ser aplicadas, no entanto, a fatoracdo utilizada obtém um nimero menor

de vértices para o politopo. De forma que a dinamica do erro pode ser representada por:

0,9 0,1 0 el’k_1|k
ek|k—1 = 0,28 — TS.XA37k,1|k 0,99 —LsX] k—1 62,k71|k . (492)
%o 1k Tixy -1 0,9733 €3k 1lk

Utilizando o método indicado por Quintana et al. (2020), a ndo linearidade x; pode
ser considerada semelhante nas duas linhas da matriz &, portanto, existem 3 nao linearidades,
obtendo 8 vértices do politopo. Os vértices do politopo sdo formados a partir de todas as
combinacdes possiveis entre os maximos e minimos de cada nao linearidade considerada como
incerteza no politopo.

Como ndo ha ndo linearidades na equagdo de saida do exemplo numérico, a matriz ¥
que correspondente as ndo linearidades presentes na equacdo de saida é constante e igual a

matriz C.

4.6.2 GCKF Recursivo

Conforme mencionado na Secdo 4.1.1, para o DMVT, o Lema 5 € vdlido apenas para
funcgdes que produzem um unico valor escalar e, portanto, cada linha de ¢(.) e y(.) deve ser
considerada separadamente. Por outro lado, usando a fatoracdo de erro apresentada por Quin-
tana et al. (2020), as ndo linearidades comuns podem ser consideradas como uma dnica nao
linearidade, mesmo que em linhas diferentes. Além disso, para tais casos, é possivel usar os
estados estimados, como sendo medidos, para realimentacdo. Tais simplificagcdes nem sempre
sdo possiveis, mas o método proposto pode ser aplicado mesmo sem elas, como indicado nos re-
sultados, nos quais 0 método foi usado considerando casos com e sem simplificagdo do nimero
de vértices do politopo.

Para a abordagem do GCKF recursivo, hd uma atualizacdo das matrizes de covariancia

a cada iteragc@o. Observando (4.87), quatro ndo linearidades podem ser consideradas, de acordo
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com a abordagem indicada por Pan et al. (2020), pelo DM VT, conforme destacado em vermelho

abaixo:

0,9 0,1 0
0,28 = Tsx3 1], 0,99 —Tsx1 k—1lz (4.93)
Tsx2 k—1]2, Tsx1 k—1lz 0,9733

Como existem quatro nao linearidades e a matriz foi obtida via DMVT, entdo s6 é
possivel estimar os estados usando um politopo com 16 vértices para a matriz de dinamica
de erro.

Ao analisar (4.92), observa-se uma grande semelhan¢a com a matriz anterior, mesmo
que obtida via abordagem indicada por Quintana et al. (2020). Observa-se novamente, quatro
ndo linearidades e assim € possivel obter também um politopo com 16 vértices. No entanto, a
nao linearidade x; pode ser considerada semelhante em ambas as linhas da matriz da dindmica
de erro, fazendo com que o nimero de nao linearidades seja reduzido para trés e, consequente-
mente, o ndmero de vértices do politopo para 8.

Além da simplificacdo considerando x; comum nas duas dltimas linhas da matriz, é
possivel observar uma diferenca em relacao aos estados x; e x3, que pela abordagem do DMVT
eram os proprios estados, mas na abordagem via fatoracdo do erro, sdo os estados estimados,

conforme indicado abaixo:

0.9 0,1 0
028 —Tk3, 1 099 —Toxip—1| - (4.94)
T%s 1k Toxi -1 0,9733

Considerando os estados estimados £; e X3, uma outra maneira de representar os vértices
do politopo para o filtro de Kalman com atualizagdao em tempo real é considerar tais estados
estimados como estados medidos e usa-los a partir da realimentacdo a cada iteracdo realizada
pelo filtro que os estima. Com os estados realimentados, apenas uma ndo linearidade existira
na matriz, o estado x| e, portanto, dois vértices do politopo podem ser considerados, reduzindo

a complexidade do sistema.

4.6.3 GCKF em Estado Estacionario

O filtro de estado estaciondrio possui apenas uma matriz de covariancia constante para
todo o processo de estimacao. Isso reduz o custo computacional da estimativa e se torna uma
possibilidade para estimar estados de sistemas ndo lineares usando o filtro de Kalman de estado
estaciondrio. A abordagem que considera a representacdo de ndo linearidades usando o DMVT,
vista em (5.30), possui quatro ndo linearidades e, portanto, 16 vértices para o sistema, conforme
explicado na secdo anterior. Por outro lado, observando (4.92), podem-se considerar trés nao

linearidades, de acordo com a abordagem da fatoracdo do erro, assim como no filtro recur-
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sivo. Como no filtro em estado estaciondrio ndo ha a atualizac@o dos estados estimados a cada
iteragdo, entdo nao € possivel utilizar os estados estimados para realimentar o sistema, porém ao
se utilizar a técnica da fatoragcao do erro, pode-se considerar uma abordagem de escalonamento
do ganho de Kalman K, de tal forma que o ganho dependerd apenas dos estados mensuraveis,
ou seja, dos estados estimados £5 ;_jjx—1 € £3 4 1x—1, obtendo assim quatro matrizes de ganho
que sdo escalonadas com as fungdes de pertinéncia relativas aos maximos € minimos das ndo

linearidades consideradas nos vértices do politopo.

4.6.4 Resultados Simulados

Os resultados simulados apresentados mostram um caminho promissor para novas técnicas
de estimativa de estado.> Cada um dos métodos possui suas particularidades, vantagens e des-
vantagens. A Tabela 4.1 apresenta uma comparacao contendo o indice do erro quadratico médio,
do inglés root mean-square error (RMSE), o trago da matriz de covariancia, Tr(P*) 3, e o tempo
de processamento, TV de uma iteracdio (em segundos) para cada método simulado e adicio-
nalmente, o EKF, para fins de comparacdo. Em relacdo as siglas para representar os métodos:
ON refere-se ao filtro recursivo; OFF refere-se ao filtro em estado estacionario. As letras F e G
correspondem as abordagens de representacdo da dindmica do erro, F a fatoracdo do erro e G ao
DMVT. A sigla ESC corresponde ao método do ganho escalonado e FF corresponde ao método
de realimentacdo do estado estimado. Por fim, os nimeros ao final de cada sigla indicam o
nimero de ndo linearidades consideradas em cada implementacao.

A simulacdo de GCKF em estado estacionario, aplicando DMVT com 4 nao linearida-

des, resultou na matriz de ganho K dada por:

1,2627 0,1154
K= 10,1522 09641 |, (4.95)
0 0

a matriz ST, que indica o limite superior para a matriz de covariancia, foi encontrada:

10,77 —-1,77 0
St=1-1,77 1338 0 |, (4.96)
0 0 17,07

assim, as 16 matrizes de covariancia encontradas nao excedem os limites dados por st4

ZPara as simulagdes realizadas foram utilizados os teoremas e algoritmos indicados anteriormente. Para o caso
do GCKEF recursivo, as simulagdes se basearam no teorema 7 e a execugdo do algoritmo 1. Para a simulagdo do
GCKF em estado estaciondrio, as simulagdes se basearam no teorema 8 e a execucdo dos algoritmos 2 e 4.

3Por mais que o objetivo das condicdes LMIs tenha relacio com o determinante da matriz de covariancia,
os resultados s@o apresentados utilizando o trago da matriz de covaridncia por ser mais comumente utilizado na
literatura.

4As matrizes de ganho e covaridncia das outras simula¢des ndo foram apresentadas devido ao fato de haver
matrizes diferentes em cada simulagdo, especialmente nas simula¢cdes GCKF recursivo.
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Tabela 4.1: Comparacao entre técnicas simuladas - Dinamica Nao Linear - Lorenz 1

RMSE - x; | RMSE -x, | RMSE - x3 | Tr (PT) TCrPU
OFF-KF-G4 0,26 0,23 0,26 0,22 [6,7x1073
OFF-KF-F3 0,15 0,35 0,28 3,60 |6,6x1073
OFF-KF-F-ESC 0,13 0,30 0,31 2,75 8x 1073

Ao analisar a Tabela 4.1, observa-se potencial nas metodologias propostas para estimacao
de estados de sistemas ndo lineares. Para o caso considerado, em que nao linearidades estao pre-
sentes nos estados, € perceptivel que o GCKF em estado estaciondrio apresenta bons resultados
com a aplicagdo dos métodos de representacdo da dinadmica de erros estudados. Em todos os
casos do filtro em estado estaciondrio, o erro converge assintoticamente para zero, uma vez que
as LMIs sdo factiveis. Em relacdo ao tempo de processamento, o GCKF em estado estacionério
apresenta um tempo de processamento baixo, o que é uma vantagem em relacdo ao custo com-
putacional. O RMSE dos estados estimados é proximo em todos os casos, apresentando um
indice menor para o estado x3, que corresponde ao estado nao medido. Para o trago da matriz
de covariancia, ao utilizar a técnica de fatoracdo, observa-se um tragco maior, mas que decresce
conforme o nimero de vértices do politopo diminui.

A abordagem do filtro de estado estaciondrio se mostra eficaz em relagdo ao tempo de
processamento, pois ndo ha necessidade de executar LMIs a cada iteragdo, como o filtro recur-
sivo, nem da linearizacao analitica de estados, como no EKF. O filtro de estado estaciondrio ja
tem o tempo de processamento como um ponto positivo, além de ser assintoticamente nao po-
larizado. Com base nas estimagdes obtidas, € possivel concluir que as estimativas convergiram
para os estados, utilizando o GCKF em estado estaciondrio. Por outro lado, para este exemplo,
o EKF e o GCKF com atualiza¢do em tempo real ndo convergiram devido a limita¢des de ob-
servabilidade, assim, apenas 0 GCKF em estado estaciondrio obteve as estimativas de estado,
indicando que a abordagem é promissora do ponto de vista computacional e de convergéncia.

A dinamica do erro para o OFF-KF-G4 € indicada na Figura 4.1, juntamente com a
variancia. Como pode ser visto na Figura 4.1, o erro permanece dentro da faixa de variancia
do erro (adotada como 30), ndo excedendo os limites superior e inferior, conforme proposto na
metodologia. Considerando uma distribuicdo gaussiana, 30 representa uma chance de 99,74%
do erro estar dentro da faixa de variancia do erro.

Para ilustrar o Teorema 9, foram realizadas 1000 simula¢des para o sistema de Lorenz
utilizando GCKF em estado estacionario, considerando a estimativa inicial dos estados como
[20,20,20] e estados iniciais aleatrios para o sistema (com distribui¢do normal com média 0,1 e
desvio padrao 0,3), garantindo uma estimativa inicial polarizada. A Figura 4.2 indica a evolucdo
do erro médio de estimativa das 1000 simulag¢des, ilustrando que o GCKF ¢ assintoticamente
nao polarizado, uma vez que o erro médio de estimativa converge para zero.

O sistema (4.83) tem uma limitacdo de observabilidade e, portanto, o EKF e o GCKF

recursivo nio convergem. Assim, um segundo sistema de Lorenz foi analisado, considerando
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Figura 4.1: Evolucdo do erro de estimativa. Em preto: o erro e em vermelho: os limites dados
pela variancia em 30. GCKF em estado estaciondrio para o sistema de Lorenz com medicoes
€m xj € xXp.
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Figura 4.2: Evolucdo do erro médio de estimativa para 1000 simulagdes. GCKF em estado
estaciondrio para o sistema de Lorenz com medicdes em x| € x3.



76

Tabela 4.2: Comparagdo entre técnicas simuladas - Dindmica Nao Linear - Lorenz 2

RMSE - x; | RMSE - x, | RMSE - x3 | Tr (PT) TCrPU
ON-KF-G4 0,29 1,28 0,21 5,27 164,53
ON-KF-F4 0,26 0,57 0,27 0,85 162,77
ON-KF-F3 0,25 0,47 0,25 0,62 121,02
ON-KF-FF1 0,21 0,45 0,22 0,40 91,98
OFF-KF-G4 0,31 1,46 0,55 4,28 7% 1073
OFF-KF-F3 0,18 0,30 0,29 0,33 | 68x107°
OFF-KF-F-ESC 0,23 0,54 0,27 0,71 8,3x 1073
EKF 0,13 0,24 0,14 0,10 |11,3x1073

medic¢des nos estados x; e x3, sendo a matriz C dada por:

05 0 0
c=|" . (4.97)
0 0 05

Aguirre e Letellier (2011) apresentam uma ordem de qualidade para a reconstrug¢do do
espaco de estados, que € fortemente influenciada pelas caracteristicas de observabilidade, para
alguns sistemas ndo lineares. Usando a Decomposi¢dao de Valor Singular, do inglés Singular
Value Decomposition (SVD), observa-se que, para o sistema de Lorenz, a qualidade de obser-
vabilidade estd na seguinte ordem: x3>x;>x;. A ordem da qualidade de observabilidade do
sistema € dada do maior para o menor valor singular. O maior valor singular corresponde as
geometrias locais mais simples. Assim, a matriz C de (4.97) € usada para a anélise, uma vez
que ha medic¢des nas duas varidveis com a maior observabilidade.

A Tabela 4.2 indica os valores obtidos com a implementacdao do sistema de Lorenz
considerando medidas em x; e x3. Devido a qualidade de observabilidade dos estados, houve
convergéncia em todos os métodos, porém observa-se que, tanto para o GCKF recursivo quanto
para o GCKF em regime permanente, a utilizacdo do DMVT obteve tracos da matriz de co-
variancia maiores. Além disso, para o filtro recursivo, conforme o nimero de vértices do
politopo diminuia era obtido um valor menor para o tragco da matriz de covariancia. Era es-
perado que a técnica do ganho escalonado para 0 GCKF em regime permanente obtivesse um
menor traco, porém ndo ocorreu. O indice RMSE dos estados estimados permanece em faixas
proximas, mas observa-se que, utilizando DMVT, tanto para o filtro recursivo quanto para o
filtro em estado estaciondrio, os indices RMSE sao maiores. Para o GCKF com atualizagcao
em tempo real (recursivo), o uso dos estados estimados para realimentacdo a cada iteracdo gera
resultados com indices RMSE e traco da matriz de covaridncia menores. Para o caso estudado,
fica claro que o EKF apresenta valores de RMSE e traco da matriz de covariancia ligeiramente
inferiores aos valores apresentados para o GCKF em estado estaciondrio. No entanto, o EKF
ndo obteve condi¢des vidveis no primeiro sistema de Lorenz estudado, pois foi polarizado. Em
relacdo ao custo computacional, o GCKF ainda apresenta um custo computacional ligeiramente

inferior ao do EKF. Assim, fica claro que a grande vantagem do GCKF € sua ndo polarizagao.
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Figura 4.3: Evolucdo do erro de estimativa. Em preto: o erro e em vermelho: os limites dados
pela variancia em 30. GCKEF recursivo para o sistema de Lorenz com medi¢des em x| € x3.

A dinamica do erro para este ultimo caso € indicada na Figura 4.3, juntamente com a variancia.

Como pode ser observado na Figura 4.3, o erro permanece dentro da faixa de variancia
do erro (adotada como 30), ndo ultrapassando os limites superior e inferior, conforme proposto
na metodologia. Para melhor visualizacdo, foi aplicado um zoom na Figura 4.3, conforme

indicado na Figura 4.4.

4.6.5 Filtro com Desempenho H.. Garantido

Ao se utilizar o método da fatoracio do erro, conforme indicado em (4.92), € possivel
considerar trés ndo linearidades, levando a um politopo de oito vértices. Desta forma, aplica-se
o Algoritmo 3, baseado no Teorema 10, para obter os limitantes dos ruidos de processo (1) e
de medig¢do (y) e o ganho K. Utilizando a varidvel de folga y = 0,99 a aplicagao do algoritmo

encontrou os seguintes valores: 1 = 84,37 e Y= 149,77 e o ganho K:

1,1144 0
K=| 0o 2. (4.98)
0,0703 0

A estimacao dos estados estd representada na Figura 4.5.

Ao observar os estados estimados, o erro quadratico médio (RMSE) de cada estado é
calculado como um indice de desempenho, obtendo-se o que € indicado na Tabela 4.3.

Em relacao ao RMSE, o estado x3 que € o tnico estado nao medido, ndo possui 0 maior
RMSE, indicando um bom resultado da estimacao dos estados ndo mensurdveis. De forma a

avaliar os limitantes encontrados, computa-se o ganho .%> ao longo do tempo, considerando o
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Figura 4.4: Zoom da evolug¢do do erro de estimativa. Em preto: o erro e em vermelho: os limites
dados pela variancia em 36. GCKEF recursivo para o sistema de Lorenz com medi¢des em x| e
X3.
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Figura 4.5: Evolucdo dos estados. Em preto os estados e em vermelho os estados estimados.
Filtro ndo linear com H., garantido considerando a fatoracdo do erro para a representacio da
dinamica do erro.

Tabela 4.3: RMSE dos estados estimados - Filtro ndo linear com H., garantido

Estados | RMSE
X1 0,24
X2 0,41
X3 0,28
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Figura 4.6: Ganho .4, ao longo do tempo para a simulag@o e o limitante superior para ruido
de medi¢do. Em azul o limitante superior encontrado pelas condi¢des LMIs e em vermelho a
norma H.. do sistema. Sistema de Lorenz.

ruido de medicao na Figura 4.6 e o ruido de processo na Figura 4.7

Ao analisar o ganho %, ao longo do tempo, percebe-se que mesmo com um limitante
superior alto, encontrado pelas condi¢des LMIs, o ganho %5 foi bem inferior quando compa-
rado ao limitante. Isso demonstra a eficiéncia da metodologia proposta em relacdo a robustez

aos ruidos.

4.6.6 Filtro Multiobjetivo

A observabilidade do sistema de Lorenz foi analisada anteriormente, desta forma, para
a implementacao do filtro multiobjetivo a tempo discreto, utilizou-se o sistema de Lorenz con-
siderando a matriz C conforme a equacdo (4.97) em que os estados medidos sdo x; e x3. Além
disso, foi utilizada apenas a técnica da fatoracdo do erro para tratar o problema das nao li-
nearidades, visto que tal técnica permite o uso de menos vértices para o politopo, conforme
indicado nos resultados simulados anteriormente. Para manter um padrao nas simulacdes, a
variavel de folga i foi definida a mesma para as duas abordagens: por restricao e escalar. Para
a abordagem do custo com restri¢do, limita-se os pesos para 1) € ¥ e a partir dai determina-
se a minimizagdo da variancia. Por outro lado a abordagem de custo escalar pondera os trés
objetivos e, nesse caso, 0s objetivos para a minimizagdo de 1) e Y tiveram um custo maior, con-
siderando a; = 0,4, oy = 0,4 € a3 = 0,2, sendo o custo dado por a1 + 0y + ozlogdet (ST)
e, assim, a minimizacdo da variancia obteve um valor maior para o traco da matriz. A variavel

de folga definida foi u = 0,7, ja que para tal valor as LMIs foram factiveis em todos os casos
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Figura 4.7: Ganho .%, ao longo do tempo para a simulag@o e o limitante superior para ruido
de processo. Em azul o limitante superior encontrado pelas condicoes LMIs e em vermelho a
norma H.. do sistema. Sistema de Lorenz.

Tabela 4.4: Comparacao entre técnicas simuladas - Filtro Multiobjetivo - Lorenz

Restri¢ao Escalar
Ruido Branco | Senoidal | Branco | Senoidal
n 13,9642 | 13,9642 | 12,5736 | 12,5736
Y 13,9642 | 13,9642 | 11,6905 | 11,6905

RMSE - x; | 02214 [ 0,2299 | 0,2429 | 0,2517
RMSE - x, | 0,5202 | 0,5078 | 0,6903 | 0,6792
RMSE - x3 | 0,3091 | 0,3116 | 0,3966 | 0,3986
Tr (PT) 10,5838 [0,5838 | 1,2544 | 1,2544
TCPU 0,0071 | 0,0077 | 0,0078 | 0,0064

estudados.’

Dado que as abordagens para resolu¢do de técnicas de otimizacdo multiobjetivo po-
dem gerar diversos resultados factiveis, e considerando os pesos diferentes @; aplicados a cada
funcao objetivo, foi obtido o conjunto de solucdes de Paretto (ou solucdes eficientes), que mos-
tra diversos valores de solucdes para o problema multiobjetivo. A Figura 4.8 indica as possiveis
solucdes encontradas para a abordagem de custo com restricdo, em que S5, corresponde ao
custo da inversa da matriz de covariancia.

A partir das possiveis solucdes encontradas em cada abordagem, uma das solugdes foi
escolhida para cada caso, para a andlise dos resultados obtidos, conforme indicado na Tabela
4.4.

Ao analisar os resultados indicados na tabela, percebe-se uma pequena diferenca entre

A simulagio foi realizada com base no teorema 11 e a execugio do algoritmo 4 para simular os resultados
obtidos.
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Figura 4.8: Solucdo Paretto para o sistema de Lorenz considerando a abordagem por restri¢ao
para a técnica de resolucdo da otimiza¢do multiobjetivo.
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Figura 4.9: Evolucdo do erro de estimativa. Em preto: o erro e em vermelho: os limites dados
pela variancia em 30. Filtro multiobjetivo com custo por restri¢do para o sistema de Lorenz.

o RMSE dos estados, e, considerando que o estado x; € o tnico estado ndo medido, ele possui
o maior indice RMSE. Além disso, a abordagem ainda mantém um tempo de processamento
baixo, como pode-se notar pela linha T€?Y. Ainda observa-se pela tabela que para cada abor-
dagem foram realizadas simula¢des considerando dois tipos de ruidos diferentes no sistema, o
ruido branco e o ruido senoidal. Os dois ruidos foram aplicados separadamente para observar
a robustez do sistema aos ruidos, uma vez que a abordagem multiobjetivo possui a garantia da
minimizacao do limitante superior para a norma H... Os resultados alcangados sdo satisfatdrios,
mas o que apresenta a diferenca entre a abordagem de custo escalar para a abordagem de custo
com restri¢ao € em relacdo as prioridades na funcao objetivo, visto que na abordagem escalar a
prioridade era dada pela minimizagdo da norma 72, visto que os pesos de ponderacdo ¢; eram
maiores para tal objetivo. Por outro lado, pela técnica de restri¢ao, o objetivo era a minimizagao
da covariancia, visto que os limitantes da norma .72 s6 possuiam um limitante maximo.

Em relacdo ao objetivo da minimizagdo da variancia, a Figura 4.9 apresenta a dinamica
do erro juntamente com os limites da variancia encontrados, para o caso da técnica de otimizagao
por restricao. Observa-se que o erro de estimativa para os trés estados se manteve dentro dos
limites encontrados. Devido a similaridade dos resultados graficos, para o caso escalar nao foi
apresentado, porém o erro também se mantém dentro dos limites encontrados.

Em relagdo ao objetivo de robustez aos ruidos, a norma % foi tragada indicando que ela
se mantém abaixo do limitante superior obtido pelas condi¢des LMIs. As Figuras 4.10 e 4.11

apresentam o ganho .%» para o sistema com ruido branco e com ruido senoidal, respectivamente.
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Figura 4.10: Ganho .4 ao longo do tempo para a simulagdo e o limitante superior para ruido
de processo. Em azul o limitante superior encontrado pelas condicdes LMIs e em vermelho a
norma H., do sistema. Filtro multiobjetivo com custo por restricdo para o sistema de Lorenz
com ruido branco.
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Figura 4.11: Ganho .%, ao longo do tempo para a simulag@o e o limitante superior para ruido
de processo. Em azul o limitante superior encontrado pelas condicdes LMIs e em vermelho a
norma H., do sistema. Filtro multiobjetivo com custo por restricdo para o sistema de Lorenz
com ruido senoidal.



84

10 T T T T T T T T —iViax
S0 )
Min
10 I I I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
k

Figura 4.12: Simulagdo da trajetoria dos estados com indica¢do dos limites maximo e minimo.
Em preto as trajetorias dos estados e em vermelho os limites.

4.7 Resultados Numéricos - Nao Linearidade na Equacao de
Saida

A presente secao apresenta os resultados numéricos obtidos a partir da implementacao
dos métodos propostos neste capitulo. E apresentado um exemplo numérico considerando nao

linearidades presentes na equacdo de saida. Considere o sistema numérico a tempo discreto:

tool] o
Xp = Xje— W1,
““lo o9 o 1] ! (4.99)

Y= [1ax+100 x|+ vi

Considerando que —11,0554 < x; < 76,8531 e —6,9483 < xp < 7,5125, considerados
proximos aos valores maximo e minimo dos estados encontrados pela simulacdo. Um limite
mais alto poderia ser considerado, o que seria mais conservador. A simulagdo da trajetoria dos
estados € utilizada para obter informagdes sobre o limite intervalar das varidveis de estado.

O sistema numérico foi simulado. Inicialmente, foi realizada uma simula¢do apenas para
observar a trajetoria dos estados, considerando o sistema descrito. Dessa forma, as trajetorias
definiram os limites superior e inferior descritos. A figura 4.12 mostra a simulagdo da trajetoria
dos estados.

A simulacdo da trajetoria dos estados serviu para obter informacdes sobre o limite do
intervalo das variaveis de estado.

Sendo v, e wy ruidos Gaussianos, considera-se para as simulacdes que as condicoes ini-
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ciais dos estados e estimativas sdo aleatdrias, com distribui¢do normal com média 0,1 e desvio-
padrdo 0,3, e a matriz de covariancia inicial corresponde a P11 = 1005252 € Q = 0,00251»
eR= 0,04I1><1.

4.7.1 O Tratamento das Nao Linearidades

Ao analisar (4.99), percebe-se que nao ha nao linearidades presentes na dinamica do
sistema descrito. Essa andlise é realizada observando-se que a matriz A € constante. Dessa
forma, a matriz &, correspondente as ndo linearidades presentes na dindmica serd constante e
igual a matriz A. Por outro lado, ao observar a equacao de medigao yy, nota-se a presenca de nao
linearidades associadas a equagdo de saida do sistema. A matriz C ndo € constante e depende
do estado x,, assim, a matriz ¥, deixa de ser constante, como visto no exemplo do sistema de
Lorenz.

Reescrevendo o sistema na forma de (4.7):

1 0,1 Lo
X = Xk—1 Wk—-1,
0 09 01 (4.100)

ye= {100 0| xet [1] [xraman 33, + v

entao:

I
—
o
S
=
—_

(4.101)

2
X1.4X2,k +X2,k} )

<€ Q O
|

O problema encontrado é a incompatibilidade entre as nao linearidades que envolvem
estados mensurdveis e ndo mensurdveis. Para tratar essa incompatibilidade, dois métodos foram
apresentados: o primeiro método trata a incompatibilidade por meio da aplicagdo do DMVT

(Pan et al., 2020). As nao linearidades sdo:

Y= [xl,kflxz,kfl +x%7k,1] . (4.102)

A matriz Jacobiana pode ser obtida, tal que:

Y=o w200, (4.103)

entao:
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Gy — [xz,k,l +100 xp4 g —|—2x27k,1] . (4.104)

O segundo método trata tal incompatibilidade fatorando o erro presente no trabalho de

Quintana et al. (2020), assim para o sistema numérico, obtém-se, com base em (4.17) e (4.101):

X1k

£
. [+ 100 S0 [ (4.105)

24 +100 x4
& X2 k|k

Fatorando o0 erro xp k121 k—1 = %2 - 1)k 181 k—1jk—1 = X1 k= 12261 — X1 k=182 4 1jp—1 F

X1 k=152 k—1k—1 = F1 k- 1k~ 1%2,4— 1]k —1 que € 0 mesmo que xy x—j€2 + £, 1 x—1€1. De modo que

o erro de estimagdo pode ser dado por:

N A €1 k—1lk—1
Cklk—1 = [xz,k71|k71 +100  xq g1+ (21 +x27k71|k71)] . | : (4.106)
2k—1[k—1

Assim, a matriz ¢ € dada por:

G = [fz,k—uk—l +100 Xy 41+ (281 +??2,k—1|k—1)] : (4.107)

Observacao 10. As matrizes 9 obtidas em ambas as abordagens sdo andlogas, portanto, as
simulagées foram realizadas em relacdo a fatoracdo de erro, uma vez que os estados estimados
podem ser usados para realimentagdo no filtro recursivo e no filtro de estado estaciondrio com
ganho escalonado K. Os vértices do politopo para a matriz G sdo formados da mesma forma

que para a matriz &, do sistema de Lorenz discutido anteriormente.

4.7.2 GCKF Recursivo

Observando (4.106), duas ndo linearidades nao medidas podem ser consideradas, de
acordo com a abordagem indicada por Quintana et al. (2020). Dessa forma, é possivel esti-
mar os estados utilizando 4 vértices para a matriz de dindmica de erros. Uma proposta para
aprimorar os resultados obtidos com o filtro recursivo foi utilizar as informagdes dos estados
estimados de instantes anteriores para estimar os estados nos passos de tempo futuros; dessa
forma, os estados estimados serdo realimentados ao sistema. Tal abordagem sé pode ser apli-
cada utilizando a técnica de fatoracao de erros apresentada por Quintana et al. (2020), uma vez
que essa técnica permite o uso dos estados estimados em sua representacdo da dinamica do erro.
Dessa forma, apenas uma nao linearidade nao mensuravel pode ser considerada, correspondente

a xp k, destacado de azul:

o k—1k=1 100 41+ (0241 + X2 p—1jk—1) | - (4.108)

Assim, € possivel estimar os estados utilizando apenas dois vértices para a matriz de
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Tabela 4.5: Comparacao entre técnicas simuladas - Nao linearidade na equacao de saida

RMSE - x; | RMSE - x, | Tr (P1) TCrPv
ON-KF-F2 0,06 0,14 0,06 146,96
ON-KF-FF1 0,06 0,15 0,07 84,64
OFF-KF-F2 0,07 0,12 002 | 5x1073
OFF-KF-F-ESC 0,09 0,12 0,02 [64x1073
EKF 22x1073 0,11 0,01 |[8,1x1073

dinamica de erros. As nao linearidades que compdem os estados estimados serao atualizadas a

cada iteracdo e entdo consideradas como estados mensuraveis.

4.7.3 GCKF em Estado Estacionario

O filtro de estado estaciondrio possui apenas uma matriz de covariancia constante para
todo o processo de estimacdo, o que torna o custo computacional da estimativa menor. Duas
abordagens foram consideradas: a primeira considera duas nao linearidades em (4.106); dessa
forma, € possivel estimar os estados utilizando 4 vértices para a matriz de dindmica de erros. A
segunda abordagem considera o escalonamento do ganho de Kalman K, de forma que o ganho
dependa apenas dos estados mensuraveis, ou seja, do estado estimado £; 11, obtendo-se
assim duas matrizes de ganho que sdo escalonadas com as func¢des de pertinéncia relativas aos

maximos e minimos das ndo linearidades consideradas nos vértices do politopo.

4.7.4 Resultados Simulados

A Tabela 4.5 contendo o indice de desempenho adotado (RMSE), o trago da matriz
de covariancia e o tempo de processamento de uma iteracdo (em segundos) para cada método
simulado € apresentada para fins de comparagao.

Ao analisar os resultados obtidos, considerando a nao linearidade na medicao, observa-
se que os métodos propostos alcancaram bons resultados, assim como no caso da ndo linea-
ridade nos estados. Computacionalmente, filtros recursivos sdo menos eficazes devido ao seu
tempo de processamento, mesmo obtendo baixos indices RMSE e minimizando a matriz de
covariancia. Este método parece promissor e, portanto, sua convergéncia deve ser investigada.
O método do filtro em estado estaciondrio mais uma vez obteve bons resultados, garantindo a
convergéncia € minimizando a matriz de covariancia. Quando comparado ao resultado obtido
com o EKF, pode-se observar que os resultados sdo muito proximos, mas a grande vantagem ¢é
em relac@o ao tempo de processamento, visto que, para o filtro em estado estacionario proposto,
este € menor do que para o filtro de Kalman estendido.

Para GCKEF recursivo, hd uma vantagem em usar os estados estimados para realimentar o
sistema a cada iteracdo, obtendo assim um menor tempo de processamento, uma vez que apenas

uma nao linearidade é considerada e, consequentemente, menos vértices do politopo. Para o
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Figura 4.13: Evolucao do erro de estimativa. Em preto: o erro e em vermelho: os limites dados
pela variancia em 30. GCKF em estado estaciondrio com ganho escalonado K, para o sistema
numérico com nao linearidades na equacdo de medigao.

GCKF em estado estaciondrio, observa-se uma proximidade em ambos os casos avaliados. Para
ilustrar os resultados, a Figura 4.13 apresenta a dinamica do erro juntamente com sua variancia,
para o GCKF em estado estaciondrio usando o ganho escalonado K. Como pode ser visto na
Figura 4.13, o erro permanece dentro do intervalo de variancia do erro (adotado como 30), ndao
excedendo os limites superior e inferior, conforme proposto na metodologia.

Em todas as abordagens € possivel verificar a elipse de incerteza e se os estados do
sistema e os estados estimados se mant€ém dentro da elipse. A Figura 4.14 apresenta a elipse de

incerteza relacionada ao GCKF em estado estaciondrio com ganho K escalonado.

4.7.5 Filtro com H.. Garantido

Ao se utilizar o método da fatoragdo do erro, conforme indicado em (4.107), € possivel
considerar duas nao linearidades, logo um politopo de quatro vértices. Desta forma, aplica-se
o Algoritmo 3 para obter os limitantes dos ruidos de processo (1) e de medicdo (y) e o ganho
K. Utilizando a variavel de folga = 0,99 a aplicacdo do algoritmo encontrou os seguintes
valores: 1 =1,2812 e y=1,0797 e o ganho K:

0,0032
K= . (4.109)
0,0020

Ao observar os estados estimados, o erro quadratico médio (RMSE) de cada estado €
calculado como um indice de desempenho, obtendo-se o que € indicado na Tabela 4.6.
De forma a avaliar os limitantes encontrados, computa-se o ganho %> ao longo do

tempo, considerando o ruido de medi¢ado na Figura 4.15.
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Figura 4.14: Elipse de incertezas para cada amostra. Em azul os estados e em vermelho os
estados estimados. GCKF em estado estaciondrio com ganho escalonado K, para o sistema
numérico com nao linearidades na equacdo de medigao.

Tabela 4.6: RMSE dos estados estimados - Filtro ndo linear com H., garantido

Estados | RMSE
X1 0,056
X2 0,036
Norma Hoo
7 T T T T T T T T T
6 - -
5 - -
w— 4r 7
=
T
3 - -
2 - —
1 Z/wﬂf“*—"‘—
0 L L L L L L L L L
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Figura 4.15: Ganho .% ao longo do tempo para a simulacdo e o limitante superior para ruido
de medi¢do. Em azul o limitante superior encontrado pelas condi¢des LMIs e em vermelho a
norma H.. do sistema. Sistema com nao linearidade na equacdo de saida.
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Tabela 4.7: Comparagdo entre técnicas simuladas - Filtro Multiobjetivo - Nao linearidade na
equacgdo de medicao

Restricao Escalar
Ruido Branco | Senoidal | Branco | Senoidal
n 9,9499 | 9,9499 9,9372 | 9,9372
Y 9,9699 | 9,9699 51,4816 | 51,4816

RMSE - x; | 0,0446 | 0,0043 | 0,0412 | 0,0041
RMSE - x, | 0,1212 | 0,0051 | 0,1226 | 0,0050
Tr (PT) |7,6619 | 7,6619 | 0,5754 | 0,5754
TCPU 0,0058 | 0,0070 | 0,0085 | 0,0066

Ao analisar o ganho %, ao longo do tempo, percebe-se o ganho % foi inferior ao limi-
tante encontrado pelas condicoes LMIs. Isso demonstra a eficiéncia da metodologia proposta

em relacdo a robustez aos ruidos.

4.7.6 Filtro Multiobjetivo

Para a implementac¢do do filtro multiobjetivo foi utilizada apenas a técnica da fatoracao
do erro para tratar o problema das nao linearidades, visto que tal técnica permite o uso de
menos vértices para o politopo, conforme indicado nos resultados simulados anteriormente.
Para manter um padrao nas simulacgdes, a varidvel de folga u foi definida a mesma para as duas
abordagens: por restricdo e escalar. A varidvel de folga definida foi u = 0,7, ja que para tal
valor as LMIs foram factiveis em todos os casos estudados.

Dado que as abordagens para resolu¢do de técnicas de otimizacdo multiobjetivo po-
dem gerar diversos resultados factiveis, e considerando os pesos diferentes @; aplicados a cada
fungado objetivo, foi obtido o conjunto de solucdes de Paretto, que mostra diversos valores de
solugcdes para o problema multiobjetivo. A Figura 4.16 indica as possiveis solu¢des encontra-
das para a abordagem de custo com restricao, em que S, corresponde ao custo da inversa da
matriz de covariancia.

A partir das possiveis solucdes encontradas em cada abordagem, uma das solugdes foi
escolhida para cada caso para a andlise dos resultados obtidos, conforme indicado na Tabela
4.7.

Ao analisar os resultados indicados na tabela, percebe-se uma pequena diferenca entre
o RMSE dos estados, e, que o sistema responde melhor quando € submetido a ruidos senoidais
do que ruidos brancos. Além disso, a abordagem ainda mantém um tempo de processamento
baixo, como pode-se notar pela linha 7¢"V . Diferentemente do caso simulado para o sistema
de Lorenz, aqui, foi definido, no projeto, para a abordagem de custo escalar, que o custo em
relacdo ao objetivo da minimizagdo da matriz de covariancia tivesse um maior peso, 03 = 0,6
enquanto que para o limitante 1 o custo foi de ¢y = 0,3 e para y foi de a3 = 0,1. Desta

forma, percebe-se que o método obteve um menor limitante para a variancia do erro, quando
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Figura 4.16: Solucdo Paretto para o sistema numérico com nao linearidade na equacgao de
medicao, considerando a abordagem por restri¢do para a técnica de resolu¢do da otimizagao
multiobjetivo.
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Figura 4.17: Evolugdo do erro de estimativa. Em preto: o erro e em vermelho: os limites dados
pela variancia em 30. Filtro multiobjetivo com custo escalar para o sistema numérico com nao
linearidades na equagao de medicao.

comparado ao método por restricio. Do mesmo modo, os limitantes superiores para a norma
H., foram menores quando a otimizagdo se deu por custo com restricao.

Em relacdo ao objetivo da minimizacgao da variancia, a Figura 4.17 apresenta a dindmica
do erro juntamente com os limites da variancia encontrados, para o caso da técnica de otimizagao
por custo escalar. Observa-se que o erro de estimativa para os dois estados se manteve dentro
dos limites encontrados.

Em relac@o ao objetivo de robustez aos ruidos, a norma %5 foi tracada indicando que ela
se mantém abaixo do limitante superior obtido pelas condi¢des LMIs. A Figura 4.18 apresenta

o ganho .%, para o sistema com ruido senoidal.

4.8 Consideracoes Finais

Ao longo deste capitulo foram apresentados e analisados trés métodos para a estimacao
de estados de sistemas nao lineares a tempo discreto. Os trés métodos utilizaram das técnicas
de fatoracdo do erro e do DMVT para tratar o problema de incompatibilidade das varidveis
premissas mensurdveis e ndo mensurdveis. As técnicas utilizadas garantem que uma classe
maior de sistemas ndo lineares possa ser atendida pelos métodos de estimacao apresentados.

Em relacdo aos métodos apresentados observa-se que todos eles sao derivados das eta-
pas do classico filtro de Kalman. As manipulagdes matematicas foram realizadas de forma a
obter condicdoes LMIs que fossem factiveis nos problemas apresentados. O primeiro método
apresentou resultados que garantem que o filtro assegura um limite para a covariancia do erro

de estimacdo. Tal método foi dividido em dois filtros, o de estado estaciondrio e o recursivo.
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Figura 4.18: Ganho .%, ao longo do tempo para a simulag@o e o limitante superior para ruido
de processo. Em azul o limitante superior encontrado pelas condicoes LMIs e em vermelho
a norma H., do sistema. Filtro multiobjetivo com custo escalar para o sistema numérico com
ruido branco.

Ambos os filtros obtiveram resultados satisfatorios para as estimativas de estado, porém para
o filtro de estado estaciondrio hd a garantia de convergéncia assintética do erro médio de esti-
mativa e uma redu¢do no custo computacional. O segundo método proposto visa garantir um
limitante superior para a norma H. do ruido de processo e de medi¢ao para o filtro proposto.
Diferentemente do primeiro método, o segundo garante uma robustez aos ruidos. Por fim, para
garantir um filtro com uma minimizac¢do da covariancia do erro de estimagdo e uma robustez aos
ruidos, um filtro multiobjetivo foi apresentado acoplando as caracteristicas dos dois primeiros
métodos propostos.

Tanto para o filtro de estado estaciondrio quanto para o filtro H., a andlise das figuras
aparenta que, no inicio do processo de estimag¢do, os limites ndo sdo respeitados para os casos
em que a condi¢ao inicial € polarizada. Porém, isso era o esperado, visto que os limites consi-
deram que o filtro estd em regime em ambos os casos. Foi apresentado que os filtro em estado
estaciondrio € assintoticamente ndo polarizado e o filtro H. € estavel, ou seja, apds o transitorio
inicial os limites sdo sempre respeitados.

De posse dos resultados obtidos, percebe-se que as trés metodologias propostas obti-
veram resultados satisfatorios e que garantem o objetivo em que sao propostos. A andlise dos
métodos foi realizada em comparaciao ao EKF, de forma a apresentar resultados que sdo sufi-
cientemente aceitos e validados. Além disso, conforme apresentado, existem casos em que o

EKF nao converge e, por outro lado, o GCKF de estado estacionario € uma solucao vidvel.
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Capitulo 5
Métodos para Sistemas a Tempo Continuo

No presente capitulo, a metodologia para a estimagao de estados de sistemas ndo lineares
a tempo continuo é apresentada. O método apresentado se refere ao projeto do filtro de Kalman
com covariancia garantida, assim como o método apresentado para sistemas a tempo discreto.
Para sistemas a tempo continuo, a otimiza¢ao em tempo real nio faz sentido devido a natureza
continua dos dados e processos. Em outras palavras, a otimiza¢cdo em tempo continuo nao se
limita a buscar uma solu¢do pontual em um determinado instante, mas sim garantir um desem-
penho 6timo continuo ao longo do tempo. Desta forma, para o0 método proposto, é considerada
apenas a abordagem do filtro em estado estaciondrio.

Para o método aqui apresentado, foi utilizada apenas a técnica do DMTYV apresentada no
capitulo 3 para o tratamento da incompatibilidade das varidveis premissas mensuraveis € nao
mensuraveis, de forma a simplificar a apresentagdo dos resultados. Porém, tal representacdo

pode ser facilmente modificada utilizando as estratégias similares as do capitulo anterior.

5.1 Projeto do GCKF a Tempo Continuo

Considere o sistema a tempo continuo dado por (1.1):

(1) = A(x(1))x(t) + Bu(x(1) )u(r) + Byw(1)
y(t) = Clx(0)x(1) + v (1),

em que w € RY € o ruido do processo e v € R? é o ruido de medicao, que sdo varidveis aleatdrias
independentes, com média zero, que satisfazem: E[w(T)w(s)’] = Q8(t —s), E[v(t)v(s)T] =
RS(7—s) e E[v(T)w(s)T] =0. Com base nas condi¢des LMIs e em uma abordagem estocdstica,
o0 objetivo da estimativa de estado € encontrar uma estimativa ndo polarizada, X, com um limite
superior minimo garantido para a covariancia, E [eeT] = P, do erro de estimativa (¢ = x — X),
considerando sinais exdgenos desconhecidos w e V.

Adaptando a representacao de Pan et al. (2020), chega-se a uma decomposi¢ao de termos
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lineares e ndo lineares, similar ao apresentado no capitulo anterior, tal que:

¥ =Ax+Bu+Fo(x,u)+B,w, G.1)
y=Cx+Gy(x)+V, '

em que as matrizes A € R"*", B, € R"™ e C € RP*" representam os termos lineares nas matri-
zes A(x),By(x) e C(x) respectivamente; F € R e G € RP*"v sdo matrizes que representam
como os termos ndo lineares ¢(.) € R™ e y(.) € R"v afetam a dindmica do sistema.

Usando a representagdo de (5.1), define-se o filtro como:

X=AX+Bu+FoEu)—KG®—y),
L+ By ¢(fu) —K(F—y) 5.2)
9=Ci+Gy(%),
de forma que a dinamica do erro é dada por:
¢ =Ae+FAy+B,w—K(Ce+GAy+V). (5.3)

Nesta nova representacdo, os termos de incompatibilidade sio representados pelos ter-
mos Ay € Ay. A metodologia para lidar com tal problema refere-se ao uso do DMVT apresen-
tado por Pan et al. (2020) indicado na Secao 4.1.1.

A partir do uso do DMVT, segue:

Ay = Vilzue, (5.4)
Ay, = Ve, (5.5)

com z; e k; representando pontos desconhecidos entre os valores de estado e os estados estima-
dos.

Como esses valores ndo sao conhecidos, considera-se, de forma conservadora, que eles
podem assumir qualquer um dos valores possiveis de x. Nesse sentido, pode-se considerar uma

representacao politopica incerta.

i
V¢i|zi7“ = Z aik,'Eiki7 (56)
ki=1
Si _
Vil = Y. BijiGij (5.7)

Ji=1
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com 0O, > 0, Z;r{i:1 o, =1, Bij, > 0, ):j-i.zl Bij; =1, e defina

ri "ng ng Eit,
Eze) =Y, ... Y ([]ow, | |[A+F| , (5.8)
k=1 kny=1 \p=1 =
| Zrokng
1 Sny ny B Gljl
k)=Y ... ¥ ( ﬁp,-,,) c+a| ||, (59
A=l =1 \p=1 =
L nl[/]nq;
levando a seguinte dindmica de erro
é=(&(z,u) —K¥9(x))e+B,w—KV. (5.10)

Como os valores o e § somam um, a dindmica do erro pode ser escrita com uma tnica soma

incerta homogeneizada, levando a
¢C Y oy ((&—K%)e+B,w—Kv). (5.11)
k=1

Para facilidade de representagao sobre Oy, a seguir, serd utilizada a notagdo curta &5 =Y ;| 0% S%
e Yo = Y11 %%. Considerando z e k varidveis desconhecidas, que assumem quaisquer va-
lores possiveis dentro de uma regido de interesse, € possivel substituir a dindmica de erro ndao
linear original por uma inclusdo diferencial com valor definido. Desta forma, o lema 6 € vélido

de forma similar para o projeto do GCKF para sistemas a tempo continuo.

5.1.1 Dinamica da Covariancia

Ao integrar a equagdo (5.11) ao longo do tempo,

t+At
et +Ar) C e(t) + /t (Ex— K%a)e(t) + Byw(t) — Kv(T)dx.

Como Ele(s)w(1)T] = Ele(s)v(7)T] = Ew(T)v(s)T] = 0, E[w(T)w(s)T] = Q8(T —5),
E[v(t)v(s)T] = R8(t —s), e definindo P(t) = E[e(t)e(t)"], segue que

P(t+Ar)—P(t) < /HNE [e(t)e(r)T] (6x—KYy) dt+ /HAt(é“‘a — K9Y)E [e(r)e(;)T] dt
t t+At  pt+At t
+AtB,, QBT + AtKRK" + / / (6 — K9a)E [e(T)e(s)"] (6o — K¥x) drds. (5.12)

Dividindo ambos os lados por Af e tomando o limite como Ar — 0, segue que
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P(t) < (65— K93)P(t) + P(t)(6x — K95)T + B,,OBT + KRKT (5.13)

5.1.2 GCKF em Estado Estacionario

Considerando o sistema nao linear descrito por (1.1), é possivel projetar o filtro de Kal-
man com covariancia garantida, conforme o Teorema abaixo.
Teorema 12. Se existirem uma matriz Z € R"*P e uma matriz simétrica definida positiva W €

R™ " tais que as condi¢des

miny z —logdet(W), s.a
EXW —GT7ZT +WEy—7295 WB,  Z
* —0! 0 <0
* * —R!

(5.14)

sdo satisfeitas, entdo o ganho do filtro de Kalman proposto e as matrizes de covaridncia de

limite superior minimo garantido sdo obtidos por meio de P~' =W e K=W~1Z.

Demonstragdo. A condigio (5.13) garante que P(t) < 0, ou seja, a varidncia diminui ou se
mantém constante, para um determinado limitante superior que serd encontrado. Desta forma,
aplicando o complemento de Schur e considerando o filtro de estado estaciondrio (P(t) = P),

obtém-se:

P&Y —PYTKT + &P —KGsP  BI KT
* -0! 0 | <0, (5.15)
* * —R!

(5.15) é multiplicada a esquerda por

0
0l, (5.16)
I

e a direita pela sua transposta, resultando em:

sfp! —gTkTp~1 4 p~1&; — P 'k9; P~ 'BI p~'KT
* 0! 0 <0. (5.17)
* * —R!

Fazendo P~! = W e considerando Z = WK, obtemos assim as condi¢des indicadas no Teorema
12. ]
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Assim como para o método proposto para sistemas a tempo discreto, o operador logdet
foi utilizado ao invés do trago da matriz de covariancia, para o método para sistemas a tempo
continuo. Além disso, o0 GCKF em estado estaciondrio para sistemas a tempo continuo € assin-
toticamente nao polarizado, conforme indicado no Teorema abaixo.

Teorema 13. O filtro de Kalman de covaridncia garantida em estado estaciondrio é assintoti-

camente ndo polarizado (o erro médio de estimativa converge assintoticamente para zero).

Demonstracdo. Considere a dindmica do erro de estimativa dado em (5.11). Tomando sua

esperanga matematica, conclui-se que:

Elé| CE[(6a—K%5)e+Byw —KV], (5.18)
(

E[e] ; Q—Kga)E[e]—I—BWE[W] —KE[V]. (5.19)

Se w e v sdo varidveis aleatdrias independentes com média zero, entdo E[w] =0 e E[v] = 0.
Portanto:

E[e] g (éda —K%Q)E[e]. (520)

Considerando a fun¢do candidata de Lyapunov:

V(Ele]) =Ele]' P7'E[e] <0, P>0, (5.21)

sua derivada é dada por:
V(E[e]) = E[¢]TP7'E[e] + E[e]T PE]¢], (5.22)
V(Ele]) = Ele]" (&g — K%3) P~ + P71(&5 — KY3))E|e]. (5.23)

Note que, a partir da demonstragcdo do Teorema 12, se as condi¢Oes em (5.14) forem satisfeitas,

segue-se que

(s — K95)P + P(&y — K95)" +B,,OB. + KRKT <0 (5.24)

e uma vez que Q > 0e R > 0, implica que:
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(6a — K9P+ P(&y — K95)" <0, (5.25)
(s —KY5) P+ P71 (& — K¥5) < 0. (5.26)

em que esta uUltima desigualdade resulta da multiplicacdo de (5.25), a esquerda e a direita,
por P~!. Multiplicando esta dltima desigualdade  esquerda por E[e]” e a direita por Ele],
obtém-se que V(Ele]) em (5.23) é definido negativo, o que, por sua vez, prova que o filtro é

assintoticamente nao polarizado. [

Observacao 11. O algoritmo para a execugdo do GCKF a tempo continuo é andlogo ao Algo-

ritmo 2.

5.2 Resultados Numéricos - Nao Linearidade na Dinamica

A presente secao apresenta os resultados numéricos obtidos a partir da implementacao
do método proposto no capitulo. E apresentado um exemplo numérico considerando ndo linea-
ridades presentes na equagdo da dindmica.

Considere o sistema de Lorenz: (Lorenz, 1963; Quintana et al., 2020)

X1 (1) = a(x (1) —x2(1)),
X2(t) = bxy(t) —x2(t) —x1(¢)x3(2), (5.27)
x3(t) = exa(t) +x1(¢)xa(2),
y(t) =0,5x1 (1) +0,5x (1),
coma=—10,b=28¢ec= —%. Deseja-se obter uma estimativa do estado nao medido x3.

Considerando que —20 < x1 <20, —30 <x; <25e —2,5 < x3 <50. Limites maiores poderiam
ser considerados, o que seria mais conservador. Dessa forma, os limites eram valores menores

que cobriam a regido dos estados. O modelo de espaco de estados € dado por:

X1 [ 10 10 0
Xp| = 128—x3 —1 O | x+B,w,
5 | o 0 -3 (5.28)
(05 0 0
y= X+ V.
0 050

em que B,, = I é a matriz de ruido do processo, v € um ruido gaussiano com R = 0,04/3.3 e

w com Q = 0,0025/33. Para as implementacdes do sistema a tempo continuo, as condigdes
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iniciais dos estados sao assumidas como [1 1 1] , € as condicoes iniciais das estimativas sao

assumidas como [10 10 10].

5.2.1 O Tratamento das Nao Linearidades

Reescrevendo o sistema de Lorenz discretizado na forma (5.1), obtém-se:

—10 10 0
A=1(28 -1 0|,
o o -3
(0 0
5.29
F=|1 ol. (5.29)
0 1
—X1X3
o ].
X1X2

O problema encontrado € a incompatibilidade entre as ndo linearidades envolvendo os
estados mensurdveis € nao mensurdveis. Para lidar com essa incompatibilidade, utilizando o
DMVT (Pan et al., 2020) e, considerando as nao linearidades dadas por ¢, a matriz Jacobiana

pode ser obtida, usando o DM VT, de forma que:

_ [—X:; 0 —x1] (5 30)

gl&

x x1 0

entdo a matriz &, em (5.8) pode ser escrita como:

-10 10 0
&= 128—x3;, —1 —xifz|- (5.31)
2|2, X1z —§

Usando o DM VT, ao procurar uma representacdo convexa de (5.31), pode-se usar ape-
nas 16 vértices, porque as nao linearidades semelhantes de linhas diferentes ndo podem ser
agrupadas.

Observacao 12. A diferenca da representacdo do sistema continuo para o discreto se dd apenas
na discretizacdo feita utilizando o tempo de amostragem indicado anteriormente.

Como n@o ha nao linearidades na equagao de saida do exemplo numérico, a matriz ¥
que correspondente as ndo linearidades presentes na equacdo de saida € constante e igual a

matriz C.
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5.2.2 Resultados Simulados

A simula¢ao de GCKF em estado estaciondrio, baseada no Teorema 12, aplicando DMVT

com 4 ndo linearidades, resultou na matriz de ganho K dada por:

15,946 28,971
K= (28,971 128,329]. (5.32)
0 0

A Tabela 5.1 apresenta o indice de desempenho adotado, RMSE, obtido com o método

proposto.

Tabela 5.1: Resultados Numéricos Simulados - GCKF Continuo - Lorenz

RMSE - x; | RMSE - x; | RMSE - x3
GCKF-SS 0,2006 0,3168 0,3118

Ao analisar a Tabela 5.1, € perceptivel que o GCKF-SS em estado estacionario apresenta
bons resultados, assim como para o caso de sistemas a tempo discreto. O erro converge assin-
toticamente para zero, uma vez que as LMIs sdo factiveis. O RMSE dos estados estimados ¢
proximo, apresentando um indice baixo mesmo para o estado x3, que corresponde ao estado ndao
medido. Com base nisso, € possivel concluir que as estimativas convergiram para os estados.

A dinamica do erro para o GCKF ¢ indicada na Figura 5.1, juntamente com a variancia.
Como pode ser visto na Figura 5.1, o erro permanece dentro da faixa de variancia do erro
(adotada como 30), ndo excedendo os limites superior e inferior, conforme proposto na meto-
dologia. O dnico momento em que o erro estd fora da faixa de variancia € durante o regime
transiente, apds o qual o erro € limitado a regiao demarcada.

Para ilustrar o Teorema 13, foram realizadas 1000 simula¢des para o sistema de Lo-
renz usando o GCKF-SS, considerando a estimativa inicial dos estados como [10,10,10] e os
estados iniciais como [1,1, 1], garantindo uma estimativa inicial polarizada. A Figura 5.2 in-
dica a evolucao do erro médio de estimativa das 1000 simulacdes, ilustrando que o GCKF-SS €
assintoticamente ndo polarizado, uma vez que o erro médio de estimativa converge para zero.

Adicionalmente, para comparar os resultados obtidos a partir das condi¢des para sis-
temas a tempo discreto e para sistemas a tempo continuo, foi realizada a simulacdo do filtro
discretizado, utilizando o ganho obtido pelas condi¢cdes desenvolvidas para sistemas a tempo
continuo. Desta forma, o sistema emulado foi comparado com os resultados obtidos pela
simulacao do filtro para sistemas discretos, a partir do sistema de Lorenz discretizado. A
simulagcdo dos sistemas foi realizada utilizando o DMVT com politopo de 16 vértices. A ta-
bela 5.2 apresenta a comparacao entre o RMSE dos estados, comparando as duas simulagdes.

Ao observar os resultados indicados na tabela 5.2, percebe-se que as condigdes LMIs
desenvolvidas para sistemas a tempo continuo, podem ser utilizadas para se obter o ganho do

GCKEF e a partir dai, utilizar o ganho e discretizar o filtro. Desta forma, os resultados obtidos
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Figura 5.1: Evolucgdo do erro de estimativa. Em preto: o erro e em vermelho: os limites dados
pela variancia em 30. GCKF em estado estaciondrio para o sistema de Lorenz a tempo continuo
com medi¢des em x| € Xx».

Tabela 5.2: Comparacdo entre Filtro Discretizado e Filtro Discreto

RMSE - x; | RMSE - x, | RMSE - x3
Filtro Discreto 0,29 1,28 0,21
Filtro Discretizado 0,13 0,28 0,30
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Figura 5.2: Evolugdo do erro médio de estimativa para 1000 simulagdes. GCKF em estado
estaciondrio para o sistema de Lorenz com medi¢des em x| € x».

para o caso do sistema de Lorenz foram melhores do que os resultados obtidos para o sistema de
Lorenz discretizado com o uso das condi¢cdes LMIs para sistemas a tempo discreto, justificando

o projeto do GCKF a tempo continuo.
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5.3 Resultados Numéricos - Nao Linearidade na Equacao de
Saida

O sistema numérico a tempo continuo utilizado, € adaptado do sistema de Lendek e De
Schutter (2010):

=T 10

X = X+ w,
X1X2 —1 01
- (5.33)
1

= X+ V.

y 0 x k

Considerando que —1 <x; <le —1 <x <1, sendo v, e wy ruidos Gaussianos com
0 =0,00251,42 € R = 0,041; ;. Considera-se ainda, para as simulagdes, que as condi¢des

iniciais dos estados sdo assumidas como [1 1}, e as condi¢cdes iniciais das estimativas sdao

assumidas como [0,1 O,l]

5.3.1 O Tratamento das Nao Linearidades

Ao analisar (5.33), percebe-se que existem ndo linearidades presentes tanto na dinamica

do sistema descrito, quanto na equacdo de medi¢ao. Reescrevendo o sistema na forma de (5.1):

0 1 -1 0| | 10
X = X+ ) + w,
0 -1 0 1||xx| [0 1
. (5.34)
ST [ }+v
= X X1X ,
"o o 1|

entao:
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~Jo 1]
A= :
0 —1
g
F = :
0 1
2
o=|31 1,
X2 (5.35)
_J1 o
C= ,
—0 0]
0
G=||,
1]
W: _X1X2:|,

Para tratar a incompatibilidade entre as ndo linearidades que envolvem estados men-
surdveis e ndo mensuraveis, utiliza-se a aplicacdo do DMVT (Pan et al., 2020). As ndo lineari-

dades na equacgdo de saida sdo:

v = [xlxz} . (5.36)

A matriz Jacobiana pode ser obtida, tal que:

Y=lo x| (5.37)
entao:
1
Y = [ 0] . (5.38)
X2 X1

Assim, considera-se na matriz ¢, duas nao linearidades e, portanto quatro vértices.
Neste exemplo, existem nao linearidades tanto na equagao de saida quanto na equacao

da dindmica dos estados. As ndo linearidades na equagdo da dinamica sdo:

2
X
0 = [ ! ] (5.39)
A matriz Jacobiana pode ser obtida, tal que:
2x 0
do_ | = 5.40
dx [2x1x2 x%] ’ ( )

entao:
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(/)@K:

) 1
ot .| (5.41)
2x1xp x7—1

Assim, considera-se na matriz &, trés nao linearidades e, portanto oito vértices.

5.3.2 Resultados Simulados

A simula¢do de GCKF em estado estaciondrio, baseada no Teorema 12, aplicando DM VT,

resultou na matriz de ganho K dada por:
724 0
K = ) (5.42)
4,4884 0

A Tabela 5.3 apresenta o indice de desempenho adotado, RMSE, obtido com o método

proposto.

Tabela 5.3: Resultados Numéricos Simulados - GCKF Continuo - Nao Linearidade na Equagao
de Dinamica e na Equacdo de Saida

RMSE - x; | RMSE - x,
GCKF-SS | 0,0510 0,1450

Ao analisar a Tabela 5.3, é perceptivel que o GCKF em estado estaciondrio apresenta
bons resultados, assim como para o caso de sistemas a tempo discreto. O erro converge assin-
toticamente para zero, uma vez que as LMIs sdo factiveis. O RMSE dos estados estimados €
proximo, apresentando um indice baixo. Com base nisso, € possivel concluir que as estimativas
convergiram para os estados. Além disso, percebe-se que o método aqui apresentado ¢ efi-
caz tanto para sistemas que possuem ndo linearidades apenas na equacao da dindmica, quanto
para sistemas que possuem ndo linearidade apenas na equacao de saida e, por fim, sistema que
possuem nao linearidades em ambas.

A dinamica do erro para o GCKF ¢ indicada na Figura 5.3, juntamente com a variancia.
Como pode ser visto na Figura 5.3, o erro permanece dentro da faixa de variancia do erro
(adotada como 30), ndo excedendo os limites superior e inferior, conforme proposto na meto-

dologia.

5.4 Consideracoes Finais

Ao longo deste capitulo foi apresentado e analisado um método para a estimacdo de
estados de sistemas ndo lineares a tempo continuo. O método utilizou da técnica da aplicagcdo
do DMVT para tratar o problema de incompatibilidade das varidveis premissas mensurdveis e

nao mensuraveis.
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Figura 5.3: Evolucgdo do erro de estimativa. Em preto: o erro e em vermelho: os limites dados
pela variancia em 30. GCKF em estado estaciondrio para o sistema numérico a tempo continuo
com nao linearidades tanto na equacao da dindmica quanto na equacdo de medigao.

Para garantir a aplicagdo do GCKEF, apresentado no capitulo anterior, aos sistemas de
tempo continuo, baseado nas etapas do KF, o GCKF a tempo continuo foi formulado e apre-
sentado. De forma similar ao apresentado para sistemas a tempo discreto, o projeto do GCKF
a tempo continuo apresentou bons resultados e a garantia de uma minimizagao da covariancia

do erro. A andlise das figuras aparenta que, no inicio do processo de estimacao, os limites da



108

variancia do erro nao sdo respeitados. Porém, os limites consideram que o filtro estd em regime,
dessa forma, apds o transitorio inicial os limites sdo sempre respeitados.

Devido as caracteristicas dos sistemas a tempo continuo, o GCKF apresentado foi for-
mulado apenas em estado estaciondrio. Ainda ndo foram avaliados os projetos dos filtros que
garantam a minimiza¢do da norma H. dos ruidos de processo e medicao e o projeto do filtro
multiobjetivo para sistemas a tempo continuo, mas considera-se que tais projetos sejam vidveis

e promissores para o estudo de estimadores de estado.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais e Propostas de

Continuidade

6.1 Resumo das Contribuicoes do Trabalho

A estimacgdo de estados é uma importante ferramenta na solu¢do de problemas de en-
genharia. Durante vdrios anos, as atengdes foram voltadas para a estimacao de estados em
sistemas lineares e logo apds para sistemas nao lineares utilizando as derivacdes do filtro de
Kalman. Alguns métodos vém sendo desenvolvidos a fim de obter uma forma geral para o ob-
servador de estados que atenda a uma ampla classe de sistemas. Muitos sistemas ndo possuem
variaveis disponiveis para medi¢do ou entdo estdo corrompidas por ruidos. Desta forma, os
esforcos deste trabalho foram direcionados para tratar os casos em que nao ha compatibilidade
entre as fungdes de pertinéncia das varidveis disponiveis e as nao disponiveis (@;(z) — ®;(Z)) de
um modelo convexo. As contribuicdes deste trabalho sdo direcionadas para o projeto de filtros
para estimacdo de estados de sistemas ndo lineares. Trés dire¢des foram seguidas, a primeira
se refere ao filtro de Kalman com covaridncia garantida, a segunda se refere ao filtro ndo linear
com H., garantido e por fim, um filtro nao linear multiobjetivo.

Na primeira abordagem aqui proposta, as derivacdes LMI podem ser utilizadas para
obter um ganho de Kalman que garanta uma matriz de covariancia minima, fazendo com que
o filtro de Kalman tenha convergéncia rapida. Para utilizar esta metodologia, foi necessdrio,
por meio de manipulacdes algébricas, obter expressdes para a dinamica do erro e, assim, uti-
lizando condig¢des, teoremas e lemas baseados em LMIs, obter o ganho do filtro que garanta
a covariancia minima. Com esta solucdo, pretende-se observar se o filtro de Kalman com co-
variancia garantida pode ser aplicado a uma ampla classe de sistemas nao lineares, considerando
que as ndo linearidades sao tratadas pela dindmica do erro da estimacgao de estado, por exem-
plo, utilizando os métodos descritos por Quintana et al. (2020) e Pan et al. (2020). Utilizando
o DMVT, € possivel aplicar o método a sistemas nos quais existem nao linearidades continu-

amente diferencidveis. Por outro lado, ao utilizar a técnica de fatoragdao do erro, € possivel
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aplicar o método proposto a sistemas que apresentam nao linearidades polinomiais ou nio line-
aridades analiticas por meio de aproximacdes em série de Taylor. Com um modelo que permite
a separacao de sinais medidos e ndo medidos, € possivel derivar condi¢des LMIs para obter
um filtro de Kalman robusto, que garanta a covariancia minima. Além disso, aspectos como o
custo computacional sdo discutidos. O filtro recursivo € proposto com a expectativa de obter
melhores resultados do que o filtro de estado estaciondrio, considerando os casos em que o filtro
nao diverge. O filtro de estado estaciondrio é uma vantagem devido ao seu custo computacional
e por ser um caminho que métodos de filtragem de Kalman estocésticos, como EKF e UKF, ndo
conseguem alcancar. O EKF lineariza analiticamente o sistema, usando os primeiros termos
da série de Taylor, portanto, o filtro recursivo serve como uma op¢ao que garante a robustez
do método proposto, mesmo com um custo computacional maior, quando comparado ao filtro
de estado estaciondrio. No entanto, o filtro de estado estaciondrio € o Unico que tem garantia
de ser assintoticamente ndo polarizado. Portanto, se as condi¢cdes LMIs forem vidveis, o valor
esperado do erro tende a zero com o passar do tempo, o que ndo pode ser garantido nem para o
EKF nem para o GCKF recursivo. As propostas indicadas foram formuladas e exemplificadas
matematicamente tanto para sistemas a tempo discreto quando para sistemas a tempo continuo.
Exemplos numéricos foram desenvolvidos para verificar a consisténcia da metodologia pro-
posta, bem como comparagdes realizadas em relacao ao EKF.

A segunda abordagem apresentada utilizou-se das mesmas técnicas de representacao das
nao linearidades nao medidas em politopos, porém com um objetivo de rejeicao de distirbios,
obtido pela derivagcdo das condicdes da norma H... Observa-se nos resultados numéricos que a
metodologia proposta obteve limitantes superiores para a norma e de acordo com o ganho do
filtro encontrado, esses limitantes ndo foram ultrapassados pela norma .%5. O filtro se mostrou
uma alternativa eficaz para a estimacgao de estados de sistemas lineares e nao lineares, garantindo
uma robustez aos ruidos para sistemas a tempo discreto.

Tanto para o filtro de estado estaciondrio, para sistemas a tempo continuo e sistemas a
tempo discreto, quanto para o filtro H., para sistemas a tempo discreto, os limites sdo respei-
tados para os casos em que a condi¢do inicial € polarizada. Os limites consideram que o filtro
estd em regime, ou seja, apos o transitorio inicial eles sdo sempre respeitados, conforme foi
apresentado que o GCKF em estado estaciondrio € assintoticamente ndo polarizado e o filtro
H., é estavel.

Por fim, a terceira metodologia apresentada se refere a um problema de otimizacao
multiobjetivo que, unindo as duas primeiras metodologias, pretende alcancar os objetivos da
minimizacdo da matriz de covariancia do erro de estimativa e a minimizacdo do limitante da
norma H., para garantir uma estimativa confidvel e robustez aos ruidos. A metodologia apre-
sentada utilizou dos mesmos modelos de representacdo de sistemas ndo lineares e se demonstrou
eficaz com os resultados obtidos via simulagdes numéricas. Além disso, de acordo com a teoria
de otimiza¢do multiobjetivo, apresentam-se duas abordagens para se obter os ganhos dos filtros

nao lineares, a primeira é com custo escalar e a segunda com custo por restricdo. Desta forma,
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€ possivel ponderar a prioridade no projeto do filtro ndo linear multiobjetivo.
Todos os filtros apresentados foram descritos matematicamente com as respectivas pro-

vas matemadticas e validados a partir dos resultados numéricos apresentados.

6.2 Sugestoes de Continuidade

Como continuidade da pesquisa indica-se obter novos algoritmos, avaliar os algoritmos
aqui apresentados em outras classes de sistemas, utilizar novas representacdes dos sistemas, de
forma que os métodos aqui propostos atinjam uma classe ainda maior de sistemas nao lineares,
assim, sugere-se:

* a obtengdo de algoritmos para a minimizacdo da norma H., e para o filtro multiobjetivo,
para sistemas a tempo continuo, ja que, para tais casos, foram apresentados apenas 0s
algoritmos para sistemas a tempo discreto;

* aavalia¢do dos métodos apresentados para a estimativa de estados de sistemas nao linea-
res considerando incertezas paramétricas associadas aos modelos;

* autilizacao de novas formas de representacao para os sistemas ndo lineares com a separacao
de varidveis medidas e nao medidas, para atender a uma classe ainda maior de sistemas.

Por outro lado, considerando os algoritmos recursivos apresentados, é importante obter
novas abordagens que os tornem computacionalmente mais baratos, bem como a avaliagdo e a
prova da polarizacdo dos algoritmos. Assim, sugere-se:

* areducdo da complexidade dos algoritmos recursivos para torni-los computacionalmente
mais vidveis;

* o estudo da influéncia da observabilidade nos métodos recursivos propostos, visto que,
para o sistema de Lorenz, a qualidade da observabilidade de cada estado influenciou
diretamente nos resultados apresentados;

* o estudo da polarizagdo dos algoritmos recursivos, ja que estes ndo possuem a garantia de

serem assintoticamente nao polarizados.
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Apéndice A
O Filtro de Kalman e suas Derivacoes

A filtragem Bayesiana € uma classe de métodos que podem ser usados para estimar o es-
tado de um sistema dindmico que € indiretamente observado por meio de medi¢des ruidosas. O
Filtro de Kalman e suas derivagdes sao estimadores baseados em conceitos estatisticos, conside-
rando que as incertezas sdo representadas por varidveis aleatorias Gaussianas ou aproximadas,
no caso nao linear, cujo dominio € ilimitado e com fun¢ao de densidade de probabilidade com-
pletamente caracterizada por média e covariancia. Essas incertezas sdo provenientes de entradas
exdgenas desconhecidas (Ackermann, 2012).

Seja 0 modelo linear discreto:

Xk = Ap—1Xk—1 + Br—1ug—1 + By, Wi—1, (A1)
Yk = Cixy + V.

As matrizes A € R"*", B ¢ R""™ B, € R"1 ¢ C € RP*" sdo matrizes reais de dimensdes
apropriadas, x € R” corresponde ao vetor de estados, u € R corresponde ao vetor de entra-
das e y € R? sdo as saidas medidas. Sendo w o ruido de processo e v o ruido de medigdo,
varidveis aleatdrias independentes, de média nula, que satisfazem E [wkw,{] =0wE [vkva | =R
e E [viwjr] =0 Vi,j, em que E|-| corresponde a esperanca matematica.

O problema é encontrar uma estimativa £; € R” para o sistema dindmico A.1, dadas
as condi¢Oes iniciais Xy € sua matriz de covariancia Fy, bem como a sequéncia das entradas
u; € R™ e as medigdes y; € R?.

Quando se tem uma medi¢do muito ruidosa, hd pouca confianga na medi¢do e maior
confian¢a no modelo. Quando hé grande incerteza no modelo, a medi¢cdo tem maior peso na
determinacao da saida (Simon, 2006).

O procedimento de filtragem possui duas etapas. Primeiramente, o vetor de estados é
propagado para a préxima iteracdo. Tal propagacdo € realizada utilizando-se o modelo dinamico,
que descreve como € que o vetor de estados muda de uma iteragdo para a seguinte. Ao longo

da etapa de propagacao, a incerteza aumenta pois considera-se ruido de processo presente no
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sistema original. A segunda etapa, a de corre¢ao ou assimilacao, ocorre com a chegada de nova
informagdo. Utilizando essa nova informacdo € possivel corrigir o vetor de estados disponivel
previamente a chegada da medic¢ao, para dar origem ao vetor de estado corrigido (Kalman,
1960).

A.1 Filtro de Kalman Linear Discreto

Uma sequéncia de célculo do filtro de Kalman, considerando conhecidas as condi¢des

iniciais e a matriz de covariancia, €:

Kik—1 = Ak— 181k —1 + Br—11x—1, (A.2)
Pii—1 = Ak-1Pe_1jk—1Af_1 + By Qk1By, |, (A3)
Ky = Py 1 C{ [CkPrp—1Ct +Ri] ', (A4)

Rk = -1 + Ka[ye — Crfpe—1], (A.5)

Pi = Pup—1 — KiPp—1 KY (A.6)

em que P € R™" se refere a matriz de covariincia e K é o ganho de Kalman.

As expressoes (A.2) e (A.3) se referem a etapa de predi¢do. Observando (A.3), percebe-
se que a incerteza aumenta devido a adi¢do presente na expressao, em que a matriz Qy, se refere
ao ruido de processo. (A.4) se refere ao ganho de Kalman e a matriz R se refere ao ruido
de medicdo. (A.5) e (A.6) sdo relativas a etapa de assimilagcdo, e por (A.6) percebe-se que
a incerteza diminui, devido a subtragcdo presente na expressao. Em (A.5), dentro das chaves,
encontra-se a inovacao, que se refere ao erro cometido pelo filtro de Kalman ao propagar a

saida utilizando o modelo da iteragc@o anterior (Kalman, 1960).

A.2 Filtro de Kalman Estendido

Para o filtro de Kalman assume-se que o sistema € linear. No caso de sistemas lineares,
as distribui¢des a priori e a posteriori sao gaussianas e, portanto, sdo totalmente caracterizadas
por suas médias e matrizes de covariancia. No caso ndo linear, nem a propagacgdo pode ser feita
por um unico modelo linear, nem € matematicamente correto considerar que a distribuic@o seja
Gaussiana, assim, ndo se pode considerar que (A.3) descreva a covariancia.

Seja o modelo ndo linear discreto:

X = f(X—15Up—1,Wk—1),

yk = h(xg) + Vg.

(A7)

Conhecidas as func¢des nao lineares f e h, 0 modelo (A.7) pode ser utilizado para pro-
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pagar, tanto o vetor de estado x, quanto o vetor de saida y. Dessa forma, o EKF foi proposto
para sistemas nao lineares. O método consiste em linearizar analiticamente o sistema em torno
do estado atual e aplicar as equacdes do KF. O problema no caso ndo linear é que nao ha ex-
pressoes fechadas para determinar as médias e matrizes de covariancia associadas. As matrizes
de covariancia e o ganho de Kalman s@o obtidos utilizando as matrizes Jacobianas de f e h, ou

seja, as linearizacdes de tais funcdes em torno do estado atual (Jazwinski, 1970).

Be—1 = f (Fr1jk—1>Mk—1), (A.8)

Peji—1 = Df (k1) P11 DS B 1) + Df (wi—1) Q1 Df (wi—1) " (A.9)
Ky = Peje—1 Dh(xi) " [Dh(ox) Peg—1 D(xi) " + Dh(o )Ry ' Dh(x) "], (A.10)
Bk = K1 + Ki [k — A(Ee—1)], (A.11)

Pk = Prjk—1 — KiDh(xi) Pej—1- (A.12)

A.3 Filtro de Kalman Unscented

O filtro de Kalman Unscented nao requer linearizag¢do analitica das equagdes do sistema.
O algoritmo implementa uma linearizacdo estatistica para a propaga¢do temporal da média e da
matriz de covariancia dos estados do sistema nao linear (Simon, 2006).

Para os sistemas lineares, as expressoes matematicas para determinar a matriz de co-
variancia a posteriori analiticamente sdo utilizadas. No caso ndo linear, o EKF consiste em
linearizar o sistema em torno do estado atual. Uma outra solu¢do é tomar um grande nimero
de realizagdes de x e propaga-las usando as fungdes f e h para se obter o mesmo nimero de
realizacOes de y, assim pode-se obter a matriz de covaridncia numericamente, utilizando-se as
defini¢cdes de covariancia. Uma dificuldade € que um grande numero de realizagdes precisa ser
manipulada a cada iterag¢do do filtro para determinar a matriz de covariancia da fun¢do densi-
dade de probabilidade “a posteriori”. Para contornar tal problema, a ideia é escolher poucas
realizagdes de x e y, mas realizacdes que sejam representativas, no sentido de que nao ha-
vera grande diferenca entre as matrizes de covariancia amostral calculadas a partir destas pou-
cas realizacoes. Uma das aproximacdes feitas no desenvolvimento € a caracterizacdo de uma
fun¢do de densidade de probabilidade nao gaussiana por meio da média e variancia (Julier and
Uhlmann, 2004).

As equacdes de assimilagdo do KF, EKF e UKF sao idénticas. Na etapa de propagacao
dos estados para o KF ¢é feita utilizando o modelo linear e para o EKF e UKF é o modelo
nao linear. Tanto o EKF quanto o UKF calculam a média e a covariancia de maneira aproxi-
mada. O EKF utiliza a lineariza¢ao analitica e o UKF utiliza os pontos sigma que ndo possuem

informacao sobre todos os momentos da distribui¢do “a priori”.
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