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Resumo

Neste trabalho, estudou-se, através de simulagdes Monte Carlo, o modelo XY cldssico com
dilui¢do temperada por sitio e uma versdo XY do modelo vetorial de Blume-Emery-Griffiths
(XY-VBEQ). Este foi proposto por Berker e Nelson para descrever o comportamento de fil-
mes de misturas de *He-*He . Foram empregadas extensivas simulagdes Monte Carlo utili-
zando um algoritmo hibrido que combina os algoritmos de gas de rede, Metropole, Wolft e
super-relaxagdo, tendo com objetivo reduzir o decaimento critico lento e as correlagdes entre
as configuracoes sucessivas. Também se empregou o método do histograma para obter as cor-
respondentes temperaturas de transicdo. O modelo XY com dilui¢c@o por sitios € estudado em
redes cubicas. Os expoentes criticos correspondentes estdo na mesma classe de universalidade
do modelo puro, concordando com o critério Harris. Foram obtidos bons ajustes no diagrama
de fase experimental da temperatura critica como fun¢do da dilui¢do para dois cristais diferen-
tes. Por outro lado, foi estudado o modelo XY-VBEG em rede quadrada, triangular e em filmes
finos onde se analisou suas propriedades termodinamicas como fungdo da espessura do filme.
Os filmes finos do modelo XY-VBEG apresentam transi¢ao BKT, transi¢ao de primeira ordem,
ponto tricritico, critico terminal, BKT terminal e ponto critico isolado, dependendo dos valores
dos parametros do Hamiltoniano. Também foi estudada a coalescéncia dos pontos BKT termi-
nal e pontos criticos isolados a um ponto tricritico, em funcao da espessura do filme. A maioria
dos resultados XY-VBEG sio analisados como uma aplicagiio para misturas de *He-*He .
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Abstract

The classical XY model, and an XY vectorial generalization of the Blume-Emery-Griffiths
model (XY-VBEG), the latter one proposed by Berker and Nelson to describe the behavior of
films of He-*He mixtures, are studied by Monte Carlo simulations. The models are treated in
two- and three-dimensions, where in the former lattice a Berezinski-Kosterlitz-Thouless (BKT)
transition is observed. We also study the XY-VBEG model on thin films structure and analyze
its properties as a function of the film thickness. We employ extensive Monte Carlo simulations
consisting of hybrid algorithms combining lattice-gas, Metropolis, Wolff and super-relaxation
procedures in order to overcome the critical slowing down and correlations among different
configurations of the systems. We also employed single histograms methods to get the cor-
responding transition temperatures. The XY model is treated on a cubic lattice with quenched
dilution. The corresponding critical exponents are in the same universality class as the pure
model, in agreement with the Harris criterion. Some good fittings with experimental results for
the critical temperature as a function of the dilution is obtained for two different crystals. On the
other hand, thin films of the XY-VBEG model present a BKT transition, first-order transition
as well tricritical, critical end, BKT end, and isolated critical points, depending on the values
of the Hamiltonian parameters. The coalescence of the BKT end and the isolated critical points
to a tricritical point, as a function of the film thickness, is also studied. Most of the XY-VBEG
results are analyzed as an application to He-*He mixtures.



1 Introducao

Ha varias décadas, o estudo das transi¢des de fases e fendmenos criticos desperta o interesse
da comunidade cientifica em geral. Esse estudo permite compreender o comportamento de uma
variedade de sistemas fisicos, como a transi¢ao critica liquido-gés, o hélio superfluido, super-
condutores, sistemas ferromagnético-paramagnéticos, fluidos turbulentos, plasmas, polimeros,
e até mesmo redes sociais, bioldgicas, entre outras. Perto da criticalidade, esses sistemas apre-
sentam um comportamento tipo lei de poténcia de suas grandezas fisicas relevantes, as quais
caracterizam a sua universalidade. A classe de universalidade, por outro lado, independe da
natureza das interacOes e de seus elementos constituintes, caracterizando-se apenas pelo al-
cance da interacdo, pela dimensao espacial do sistema e simetria do parametro de ordem. Para
uma revisao detalhada dos fendomenos criticos, utilizando o emprego do esquema do grupo de
renormalizac¢do, veja, por exemplo, entre outras, revisdes hoje cldssicas como de Fisher [1, 2] e

Pelissetto [3], bem como as referéncias nelas citadas.

A titulo de exemplo, podemos considerar a classe de universalidade do chamado modelo
XY tridimensional (o qual serd discutido com mais detalhes a frente) que € caracterizado por
interacdes de curto alcance, um parametro de ordem com duas componentes e simetria rota-
cional. O representante mais interessante dessa classe de universalidade, do ponto de vista
experimental, é a transicdo do “He superfluido. Essa transi¢do superfluida oferece um meio
excepcional para testar, experimentalmente, com muito boa precisdo, as previsdes de grupo de
renormalizacdo com relacdo aos expoentes criticos. Isso devido, principalmente, a pureza das
amostras e da possibilidade de se realizar experimentos em ambiente de microgravidade [4, 5].
Com a exploragao das condi¢des favoraveis dos laboratdrios em centros de pesquisa, podemos
citar como ilustracao as experiéncias na superficie da Terra que resultaram em estimativas preci-
sas do chamado expoente do comprimento de correlagdo v =0,6717(4) [6] e v =0,6705(6) [7]
(esses expoentes serdo definidos no préoximo capitulo). Por outro lado, experi€éncias em micro-
gravidade possibilitaram obter o expoente do calor especifico do “He a temperaturas reduzidas
ainda menores, da ordem de 5 x 10710 [4, 5], resultando num expoente para o calor especifico

o = —0,0127(3), e correspondente expoente v = 0,6709(1). A temperatura reduzida acima
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é definida como |T — T,| /T, sendo T, a temperatura critica do sistema. Pode-se notar, nesse
caso, uma precisdao experimental invejavel nessas grandezas criticas e a clara negatividade do
expoente do calor especifico. Para uma revisdo recente e perspectivas de futuros experimen-
tos na presenca de microgravidade nas estagOes-espaciais, veja a referéncia [8]. Os resultados
experimentais para os expoentes criticos acima estdo de acordo com a previsdo tedrica mais
precisa v = 0,6717(1), obtido a partir de um combinado de Monte Carlo e estudo de séries
de alta temperatura de modelos de spins em rede [9]. Para um resumo dos resultados teéricos

obtidos com diferentes métodos (por exemplo, métodos de teoria de campo), veja [3].

Vale ressaltar que ao lado de “He , existem muitos outros sistemas que se assemelham ao
modelo XY. Cabe mencionar sistemas ferromagnéticos ou antiferromagnetos com anisotropia
plano de facil [10], supercondutores a alta temperatura, supercondutores granulares [11], entre
outros. Por outro lado, o modelo XY cldssico € de grande interesse também por ser o modelo

mais simples da mecanica estatistica com graus de liberdade continuo.

A discussdo acima se refere a um sistema no limite termodindmico. No entanto, o com-
portamento na transicdo é modificado pelo tamanho finito do sistema. Essa questdo vem sendo
abordada tanto experimental [12, 13, 14, 15] quanto teoricamente [16]. Em sistemas com ex-
tensdo finita em todas as dire¢des nao pode haver qualquer singularidade nas grandezas termo-
dinamicas e, portanto, nao hé transicao de fase. Por outro lado, se apenas alguma das direcdes
permanecem finitas a situacdo é diferente. Por exemplo, no caso de uma geometria de filme
fino, ou seja, com uma direcdo finita e duas infinitas, espera-se que o sistema se comporte efe-
tivamente como bidimensional na vizinhanga da transicdo. Um exemplo disso sdo os filmes
de “He , onde resultados tedricos e experimentais demonstram que o mesmo se apresenta na
mesma classe de universalidade do modelo XY bidimensional, isto €, apresenta uma transicao

de fase do tipo Berezinsky-Kosterlitz-Thouless (BKT). Para uma visdo geral ver [16, 17].

Além do tamanho finito do sistema, a desordem também pode alterar o comportamento
critico de um sistema na transica@o de fase [18, 19, 20]. Uma das formas de desordem mais estu-
dadas sdo as diluicdes por sitio, que pode se distinguir em recozida (no inglés annealed) ou tem-
perada (quenched) [21], a depender da distribuicdo das impurezas no sistema. Os sistemas com
diluicdao temperada sdo fisicamente bastante diferentes do sistema com dilui¢ao recozida. Na
dilui¢do temperada, por exemplo, a concentracao de fons magnéticos € um simples parametro e
ndo uma varidvel termodinamica. J4 nos sistemas recozidos a concentracdao de ions magnéticos
¢ uma densidade termodindmica com um termo correspondente na energia livre do sistema. Do
ponto de vista temperado, a impureza modifica a rede, enquanto na recozida ele estd ocupando

um sitio da rede. Pode-se ainda visualizar a desordem temperada como sendo aquela onde o
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seu tempo de relaxacdo seja muito maior que o tempo de relaxacdo das grandezas térmicas, de
modo que os graus de liberdade da desordem pode ser considerados “congelados”. No caso

recozido, esses graus de liberdade devem ser tratados concomitantemente com os térmicos.

Um exemplo de diluicio recozida sdo misturas de *He-*He . Esse sistema apresenta um
diagrama de fases bastante rico, uma vez que os 4tomos de *He comportam-se como impurezas
que reduzem a temperatura critica do sistema e induzem a separagao de fase no mesmo [22]. Um
modelo muito empregado no estudo de misturas de He-*He , e que serd tratado nesta pesquisa, é
a versao XY do modelo Vetorial de Blume-Emery-Griffiths (XY-VBEG), que € uma extensao do
modelo do rotor-planar originalmente proposto por Berker e Nelson [23] e, independentemente,
por Cardy e Scalapino [24]. Esse ¢ um modelo magnético capaz de reproduzir a topologia basica

do diagrama de fase de misturas de 3He-*He .

Misturas de He-*He em geometrias confinadas, como em filmes finos, foram, e continuam
sendo, objeto de muitos estudos experimentais [25, 26, 27, 28] e tedricos nos ultimos anos
[29, 30, 31, 32, 33]. Recentemente, Dilon e colaboradores apresentaram um estudo usando
simulacdo Monte Carlo para o modelo vetorial Blume-Capel em numa rede quadrada. Esse
€ um caso particular do modelo de VBEG. Nesse trabalho, eles relataram a existéncia de um
ponto tricritico no diagrama de fase. Contudo, Berker e Nelson, usando renormaliza¢do Migdal
Kadanoff, obtiveram para o mesmo modelo, numa rede triangular, um ponto BKT terminal
(equivalente ao ponto critico terminal, mas para um linha de transicio BTK) e um ponto critico
isolado, muito proximos um do outro, ao qual eles chamaram de ponto tricritico efetivo. O fato
de eles terem estudado os sistemas em redes diferentes ndo justifica a diferenca no resultado,
pois Cardy e Scalapino apresentaram um resultado similar ao de Berker e Nelson usando rede
quadrada. O ponto tricritico relatado por Dilon e colaboradores, por outro lado, apresenta pouca
precisdo, por isso ha possibilidade de existir um ponto critico isolado € um ponto BKT terminal
dentro do intervalo de precisdo. O estudo desse ponto tricritico efetivo usando simulagdo Monte
Carlo foi uns dos pontos de estudo do presente trabalho. Foram simulados filmes em redes
triangular e quadrada, visando estudar o diagrama de fase e as correspondentes quantidades

universais do modelo XY-VBEG.

Além de filmes ultrafinos, neste trabalho foram investigados filmes multicamadas do mo-
delo XY-VBEG. Filmes multicamadas do modelo Rotor Planar foram estudados por Schultka e
Manousakis [34]. Seus estudos mostraram que a densidade superfluida varia ao longo das cama-
das tornando-se mais intensa nas camadas mais internas. Esse efeito ocorre devido a condi¢cdo
de contorno livre nas superficies do filme. De forma semelhante, € esperado que a concentragcao

de particulas magnéticas apresente variagdes entre as camadas.
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O estudo em filmes multicamadas foi realizado também com o intuito de analisar a transi¢ao
do sistema bidimensional para o sistema tridimensional. Sabe-se que o modelo XY-VBEG em
trés dimensdes pode apresentar, no diagrama de transicdo de fase, um ponto tricritico ou um
ponto critico terminal e um ponto critico isolado, a depender dos parametros do Hamiltoniano
[35]. No entanto, parametros que no sistema tridimensional resultam num ponto tricritico, no
sistema bidimensional resultam em um ponto BKT terminal e um ponto critico isolado. Dessa
forma, o estudo com filmes ajudard a compreender como o ponto BKT terminal e critico isolado,

no sistema bidimensional, tendem a coalescer num ponto tricritico no sistema tridimensional.

Como mencionado acima, o comportamento de sistemas magnéticos com diluicdo tempe-
rada sdo também de grande interesse, tanto tedrico como experimental. Um exemplo tipico €
obtido pela mistura de materiais ferromagnéticos ou antiferromagnéticos com impurezas nao-
magnéticas. Para relembrar, na dilui¢ao temperada, assume-se que o tempo de relaxacao associ-
ado com a difusdo das impurezas € muito maior que todas as outras escalas de tempo envolvidas
no sistema. Em outras palavras, considera-se a posi¢do das impurezas fixas, ao contrario do que

ocorre com a dilui¢do recozida, onde as impurezas estdo livres para se mover na rede.

Recentemente, trabalhos utilizando técnicas de aproximagdes analiticas [36] e simulagdes
Monte Carlo [37, 38, 39, 40] foram realizados no estudo dos efeitos de impurezas ndo magnéticas
temperadas nas propriedades do modelo XY bidimensional. Os resultado obtidos com relagdo
a transicao Berezinski—Kosterlitz—Thouless concordam com o previsto na literatura [41]. Para
o modelo XY tridimensional com dilui¢ao por sitios, contudo, simulacdo Monte Carlo e apro-
ximagoes analiticas sdo menos ubiquas. Mais recentemente, DeFotis e colaboradores [42] estu-
daram experimentalmente o isolante tridimensional Fe[DSC],Cl, um ferromagneto molecular
de ferro (III) pentacoordenado. Esse pode ser o tinico sistema a exibir comportamento XY fer-
romagnético. Eles estudaram a dependéncia da temperatura de ordenamento magnético com a
dilui¢do e encontraram um valor pequeno para a inclinagdo inicial da temperatura critica com
a dilui¢do, em desacordo com as expectativas tedricas obtidas por métodos de aproximacgdes
analiticas [43, 44].

Nesse trabalho, entdo, desenvolveu-se um estudo das propriedades criticas do modelo XY
tridimensional com dilui¢do por sitios do tipo temperada, que corresponde ao mais proximo da
situacdo experimental reportada na Referéncia [42]. No estudo do modelo XY com dilui¢ao
temperada teve-se dois propdsitos. Primeiro, foi estudar a temperatura de transi¢do para baixa
concentracdo de impurezas e comparar a inclinacao inicial da temperatura com a dilui¢io com
os recentes resultados experimentais. A segunda, foi estudar a classe de universalidade do mo-

delo diluido, uma vez que o expoente do calor especifico do sistema puro € muito pequeno (mas
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negativo). Por exemplo, no modelo de Ising bidimensional, onde o = 0, o critério de Harris
¢ inconclusivo. Neste caso, o cendrio atual é da universalidade forte, uma vez que simulacdes
Monte Carlo indicam os mesmos expoentes para o sistema diluido [45, 46, 47, 48]. Por ou-
tro lado, Reeve e Betts [43] estudaram o modelo XY tridimensional com dilui¢do por sitios
usando técnicas analiticas e relataram uma dependéncia do expoente da susceptibilidade com a
diluicdo, resultado esse que eles afirmaram ndo ser conclusivo. Dessa forma, é importante obter
diretamente o expoente do calor especifico do sistema diluido a fim de checar a irrelevancia

desta perturbacao no modelo XY.

O trabalho serd apresentado da seguinte forma: no segundo capitulo, apresenta-se uma
revisdo dos conceitos, técnicas simulacionais e técnicas de andlise de dados necessarias para a
compreensao do trabalho; os resultados referentes ao modelo XY com dilui¢ao temperada sdao
apresentados no terceiro capitulo; no quarto capitulo, sdo apresentados os resultados referentes
ao Modelo XY-VBEG em filmes ultrafinos; no quinto capitulo sdo apresentados os resultados do
modelo XY-VBEG em filmes multicamadas e, finalmente, no capitulo sexto, sdo apresentadas

as conclusdes e expectativas futuras.



2  Consideracoes Gerais

Neste capitulo sdo apresentados uma breve discussdo sobre os modelos utilizados, os as-
pectos fundamentais das transicdes de fases e fendmenos criticos envolvidos nos mesmos.
Serdo apresentados os fundamentos tedricos, bem como, as técnicas simulacionais e técnicas de

andlise de dados que serviram de base para o desenvolvimento deste trabalho.
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2.1 Transicao de fase

Na transicao de fase hd uma alteracdo nas propriedades do material, que em geral se ma-
nifesta por uma série de eventos associados. Algumas transi¢des sdo caracterizadas pelo calor
latente e pela descontinuidade das varidveis de estados extensivas que caracterizam cada fase,

mas ha transi¢des em que nao ha calor latente ou descontinuidade dessas varidveis de estado.

As caracteristicas das transi¢oes de fase podem diferir muito, por isso um critério de classi-
ficacdo, baseado nos potenciais termodindmicos, foi proposto por Ehrenfest e estendido poste-
riormente por Fisher (veja, por exemplo, Stanley [49]). Neste sistema, as transi¢des sao classi-
ficadas de acordo com as propriedades das derivadas da correspondente energia livre. Assim,
transi¢des acompanhadas de descontinuidade em quantidades que sdo derivadas de primeira or-
dem dos potenciais termodinamicos sdo classificadas como transi¢do de primeira ordem. Sao
consideradas transicdes de fase de segunda ordem quando os potenciais termodinamicos e suas
primeiras derivadas sdo continuas, mas suas segundas derivadas sdo nulas ou tendem a infi-
nito. Transi¢do de segunda ordem ou ordem superior ndo apresenta calor latente e as fases sdao

indistinguiveis no ponto critico, sendo também chamadas de transi¢Oes de fases continuas.

A transi¢do de segunda ordem é acompanhada por uma mudanca ou quebra de simetria
do sistema, que estd associada a um parametro de ordem. O conceito de parametro de ordem
foi introduzido por Landau em 1935 [49, 50]. Esse parametro, em geral, € uma quantidade
termodinamica de carater extensivo, sendo zero na fase mais simétrica (desordenada) e diferente
de zero na fase menos simétrica (ordenada). No modelo XY, por exemplo, o parametro de ordem

¢ a magnetizacdo no plano como descrito na préxima sec¢ao.

No ponto critico, vérias grandezas termodinadmicas apresentam comportamento peculiar,
como uma divergéncia apresentada no calor especifico e na susceptibilidade magnética. O es-
tudo do comportamento de sistemas quando a temperatura 7 tende a temperatura critica 7,, com
a determinacao de seu comportamento na vizinhanca da criticalidade, € um dos objetos primor-
diais de investigacdo no estudo de fendomenos criticos. ObservacOes experimentais, solugdes
analiticas de alguns modelos e o emprego da técnica do grupo de renormalizagdo mostram que,
quando T — T, esse comportamento pode ser descrito por leis de poténcia simples, caracte-
rizadas pelos chamados expoentes criticos. Por exemplo, para um sistema magnético, que €

o objeto de nosso estudo, o parametro de ordem m, a susceptibilidade magnética y, o calor
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especifico ¢ e o comprimento de correlacdo & comportam-se, respectivamente, como

m = molt|P, 2.1)
X =xolt| 7, (2.2)
c=colt| ¢, (2.3)
&= Eolr| ™", (2.4)

(2.5)

onde 7 é a temperatura reduzida, definida por t = (T —T,) /T., mo, X0, co, o s30 constantes, e

B, 7, a, v sdo os correspondes expoentes criticos.

Um fato muito interessante e de fundamental importancia € que sistemas distintos podem
apresentar os mesmos valores para os expoentes criticos, definindo entdo as chamadas clas-
ses de universalidade. Por exemplo, o0 modelo XY de spin-1/2 pertence a mesma classe de
universalidade do modelo rotor planar e do modelo XY cléssico, visto que a classe de univer-
salidade independe do spin, dependendo apenas da dimensdo espacial do sistema, das simetrias
do parametro de ordem, e do alcance das ligacdes. Sistemas desordenados, por outro lado,
podem mudar de classe de universalidades com a desordem. Esse problema em especial serad

apresentado em mais detalhes na proxima se¢ao.

Sistemas pertencentes a mesma classe de universalidade apresentam, além dos mesmos
expoentes criticos, fun¢des universais, isto €, funcdes, para diferentes sistemas, que podem ser
superpostas por um simples reescalamento de varidveis. Esse fato foi relatado pela primeira vez
por Guggenheim, que observou que as curvas de coexisténcia para diferentes fluidos recaem na
mesma fungdo universal quando a temperatura e a densidade s@o escaladas por seus respectivos

valores criticos T¢ e P,, sendo P, a pressao critica [49].

2.2 Modelo XY

O modelo XY pode ser visto como um modelo de Heisenberg com uma anisotropia de plano

facil, sendo seu hamiltoniano de interacao dado pela equagao
_ Y QY
H=-JY (8554518}, (2.6)
(i)
onde Sl{\, com A =x,Y,z, sdo as componentes do operador de spin, os indices i € j representam 0s

sitios ou vértices da rede, J € a constante de interacdo de troca que possui dimensao de energia,

e o somatoério € executado sobre todos os pares de vizinhos mais préximos da rede. Para o
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caso particular de spin-1/2, as componentes S; sdo dadas pelas matrizes de Pauli e obtem-se,
nesse caso, um dos modelos quanticos de muitos corpos mais simples. Como a magnetiza¢ao
no plano XY, que € o parametro de ordem desse modelo, ndo comuta com o hamiltoniano, esse
apresenta propriedades quanticas completas e uma dependéncia temporal intrinsica, o que ndo

acontece no modelo de Ising.

O modelo XY de spin-1/2 foi introduzido por Matsubara e Matsuda [51] como um modelo
de rede para o Hélio liquido [*He ], considerando um potencial molecular do tipo “caro¢o
duro”. Matsubara e Matsuda mostraram também que mesmo usando aproximac¢do de campo
molecular, o modelo XY € mais eficiente, em muitos aspectos, que o emprego do gés ideal de

Bose na previsdo das propriedades da transicdo de fase superfluido-liquido normal do “He .

O modelo XY também é um modelo razodvel para descrever uma classe de materiais
magnéticos [41, 52, 53], geralmente compostos isolantes, ferromagnéticos ou antiferromagnéti-
cos, de ions Terras Raras de elevado momento angular total (neste contexto chamados simples-
mente de “spin”). Exemplos de fons e seus correspondentes spins incluem Gd>* (7/2), Dy>+
(15/2), Er 3T (15/2).

Quando o sistema é composto por spins com elevados niimeros quanticos (maiores que 5/2,
por exemplo) pode-se fazer uma aproximacao classica supondo que o spin tenda a infinito na Eq.
(2.6), podendo-se entdo desconsiderar o principio da incerteza, ou seja, supde-se conhecer as
trés componentes de spin simultaneamente. Considerando spins com apenas duas componentes,
obtém-se o Hamiltoniano do modelo chamado rotor planar, pois os estados nos quais os spins

estdo numa dire¢ao muito préximos ao plano XY sao altamente favorecidos.

O operador natural do parametro de ordem do modelo XY € a magnetizagdo no plano M,y
My, = Mi+Mj , (2.7)

onde

M* =) S, M=} S;. (2.8)
l 1

Numa rede tridimensional, o modelo XY, assim como o modelo de Ising e de Heisenberg,
apresenta uma transi¢dao de fase critica numa temperatura finita. Em duas dimensoes espaci-
ais, no entanto, o teorema de Mermin-Wagner [54] mostra que simetrias continuas ndo podem
ser quebradas espontaneamente em nenhuma temperatura finita. Dessa forma, o modelo XY
em redes bidimensionais infinitas tem seu parametro de ordem nulo para qualquer temperatura
finita, ou seja, ndo apresenta ordem de longo alcance. Contudo, apesar do modelo XY nao apre-

sentar ordem de longo alcance, Kosterlitz e Thouless [55], e independentemente Berenzinskii
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[56], analisando o comportamento da funcdo de correlacdo para altas e para baixas tempera-
turas perceberam que a uma determinada temperatura haveria um transicao de fase. Uma das
interpretagdes para essa transicao estd na existéncia de excitacdes topoldgicas estaveis formada
por pares de vortices antivortices que na temperatura de transi¢do sofrem uma desvinculagao
dos pares. Os pares podem ser observados na Figura 2.1 gerada pelo programa STP XYModel
[57]. Essa transi¢ao, conhecida como Berenzinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT), € uma transi¢ao

de ordem infinita entre um estado de ordem topoldgica para um estado de desordem
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Figura 2.1: Vértices (centro marcado com um circulo) e antivértices (centro marcado com um
X) no modelo XY (ilustracdo gerada pelo programa STP XYModel [57].)

A transi¢cdo BKT apresenta propriedades muito distintas das transi¢cdes de segunda ou pri-
meira ordem. Na temperatura de transi¢io BKT (7px7), 0 comprimento de correlacdo e a sus-

ceptibilidade no plano divergem exponencialmente com Tgx7 com uma lei dada pela equacgdo

—_

E ~agebeTTor) 2 2.9)

1

X ~ ayebrT=Toxr) 2 (2.10)

e permanece infinita para T < Tpgr. Nas equagdes acima ag, bg, ay, by sdo constantes. Dessa
forma, tem-se uma linha continua de pontos de transi¢ao para temperaturas abaixo da tempera-
tura BKT.

A funcdo de correlacdo das flutuacdes das componentes de spin no plano decai exponenci-
almente acima de Tpg7 € a baixo de Tpgxr decai com uma lei de poténcia expressas, respectiva-

mente, por

(Sisf, +sisi,,)~e ¢, (2.11)
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)~ i. (2.12)

XX Y
(Sisfy,+8)s =

i+r

O expoente 1) € definido na Eq. (2.12). Ele € uma funcio da temperatura e varia de 0
(T =0) al/4 (T = Tpgr). Uma outra propriedade da transicdo BKT é o comportamento do
calor especifico como funcdo da temperatura. Em contraste com a transicao de fase de segunda
ordem, essa fun¢do ndo apresenta divergéncia na temperatura de transicdo, mas apenas um

maximo que estd localizado levemente acima dessa temperatura, como mostrado na Figura 2.2.

—_
(%)
L

Figura 2.2: Calor especifico do modelo XY bidimensional numa rede triangular, a linha trace-
jada marca a temperatura de transicdo BKT [23].

Uma quantidade termodinamica muito empregada no estudo do modelo XY € o médulo da
helicidade Y. Esta quantidade € utilizada principalmente para obter a temperatura de transi¢ao
BKT do sistema, visto que na temperatura de transi¢do o médulo da helicidade apresenta um
salto de 27 /7 a 0. O médulo da helicidade foi introduzido por Fisher, Barber, and Jasnow [58]
afim de definir o comprimento de coeréncia de um superfluido de *“He . O médulo da helicidade
descreve a resisténcia do sistema a um giro das componentes planares de spin numa determinada
direcdo. Dentro do formalismo do modelo XY essa é a quantidade fisica que corresponde a
densidade superfluida. O médulo de helicidade, também conhecido como stiffness, é expresso

como

9*F
Y= - 2.13
557, (2.13)
onde F = —kgTInZ é a energia livre do sistema e 0 € um pequeno giro em uma diregdo.
Desenvolvendo a Eq. (2.13), chega-se a
22K 1 9\ ? 1 /oX 2
Y=( = - — —_— —— == , (2.14)
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onde H € o hamiltoniano do sistema.

2.3 Impurezas ou defeitos nos modelos magnéticos

Durante muitos anos, os estudos realizados para tratar os materiais encontrados na natureza
utilizavam-se de modelos homogéneos, com estrutura perfeita e integra simetria translacional.
Entretanto, materiais reais inevitavelmente apresentam defeitos, impurezas ou estados de nao-
equilibrio. Quando defeitos e impurezas nos materiais podem ser precisamente controlados, o
efeito da mesma na criticalidade € uma importante area de estudo e constituem-se um ativo e

moderno campo da fisica tedrica e experimental.

Os sistemas desordenados sao divididos em duas grandes categorias, dependendo de como
os centros atomicos se distribuem. Quando os centros atdmicos se localizam em pontos de uma
rede com estrutura periddica variando aleatoriamente apenas os valores de spin, trata-se de um
caso de desordem do tipo substitucional ou composicional [19]. Exemplos desta categoria de
desordem sdo as ligas, os cristais mistos e os vidros metalicos. A outra situacdo é aquela onde os
centros atdmicos sao distribuidos sem qualquer arranjo espacial especifico. Quando isto ocorre,
a desordem € denominada estrutural ou posicional, sendo muito mais dificil de tratar do que a
desordem substitucional, e ndo serd aqui considerada. Incluem-se nessa classe de desordem os

solidos amorfos e os metais liquidos.

Dependendo da existéncia ou ndo de correlacdo entre as impurezas, os sistemas desorde-
nados podem ser classificados como recozidos (annealed) ou temperados (quenched). O mo-
delo € definido como recozido quando a distribui¢do das impurezas sobre os sitios da rede esta
em equilibrio térmico. Nesse caso, geralmente a distribuicdo de ocupacdo dos sitios é tal que
minimiza a energia livre e, portanto, as correlacdes entre os constituintes ndo permitem uma
distribuicio completamente aleatéria. Um exemplo é o problema de mistura de *He-*He o que
€ equivalente a0 modelo XY com dilui¢do annealed. O interesse nesse tipo de diluigdo € esti-
mulado pela probabilidade da existéncia de ponto tricritico ou critico terminal, abaixo do qual

um tipo de separacdo de fase ocorre.

No modelo temperado, por outro lado, os &tomos magnéticos situam-se aleatoriamente nos
sitios de uma dada rede cristalina onde, estatisticamente, a probabilidade de ocupacdo de um
dado sitio por um ion independe da ocupagdo dos demais sitios. Um exemplo ocorre em sélidos,
onde a escala de tempo da mobilidade das impurezas € muito maior que as escalas de tempo

envolvidas no problema da dinamica dos spins.

A determinacdo das quantidades termodinamicas desses modelos requer a avaliagdo da
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média da energia livre do sistema. No sistema recozido a média é determinada simultanea-
mente sobre todas as possiveis configuracdes de spin e de impurezas. Os sistemas que contém
impurezas temperadas ndo sdo estritamente sistemas em equilibrio e ndo podem ser tratados da
mesma maneira [59, 60]. No sistema temperado a funcdo de parti¢do depende da distribui¢ao
das impurezas. Contudo, no limite termodinamico, pode-se imaginar o sistema subdividido em
muitos subsistemas que sdo grandes microscopicamente. Cada subsistema apresenta diferentes
distribui¢des de impurezas €, que se pode conceber como parte de um ensemble que apresenta
uma distribui¢éo de probabilidade P(€). Como a energia livre total do sistema é a soma da ener-
gia livre de cada subsistema, tem-se que a energia livre por sitio pode ser dada como a média
neste ensamble

F=TreP(e)F (). (2.15)

A presenca de impureza nao magnética em um sistema magnético, tanto na forma temperada
quanto na recozida, tende a diminuir a temperatura de transi¢do do mesmo. Acima de certas
concentracdes de impurezas o sistema torna-se desordenado mesmo a temperatura nula, essa
concentracdo p. € denominada concentracdo critica ou concentracdo de percolacdo. Uma im-
portante questao estudada nos sistemas desordenados € quanto a sua classe de universalidade.
Alguns sistemas passam para uma nova classe de universalidade com a insercdo de impure-
zas, na linguagem do grupo de renormalizacdo, € dito que a impurezas sdo relevantes no ponto
critico do sistema. Um critério proposto por Harris estabelece uma relacdo entre o expoente
critico do calor especifico o do sistema puro e a relevancia de impurezas na classe de univer-
salidade do sistema. Segundo esse critério [61], quando & > 0 as impurezas sdo relevantes e o
sistema apresenta uma nova classe de universalidade, caso contrdrio os expoentes sa0 0s mes-
mos. O critério de Harris tem sido confirmado experimental e teoricamente em varios modelos

por diferentes técnicas.

2.4 O hélio e 0 modelo Vetorial Blume-Emery-Griffiths

O hélio € o segundo elemento mais abundante no universo depois do hidrogénio, sendo raro
na Terra porque seus dtomos sao tao leves que a velocidade térmica na alta atmosfera € superior
a velocidade de escape e uma grande propor¢do deles foge da atmosfera. Na natureza, ha dois
is6topos distintos do hélio, o 3He e 0 *He . O mais abundante “He , possui um ntcleo formado
por dois prétons e dois néutrons, e o menos abundante >He possui um nticleo com dois prétons

e apenas um néutron.

Quando se resfria o ‘He a temperaturas abaixo de 2,172 K, este sofre uma transi¢iao para



2.4 O hélio e o modelo Vetorial Blume-Emery-Griffiths 14

uma fase superfluida. O termo superfluido foi cunhado por Pyotr Kapitza em 1938, devido
ao comportamento hidrodindmico singular do “He a baixas temperaturas. A superfluidez do
“He foi explicada posteriormente pelo fisico teérico Lev Landau como uma manifestacio de
um processo conhecido como condensagao de Bose-Einstein. O ponto de transicao de fase do
hélio liquido normal para superfluido ficou conhecido como ponto A, isto devido ao formato da

curva do calor especifico como funcdo da temperatura, que na transicao lembra a letra grega.

No caso do isétopo *He , a superfluidez s6 foi comprovada no inicio da década de 70 com
uma temperatura de transi¢ao do liquido normal para superfluido muito mais baixa do que a do
“He (~ 2,7 mK). A descoberta valeu o Prémio Nobel a Douglas Osheroff, David Lee e Robert
Richardson. Apesar de is6topos, os efeitos quanticos se manifestam de forma distintas nos
liquidos He e “He , uma vez que os dtomos de 3He sdo férmions, enquanto “He sdo bésons.
Por isso a superfluidez do liquido *He s6 pdde ser explicada pelo trabalho de Anthony Leggett
em 1972 [62].

Uma vez que a temperatura de transicio do *He é cerca de mil vez menor que a do “*He, em
sistema de misturas de *He-*He, 4tomos de *He comportam-se como impurezas, que reduzem
a temperatura da transi¢do superfluida e induzem a separacao de fases no sistema. No diagrama
de transi¢do de fase a linha de transicdo lambda de segunda ordem termina em uma linha de
coexisténcia de fases, ou de primeira ordem, que separa uma fase pobre em *He para uma fase
rica em *He . Esse comportamento, apresentado na Figura 2.3, foi obtido experimentalmente

por Roberts e Sydoriak em 1960 [63] e Graf e colaboradores em 1967 [64].

Em 1971, Blume, Emery e Griffiths [65] propuseram um modelo de spins discretos capaz
de reproduzir a topologia basica do diagrama de fases de misturas de *He-*He . Nesse modelo,
conhecido como modelo de BEG, cada sitio i da rede possui uma varidvel de spin S que pode
tomar valores —1, 0, +1. Como o *He é um férmion ele serd representado pela varidvel de spin
S = 0. Dessa forma, o *He se comporta como uma impureza, reduzindo o valor da temperatura

critica do sistema.

O parmetro de ordem deste modelo é a média das varidveis de spin (S). Este é um
pardmetro de ordem semelhante ao do modelo de Ising. Como S? pode ser zero ou um, (S?)
é interpretado como a densidade de dtomos de “He e 1 — (S?) com a densidade de atomos de

3He . O Hamiltoniano do modelo BEG é dado pela equacdo
H=-JY $S;—KY S;57+AY S, (2.16)
(i) (ij) i

onde J € a interacdo de exchange bilinear, K € a interacdo biquadratica, A o termo de anisotropia

cristalina e S; = —1,0,+1. Embora o modelo de BEG acima, resolvido pela aproximacao de
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Figura 2.3: Diagrama de transicio de fase experimental de misturas de >He-*He retirado da re-
feréncia [64], onde q é a concentracdo de *He . Os circulos cheios sdo os pontos de separacio de
fase obtidos de dados da constante dielétrica. Os circulos abertos s@o temperatura de transi¢ao
T, os quadrados sdo resultados da referéncia [63] obtidos com base na atenuagdo do terceiro
som.

campo médio, tenha reproduzido qualitativamente o diagrama de fases experimental para uma
faixa de valores dos parametros do hamiltoniano, ele apresenta certas caracteristicas nao fisicas,
como nao considerar a simetria rotacional do parametro de ordem do hélio superfluido (a fun¢do

de onda associada a superfluidez).

Devido ao problema de simetria do modelo BEG, Berker e Nelson [23] e, independente-
mente, Cardy e Scalapino [24], propuseram um modelo baseado no rotor planar para descrever
o comportamento de filmes de misturas de 3He-*He , conhecido como o modelo vetorial de

Blume-Emery-Griffiths (Rotor-VBEG ). Um modelo mais geral, que pode ser dado por

H= —JZ(S§S§+S,¥5§)—KZS%S§+AZS%, (2.17)

(i) (i) {
onde S; sdo vetores cldssicos, cujo médulo pode assumir valores |S;| = 0, se houver um atomo
de *He ou |S;| = 1, se houver um dtomo de “He . O diagrama de fases do modelo Rotor-VBEG
foi investigado em duas dimensdes usando grupo de renormalizacao de Migdal-Kadanoff e ndo

se encontrou um ponto tricritico para nenhum valor dos pardmetros do modelo.

O modelo XY-VBEG difere do Rotor-VBEG por apresentar spins tridimensionais que po-

dem flutuar também fora do plano XY. Apesar de o Hamiltoniano ter a mesma forma do Rotor-
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VBEG, o espaco de fase associado a ambos difere, e dessa forma € esperado diferengas em suas
propriedades termodinamicas. Ambos ndo visam uma modelagem quantitativa fiel do diagrama
de fase experimental do 3He-*He. Em vez disso, busca-se capturar as caracteristicas fisicas e
topoldgicas essenciais do problema, ou seja, a separagao de fases em conjunto com a formagao
de uma fase superfluida. Entre outras coisas, isto significa que o modelo descrito acima ndo cap-
tura, por exemplo, a miscibilidade finita de *He em “He de cerca de 6% a temperaturas muito
baixas, onde o *He em solugdo se comporta como um liquido de Fermi e, portanto, exigiria
um tratamento totalmente quantico [66]. Esse ultimo aspecto, no entanto, ndo tem implicacoes
fisicas importantes para o comportamento do sistema proximo ao ponto de transi¢cdo, que € o

foco principal do presente trabalho.

2.5 Simulacao Monte Carlo

Simulacdes de Monte Carlo sao amplamente empregadas no estudo quantitativo de transi-
coes de fases. Em sistemas magnéticos, bem como em outros sistemas com interagdes de curto
alcance, é empregada a técnica de amostragem por importancia, onde somente as configuracoes
mais importantes sao geradas na simulagcdo. O algoritmo deve ser ergddico e satisfazer a re-
gra do balango detalhado para que o equilibrio seja atingido com a distribui¢cdo conhecida de
Boltzmann. Um algoritmo muito utilizado que satisfaz essas duas exigéncias ¢ o chamado al-
goritmo de Metropolis. Entretanto, essa técnica sofre de alguns problemas, como a relaxacdo
critica, onde o sistema demora um tempo muito grande para atingir o equilibrio a medida que
as redes se tornam maiores. Algoritmos hibridos foram entio propostos para se evitar essa in-
conveniéncia e reduzir o tempo de simulacdo. Portanto, para estudar as propriedades estaticas
do modelo apresentado empregaremos um algoritmo hibrido que consta de quatro algoritmos
de Monte Carlo. Estes algoritmos sdo: o algoritmo de gas de rede, o de Metropolis, o de Wolff
e o de superrelaxacgdo, que serdo discutidos brevemente abaixo. Para uma revisdo detalhada das

técnicas de simulacdo, veja, por exemplo a referéncias [67] e [68].

2.5.1 Gas de Rede

O algoritmo de gas de rede possibilita a analise da separacdo de fases. Esse algoritmo
¢ um procedimento simples utilizado para produzir um gas de rede que seja uma mistura de
particulas de *He -*He , inserindo particulas magnéticas (spin cldssico unitdrio, representando
o “He ) ou ndo-magnéticas (de spin nulo, representando o *He ). Esse algoritmo é imple-

mentado selecionando-se aleatoriamente um sitio na rede e tentando-se inserir uma particula
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magnética em um sitio onde uma particula nao-magnética esteja localizada e vice-versa. Qual-
quer particula magnética inserida por esse procedimento apresenta spin de orientacao aleatdria,
definida pela prescricio de Marsaglia [68, 69] que seleciona um ponto sobre a superficie da
esfera unitaria com distribuicao de probabilidade uniforme. Essa prescri¢ao consiste em gerar
um numero aleatorio no intervalo (—1, 1) que representara a componente z do spin. O plano
perpendicular ao eixo z que intercepta o ponto sorteado, seccionard a esfera unitdria definindo
uma circunferéncia de raio r = (1 — zz) 1/2 Sorteia-se entdio um nimero entre (—r, r), que defi-
nird a posi¢ao do ponto na circunferéncia. Estabelecida a direcdo do spin calcula-se a variagao
de energia AE e a probabilidade de aceitacdo da nova configuracdo € definida pelo chamado

banho térmico local [70] dada pela Eq. (2.18) abaixo,
1

) -
P(AE - (é—"%>

(2.18)

2.5.2 Metropolis

No método de Metropolis (o primeiro e mais frequentemente utilizado em simulagdes
Monte Carlo) geram-se configuragdes sucessivas partindo de um estado inicial qualquer. Para
1850, usa-se uma probabilidade de transi¢do que depende da diferenca de energias entre o estado
atual e o proximo estado. Essa probabilidade pode ser dada também pelo banho térmico da
Eq. (2.18). A sucessdo de estados produzidos segue um caminho ordenado de tempo, sendo
que neste caso o tempo € chamado de tempo de Monte Carlo e nao é um tempo deterministico,
ele € medido em Passos de Monte Carlo (MCS). Durante os primeiros passos de Monte Carlo
o sistema estd relaxando para o equilibrio e a energia interna e o parametro de ordem mudam,
mas com escalas de tempo diferentes. Depois de certo nimero de passos de Monte Carlo o
sistema atinge o equilibrio e as propriedades entdo s6 apresentam flutuacdes termodindmicas
em torno de sua média. O ndmero de passos para se atingir o equilibrio dependerd de muitos
fatores, como do modelo, temperatura, tamanho de rede, condi¢des de contorno, etc. O nimero
de passos de Monte Carlo necessario para o sistema relaxar, também conhecido como tempo de
termalizagdo, deve ser muito maior que o tempo de correlagcdo do sistema. Esse ultimo, por sua
vez, diverge na transi¢do de fases de acordo com 7 o< L%, onde z € o expoente dinamico critico e
L o tamanho do sistema. Quanto menor o valor de z menor serd a influéncia do tamanho do sis-
tema no tempo de simulac¢io. Esse problema é conhecido como efeito “dinamica critica lenta”

[68]. O algoritmo de Metropolis apresenta um expoente z ~ 1 para sistemas em trés dimensdes.
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2.5.3 Wolff

Usando as idéias da teoria de percolacdo [71] Swendsen-Wang apresentaram em 1987 [72]
um novo algoritmo aplicado ao modelo de Potts, que diferentemente do Metropolis atualiza
os spins em clusters. O algoritmo de aglomerados (cluster) de Swendsen-Wang foi o primeiro
algoritmo a reduzir significativamente o problema do decaimento critico lento. Posteriormente,

Ulli Wolff [73] aprimorou este algoritmo e conseguiu um expoente z ~ 0.

Wolff também generalizou a operacdo de spin-flip, definindo essa operacdo como uma re-

flexdo num hiperplano ortogonal a uma direcdo n

R(n)oy = oy — 2(0y.n).n. (2.19)

Essa generalizacao facilitou sua aplicacdo a sistema de spins continuos. O algoritmo de
cluster de Wolff baseia-se entdo em identificar aglomerados de spins com relacdo a uma direcdo
aleatoria v partindo de um sitio escolhido aleatoriamente na rede (semente do cluster) e reori-
enta-los todos em torno do plano ortogonal a essa dire¢do, como um unico bloco, de uma s6
vez, com probabilidade 1. Para manter a condi¢do de balanco detalhado a probabilidade de um

sitio oy ser adicionado ao cluster através de uma ligagdo com o spin o, € dada pela equac@do
P(0y,0y) = 1 —exp(min{0, Bo,[1 —R(v)]oy}). (2.20)

Como no algoritmo de Wolff uma grande frac@o de spins € reorientada de uma s6 vez, isso reduz
de maneira muito eficiente a correlacio entre configuracdes sucessivas durante as simulacoes

Monte Carlo.

No modelo XY, no entanto, para manter a condi¢do de balanco detalhado o vetor v deve
estar no plano XY. Essa condi¢do torna o algoritmo de Wolff ndo-ergddico para o modelo XY,
pois este ndo pode levar o sistema a percorrer todas as configuracdes do espago de fase, visto que
o algoritmo mantém inalterada a componente z do sistema. Assim, nesse trabalho, o algoritmo
de Wollff serd combinado com outros algoritmos utilizando-se o método Monte Carlo hibrido
[74], a fim de reduzir de maneira eficiente as correlacdes entre as configuragdes sucessivas e

recuperar a ergodicidade.

2.5.4 Superrelaxacao

Um outro método eficiente para reduzir a correlagdo entre configuracdes sucessivas € a

superrelaxacdo [75, 76]. O mecanismo envolvido neste método consiste em encontrar o campo
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efetivo a que um determinado sitio k estd submetido. Como a energia do sitio k£ € dada por um
produto escalar entre o spin e seu campo efetivo, uma rotacao do spin em torno do campo efetivo
altera a configuracdo da rede, mas conserva a energia do sistema. Assim, a implementaciao do
método de super-relaxacao € bem simples. Basta percorrer os sitios da rede, determinar o campo
efetivo para o spin considerado e trocar o sinal da componente desse spin perpendicular ao
campo efetivo (o que equivale a uma rotacdo de x). Para o modelo vetorial de Blume-Emery-
Griffiths, versao XY, como no termo de interacdo de troca somente entram as componentes
planares dos vetores de spin, a rotagao efetuada deve manter inalterada a componente z (fora do
plano) dos spins, de modo a conservar a energia da configuracdo. Isso é conseguido rodando-se
somente a componente planar do spin considerado em torno da componente planar do campo

efetivo.

2.6 Método do histograma

2.6.1 Método do histograma Simples

O método do histograma € uma das técnicas de andlise de dados mais utilizada em conjunto
com a simulacdo computacional. Esta técnica permite extrapolar os resultados da simulagdo
computacional realizada em uma determinada temperatura 7 a uma faixa de temperatura em
torno de 7p. Isto permite obter, com eficiéncia, propriedades estatisticas com grande precisao e
economia de tempo computacional, visto que o tempo gasto pelo método € muito inferior ao de
se realizar a simulacdo em diferentes temperaturas. O método do histograma € baseado na idéia
inicialmente proposta por Salsburg e colaboradores [77]. A versdo mais comum, e utilizada

neste trabalho, foi proposta por Ferrenberg e Swendsen [78].

Em linhas gerais, o método parte de uma simulacdo Monte Carlo de um sistema qualquer
(o modelo XY, por exemplo), realizada a uma dada temperatura fixa. Essa simulacdo gera

configuracdes de acordo com a distribui¢do canodnica de probabilidades

P, (x) = i exp [—BoH(x)], 2.21)
2, = Y exp [~BoF(x)], 2.22)
=

1
kpTy’

H(x) é o hamiltoniano do sistema estudado e Z é a fungdo particao.

onde x representa uma dada configuragdo do sistema, By = kp € a constante de Boltzmann,

A distribuigdo de probabilidades Pg, (x) contém toda a informagdo termodinamica sobre o
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sistema. Entretanto, € mais conveniente trabalhar com uma distribuicdo equivalente, Pﬁo (E),
para o espectro de energias do sistema
1
Pg,(E) = gW(E)eXP [—BoE], (2.23)

0

onde W (E) é o nimero de estados com energia E. Para um sistema com um espectro continuo
de energias W(E) torna-se uma densidade de estados de energia entre E ¢ E + 6E. A média

térmica de qualquer funcdo de E pode ser obtida com

VENg =7 -1 Y FEW (E)exp [~ o). (2.24)

O método parte do principio que a simulacio Monte Carlo gera configuracdes de acordo
com a distribui¢@o de probabilidades de equilibrio, logo um histograma H (E) da energia gerado
durante a simulagdo vai fornecer uma estimativa para a distribuigéo Pg, (x) dado pela Eq. (2.23),
que serd mais precisa quanto maior for o niumero de passos de Monte Carlo realizados (MCS).

Dessa forma, pode-se escrever

H(E) 1
MCS — gW(E) exp[—BoE]. (2.25)

0

Assim, pode-se obter a densidade de probabilidade da energia invertendo a equagio para W (E)

Zp
E) = — H(E —BoE 2.2
W(E) = B H(E) exp - PoE] (226)
e, para uma temperatura arbitraria 7, tem-se
1
Pg (E)= Z—W(E)exp [—BE]. (2.27)
Bo

Normalizando a equagdo acima encontra-se

W (E)exp[—ABE]

Ps(E) = . (2.28)
M) = EWE e B
Assim, a média de uma quantidade termodinamica qualquer € dada por
LIE)W (E)exp|-ABE]
(f(E))g = (2.29)

%W(E) exp[—ABE]

Em suma, o método do histograma dd uma estimativa da distribui¢cdo de probabilidades
para uma temperatura 7" a partir da distribui¢ao de probabilidades obtida para uma temperatura

Tp. Contudo, pelo fato de o numero de passos de Monte Carlo ser finito na simulagdo utilizada



2.6 Método do histograma 21

para obter o histograma, a confiabilidade da estimativa realizada pelo método do histograma
fica limitada a uma faixa estreita em torno da temperatura inicial onde a simulacdo foi reali-
zada. Quando AT se torna muito grande, flutuacdes considerdveis aparecem na distribui¢ao de
probabilidades extrapolada. Isto acontece porque, para uma simulagdo realizada em Ty, os esta-
dos visitados limitam-se a um volume do espaco de fase relativamente restrito. Assim, para se
estimar a distribui¢do de probabilidades além dessa regido, a informacdo disponivel sobre esse
dominio do espaco de configuracdes € tdo pobre ou inexistente, que a extrapolacao resultante
torna-se insatisfatoria. Na pratica, o que se faz € obter a distribuicdo de probabilidades esti-
mada e compara-la com a distribui¢do obtida a temperatura 7p da simulacdo. Se a distribui¢ao
estimada se afasta demais daquela obtida para Tp, tornando-se ruidosa, uma nova simulacao é
realizada, na vizinhanga da temperatura que se deseja estudar. A faixa de confiabilidade do
método é reduzida com o aumento do tamanho da rede estudada, ja que as flutua¢des diminuem
com o aumento de L, a0 mesmo tempo em que o proprio espago de configuracdes cresce, o que

faz com que a fragdo do volume do espacgo de fases coberto numa simulagdo diminua.

No caso dos modelos estudados neste trabalho, o espectro de energias € continuo e, para a
constru¢do do histograma, € necessdrio discretizar a distribui¢do de probabilidades, escolhendo
um passo de discretizagdo adequado. Entretanto, uma alternativa que elimina a necessidade da
discretizagdo no cdlculo das médias termodinamicas (Eq. (2.29)) € a leitura, linha por linha,
de uma tabela de energias e magnetizagdes (ou outras grandezas f(E) desejadas), armazenada
durante a simulacdo na temperatura 7j. Esse processo € equivalente a computar-se 0 somatorio

da Eq. (2.29) e poupa-nos dos problemas introduzidos pela discretizagao.

2.6.2 Método do histograma multidimensional

O método do histograma multidimensional é uma extensdo do método do histograma sim-
ples. Esse método é importante no estudo de sistemas no qual é necessario extrapolar o com-
portamento de grandezas termodinamicas niao apenas na temperatura, mas também em outros
parametros do hamiltoniano. Por exemplo, considere o modelo vetorial de Blume-Emery-
Griffiths expresso pelo hamiltoniano da Eq. (2.17). Esse hamiltoniano apresenta trés parametros

J, K e A, podendo ser reescrito como
—BH = K1H| + Ky Ho + K3 Hs, (2.30)
onde H; = ¥ [sgs;wfsﬂ, T = ¥ 8282, 33 = Y82 K| = PJ, Ko = BK e K3 = BA.
) (1) i

(1,j

Portanto, a partir de uma simulagdo realizada a temperatura 7, e nos parametros Kjq , Kao
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e K30, obtém-se a seguinte distribui¢do de probabilidades

1

Plsg feag s (1, Ha, Hz) = Z (k10,k20,k30)

W (Hy,Ha, Hsz) exp [K10H 1 + KaoHo + K30H3] .
(2.31)

Andlogo ao histograma simples, para uma temperatura extrapolada T e parametros extra-

polados K , K> e K3, a distribuicao de probabilidades € dada por

1

Py iy b (H1, F2, H3) = Zlhfaka)

W(le,sz,f}Cg)exp [Klf}fl + Ky Ho, +K39‘C3] . (2.32)

Partindo do histograma tridimensional H(H,,H,,H3) obtido da simulagdo Monte Carlo

tem-se
H (H,Hy, H
Prero Jeao o (F1, Ha, H3) = ( le 3). (2.33)

Os célculos seguem andlogo aos feitos para o histograma simples, ou seja, substituindo
a Eq. (2.33) e na Eq. (2.31), obtém-se uma estimativa para W (H,H,,Hs3). Inserindo essa

estimativa na Eq. (2.32) e normalizando a distribui¢ao de probabilidades, obtém-se

H (%1,5’(2,9‘(3)6)([) [AKlle +AKyH> —|—AK3.’H3]

Y ¥ Y H(Hi, 3o, Hz)exp [AK IH(; +AK I + AK3 (3]
HyHo H3

Pry o ks (FC1, Hop, H3) = (2.34)

Desse modo, a média de uma quantidade termodinamica estimada para para uma dada

temperatura 7 e nos parametros extrapolados K , K> e K3 é dada por

§§§f(%17%2a%3>H(%17H27%3)6Xp [AK 1 Hy + AK> Ho + AK3 H3
(f(H1, 3, H3)) = —22

Y Y Y H(Hi,Ho,H3)exp [AK Hi + AK> F(r + AK3 T3]
3, Ho Hs
(2.35)

2.7 Teoria de escala de tamanho finito

A teoria de transi¢Oes de fase e fenOmenos criticos apresentada na Secdo 2.1 parte da
hipétese de o sistema encontrar-se no limite termodinamico, onde o nimero N de particulas
e o volume V do sistema v&o a infinito, com uma densidade N/V constante. Essa condigao,

entretanto, ndo € satisfeita para os sistemas estudados em experimentos, € muito menos em
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simulacdes computacionais. O efeito de tamanho finito nas propriedades criticas do sistema
tem sido objeto de estudo tedrico por muitos anos (veja [16]). Mais recentemente, devido ao
progresso na preparacao de filmes finos, essa questdo comegou a ser investigada experimental-

mente. Veja, por exemplo, as referéncias [14, 15].

As técnicas de Escala de Tamanho Finito (ETF) sdo particularmente importantes no traba-
lho numérico, sendo hoje um dos procedimentos mais eficazes para a determinacdo de quan-
tidades criticas. Aqui, € apresentado, de forma resumida, as principais idéias por trds da ETF
e as diversas relacdes que sdo utilizadas em estudos numéricos para determinar as quantidades

criticas.

O ponto de partida da ETF € estudar o comportamento critico do sistema no limite termo-
dindmico a partir da dependéncia da parte singular da energia livre com o tamanho finito do
mesmo. Para tal, supde-se a homogeneidade do sistema e usa-se o tamanho linear L e a tem-
peratura reduzida t como varidveis, encontrando a seguinte relacdo de escala de tamanho finito

nas vizinhancas do ponto critico estacionério 7T,
F(L,T)=L"% 9" gLV, (2.36)

onde t = (T — T;)/T,. Partindo da energia livre obtém-se para a transi¢do de segunda ordem

propriedades termodinamicas que seguem as leis de escalas

m=L"PV L"), magnetizacio, (2.37a)
x =LV x0:LYY), susceptibilidade, (2.37b)
C=L"%vE:L"), calor especifico, (2.37¢)

em que .Z°(x), 27°(x) e €°(x) sdo fungdes escalares e @, B, ¥, V sdo os expoentes criticos do
calor especifico, da magnetizacdo, da susceptibilidade e comprimento de correlacao, respecti-
vamente. Exatamente na transi¢c@o todas as propriedades termodinidmicas exibem um comporta-

mento seguindo uma lei de poténcia, uma vez que as funcdes escalares se reduzem a constantes,

(& portanto
Mo LBV (2.38a)
o< LYV (2.38b)
Coc L%V, (2.38¢)

Além destas quantidades, que sdo basicamente momentos de primeira ou segunda ordem

da distribui¢do de probabilidade do parametro de ordem ou da energia, informacdes adicionas
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importantes podem ser obtidas examinando momentos de ordens mais altas da correspondente
distribuicdo de probabilidade. Isto pode ser feito efetivamente considerando o cumulante re-
duzido de quarta ordem [79]. Para um modelo de Ising a campo nulo, para o qual todos os
momentos de ordem impar desaparecem por simetria, Uy o cumulante de quarta ordem € dado

por
<M*>

Up=1——" "~
4 3 < M2 >2

(2.39)

Quando o tamanho do sistema tende a infinito, L — oo, implica U4 — 0 quando 7" > T, e
Us — 2/3 quando T < T. Para redes de tamanho suficientemente grandes, as curvas de Us(7T)
se cruzam num ponto fixo U; e o local do cruzamento € o ponto critico. Consequentemente,
fazendo os gréficos para diferentes tamanhos de redes, partindo do ponto de cruzamento das cur-
vas, pode-se fazer uma identificagdo preliminar da classe de universalidade do valor de U; e se
obter uma estimativa para 7. Se os tamanhos usados forem muito pequenos, havera limita¢oes
estatisticas, impedindo que todas as curvas se interceptem num ponto comum, devendo haver
neste caso uma variacdo sistemdtica que crescerd com tamanho da rede para uma interse¢ao
comum. Outra técnica que pode ser usada para determinar a temperatura de transi¢do com boa
precisdo consiste em localizar os pontos de maximos em quantidades termodinamicas diver-
gentes como: o calor especifico e a susceptibilidade magnética. O local do cume define uma
temperatura de transicdo 7. (L) de rede finita, a qual varia com o tamanho do sistema de acordo
com

T.(L)=T.+bL™'V (2.40)

em que b ¢ um constante, e o expoente é 0 mesmo para qualquer formulagdo de 7(L), mas
com diferentes coeficientes b, visto que cada quantidade termodindmica tem sua prépria fungdo
de escala. Os cumes de fungdes termodinamicas diferentes acontecem a temperaturas distin-
tas para sistemas finitos, alguns com valores de ¢ positivo e outros com valores de g negativo.
Usando a Eq. (2.40) pode-se determinar o local da transi¢do de uma rede infinita, para isso é
necessario ter uma estimativa precisa de v e valores precisos de 7,.(L). No caso de v ndo ser
conhecido, o ajuste ndo-linear usando a Eq. (2.40) possui 3 parametros ajustiveis, consequen-
temente uma resposta segura sé € obtida se dados com boa precisao estatistica forem usados e
se forem avaliadas vdrias quantidades termodinimicas simultaneamente. E notoriamente dificil
determinar v de uma simulacdo MC devido a falta de quantidades que provéem uma medida
direta. Por isso € ttil examinar o cumulante de quarta ordem da magnetizacdo [79]. Na regidao
de escala de tamanho finito, a derivada de U em relacao a temperatura, por exemplo, varia com

L segundo a equacao
UO(SLI/V)

Uy =L"Y -
C

(2.41)



2.7 Teoria de escala de tamanho finito 25

que permite estimar o expoente critico v de forma direta, diminuindo com isso sua incerteza.
No entanto, a equagdo acima ndo € a inica que permite a determinagdo de v diretamente. Outras

quantidades serdo apresentadas nos proximos capitulos quando do estudo do modelo XY.

Utilizando as rela¢Ges apresentadas nesta se¢do pode-se obter os expoentes criticos Vv, f3,
Y e &, bem como a temperatura critica do sistema 7, partindo de uma simulacdo Monte Carlo
em sistemas com valor de L suficientemente grandes. Contudo, para sistemas pequenos pode
ser ainda necessdario acrescentar termos de corre¢cdes de escala. As relagdes assumem entdo as

seguintes formas

M =MoL PV (14 byL=?) (2.42a)
x =L "V(1 +by L7?), (2.42b)
C=CoL *"(14bcL™®), (2.42¢)
T.(L)=T.+bL™ Y (1 + by L), (2.42d)

onde by, by, b € by sdo constantes ndo universais € ® o expoente de corregdo de escala.

Por outro lado, como visto na secao 2.1, um ponto marcante da teoria BKT é que ela prevé
uma singularidade essencial, um crescimento exponencial do comprimento de correlagao e de
outras grandezas termodinamicas perto da transi¢do, em contraste com o comportamento de lei
de poténcia em uma transi¢ao de segunda ordem, como discutido acima. No entanto, esse com-
portamento, durante muito tempo, nao pdde ser confirmado através de simulagdao Monte Carlo.
Isso se deve a grande dependéncia da transi¢do BKT com o tamanho do sistema. Sé a partir da
década de 1990, simulacoes de Monte Carlo permitiram um esclarecimento do comportamento
BKT [80, 81, 82, 83, 84]. Na tltima decada, varios trabalhos foram publicados buscando com-
preender os efeitos do tamanho finito no modelo XY [33, 85, 86]. Um exemplo tipico € a obra

de Hasenbusch [87], onde o modelo XY foi estudado em redes de tamanho até L — 2024.

Embora o modelo XY em duas dimensdes ndo apresente quebra espontanea de simetria a
fun¢do de correlagdo entre os spins do plano decai lentamente a baixa temperatura como foi
apresentado na Sec¢do 2.1. Este lento decaimento com a distancia provoca o aparecimento de
magnetizacdo espontanea em um sistema finito [88, 89, 90]. A andlise de ondas de spin, em um
sistema com N spin e a baixa temperatura, dd uma magnetizagio M,, [91]

My, = (%)T/ 87 (2.43)

Esta magnetizag@o apresenta uma “transi¢do” em uma temperatura efetiva 7,(L) com um apa-

rente expoente critico universal 8 = 0.23, que também é observado experimentalmente em
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diferentes materiais magnéticos que se assemelham ao modelo XY [92, 93, 94].

Esta temperatura efetiva segue uma lei de escala para transicdo BKT dada pela relagao
[37, 84, 90]

4c(InL)?
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3 Modelo XY tridimensional como diluicao por sitios

Neste capitulo sdo apresentados os resultados das simulacdes Monte Carlo realizadas para
o modelo XY com dilui¢cdo por sitios do tipo temperada numa rede cibica. O diagrama de
transicao de fase da temperatura critica versus concentragdo de sitios magnéticos foi obtida
utilizando-se algoritmo de Monte Carlo Hibrido e Técnica do histograma. Esse diagrama revela
uma fase desordenada separada de uma fase ordenada por uma linha de transicdo de segunda
ordem. Os resultados da simulacdo foram comparados com resultados analiticos, bem como

recentes resultados experimentais.
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3.1 Introducao

Na Secdo 2.2 foi introduzido o modelo XY ferromagnético puro. Nesta se¢do serd inserido
uma dilui¢do por sitio do tipo temperada (quenched) no hamiltoniano, que passa a ser descrito

por

H= _J%giej[sf5§+5§5§], (3.1
LJ

onde S; é um vetor de spin cldssico tridimensional com §? = (%)% + (S?)% + (5%)? = 1, o so-
matorio € executado sobre todos os pares de primeiros vizinhos em uma rede cubica simples,
e & € uma varidvel aleatoria descorrelacionada do tipo temperada, que representa a existéncia
de duas classes de particulas no sistema, as particulas magnéticas (&; = 1) e as ndo magnéticas
(& =0).

As varidveis & obedecem a seguinte distribuicdao de probabilidade
P(&) = pd(&—1)+4qd(&), (3.2)

onde p € a concentracdo de sitios magnéticos e g= 1 — p € a concentragcao de impurezas, tal que

p = 1 corresponde ao sistema puro.

No Capitulo 2 discutiu-se, em linhas gerais, os métodos empregados em simulacdes Monte
Carlo e as correspondes anélises de dados. Descreve-se com mais detalhes nesta se¢do o proce-

dimento utilizado neste modelo especifico.

O primeiro passo da simulag¢@o é gerar uma amostra aleatéria € = {€;,&,€3,...€y }. Para
isso é utilizado um algoritmo de Monte Carlo que sorteia p x L sitios da rede e os preenche
com ‘g = 1’, preenchendo o restante dos sitios com ‘€; = 0’. Assim, para cada configuracao de
concentracao p, temperatura 7 e tamanho de rede L sdo geradas diferentes amostras aleatérias

{e} antes de cada simulago.

A simulag¢do propriamente dita foi realizada utilizando um algoritmo de Monte Carlo Hibrido
consistindo de trés passos do algoritmo Metropolis (M), cinco passos de uma versao nao ergddica
do algoritmo de Wolff (W) [67, 73], e dois passos do algoritmo de Superrelaxagdo a energia con-
figuracional constante (O) [75, 76]. Os passos individuais s@o misturados automaticamente no
programa e entdo uma sequéncia € gerada, como por exemplo MWWMOWMWWO). Este é
considerado entdo um passo de Monte Carlo Hibrido (MCS). Esta configuracio de passos que
compde o algoritmo de Monte Carlo Hibrido foi escolhida com base nos resultados de Krech

e Landau [95]. Com essa configuracao eles obtiveram boa reducdo das correlagdes entre as
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sucessivas configuracdes de spin. Proximo da temperatura de transicdo também foi utilizado a
técnica do histograma simples para obter as correspondentes médias de algumas quantidades

termodinamicas de interesse.

Para toda observavel Q, foi calculado primeiramente a média térmica de uma amostra (Qg)
obtida da simulacdo e da técnica do histograma. Com o resultado das diferentes amostras é

calculada entdo a média configuracional

[(Qe)], Y (0e), (3.3)

T # {s} =
onde #{e} € o nimero total de amostras considerado.

A média configuracional foi tomada usando amostras € independentes e para todas as amos-
tras sdo realizadas 1 x 10> MCS por spin para termalizacio e para o célculo da média foi rea-
lizado 5 x 10* MCS. O tamanho da rede varia de L = 10, 20, 30, 40, 50. Estes valores foram

escolhidos para que p x L? fosse um niimero inteiro.

As quantidades termodinamicas calculadas inicialmente foram a susceptibilidade no plano

e o cumulante de Binder

My = M*+M, (3.4)
N N

MY = Y ST, M=) ST, (3.5)
(M) — (M,)?

oy = P2 - > (3.6)

(M)
X — 1_ X .
U4 3<M3>27 (3 7)

onde a temperatura 7 é dada em unidades de J/kp, sendo kp a constante de Boltzmann, e
para o cumulante de Binder € utilizado somente a componente x, por esta ter se mostrado mais

apropriada para esse modelo [96].

O expoente critico foi estimado utilizando a teoria de escala de tamanho finito apresentada
no Capitulo 2. Foram usadas a média do médulo do pardmetro de ordem (, /M2 + My2> ,amédia
do quadrado do pardmetro de ordem (Mf +My2>, e a derivada do logaritmo deste ultimo com

relacdo a temperatura. Em 7" = T, € encontrado as relacoes ja discutidas na Secdo 2.7,

Xy = L3 (M}+M2) =X, oL (1+X;,L™°) (3.8)

X, = L—3<,/M§+My2>:XZOL—ﬁ/V(HleL—“’) (3.9)
0

Xy = ooIn(m 2+ m?) = X3V (1+X31L7%), (3.10)
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onde f3, 7, e v sdo os jd conhecidos expoentes criticos, X;; € uma constante ndo universal e  é

o expoente de correcdo de escala.

3.2 Resultados

3.2.1 Expoentes Criticos

Sabe-se que a simulacdo computacional de sistemas desordenados, proximo da tempera-
tura de transicdo, apresenta grandes variacdes nos valores das quantidades termodinamicas para
diferentes amostras realizadas. Essas flutuacdes foram aqui analisadas para se definir o me-
lhor nimero dessas amostras de modo a garantir uma maior precisao no estudo dos expoentes
criticos do sistema. Como exemplo, na Figura 3.1 estd apresentado os valores da susceptibili-
dade para cada uma das amostras no ponto de concentragdo p = 0,95 e temperatura T = 1,473,
e também no ponto de concentragdo p = 0,85 e temperatura 7 = 1,294. Esses pontos estdo
proximos do ponto de transi¢do de segunda ordem e a simulacao foi realizada em uma rede de
tamanho linear L = 20. Nessa figura os pontos marcam o valor da susceptibilidade da n-ésima
amostra, sendo a linha cheia a média das n amostras. Pode-se observar que a distribui¢cdo dos
pontos em torno da média é quase simétrica e torna-se mais disperso a medida que diminui a
concentracao de atomos magnéticos. Na Figura 3.2 estd apresentado distribuicdo de frequéncia
da susceptibilidade em p = 0,85 e T = 1,294. No caso, como espectro de distribui¢ao suscepti-
bilidade € continuo, para a construcao desse histograma, foi necessario discretizar a distribui¢ao
de probabilidades, escolhendo um passo de discretizagdao 8y = 0,4. Pode se observar que esse
histograma se aproxima de uma Gaussiana e que a média e a mediana estdo muito proximas. As-
sumindo a aproximagdo gaussiana para a distribui¢@o, pode-se calcular o intervalo de confianca
[16]. Com esta andlise percebe-se que a média € estavel acima de 100 realizagdes de desordem e
que o intervalo de confianca diminui lentamente com o nimero de amostra. Com 100 amostras
o intervalo de confianga fica abaixo de 0,6% do valor da susceptibilidade para p = 0,85. Uma
vez que o custo computacional para reduzir esse erro é muito alto, especialmente para redes

maiores, foi utilizado neste trabalho 100 amostras para todas as configuragoes.
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Figura 3.1: Susceptibilidade magnética ). em diferentes amostras, para p =0,95e p=0,85¢
L = 20, obtida na temperatura préxima da temperatura de transi¢do. A linha sélida € a média
das n amostras de acordo com a Eq. (3.3).
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Figura 3.2: Distribuicao de frequéncia da susceptibilidade magnética y em p = 0,85 e L = 20.
Onde o espectro da distribuicdo foi discretizado com um passo de J, = 0,4. A linha sélida é

um ajuste por uma gaussiana.

A fim de estudar o comportamento do expoente critico com dilui¢ao dentro de uma boa
precisdo, restringiu-se o estudo a concentragdes maiores que 0,85, pelo fato do intervalo de
confianca decrescer com o aumento da concentragdo de sitios magnéticos, como pode ser visto

na Figura 3.1. Apesar da restricdo no intervalo de concentracao € possivel, a partir desse, obter
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conclusoes gerais para o modelo. Como exemplo tipico, nas Figuras 3.3 e 3.4 apresenta-se,
respectivamente, o cumulante de Binder (Eq. (3.7)) e as quantidades termodinamicas dadas

pelas Equacdes (3.8)-(3.10) para a concentragao p = 0,97.

Tomando o cruzamento das duas maiores redes no cumulante, encontra-se T2 ¢ = 1,5008(2)
(Figura 3.3(a)). Pode-se, no entanto, a partir da escala de temperatura da Figura 3.3(a) perceber
que ainda ha uma dependéncia do tamanho da rede no Us. Contudo, usando uma estimativa para
o expoente vV = 0,6717 e ajustando os dados para uma dependéncia de escala de tamanho finito
(sem correcao de escala) dos cruzamentos das redes L = 30,40,50 com L = 20 foi encontrado
TCU4 = 1,5008(1) (Figura 3.3(b)). Isso mostra que essa nova estimativa de 7, acaba por ndo ser
tao diferente da anterior. Logo, para obter a temperatura critica sem a necessidade de qualquer

expoente usou-se apenas a temperatura critica do cruzamento de Uy para as duas redes maiores.
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(a) Cumulante de Binder como fun¢@o da temperatura  (b) Temperatura do cruzamento das curvas de cumulante
para diferentes tamanhos de rede. para as redes L = 30, 40 e 50 com a rede L = 20. A linha
tracejada indica o ajuste linear

Figura 3.3: Cumulante de Binder para o modelo XY diluido com p = 0,97.

A Figura 3.4 mostra um exemplo do comportamento das quantidades X, X> , € X3 com o
tamanho da rede na temperatura 7 = 1,5008. Dessas, foram estimados os expoentes criticos,
inicialmente negligenciando o termo de corre¢do de escala de tamanho finito, i.e. X1; = X5 =
X31 = 0 nas Equacdes (3.8)-(3.10). Os resultados sao mostrados na Figura 3.4 e os expoentes
estdo apresentados na Tabela 3.1. Pode-se observar que os pontos se ajustam bem a uma linha
reta, o que implica que corre¢des de escala ndo sdo importantes para os tamanhos de redes
utilizados. Usando o mesmo procedimento foram obtidos os expoentes criticos para outras

concentracdes. Os respectivos resultados estdo apresentados também na Tabela 3.1. Nessa
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tabela também estdo inclusos os resultados obtidos para p = 1, que foram comparados com os
da referéncia [9]. Pode-se observar que ha um completo acordo com os expoentes do modelo
puro. Isto é consistente como o critério de Harris, apesar do expoente do calor especifico ser
bastante pequeno, mas de fato negativo. O Cumulante de Binder, mostrado na Tabela 3.1,

também concorda com esse critério, pois os valores estdo bem proximos.
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Figura 3.4: Escala de tamanho finito das quantidades termodinamicas X;, X, € X3 com o cor-
respondente ajuste (linha tracejada) sem as corre¢des de escala. As barras de erro sdo menores

que o tamanho dos simbolos.

Foram analisadas também as corre¢des de escalas das Equacoes (3.8) - (3.10). O resultado
esta apresentado nas Figuras 3.5. Observa-se nestas que a diferenca entre os expoentes obtidos
com e sem correcao de escala é pequena. Isso ocorre devido aos termos de correcdo serem
muito pequenos, o que dificulta também a determinagdo de @ com uma boa precisdao. Em todo

caso foi obtida uma estimativa de @ ~ 0,80(10), que é comparavel ao @ = 0,785(20) da Ref.
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Tabela 3.1:

Expoentes criticos do modelo XY com diluicdo por sitios para diferentes

concentracdes. Também € dado o cumulante de Binder e a temperatura critica obtida do maximo
da susceptibilidade e do cumulante de Binder.

p=11[9] p=1 p=0,97 p=0,95
o -0,0151(3) -0,0037(104) -0,0134(38) -0,0055(106)
B 0,3486(1) 0,3423(22) 0,3443(13) 0,3460(36)
Y 1,3178(2) 1,3164(75) 1,3194(35) 1,314(10)
Y 0,6717(1) 0,6679(35) 0,6711(13)  0,6685(35)
TV 1,55177(9) 1,5008(1) 1,46631(31)
TCXl 1,55184(7) 1,50060(23) 1,46615(29)
Uy 0,3789(15) [95] 0,3808(10) 0,3764(15) 0,3798(64)
[9].
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Figura 3.5: Escala de tamanho finito das quantidades termodinamicas X;, X3, € X3 com o cor-

respondente ajuste. As barras de erro sao menores que o tamanho dos simbolos.
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Uma vez que foram calculados os expoentes criticos, pode ser obtida uma estimativa adicio-
nal, mais precisa, da temperatura critica através do maximo da susceptibilidade. A localiza¢do
dos picos define uma temperatura critica (efetiva) dependente do tamanho da rede T.(L) que

escala de acordo com a equacado
T.(L)=T.+AL~'Y, 3.11)

onde o expoente critico universal v foi obtido da Eq. (3.10) e a constante A é ndo universal.
A Figura 3.6 mostra o ajuste dos pontos de acordo com a relagdo de escala dada acima Eq.
(3.11). O correspondente valor da temperatura critica extrapolado é dado também na Tabela
3.1. Nota-se que a temperatura critica do maximo da susceptibilidade e do cumulante de Binder
sdo bastante semelhantes. Assim, em alguns casos a temperatura critica sé foi determinada pelo

cruzamento do cumulante.
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Figura 3.6: Temperatura 7, (L) obtida do méximo da susceptibilidade como fun¢o de tamanho
linear da rede L. A linha s6lida mostra o ajuste dos dados de acordo com a relagdo de escala
dada na Eq. (3.11). Os mesmos valores estdo apresentados na Tabela 3.1. As barras de erros
sdo menores que o tamanho dos simbolos.

3.2.2 Diagrama de fase

O diagrama de transicao de fase apresentado na Figura 3.7 foi obtido localizando a tem-
peratura critica através do cruzamento das curvas do cumulante de Binder para diferentes
concentracdes p. Essa temperatura foi obtida usando os mesmos parametros da se¢do ante-
rior, ou seja, 100 amostras, redes de tamanho linear L = 10, 20, 30, 40 e 50. Pode-se observar

que o erro em 7, cresce com a diluicdo. Esse fato estd relacionado a necessidade de um alto
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Figura 3.7: Diagrama de fase do modelo tridimensional XY com dilui¢do por sitios do tipo
temperada no plano temperatura reduzida 7;.(p) /T (1) versus concentracdo de sitios magnéticos
p. Os circulos cheios sdo resultados da simulagdo Monte Carlo, e a linha pontilhada € uma guia
para os olhos. O tridngulo marca o local do ponto de percolagdo p. [97]. A linha cheia é
resultado de expansdes em série (ES) para o modelo XY de spin 1/2 retirado do trabalho de
Reeve e Betts [43]. O detalhe da figura apresenta os valores da inclinagdo inicial da temperatura
com a diluigdo 1.

numero de amostras para sistemas altamente diluidos, pois muitas configuracdes ndo fazem um
agrupamento de spins percolado. Apesar do erro na temperatura em p < 0,85 ser grande para
o estudo dos expoentes criticos, os mesmos sao muito pequenos quando comparados com a es-
cala do diagrama de fase, o que permite uma boa andlise desse. Na Figura 3.7 estd apresentado
também o diagrama de fase relatado por Reeve e Betts [43] para o modelo XY ferromagnético
com diluicdo temperada e spin S = 1/2 e o ponto de percolagdo do modelo [97]. Reeve e
Betts estudaram o modelo em rede cubica simples com expansdes em série (ES). Observa-se
no grafico uma pequena diferenca nas curvas dos dois diagramas, que deve estar relacionada a
diferencas nas técnicas utilizadas na obtencao dos diagramas ou devido a diferentes valores de
spin [98].

Um importante parametro estudado nos sistemas diluidos € a reducio inicial da temperatura
T.(p) com a diluicdo, que é definido por l:% (%E’f;
utilizado para comparar resultados tedricos e experimentais. O valor de t encontrado neste

trabalho foi 1 = 1,0965(39) que é menor que 1 = 1,22(2) obtido por Reeve e Betts [43] e

)‘ X Esse é um parametro bastante
p:

que t = 1,202 obtido por Tucker e colaboradores [44] obtido usando Aproximac¢ao de Campo
Efetivo para o mesmo modelo. A diferenca nos valores de 1 também deve estar relacionada

as técnicas de aproximacao analitica utilizadas ou devido a diferenga nos valores de Spin, uma
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vez que Garg e colaboradores [98] estudaram o modelo XY com dilui¢do por ligacdo e § = o
através de simula¢ao Monte Carlo e obtiveram 1 = 1, 13, valor mais préximo ao 1 = 1,0965(39)
encontrado neste trabalho. A diferenca no t encontrado nesse trabalho para o do trabalho de
Garg era esperada, visto que o valor de 1 para sistemas com dilui¢ao por sitios € menor que o

valor de 1 para sistemas com dilui¢cdo por ligagdo [99].

3.2.3 Comparacao com resultados experimentais

XY antiferromagnético

1 — T I T I T I T I T I T I T ‘
»
- © Experimental i 1
* e MC radl
0,8k -
’ P, g

I v r g 1

-~

—_— - <O
= 0.6 Pad -

R -~
=" 0,4 P -
e
- ~ .
¢ 0O
02F 7 |
V4
L/ i
/!
1 I 1 I 1 I L I L I L I 1 I
0¥ 07 05 06 07 08 09 1
p

Figura 3.8: Diagrama de fase no plano temperatura reduzida 7,(p)/T.(1) versus concentragio
de sitios magnéticos p para o modelo tridimensional XY com dilui¢@o por sitios. Os circulos
vazios sdo os resultados experimentais de Burriel e colaboradores [100], os circulos cheios sao

resultados da simulagdo Monte Carlo e o triangulo marca o ponto de percolacao p. [97].

No diagrama da Figura 3.8 estdo os resultados experimentais relatados por Burriel e cola-
boradores [100] do material [Co(CsHs5NO)g](NO)3 dopado com [Zn(CsHsNO)g](NO)3. Esse
material é um exemplo bem estabelecido de um antiferromagneto XY de spin 1/2 em rede
ctibica simples [101]. Pode-se observar que na regido inicial do diagrama os resultados obtidos
com nossa simulagdo concordam muito bem com os resultados experimentais, apesar de nosso
modelo ser classico. A diferenca entre os resultados da simulacio e os experimentais torna-se
relevante na regido do sistema mais proxima da concentracao de percolagcdo, com temperaturas

menores, e onde os efeitos quanticos podem se tornar mais intensos.
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Burriel e colaboradores ndo relataram o valor de 1 em seu trabalho, por isso o valor de 1 foi
calculado a partir do gréfico 3.8 usando os ponto 7,.(0,83)/7.(1) = 0,80(1) e T.(1)/T.(1) = 1,
resultando em 1 = 1,17(3), que estd proximo do valor 1 = 1,0965(39) obtido com a simulagéo
Monte Carlo neste trabalho. O valor de 1 assim estimado do trabalho experimental de Bur-
riel e colaboradores nao € muito rigoroso porque no ponto p = 0,83 o sistema ja estd bem
diluido. Nota-se que calculando o valor de 1 usando os pontos p =1 e p = 0,8 nos resultados
da simula¢do Monte Carlo encontra-se 1 = 1,13(2) que € ainda mais préximo do resultado ex-
perimental. Note que, nesse caso, ndo houve ajustes de nenhum parametro teérico (o modelo

antiferromagnético classico equivale ao ferromagnético).

Modelo XY ferromagnético com interacao de supertroca
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Figura 3.9: Diagrama de fase do modelo XY tridimensional com dilui¢ao por sitios do tipo tem-
perada, no plano temperatura reduzida 7;(p)/T.(1) vs. p para baixa concentragdo, comparado
com resultados experimentais de DeFotis e colaboradores [42]. A linha pontilhada no caso dé a
correspondente inclinagdo na regido indicada.

Recentemente, DeFotis e colaboradores [42] publicaram um estudo experimental do ferro-
magneto policristalino Fe[Se,CN(C,Hs),],Cl que exibe um comportamento tipico do modelo
XY tridimensional [102]. Eles diluiram o Fe[Se;CN(C;Hs),]2Cl com o diamagneto
Zn[S;CN(C,Hs),], e encontraram t = 0,24(2), que € bastante diferente dos resultados tedricos.
Contudo, para alta diluicdo ndo magnética ha uma boa concordancia na inclinag¢do correspon-
dente, como pode ser observado na Figura 3.9, onde os dados experimentais estdo comparados
com os resultados do modelo estudado nesse trabalho. Defotis e colaboradores sugerem que
uma possivel causa da baixa inclinacao inicial com a dilui¢ao poderia estar relacionado a um

acoplamento extra de interacdo de supertroca (embora eles alegam que outras causas poderiam
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ser mais provaveis). Tal interagdo de supertroca € similar ao que acontece nas ligas Fe-Al,
onde ela explica, de certa forma, a inclinacdo menos brusca em baixas concentracdes de Al
[103, 104].

Jo o -

Jl/\f\/\

| S S | A SV

(a) Uma impureza com vizinhos magnéticos. (b) Duas impurezas vizinhas.

Figura 3.10: Ilustracdo da quebra das interacdes de troca J; e do surgimento de interacdes de
supertroca J, devido a presenga de impurezas representadas por esferas menores (caso bidimen-
sional).

Seguindo uma indicac¢do dos trabalhos realizados nas ligas Fe-Al [105], foi realizada uma
simulacao do modelo XY tridimensional considerando que a impureza estabelece uma interacao
de supertroca entre os segundos vizinhos magnéticos, como esta ilustrado nas Figuras 3.10.
Para a rede cubica cada impureza quebra seis interacdes entre os primeiros vizinhos e cria doze
interacdes entre segundos vizinhos. Nesse caso, ha um grau de liberdade a mais em relagao
ao sistema da secdo anterior, a saber, o valor da intera¢do J>. Devido a maior complexidade
do modelo, nessas novas simulacdes, um passo de Monte Carlo Hibrido (MCS) é composto
apenas por um passo do algoritmo Metropolis e um passo do algoritmo de Superrelaxacdo. Os
resultados dessa simulagao estao resumidos no diagrama de fase da Figura 3.11. Nela os valores
de J, foram escolhidos de modo a ajustarem a declividade inicial dos dados experimentais.
Pode-se observar nesse diagrama, entretanto, que nenhum valor de J, constante fornece um
ajuste satisfatorio para as concentracdes menores. Isto nos leva a supor uma existéncia de uma
relacdo adicional entre a intensidade da interacdo de supertroca J; € a concentragao de particulas

magnéticas p.

A fim de encontrar uma relagio para J(p), foi realizada um simulagio Monte Carlo fixando
o valor de J; = 1 e variando o valor de J, de modo a obter valores de J, que gere o melhor
ajuste em cada ponto 7;(p) do diagrama de fase experimental. Os valores de J»(p) X p estdo

apresentados na Figura 3.12. Nela pode-se observar que J, diminui com a dilui¢do do sistema.
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Figura 3.11: Diagrama do modelo XY tridimensional diluido com uma interagdo adicional de
supertroca J, no plano temperatura reduzida 7.(p)/T.(1) vs. p comparado com os resultados
experimentais de Defotis e colaboradores [42].

Utilizando um ajuste linear nestes pontos foi obtido J,(p) = 0,77(8)p — 0,57(7). Substituindo

esse ajuste 0,773p — 0,572 no valor de J, na simulacdo Monte Carlo foi possivel obter um

ajuste satisfatorio para o diagrama de fase experimental. Esse resultado estd apresentado na

Figura 3.13.
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Figura 3.12: Curva da intensidade da interacdo de supertroca J, versus p. Os pontos sdo os

valores de J, que produziram o melhor ajuste em cada ponto 7,(p) do diagrama de fase ex-

perimental. A linha tracejada é um ajuste linear dos valores de J>, a linha cheia é a relacdo

J2(p) = 0,2140(p).
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Figura 3.13: Diagrama no plano temperatura reduzida T.(p)/T.(1) vs. p do modelo XY tridi-
mensional diluido com interag¢do de supertoca J>(p) = 0,773p — 0,572 comparado com resul-

tados experimentais de Defotis e colaboradores [42].

Visto que a célula unitaria do material magnético utilizado no experimento de DeFotis €
5,2% maior que a célula unitaria do dopante (material ndo magnético), € razodvel supor que a
dilui¢do ndo deve provocar a alteragao dos parametros de rede. Ou seja, ao contrario da liga
Fe-Al, os parametros de rede nao devem mudar e por isso J; deve permanecer constante com
a diluicdo. Uma vez que os parametros de rede nao mudam, a aparente diminui¢do na inten-
sidade da interacdo de supertroca J, com a concentracdo p deve estar relacionada a existéncia
de diferentes valores de interacdo de supertroca que dependem do posicionamento da impureza
com relacdo aos seus vizinhos. Ou seja, se uma impureza estiver ao lado de outra impureza
(Fig3.10(b)) ela ird proporcionar uma interacao J, com intensidade diferente de uma impureza
que tem na sua vizinhanga somente sitios magnéticos (Fig3.10(a)). Isso pode acontecer, por
exemplo, por sobrar mais espaco entre a impureza e os sitios magnéticos ja que as impurezas
sao menores. Portanto, uma impureza que tem apenas vizinhos magnéticos proporciona uma
interagdo Jg entre esses vizinhos, uma impureza que tem uma outra impureza proporciona uma
interacao J21, uma impureza que tem n outras impurezas vizinhas proporciona uma interagao J3.
Na rede cubica (z = 6) uma impureza que possua cinco outras impurezas vizinhas (n = 5) nao
propicia nenhuma interacao supertroca entre seus vizinhos, pois s6 ha um vizinho magnético,
assim sendo, J5 = 0 e JS = 0. Contudo, a simulagdo desse problema é extremamente complexa,
porém o resultado dessa simulacdo seria préximo ao de simular um tnico valor para J, com

intensidade igual a média ponderada dos J/, semelhante a um problema de ligagdes mistas nao



3.2 Resultados 42

competitivas [19, 106]. O valor de J, assim definido deve depender de p com a seguinte relagao

4
h(p) =Y JA. (p), (3.12)
n=0

onde A,(p) é a probabilidade de encontrar uma impureza com n impurezas entre os primeiros
vizinhos. As probabilidades A,(p) podem ser obtidas através de Simulacdo Monte Carlo. Para
1SS0, gera-se varias amostras aleatdrias, conta-se as impurezas com n impurezas nos primeiros
vizinhos e normaliza-se pelo nimero total de impurezas. Os valores de A, (p) para diferentes
valores de p estd apresentado na Figura 3.14. Observa-se que A,(p) ndo depende do tamanho

da rede.

08

Figura 3.14: Probabilidades A, (p) como fungéo de p obtidas através de Simulagdo Monte Carlo
para L =20e¢ L = 100.

Nao € possivel calcular os valores de J7 que ajuste a Eq. (3.12) aos pontos da Figura 3.12,
visto que s6 ha quatro pontos experimentais. Contudo, para demonstrar que a diminui¢do na in-
tensidade da interacdo de supertroca J, com a concentracdo p deve estar relacionada a existéncia
de diferentes valores de interac@o de supertroca J3 que dependem da vizinhanga da impureza
realizou-se uma simulag@o no modelo acrescentando uma condi¢ao que JS =0,21eJ5 =0para
n > 0. Ou seja, nessa simulacdo foram utilizados apenas dois parametros: uma interagao en-
tre primeiros vizinhos magnéticos J; = 1 e uma interacao entre segundos vizinhos magnéticos
Jg = 0,21 proporcionada por uma impureza isolada entre vizinhos magnéticos (Figura 3.10(a)).

Nessa simulagdo o J»(p) = (J3) = J9Ao(p) como estd mostrado na Figura 3.12.

A Figura 3.15 mostra o diagrama encontrado nessa simulacdo, que se aproxima mais do
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resultado experimental do que o diagrama da simulacdo com J,(p) constante, isto é, com apenas
uma interacao de supertroca Jg = J21 =...=J5 =0,18. Uma vez que seria necessario diferentes
valores de J; e uma simula¢do mais complexa para se conseguir um ajuste melhor, a Figura
3.15 teve por principal objetivo apenas mostrar a possivel origem da varia¢do do J>(p). Por
outro lado, um melhor ajuste pdde ser alcancado usando apenas uma relacao linear na iteragdo

de supertroca J,(p) (Figura 3.13).
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Figura 3.15: Diagrama no plano temperatura reduzida 7.(p)/T.(1) vs. p do modelo XY tridi-
mensional diluido com interacdo de supertoca Jg = 0,21 e J5 = 0 para n > 0 comparado com

resultados experimentais de Defotis e colaboradores [42] .

3.3 Conclusao

Nesse capitulo estudou-se o modelo XY ferromagnético com diluicdo temperada por sitios.
A simulagao Monte Carlo e técnica do Histograma utilizada mostraram-se eficientes na anélise
de diferentes caracteristicas do modelo XY diluido. Um aspecto estudado foi o conjunto dos ex-
poentes criticos em diferentes concentragdes de particulas magnéticas. Segundo Reeve e Betts
[43] poderia haver uma dependéncia do expoente Y com a concentracdo de impurezas para o
modelo XY, conclusdo que diverge do critério proposto por Harris [61] um ano antes. Em nosso
trabalho verificou-se que os expoentes do modelo XY ndo variam com a diluicao temperada,
confirmando numericamente a validade do critério de Harris para o modelo. Estudou-se também
a inclinagdo inicial da temperatura com a diluicao, que ficou préxima, porém inferior aos resul-
tados encontrados na literatura para o modelo XY com spin 1/2. Esse resultado corrobora com

a hipdtese apresentada por Garg e colaboradores [98]: a inclinacdo para § — o é menor que
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para S = 1/2. O diagrama de transi¢do de fase obtido concordou muito bem com o diagrama
experimental do [Co(CsHsNO)g](NO)3, um antiferromagneto XY de spin 1/2, apresentado por
Burriel e colaboradores [100]. Apesar de nosso modelo ser cldssico, nao foi necessario ne-
nhum ajuste do parametro tedrico no modelo. Conseguiu-se também um bom ajuste para o
diagrama experimental do Fe[Se,CN(C,Hs),],Cl, um ferromagneto XY, apresentado por De-
Fotis e colaboradores [42]. Nesse caso, no entanto, foi necessario considerar uma interacao de
supertroca que varia com a concentracdo. Essa interacdo justificou a baixa inclinacao inicial no
resultado experimental de DeFotis. Para uma melhor andlise dessa interacdo de supertroca seria

necessario mais pontos experimentais.
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4 Filmes monocamadas de misturas de *He-*He

Neste capitulo sdo apresentados e discutidos os resultados da simulacdo Monte Carlo re-
alizadas para a versdo XY do modelo vetorial de Blume-Emery-Griffiths em filmes ultrafinos,
utilizando redes quadradas e triangulares. Foi obtido o diagrama de fase que reproduz, para uma
faixa dos valores dos parametros do modelo, a topologia do diagrama observado para filmes de
misturas de *He-*He . Esse diagrama apresenta uma fase superfluida rica em “He , e uma fase
fluida normal rica em *He e em *He . A transi¢do da fase superfluida para a fluida rica em
“He é do tipo BKT enquanto a transicio para a fase fluida rica em 3He é de primeira ordem. A
caracteristica marcante desse modelo € a existéncia do ponto BKT terminal e do ponto critico

simples.
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4.1 Introducao

O XY-VBEG ¢ um modelo magnético ja definido na Secado 2.4 (Eq. (2.17) ) cujo hamilto-

niano é
H=—J <Z> [S7S%+57S%] —K <Z> 787+ AZ(Si)Z. (4.1)
ij i.j i

O estudo desse modelo sera realizado usando spin cldssico tridimensional representado no
hamiltoniano por S; = (S7,S7,5%) com S? = (87)? + (§7)? + (5%)? = 1 representando dtomos
“He ou Si2 — 0 representando 4tomos *He . O primeiro e o segundo somatério no hamiltoniano
sdo executados sobre todos os pares de vizinhos mais proximos. Como apresentado anteri-
ormente, 0 primeiro somatdrio contribui para a superfluidez, ja o segundo surge do modelo
fenomenoldgico para a energia de interagdo entre pares de hélio do mesmo tipo ou de tipos
diferentes. O parametro A, conhecido como a constante de anisotropia do termo de campo
cristalino, é essencialmente a diferenca de potencial quimico 3 — s de *He e “He, respectiva-

mente. Neste trabalho utilizou-se J = 1 e um pardmetro d = A/J

No modelo, cada sitio i da rede estd associado a uma varidvel XY do magnetismo classico,
cujo angulo faz analogia a fase do parametro de ordem complexo ¥, que é a média do operador
de criagdo do conjunto do béson de dtomo de hélio. Uma vez que o modelo ndo permite sitios
desocupados, ele ndo apresenta uma fase de vapor. Esse modelo pode ser generalizado para

incorporar a fase de vapor, mas neste trabalho, por razdes de simplicidade, isso foi ignorado.

O modelo XY-VBEG foi estudado usando as técnicas computacionais e de analise da dados
descritas com mais detalhes no Capitulo 2. Foram empregados o algoritmo de Gas-de-Rede
(G) que contribui para separacdo de fase do modelo, o algoritmo Metropolis (M), uma versao
nao-ergddica do algoritmo de Wolff (W) [67, 107], e o algoritmo de super-relaxacdo (S) a ener-
gia configuracional constante, [75, 76] responsaveis pela reorientagdo de Spin e ordenamento
topoldgico que corresponde a superfluidez. Cada algoritmo € simulado sobre todos os sitios da
rede. Eles foram combinados usando o método Monte Carlo hibrido [74] a fim de reduzir na
simulacao as correlacOes entre as configuragdes sucessivas. Assim, um passo de Monte Carlo
(MCS) é definido como a sequéncia dos algoritmos na seguinte configuracdo: GM G W G S. Os
sistemas foram simulados com 1 x 103 MCS para atingir o equilibrio e com 1 x 10° MCS para
o calculo da média. Foram simulados sistemas com tamanho linear que variaram de L = 16 a
L =512. Em pontos do diagrama que necessitaram de melhor precisao foi empregado a técnica
do histograma simples (Se¢do 2.6 ). Nesses pontos o sistema foi simulado com 5 x 10° MCS

para atingir o equilibrio e com 5 x 10® MCS para o célculo do histograma.
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Quantidades termodinimicas calculadas

Foram calculadas diferentes quantidades termodinamicas na simulacdo. Nesta secao € apre-
sentado um resumo dessas quantidades. A média termodindmica de uma quantidade qualquer

(W) € calculada da simulagdo Monte Carlo usando a seguinte equagao
W;. 4.2
MCS Z 42)

O parametro de ordem, ou seja, a magnetiza¢ao no plano é dada por

lN
= &)

N\'—

4.3)

Apesar de no sistema infinito a magnetizacdo ser nula, no sistema finito com N spins,
a analise da Onda-de-Spin a baixa temperatura [89, 108, 109] prediz uma relacdo entre a

magnetizacdo e o numero de sitios expressa por

1
My =~ (55 )I/8x (4.4)

A energia interna por sitio € definida por
o= L 4.5)

onde N = L? é o niimero de sitios da rede , E é a energia total do sistema.

A concentragio de particulas de >He (ndo-magnéticas) é dada por

L2

1
g=13 Y [1-S7]. (4.6)

i

A susceptibilidade magnética no plano é dada por

(M3) — (M)*

T 4.7)

Xy = L?

No entanto, para T > Tpxr a susceptibilidade é equivalente a média do quadrado da magnetizacao
no plano [110], visto que a média da magnetizacdo vai a zero em 7 > Tggr. Por isso, nesse

capitulo, a susceptibilidade foi obtida da equagao

(43

Koy = L? (4.8)
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Como apresentado na Sec¢ao 2.1, a susceptibilidade no plano diverge exponencialmente com

a temperatura na transicao de fase Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT) segundo a equagao
x =aT=Toxr)™" 7 Tk (4.9)

e permanece infinita para T < Tpxr de tal forma que toda uma linha de pontos criticos aparece
no diagrama de fases. Na equagdo acima a e b sdo constantes. Essa equacao permite obter uma
estimativa para a temperatura de transicao [110]. No entanto, para sistemas de tamanhos finitos,

€ predito que a susceptibilidade em Tpgxr comporta-se de acordo com a equagdo [111]
x=dL* " (1-b'Q), (4.10)

onde d’ e b’ sdo constantes ndo universais, 1 é o expoente da func¢do de correlagio e Q é dado
por
n? _s
Q:EE@E3F+Ob@)} @.11)
onde u é uma outra constante nao universal. Uma vez que na temperatura de transicao o expo-
ente 1) possui um valor bem estabelecido de 1 (Tpxr) = 1/4 [112] essa equagdo € utilizada para

obter uma estimativa da temperatura de transi¢ao BKT [37, 38, 40, 113]

Outra forma de estimar a temperatura de transicdo BKT € a partir do médulo da helicidade
[98, 114, 115, 116]. Essa quantidade apresenta um salto no valor 27 /7 a zero na temperatura
de transi¢cao BKT para o sistema de tamanho infinito [112]. J4 em sistemas de tamanho finito o
moédulo da helicidade apresenta uma relagao dada por [87, 114, 117]

2 1
Y=2T (14— +... 4.12
7 ( T omLyc > (+12)

onde ¢ é uma constante ndo universal. Embora a Eq. (4.12) tenha sido obtida considerando o
caso em que nao had impurezas, espera-se que sua extensiao ao caso impuro seja vélida. Argu-
mentos baseados na aproximagao harmonica auto-consistente mostram que o modulo da helici-

dade em (2/7)Tpxr deve ser independente da concentragido de impurezas (vide Ref. [118]).
O modulo da helicidade apresentado na Sec¢ao 2.2 é dado por

o (oH) N floml N L JoH
N 85=0 kBT dé §=0 kBT 06

2
9°H , (4.13)
7 »
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para o Hamiltoniano do modelo XY-VBEG Eq. (4.1) tem-se

J o
% ‘5:0 = igj (7ij - %) (Sj‘S§ —stﬁjf.) ,
CH| - —JY (75 <S)FSX._}_S)"SX> (4.14)
o ls=0 iz iRjTRiRG )
i#J

A auséncia de picos definidos nas quantidades termodinamicas torna a localizag¢ao precisa
da temperatura de transicdo BKT mais dificil. Portanto, foram realizadas as diferentes aborda-
gens descritas nas Equacdes (4.9, 4.10 e 4.12) para estimar o ponto de transi¢do BKT e verificar
a qual se adéqua melhor a anélise do modelo XY-VBEG. Essas quantidades foram estudadas a
fim de obter o completo diagrama de transi¢do de fase, como também verificar se todas as carac-
teristicas das transi¢gdes BKT estdo preservadas em todos os pontos do diagrama. O resultado

dessas, bem como suas discussoes estdo apresentados na proxima se¢ao.

4.2 Resultados

Esta secdo estd dividida em trés partes. Na primeira subsecdo sdo apresentados os resulta-
dos da Simulacdo Monte Carlo para o modelo XY-VBEG numa rede quadrada com a constante
de troca biquadratica K = 1. Nela sao apresentados e discutidos diferentes quantidades termo-
dindmicas do modelo. O diagrama de fase obtido foi comparado com o diagrama relatado por
Cardy e Scalapino para o modelo VBEG na versao rotor planar. Na segunda subsecdo discute-
se os resultados do modelo XY-VBEG com a constante de troca biquadritica K = 0 numa rede
quadrada. Algumas quantidades termodinamicas que sofreram maior influéncia da alteracdo
na constante de interacdo de troca biquadratica sao analisadas. O diagrama de fase obtido foi
comparado com o relatado recentemente por Dillon e colaboradores para modelo vetorial de
Blume-Capel que é equivalente ao modelo VBEG na versao rotor planar. E na ultima subsecao
¢ apresentado os resultados do modelo XY-VBEG para K = 1 numa rede triangular, com o obje-
tivo de analisar diferencas com os resultados obtidos para rede quadrada, bem como, comparar

com os resultados relatados por Berker e Nelson para o modelo rotor planar (RP).

4.2.1 Rede quadradae K =1

Concentracio de *He .

A Figura 4.1 mostra a concentragio de *He como funcdo da temperatura parad = A/J =
—4,d =0 e d =2 e redes de tamanho variando de L = 16 a L = 512. Pode-se observar que a

concentracdo de *He ndo depende do tamanho da rede. Para baixas temperaturas a concentracio
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Figura 4.1: Curva da concentracio de *He ¢ como funcio da temperatura para K = 1, d =
A/J =—4,d =0e d =2 e tamanhos de rede variando de L =16 a L = 512.

de *He é préxima de zero para os trés valores do campo cristalino d. Parad = —4 e d =0 as
curvas de concentracio de *He estdo préximas a zero até a temperatura 7 ~ 1 onde a curva
de d = 0 comeca a apresentar um crescimento. Para valores de d maiores a concentragdo fica
perto da unidade e ndo estd mostrada nessa Figura por questdo de clareza. Esse comportamento
da concentracdo ¢ ird, entretanto, se refletir nas propriedades das outras quantidades termo-

dinamicas, como veremos abaixo.

Na Figura 4.2 esté apresentada a concentragio de *He como fungio do campo d, para rede
de tamanho L = 16, nas temperaturas T = 0,4 (Fig. 4.2(a)), T = 0,45 (Fig. 4.2(b))e T =0,5
(Fig. 4.2(a)). Os pontos cheios foram obtidos da simulagdo partindo de um campo d inicial
pequeno, e incrementando o campo a cada simulacdo. J4 os pontos abertos foram obtidos da
simulacdo partindo de um campo d inicial alto e decrementando o campo a cada simulacdo.
Essas curvas formam uma figura de histerese o que indica a presenca de uma transi¢do de
primeira ordem. Esse procedimento foi utilizado para localizar pontos de primeira ordem, onde
o campo cristalino do ponto de transicdao de primeira ordem d. foi considerado o ponto no
centro da curva de histerese e o erro a largura da curva de histerese. Utilizando esse método

para estimar o ponto de transicao o erro desse aumenta com a diminui¢do da temperatura.
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Figura 4.2: Curva da concentragio de *He g como funcio do campo d para K = 1, e rede de
tamanho L = 16. Os circulos cheios sdo resultados obtido da simulagdo com o incremento o
campo d e os circulos abertos sao resultados obtidos com o decremento o campo d.
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Calor especifico

Figura 4.3: Curva do calor especifico como funcdo da temperatura para K =1, d = —4,d =0

e d = 2 e tamanhos de rede variandode L = 16 a L = 512.

A Figura 4.3 mostra o calor especifico ¢ como funcdo da temperatura 7' para os campos
cristalinos d = —4, d =0 e d = 2, e tamanhos de redes L = 16, L =32, L = 64, L = 128,
L =256 e L=512. Com d = —4 o sistema quase se equivale ao modelo XY puro. A curva
apresenta um maximo caracteristico da transi¢do de fase BKT. O maximo da curva ocorre a
uma temperatura cerca de 10% acima da temperatura de transicdo. As curvas para d = —4,
d =0 e d =2 se sobrepdem em baixa temperatura se diferenciando em 7" > Tpxr. As curvas
para d = —4 e d = 0 nas vizinhancas da temperatura de transi¢do quase se sobrepdem, iSSO
porque as concentragdeso de *He sio igualmente baixas na transi¢io. Em d = 2, por outro lado,
o sistema se encontra préximo do ponto critico BKT onde a concentracio de *He na transicio

sofre a maior variagao e por isso apresenta o pico mais intenso.
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Moaédulo da helicidade

Figura 4.4: Curva do médulo da helicidade como func¢do da temperatura para K = 1,d = —4 e

redes de tamanho variandode L = 16 a L = 512. O cruzamento do mddulo da helicidade com a

reta 27 /7 define a temperatura de transigdo.
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Figura 4.5: Curva das Temperatura de transicdo BKT (7px7) como fun¢do do tamanho da rede
L obtida do médulo da helicidade para K =1 e d = —4.

A Figura 4.4 mostra o mddulo da helicidade como fun¢do da temperatura para o campo

cristalino d = —4 e tamanhos derede L =16, L =32, L =64, L = 128, L =256 ¢ L = 512.
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Ignorando o termo de correcao de escala logaritmica da Eq. (4.12) pode-se estimar a tempe-
ratura de transicdo através do cruzamento das curvas do médulo da helicidade com reta 27 /7.
Observe que a temperatura de transicdo obtida desse modo depende do tamanho da rede L. Na
Figura 4.5 esta apresentada a temperatura BKT como funcdo de L. Como a diferenga entre as
temperaturas Tpx7 (L) decai rapidamente alguns pesquisadores assumem o Tpx7 (L) como uma
boa estimativa para a temperatura de transicao BKT [119, 37]. Pode-se observar que a diferenca
entre as temperaturas de transi¢do Tpg7 (L = 256) = 0,7008 e Tpxr (L = 512) = 0,69984 é de
apenas 0,00096. Assim, uma estimativa para a temperatura de transicao obtida por esse método
¢ Tpxr = 0,700(1).

Susceptibilidade magnética

L=512
10000 B K=1 ]
d=-4
Tyr=0.6952(7) |
=
100 =16 —
Y
E \%‘ 3
F I | 1 | I | |\|\|R\T*|‘N~A:
0.4 0,6 0.8 1 1,2 1,4
T
Figura 4.6: Curva de } como funcdo da temperatura para K = 1, d = —4 e redes de tamanho

variando de L = 16 a L = 512. Os pontos sdo resultados da simulagdo Monte Carlo, a linha

cheia € uma guia para os olhos e a linha tracejada é uma extrapolacdo usando a Eq. (4.9).

A Figura 4.6 mostra a curva de ¥ como funcdo da temperatura para o campo d = —4 €
tamanhos de rede L =16, L =32, L =64, L = 128, L =256 ¢ L = 512. Nela observa-se o
efeito do tamanho finito do sistema na curva de susceptibilidade. Para baixas temperaturas a
susceptibilidade apresenta uma forte dependéncia com o aumento do tamanho da rede. Por
outro lado, para altas temperatura as curvas para diferentes tamanhos de redes se colapsam.
Ajustando a Eq. (4.9) aos pontos da Figura 4.6 encontra-se uma estimativa para temperatura
de transi¢do Tpxr = 0,6952(7). Esse ajuste ndo-linear foi realizado utilizando o algoritmo de

Levenberg-Marquardt [120, 121] e o algoritmo Nelder—-Mead [120, 122], ambos disponiveis
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na biblioteca matematica livre muParser como também em softwares livres como o programa

Qtiplot.
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Figura 4.7: Curva de y/L>~" como funcio da temperatura, onde n = 1/4, K =1,d = —4 ¢
redes de tamanho variando de L = 16 a L = 512. Os pontos sao resultado da simulacdo Monte

Carlo, as linhas sdo guias para os olhos. O detalhe mostra o efeito de escala de tamanho finito.

Ignorando o termo de correcao de escala logaritmica Eq. (4.11), ou seja, tomando Q = 0,
pode-se obter uma estimativa para a temperatura BKT do sistema pelo cruzamento das curvas de
x/L>~" x T para diferentes tamanhos de rede. Esse procedimento estd apresentado na Figura
4.7. Observa-se no destaque dessa figura que as curvas nao se cruzam em um Unico ponto,
isso ocorre devido a auséncia do termo de correcdo logaritmica. Por outro lado, a dependéncia
de x/L>~™ com o tamanho da rede no ponto BKT é muito pequena. Assim, a temperatura de
transi¢do foi estimada do cruzamento das curvas para as duas maiores redes L =256 e L =512
resultando em Tpgxr = 0,6975(14).

Diagrama de transicao fase

Para tracar o diagrama de transi¢cdo do modelo XY-VBEG ¢é necessario encontrar a linha de
transicdo BKT e a linha de transi¢do de primeira ordem. A linha BKT foi obtida estimando a
temperatura BKT para um valor fixo do campo d e repetindo o procedimento para diferentes
valores do campo d. Nas subsecdes anteriores apresentou-se trés técnicas para estimar a tempe-
ratura de transicdo BKT para o campo d = —4. Primeiramente usando o mddulo da helicidade

Eq. (4.12) onde se obteve Tpxr = 0,700(1), em seguida com o ajuste da susceptibilidade dado
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pela Eq. (4.9) obtendo-se Tgxr = 0,6952(7) e por dltimo com a lei de escala dada pela Eq.
(4.10), que resultou em Tpxr = 0,6975(14). Na literatura, encontra-se os trabalhos de Cuc-
coli e colaboradores [110] que obtiveram Tgx7 = 0,695(1) usando a Eq. (4.9) com rede de até
L = 256, de Evertz e Landau [123] que encontraram Tgx7 = 0,700(5) usando uma relagéo de
escala e redes de até L = 192 e de Wysin [124] que obteve Tgxr = 0,699(1) usando a relagdo
de escala da Eq. (4.10) e redes de até L = 128. Nota-se que todas as técnicas sdo equivalentes
e geram temperaturas muito proximas. Contudo, a técnica de estimar a temperatura usando
a relacdo de escala é mais simples, pois permite obter uma boa estimativa para Tgxr mesmo
usando redes pequenas. Usando a lei de escala também € possivel fixar a temperatura e variar o
campo, visto que a Eq. (4.10) ndo depende de 7', mas apenas de L. Na regido préxima ao ponto
BKT terminal € necessario fixar a temperatura e variar o campo d devido a inclinag¢do da curva.
Diante do exposto, nesse trabalho utilizou-se a técnica da lei de escala da Eq. (4.10) para obter
a linha de transi¢do BKT do diagrama de transicao de fase. Outras analises realizadas na rede

triangular (Sec. 4.2.3) acrescentam argumentos para essa escolha.

A linha de primeira ordem foi obtida fixando a temperatura 7 e observando a histerese
na curva da concentragio de *He como fungio do campo (Fig.4.2) como também na curva

de susceptibilidade como func¢do do campo. Esse procedimento foi repetido para diferentes

temperaturas.

0’8 i T T T I T T T | T T T T T T ]

i *He fluido normal ]
0.7—» . —
06 2 *He Fluido

T "He superfluido normal

™ok ]
[ eeBKT ]

04—  ©o Primeira ordem —

i A PC =(d=2,399(4), T=0,737(2)) i

03 r B PT = (d=2,495(8), T=0,661(2)) B

[ 1 1 1 I 1 1 1 | 1 1 1 I 1 1 1 I ]

-4 -2 0 2 4

Figura 4.8: Diagrama de fase no plano temperatura vs. campo cristalino reduzido para o modelo
com K = 1 numa rede quadrada. Os circulos cheios indicam a transicio BKT e os abertos
indicam a transi¢do de primeira ordem. O tridngulo cheio € o quadrado representam o ponto

critico simples e o ponto BKT terminal, respectivamente.
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O diagrama de transicao de fase obtido estd apresentado na Figura 4.8. Ele apresenta uma
linha de transicio BKT que separa a fase rica em “He superfluido da fase rica em “He fluido
normal. A linha BKT termina em uma linha de primeira ordem num ponto BKT terminal loca-
lizado em Tpr = 0,661(2) e dpr = 2,495(8). A linha de primeira ordem marca a coexisténcia
das fases rica em *He e rica em He . Essa linha termina em um ponto critico simples localizado
em Tpc = 0,737(2) e dpc =2,399(4).

Na Figura 4.9 estd apresentado o diagrama de coexisténcia no planos 7'/ TngT Versus con-
centracdo de *He , onde TISKT ¢ a temperatura de transicdo BKT para ¢ = 0, ou seja d tendendo
a —co. Em d = —4 o sistema apresenta a concentracio de *He muito préxima de zero no ponto
de transigdo, por isso considerou-se T = Tpxr(d = —4) = 0,6975(14). Nessa figura estd
apresentado também o diagrama relatado por Cardy e Scalapino [24] para o modelo VBEG na
versdo rotor planar. Eles utilizaram a técnica de renormalizacao Migdal-Kadanoff. Observa-se
que o diagrama obtido apresenta a drea da regido de coexisténcia maior que a drea do diagrama
apresentado por Cardy e Scalapino. Por outro lado, a drea da fase superfluida do diagrama de
Cardy e Scalapino € muito maior que do diagrama encontrado neste trabalho. A concentragdao
no ponto BKT terminal obtido neste trabalho para rede quadrada foi de gpr = 0,020(5) e en-
quanto o resultado de Cardy e Scalapino foi de gpr = 0, 18(1).
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0
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Figura 4.9: Diagrama de coexisténcia no plano 7'/ TngT versus concentracio de He . Os
circulos cheios indicam resultado da simulacdo Monte Carlo (as linhas cheias sdo apenas guia
para os olhos). A linha pontilhada mostra o resultado obtido por Cardy e Scalapino [24] para o

modelo rotor planar (RP).
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4.2.2 Rede quadradae K =0

Concentracio de *He .
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Figura 4.10: Curva da concentracio de *He g como funciio da temperatura para redes de tama-
nho variandode L =16 a L = 512.

A Figura 4.10 mostra a concentracdo de *He como funcio da temperatura para diferentes
tamanhos de rede. A Figura 4.10(b) é a mesma Figura 4.1 que j4 foi discutida na secao anterior e
foi reproduzida aqui para facilitar a comparacdo com a Figura 4.10(a). Observa-se nessa figura
que a concentracdo de *He para baixas temperaturas é préxima de zero e independe do valor K
para os valores de d considerados. A concentragio de He préxima da transicio BKT apresenta
uma grande variacdo para K =0, d = —4 e d = 0 o que nao acontece para K = 1. Nota-se que
para K =0e d = 0,81 o sistema apresenta uma variacio brusca na concentragio de *He , o que

revela proximidade a regido de transicdo de primeira ordem.

Calor especifico

A Figura 4.11 mostra o calor especifico ¢ como fun¢do da temperatura 7', e tamanhos de
redes L=16,L =32, L =64, L =128, L =256 ¢ L =512. Observa-se que para K = 0 o pico
do calor especifico cresce com o campo d, efeito esse relacionado com a inclina¢do da curva de
concentragio de *He . Apesar das curvas de calor especifico para K = 0 diferirem das curvas
para K = 1, o comportamento de ambas esta relacionado com a varia¢do da concentracdo de

3He no sistema.
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Figura 4.11: Curva da concentracio de *He g como fungio da temperatura parad = —4, d = 0

e d = 0,81 e redes de tamanho variandode L = 16 a L = 512.

Diagrama de transicao fase
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Figura 4.12: Diagrama de fase no plano temperatura vs. campo cristalino reduzido para o
modelo com K = 0 numa rede quadrada. Os circulos cheios indicam a transi¢do BKT e os
abertos indicam a transicdo de primeira ordem. O tridngulo indica o ponto tricritico efetivo
(PTE).

Na Figura 4.12 estd apresentado o diagrama de transicao de fase do modelo VBEG para

K =0 no plano T x d. Os pontos de primeira ordem foram obtidos da curva de histerese
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da concentracdo de *He . A linha de transicio BKT foi obtida usando a Lei de escala Eq.
(4.10). Esse diagrama apresenta um aparente ponto tricritico localizado em 7' = 0,401(2) d =
0,810(2). Resultado semelhante foi recentemente apresentado por Dillon e colaboradores para
o modelo VBEG na versdo rotor planar. Eles localizaram um ponto tricriticoem 7' = 0,40(2) e
d=1,15(5).

Na Figura 4.13 esta apresentado o diagrama de fase obtido neste trabalho comparado como
o diagrama de fase relatado por Dillon e colaboradores e com alguns pontos apresentados por
Garcia e Chan [125] no plano 7'/ TgKT versus campo cristalino. Para o modelo rotor planar na
rede quadrada a temperatura de transicdo BKT em g = 0, ou seja para d — —oo, é de TgKT =
0,8921(1) [116], enquanto para o modelo XY-VBEG a temperatura é de Ty = 0,695(1). As
curvas, apesar de serem modelos diferentes, encontram-se muito proximas, exceto no ponto
d=1.

Nl . E
I K=0 |
08— —
_Zo6f- —
£ | eeXY-VBEG
= 04l VBEG (Dillon et al.) I
L * VBEG (Garcia et al.)
i t
02— \ —
ol | | | | | | |

Figura 4.13: Diagrama de fase no plano 7/ TgKT versus campo cristalino, para K = 0 numa
rede quadrada. Os circulos cheios sdo resultados da simula¢do para o modelo XV-VBEG, a
linha tracejada € o resultado para o modelo VBEG apresentado por Dillon e colaboradores
[119]. As estrelas sdo resultados do modelo VBEG apresentado por Garcia e colaboradores
[125]. O triangulo e quadrado marcam o ponto tricritico efetivo (PTE) do modelo XY-VBEG e
do VBEG respectivamente.
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Figura 4.14: Diagrama de coexisténcia no plano T versus concentracio de *He . Os circulos

cheios indicam resultado da simulagdo Monte Carlo e as linhas sao apenas guia para os olhos.

Na Figura 4.14 estd apresentado o diagrama de coexisténcia no planos 7' versus concentracao
de *He . Esse diagrama difere qualitativamente do diagrama apresentado para K = 1. Pode-se

observar que a drea correspondente a regiao super fluida € maior.

Apesar de se observar no diagrama um aparente ponto tricritico, Berker e Nelson em seu
trabalho ndo conseguiram localizar um ponto tricritico fixo e sim um ponto critico isolado (PC)
e um ponto BKT terminal (PT) muito proximos. Eles o denominaram de ponto tricritico efe-
tivo (PTE). Essa denominacdo serd utilizada também neste trabalho. Afim de estudar o ponto
tricritico efetivo com melhor precisao foi empregado a técnica do histograma descrita na Se¢ao
2.6. Com esta técnica foi possivel localizar com melhor precisdo a temperatura de transicao
BKT e a transicao de primeira ordem. Para estimar os pontos de transi¢cao de primeira ordem

também foi utilizado a distribuicdo de probabilidade da concentracio de He .
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Figura 4.15: Curva da distribuicdo de probabilidade da concentracio de *He P(g) para rede de
tamanho L = 64, temperatura t = 0,405 e uma série de campos d préximo ao ponto de transi¢ao

de primeira ordem. As linhas sdo apenas guias para os olhos.

Na Figura 4.15 estd apresentada a distribui¢io de probabilidade da concentracio de *He como
funcdo da concentragdo P(g) para um sistema de tamanho linear L = 64, na temperatura 7 =
0,405 e para diferentes valores do campo d. O objetivo dessa figura € ilustrar o método
de obtencdo do ponto de transicdo de primeira ordem. Observa-se na figura que a curva de
distribui¢do de probabilidade para d = 0,8 apresenta um tnico pico localizado em ¢ =0, 11(1),
indicando que em T = 0,405 e d = 0,8 o sistema estd numa fase pobre em *He e rica em “He .
Em d = 0,8027 ha a situacio oposta, ou seja, o sistema se encontra numa fase rica em >He e
pobre em “He . Para os valores de campo cristalino intermedidrio, ao invés do deslocamento do
pico de um ponto de baixa concentracio *He para um ponto de alta concentracdo de *He , hd o
surgimento de dois picos com intensidades diferentes até que no ponto 7' = 0,405 d = 0,8012
a distribui¢do de probabilidade apresenta dois picos de mesma intensidade. Nesse ponto o sis-
tema apresenta duas fases igualmente provaveis, uma de baixa concentragio de *He e um de
alta concentragiio de He . Essa curva indica que T, = 0,405 e d. = 0, 8012(3) é um ponto
de coexisténcia de fase para rede tamanho L = 64 [126]. No entanto, para encontrar a coe-
xisténcia de fase no limite termodinamico € necessério realizar o mesmo procedimento para
redes de diferentes tamanhos e utilizar a teoria de escala de tamanho finito. Assim, foi fixado
a temperatura em 7 = 0,405 e buscou-se o campo d.(L) que igualasse os picos nas curvas de
P(q) para diferentes tamanhos de rede L. A Figura 4.16 ilustra o procedimento descrito, onde

estdo apresentados as curvas de P(q) para redes de tamanho L =16, L =32, L =64 ¢ L = 128.
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Nessa figura observa-se que o aumento no tamanho da rede tende a formar um tnico pico na
curva de distribuicao de probabilidade. Essa fato indica que nao ha coexisténcia de fase no
limite termodindmico para 7 = 0,405. Em outras palavras, a linha de primeira ordem no limite

termodinamico ndo ultrapassa a temperatura 7 = 0,405.

T I
L=64 L=32
0.04r 4=0,8012 d=0.8028 T=0,405 7

d=0,8008

!

d=0,807 _

Figura 4.16: Curva da distribui¢io de probabilidade da concentracio de *He P(g) para tempe-

ratura 7 = 0,405, e diferentes tamanhos de rede. As linhas s@o apenas guias para os olhos.

O mesmo procedimento foi realizado em diferentes temperaturas. A Figura 4.17 ilustra
o comportamento de P(g) nas temperatura 7 = 0,401 (Figura 4.17(a) ) e T = 0,402 (Figura
4.17(b)). Observa-se nessa figura que ndo ha tendéncia dos dois picos desaparecerem com o
aumento do tamanho da rede. Nota-se também que para cada valor de L hd um valor de campo

d.(L) para o qual a intensidade dos picos da distribui¢io de probabilidade se tornam iguais.

Uma vez que na transicdo de primeira ordem as quantidades escalam com a dimensao do
sistema, foi possivel obter o valor d. no limite termodinamico através da extrapolacao do ajuste

linear dos pontos da curva d.(L) x L~2 como estd ilustrado na Figura 4.18.

A transicdo BKT foi localizada com melhor precisao fixando a temperatura e variando o
campo cristalino d com a ajuda da técnica do histograma multidimensional. A Figura 4.19
ilustra o ponto de transi¢do BKT fixando a temperatura em 7" = 0,402 e variando o campo d
para diferentes tamanhos de rede L. Nessa figura pode-se observar que ha uma relacao de escala.
Isso ocorre porque foi negligenciado o termo de correc¢do de escala logaritmica Eq. (4.11). No
entanto, observa-se que a correcdo de escala € muito pequena, ficando na quarta casa decimal.

Usando os valores de y (L) no ponto de cruzamento das duas maiores redes ou seja T = 0,402
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64

(a) Temperatura 7 = 0,401

(b) Temperatura T = 0,402.

Figura 4.17: Curva da distribuico de probabilidade da concentracio de *He P(g) para rede de
diferentes tamanhos. As linhas sdo apenas guias para os olhos.
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(b) Temperatura T = 0,402.

Figura 4.18: Curva do campo d,(L) como funcido do L2, onde os pontos sio resultado das

simulacdo e a linha pontilhada € um ajuste linear.
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e d = 0,8087 € possivel obter um ajuste da Eq. (4.10) com o termo de correcio de escala aos

pontos da simulacdo como estd ilustrado na Figura 4.20.
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Figura 4.19: Curva de x/ L4 como funcdo da temperatura para diferentes tamanhos de rede.
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Figura 4.20: Ajuste do ponto de transicao BKT.

Os pontos de transi¢ao de primeira ordem e os pontos de transicao BKT obtidos com melhor
precisdo estdo apresentados na Figura 4.21, onde se observa com melhor clareza a regido do
ponto tricritico efetivo. No diagrama, a linha de primeira ordem para rede de tamanho L = 16
encontra-se afastada da linha de transicio BKT. Com o aumento do tamanho da rede L as linhas
de primeira ordem se aproximam da linha de transi¢do BKT. No limite termodinamico as linhas

de primeira ordem e BKT quase se sobrepde. Pode-se observar também que a distancia do ponto
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BKT terminal e do ponto critico simples é de aproximadamente 0,05. Esse resultado € muito
semelhante ao apresentado por Berker e Nelson reproduzido na Figura 4.22, onde € possivel
observar que a distancia entre o ponto BKT terminal e do ponto critico simples também ¢é de
aproximadamente 0,05. Como Berker e Nelson utilizaram rede triangular e uma versao rotor
planar do modelo VBEG a localizacdo dos pontos criticos sao diferente da encontrada neste
trabalho. Contudo, o fato da rede ser triangular ndo deve alterar a topologia do diagrama de

fase, como sera visto na préxima subsecao.
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=60
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Figura 4.21: Detalhe da regido do ponto tricritico efetivo do diagrama de fase no plano tempe-

ratura vs. campo cristalino reduzido para o modelo com K = 0 numa rede quadrada.
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Figura 4.22: Detalhe da regido do ponto tricritico efetivo no plano 7' vs. d do modelo VBEG

com K = 0 numa rede triangular retirado do trabalho de Berker e Nelson [23].

4.2.3 Rede triangulare K =1

Magnetizacao

Uma caracteristica da transi¢do BKT em sistemas finitos € a magnetizacdo [89], embora
nao haja quebra de simetria no modelo XY 2D a fun¢do de correlagdo decai muito lenta-
mente com a distancia, o que garante uma magnetizacdo mensuravel em sistemas finitos. Essa
magnetizacio apresenta um aparente expoente critico universal 3 = 0,23 observaveis experi-
mentalmente em diferentes materiais magnéticos que se assemelham ao modelo XY [90]. A
magnetizacdo também determina uma temperatura de Curie efetiva do sistema finito 7,,(L) que

tende para Tgxr quando a rede tende a infinito seguindo a lei logaritmica

7.52

Tn(L) =~ TpkT + m

(4.15)

A magnetizagdo foi estudada nesse modelo ndo com a finalidade de comparar com alguma
quantidade mensurével do problema de misturas de 3He-*He , mas se investigou o expoente
critico B e a temperatura T,,,, a fim de verificar se todas as propriedades da transicdo BKT fo-
ram conservadas mesmo diante da existéncia de impurezas de *He na transicdo. A curva da
magnetizacao e os expoentes criticos estdo ilustrado na Figura 4.23. O expoente 3 mostrou-se
independente do tamanho da rede. O ajuste dos pontos 7,,(L) estd apresentado na Figura 4.24.

A temperatura Tpx7 obtida da magnetizacao ndo se aproximou muito da encontrada por outros
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métodos devido a dificuldade de se encontrar com exatiddo a temperatura 7,,(L) e também por-
que os tamanhos de redes utilizados foram pequenos para a aproximacao utilizada. Também a
Eq. (4.15) tem validade garantida pela teoria de grupo de renormaliza¢do somente para tempe-
raturas muito proxima da temperatura BKT [84] o que s6 pode ser alcangada com redes acima

de L = 1024. O expoente 3 se mostrou independente também do campo, como ilustrado na
Figura 4.25
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Figura 4.23: Magnetizag@o no plano como funcdo da temperatura para diferentes tamanhos de
rede e campo d = —2, onde os pontos sdo o resultados da simulagdo, a linha tracejada € um

ajuste de uma lei de poténcia e a linha cheia € o resultado exato da Eq. (4.4).
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Figura 4.24: Curva da temperatura critica 7' (L) x L, onde os pontos sdo o resultado do ajuste

na magnetizacdo e a linha tracejada € o resultado do ajuste utilizando a Eq. (4.15) em dois

intervalos diferentes.
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Figura 4.25: Magnetizacdo no plano como funcao da temperatura para diferentes valores de
campos cristalino, onde os pontos sao os resultados da simulagdo, a linha tracejada é um ajuste

de uma lei de poténcia.

Susceptibilidade magnética

O comportamento caracteristico do XY-VBEG esta ilustrado mais uma vez na Figura 4.26
na qual se observa a susceptibilidade como fun¢ao da temperatura para diferentes valores de

tamanho de rede L e campo d. Nota-se que para altas temperaturas a susceptibilidade independe
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do tamanho da rede L. Para baixas temperaturas, por outro lado, o sistema independe do campo
d para um dado valor do tamanho L. O comportamento que é dependente simultaneamente
de d e L somente aparece proximo da transi¢do BKT. Nota-se que a curva apresenta a mesma

caracteristica que a apresentada na rede quadrada.
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Figura 4.26: Logaritmo da susceptibilidade como fun¢do da temperatura para tamanhos de redes
variando L = 32 a L = 512 e diferentes valores de campo cristalino reduzido d. Os pontos sao

resultados da simulagdo e as linhas cheias sao guias para os olhos.

Como apresentado na sec¢do anterior, a temperatura de transi¢io BKT pode ser obtida reali-
zando um ajuste dos pontos da susceptibilidade para T > Tpk7 utilizando a Eq. (4.9). Na Figura
4.27 esta uma exemplo mais completo para diferentes valores do campo d. Os pontos utiliza-
dos nesse ajuste sao a média dos valores obtidos em diferentes tamanhos de redes, contudo nas
vizinhancas de Tpx7 a média € somente sobre as redes maiores de forma a minimizar o desvio
padrio da média, bem como, minimizar o erro da regressdo nio-linear (x2/doF). Nesse ajuste

foi utilizado o algoritmo de Levenberg-Marquardt [121] e o algoritmo de Nelder—Mead [122].
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Figura 4.27: Ajuste do logaritmo da susceptibilidade com fun¢do da temperatura de acordo com
a Eq. (4.9) para diferentes valores do potencial quimico reduzido d. A linha cheia é o melhor
ajuste BKT.

Como apresentado anteriormente (Sec. 4.2.1), o ajuste dos pontos da curva de susceptibili-
dade obtidos da simulagdo, Eq. (4.9), fornece uma boa estimativa para a temperatura Tpx7 para
d = —4. Entretanto, para alguns valores de campo cristalino préximos ao ponto BKT terminal
a equacdo ndo fornece um ajuste satisfatério, como pode ser observado na Figura 4.27. Isso
ocorre porque préximo da regidio do ponto BKT terminal a concentracio de >He muda rapida-
mente com a temperatura para T > Tgx7. Nas Figuras 4.28 observa-se melhor esse comporta-
mento, onde esta apresentado a curva de concentracao g e a susceptibilidade. Para temperaturas
T > Txpr a concentracio de He cresce e provoca a reducio da susceptibilidade. Alinha tra-
cejada ilustra o comportamento da susceptibilidade descrito pela Eq. 4.9 fixando a temperatura

BKT. Essa temperatura foi obtida com a lei de escala dada pela Eq. (4.9).
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Figura 4.28: Curva da susceptibilidade e da concentracdo de *He como fungio da temperatura
para redes de tamanho variandode L =16 a L = 512.
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Figura 4.29: Curvas de y /L>~" x T para diferentes valores de rede, e d = 3,55 incrementando

e decrementando a temperatura. Os pontos sdo resultado da simulacdo e as linhas sdo guias para

os olhos.

Na Figura 4.29 observa-se que além do cruzamento das curvas devido a transicao BKT, ha

também uma histerese indicando um ponto de transi¢io de primeira ordem. A presenca de uma

transicdo BKT e uma transic@o de primeira ordem indica a proximidade da curva ao ponto BKT

terminal onde a linha de transicdo BKT € truncada pela linha de primeira ordem.
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Concentracio de *He e sua e distribuiciio de probabilidade

Para obter a linha de transicdo de primeira ordem foi utilizado o mesmo procedimento
utilizado na rede quadrada, ou seja, a histerese observada na curva de susceptibilidade e na
concentragio de *He. Da mesma forma que na rede quadrada, a histerese independe do tama-
nho da rede, conforme mostrado na Figura 4.30. A histerese fica mais larga com a reducao
da temperatura, tornando a precisdo muito pequena. Dessa forma foi utilizada, nas proximi-
dades do ponto BKT terminal e no ponto critico simples, a distribuicdo de probabilidade da

concentragdo de >He para localizar com melhor precisio a linha de primeira ordem.
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Figura 4.30: Curva de histerese da concentra¢io de *He como funcio do campo para diferentes

tamanhos de rede. Os pontos s@o resultado da simulagdo e a linha € guia para os olhos.
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Figura 4.31: Curva da distribuicio de probabilidade da concentragio de *He P(gq) para rede
de tamanho L = 20, em diferentes valores de temperatura e campo cristalino sobre a linha de

coexisténcia.

Na Figura 4.31 est4 apresentado a distribuicdo de probabilidade da concentragio de *He P(g)
para rede de tamanho L = 20, em diferentes temperaturas sob a linha de transi¢do de primeira
ordem. Pode-se observar que com o aumento da temperatura os dois picos se aproximam e
desaparecem. A presenca de dois picos para rede L = 20 ndo garante a coexisténcia de fases no
limite termodinamico, com discutido na Sec. 4.2.2. Na Figura 4.32(a) observa-se que mesmo
existindo dois picos para T = 1.2 na rede L = 20 o mesmo ndo acontece para rede L = 40 indi-
cado que o ponto critico isolado encontra-se abaixo dessa temperatura. Ja na Figura 4.32(b) os
dois picos existem para as redes simuladas e a tendéncia € que para redes maiores eles fiquem
ainda mais definidos indicando que o ponto critico isolado se encontra hd uma temperatura

acimade T = 1,16
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Figura 4.32: Distribuicdo de probabilidades da concentragio de *He para as redes L = 20,
L=30e L =40.

Diagrama de transicao de fase

Na Figura 4.33 estd apresentado o diagrama de transi¢cdo de fase no plano temperatura
versus campo cristalino. O diagrama apresenta a mesma topologia do diagrama obtido para a
rede quadrada (Fig. 4.8 ), o que evidencia que as caracteristicas do diagrama ndo dependem do
tipo de rede. Na Figura 4.34 esta apresentado o diagrama de coexisténcia no plano temperatura
versus concentragao de 3He. O ponto BKT terminal estd localizado Tpr= 1,064(3) e dpr=
3,610(5) com o ponto critico simples em Tpc= 1,175(25) e dpc= 3,49(2). Embora o presente
modelo seja ligeiramente diferente do original proposto por Berker e Nelson, os valores da
temperatura correspondente sao bastante comparaveis, a saber Tpr = 0,9895 e Tpc = 1,2159.
Em g = 0 ou seja para d << 0 a presente temperatura ¢ TEE)KT = 1,1275(7) e para o modelo
rotor planar € Tgxr = 1,468 [127].



4.2 Resultados 76

1,18
1.16

= Ll i
SERTY 4
05 [ - ]
o - |
e T N R T e | i
35 355 36 365 “%“ ,
0 1 I 1 q 1 I 1 I 1 I 1 I 1
-4 -2 0 2 4 6 8 10
d

Figura 4.33: Diagrama de fase no plano temperatura vs. campo cristalino reduzido para o
modelo com K = 1. Os circulos cheios indicam a transi¢do BKT e os abertos indicam a transi¢ao
de primeira ordem. O tridngulo cheio e o quadrado representam o ponto critico simples e o
ponto BKT terminal, respectivamente. A inser¢cdo mostra em detalhe a regidao préxima aos

pontos criticos, onde hd uma aparente continuagdo analitica da transi¢cdo BKT.
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Figura 4.34: Diagrama de coexisténcia no plano da temperatura versus concentragdo para o
modelo com K = 1. Os circulos cheios indicam a transi¢do e os circulos abertos indicam o
limite de coexisténcia do superfluido e *He fluido normal, bem como a transi¢io “He e *He
liquido normal (as linhas s@o apenas guia para os olhos). O tridngulo cheio e o quadrado cheio
representam, respectivamente, o ponto critico simples e o ponto BKT terminal para o modelo
XY VBEG. A linha pontilhada mostra o resultado obtido por Berker e Nelson para o modelo
rotor planar (RP).

4.3 Conclusao

Neste capitulo apresentou-se a versao XY do modelo vetorial de Blume-Emery-Griffiths
em redes quadradas e redes triangulares. Os diagramas obtidos para as redes quadradas e trian-
gulares apresentaram topologias semelhantes, com uma linha de transi¢do BKT terminando em
uma linha de transi¢@o de primeira ordem num ponto BKT terminal, e a linha de primeira ordem
terminando num ponto critico isolado. Essa € a mesma topologia apresenta pelo diagrama de
fases do modelo VBEG na versao rotor planar apresentado por Cardy e Scalapino e por Berker
e Nelson. Algumas diferencas, no entanto puderam ser notadas, entre elas a concentracdo do
ponto BKT terminal da rede quadrada apresentado por Cardy e Scalapino difere significativa-
mente dos resultados obtidos nesse trabalho. Por outro lado, a concentracio no ponto BKT
terminal da rede triangular ficou muito proxima do encontrado por Berker e Nelson. Isso in-

dica que a diferenca do resultado de Cardy e Scalapino com o obtido nesse trabalho deve esta
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relacionado ao método de aproximacao utilizado. Para a K = 1 as concentragdes para rede tri-
angular e quadrada foram iguais considerando o intervalo de precisdo, que € um indicativo que
a concentragdo no ponto BKT terminal ndo depende da rede. Contudo, seria necessario analisar

a concentra¢ao no ponto BKT terminal em outros valores de K.

Para rede quadrada com K=0, o diagrama ficou muito semelhante ao encontrado por Dilon
e colaboradores. O estudo preciso do ponto tricritico efetivo revelou a exigéncia de um ponto
BKT terminal e um ponto critico isolado, semelhante ao obtido por Berker e Nelson. Contudo,
devido a grande proximidade desses pontos (no limite da precisdo do método de Monte Carlo)

uma prova conclusiva sé deverd ser alcancada por um método analitico.

Nesse capitulo estudou-se a magnetizacdo para diferentes valores de campo cristalino.
Verificou-se que esta apresenta um expoente subcritico igual ao encontrado na literatura. Observou-
se que dentro da faixa de precisdo esse expoente ndo varia com o campo cristalino. Assim,
conclui-se que mesmo a magnetizacao sendo um fendmeno que surge devido ao efeito de tama-

nho finito, a mesma permanece inalterada na linha de transi¢dao BKT.
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5  Filmes multicamadas de misturas de *He-*He

Neste capitulo sdo apresentados os resultados do Modelo XY-VBEG em filmes multica-
madas. Nesses filmes o comportamento na transicdo de fase continua caracteristico de uma
transicao do tipo BKT. O diagrama de fase apresenta a topologia similar do modelo ultrafino,
exibindo um ponto BKT terminal e um ponto critico isolado. Por outro lado, a localizagdo des-
tes pontos, bem como a temperatura BKT do sistema puro, depende da espessura do filme, ou
seja, do nimero de camadas do sistema. Também foi estudada a distribuicdo da concentracao
de 3He em cada camada do filme, mostrando a influéncia das condi¢Oes de contorno livre e
a concentragio de *He no ponto BKT terminal, mostrando que essa depende da espessura do

filme.
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5.1 Introducao

Neste capitulo é estudada a transi¢do de fase no modelo XY vetorial de Blume-Emery-
Griffiths Eq. (4.1) numa rede cubica simples com geometria de filme fino, ou seja, uma di-
mensdo com comprimento finito e duas com comprimento infinito. Esse sistema, na transi¢ao
de fase, comporta-se efetivamente como um sistema bidimensional apresentando uma transi¢ao

do tipo BKT.

O estudo de filmes de “He em diferentes substratos mostra que o pardmetro de ordem super-
fluido desaparece no contorno do filme [128]. Essa caracteristica foi implementada no modelo
utilizando condi¢des de contorno livre na superficie do filme. A condi¢do de contorno livre
pode ser interpretada como uma condicao de contorno de Dirichlet com o valor do campo nulo
nas superficies [117]. Uma alternativa as condi¢des de contorno livre € a condi¢do de con-
torno alternada (staggered). Resultados numéricos mostraram que condi¢des de contorno livre

e alternada apresentam os mesmos resultados para as quantidades universais [129].

Neste trabalho foram simuladas redes com dimensdes L x L X h, com condi¢des de contorno
periddicas na direcdo de L e condicdo de contorno livre na direcdo de h. Assim, os sitios
localizados nas superficies do filme apresentam apenas cinco vizinhos como esquematizado na

Figura 5.1.

Figura 5.1: Ilustra¢do do filme multicamada simulado.

Neste capitulo foram empregados os mesmos algoritmos de Simulacdo Monte Carlo utiliza-
dos no Capitulo 4, ou seja, o algoritmo de Gés-de-Rede, o algoritmo Metropolis, o algoritmo de
Wolff e o algoritmo de super-relaxacdo. Foram empregadas também as técnicas do histograma

simples e do histograma multidimensional.
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5.2 Resultados

Calor especifico
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Figura 5.2: Curva do calor especifico como fun¢do da temperatura do modelo XY-VBEG com

K =1 e d = —4 para diferentes tamanhos de rede e de espessuras .

A Figura 5.2 mostra o calor especifico ¢ como funcdo da temperatura 7 para o campo
cristalino d = —4, redes de tamanho L =16, L=32e L =64, e espessurash=1,h=2e h=3.
Observa-se que o aumento da espessura leva o deslocamento do pico para temperaturas maiores,
contudo as curvas de calor especifico para as diferentes espessuras / apresentam a mesma forma
caracteristica da transicao de fase BKT. O maximo da curva ocorre a uma temperatura superior

a temperatura de transicao.
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Figura 5.3: Curva do médulo da helicidade como fun¢do da temperatura do modelo XY-VBEG
com K = 1 e d = —4 para diferentes tamanhos de rede e de espessuras 4. O cruzamento do

moédulo da helicidade com a reta 27 /hm define a temperatura de transigao.

Na Figura 5.3 esta apresentado o moédulo da helicidade para diferentes espessuras & em
d = —4. Ele foi calculado a partir da simulagdo Monte Carlo utilizando a Eq. (4.13) e a
Eq. (4.14), as mesmas utilizada para filmes ultrafinos. Contudo, diferente desses os filmes
multicamadas apresentam um salto de 27 /A na temperatura de transicao [34, 130]. Pode-se
entdo estimar a temperatura de transi¢ao a partir do cruzamento do médulo da helicidade com
areta 2T /hm, como ilustrado na Figura 5.3. As temperaturas assim obtidas estdo apresentadas

na Tabela 5.1.

Susceptibilidade

Na Figura 5.4 est4 apresentada as curva de ) /L?>~" como funcio da temperatura para di-
ferentes tamanhos de rede e espessuras com K = 1 e d = —4. O cruzamento das curvas para
diferentes tamanhos de rede dd uma estimativa para a temperatura de transicdo BKT para um
filme de espessura h. Observa-se que o comportamento das curvas nas diferentes espessuras €
0 mesmo, ou seja, as curvas para os diferentes valores de L se cruzam em um Unico ponto. As
temperaturas obtidas estdo apresentadas na Tabela 5.1. Nessa tabela, observa-se que a tempe-
ratura obtida com a lei de escala da susceptibilidade € equivalente a temperatura obtida com o

modulo da helicidade, porém com uma melhor precisdo. Por isso a linha de transi¢do BKT do
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diagrama de fase sera calculada utilizando o cruzamento das curvas de y /L?>~" como funcio da

temperatura.

7/4
y/L

Figura 5.4: Curva de y /L*>~" como fungio da temperatura, onde 1 = 1/4, K = 1, d = —4 para

diferentes tamanhos de rede e de espessuras h.

Tabela 5.1: Temperatura de transi¢io BKT obtida com o médulo da helicidade (T;7) € com a

lei de escala da susceptibilidade (Té‘KT) para k = 1 e d = —4 em diferentes espessuras.
h TgKT ngcKT
1 0,700(1) 0,6975(14)
2 1,030(3) 1,0305(5)
3 1,189(5) 1,1895(20)
4 1,282(8) 1,281(1)

A temperatura de transicao BKT nos filmes segue uma relacdo de escala com a espessura
do filme relatada por Schultka e Manousakis [34, 130]. Para o modelo rotor planar, essa relagao

¢ dada por
1/

TBKT(h):TC3D(1+<h+C;W), (5.1)
onde a” e b” sdo constantes ndo universais, e v e 7P sdo o expoente e a temperatura critica
do sistema tridimensional. Essa equagdo se ajusta muito bem aos resultados do modelo XY
como pode ser observado na Figura 5.5. Nessa figura apresentamos a dependéncia da tempe-
ratura de transi¢cdo BKT com a espessura do filme 7 em d = —4. A linha pontilhada foi obtida

fixando os parametros conhecidos da Eq. (5.1), ou seja , o expoente do sistema tridimensional
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v =0,6717(1) [9] e a temperatura critica do sistema tridimensional 7> = 1,5518(2) [95].
Ajustando as respectivas constantes obtém-se a” = 1,587(8) e b” = —2,25(1). Na Figura 5.6
estd apresentado o mesmo ajuste para outros valores de campo cristalino. A temperatura do

sistema tridimensional foi retirada do trabalho de Freire e colaboradores [35].
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Figura 5.5: Temperatura BKT do modelo VBEG com K = 1 como funcdo da espessura & dos
filmes. A linha pontilha é um ajuste usando a Eq. (5.1). A linha cheia marca a temperatura de

transicdo de um sistema tridimensional.
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Figura 5.6: Temperatura BKT do modelo VBEG com K = 1 como funcao da espessura /& dos
filmes para diferentes valores da campo cristalino. A linha pontilha € um ajuste usando a Eq.

(5.1).
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Diagrama de transicao de fase

Os diagramas de transicao de fase do modelo XY-VBEG para K = 1 e diferentes espessu-
ras estdo apresentados na Figura 5.7. Observa-se que os diagramas dos filmes aproximam-se
do diagrama do sistema tridimensional com o aumento da espessura 4. Pode-se observar que
a linha de transi¢cdo BKT do filme ultrafino (2 = 1) € praticamente paralela ao eixo do campo
cristalino, enquanto que a linha de transi¢do de segunda ordem do modelo tridimensional apre-
senta uma curvatura suave. Essa curvatura ja pode ser observada também na linha de transicao
BKT do diagrama do filme com espessura 7 = 3. Observa-se também que enquanto nos fil-
mes ha um ponto BKT terminal e um ponto critico isolado, no sistema tridimensional hd um
ponto tricritico. Contudo, com o aumento da espessura do filme a distancia entre o ponto BKT

terminal e o ponto critico isolado diminui.
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Figura 5.7: Diagrama de fase no plano temperatura vs. campo cristalino reduzido para o modelo
VBEG com K =1 para filmes com diferentes espessuras, comparado com o modelo na rede
tridimensional apresentado por Freire e colaboradores [35]. Os circulos cheios indicam uma
transicao BKT, os abertos indicam a transi¢ao de primeira ordem e as estrelas indicam transi¢ao

de segunda ordem.

Na figura 5.8 estd apresentado a localizacdo do ponto BKT terminal e do ponto critico
isolado para diferentes espessuras e o ponto tricritico do sistema tridimensional. Observa-se que

os pontos BKT terminal e o ponto critico isolado tende para o ponto tricritico, como esperado.
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Figura 5.8: Localizacdo do ponto BKT terminal (PT) e do ponto critico isolado (PC) do modelo
XY-VBEG com K = 1 para diferentes espessuras. O ponto tricritico do modelo tridimensional

esta marcado com um circulo cheio e foi retirado da Ref. [35] .

No sistema tridimensional, a concentragdo no ponto tricritico gpcr, € razao entre a tem-
peratura do ponto tricritico e a do sistema puro T./7¢/ TC0 sao dois parametros utilizados para

comparar os resultados tedricos com os resultados experimentais [35].

Neste trabalho foram estudado pardmetros equivalentes, que sdo a concentracio de *He no
ponto BKT terminal gpre as razdes TEir (h) /Ty (h) € TEE (h) ) T k7 (h) com o objetivo de ve-
rificar se as condi¢cdes de contorno influenciam o comportamento desses parametros no sistema

tridimensional.

Na Figura 5.9 estdo apresentadas as razdes Tpir(h) /Ty (h) € TES (h) /Ty (h) obtido

neste trabalho e TP re / T0 do sistema tridimensional tirado da Ref. [35]. Observa-se que as
razdes Thlr(h) /Ty (h) e TEC (h) /Toer(h) aproximam-se rapidamente de T'7€/T? com o
aumento da espessura do filme. Isso indica que esse parametro nao depende significativamente

das condicdes de contorno.
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Figura 5.9: Razdes Tl (h)/Tr(h) € TS (h) /Ty (h) do modelo XY-VBEG com K = 1
para diferentes espessuras. A razio T.'7C /T do modelo tridimensional retirada da Ref. [35]

estd marcado com uma linha tracejada.

Na Figura 5.10 estd apresentada a concentragio média de *He no ponto BKT terminal para
filmes de diferentes espessuras. Para filme com espessura 4 = 11 a concentracdo no ponto
BKT terminal € de gpr = 0,312, quase o dobro da concentragdo do modelo tridimensional
no ponto tricritico que € de gprc = 0,17 [35], contudo € inferior a concentracdo no ponto
tricritico medido experimentalmente que € de gprc = 0,67 [64]. O crescimento da concentragao
com a espessura indica que concentracdes maiores podem ser alcangadas com filmes de maior
espessura, podendo se igualar a concentracao experimental no limite /4 tendendo a infinito. Esse
resultado mostra que o contorno tem uma grande influéncia na concentragio de *He e por isso

a distribui¢do da concentragdo de He foi estudada com mais detalhes.
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Figura 5.10: Concentracio média de *He no ponto BKT terminal como fungiio da espessura.

Os pontos sao resultados das simulagdes e a linha pontilhada é uma guia para os olhos.

Concentracdo de *He

Uma caracteristica importante do modelo VBEG em filmes € a variagdo da concentragdo
de *He entre as camadas do filme. Isso ocorre devido as condig¢es de contorno livre nas su-
perficies do filme. Contudo, camadas com mesma distancia a superficie livre apresentam as
mesmas concentragdes devido a simetria do problema. Os resultados apresentados nessa se¢ao
sdo referentes a um filme com espessura 4 = 11 e tamanho linear L = 40. Sendo assim, sdao
apresentadas apenas as concentragdes da primeira a sexta camada, onde a primeira camada € a

mais externa e a sexta camada a mais interna do filme.

Na Figura 5.11 apresenta-se a distribuicio de probabilidade da concentragio de He no
ponto T = 1,23 e d = 3,3145 para cada uma das camadas. Nessa configura¢io o sistema se
encontra na fase superfluida muito proxima da transi¢do de primeira ordem. Na figura observa-
se que a distribuicdio da concentragio de *He no filme segue uma distribuicio normal. Com o
ajuste de uma gaussiana obtém-se a média e o desvio padrdao da distribuicdo. A concentracdo
média de 3He diminui da camada mais externa (camada um) para camada mais interna (camada
seis). A distribuicdo de probabilidade da concentracio *He na segunda camada é mais larga
que a da primeira, ou seja apresenta um maior desvio padrdo. A partir da segunda camada as
curvas de distribui¢do de probabilidade ficam mais estreitas com o afastamento da superficie
livre. Observe que mesmo estando numa fase superfluida a concentragio de >He na primeira
camada € alta ({g) = 0,73372(6)).
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Figura 5.11: Distribuicio de probabilidade da concentragio de *He P(g) em cada camada de
um filme com h =11 e L = 40.

Na Figura 5.12 estd apresentada a concentracdao média como fun¢do de d, para primeira,
segunda, terceira e sexta camada na temperatura 7' = 1,23. Observa-se que o crescimento de
concentracao na primeira camada é mais suave e a concentracdo € muito superior a das outras
para campos pequenos. Na segunda camada hd um crescimento da concentracdo mais acentuado

nas proximidades da transi¢do de primeira ordem.
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Figura 5.12: Concentragdo de *He em cada camada como func¢do do campo cristalino. Os

pontos sdo resultados da simulacao e as linhas sdo guias para os olhos.
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A Figura 5.13 apresenta a distribui¢io da concentracio de *He no ponto de transi¢io de
primeira ordem 7' = 1,23, d = 3,315. Pode-se observar na primeira camada que a distribui¢ao
apresenta dois picos muito proximos. Para camadas mais internas os picos se separam tendo
o maximo afastamento na sexta camada. A intensidade dos picos muda com as camadas.
Observa-se que enquanto na primeira camada o pico maior concentracao apresenta maior in-
tensidade, na sexta camada o pico de menor concentragdo apresenta maior intensidade. As
intensidades dos picos s@o iguais na quinta camada. Considerando que a transi¢ao de primeira
ordem ocorre no ponto exato onde os dois picos apresentam intensidades iguais, implica que
para T = 1,23 o ponto de coexisténcia da primeira camada ocorre para um campo cristalino
levemente inferior a d = 3,315 enquanto que para sexta camada ocorre a um campo levemente

superior a este.
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Figura 5.13: Distribuicdo de probabilidade em diferentes camadas num ponto sobre a linha
de transicdo de primeira ordem. Os pontos s3o resultado da simulacdo a linha é um ajuste

gaussiano.

5.3 Conclusao

Nesse capitulo, estudou-se o modelo XY-VEBEG em filmes finos utilizando Simulagao
Monte Carlo e Técnica do Histograma. Os filmes multicamadas desse modelo apresentaram
uma transi¢do de fase do tipo BKT com a mesma caracteristica do filme monocamada estudado

no capitulo anterior.

Utilizando a relagdo de escala com 1 = 1/4 para os filmes de diferentes espessuras foi
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obtida uma temperatura de transi¢io BKT que coincide com a temperatura BKT obtida com o
modulo da helicidade. Com isso acredita-se que o expoente 1) ndo varia com a espessura do
filme e a relagdo de escala com 17 = 1/4 pode ser utilizada para obter as linhas de transi¢do

BKT para filmes de diferentes espessuras.

Por outro lado, a temperatura de transicdo BKT aumenta com a espessura do filme. Essa
temperatura tende a temperatura de transicdo de segunda ordem do sistema tridimensional
quando a espessura do filme tende a infinito. Foi possivel ajustar a relagdo apresentada por
Schultka e Manousakis a temperatura BKT obtida nas diferentes espessuras. Para o ajuste foi
utilizado a temperatura e o expoente do comprimento de correlagdo v do sistema tridimensi-
onal. Um bom ajuste foi obtido para o modelo XY-VBEG com diferentes valores de campo
cristalinos, isso indica que o expoente V ndo varia com o campo. Ressalta-se que no terceiro

capitulo foi mostrado que o expoente nao varia com a dilui¢do temperada.

Para K = 1, o diagrama de transicao de fase dos filmes apresenta um ponto BKT terminal e
um ponto critico isolado. Esses pontos aproximam-se um do outro com o aumento da espessura

do filme e tendem para o ponto tricritico no sistema tridimensional.

No sistema tridimensional, a concentracdo no ponto tricritico gpcr € razao entre a tempe-
ratura do ponto tricritico e a do sistema puro 7. re / TC0 sao parametros utilizados para comparar
os resultados tedricos com os resultados experimentais. Estudou-se esses parametros nos filmes
a fim de verificar se as condi¢des de contorno influenciam o comportamento desses parametros.
Verificou-se que a concentra¢do no ponto BKT terminal aumenta muito com o aumento da es-
pessura do filme, de forma que para & = 11 a concentracdo gpcr € o dobro do resultado obtido
para o sistema tridimensional. Conclui-se que gpcr € influenciado pelas condi¢des de contorno.
Ja as razdes Thlr (h) /Ty (h) € TEC, (h) /T (h) tende para TXTC/TO, o que indica que esse

parametro ndo depende significativamente das condi¢des de contorno.

A concentragdo gpcr medida experimentalmente € muito superior a obtida para o modelo
XY-VBEG tridimensional, os estudos indicam que as condi¢des do contorno podem ser a causa

para a diferenca nos resultados.

O estudo da distribui¢iio de probabilidade da concentracdo de *He no filme revelou que a
concentragio de *He é maior nas camadas mais externas. No ponto de transicio de primeira
ordem a distribui¢c@o apresenta dois picos em cada uma das camadas. A posi¢do dos picos muda

dependendo da camada, isso estd relacionado ao potencial livre na superficie do filme.
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6 Consideracoes finais e perspectivas

Neste trabalho estudou-se o diagrama de transi¢ao de fase do modelo XY com dilui¢do por
sitios do tipo temperada, numa rede cibica simples, através de simulagcdo Monte Carlo. Foram
obtidos a temperatura critica e expoentes criticos do modelo para diferentes concentracdes de
particulas magnéticas. Mostrou-se que os expoentes ndo mudam com a dilui¢do, o que ja era es-
perado pelo critério de Harris, visto que o expoente & < 0. Entretanto, essa evidéncia numérica
se torna importante, uma vez que o expoente do calor especifico € muito pequeno e o critério
de Harris localiza-se em seu limite. Também foram comparados os resultados com os dados
experimentais [42, 100]. Verificou-se que a baixa inclinacdo inicial do trabalho de DeFotis e
colaboradores pode ser justificada pela presenga de iteragdo de super-troca que variam com a
concentracdo. Parte desses resultados ja foram publicados na revista Comp. Phys. Comm.
[10]. Um artigo completo com novos resultados estd sendo preparado para submissao. Futura-
mente, deseja-se realizar um estudo dos expoentes critico do modelo XY diluido com interagao
de supertroca, a fim de analisar o comportamento desses com a diluicdo. Uma vez que nesse
modelo a dilui¢do altera o alcance das interacdes, ha probabilidade da dilui¢ao levar o sistema
a uma nova classe de universalidade. Caso isso ocorra, 0s expoentes tornam-se uma ferramenta
para verificar experimentalmente se as interacdes de supertroca sdo a causa da baixa inclinagdo

inicial no diagrama de fase apresentado por DeFotis e colaboradores.

Ao mesmo tempo, estudou-se o diagrama de fase de uma versao XY do modelo vetorial
de Blume-Emery-Griffiths que € um tipo de dilui¢do recozida. Este modelo foi estudado em
redes quadradas, triangulares e em filmes multicamadas, utilizando simulacdes Monte Carlo.
O modelo XY-VBEG reproduz satisfatoriamente a topologia do diagrama de fases obtido ex-
perimentalmente para misturas de *He-*He . Para K = 1, o diagrama apresentou uma linha de
transicdes BKT que € truncada por uma linha de primeira ordem num ponto BKT terminal. O
sistema exibe, assim, uma fase superfluida, rica em ‘He , que sofre uma transicdo BKT para
uma fase normal, rica em “He ou uma transi¢do de primeira ordem para uma fase normal rica
em 3He . A concentracio no ponto BKT terminal da rede quadrada e da rede triangular fica-

ram muito proximas. Alguns desse resultado foram publicado na Physica A [22]. Futuramente
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pretende-se investigar essa concentragdo para a rede de Kagomé e para diferentes valores de K

a fim de verificar se a concentracdo de *He no ponto BKT terminal independe da rede.

Estudou-se com maior precisdo o ponto tricritico efetivo presente no diagrama do modelo
XY-VBEG para K = 0. Este ponto também foi encontrado recentemente por Dillon e colabo-
radores [119] no modelo similar de Blume-Capel. O estudo revelou um ponto BKT terminal e
um ponto critico isolado. Semelhante ao resultado obtido por Berker e Nelson para o modelo
VBEG na versdo rotor planar numa rede triangular [23] utilizando grupo de renormalizacao.
Esta sendo preparado um artigo com esse resultado para submissdo. Futuramente pretende-se
investigar se a possivel ndo-analiticidade da linha de primeira ordem no ponto BKT terminal.
Isso foi previsto por Fisher [131] para o ponto critico terminal e detectado em sistemas fluidos

[132].

No Capitulo 5 foi localizado o ponto BKT terminal e o ponto critico simples para os filmes
em diferentes espessuras, e verificou-se a tendéncia dos pontos BKT terminal e pontos critico
simples tornarem-se um ponto tricritico no sistema tridimensional. Observou-se ainda que a
concentracao no ponto tricritico depende das condi¢des de contorno. O estudo, de forma de-
talhada, da concentracio de *He-*He em cada camada permitiu verificar que as particulas de

3He se nas proximidades da superficie livres.

Neste trabalho foram realizadas simulag¢des considerando condic¢des de contorno livre. Fu-
turamente € importante investigar a equivaléncia das condi¢des de contorno alternadas e livres
no modelo XY-VBEG, visto que sua equivaléncia foi verificada apenas para o modelo puro.
Também ¢é importante estudar os filmes com K=-1, pois para esse valor Freire e colaboradores
[35] obtiveram a razdo TCP re / TCO proxima do valor experimental, mas com a concentragdo gpcr
proxima da metade do valor experimental. Com as condi¢oes de contorno livres acredita-se que

possa ser atingido valores proximos do experimental.

Diferentemente do modelo rotor planar, que ndo possui dinamica de spin, os resultados ob-
tidos neste trabalho serdo utilizados num estudo subseqiiente da dindmica de spins, cujos resul-
tados contribuirdo para a melhor compreensao de caracteristicas dindmicas como por exemplo

a condutividade térmica em filmes de misturas de hélio.
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