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Resumo
Nesta tese realizamos uma investigação teórica do efeito de impurezas em sistemas de muitos
corpos. Na primeira parte deste trabalho estudamos o comportamento de uma impureza
móvel em um semimetal topológico 2D com toque quadrático de bandas. A impureza
possui uma repulsão local e uma interação de troca anisotrópica com os férmions do banho.
Usando grupo de renormalização de Wilson encontramos regimes em que a interação
local se torna efetivamente atrativa a baixas energias. Calculamos a função espectral
de um par férmion-impureza usando a aproximação da série de escada e verificamos a
existência de estados ligados entre tais partículas nos regimes em que a interação se
torna efetivamente atrativa. Tais regimes dependem da razão entre as massas efetivas das
duas bandas fermiônicas. O número de estados ligados pode ser 0, 1 ou 2 e é controlado
ajustando a interação de troca. Nossos resultados sugerem que este sistema pode levar à
supercondutividade não convencional ao incluir uma densidade finita de impurezas móveis.

Na segunda parte deste trabalho estudamos o efeito de impurezas magnéticas clássicas
diluídas em um supercondutor convencional. Usamos a dynamical mean-field theory para
resolver este problema na rede de Bethe. Devido à interação magnética surgem estados
eletrônicos localizados nas impurezas e a superposição desses estados leva à emergência de
bandas de Shiba. Vemos o aparecimento de supercondutividade não convencional do tipo
odd-frequency que, assim como as bandas de Shiba, é mais intensa em sítios magnéticos
do que nos não magnéticos. Demonstramos uma forma de estimar a intensidade deste
pareamento supercondutor através de medições de espectroscopia de tunelamento por
varredura. Definimos parâmetros de ordem para diferentes pareamentos supercondutores:
singleto even-frequency de onda s, tripleto odd-frequency de onda s e tripleto even-frequency
de paridade espacial ímpar. Nossos resultados indicam a presença dos três pareamentos
simultaneamente no sistema.

Palavras-chave: Impureza. Interação. Estado ligado. Supercondutividade não convencio-
nal.





Abstract
In this thesis we carry out a theoretical investigation on the effect of impurities in many
body systems. In the first part of this work we study the behavior of a mobile impurity
in a 2D topological semimetal with quadratic band touching. The impurity has a local
repulsion and an anisotropic exchange interaction with the fermions in the bath. Using
Wilsonian renormalization group we find regimes where the local interaction becomes
effectively attractive at low energies. We calculate the spectral function of a fermion-
impurity pair using the ladder approximation and verify the existence of bound states
between these particles in the regimes where the interaction becomes effectively attractive.
These regimes depend on the ratio between the effective masses of the majority fermions
in the two bands. The number of bound states may be 0, 1 or 2 and is controlled tuning
the exchange interaction. Our results suggest that this system may lead to unconventional
superconductivity in the presence of a finite density of mobile impurities.

In the second part of this work we study the effect of classical magnetic impurities diluted
in a conventional superconductor. We use dynamical mean-field theory to solve this
problem in the Bethe lattice. Electronic states localized in the impurities appear due to
the magnetic interaction and their overlapping lead to the emergence of Shiba bands. We
see the appearance of odd-frequency unconventional superconductivity which, similarly
to the Shiba bands, is more intense in the magnetic sites than in the nonmagnetic ones.
We demonstrate a way to estimate the intensity of the superconducting pairing through
scanning tunneling spectroscopy measurements. We define order parameters for different
superconducting pairings: even-frequency spin-singlet s-wave, odd-frequency spin-triplet
s-wave and even-frequency spin-triplet odd-parity. Our results show the presence of these
three pairings simultaneously in the system.

Keywords: Impurity. Interaction. Bound state. Unconventional superconductivity.
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1 Introdução

Muitos metais comuns, nos quais há interações significativas entre os elétrons,
possuem qualitativamente o mesmo comportamento de um gás de férmions não interagentes,
o qual possui algumas características bem conhecidas a baixas temperaturas, como calor
específico variando linearmente com a temperatura T , resistividade proporcional a T 2,
dentre outras propriedades. O objetivo da teoria de líquido de Fermi de Landau é entender
por que em tais casos as interações não possuem nenhum efeito qualitativo e quantificar as
diferenças. Tal teoria assume que o estado fundamental e as excitações perto do nível de
Fermi do sistema mudam suavemente ao variarmos a intensidade das interações desde zero
até o valor real a ser analisado. Isso significa que as excitações no sistema interagente são
“quase partículas” que podem ser rotuladas usando o mesmo conjunto de números quânticos
que no gás ideal de Fermi: vetor de onda e spin. Isso também implica que assumimos que
não há transições de fase do estado fundamental ao variarmos a intensidade das interações
neste intervalo. A ideia é que, pela teoria de líquido de Fermi de Landau, as excitações em
torno do nível de Fermi de um sistema correlacionado sejam mapeadas nas excitações de
um sistema não interagente, e assim o problema simplifica muito [1, 2].

Para entender a teoria de líquido de Fermi e a física de muitos corpos é fundamental
compreender o conceito de quase partícula, que é um tipo de excitação elementar nesses
sistemas. Fisicamente ela consiste de uma partícula “vestida” (ou cercada) por uma nuvem
de outras partículas (ver Fig. 1). Devido a essa nuvem as quase partículas possuem

Figura 1 – Um cavalo real galopando pode ser revestido de uma nuvem de poeira, de
forma que o cavalo junto a tal nuvem pode ser chamado de “quase cavalo” em
analogia ao conceito de quase partícula. Uma partícula real pode interagir com
outras e se vestir de uma nuvem de partículas do ambiente. Assim como a
nuvem de poeira esconde o cavalo, a nuvem de partículas causa uma blindagem
nas partículas reais, de forma que as quase partículas interagem fracamente.
Figura extraída da Ref. [3].
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propriedades diferentes de uma partícula real. Por exemplo, essa nuvem causa uma
blindagem na partícula real de forma que, em geral, as quase partículas interagem mais
fracamente umas com as outras. Além disso, as quase partículas possuem uma massa
efetiva diferente da massa real e possuem um tempo de vida. Isso acontece porque uma
quase partícula num dado estado pode, após um certo tempo, colidir com outra quase
partícula do sistema e espalhar para um novo estado, de forma que o tempo de vida da
quase partícula no estado inicial é finito. Assim, um sistema de partículas que interagem
fortemente muitas vezes pode ser descrito como se fosse composto de quase partículas
não interagentes [3]. Nesse caso a função espectral1 da partícula real, que na ausência
de interações seria uma delta de Dirac, passa a ter um broadening η (i.e. “alargamento”)
dado pelo inverso do tempo de vida da quase partícula, sendo descrita por uma função
Lorentziana perto do nível de Fermi. Além disso, o peso espectral desse pico (i.e. sua
integral na frequência perto do nível de Fermi) agora é suprimido por um fator chamado
peso de quase partícula 0 < Z < 1. O restante do peso total está em um largo “background
incoerente”, devido aos fortes efeitos de interação nos férmions em escalas de tempo
curtas [4, 5].

Mas isto não é válido sempre. Se a interação for muito forte, por exemplo, dificil-
mente mapear o sistema interagente em um não interagente poderia ser feito. Além disso,
algumas interações perturbativas em certos Hamiltonianos levam a instabilidades, dando
origem a novas fases quânticas. Em casos onde a teoria de líquido de Fermi de Landau não
é válida se faz necessário o uso de outras teorias para descrever o comportamento deste
sistema interagente.

Os supercondutores são exemplos de materiais que não são descritos por um líquido
de Fermi. A supercondutividade foi descoberta em 1911 por Kamerlingh Onnes que, ao
estudar o mercúrio sólido a baixas temperaturas, verificou que em 4.2 K a sua resistência se
anulava subitamente (ver Fig. 2) [6]. A partir daí foram encontrados diversos materiais que
superconduzem abaixo de certa temperatura crítica. Em 1913, por exemplo, foi descoberto
que o chumbo também se torna um supercondutor abaixo de 7 K. Em 1933 Meissner e
Ochsenfeld descobriram que um supercondutor expele o campo magnético aplicado nele,
fenômeno este que ficou conhecido como efeito Meissner [7].

O desenvolvimento de teorias para a supercondutividade teve importantes con-
tribuições de Fritz e Heinz London [8], Landau e Ginzburg [9], Abrikosov [10], e outros,
até que uma teoria microscópica mais completa para supercondutividade foi proposta em

1 A função espectral A(k, ω) dá a densidade de probabilidade de encontrar uma partícula de momento k
em uma energia ω. A integral desta função em todo o espectro energético resulta em 1. Se os férmions
não interagentes possuem uma dispersão eletrônica ε(k), sua função espectral é A(k, ω) = δ(ω − ε(k)).
Ao considerar férmions interagentes que sejam descritos pela teoria de líquido de Fermi, temos que a
dispersão das quase partículas passa a ser ε̃(k), seu tempo de vida passa a ser η−1 e a função espectral
dos férmions perto do nível de Fermi é A(k, ω) = Zη/[(ω − ε̃(k))2 + η2]π, onde Z é o peso de quase
partícula [4]. Note que a integral desta função Lorentziana resulta em Z.
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Figura 2 – Gráfico histórico de 1911 da resistência (Ohm) em função da temperatura
(Kelvin) para o mercúrio. A transição supercondutora ocorre em 4.20 K. Figura
extraída da Ref. [12].

1957 por Bardeen, Cooper e Schrieffer [11]. Esta teoria – conhecida por BCS – explica a
supercondutividade como tendo origem nos pares de Cooper, os quais são formados por
pares de elétrons próximos à superfície de Fermi que se ligam através de uma interação
fracamente atrativa.

Em muitos supercondutores de baixa temperatura crítica esta interação atrativa
entre os elétrons é gerada pela mediação de fônons da rede, os quais fazem surgir pares de
elétrons correlacionados. Os muitos pares de elétrons do condutor se sobrepõem e formam
um condensado coletivo, estando correlacionados devido ao princípio de exclusão de Pauli.
Quebrar um único par de Cooper implica em alterar a energia de todo o condensado. Neste
cenário, as pequenas colisões causadas pela vibração dos átomos a baixas temperaturas
não são suficientes para afetar o condensado como um todo, e consequentemente nenhum
par de Cooper do condensado. Os elétrons permanecem pareados juntos e resistem às
colisões, fluindo livremente no supercondutor sem experimentar resistência alguma.

Esta situação implica na existência de um gap energético para excitações de uma
partícula em um supercondutor. Este gap ∆ é máximo em temperaturas mais baixas e,
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Figura 3 – Dependência do gap energético com a temperatura na teoria BCS para aco-
plamentos fracos. Na prática, esta curva universal se aplica à maioria dos
supercondutores BCS. Figura extraída da Ref. [13].

aplicando teoria de campo médio, a teoria BCS prevê que em T = 0 [13]

∆(T = 0) = 1.764kBTc, (1.1)

em que kB é a constante de Boltzmann e Tc é a temperatura crítica do supercondutor. Por
outro lado, o gap energético se anula na temperatura crítica, onde a supercondutividade
deixa de ocorrer. Em supercondutores de acoplamento fraco, o fechamento do gap perto
da temperatura crítica segue a relação assintótica [13]

∆(T → Tc) ' 3.06kBTc
√

1− (T/Tc). (1.2)

A Fig. 3 mostra como o gap fecha monotonicamente à medida em que se aumenta
a temperatura. A teoria BCS prevê corretamente esta e diversas outras propriedades
de muitos supercondutores, incluindo o efeito Meissner. Chamamos um material de
supercondutor convencional quando este é corretamente descrito pela teoria BCS.

Acreditava-se que a teoria BCS proibia a existência de supercondutividade acima
de 30 K até que, em 1986, Bednorz e Müller descobriram supercondutividade em um
cuprato LBCO (lanthanum barium copper oxide, i.e. óxido de cobre lantânio bário), o
qual tem uma temperatura de transição de 35 K [14]. Em seguida descobriu-se que, ao
substituir o lantânio por ítrio, o novo cuprato YBCO atinge uma temperatura crítica acima
de 90 K [15]. Esta temperatura pode ser atingida por resfriamento utilizando nitrogênio
líquido, o qual é mais facilmente obtido do que o hélio líquido, que foi utilizado por Onnes
para resfriar o mercúrio abaixo de 4.2 K.

Vários outros supercondutores têm sido descobertos, muitos dos quais não são
corretamente descritos pela teoria BCS (ver Fig. 4). Além disso, inicialmente acreditava-se
que a supercondutividade e o magnetismo eram fenômenos mutualmente excludentes, de
forma que a presença de um implicaria necessariamente na ausência do outro. Mas com
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Figura 4 – Panorama da temperatura crítica de uma variedade de materiais supercondu-
tores desde a primeira descoberta em 1911. As cores representam diferentes
classes de materiais: BCS (círculo verde escuro), baseados em férmions pesados
(estrela verde claro), cupratos (diamante azul), baseados em fulereno (triântulo
roxo invertido), alótropos de carbono (triângulo vermelho) e pnictídeos basea-
dos em ferro (quadrado laranja). Outros supercondutores com temperaturas
críticas maiores foram encontrados após 2015 e não são mostrados aqui. Figura
extraída da Ref. [16].

o passar dos anos foram encontrados vários materiais que apresentam simultaneamente
ordem magnética e supercondutora, como pode ser visto na Fig. 5. Hoje sabemos que o
magnetismo é um dos principais impulsionadores da supercondutividade não convencional,
a qual não é descrita pela teoria BCS. Um grande desafio na área de física da matéria
condensada é desenvolver teorias que descrevam bem os supercondutores não convencionais.

Em supercondutores a estatística de Fermi impõe que a função de pareamento
supercondutor seja antissimétrica sob a troca de dois elétrons formando o par de Cooper.
Portanto, deve haver uma mudança no sinal da função de pareamento ao trocar os números
quânticos envolvendo os dois elétrons, como posição, tempo, índice de orbital, spin, etc. Nos
supercondutores mais convencionais de uma única banda, o pareamento é antissimétrico
com a troca do índice dos spins (singleto) e é simétrico em relação à parte espacial
(e.g. de onda s) e aos demais graus de liberdade. Em supercondutores do tipo tripleto,
frequentemente atribuídos a supercondutores ferromagnéticos [18], como UGe2, URhGe, e
UCoGe, a componente de spin é simétrica enquanto a componente espacial é antissimétrica
(e.g. de onda p). Nos últimos anos têm surgido sistemas supercondutores onde se especula
que o pareamento seja antissimétrico nas coordenadas temporais e, consequentemente, na
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Figura 5 – Após a descoberta dos primeiros supercondutores acreditava-se que super-
condutividade e magnetismo eram fenômenos que não podiam ocorrer simul-
taneamente. Com o passar dos anos foram sendo descobertos materiais não
convencionais nos quais a supercondutividade é induzida por meio do magne-
tismo. Hoje são conhecidos diversos materiais nos quais ambos os ordenamentos
coexistem. Figura adaptada da Ref. [17].

frequência. Tal tipo de pareamento é chamado de odd-frequency [19].

O teorema de Anderson afirma que a supercondutividade convencional é robusta
com respeito à presença de impurezas não magnéticas [20]. Isto implica, por exemplo, que a
temperatura crítica do supercondutor quase não é afetada pela presença destas impurezas.
Por outro lado, a supercondutividade nos supercondutores convencionais é rapidamente
suprimida à medida em que se aumenta a concentração de impurezas magnéticas [21, 22].

O comportamento de uma única impureza interagindo com o seu ambiente determina
a física de baixas energias de vários sistemas de matéria condensada. Um exemplo de
sistema com impureza é um elétron se movendo em uma rede cristalina e deslocando
os íons ao seu redor devido à interação Coulombiana, criando uma polarização local. O
elétron vestido com esta nuvem de distorções na rede, i.e. os fônons, forma um pólaron na
rede [23]. Este pólaron é uma quase partícula com energia e massa diferentes do elétron
“despido”. Os pólarons são importantes, por exemplo, na compreensão dos materiais com
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magnetorresistência colossal [24] e eles afetam a função espectral dos cupratos [25]. Em
contraste com o elétron se movendo num banho de fônons, um ambiente bosônico, quando
uma impureza móvel é vestida por excitações de um mar de Fermi com o qual interage,
a quase partícula que surge é chamada de pólaron de Fermi. Os pólarons de Fermi são
frequentemente estudados no contexto de átomos frios e redes óticas [26]. Outro exemplo
de problema de impureza é o efeito Kondo, no qual o spin de impurezas imóveis leva ao
aumento da resistência em metais abaixo da temperatura Kondo [27]. O spin de uma
impureza magnética imóvel também é capaz de afetar um supercondutor convencional,
levando à formação de estados eletrônicos ligados ao redor das impurezas, conhecidos como
estados de Yu-Shiba-Rusinov [22,28,29].

Frequentemente transições entre diferentes fases da matéria podem ser explicadas
com argumentos de simetria. Tais transições ocorrem de uma fase mais simétrica para
uma fase ordenada. Um exemplo é a transição que ocorre em um material paramagnético
para uma fase ferromagnética ao reduzir a temperatura T . A fase paramagnética possui
simetria de rotação dos spins. Já na fase ferromagnética, os spins estão ordenados em
certa direção. Geralmente as diferentes fases da matéria podem ser caracterizadas por
parâmetros de ordem locais, como a magnetização [30]. Porém, existem transições para as
chamadas fases topológicas da matéria, que não necessariamente envolvem alguma quebra
de simetria. Em geral as fases topológicas também não estão associadas a parâmetros de
ordem locais. Topologia é um ramo da matemática onde são estudadas propriedades de
objetos que são invariantes sob deformações suaves. Materiais cujas propriedades sejam
invariantes sob transformações topológicas são conhecidos como materiais topológicos.

Nos últimos anos os materiais topológicos têm atraído crescente atenção dos
pesquisadores em física de matéria condensada. Exemplos são os isolantes topológicos, os
quais são isolantes no bulk e possuem estados condutores nas bordas robustos e protegidos
por simetria [31,32]. Outro exemplo são os semimetais topológicos, nos quais as bandas
eletrônicas se cruzam de forma topologicamente estável perto do nível de Fermi [33,34].
Também existem os supercondutores topológicos, nos quais a topologia do bulk leva à
emergência de estados de Majorana dentro do gap supercondutor nas bordas do material,
além da supercondutividade no interior [35, 36]. No contexto de materiais topológicos
frequentemente se utiliza uma fase geométrica conhecida como fase de Berry, a qual pode
ter um impacto profundo nas propriedades de materiais e é responsável por fenômenos
como polarização, efeito Hall quântico, anômalo ou de spin, dentre outros fenômenos [37,38].
Nesse mesmo contexto também é comum calcular o número de Chern, que está relacionado
com o número de modos presentes na borda de materiais topológicos.

Na presente tese fazemos um estudo teórico de dois diferentes sistemas de muitos
corpos contendo impurezas, as quais levam à formação de estados ligados e podem levar
a supercondutividade não convencional. Na parte I da tese estudamos uma impureza
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móvel em um sistema fermiônico 2D com toque quadrático de bandas. Consideramos uma
rede checkerboard que, na ausência de interações, descreve um semimetal topológico. A
impureza móvel possui uma repulsão local com os férmions majoritários, além de uma
interação de troca de spin de longo alcance, espacialmente anisotrópica. Mostramos que há
regimes em que tal impureza não possui o comportamento de um pólaron de Fermi, mas
forma estados ligados com um férmion majoritário. Discutimos perspectivas de formação
de supercondutividade não convencional de onda d neste sistema se houver uma densidade
pequena e finita destas impurezas móveis.

Na parte II desta tese consideramos um supercondutor convencional com impurezas
magnéticas clássicas imóveis. A interação dos elétrons com as impurezas faz com que
surjam estados ligados de Yu-Shiba-Rusinov, os quais se sobrepõem e levam à formação
de bandas de Shiba dentro do gap supercondutor. Mostramos que nesse sistema surge
supercondutividade não convencional do tipo odd-frequency, a qual está relacionada com a
formação das bandas de Shiba. Estudos indicam que este sistema pode também apresentar
supercondutividade topológica na presença de acoplamento spin-órbita [39]. Embora o
sistema considerado na parte I seja um semimetal topológico e o sistema da parte II possa
vir a apresentar supercondutividade topológica, propriedades topológicas não são o foco
desta tese, apenas nos servem como motivação.

Cada uma das partes da tese começa com um capítulo de revisão de literatura
seguido de um capítulo de metodologia utilizada e termina com um capítulo contendo o
modelo que utilizamos e nossos resultados. No capítulo 8 apresentamos uma conclusão
geral das duas partes da tese.



Parte I

Impurezas móveis em um sistema fermiônico
2D com toque quadrático de bandas





25

2 Revisão da literatura

Na primeira parte da presente tese investigamos impurezas móveis quânticas em
um semimetal topológico bidimensional com toque quadrático de bandas (QBT, do inglês
quadratic band touching). Esta pesquisa foi inspirada em um artigo de Mônica Caracanhas e
Rodrigo Pereira [40], onde foi considerada uma impureza móvel com interação local repulsiva
com férmions em um sistema com QBT. No trabalho apresentado aqui generalizamos o
sistema considerado na Ref. [40] incluindo uma interação de troca de spin de longo alcance
entre impureza e férmions do banho. Usando uma análise de grupo de renormalização
encontramos regimes em que a interação entre impureza e férmion se torna efetivamente
atrativa em baixas energias. Isto sugere a formação de estados ligados entre tais partículas,
o que confirmamos através de cálculos da função espectral de um par férmion-impureza.
Tais resultados são apresentados no presente trabalho e foram publicados na Ref. [41]1.
Também apresentamos nesta tese resultados preliminares deste sistema fermiônico com
QBT na presença de uma densidade pequena, porém finita, de impurezas móveis. Assim
como ocorreu no caso de uma única impureza, também no caso de uma concentração finita
de impurezas há indícios de que, à medida em que se reduz a energia, surge uma interação
efetivamente atrativa entre as impurezas e os férmions majoritários. Estamos investigando
melhor este sistema à procura de supercondutividade não convencional.

Um interessante problema de impurezas é realizado com uma pequena concentração
de partículas com spin para baixo imersa em um mar de Fermi de partículas com spin para
cima. Este limite de extremo desbalanço populacional tem recebido bastante atenção no
contexto de experimentos com átomos ultrafrios, no qual átomos fermiônicos (ou bosônicos)
móveis podem interagir com outros átomos em um sistema com temperaturas próximas
do zero absoluto [42]. Neste sistema, as impurezas móveis (átomos de spin para baixo)
são vestidas por excitações partícula-buraco do gás de Fermi no qual estão inseridas
(átomos de spin para cima), formando pólarons de Fermi [43–48]. As propriedades de quase
partícula dos pólarons de Fermi em experimentos com átomos frios podem ser medidas
usando espectroscopia de radio frequência [26, 49–51]. Além de apresentar comportamento
convencional de pólarons, impurezas móveis podem sondar algumas propriedades de
sistemas de muitos corpos como transições de fase topológicas [52–55] e colapso de quase
partícula associado com criticalidade quântica [40,56–58].

Na Ref. [26] foram realizados experimentos com este sistema de baixa concentração
de átomos com spin para baixo imersos em um mar de Fermi de átomos com spin para
cima. Foi verificado que, se a interação atrativa entre as impurezas e os férmios majoritários

1 Flávio L. N. Santos, Mônica A. Caracanhas, M. C. O. Aguiar e Rodrigo G. Pereira: Bound states in
two-dimensional Fermi systems with quadratic band touching. Phys. Rev. B 101, 155120 (2020).
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Figura 6 – Interação atrativa entre uma impureza móvel (azul) e um mar de Fermi de
átomos frios (vermelho). (a) Com atração fraca, a impureza se move livremente
no ambiente. (b) Com interação atrativa intermediária, a impureza se veste de
uma nuvem localizada de átomos, formando um pólaron de Fermi. (c) Com
atração forte, ocorre formação de molécula. Figura extraída da Ref. [26].

é baixa o suficiente, as impurezas se movem livremente no ambiente. Ao considerar uma
interação atrativa mais forte, cada impureza pode experimentar colisões com mudança
de momento com os átomos do ambiente, e então começa a atraí-los. Assim, a impureza
vestida com a nuvem localizada de férmions espalhados constitui o pólaron de Fermi. Após
um valor crítico para a atração a impureza se liga a um férmion majoritário, formando
uma molécula (ver Fig. 6).

Problemas de impurezas móveis e muitos outros problemas da física de muitos
corpos podem ser investigados experimentalmente utilizando gases quânticos em redes
óticas. Uma rede ótica é essencialmente um cristal artificial de luz, um padrão periódico
de intensidade da luz que é formado pela interferência de dois ou mais feixes de lasers. É
possível formar estruturas espaciais unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais e
aprisionar átomos fermiônicos e/ou bosônicos nas estruturas de interferência a temperaturas
próximas do zero absoluto (ver Fig. 7). O hopping ou locomoção dos átomos entre sítios
vizinhos pode ser controlado a partir da intensidade dos lasers. Além disso, diferentes
tipos de interação entre os átomos podem ser considerados, inclusive uma repulsão local,
sendo este caso uma realização experimental do modelo de Hubbard. Átomos ultrafrios
em redes óticas têm o potencial de impactar diferentes áreas da física. Podem ser usados
como eficientes simuladores quânticos para problemas na física da matéria condensada e
outras áreas devido ao singular nível de controle disponível nestes sistemas [59,60].

A área de redes óticas alcançou um grande progresso com a produção de moléculas
polares no regime quântico [62], de forma que estes experimentos devem ajudar também
na compreensão de sistemas quânticos de muitos corpos com interações de longo alcance.
Nestes experimentos são produzidas moléculas que possuem um momento de dipolo elétrico
de maneira que cada par de moléculas possui uma interação de longo alcance (dipolo-
dipolo). As moléculas podem ser produzidas em diferentes estados rotacionais, os quais
simulam estados de spin. Interações de troca de (pseudo) spin de longo alcance já foram



27

Figura 7 – Átomos ultrafrios em uma rede ótica podem simular fenômenos de matéria
condensada que usualmente ocorrem somente em “gases de elétrons” em um
cristal. (a) mostra um esquema de rede ótica onde os átomos são presos em
poços de potencial sinusoidal (em cinza) criados por uma onda estacionária de
feixes de laser. As funções de onda dos átomos (azul) correspondem a elétrons
de valência em um cristal real, representado em (b). Aqui, o potencial periódico
é causado pela atração eletrostática entre elétrons (-) e os íons (+) que formam
o cristal. A locomoção e a interação das partículas, seja átomos ultrafrios ou
elétrons, determinam a física do material. Então, por exemplo, superfluidez em
um gás de átomos ultrafrios corresponde a supercondutividade em um gás de
elétrons. Figura extraída da Ref. [60].

produzidas e verificadas experimentalmente nesse tipo de sistema [61,63]. Estas interações
são da forma [64]

H⊥ = J⊥
2
∑
i>j

Vdd(ri − rj)(S+
i S
−
j + S−i S

+
j ), (2.1)

em que S±i são os operadores usuais de momento angular de spin 1/2 no sítio i e os vetores
adimensionais ri são as posições das moléculas escritas em unidades do parâmetro de rede
a. A energia de interação dipolar inclui um fator geométrico

Vdd(ri − rj) = 1− 3 cos2 Θij

|ri − rj|3
, (2.2)

onde Θij é o ângulo entre o eixo de quantização (definido por um campo externo B) e
o vetor ri − rj conectando as moléculas i e j. O acoplamento na Eq. (2.1) é dado por
J⊥ = −〈↓ |d| ↑〉2/4πε0a

3, onde ε0 é a permissividade no espaço livre, d representa o
operador dipolo e 〈↓ |d| ↑〉 é o elemento de matriz do dipolo entre dois estados rotacionais
| ↓〉 e | ↑〉. A Fig. 8(a) mostra um esquema de uma rede ótica 3D com moléculas polares
que possuem uma interação de troca de spin J⊥. A Fig. 8(b) ilustra os diferentes estados
rotacionais, os quais podem ser alcançados por meio de microondas. A Fig. 8(c) mostra a
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Figura 8 – Moléculas polares numa rede 3D. (a) Moléculas polares são carregadas em
uma rede ótica. Microondas são usadas para induzir a transição entre dois
estados rotacionais (vermelho e azul representam os dois estados). As moléculas
experimentam uma interação de troca de spin de longo alcance J⊥. (b) Diagrama
energético esquemático para estados rotacionais de menores energias. (c) A
energia da interação entre duas moléculas depende de suas posições relativas na
rede. Os números mostrados fornecem o fator geométrico −Vdd(ri − rj) para a
interação dipolar de cada sítio com o sítio central (verde), dado um eixo de
quantização na direção do campo B. Valores negativos (azul) correspondem a
interações atrativas e valores positivos (vermelho) correspondem a interações
repulsivas. Figura extraída da Ref. [61].

variação espacial do fator geométrico −Vdd(ri − rj) numa rede 3D. Note que a interação
dipolar é anisotrópica uma vez que o fator geométrico depende da direção do vetor ri− rj .

Ainda é um desafio compreender os efeitos das interações de longo alcance em
sistemas de muitos corpos. Tais interações tendem a ser mais difíceis de abordar por
métodos teóricos. Por um lado, é conhecido que repulsões eletrônicas de mais longo alcance



29

tendem a suprimir a supercondutividade não convencional que surge da repulsão eletrônica
de curto alcance [65]. Por outro lado, estudos numéricos prevêem que a interação de troca
de spin de longo alcance em moléculas polares em uma rede unidimensional aumenta a
região de superfluidez em seu diagrama de fases [66]. É importante que haja mais estudos
que ajudem na compreensão dos efeitos de interações de longo alcance.

Métodos diagramáticos são muito utilizados para estudos analíticos de interações
fracas em sistemas de muitos corpos. Tais métodos se baseiam em considerar nas funções
de Green interagentes os principais diagramas de Feynmann que devem contribuir para a
física do problema [40, 67, 68]. Exemplo é o grupo de renormalização de Wilson, que pode
ser utilizado inclusive para tratar interações de longo alcance. Tal grupo de renormalização
permite mapear um sistema interagente original em um sistema efetivo em baixas energias,
levando a expressões que descrevem a renormalização das interações efetivas, das massas
efetivas e dos pesos de quase partícula à medida em que se reduz a energia do sistema.
As expressões para a renormalização das interações podem ser obtidas em tree level, que
conta com correções em primeira ordem nessas interações, ou em nível de correções de
loop, que surgem a partir de segunda ordem nas interações. As equações de grupo de
renormalização podem indicar que, em baixas energias, certa interação é: irrelevante (i.e.
tende a se anular), relevante (i.e. aumenta) ou marginal (i.e. não sofre variação) [69–71].
Dizemos que uma interação é marginalmente relevante (irrelevante) se ela é marginal em
tree level e relevante (irrelevante) em nível de correção de loop.

Num sistema de muitas partículas fermiônicas interagentes em que as interações
sejam irrelevantes por grupo de renormalização e o peso de quase partícula não se anule, o
sistema deve ser descrito pela teoria de líquido de Fermi de Landau em baixas energias. Se
houver interações relevantes, o sistema pode ser levado a diferentes fases quânticas [69]. No
caso de poucas impurezas móveis interagindo com um mar de Fermi, as impurezas devem
ser descritas por pólarons de Fermi se as interações forem irrelevantes. Se a repulsão entre
impureza e férmion for relevante, o peso de quase partícula se anular e a massa efetiva das
impurezas divergir em baixas energias, a impureza deve se localizar [40]. Porém, se houver
uma atração efetiva a baixas energias a impureza pode formar estados ligados com um
férmion do banho [72].

Na primeira parte desta tese investigamos o comportamento de impurezas móveis
em um semimetal topológico bidimensional com toque quadrático de bandas (QBT). Um
sistema com QBT possui duas bandas de energia que se tocam em um ponto e suas
dispersões são quadráticas em torno deste ponto, conforme ilustrado na Fig. 9. Neste
tipo de sistema o nível de Fermi pode ser ajustado de forma a se encontrar exatamente
no ponto de toque quadrático das bandas. Como consequência não há uma superfície
de Fermi, há somente um ponto no espaço dos momentos que possui o valor de energia
correspondente ao nível de Fermi. A ausência de uma superfície de Fermi faz com que
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Figura 9 – Dispersão do tipo QBT, onde duas bandas energéticas se tocam em um ponto
e são quadráticas em torno dele. Figura extraída da Ref. [40].

surjam novos fenômenos, não descritos por um líquido de Fermi. Isto também acontece com
os cones de Dirac no grafeno e em outros materiais. Dizemos que o grafeno e os sistemas
com QBT são semimetais por não possuírem superfície de Fermi e não possuírem gap no
espectro. Há, porém, uma diferença importante entre esses dois sistemas bidimensionais:
enquanto no grafeno a dispersão é linear em torno deste ponto de toque de bandas e
consequentemente a densidade de estados é nula, no QBT a dispersão é quadrática e então
a densidade de estados é finita. Tais fatos são importantes para determinar as propriedades
dos sistemas [70].

No caso de dispersão linear em torno do ponto de toque das bandas, a física de
baixas energias é descrita por férmions de Dirac. Em geral, um ponto de Dirac numa
estrutura de bandas é robusto com relação a pequenas mudanças no potencial efetivo
que preservam simetrias do cristal [73–76]. Além disso, interações elétron-elétron de curto
alcance são perturbativamente irrelevantes para dimensões espaciais d > 1. Portanto, há
uma fase estável com férmions de Dirac livres sem gap até que, além de uma interação
crítica, há fases que quebram espontaneamente a simetria de espaço ou grupo de ponto
e/ou invariância por reversão temporal [77–79].

Quanto à dispersão quadrática, no caso não interagente o ponto de toque de bandas
é topologicamente estável se o fluxo de Berry2 for ±2π e se o sistema possuir simetria de
reversão temporal e simetria rotacional C4 ou C6. Tal sistema com QBT topologicamente
estável pode ser realizado na rede checkerboard ou na rede kagome, por exemplo [70].
Devido ao fato de a densidade de estados (DOS) no ponto de toque das bandas ser finita,
as interações de curto alcance são marginais em tree level. Interações perturbativas neste
sistema foram estudadas no caso em que o nível de Fermi está posicionado no ponto de toque

2 Devido à simetria de reversão temporal, um ponto de toque de bandas possui fluxo de Berry quantizado,
−i
fl

Γ dk · 〈ψ(k)|∇k|ψ(k)〉 = nπ, onde Γ é uma curva no espaço dos momentos contendo o ponto de
toque das bandas, ψ(k) é a função de onda de Bloch em uma banda envolvida no toque e n é um
inteiro. Em um QBT temos n = 0,±2π, onde o caso com n = 0 não é robusto [70].
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das bandas para férmions sem spin e férmions de spin 1/2. Em ambos os casos a interação
repulsiva é marginalmente relevante, sendo instável até para repulsões arbitrariamente
pequenas. Quatro possíveis estados ordenados aparecem: fase com efeito Hall quântico
anômalo, fase com efeito Hall quântico de spin3, fase nemática e fase nemática-spin-
nemática4 [70]. Fases com efeito Hall quântico anômalo e fases nemáticas nesses sistemas
foram estudadas também numericamente [80, 81]. Investigações experimentais de sistemas
com QBT em redes óticas também têm sido discutidas [82–84]. Há também previsão
analítica de ocorrência de supercondutividade em sistemas com QBT através de um ajuste
fino do potencial químico do sistema [85].

Em sistemas fermiônicos com QBT as duas bandas energéticas podem apresentar
curvaturas diferentes, o que implica em massas efetivas diferentes (m+ e m− para a banda
de cima e a de baixo, respectivamente). Ao considerar uma impureza com interação U de
onda s local repulsiva com este sistema, verifica-se que existem dois regimes que dependem
da assimetria entre as massas efetivas dos férmions. Se m+ > m−, a interação efetiva se
renormaliza para zero ao reduzir a escala de energia. Neste caso, o peso de quase partícula
Z e a massa da impureza M se renormalizam para valores finitos e a quase partícula
(pólaron de Fermi) é estável. Se m+ < m−, a interação efetiva tende a crescer. Neste caso,
M tende a infinito, Z tende a zero e a representação de pólaron deixa de ser válida [40].

Na Ref. [40] também foi calculado o coeficiente de difusão D em função da tempe-
ratura T para este problema de uma impureza móvel em sistema com QBT. Ao preparar
o sistema com a impureza em certo sítio e em seguida observar a propagação de seu
pacote de onda, a variância da posição da impureza deve crescer com o tempo t da forma
σ2(t) = 4D(T )t para tempos suficientemente longos. No regime em que m+ > m− e o
pólaron é estável, foi calculado que D(T ) ∼ ln2 (Λ0/T ) para baixas energias. Por outro
lado, quando m+ < m− e a descrição polarônica deixa de ser válida, o coeficiente de
difusão se anula com uma lei de potência D(T ) ∼ T ν para baixas temperaturas, onde ν
é da ordem do acoplamento renormalizado no limite de baixas energias. Um esboço do
comportamento de D(T ) pode ser visto na Fig. 10.

No trabalho descrito nos próximos capítulos nós consideramos um semimetal
topológico bidimensional com QBT dado pela rede checkerboard. O sistema estudado é
composto por um mar de Fermi de partículas com spin para cima (com nível de Fermi

3 Um material com efeito Hall quântico anômalo é um isolante topológico e apresenta condutividade
Hall quantizada nas bordas do material mesmo na ausência de uma campo magnético externo forte.
Na fase com efeito Hall quântico de spin as duas componentes de spin possuem condutividades Hall
opostas, i.e. férmions com spin para baixo se propagam no sentido oposto aos de spin para cima.

4 Fase nemática é uma fase com quebra espontânea de simetria rotacional. Em sistemas com QBT, a fase
nemática quebra a simetria rotacional C4 ou C6 em simetria C2, dividindo o ponto de QBT em dois
pontos de Dirac. Assim, a fase nemática é um semimetal anisotrópico. A fase nemática-spin-nemática,
por sua vez, leva o ponto de QBT a se decompor em quatro pontos de Dirac. Este último estado possui
polarização de spin invertida ao longo de dois eixos ortogonais, de forma que o setor de spin se torna
invariante por rotação C2 [70].
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Figura 10 – Esboço do coeficiente de difusão da impureza móvel em função da temperatura
em um sistema com QBT para m+ > m− (linha contínua azul) e m+ < m−
(linha tracejada vermelha). Figura extraída da Ref. [40].

ajustado no ponto de toque das bandas) interagindo localmente com uma impureza móvel
de spin para baixo, assim como feito em [40]. Aqui, porém, incluímos uma interação
de troca de spin de longo alcance entre a impureza e os férmions majoritários, dada
pelas Eqs. (2.1)-(2.2). Tal interação, por ser anisotrópica, quebra a simetria rotacional C4

localmente. Ambas as interações consideradas aqui são perturbativas. Como resultado,
além de encontrar regimes em que a impureza deve se comportar como um pólaron de
Fermi, encontramos situações em que deve haver formação de estados ligados entre a
impureza e um férmion majoritário. Fazemos uma breve discussão sobre perspectivas
da presença de supercondutividade não convencional no sistema quando houver uma
concentração pequena, porém finita, de impurezas móveis neste sistema.

Os demais capítulos da primeira parte desta tese estão divididos da seguinte
maneira. No capítulo 3 discutiremos um pouco sobre funções de Green, diagramas de
Feynman e o grupo de renormalização de Wilson, os quais utilizamos neste trabalho para
estudar interações fracas. No capítulo 4 introduzimos nosso modelo de uma impureza
móvel interagindo com um mar de Fermi com QBT e apresentamos nossos resultados.
Usando métodos diagramáticos encontramos regimes em que se formam estados ligados.
O leitor interessado pode encontrar no Apêndice A detalhes adicionais dos cálculos dos
propagadores utilizados nos nossos métodos.
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Ao longo da primeira parte desta tese utilizamos funções de Green para compreender
as propriedades de uma impureza em um sistema com toque quadrático de bandas. Tais
funções podem ser calculadas considerando alguns diagramas de Feynman, os quais também
são utilizados para obtenção das equações de grupo de renormalização, que nos permitem
investigar as interações efetivas a baixas energias. Nas seções a seguir falamos brevemente
sobre funções de Green, diagramas de Feynman e grupo de renormalização.

3.1 Funções de Green e diagramas de Feynman

As quase partículas de um sistema podem ser descritas por meio de propagadores,
ou funções de Green. O propagador de uma partícula única fornece a amplitude de
probabilidade de uma partícula que se encontra numa posição r1 (ou com certo momento
k1) no tempo t1 ser observada no ponto r2 (ou com momento k2) no tempo t2. Assim,
entre t1 e t2 a partícula pode se “propagar” pelo sistema, interagindo com outras partículas.
A função de Green de partícula única fornece diretamente a energia e tempo de vida da
quase partícula, dentre outras propriedades [3]. A função de Green de duas partículas,
por sua vez, fornece a amplitude de probabilidade de observar uma partícula em r1, t1
e outra em r3, t3 se elas foram colocadas no sistema em r2, t2 e r4, t4. Este propagador
fornece diretamente as energias e tempos de vida de excitações coletivas, susceptibilidade
magnética, condutividade elétrica e outras propriedades de não equilíbrio [3].

Através da transformada de Fourier uma função de Green escrita em termos de
posições rj e tempos tj pode ser expressa em termos de momentos kj e frequências ωj . Em
física de muitos corpos frequentemente é mais simples calcular propagadores em termos dos
“tempos imaginários” τj. A transformada de Fourier desses propagadores G(τ)→ G(iωn)
passa a depender de iωn, em que ωn são as frequências de Matsubara e para férmions
temos ωn = (2n+1)π

β
, em que n é qualquer número inteiro e β = 1/(kBT ). O propagador,

quando definido no tempo real, pode ser uma função retardada ou avançada, dentre outras
possibilidades. A função de Green retardada G(ω) pode ser facilmente obtida a partir de
uma expressão para a função de Green no eixo imaginário G(iωn) ao tomar a continuação
analítica iωn → ω + iη com η → 0+ [5].

É possível calcular o propagador interagente de uma partícula única somando a
amplitude de probabilidade da partícula não interagir com nenhuma outra no intervalo de
tempo considerado (i.e. o propagador não interagente), com a amplitude de probabilidade
de ela interagir uma única vez com alguma partícula nesse intervalo (i.e. função de Green
de primeira ordem na interação), com a amplitude de probabilidade de interagir duas vezes
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(função de Green de segunda ordem), e assim por diante. Semelhantemente, é possível
calcular o propagador interagente de duas partículas somando a função de Green não
interagente com os propagadores que correspondem a uma interação, duas interações, etc.
A seguir mostramos com mais detalhes como esta soma pode ser obtida para funções de
Green de duas partículas. O procedimento para a de partícula única é análogo.

Sabe-se que a função de Green de 4 pontos (isto é, quatro “pernas externas”, ou de
duas partículas) de um sistema com interação HI =

´
ddxHI(x), onde d = 2 é a dimensão

do sistema no nosso caso, é dada por [5]

Π({xi}) = −Tr
{
e−βH0Tτf1(x1)f †2(x2)f3(x3)f †4(x4)e−

´ β
0 HI(τ)dτ

}
con
, (3.1)

em que H0 é o Hamiltoniano não interagente, τ é o tempo imaginário, Tτ é o operador de
ordenamento temporal com tempo imaginário, β = 1/(kBT ) e neste trabalho estaremos
interessados no resultado para temperatura T → 0. Na expressão acima fi(xi) = fi(xi, τi)
são os operadores relacionados com as duas partículas (i.e. duas sendo criadas antes da
interação e duas saindo da interação), e o subíndice “con” significa que só devem ser levados
em conta propagadores relacionados a diagramas de Feynman que sejam conectados (este
ponto será melhor explicado mais adiante). Expandindo a exponencial deste propagador
até segunda ordem temos

Π(1)({xi}) = Tr
{
e−βH0Tτf1(x1)f †2(x2)f3(x3)f †4(x4)

ˆ
dd+1x HI(x)

}
con
, (3.2)

Π(2)({xi}) = −Tr
{
e−βH0Tτf1(x1)f †2(x2)f3(x3)f †4(x4)

ˆ
dd+1x

ˆ
dd+1x′HI(x)HI(x′)

}
con
,

(3.3)

onde Π(1) é a correção de primeira ordem do propagador, que envolve apenas HI(x),
Π(2) é a de segunda ordem, que envolve HI(x)HI(x′), e

´
dd+1x =

´
ddx
´ β

0 dτ .

O teorema de Wick [5,86] pode ser utilizado para calcular as expressões acima. Ele
garante que o traço do produto de todos os operadores fermiônicos nas expressões acima
(com o pré-fator e−βH0Tτ ) se transforma no produto de traços da multiplicação de pares
de operadores (com pré-fatores e−βH0Tτ ) multiplicados por (−1)u, onde u é o número de
comutações de pares de operadores para se chegar a certa combinação, somando todas as
possíveis combinações. Por exemplo,

Tr
{
e−βH0Tτf1(x1)f †2(x2)f3(x3)f †4(x4)

}
= Tr

{
e−βH0Tτf1(x1)f †2(x2)

}
Tr
{
e−βH0Tτf3(x3)f †4(x4)

}
−Tr

{
e−βH0Tτf1(x1)f3(x3)

}
Tr
{
e−βH0Tτf

†
2(x2)f †4(x4)

}
(−1)2Tr

{
e−βH0Tτf1(x1)f †4(x4)

}
Tr
{
e−βH0Tτf

†
2(x2)f3(x3)

}
. (3.4)

O traço da multiplicação de dois operadores juntamente com o pré-fator e−βH0Tτ fornece
a função de Green não interagente G(0) se esses dois operadores forem da mesma espécie
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(a) Primeira ordem (b) Segunda ordem (c) Segunda ordem (d) Segunda ordem

Figura 11 – Diagramas de Feynman conectados de duas partículas de primeira e segunda
ordens na interação. As linhas contínuas representam férmions. Os pontos
representam interações entre os férmions.

de partícula, onde um deles deve ser de criação (com †) e o outro de aniquilação (sem †).
Caso contrário esse traço é zero. Assim, no exemplo da Eq. (3.4), se fizermos f1, f2 = c

e f3, f4 = d, temos

Tr
{
e−βH0Tτc(x1)c†(x2)d(x3)d†(x4)

}
= G(0)

c (x1 − x2)G(0)
d (x3 − x4)− 0 + 0. (3.5)

O fator HI(x) nas Eqs. (3.2)-(3.3) é escrito em termos de produtos de operadores
fermiônicos fi(x) [usualmente quatro operadores fermiônicos, levando a uma interação
quártica, e.g. HI(x) = gf †i1(x)fi2(x)f †i3(x)fi4(x)] de forma que, ao utilizar o teorema de
Wick, os propagadores Π(1) e Π(2) podem ser desmembrados em diversos termos, que surgem
das diversas combinações de pares de operadores fermiônicos. Cada termo que surge dentre
todas as possíveis combinações pode ser representado em uma figura esquemática, chamada
diagrama de Feynman [5, 87].

A Fig. 11 apresenta alguns diagramas de Feynman para propagadores de duas
partículas de primeira e segunda ordens na interação. Cada linha em dado diagrama
de Feynman representa um propagador de uma partícula não interagente, de forma que
o propagador do diagrama como um todo está relacionado com o produto de todos
os propagadores não interagentes do diagrama. Cada ponto no diagrama representa
uma interação que acontece. As interações consideradas nesta tese são sempre entre
duas partículas fermiônicas, de forma que em cada ponto representando a interação há
duas linhas entrando, representando duas partículas (reais e/ou virtuais), e duas linhas
saindo. Nos diagramas deste trabalho as pernas externas (i.e. as linhas exteriores) à
esquerda representam partículas antes da interação, enquanto as pernas externas à direita
representam as partículas após a interação. Os diagramas de Feynman são úteis porque por
meio deles frequentemente podemos escrever diretamente as expressões dos propagadores
relacionados a eles. Isto implica que não é necessário realizar a expansão da exponencial
na Eq. (3.1) e utilizar o teorema de Wick toda vez que formos calcular algum propagador,
mas podemos desenhar os diagramas de Feynman que sabemos que podem contribuir para
a física do problema e somar os propagadores relacionados a eles. Alternativamente, dada
a expressão de um propagador podemos desenhar o diagrama de Feynman correspondente
e, por meio do diagrama, compreender melhor o processo físico envolvido.
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(a) Diagrama não in-
teragente

(b) Diagrama de pri-
meira ordem

(c) Diagrama de se-
gunda ordem

(d) Diagrama de se-
gunda ordem

Figura 12 – Alguns diagramas de Feynman conectados para funções de Green de partícula
única. As linhas contínuas representam férmions. Os pontos representam
interações entre os férmions. Existem outros diagramas de segunda ordem que
não estão apresentados nesta figura.

Note que na Fig. 11 apresentamos apenas diagramas em que todas as linhas estão
conectadas entre si, chamados de diagramas conectados. Existem também diagramas
desconectados, mas o subescrito “con” nas Eqs. (3.1)-(3.3) significa que essas expressões
são válidas considerando apenas as contribuições de propagadores cujos diagramas são
conectados [5]. As Figs. 11(b)-(d) mostram todos os diagramas em um loop, i.e. as linhas
internas dão uma volta, e estes propagadores se caracterizam pela presença de uma única
integral no momento interno p (quando estes propagadores estão escritos em termos dos
momentos). No diagrama 11(b) as linhas internas que compõem o loop estão orientadas
da esquerda para a direita, representando duas partículas. Dizemos que este diagrama
é do tipo partícula-partícula. No diagrama 11(c) uma das linhas internas está orientada
da direita para a esquerda, representando um buraco. Dizemos que este diagrama é
do tipo partícula-buraco. O diagrama 11(d) é conhecido como zero sound. Somando os
propagadores de todos os diagramas em todas as ordens nas interações obteríamos a função
de Green para um sistema interagente. Se as interações forem fracas o suficiente, a soma
dos diagramas em até segunda ordem nas interações pode ser uma boa aproximação.

O procedimento anterior para calcular a função de Green interagente de duas
partículas pode ser aplicado também para o cálculo da função de Green de uma única
partícula. Neste caso, na Eq. (3.1) teríamos o produto de apenas dois operadores fermiônicos
correspondentes às duas pernas externas, em vez do produto f1(x1) · · · f †4(x4). Tomando
a expansão de e−

´ β
0 HI(τ)dτ e utilizando o teorema de Wick, teríamos as contribuições de

diversos propagadores associados a vários diagramas de Feynman conectados, como os
que são apresentados na Fig. 12. Os propagadores de primeira ordem nas constantes de
acoplamento (i.e. nas interações) que possuem uma “bolha”, como o diagrama da Fig. 12(b),
são chamados tadpoles. Já diagramas como o da Fig. 12(d), chamado de sunrise, possuem
dois loops, i.e. as linhas internas dão duas voltas, e estes propagadores se caracterizam
pela presença de duas integrais em momentos internos p e p′.

Observando as figuras 12(b) e 12(c) percebemos que no cálculo de G é necessário
somar vários termos que possuem fatores que se repetem. Assim, quando se trata de
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(a) (b)

Figura 13 – O diagrama (a) representa uma função de Green interagente de uma única
partícula e sua área hachurada representa a autoenergia Σ desta partícula. O
diagrama (b) representa uma função de Green interagente de duas partículas e
a área hachurada representa o vértice efetivo Γ da interação. A autoenergia Σ
e o vértice efetivo Γ são obtidos a partir da soma de propagadores com suas
pernas externas amputadas, i.e. desconsideradas.

funções de Green de uma única partícula, um resultado bastante útil é a equação de
Dyson, que relaciona o propagador interagente G(k, E) com o propagador não interagente
G(0)(k, E) [5],

G(k, E) = G(0)(k, E)
1−G(0)(k, E)Σ(k, E) , (3.6)

em que Σ(k, E) é a chamada autoenergia, a qual é a soma de um número infinito de
diagramas distintos (sem fatores que se repetem) sem as contribuições de suas pernas
externas. Esta expressão é bastante útil se pudermos aproximar a autoenergia por uma soma
dos termos de ordens mais baixas da série. Em cada um destes diagramas a contribuição para
a autoenergia pode ser obtida tomando o produto dos propagadores livres, representados
pelas linhas do diagrama, e integrando os graus de liberdade internos do sistema. Então,
“amputando” as pernas externas, isto é, desconsiderando as contribuições delas, temos a
contribuição do diagrama para a autoenergia.

Quando se trata de funções de Green de duas partículas, em vez de autoenergia
temos o conceito de vértice efetivo. Para calcular a contribuição de um dado diagrama para
o vértice efetivo basta calcular o propagador deste diagrama e então “amputar” as quatro
pernas externas. A Fig. 13(a) ilustra o conceito de autoenergia Σ enquanto a Fig. 13(b)
ilustra o conceito de vértice efetivo Γ, os quais são calculados somando as contribuições de
seus respectivos propagadores sem a contribuição das pernas externas.

Na próxima seção veremos como podemos utilizar o formalismo de propagadores,
diagramas de Feynman, autoenergia e vértice efetivo para calcular equações de grupo de
renormalização para um sistema fermiônico.

3.2 Grupo de renormalização de Wilson

A abordagem de grupo de renormalização (RG) de Wilson, que tem tido bastante
êxito no estudo de fenômenos críticos [88], se baseia em sistematicamente integrar graus
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de liberdade de comprimentos de onda pequenos, renormalizando então as constantes de
acoplamento na ação efetiva para os graus de liberdade de comprimentos de onda longos.
No caso de férmions, as excitações de baixas energias se localizam próximo ao nível de
Fermi, o qual é o ponto final para o fluxo do grupo de renormalização [89]. Assim, o RG
mapeia o sistema original em um sistema com constantes renormalizadas que nos permite
compreender melhor a física do sistema em baixas energias.

A ideia central do grupo de renormalização de Wilson é integrar subsequentemente
graus de liberdade em cascas esféricas de altos valores do momento K com largura infinitesi-
mal dK e absorver o resultado da integração em várias constantes de acoplamento, as quais
dizemos que fluem. Para isso, calculamos os diagramas de Feynman que renormalizam as
constantes de acoplamento que interessam, realizando a integração dos momentos internos
ao longo das cascas esféricas de altos momentos. Apenas diagramas de um loop contribuem
para o fluxo das constantes de acoplamento porque a espessura da casca esférica no espaço
dos momentos é infinitesimal e cada loop introduz um fator dK [89]. A fim de se obter um
resultado exato para a função de partição seria necessário considerar um número infinito
de constantes de acoplamento. Embora na prática isso seja impossível, o RG é capaz
de discernir quais das constantes de acoplamento são mais relevantes, de forma que um
conjunto de constantes de acoplamento apropriadamente escolhido já leva a resultados
altamente precisos [69, 89].

As interações quárticas que nos interessam para as investigações da presente tese
são do tipo HI = g(k1,k2,k3,k4)f †1(k1)f2(k2)f †3(k3)f4(k4)δ(∑i ki). A fim de realizar uma
expansão de g(k1,k2,k3,k4) em série de Taylor, definimos o vetor κ = (k1,k2,k3,k4), onde
ki possui d coordenadas e κ possui 4d coordenadas. Assim, g(κ) = ∑

n≥0
1
n!(
∑4d
i

∂g
∂κi

(0)κi)n,
onde ( ∂g

∂κi
(0))n denota ∂ng

∂κni
(0). Os fatores de ordem n nas derivadas são do tipo

g(n)
n1,··· ,n4d

= 1
n!

∂n1 · · · ∂n4dg

∂κn1
1 · · · ∂κn4d

4d
(0), (3.7)

onde ∑4d
i=1 ni = n. É possível verificar que, em sistemas bidimensionais, o termo constante

g(0) é marginal em tree level (ver significado a seguir) enquanto os acoplamentos g(n) de
ordens superiores nos momentos (n ≥ 1) são irrelevantes em tree level. Isso é verificado da
seguinte forma (detalhes podem ser encontrados na Ref. [69]): ao tomar a ação efetiva do
sistema interagente e eliminar os modos fermiônicos em uma casca esférica K ′ = Ke−dl/2 <

|p| < K, com dl� 1, e em seguida realizar transformações apropriadas (i.e. multiplicações
por escalares) nas variáveis de momento e energia, nos intervalos de integração e nos
campos fermiônicos fi, de forma que o termo não interagente da ação S0 seja invariante,
temos que as constantes de acoplamento g(0) e g(n) obedecem

dg(0)

dl
= 0, (3.8)

dg(n)
n1,··· ,n4d

dl
= −α(n)g(n)

n1,··· ,n4d
, (3.9)
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onde n ≥ 1 e α(n) > 0. Dizemos que esta é a análise de grupo de renormalização em tree
level, a qual realiza mudanças nas variáveis da ação a fim de deixar S0 invariante. Assim,
todas as constantes de acoplamento que forem de ordens superiores nos momentos são
irrelevantes em tree level, uma vez que o módulo de seus valores efetivos diminuem ao
reduzir a escala de energia l. Já o acoplamento g(0) é marginal em tree level, uma vez que
seu valor não varia com o fluxo.

Note nas expressões para dg/dl que a correção em tree level é capaz de trazer
termos lineares nos acoplamentos g. A fim de obter em dg/dl as correções quadráticas
nos acoplamentos g podemos utilizar diagramas de Feynman. Para este fim, calculamos
o propagador de primeira ordem no acoplamento [representado na Fig. 11(a)] e em
seguida calculamos as contribuições dos diagramas de Feynman de segunda ordem nesses
acoplamentos utilizando todos os diagramas em um loop [i.e., os das Figs. 11(b)-(d)].
Integrando o momento interno dos diagramas em um loop na casca esférica K ′ = Ke−dl/2 <

|p| < K obtemos que a constante de acoplamento renormalizada g′ é dada pela soma

g′ = g + βg2dl, (3.10)

em que o termo g veio do propagador linear no acoplamento tendo as pernas externas
amputadas, e o último termo veio da soma dos diagramas em um loop tendo as pernas
externas amputadas. Na prática, isso está relacionado com a correção em um loop para o
vértice efetivo. Assim, a contribuição de um loop na equação de RG para a constante de
acoplamento é

dg

dl
= g′ − g

dl
= βg2. (3.11)

Somando a contribuição em tree level com a contribuição em um loop, temos as equações
de RG para as constantes de acoplamento.

O procedimento para calcular as equações de RG para a massa efetiva M e o peso
de quase partícula Z envolve o cálculo do propagador de uma única partícula em dois
loops. Tal propagador corresponde ao diagrama sunrise da Fig. 12(d), o qual traz correção
para a autoenergia. Note que aqui não consideramos o cálculo do diagrama do tipo tadpole
da Fig. 12(b) pois sua contribuição pode ser diretamente absorvida no potencial químico
µ, não trazendo correção para M e Z.

Realizando as integrais do diagrama sunrise nos momentos internos p e p′ ao longo
de uma casca de espessura infinitesimal e expandindo essa correção para a autoenergia em
série de Taylor, encontramos a, b e c tais que Σ(2)(p, ω) '

(
aiω + b p

2

2M + c
)
g2dl. Depois,

utilizamos que o propagador de uma partícula livre é da forma

G(0)(p, ω) = 1
iω + µ− p2

2M

. (3.12)

Ao utilizar a Eq. de Dyson (3.6) com a autoenergia Σ(2) calculada acima, vemos que tal
contribuição da autoenergia pode ser absorvida por M e µ, trazendo também um fator
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que corresponde a uma correção para o peso de quase partícula Z. A fim de verificar qual
a variação de Z ao longo do fluxo, multiplicamos o lado direito da Eq. de Dyson (3.6) por
Z, onde Z = 1 no início do fluxo, i.e. quando l = 0. Assim, temos

G(p, ω) = Z

G(0)(p, ω)−1 − Σ(p, ω)

= Z(
iω + µ− p2

2M

)
−
(
aiω + b p

2

2M + c
)
g2dl

= Z ′

iω + µ′ − p2

2M ′
, (3.13)

onde

Z ′ = Z(1 + ag2dl), (3.14)

M ′ = M(1− ag2dl − bg2dl), (3.15)

µ′ = µ(1 + ag2dl)− cg2dl. (3.16)

Finalmente, temos as equações de RG,

dZ

dl
= Z ′ − Z

dl
= Zag2, (3.17)

dM

dl
= M ′ −M

dl
= −M(a+ b)g2, (3.18)

dµ

dl
= µ′ − µ

dl
= (aµ− c)g2. (3.19)

O diagrama tadpole também renormaliza µ e sua contribuição deve ser levada em
conta juntamente à Eq. (3.19). Uma vez que Z não é unitário ao longo de todo o fluxo l,
sua renormalização deve ser levada em conta no cálculo da Eq. de RG para o acoplamento
g, para que esta se torne mais precisa. O lado direito da Eq. (3.11) veio da integral dos
propagadores em um loop tendo as pernas externas amputadas. Cada loop é composto
de uma integral do produto de dois propagadores não interagentes G(0). Cada um desses
propagadores agora passa a conter um fator Z no numerador, de forma que o loop como
um todo contribui com um fator Z2 no lado direito da Eq. (3.11). Note que isto é válido
quando os dois propagadores dentro do loop correspondem ao mesmo tipo de férmion. Se
o loop for dado pelo produto de dois propagadores G(0)

c e G(0)
d , em que c e d são espécies

fermiônicas diferentes, o loop contruibuirá com um fator ZcZd no lado direito da Eq. (3.11),
em que Zc e Zd são os pesos de quase partícula de c e d, respectivamente. Nesse caso
mais complexo de duas espécies fermiônicas, o peso de quase partícula do férmion c (d)
e sua massa efetiva são renormalizados pelo diagrama sunrise cujas pernas externas são
propagadores G(0)

c (G(0)
d ).

Podemos atribuir valores despidos (i.e. valores em l = 0, não renormalizados) para
os parâmetros g, M , Z e µ, e integrar as Eqs. de RG até l0 > 0 a fim de encontrar os
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parâmetros renormalizados. A fim de estudar o sistema no limite de baixas energias (i.e.
T → 0 e momento p próximo da superfície de Fermi), basta tomar l→∞.

No próximo capítulo apresentamos nosso modelo para estudo de uma impureza
interagindo com um sistema fermiônico. Usamos propagadores e diagramas de Feynman
para obter equações de RG para as constantes de acoplamento, para a massa efetiva da
impureza e seu peso de quase partícula.
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4 Modelo e resultados

Ao longo deste capítulo mostramos propriedades de uma impureza móvel em um
semimetal topológico com toque quadrático de bandas. Na seção 4.1 introduzimos um
modelo para este sistema numa rede checkerboard e tomamos o limite do contínuo a fim
de estudar as propriedades de baixas energias. Na seção 4.2 apresentamos uma análise
de grupo de renormalização para a impureza. Calculamos a função espectral de um par
férmion-impureza na seção 4.3, mostrando a presença de estados ligados. A seção 4.5
mostra resultados preliminares de grupo de renormalização para o caso de uma densidade
pequena e finita de impurezas móveis.

4.1 Modelo na rede e teoria efetiva no limite do contínuo

Nesta seção introduzimos um Hamiltoniano para estudar uma impureza móvel
interagindo com férmions majoritários com QBT na rede checkerboard. Em seguida,
apresentamos o modelo efetivo no limite do contínuo.

Uma vez que nossa motivação é compreender efeitos de interações envolvendo
moléculas polares em redes óticas no limite de alto desbalanço populacional, consideremos
um mar de Fermi de partículas com spin para cima e uma impureza fermiônica com spin
para baixo numa rede checkerboard. As partículas possuem um hopping ou deslocamento
entre sítios primeiros vizinhos e segundos vizinhos (ver Fig. 14). A impureza tem uma
interação local U com os férmions majoritários, além de uma interação de troca de spin J⊥
anisotrópica de longo alcance [64,66]. Nos experimentos, moléculas com momento dipolar
na direção do eixo de quantização d são preparadas em diferentes estados rotacionais [61],
os quais simulam os dois estados de spin considerados aqui, para cima ou para baixo
(conforme discutido no capítulo 2).

O Hamiltoniano que descreve este sistema pode ser escrito na forma

H = −
∑
ij

tij(c†i↑cj↑ + c†i↓cj↓) + U
∑
i

ni↑ni↓ + J⊥
4
∑
i 6=j

Vij(S+
i S
−
j + S−i S

+
j ), (4.1)

onde c†jα cria um férmion no sítio j em um dos dois estados internos, α =↑, ↓, e njα = c†jαcjα.
Além da repulsão local de Hubbard U > 0, consideramos uma interação dipolar de troca
escrita em termos dos operatores de spin S+

j = c†j↑cj↓ e S−j = c†j↓cj↑. O fator geométrico

Vij = 1− 3(d̂ · r̂ij)2

|rij|3
(4.2)

depende da posição relativa rij = ri − rj entre os sítios e do vetor unitário d̂ paralelo
ao eixo de quantização. Podemos escrever d̂ · r̂ij = sin θ cos(φ − ϕij), onde θ e φ são os
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Figura 14 – Rede checkerboard. Linhas contínuas representam o hopping t entre sítios
primeiros vizinhos nas subredes A (vermelho) e B (verde). Linhas tracejadas
e pontilhadas representam hoppings entre segundos vizinhos t′ e t′′, respectiva-
mente. A interação de troca de spin depende da direção do momento dipolar d,
parametrizado pelo ângulo polar θ (em relação ao eixo z, que é perpendicular
ao plano da rede) e pelo ângulo azimutal φ (medido pelo eixo x). Um vetor
rij conectando dois sítios da rede forma um ângulo ϕij com o eixo x.

ângulos do vetor d e ϕij é o ângulo entre rij e o eixo x (ver Fig. 14). Note que a interação
dipolar só ocorre entre um férmion de spin para cima e um de spin para baixo. O resultado
de tal operador aplicado em dois férmions de spin para cima é nulo.

Analisemos as contribuições dos hoppings tij entre primeiros e segundos vizinhos
na rede checkerboard. No caso não interagente U = J⊥ = 0, podemos diagonalizar o
Hamiltoniano usando

cjα =


1√
Ns

∑
k akαe

ik·Rj , j ∈ A
1√
Ns

∑
k bkαe

ik·(Rj+δ), j ∈ B
, (4.3)

onde Rj são posições na rede quadrada com parâmetro de rede unitário, Ns é o número
de células unitárias da rede checkerboard e δ = (x̂+ ŷ)/2 conecta dois sítios na mesma
célula unitária. O Hamiltoniano não interagente adquire a forma H0 = ∑

k,α c
†
kαH0(k)ckα,

em que ckα = (akα, bkα) é um spinor de duas componentes, correspondentes às subredes A
e B, respectivamente, e H0(k) é uma matriz 2× 2. O Hamiltoniano considerado pode ser
generalizado para considerar o caso em que a massa despida da impureza seja diferente da
massa dos férmions majoritários. Em experimentos com moléculas polares isso corresponde
à situação em que a impureza é feita a partir de elementos químicos de massas diferentes
das moléculas majoritárias. Para considerar isto no Hamiltoniano, basta multiplicar os
hoppings correspondentes à impureza pela razão entre as massas despidas. Para simplificar
nossa notação consideraremos que as massas das duas espécies fermiônicas são iguais.

Ao diagonalizar H0(k) é possível mostrar que o sistema não interagente possui duas
bandas que se tocam em um ponto e possuem dispersão quadrática em torno deste ponto
escolhendo: hopping uniforme t entre sítios primeiros vizinhos, hopping t′ entre segundos
vizinhos na subrede A (B) ao longo da direção x (y) e t′′ ao longo da direção y (x) (ver
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Figura 15 – Estrutura de bandas para o modelo não interagente na rede checkerboard,
mostrando o toque quadrático de bandas em Q = (π, π). Aqui escolhemos
t′ = 0.6t e t′′ = −0.4t.

Fig. 14). Note que é fundamental usarmos duas subredes diferentes a fim de encontrar
um ponto de toque quadrático de bandas porque, se tivéssemos apenas uma subrede ou
rede quadrada fazendo t′ = t′′, o Hamiltoniano não interagente levaria a uma única banda
energética. Também é necessário fixar |t′ + t′′| < |t| e |t′ + t′′| < |t′ − t′′|. Assim, temos

H0(k) = −(t′ + t′′)(cos kx + cos ky)1− (t′ − t′′)(cos kx − cos ky)σz

−4t cos(kx/2) cos(ky/2)σx, (4.4)

onde σx, σy, σz são matrizes de Pauli agindo no espaço das subredes. A estrutura de bandas
possui um ponto de QBT no canto da zona de Brillouin, Q = (π, π), conforme mostrado
na Fig. 15. Este ponto de QBT não requer ajuste fino dos hoppings uma vez que possui
fase de Berry ±2π e é protegido por simetrias de rotação C4 e de reversão temporal [70],
conforme discutido no capítulo 2.

Agora, a fim de estudar o problema de um mar de Fermi com QBT e uma impureza,
consideramos N↑ = Ns e N↓ = 1 no limite termodinâmico Ns → ∞. Neste caso o
nível de Fermi das partículas majoritárias está ajustado no ponto de QBT. Note que o
Hamiltoniano (4.1) conserva o número de férmions de spin para cima N↑ e de spin para
baixo N↓ (i.e. [H,N↑] = [H,N↓] = 0). Assim, não é necessário aplicar um campo magnético
externo com o objetivo de manter o nível de Fermi dos férmions majoritários no ponto de
QBT e manter o sistema com um único férmion de spin para baixo. A fim de explorar
as excitações de baixas energias, realizamos uma expansão dos momentos dos férmions
majoritários em torno de Q e da impureza em torno de k = 0. No caso dos férmions
majoritários as duas bandas energéticas precisam ser levadas em consideração, enquanto
no caso da impureza apenas a banda de menor energia precisa ser considerada, uma vez
que esta partícula não tem acesso à banda de cima no regime de baixas energias. Para



46 Capítulo 4. Modelo e resultados

simplificar nossa abordagem consideramos o caso particular em que a dispersão em torno
do ponto de QBT é isotrópica, de forma que a massa efetiva na direção x é igual à massa
efetiva na direção y. Isto é realizado escolhendo t′′ < 0 e t = t′ − t′′ > 0 [40,70].

A expansão de H0 para os férmions majoritários em torno do ponto de QBT, i.e.
para momento k = Q+ p em que |p| � 1, é dada por

H0(k = Q+ p) ' t′ + t′′

2 (p2
x + p2

y − 4)1+ t′ − t′′

2 (p2
x − p2

y)σz + t pxpyσx. (4.5)

A matriz acima é diagonalizada por uma matriz U(p), a qual transforma da base das
subredes A e B para a base das duas bandas de energia,

U(p) = 1
p

 py px

−px py

 =
 sinϕp cosϕp
− cosϕp sinϕp

 , (4.6)

em que ϕp = arctan(py/px) é o ângulo polar do vetor p. Assim, a dispersão dos férmions
do banho na região do ponto de toque quadrático é dada pelas autoenergias da Eq. (4.5),

ε±(p) = ± p2

2m±
, (4.7)

em que m+ = [2(t − t′)]−1 e m− = (2t′)−1, de forma que os sinais + e − se referem às
bandas de cima e de baixo, respectivamente. Semelhantemente podemos expandir H0 para
a impureza em torno de k = 0. Após diagonalizar a expressão correspondente, encontramos
que a dispersão da impureza na banda de menor energia é dada por

E(p) = p2

2M , (4.8)

em que M = (2t′)−1.

Com as expressões acima podemos encontrar o Hamiltoniano não interagente no
limite do contínuo que, a menos de uma constante, é dado por

H0 =
ˆ
d2r

[
Ψ†(r)h0(r)Ψ(r)− d†(r) ∇

2

2Md(r)
]
, (4.9)

onde Ψ(r) = (ψA(r), ψB(r))t é o spinor de duas componentes associado aos férmions
majoritários, d(r) é o campo associado à impureza e

h0(r) = m+ −m−
4m+m−

1∇2 + m+ +m−
4m+m−

[
σz(∂2

x − ∂2
y) + 2σx∂x∂y

]
. (4.10)

A seguir mostramos como tomar o limite do contínuo da parte interagente do
Hamiltoniano. A interação de troca J⊥ da Eq. (4.1) pode ser reescrita no espaço dos
momentos e os operadores da impureza nesta interação podem ser projetados na banda de
menor energia. Assim, encontramos

HJ⊥ = J⊥
4
√
Ns

∑
p,q,k

c†p+q↑[−VA(p+ q − k)1+ VB(p+ q − k)σx]cp↑ d†k−qdk, (4.11)
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em que p = Q+p′, com |p′|, |q|, |k| � 1, ck↑ é o spinor nas duas subredes para os férmions
majoritários, conforme definido anteriormente, e dk destrói um férmion de impureza na
banda de menor energia. As funções VA e VB acima são definidas a partir do fator geométrico
V (rij) = Vij,

VA(k) = 1√
Ns

∑
Rl∈{A−0}

V (Rl)e−ik·Rl , (4.12)

VB(k) = 1√
Ns

∑
Rl∈A

V (Rl + δ)e−ik·(Rl+δ), (4.13)

em que o somatório na Eq. (4.12) é feito sobre todos os sítios na subrede A exceto a
origem, e o somatório na Eq. (4.13) percorre todos os sítios na mesma subrede A.

Agora note que podemos expandir VA,B(p+q−k) = VA,B(Q)+O(p′+q−k), onde
os termos do Hamiltoniano (4.11) com ordens superiores nos momentos O(p′ + q − k) são
irrelevantes por grupo de renormalização no regime que estamos considerando de baixas
energias, conforme discutido na seção 3.2. Assim, retemos apenas os termos com VA,B(Q),
os quais são marginais em tree level. Temos

VA(Q) = −2− 3 sin2 θ√
Ns

κ, (4.14)

VB(Q) = 12 sin2 θ sin (2φ)√
Ns

κ⊥, (4.15)

em que

κ = 3
2ζ(3)− 2

∞∑
m=1

∞∑
n=1

(−1)m+n

(m2 + n2)3/2 ≈ 1.322, (4.16)

κ⊥ =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

(−1)m+n
(
m+ 1

2

) (
n+ 1

2

)
[(
m+ 1

2

)2
+
(
n+ 1

2

)2
]5/2 ≈ 1.312, (4.17)

onde ζ(s) é a função zeta de Riemann. Os somatórios acima estão relacionados com o
somatório da interação dipolar entre todos os possíveis pares de sítios na rede original.
Portanto, embora ao realizar a expansão VA,B(p + q − k) = VA,B(Q) + O(p′ + q − k)
desprezemos os termos de HJ⊥ que são irrelevantes, a anisotropia da interação dipolar
continua tendo uma contribuição em HJ⊥ , a qual pode ser percebida pelos fatores κ e κ⊥. Se
tivéssemos considerado uma interação de troca isotrópica, teríamos VA(Q) = VB(Q) = 0.

Seguindo um caminho semelhante para a interação de Hubbard local da Eq. (4.1)
e somando o resultado às contribuições do termo de troca, obtemos

Hint = HU +HJ⊥

= 4π
m+Ns

∑
p,q,k

c†p+q↑[g1+ g⊥σ
x]cp↑ d†k−qdk, (4.18)
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onde definimos constantes adimensionais

g = m+

8π

[
U − κJ⊥

(3
2 sin2 θ − 1

)]
,

g⊥ = −3m+

4π κ⊥J⊥ sin2 θ sin(2φ). (4.19)

Finalmente, no limite do contínuo o Hamiltoniano interagente possui a formaH = H0+Hint,
com H0 dado na Eq. (4.9) e as interações entre a impureza e os férmions dadas por

Hint = 4π
m+

ˆ
d2rΨ†(r)(g1+ g⊥σ

x)Ψ(r)d†(r)d(r). (4.20)

As interações estão no regime de acoplamentos fracos U, |J⊥| � t, que equivale a
g, g⊥ � 1. Interpretamos g na Eq. (4.20) como a amplitude do espalhamento usual de
onda s entre impureza e férmions majoritários, e a interação g⊥ espalha férmions entre
estados das diferentes subredes [pois aparece multiplicado por σx na Eq. (4.20)]. Note que
g⊥ depende da anisotropia espacial da interação de troca, e se anula quando o momento
dipolar está direcionado ao longo do eixo z (θ = 0). Além disso, a interação g⊥ quebra a
simetria C4. Observe também que não há interações entre férmions majoritários no bulk e,
embora no modelo na rede a interação dipolar era não local, ao tomar o limite do contínuo
e descartar os termos irrelevantes por RG temos que g e g⊥ são interações locais na posição
da impureza móvel. Então, nosso modelo de uma única impureza nos permite explorar
efeitos de quebra local de simetria sem desestabilizar o ponto de QBT.

Na seção 4.2 utilizaremos o Hamiltoniano no limite do contínuo para verificar como
as interações g e g⊥ fluem em baixas energias. Já na seção 4.3 estudaremos o efeito destas
interações na função espectral de um par férmion-impureza.

4.2 Análise de grupo de renormalização

A fim de tratar as interações por meio de teoria de perturbação, introduzimos a
função de Green da impureza

Gd(r, τ) = −〈Tτd(r, τ)d†(0, 0)〉, (4.21)

em que d(r, τ) = eHτd(r)e−Hτ é o campo da impureza evoluído no tempo imaginário, Tτ
é o operador de ordenamento temporal relacionado a τ e o valor esperado é calculado no
estado fundamental com N↓ = 0. Em ordem zero nas interações, temos a função de Green
não interagente em função do momento e frequência

G
(0)
d (k, iν) = 1

iν − k2/(2M) . (4.22)

Para os férmions majoritários, definimos a função de Green matricial

Ĝ =
 GAA GAB
GBA GBB

 , (4.23)
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2

with

H0(k) = �(t0 + t00)(cos kx + cos ky)

�(t0 � t00)(cos kx � cos ky)�z

�4t cos(kx/2) cos(ky/2)�x. (4)

Here ck↵ = (ak↵, bk↵) is a two-component spinor and
�s, s = x, y, z, are Pauli matrices acting in the sublat-
tice space. The noninteracting Hamiltonian has a C4

rotational symmetry corresponding to �yH0(kx, ky)�y =
H0(ky,�kx). In addition, H0 is invariant under complex
conjugation, equivalent to time reversal symmetry in sec-
tors of the Fock space with fixed N" =

P
j c†

j"cj" and
N# =

P
j c†

j#cj#. For |t0 + t00| < |t| and |t0 + t00| < |t0� t00|,
the band structure has a quadratic band touching (QBT)
point at the corner of the Brillouin zone, Q = (⇡, ⇡). This
QBT point does not require fine tuning, since it carries
Berry phase ±2⇡ and is protected by C4 and time rever-
sal symmetries [? ].

Let us focus on the single impurity model with N" =
Ns and N# = 1 in the thermodynamic limit Ns ! 1.
In this case, the Fermi level of the spin-up (majority)
fermions lies at the QBT point. We can describe their
low-energy excitations by expanding around momentum
Q. Hereafter we assume t = t0 � t00 > 0 and t00 < 0, in
which case the dispersion around the QBT point becomes
isotropic in the continuum limit [? ? ]. By contrast, the
low-energy limit of the impurity is obtained by expanding
around the bottom of the lower band, at k = 0. The non-
interacting Hamiltonian in the continuum limit becomes,
up to a constant,

H0 =

Z
d2r


 †(r)h0(r) (r) � d†(r)

r2

2M
d(r)

�
, (5)

where  (r) = (a(r), b(r))t is the two-component spinor
associated with the majority fermions and d(r) is the
mobile impurity field with effective mass M = (2t0)�1.
The operator

h0(r) =
m+ � m�
4m+m�

r2 +

+
m+ + m�
4m+m�

⇥
�z(@2

x � @2
y) + 2�x@x@y

⇤
(6)

involves the effective masses m+ = [2(t�t0)]�1 and m� =
(2t0)�1 for the upper and lower bands, respectively, in the
vicinity of the QBT point.

We now switch on the interactions in the weak coupling
regime U, |J?| ⌧ t. The interacting Hamiltonian in the
continuum limit has the form H = H0 + Hint, with H0

given in Eq. (??) and the impurity-fermion interaction
given by

Hint =
4⇡

m+

Z
d2r †(r)(g + g?�

x) (r)d†(r)d(r), (7)

FIG. 2. Checkerboard lattice. Solid lines represent the
nearest-neighbor hopping t between sites in sublattice A (red)
and B (green). Dashed and dotted lines represent next-
nearest-neighbor hopping t0 and t00, respectively. The spin
exchange interaction depends on the direction of polarization
of the dipolar moment d, parametrized by the polar angle ✓
(with respect to the z axis, perpendicular to the lattice plane)
and the azimuthal angle � (measured from the x axis).

where we define the dimensionless couplings

g =
m+

8⇡


U � �J?

✓
3

2
sin2 ✓ � 1

◆�
,

g? = �3m+

4⇡
�?J? sin2 ✓ sin(2�). (8)

The latter stem from the Fourier transform of the on-site
interaction and long-range dipolar exchange, and their
amplitudes involve the constants

� =
3

2
⇣(3) � 2

1X

m=1

1X

n=1

(�1)m+n

(m2 + n2)3/2
⇡ 1.322, (9)

�? =

1X

m=0

1X

n=0

(�1)m+n
�
m + 1

2

� �
n + 1

2

�
h�

m + 1
2

�2
+

�
n + 1

2

�2i5/2
⇡ 1.312.

We interpret g in Eq. (??) as the usual s-wave scat-
tering amplitude between the impurity and the major-
ity fermions, whereas the new interaction g? scatters
fermions between different sublattice states. Note that
g? depends on the spatial anisotropy of the dipolar in-
teraction, and it vanishes when the dipolar moment is
polarized along the z axis. In fact, the g? interaction
breaks the C4 symmetry, which in the continuum limit
becomes  (x, y) 7! �y (y,�x). Importantly, both g and
g? interactions are localized at the position of the mo-
bile impurity and there are no interactions between ma-
jority fermions in the bulk. Thus, the single-impurity
model allows us to explore the effects of a local symmetry-
breaking interaction without destabilizing the QBT.

III. RENORMALIZATION GROUP ANALYSIS

Short-range interactions are known to be marginal per-
turbations of two-dimensional semimetals with a QBT [?
? ? ]. We analyze the effects of the impurity-fermion in-
teraction using a weak-coupling Wilsonian RG approach
[? ? ]. We derive the RG equations at one-loop level by
integrating out high-energy fermion states in the momen-
tum shell ⇤(1� d`) < |k| < ⇤, where ⇤ is the ultraviolet
cutoff and d` ⌧ 1 is the infinitesimal parameter in the
RG step. For instance, the diagrams that contribute to
the renormalization of the interaction vertices are shown
in Fig. ??�(1)
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Figura 16 – Vértice efetivo de interação com as pernas externas em tree level (Γ(1)) e no
nível de um loop (Γ(2)). Linhas sólidas representam o propagador despido para
os férmions majoritários, enquanto linhas tracejadas representam o propagador
da impureza. As matrizes no vértice de interação atuam no grau de liberdade
das subredes.

com componentes
Gll′(r, τ) = −〈Tτψl (r, τ)ψ†l′(0, 0)〉, (4.24)

onde l = A,B é o índice da subrede. A função de Green não interagente no espaço dos
momentos e frequências é

G(0)
ll′ (p, iν) =

{
[iω1−H0(Q+ p)]−1

}
ll′

=
∑
λ=±

Ulλ(p)Ul′λ(p)
iν − λp2/(2mλ)

. (4.25)

Aqui Ulλ(p), com λ = ± sendo o índice da banda, são elementos da matriz U(p) dada na
Eq. (4.6).

Analisamos os efeitos das interações usando grupo de renormalização (RG) de
Wilson [69,90]. Derivamos as equações de RG para as constantes de acoplamento g e g⊥
no nível de um loop e as equações para a massa efetiva M e o peso de quase partícula da
impureza Zd no nível de dois loops pois, conforme discutimos na seção 3.2, esses são os
propagadores que trazem contribuições relevantes para tais parâmetros. O diagrama do
tipo tadpole [ver Fig. 12(b)] pode contribuir para renormalizar o potencial químico da
impureza mas não estamos interessados em estudar essa renormalização aqui. Isso porque
estamos trabalhando no ensemble canônico fixando o número de impurezas igual a 1, de
forma que a renormalização do potencial químico da impureza não tem nenhum efeito
físico. As equações de RG para os parâmetros de nosso interesse são encontradas através
da integração de estados fermiônicos de altas energias no anel Λ(1− d`) < p2/(2m+) < Λ,
onde Λ é um cutoff de ultravioleta e d`� 1 é um parâmetro infinitesimal no passo de RG.
Os diagramas que contribuem para a renormalização do vértice de interação são mostrados
na Fig. 16 e são dos tipos partícula-partícula e partícula-buraco. Diagramas zero sound [ver
Fig. 11(d)] não contribuem para o vértice de interação uma vez que no nosso sistema não
temos interação entre dois férmions majoritários e há apenas uma impureza. O diagrama
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que contribui para as renormalizações de M e Zd é o do tipo sunrise e é um propagador
de partícula única [ver Fig. 12(d) do capítulo anterior].

As equações de RG que encontramos são

dg

d`
= (µ− − µ+)Zd

m+
(g2 + g2

⊥),

dg⊥
d`

= 2(µ− − µ+)Zd
m+

gg⊥, (4.26)

dZd
d`

= −2µ−µ+Zd
m2

+

[
g2F1(r+, r−) + g2

⊥F2(r+, r−)
]
,

dM

d`
= 2(µ−µ+)3/2

m2
+

[
g2F3(r+, r−) + g2

⊥F4(r+, r−)
]
.

Detalhes das contas podem ser encontrados no Apêndice A. Na expressão acima µ± =
m±M/(M +m±) são massas reduzidas e r± = m±/M são razões das massas. As funções
Fi(r+, r−), com i = 1, . . . , 4, são escritas em termos de integrais no Apêndice A e retornam
valores positivos da ordem de 1. Observe que propriedades de bulk, como massas efetivas
m+ e m− para os férmions majoritários, não são renormalizadas no problema de uma
única impureza. Dessa forma o bulk continua sendo um semimetal topológico com toque
quadrático de bandas. Na situação com uma densidade finita de impurezas móveis, porém,
novas fases quânticas poderão surgir, conforme discutiremos na seção 4.5.

O caso com g > 0 e g⊥ = 0 foi estudado na Ref. [40]. Nesta situação g pode
renormalizar para zero ou pode crescer ao reduzir a energia do sistema, dependendo do
sinal de µ− − µ+ (ou equivalentemente do sinal de m− − m+). A razão é que os dois
diagramas de um loop na renormalização do vértice (ver Fig. 16) possuem sinais opostos,
sendo o diagrama do tipo partícula-partícula (o da esquerda) proporcional a µ+ e o do
tipo partícula-buraco (o da direita) proporcional a µ−. Assim, quando m− < m+ (ou seja,
µ− < µ+) o diagrama do tipo partícula-partícula domina e a interação g é marginalmente
irrelevante. Porém, quando m− > m+ (ou seja, µ− > µ+) o diagrama partícula-buraco
domina e g é marginalmente relevante. Neste último caso, o peso de quase partícula Zd se
anula e a massa efetiva M diverge no limite de baixas energias. No regime com m− = m+

os dois diagramas em um loop se cancelam. Foi verificado que este cancelamento se estende
a ordens superiores em teoria de perturbação. Neste caso o acoplamento g é marginal e
novamente Zd se anula e M diverge no limite de baixas energias, de forma que a impureza
se localiza [40].

Nesta tese estamos interessados no caso com g⊥ arbitrário e m− < m+, onde o
diagrama do tipo partícula-partícula domina a renormalização do vértice. Neste caso o
fator (µ− − µ+) é negativo e então dg/dl ≤ 0 [ver Eq. (4.26)]. O diagrama de fluxo de RG
para as constantes de acoplamentos g e g⊥ é mostrado na Fig. 17 e revela três regiões
com comportamentos qualitativamente diferentes. Para |g⊥| < g (região azul na Fig. 17),
as interações são marginalmente irrelevantes (i.e. g, g⊥ → 0 quando l→∞) e, uma vez
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Figura 17 – Fluxo de RG para as constantes de acoplamento no modelo com uma única
impureza no regime comm− < m+. Na região de crossover |g| < |g⊥| (laranja),
uma interação inicialmente repulsiva g > 0 pode mudar de sinal e se tornar
atrativa.

que dZd/dl, dM/dl → 0, temos que o peso de quase partícula Zd e a massa efetiva M
permanecem finitos. Como resultado, no limite de baixas energias a impureza desacopla
do banho fermiônico e se recupera o comportamento de pólaron de Fermi com correções
logarítmicas [40]. Ao se iniciar com uma interação g atrativa no regime com g < −|g⊥|
(região verde na Fig. 17), o sistema exibe um fluxo monotônico na direção de acoplamento
forte. Neste caso, uma vez que g2 é sempre finito (e crescente), temos dZd/dl sempre
negativo e dM/dl sempre positivo de forma que no limite de baixas energias Zd → 0 e
M →∞. Por fim, para |g| < |g⊥| (região laranja na Fig. 17), observamos um crossover
de uma interação g fracamente repulsiva para interação fortemente atrativa g < 0. Nesta
situação, em baixas energias também temos Zd → 0 e M →∞ uma vez que g2

⊥ é sempre
finito. Nossa intenção na próxima seção é analisar o comportamento da impureza nas duas
últimas regiões, onde a descrição polarônica deixa de ser válida.

A análise anterior foi feita considerando o caso com m− < m+. Ao considerar o
caso oposto, m− > m+, o que muda no diagrama de fluxo da Fig. 17 é a direção das setas.
Isso significa que, ao iniciar com g < −|g⊥| (região verde na Fig. 17), os acoplamentos
renormalizam para zero. Se iniciarmos com acoplamentos na região laranja ou azul, os
acoplamentos são marginalmente relevantes, de forma que g tende a se tornar cada vez
mais repulsivo ao reduzir a energia. Uma vez que tais regimes não levam a uma atração
efetiva a baixas energias, não devem dar origem a estados ligados entre um férmion e
impureza e, portanto, não serão considerados na próxima seção, quando procuraremos
estados ligados na função espectral de um par férmion-impureza. Por fim, note que se
m− = m+ os acoplamentos são marginais em um loop e temos Zd → 0 e M → +∞ no
limite de baixas energias.
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4.3 Função espectral de um par férmion-impureza

O fluxo dos acoplamentos efetivos para atração forte sinaliza a formação de estados
ligados entre a impureza e um férmion majoritário. Em duas dimensões, ao menos um
estado ligado existe no problema de dois corpos para uma interação atrativa arbitrariamente
fraca [45–48]. A fim de investigar a presença de estados ligados no nosso problema, composto
não por dois corpos, mas por muitos corpos, nesta seção calcularemos a função espectral
de um par férmion-impureza.

Primeiro, nós consideramos o operador criação de um par de partículas na rede
original

P †(rj) = c†j↑c
†
j↓. (4.27)

Em seguida, definimos o propagador de duas partículas como uma matriz no espaço das
subredes, com componentes

Πll′(R, τ) = −(−1)sl+sl′2〈TτP (R+ slδ, τ)P †(sl′δ, 0)〉, (4.28)

em que R é o vetor da posição na subrede A e sA = 0, sB = 1. Em baixas energias, o
propagador de duas partículas no limite do contínuo se torna

Πll′(r, τ) = −〈Tτψl (r, τ)d(r, τ)d†(0, 0)ψ†l′(0, 0)〉, (4.29)

onde o fator (−1)sl+sl′2 na Eq. (4.28) se cancela ao projetar cj↓ no campo da impureza na
banda de mais baixa energia. Tomando a transformada de Fourier, temos

Πll′(q, iω) =
ˆ
d2rdτ eiωτe−iq·r Πll′(r, τ). (4.30)

Antes de entrarmos no cálculo do propagador de duas partículas Π(q, iω) pela
aproximação da série da escada, observe que a função espectral de um par férmion-impureza
pode ser calculada a partir dos elementos diagonais do propagador ao tomar a continuação
analítica iω → ω + iη, 0 < η � 1,

Alpar(q, ω) = −2Im{Πll(q, ω + iη)}, l = A,B, (4.31)

Apar(q, ω) = −2Im{Tr[Π(q, ω + iη)]} = AApar(q, ω) +ABpar(q, ω), (4.32)

em que Alpar(q, ω) é a componente na subrede l da função espectral e Apar(q, ω) é a função
espectral total. Uma função espectral Alpar(q, ω) nula (não nula) para um dado valor de
q e ω significa que é impossível (possível) que o par férmion-impureza possua momento
total q e energia total ω na subrede l. Ao interpretar os resultados de Apar(q, ω) no limite
do contínuo em termos do modelo original na rede, devemos nos lembrar que energia zero
corresponde à impureza no fundo da banda de menor energia e os férmions majoritários
no ponto de QBT. Note também que, uma vez que Apar(q, ω) é uma função espectral de
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Figura 18 – Diagramas de Feynman considerados na aproximação de escada para o propa-
gador de duas partículas. A convenção para a interação e para os propagadores
é a mesma que a utilizada na Fig. 16.

um par de partículas, em vez de uma função espectral convencional de partícula única,
não temos a propriedade

´ +∞
−∞ dωApar(q, ω) = 1.

Note na Eq. (4.29) que o propagador Π(r, τ) cria um férmion majoritário e uma
impureza na mesma posição r0 = 0 e tempo τ0 = 0, vindo a destruí-los também simul-
taneamente em r e τ . Isto implica que um diagrama de Feynman que represente este
propagador interagente deve ter as duas linhas externas antes da interação (i.e. à esquerda)
partindo do mesmo ponto, enquanto as linhas externas à direita também devem convergir
a um único ponto. A série de escada, cujos diagramas de Feynman estão representados na
Fig. 18, é a aproximação que utilizaremos para o cálculo do propagador de duas partículas
Π(q, iω). Nesta aproximação são somados todos os propagadores conectados de ordem
n nos acoplamentos, n ≥ 0, com a restrição de que todos os loops devem ser do tipo
partícula-partícula. Esta série é considerada como a aproximação mínima capaz de descre-
ver estados ligados entre duas partículas e foi utilizada por diferentes autores [5, 43]. No
nosso problema esta série deve ser uma boa aproximação no regime com m− < m+, uma
vez que neste caso a expansão perturbativa é dominada por diagramas com propagadores
do tipo partícula-partícula nos loops, conforme vimos na seção 4.2.

Ao escrever a expressão de cada propagador da série de escada, vemos que a
expressão para o diagrama em ordem n nos acoplamentos, Πn(q, iω), envolve integrais
de produtos de propagadores em graus de liberdade internos p1, p2, · · · , pn, pn+1, em que
pi = (pi, iνi). Contudo, é possível simplificar tais expressões e obter

Πn(q, iω) = Π0(q, iω)[(g1+ g⊥σ
x)Π0(q, iω)]n (4.33)

onde cada loop nos diagramas da série de escada pode ser escrito em termos do propagador
de duas partículas despido

Π0(q, iω) = −
ˆ
d2p dν

(2π)3 Ĝ
(0)(p+ q, iω + iν)G(0)

d (−p,−iν)

= −µ+

4π

{
Log

(
W − iω

Ω(q)− iω

)
1 −

1 + Mq2 − 2iM2ω

µ+q2 Log
iω − Ω(q)
iω − q2

2M


× [cos (2ϕq)σz + sin (2ϕq)σx]

}
, (4.34)

em que W é um cutoff de altas energias e Ω(q) = q2

2(M+m+) é a borda do contínuo de duas
partículas na ausência de interações, que corresponde à energia mínima para um férmion e
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uma impureza possuindo momento total q. Note que Π0(q, iω) contém termos de “onda d”
com dependência não trivial no ângulo ϕq.

A aproximação de escada leva a uma série geométrica de matrizes onde a razão é
(g1+ g⊥σ

x)Π0(q, iω). Ao considerar que
∞∑
n=0

[(g1+ g⊥σ
x)Π0(q, iω)]n = [1− (g1+ g⊥σ

x)Π0(q, iω)]−1, (4.35)

temos que o propagador dado pela aproximação de escada obtém a forma1

Π(q, iω) = Π0(q, iω)
{
1+

[
1− (g1+ g⊥σ

x)Π0(q, iω)
]−1

(g1+ g⊥σ
x)Π0(q, iω)

}
.

(4.36)

Este propagador pode ser reescrito na forma

Π(q, iω) = 1
ξ(q, iω)

{
Π0(q, iω) + det[Π0(q, iω)](−g1+ g⊥σ

x)
}
, (4.37)

onde

det[Π0(q, iω)] = Π0,AA(q, iω)Π0,BB(q, iω)− Π0,AB(q, iω)Π0,BA(q, iω), (4.38)

ξ(q, iω) = 1− g[Π0,AA(q, iω) + Π0,BB(q, iω)]− g⊥[Π0,AB(q, iω) + Π0,BA(q, iω)]

+(g2 − g2
⊥)det[Π0(q, iω)]. (4.39)

É possível mostrar que o propagador Π0(q, iω) fica invariante quando as subredes
são invertidas e o momento q = (q, ϕq) é espelhado em torno de um ângulo απ/4, onde
α ∈ {−1,+1} . Tal simetria é escrita na forma

Π0

(
q, ϕq + α

π

4 , iω
)

= σxΠ0

(
q,−ϕq + α

π

4 , iω
)
σx. (4.40)

Usando as Eqs. (4.35)-(4.36) é possível ver que o propagador interagente Π(q, iω) também
satisfaz a simetria apresentada na Eq. (4.40) para Π0(q, iω), a qual automaticamente se
aplica às funções espectrais.

Uma vez que temos uma expressão para o propagador Π(q, iω), i.e. Eq. (4.37),
podemos obter informações sobre a função espectral [ver Eqs. (4.31)-(4.32)]. Os estados
ligados entre um férmion e a impureza são caracterizados por polos na função espectral
abaixo do contínuo de duas partículas. A fim de encontrar estes polos, tomamos a continu-
ação analítica iω → ω + i0+ na Eq. (4.37) e procuramos pelos zeros de seu denominador
ξ(q, ω+i0+). É útil notar que Π0(q, ω+i0+) é real abaixo do contínuo, onde procuramos os
1 A equação de Bethe-Salpeter [91], que descreve estados ligados entre duas partículas em um sistema

quântico de campos, pode ser aplicada ao nosso sistema e escrita na aproximação de escada na forma
Π(q, iω) = Π0(q, iω) [1+ (g1+ g⊥σ

x)Π(q, iω)]. Resolver esta equação é equivalente a somar a série
geométrica ilustrada na Fig. 18. É possível mostrar que esta equação de Bethe-Salpeter é satisfeita
pela Eq. (4.36).
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Figura 19 – Função espectral de um par férmion-impureza em escala logarítmica proporci-
onal a ln[1 +Apar(q, ω)/(ηm+)] para g = 0.1, g⊥ = −0.5, e r+ = 1.2, em que
η ∼ 10−4 é um broadening utilizado na continuação analítica iω → ω + iη.
Neste caso, |g| < |g⊥| e somente um estado ligado aparece abaixo do contínuo
de duas partículas. O painel (a) mostra Apar(q, ω) em função de q e ω para
um ângulo fixo ϕq = π/4. Os painéis (b) e (c) mostram Apar(q, ω) em função
do momento com energias fixas em ω = 0 e ω = 0.03W , respectivamente.

polos. Ao fazer ξ(q, Ebs + i0+) = 0, encontramos relações de dispersão para dois possíveis
estados ligados, E±bs(q), dadas pelas soluções de

E±bs = Ω(q)
1− eX±(q,E±

bs
)

+ W

1− e−X±(q,E±
bs

)
, (4.41)

onde

X±(q, E±bs) = (1 + r+)g
g2 − g2

⊥
± 1 + r+

g2 − g2
⊥


[
|g⊥| −

(g2 − g2
⊥)

1 + r+
C

(
q2/(2M)
−E±bs

)]2

+2|g⊥|(g2 − g2
⊥)

1 + r+
C

(
q2/(2M)
−E±bs

)
[1− sgn(g⊥) sin(2ϕq)]


1/2

. (4.42)

A função C(x) que aparece na expressão anterior é dada por

C(x) = −1 + (1 + r+)(1 + x)
r+x

ln
 1 + x

1 + x
1+r+

 . (4.43)

Em q → 0 temos C(x) ∼ x→ 0 e a Eq. (4.42) se simplifica. Neste caso, X±(q =
0, E±bs) = (1 + r+)/(g ∓ |g⊥|) se torna constante. Verificamos que há estados ligados em
q = 0 com energia

E±bs(q = 0) = W

1− exp
(
− 1+r+
g∓|g⊥|

) < 0 (4.44)
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Figura 20 – Função espectral de um par de partículas em escala logarítmica proporcional
a ln[1 +Apar(q, ω)/(ηm+)], como feito na Fig. 19, para g = −0.5, g⊥ = 0.1, e
r+ = 1.2. Neste caso, g < −|g⊥| e há dois estados ligados abaixo do contínuo
em q = 0. Note que o toque das duas curvas no painel (a) ocorre devido à
degenerescência dos estados ligados com momento q0 6= 0 ao longo da direção
ϕq0 = π/4.

desde que g∓|g⊥| < 0. Assim, o critério para o número de estados ligados em q = 0 leva às
mesmas três regiões mostradas na Fig. 17. Para g > |g⊥| (região azul na Fig. 17), regime em
que os acoplamentos são marginalmente irrelevantes, não há nenhum estado ligado. Há um
único estado ligado com energia E+

bs no regime de crossover |g| < |g⊥| (região laranja) e dois
estados ligados no regime dominado pela atração g < −|g⊥| (região verde). Observe que no
caso de acoplamentos fracos, |g|, |g⊥| � 1, as energias de ligação E±bs(0) ≈ −W exp

(
1+r+
g∓|g⊥|

)
são exponencialmente pequenas, conforme esperado para interações marginais.

Note que no regime com g < −|g⊥| e g⊥ = 0 os dois estados ligados são degenerados
em q = 0. Por outro lado, quando g < −|g⊥| e g⊥ 6= 0 os dois estados ligados podem
estar degenerados em algum momento q0 não nulo tal que X+(q0, Ebs) = X−(q0, Ebs).
Pelas Eqs. (4.41) e (4.42), vemos que a degenerescência ocorre em um ponto ao longo
das direções com sin(2ϕq0) = sgn(g⊥), i.e., em ângulos ϕq0 = π

4 ,
5π
4 quando g⊥ > 0 e

ϕq0 = 3π
4 ,

7π
4 quando g⊥ < 0. O valor de q0 é dado pelas condições

Ebs(q0) = Ω(q0)

1− e
(1+r+)g
g2−g2⊥

+ W

1− e
− (1+r+)g

g2−g2⊥

, (4.45)

C

(
q2

0/(2M)
−Ebs(q0)

)
= (1 + r+)|g⊥|

g2 − g2
⊥

. (4.46)

As Figs. 19 e 20 mostram resultados para a função espectral de duas partículas
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obtida pela aproximação de escada. A intensidade das figuras está em escala logarítmica e
unidade arbitrária, proporcional a ln[1 +Apar(q, ω)/(ηm+)], com um pequeno broadening
η ∼ 10−4 utilizado na continuação analítica iω → ω + iη. A Fig. 19, obtida com g = 0.1
e g⊥ = −0.5, representa a região de crossover com |g| < |g⊥|. Apesar da presença de
uma interação repulsiva g > 0 neste exemplo, podemos verificar a presença de um estado
ligado abaixo do contínuo de duas partículas. Este estado ligado se origina dos efeitos da
interação de troca anisotrópica codificada em g⊥.

Na Fig. 20 mostramos a função espectral para g = −0.5 e g⊥ = 0.1, representando
o regime dominado pela atração g < −|g⊥|, situação essa em que há dois estados ligados
em q = 0. Os dois estados ligados são degenerados em um valor finito do momento q0

nas direções ϕq0 = π/4, 5π/4. Note que os estados ligados não chegam a se cruzar, mas
apenas ficam degenerados em dois pontos, chamados pontos de anticrossing.

A invariância rotacional da borda do contínuo de duas partículas [ver Figs. 19(c)
e 20(c)] tem origem no fato de que as dispersões de partícula única da impureza e dos
férmions majoritários são isotrópicas. Já a dependência das energias dos estados ligados
com o ângulo ϕq é uma consequência da transformação unitária U(q) da Eq. (4.6), a qual
é também responsável pela fase de Berry não trivial no ponto de QBT. Observe que as
dispersões dos estados ligados exibem apenas uma simetria de rotação C2, que equivale à
simetria da interação de troca dipolar anisotrópica no modelo na rede.

Ainda no regime dominado pela atração, considere o caso particular com g < 0 e
g⊥ = 0, que se aplica ao modelo de Fermi Hubbard atrativo convencional sem a interação
de troca dipolar. Neste caso temos apenas a interação g, que é invariante por rotação.
Mesmo assim os estados ligados podem mostrar assinaturas do caráter de onda d do
ponto de QBT. A Fig. 21, obtida com g = −0.5 e g⊥ = 0, mostra a componente da
subrede A da função espectral de duas partículas, em escala logarítmica proporcional
a ln[1 + AApar(q, ω)/(ηm+)]. Pela Fig. 21(a) podemos notar que os dois estados ligados
são degenerados em q = 0. Porém, ao aumentar q a degenerescência é levantada e o
primeiro estado ligado entra no contínuo de duas partículas. Também é possível notar
nas Figs. 21(b) e 21(c) que, na subrede A, o peso do primeiro (segundo) estado ligado se
anula em ϕq = 0, π (ϕq = π/2, 3π/2). A posição destes pontos em que a função espectral
se anula é invertida na subrede B de forma que, ao somar as componentes A e B da
função espectral de duas partículas, encontramos uma função espectral total simétrita sob
rotações C4. Como consequência da Eq. (4.40), temos que as funções espectrais satisfazem
as simetrias AApar(q, ϕq + απ/4, ω) = ABpar(q,−ϕq + απ/4, ω), onde α = ±1.

Na próxima seção verificamos o problema de uma impureza interagindo com um
único férmion perto do ponto de QBT. Tal problema novamente evidencia a presença de
zero, um ou dois estados ligados, dependendo dos valores dos acoplamentos. Tal estudo
também nos ajuda a compreener a diferença nas simetrias dos dois estados ligados.
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Figura 21 – Componente da subrede A da função espectral em escala logarítmica pro-
porcional a ln[1 +AApar(q, ω)/(ηm+)] para g = −0.5, g⊥ = 0, e r+ = 1.2. O
painel (a) mostra o resultado em função de q e ω para ϕq = π/4. Os dois
estados ligados se tornam degenerados em q → 0. Os painéis (b) e (c), feitos
com ω = 0 e ω = 0.02W , respectivamente, mostram que o primeiro (segundo)
estado ligado possui peso nulo na subrede A para ϕq = 0, π (ϕq = π/2, 3π/2).
A dependência angular da componente da subrede B pode ser obtida a partir
de uma rotação C4 dos gráficos (b) e (c).

4.4 Problema de dois corpos

Estudamos nesta seção o problema de dois corpos que consiste de uma impureza
de spin para baixo (no fundo da banda de menor energia) interagindo com um único
férmion de spin para cima perto do ponto de QBT, sem a restrição de uma banda de menor
energia completamente preenchida. Tal estudo nos possibilita a verificação da existência
de estados ligados em certas regiões no espaço de parâmetros g e g⊥. Além disso, aqui
podemos encontrar a função de onda dos estados ligados e, ao observar as simetrias nela
presentes, ter uma intuição a respeito das propriedades de simetria nos estados ligados que
surgem no problema de muitos corpos. O sistema de dois corpos é descrito pela equação
de Schrödinger

EΦ(r1, r2) =
[
h0(r1)− 1

2M∇
2
r2

]
Φ(r1, r2) + δ(r1 − r2) 4π

m+
(g1+ g⊥σ

x)Φ(r1, r2),

(4.47)

onde Φ(r1, r2) é a função de onda com r1 referente à primeira partícula próxima ao ponto
de QBT e r2 referente à impureza. Além de depender das coordenadas r1 e r2, a função
de onda possui um spinor no espaço das subredes para a primeira partícula. Ao tomar a
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transformada de Fourier da equação de Schrödinger, obtemos

EΦ̃(p1,p2) =
[
h0(p1) + 1 p2

2
2M

]
Φ̃(p1,p2) + 4π

m+

ˆ
d2q

(2π)2 (g1+ g⊥σ
x)Φ̃(p1 + q,p2 − q),

(4.48)

em que Φ̃(p1,p2) é a transformada de Fourier de Φ(r1, r2).

Devido à dificuldade em resolver a equação anterior para casos gerais, considera-
remos o caso particular em que o momento total do centro de massa do sistema é nulo,
P = p1 + p2 = 0. Neste caso definimos

∆(p) =
[(
E − p2

2M

)
1− h0(p)

]
Φ̃(p,−p), (4.49)

e, manipulando a Eq. (4.48), obtemos

∆(p) = 4π
m+

ˆ
d2q

(2π)2 (g1+ g⊥σ
x)
[(
E − q2

2M

)
1− h0(q)

]−1

∆(q). (4.50)

Uma vez que o lado direito da Eq. (4.50) não depende de p, temos que ∆(p) = ∆0 é um
spinor constante. Portanto, a Eq. (4.50) nos leva a uma equação de autovalor

R∆0 = ∆0, (4.51)

onde

R = 4π
m+

ˆ
d2q

(2π)2 (g1+ g⊥σ
x)
[(
E − q2

2M

)
1− h0(q)

]−1

. (4.52)

A fim de resolver a Eq. (4.52), utilizamos a transformação unitária U(q) que
diagonaliza h0(q) e realizamos a integral no disco 0 < q < (2m+W )1/2, em que W é um
cutoff de altas energias. Observamos que se m− < M a integral acima diverge e não
encontramos soluções de estados ligados para nosso problema. Por outro lado, se m− > M

há soluções de estados ligados com energia E = Ebs < 0. Note que esta condição não é
satisfeita para o modelo da rede que utilizamos na seção 4.1 (onde consideramos m− = M),
porém é possível considerar a impureza feita de outras espécies atômicas com massas
diferentes. Neste regime com m− > M obtemos

R =
(

4π
m+

)
−π

(2π)2 (g1+ g⊥σ
x)m+

∑
α=±

µ̄α
m+

ln
(
E −Wm+/µ̄α

E

)

= −(g1+ g⊥σ
x) ln

(E −Wm+/µ̄+

E

)µ̄+/m+ (E −Wm+/µ̄−
E

)µ̄−/m+
,

(4.53)

onde µ̄+ = µ+ e µ̄− = m−M/(m− − M). Observe que a definição de µ̄− difere de
µ− = m−M/(m− +M).
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Note que o spinor ∆±0 = 1/
√

2 (1,±1)t é autovetor de g1+ g⊥σ
x com autovalores

g ± g⊥ e, portanto, é também solução da equação de autovalor (4.51) com R dado
pela Eq. (4.53). Para acoplamentos fracos podemos aproximar (E − Wm+/µ̄α)/E '
(−Wm+/µ̄α)/E, onde α = ±, e resolver a equação de autovalor para E, encontrando que
as energias dos estados ligados escalam com

E±bs ∼ −W exp
[

m+

(µ̄+ + µ̄−)(g ± g⊥)

]
. (4.54)

Só há formação de estados ligados se g ± g⊥ < 0. Assim, não há nenhum estado ligado se
g > |g⊥|, existe um único estado ligado se |g| < |g⊥| e há dois estados ligados se g < −|g⊥|.
No último caso, os estados são degenerados se g⊥ = 0. Este resultado equivale ao critério
para número de estados ligados no problema de muitos corpos.

Em seguida, obtemos as funções de onda para P = 0 ao substituir os autovetores
∆±0 da Eq. (4.51) na Eq. (4.49). Nos regimes onde estados ligados existem, temos

Φ̃±(p,−p) = N
{
fs(p, E±bs)1+ fd(p, E±bs) [cos(2ϕp)σz + sin(2ϕp)σx]

} 1
±1

 ,
(4.55)

onde N é um fator de normalização. As funções

fs(p, E) =
(
p2

2µ̄+
− E

)−1

+
(
p2

2µ̄−
− E

)−1

,

fd(p, E) =
(
p2

2µ̄+
− E

)−1

−
(
p2

2µ̄−
− E

)−1

, (4.56)

representam as amplitudes das componentes de onda s e onda d da função de onda do
estado ligado, respectivamente.

É importante manter em mente que consideramos aqui um momento total do par
de partículas P = 0 e a função de onda Φ̃±(p,−p) está escrita em termos do momento da
coordenada relativa das mesmas. Em contraste, a função de Green e a função espectral
do par férmion-impureza, que calculamos na seção anterior, são escritas em termos do
momento total do par, e não nos dão informações diretas sobre o momento da coordenada
relativa. Curiosamente podemos verificar semelhanças nas propriedades apresentadas nos
dois casos. O propagador não interagente Π0(q, iω) da Eq. (4.34) possui um termo de onda s
proporcional à matriz 1 e um termo de onda d proporcional a [cos(2ϕp)σz +sin(2ϕp)σx], os
quais consequentemente estão presentes no propagador interagente Π(q, iω) da Eq. (4.37).
Tais termos também estão presentes na expressão da função de onda Φ̃±(p,−p), Eq. (4.55).
Isto indica que os estados ligados possuem superposição de simetrias de onda s e onda d
tanto no momento total do par quanto no momento relativo.

A Eq. (4.55) nos permite extrair mais informações sobre os estados ligados. É
possível ver que a parte de onda s do estado ligado Φ̃+ possui o mesmo valor nas duas
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componentes de seu spinor (i.e. nas duas subredes). Por outro lado, a parte de onda s de
Φ̃− adquire um fator −1 ao comparar uma subrede com a outra. Observe que fd(p, E) se
anula quando p → 0. Quando p 6= 0, podemos escrever Φ̃±(p,−p) = χ±(p, ϕp), com as
propriedades de simetria em torno dos ângulos ϕp = −π/4,+π/4,

χ±

(
p, ϕp + π

4

)
= ±σxχ±

(
p,−ϕp + π

4

)
,

χ±

(
p, ϕp −

π

4

)
= ±σxχ±

(
p,−ϕp −

π

4

)
. (4.57)

Tais expressões mostram que a função de onda do estado ligado χ+(p, ϕp) é invariante ao
ser espelhada em torno do ângulo +π/4 (ou −π/4) e ao inverter as subredes (i.e. multiplicar
por σx). Por outro lado, ao realizar as mesmas operações sobre a função de onda χ−(p, ϕp),
a mesma adquire um fator −1. É interessante notar que algo semelhante ocorre com a
função de Green e a função espectral da seção anterior, as quais são invariantes ao serem
espelhadas em torno do ângulo +π/4 (ou −π/4) e ao inverter as subredes2 [ver Eq. (4.40)
e painéis (b)-(c) das Figs. 19-21].

Se g⊥ = 0, os estados ligados são degenerados, E+
bs = E−bs, e temos

iσyχ±

(
p, ϕp + π

2

)
= ±χ∓(p, ϕp). (4.58)

Neste caso é possível tomar combinações lineares de χ+(p, ϕp) e χ−(p, ϕp) para construir
autoestados da rotação C4. Ambas as componentes de onda s e onda d na Eq. (4.56)
possuem uma dependência Lorentziana em p. Isto implica na existência de um decaimento
exponencial em função da distância relativa r = |r1 − r2| no espaço real, com escalas de
distância ∼ (µ̄±|Ebs|)−1/2.

Lembre-se de que a discussão anterior sobre a existência dos estados ligados é válida
no regime com m− > M . Se tomarmos o limite em que a diferença entre essas duas massas
tende a zero, teremos µ̄− → +∞. Consequentemente, a energia dos estados ligados, dada
pela Eq. (4.54), deixará de ter uma dependência exponencial com os acoplamentos. Uma
expressão para Ebs nesse caso com m− = M pode ser encontrada ao considerar 1/µ̄− = 0
na Eq. (4.52). Resolvendo a integral da Eq. (4.52) neste regime temos

R =
(

4π
m+

)
−π

(2π)2 (g1+ g⊥σ
x)m+

[
µ̄+

m+
ln
(
E −Wm+/µ̄+

E

)
− W

E

]

' (g1+ g⊥σ
x)W
E
. (4.59)

Usando novamente o spinor ∆±0 = 1/
√

2 (1,±1)t como autovetor de R, temos que

E±bs ' (g ± g⊥)W. (4.60)
2 De fato, só derivamos a Eq. (4.40) depois que percebemos a simetria da função de onda apresentada

na Eq. (4.57). Isto ilustra a importância do estudo do problema de dois corpos na compreensão das
simetrias dos estados ligados discutidos na seção 4.3.
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Assim, vemos que no caso particular em que m− = M a energia dos estados ligados varia
linearmente com os acoplamentos no problema de dois corpos, diferentemente do resultado
encontrado na seção 4.3 para o problema de muitos corpos, onde a banda de menor energia
é completamente preenchida pelos férmions de spin para cima. Todas essas análises, porém,
levam ao mesmo critério para o número de estados ligados: nenhum estado ligado quando
g > |g⊥|, um estado ligado quando |g| < |g⊥| e dois estados ligados quando g < −|g⊥|.

Uma vez que temos evidência de formação de estados ligados no problema de dois
corpos e as simetrias das funções de onda desses estados ajudaram a compreender as
simetrias no problema de uma impureza com muitos corpos, podemos nos perguntar o que
acontece quando temos, no sistema com QBT, a banda de baixo completamente preenchida
de férmions majoritários e uma densidade pequena, porém finita de impurezas. Iniciamos
uma abordagem deste problema na seção que segue.

4.5 Concentração finita de impurezas móveis

Nas seções anteriores consideramos férmions com spin para cima interagindo com
apenas uma impureza com spin para baixo. Na presente seção consideramos a situação
mais geral de uma densidade pequena, porém finita, de impurezas móveis. Tais impurezas
são caracterizadas aqui por um potencial químico µ, onde µ = 0 equivale à situação onde
o nível de Fermi das mesmas está no fundo da banda de menor energia e, consequente-
mente, corresponde ao caso com apenas uma impureza. Também generalizaremos nosso
Hamiltoniano, incluindo termos de repulsão entre primeiros vizinhos, além dos termos HU

e HJ⊥ já considerados no Hamiltoniano (4.1). Assim, temos

H = −
∑
ij

tij(c†i↑cj↑ + c†i↓cj↓) + U
∑
i

ni↑ni↓ + J⊥
4
∑
i 6=j

Vij(S+
i S
−
j + S−i S

+
j )

+VU
∑
<ij>

(ni↑nj↓ + ni↓nj↑) + VU
∑
<ij>

ni↑nj↑ + VU
∑
<ij>

ni↓nj↓,

(4.61)

onde os três últimos termos representam: repulsão entre um férmion majoritário e uma
impureza, repulsão entre dois férmions majoritários e repulsão entre duas impurezas,
respectivamente, em sítios primeiros vizinhos. O objetivo da inclusão dos termos de
repulsão entre primeiros vizinhos é verificar se eles são capazes de levar o sistema a novas
fases quânticas.

No limite do contínuo, no qual consideramos que apenas a banda de menor energia
é acessível para as impurezas, as interações acima levam à seguinte interação marginal em
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tree level,

Hint = 4π
m+

ˆ
d2r

[
Ψ†(r)(g1+ g⊥σ

x)Ψ(r)d†(r)d(r) + g↑c
†
A(r)cA(r)c†B(r)cB(r)

]
,

(4.62)

onde os acoplamentos adimensionais são dados por

g = m+

8π

[
U + 4VU − κJ⊥

(3
2 sin2 θ − 1

)]
,

g⊥ = −3m+

4π κ⊥J⊥ sin2 θ sin(2φ),

g↑ = m+VU
π

, (4.63)

em que κ e κ⊥ são calculados pela Eq. (4.16) e θ e φ são ângulos polares do vetor de
quantização, i.e. do momento dipolar das moléculas. Ao tomar o limite do contínuo
outros termos surgem além daqueles mostrados na Eq. (4.62), os quais são omitidos por
serem de ordens superiores nos momentos e, consequentemente, serem irrelevantes em tree
level (conforme discutido na seção 3.2). Observe que o termo de interação entre férmions
majoritários em ordem zero nos momentos (g↑) é não nulo porque duas dessas partículas
podem interagir uma com a outra estando na mesma posição r e em diferentes subredes.
As impurezas, por sua vez, só podem ocupar a banda de menor energia. Assim, não
podemos ter duas impurezas na mesma posição r em diferentes subredes. Por esse motivo
a interação entre elas em ordem zero nos momentos é nula.

Estamos interessados em estudar a física de baixas energias deste sistema com várias
impurezas e, portanto, usaremos grupo de renormalização, assim como feito anteriormente
para o problema de uma única impureza. Porém o problema da atual seção é mais complexo
e precisa ser estudado em duas etapas. Primeiro, é necessário eliminar os modos fermiônicos
com momentos relacionados a altas energias, longe da superfície de Fermi das impurezas,
µ� K2/2M . Essa eliminação de modos em cascas esféricas de espessura infinitesimal leva
a um conjunto de equações de RG nesse regime de altas energias (µ� K2/2M), mostrado
adiante. Em seguida, é necessário eliminar os modos fermiônicos perto da superfície de
Fermi das impurezas, que fornecem equações de RG para energias mais baixas. Ao escolher
valores para os acoplamentos despidos e integrar o primeiro conjunto de equações, temos
acoplamentos renormalizados até uma escala de energia maior do que µ. Ao integrar o
segundo conjunto de equações considerando o resultado da integração do primeiro conjunto,
temos acoplamentos renormalizados em energias tão pequenas quanto se queira.

Calculamos as contribuições para os acoplamentos g, g⊥ e g↑ vindas dos diagramas
de Feynman (Fig. 41 do Apêndice A) que ilustram todos os processos possíveis em um
loop para a correção do vértice efetivo no regime de altas energias (µ� K2/2M). Assim,
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encontramos as equações de RG para altas energias,

dg

dl
= (g2 + g2

⊥)
m+

 µ−

1− µ
(2µ−
K2

) − µ+

1− µ
(2µ+

K2

)
 ,

dg⊥
dl

= 2g g⊥
m+

 µ−

1− µ
(2µ−
K2

) − µ+

1− µ
(2µ+

K2

)
+ 2µ0g⊥g↑

m+
,

dg↑
dl

=
2µ0g

2
↑

m+
, (4.64)

onde usamos as massas reduzidas

µ−1
α =

( 1
M

+ 1
mα

)
, α = +,−,

µ−1
0 =

(
1
m+

+ 1
m−

)
. (4.65)

Maiores detalhes sobre a obtenção das equações de RG (4.64) podem ser encontrados no
Apêndice A.

Conforme vemos pelas equações de RG, o acoplamento entre férmions majoritários
g↑ é relevante se g↑ > 0. Isto está de acordo com o que foi encontrado por Kai Sun et al. [70].
Tal situação de repulsão efetivamente forte entre os férmions majoritários leva a uma
abertura do gap energético de tais partículas, destruindo o ponto de QBT e levando a
outras fases quânticas [70]. Note, portanto, que a inclusão de repulsão entre primeiros
vizinhos no Hamiltoniano (4.61) não é capaz de simultaneamente preservar o ponto de
QBT e levar o sistema a ter um comportamento diferente. Uma vez que a situação com
g↑ > 0 destrói o ponto de QBT e isso não é do nosso interesse, consideraremos g↑ = 0.
Neste caso, as equações de RG para os acoplamentos se reduzem a

dg

dl
= (g2 + g2

⊥)
m+

 µ−

1− µ
(2µ−
K2

) − µ+

1− µ
(2µ+

K2

)
 ,

dg⊥
dl

= 2g g⊥
m+

 µ−

1− µ
(2µ−
K2

) − µ+

1− µ
(2µ+

K2

)
 . (4.66)

Note nas equações (4.66) que se tomarmos µ→ 0 e considerarmos a renormalização do peso
de quase partícula da impureza Zd recuperamos as equações de RG para os acoplamentos
no problema de apenas uma impureza, Eq. (4.26).

Na situação que estamos considerando aqui de energias mais altas (µ� K2/2µ±)
e muitas impurezas (µ > 0), as equações de RG acima levam ao mesmo comportamento
qualitativo das equações do problema de uma única impureza. Assim, se tivermosm− < m+
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o diagrama de fluxo dos acoplamentos é dado pela Fig. 17. Neste caso temos novamente os
três regimes: se g > |g⊥| os acoplamentos são marginalmente irrelevantes, g < |g⊥| mostra
uma região de crossover onde é possível ter uma interação despida repulsiva que tende a
se tornar atrativa e se g < −|g⊥| a atração tende a se tornar mais forte.

Devido à complexidade dos cálculos quando se considera µ > 0, não realizamos
o cálculo dos diagramas de Feynman do tipo sunrise a fim de calcular as equações de
RG para os pesos de quase partícula e as massas efetivas das duas espécies fermiônicas.
Uma vez que estamos interessados na situação com uma baixa densidade de impurezas
µ� |t|, esperamos que as massas efetivas e os pesos de quase partícula não devem diferir
muito da situação apresentada quando µ = 0, desde que estejamos no regime de mais
altas energias µ� K2/2µ±. Isto é, os pesos de quase partícula dos férmions majoritários e
suas massas efetivas devem ser fracamente afetados, enquanto os pesos de quase partícula
das impurezas tendem a se anular e suas massas efetivas tendem a aumentar quando os
acoplamentos são marginalmente relevantes. Até o presente momento ainda não realizamos
cálculos para verificar as equações de RG no regime de mais baixas energias. Isto poderá
ser feito em um futuro breve.

Os dados apresentados na presente seção nos dão informações preliminares de
que, em certos regimes, a interação g entre férmions majoritários e impurezas pode se
tornar efetivamente atrativa. Isso pode ser indício de que, em certos regimes de energia,
impurezas e férmions majoritários formam pares e levam o sistema a uma instabilidade
supercondutora. Atualmente estamos investigando por meio de teoria de campo médio se
este sistema possui fases supercondutoras de onda s e onda d.

4.6 Discussão

A seguir fazemos uma breve discussão sobre os resultados que apresentamos na
primeira parte desta tese, onde investigamos uma impureza fermiônica móvel (de spin
para baixo) em um sistema fermiônico 2D (de spin para cima) com toque quadrático de
bandas. Consideramos uma interação de troca de spin anisotrópica de longo alcance, além
de uma repulsão local da impureza com os férmions majoritários.

Uma vez que nosso interesse é estudar a física de baixas energias deste sistema,
tomamos o limite do contínuo no nosso modelo e fizemos uma análise de grupo de
renormalização. Verificamos que o comportamento deste sistema depende da assimetria
das massas efetivas m+ e m−. Quando m+ > m− verificamos que há três regimes, os quais
dependem da relação entre a interação local e a interação de troca de spin. Em um dos
regimes as interações são irrelevantes e o pólaron deve ser estável. Em outros dois regimes
as interações são relevantes e levam a uma atração local efetiva finita entre impureza
e férmions majoritários. Tal atração local efetiva em baixas energias sugere a formação
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de estados ligados entre impureza e um férmion do banho. Utilizando a aproximação
diagramática da “série de escada” calculamos a função espectral associada à função de
Green de um par férmion-impureza. Tal função espectral evidenciou a formação de estados
ligados em alguns regimes. No regime em que as interações são irrelevantes não há estados
ligados. Em um dos regimes efetivamente atrativos há formação de um estado ligado. No
outro regime efetivamente atrativo há formação de dois estados ligados. A função de Green
do par férmion-impureza possui características de onda s e onda d.

Verificamos ainda que no caso de uma interação local atrativa (de onda s) e na
ausência da interação de troca anisotrópica (a qual quebra simetrias localmente), as
dispersões dos estados ligados possuem uma assinatura do caráter de onda d do ponto
de QBT, o qual é responsável também pelo fluxo de Berry não trivial igual a 2π neste
sistema. A fim de ter uma intuição melhor a respeito das propriedades de simetria dos
estados ligados, estudamos o problema de uma impureza (com spin para baixo) interagindo
com um único férmion (com spin para cima) perto do ponto de QBT, sem a restrição
de que a banda de baixo esteja completamente preenchida de férmions com spin para
cima. Resolvendo a equação de Schrödinger de duas partículas, novamente encontramos a
formação de zero, um ou dois estados ligados, correspondentes aos três regimes encontrados
anteriormente. Isso confirma os resultados que obtivemos com grupo de renormalização e
cálculo da função espectral, nos quais utilizamos aproximações diagramáticas. As funções
de onda destes estados também possuem características de ondas s e d.

Atualmente estamos pesquisando uma generalização deste sistema de uma impureza
com interação local e interação de troca de spin com um mar de Fermi através da inclusão de
uma densidade pequena, porém finita, de impurezas móveis. Resultados preliminares de uma
análise de grupo de renormalização para energias altas indicam a presença dos mesmos três
regimes descritos acima quando m+ > m−, de forma que pode existir uma atração efetiva
entre as impurezas e os férmions majoritários em dois dos regimes. Estamos utilizando teoria
de campo médio para mapear o diagrama de fases deste sistema em parceria com Edgar
Marcelino. A expectativa é que deve haver regimes com formação de supercondutividade
não convencional com características semelhantes ao que foi apresentado no problema de
uma única impureza (singleto de onda d e/ou de onda s), onde cada par de Cooper seria
formado por uma impureza (férmion de spin para baixo) e um férmion majoritário (de
spin para cima).

No capítulo 8 apresentamos conclusões e perspectivas futuras sobre a pesquisa que
discutimos na parte I desta tese, bem como apresentamos conclusões da parte II, a qual
começamos a discutir a seguir.



Parte II

Supercondutividade odd-frequency em um
supercondutor magnético diluído
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5 Revisão da literatura

Nesta parte da tese falamos sobre um supercondutor magnético diluído (DMS, do
inglês dilute magnetic superconductor), que é um supercondutor convencional singleto
de onda s contendo impurezas magnéticas diluídas. Iniciamos a pesquisa neste assunto
durante um intercâmbio de dez meses que realizei na França sob supervisão de Marcello
Civelli e colaboração de Pascal Simon e Marcelo Rozenberg, professores da Université
Paris-Saclay. Nesta pesquisa demos continuidade a um trabalho iniciado por François
Jamet, o qual também foi orientado pelos mesmos professores. François Jamet utilizou a
dynamical mean-field theory (DMFT) para estudar um sistema de impurezas magnéticas
clássicas imersas num supercondutor convencional, considerando o caso particular em
que os spins das impurezas magnéticas estavam distribuídos em várias direções. Nesse
trabalho François Jamet observou o comportamento das bandas de Shiba dentro do gap
supercondutor e o comportamento do pareamento supercondutor à medida em que se
variavam parâmetros do sistema. Seus resultados foram disponibilizados em um relatório
de mestrado [92].

No início da presente pesquisa sobre um sistema DMS, também realizada utilizando
a DMFT, reproduzimos alguns resultados de François Jamet. Em seguida, focamos a
pesquisa no caso particular em que os spins das impurezas magnéticas estão todos alinhados
na mesma direção e sentido. Como consequência observamos o aparecimento da chamada
supercondutividade do tipo odd-frequency espalhada por todo o sistema, i.e. presente
em sítios magnéticos e não magnéticos. Nossos resultados numéricos do problema de
uma concentração finita de impurezas magnéticas em um supercondutor nos ajudaram
a prever que o pareamento odd-frequency também deveria estar presente no problema
de uma única impureza magnética em um supercondutor convencional. Tal problema de
uma única impureza magnética foi estudado analiticamente e dados experimentais foram
analisados, confirmando a presença de pareamento odd-frequency. Publicamos este estudo
na Ref. [93]1. Os resultados analíticos do problema de uma única impureza, por sua vez,
auxiliaram na obtenção de expressões analíticas para o problema de uma concentração
finita de impurezas. Nossos resultados numéricos e analíticos para tal problema foram
publicados na Ref. [94]2. Assim, na segunda parte desta tese focamos na discussão sobre a
supercondutividade do tipo odd-frequency em um supercondutor magnético diluído.

1 Vivien Perrin, Flávio L. N. Santos, Gerbold C. Ménard, Christophe Brun, Tristan Cren, Marcello Civelli
e Pascal Simon: Unveiling Odd-Frequency Pairing around a Magnetic Impurity in a Superconductor.
Phys. Rev. Lett. 125, 117003 (2020).

2 Flávio L. N. Santos, Vivien Perrin, François Jamet, Marcello Civelli, Pascal Simon, Maria C. O.
Aguiar, Eduardo Miranda e Marcelo J. Rozenberg: Odd-frequency superconductivity in dilute magnetic
superconductors. Phys. Rev. Research 2, 033229 (2020).
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A fim de estudar uma impureza magnética em metais ou supercondutores é possível
considerar o modelo de uma impureza de Anderson. O Hamiltoniano deste modelo, quando
considerada uma situação de ocupação simples, pode ser reescrito em uma interação
magnética do tipo Kondo,

J
∑
θ,α,β

Sθc†0ασ
θ
αβc0β, (5.1)

em que σθ são matrizes de Pauli, θ = x, y, z, e o operador c†0α cria um elétron com spin
α =↑, ↓ no sítio 0, o qual contém uma impureza magnética com spin quântico S [95].
Neste caso, é possível utilizar grupo de renormalização (RG) e verificar que o acoplamento
magnético efetivo Jeff depende da escala de energia/temperatura do sistema. No caso de um
metal ou supercondutor contendo impurezas magnéticas com acoplamento ferromagnético,
o módulo do acoplamento efetivo tende a diminuir à medida em que se reduz a energia do
sistema. O resultado é que em baixas energias a interação magnética é fraca. Por outro
lado, no caso de uma interação antiferromagnética, o módulo do acoplamento efetivo tende
a crescer ao reduzir a energia do sistema [95,96].

No caso dos metais, nos quais não exite gap energético no nível de Fermi, o fluxo
do grupo de renormalização poderia, a princípio, seguir renormalizando o acoplamento
Jeff para energias tão baixas quanto se queira. O resultado disto é que uma impureza
com interação antiferromagnética possui uma temperatura Kondo TK na qual a interação
efetiva é muito grande. Abaixo de TK a interação Jeff faz com que um elétron de condução
se ligue à impureza, formando um estado singleto com esta. Ocorre, nesta situação, uma
blindagem do spin da impureza. Muito acima de TK a interação efetiva não é tão grande.
Como consequência, nenhum elétron fica fortemente ligado à impureza e a blindagem de
seu spin não ocorre [95].

Quando impurezas magnéticas quânticas estão em contato com supercondutores,
fenômenos parecidos podem ocorrer. Note, porém, que o fluxo do grupo de renormalização
pode ter um comportamento diferente para energias menores que o gap supercondutor,
onde a densidade de estados é diferente (em particular ela se anula num supercondutor
convencional de onda s). Isto pode fazer, por exemplo, com que a redução do módulo de
Jeff ferromagnético seja interrompida, de forma que no limite de energias baixas Jeff seja
finito. No caso antiferromagnético com TK > ∆, Jeff deve ser grande em baixas energias e
um elétron supercondutor se liga à impureza, causando uma blindagem nesta. Contudo,
se TK < ∆, o acoplamento antiferromagnético Jeff pode não ser tão grande em baixas
temperaturas, de forma que o spin da impureza não seja blindado [96].

A fim de simplificar o estudo de uma impureza magnética em um supercondutor,
é possível considerar a aproximação em que o spin S da impureza magnética é clássico.
Esta aproximação é válida se o spin é grande S � 1 ou se a temperatura Kondo é baixa e
os experimentos são feitos em T � TK . Tal modelo de uma impureza magnética clássica
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Figura 22 – Dois estados são mostrados esquematicamente para um supercondutor con-
vencional com uma impureza magnética clássica. |ψ0〉 é uma função de onda
que possui apenas partículas pareadas e um spin não blindado S. |ψ1〉 é uma
função de onda que descreve a formação de um estado ligado entre um elétron
e o spin da impureza. Neste estado o número quântico de spin eletrônico difere
de |ψ0〉 por um spin não pareado. Em algum valor do acoplamento Jcrit há
um cruzamento dos níveis de energia correspondentes a estes dois estados com
diferentes simetrias. Aqui ocorre uma transição de fase quântica de primeira
ordem. Figura adaptada da Ref. [96].

em um supercondutor convencional possui uma transição de fase quântica em T = 0. Se o
módulo do acoplamento J estiver abaixo de um valor crítico |J | < Jcrit, a função de onda
do estado fundamental do sistema possui apenas elétrons pareados e o spin S da impureza
não é blindado. Quando |J | > Jcrit, o estado fundamental possui um elétron não pareado,
o qual está ligado à impureza magnética (ver Fig. 22) [96].

É sabido que uma única impureza magnética interagindo com os elétrons em
um supercondutor convencional pode dar origem a estados ligados no sítio magnético
conhecidos como estados de Yu-Shiba-Rusinov (YSR) [22,28,29]. Estes estados aparecem
como intensas ressonâncias dentro do gap supercondutor na densidade de estados e podem
ser revelados experimentalmente através de medições de espectroscopia de tunelamento
por varredura (STS). Na Fig. 23 mostramos medições da condutância diferencial3 por meio
de STS realizadas em um material supercondutor com uma impureza magnética4. Através
dos pontos pretos, que mostram a medição longe da impureza magnética, podemos ver
claramente o gap supercondutor do material no gráfico da condutância. Pelos pontos azuis,
obtidos exatamente em cima do sítio magnético, vemos a presença de dois estados de YSR
dentro do gap supercondutor.

Estados ligados parecidos com os estados de YSR também ocorrem no gap de
semicondutores com uma impureza magnética. Ao colocar uma concentração finita de

3 O espectro de condutância diferencial dI/dV medido localmente corresponde à convolução da densidade
de estados local ρ(ω) com a derivada da distribuição de Fermi-Dirac na temperatura do experimento [93].

4 Essas medições de STS foram realizadas por nossos colaboradores para o trabalho publicado [93].
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Figura 23 – Condutância medida através de espectroscopia de tunelamento por varredura
sobre uma monocamada de Pb/Si(111) supercondutora com uma impureza
magnética. Medição realizada a T = 320 mK. Os pontos pretos mostram a
condutância longe da impureza enquanto os pontos azuis mostram a condu-
tância em cima da impureza magnética, evidenciando a presença de estados
de YSR dentro do gap.

impurezas magnéticas nos semicondutores, esses estados ligados dão lugar a pequenas
bandas eletrônicas, as quais estão relacionadas com as impurezas magnéticas [97]. O
mesmo ocorre nos supercondutores convencionais: ao considerar uma concentração finita
e pequena de impurezas magnéticas diluídas neste material, os estados ligados de YSR
dão lugar a pequenas bandas eletrônicas. Esta formação de bandas dentro do gap ocorre
porque os elétrons localizados nas impurezas podem se comunicar através dos elétrons do
banho. Estas bandas de impurezas formadas no gap supercondutor são conhecidas como
bandas de Shiba. Ao aumentar a concentração de impurezas, a largura das bandas de Shiba
aumenta e a supercondutividade pode sobreviver na ausência de um gap. Aumentando
esta desordem além de um valor crítico, a supercondutividade deixa de existir [22].

Em qualquer tipo de material supercondutor, seja ele convencional ou não, a função
de pareamento entre dois elétrons deve ser antissimétrica ao trocar os números quânticos
relacionados a eles. Em 1974 Berezinskii propôs que a contribuição antissimétrica nesse
pareamento pode vir a partir da troca das coordenadas temporais dos dois elétrons [98].
Ele propôs que tal situação ocorre no 3He, onde haveria uma contribuição simétrica da
parte espacial (de onda s) e do spin (tripleto). Portanto, a função supercondutora seria
antissimétrica com relação ao tempo e, consequentemente, ao espaço recíproco ao tempo, a
frequência (daí vem o termo supercondutividade odd-frequency, ou odd-ω) [19,99]. Embora
mais tarde se tenha concluído que a superfluidez no 3He ocorre devido a um pareamento
de onda p even-ω (i.e. pareamento simétrico em relação às coordenadas temporais), e não
odd-ω, este último pareamento passou a ser visto como um fenômeno bem geral em sistemas
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Figura 24 – (a) Esquema de uma junção supercondutor-ferromagneto. Um fio magnético de
comprimento L, cuja direção de magnetização depende da posição horizontal x,
conecta um supercondutor S a um reservatório magnético F. A direção da
orientação magnética no fio faz um ângulo α com o eixo z. Tal ângulo varia
linearmente entre x = 0 (com α = 0) e x = w (com α = αw), e então permanece
constante até x = L. (b) Variação espacial dos pareamentos singleto even-
ω (linha tracejada) e tripleto odd-ω (linha contínua) no fio magnético para
diferentes valores de αw. Figura adaptada da Ref. [105].

supercondutores [100,101], incluindo por exemplo supercondutores desordenados [102] e
férmions pesados5 supercondutores [104].

Mais recentemente se verificou por meio de estudos teóricos que o pareamento
odd-ω pode aparecer quando supercondutividade é induzida em sistemas ferromagnéticos
(F) por efeito de proximidade com um supercondutor convencional (S) [105–107]. Bergeret
et al. [105] consideraram o caso de uma variação linear da direção da polarização magnética
do ferromagneto perto da junção S-F. O pareamento singleto even-ω de onda s decai
rapidamente ao penetrar no ferromagneto. Por outro lado, a anisotropia magnética permite
o aparecimento de um pareamento tripleto odd-ω espacialmente par. Tal pareamento
odd-ω tem a mesma ordem de magnitude do pareamento even-ω na interface, porém decai
lentamente dentro do ferromagneto (ver Fig. 24). Os autores prevêem ainda um aumento
da condutividade do ferromagneto abaixo da temperatura crítica Tc do supercondutor
devido a este efeito [105].

Nos sistemas híbridos S-F a quebra da simetria de reversão temporal induzida por
um campo magnético efetivo dos átomos magnéticos pode mudar a componente de spin da
função de pareamento, de forma que ela deixa de ser antissimétrica passando a ser simétrica,
favorecendo o aparecimento de uma componente antissimétrica com relação ao tempo. Tais
sistemas oferecem a vantagem de serem construídos e controlados artificialmente, abrindo
5 Em alguns materiais, tipicamente aqueles que possuem átomos com orbitais 4f ou 5f semipreenchidos,

os elétrons interagem fortemente e possuem massas efetivas que podem chegar a ser até 1000 vezes a
massa da partícula livre. Daí vem o nome férmions pesados. Alguns férmions pesados são descritos
corretamente pela teoria de líquido de Fermi de Landau. Outros são descritos por outras teorias [103].
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Figura 25 – Uma camada fina de átomos magnéticos, como Fe ou Co, é depositada na
superfície de um supercondutor convencional de onda s com forte acopla-
mento spin-órbita, como Pb, e forma uma cadeia unidimensional ou uma ilha
bidimensional que possui uma ordem magnética (representada pelas setas
para cima). A rede resultante de estados ligados induzidos pelas impurezas
magnéticas, ou rede de Shiba, carrega supercondutividade topológica quiral de
onda p e os modos quirais de Majorana associados (representados por pontos
amarelos ou linhas com setas unidirecionais). No caso da ilha magnética, um
ou mais modos de Majorana podem aparecer dependendo da densidade de
átomos magnéticos. Tais modos de Majorana devem aparecer no regime de
impurezas concentradas, diluídas ou no regime intermediário. Figura extraída
da Ref. [39].

caminho em direção a aplicações no campo de dispositivos em spintrônica [108,109]. Foi
mostrado que de forma mais geral a componente de odd-ω pode surgir onde quer que
ocorra quebra de simetria, como por exemplo quebra de simetria na parte espacial em
junções não magnéticas [110,111].

Estes fenômenos ganharam ainda mais interesse com o advento dos materiais topo-
lógicos, onde a competição entre supercondutividade e ordens magnéticas é frequentemente
um ingrediente fundamental. Um exemplo é o caso de átomos magnéticos depositados na
superfície de um supercondutor convencional com forte acoplamento spin-órbita, seja esta
deposição no formato de uma cadeia magnética unidimensional ou uma ilha magnética
bidimensional, a qual pode ser composta por átomos magnéticos diluídos ou densos. Nesses
sistemas surgem estados de Shiba na vizinhança dos átomos magnéticos e a hibridização
desses estados leva ao surgimento de supercondutividade quiral de onda p [39]. A super-
condutividade quiral é um estado topologicamente não trivial, e como tal exibe modos
topológicos nas bordas, além da supercondutividade no interior. Assinaturas importantes
de supercondutividade quiral incluem modos quirais de Majorana e correntes na super-
fície [112]. No caso de uma cadeia magnética sobre a superfície do supercondutor, os
estados de borda de Majorana são localizados nas extremidades da cadeia [113–117]. Tais
estados ligados de Majorana têm a possibilidade de ser fundamentais no desenvolvimento
da computação quântica [118,119]. No caso de ilhas magnéticas, os modos de Majorana são
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localizados ao redor delas [120,121]. O número de Chern, que é calculado para informar o
número de modos de Majorana nessas ilhas, deve depender da concentração de impurezas
magnéticas [39]. A Fig. 25 ilustra esses exemplos de supercondutores topológicos. Uma vez
que o pareamento odd-ω também deve estar presente em sistemas híbridos S-F, compreen-
der o papel da supercondutividade odd-ω em tais sistemas com estados ligados de Majorana
e encontrar quais são suas assinaturas experimentais são questões fundamentais [122].

Tem havido um esforço considerável de parte da comunidade científica em matéria
condensada em verificar experimentalmente o pareamento odd-ω. Propostas para isto in-
cluem medidas de termoeletricidade em sistemas híbridos de supercondutor–ponto quântico–
ferromagneto [123] e efeito Josephson em junções supercondutor–ferromagneto [19]. Apesar
disso, a detecção de pareamento odd-ω só foi aparentemente confirmada bem recentemente.
Um estudo relatou supercondutividade odd-ω na interface de um isolante topológico com
um supercondutor convencional [124].

Em uma pesquisa sobre uma impureza magnética em contato com um supercondutor
convencional, que se apoia em trabalhos anteriores [125,126], relatamos a presença desse
pareamento odd-ω através de medições de STS [93]. Neste trabalho relacionamos a presença
de estados localizados dentro do gap supercondutor com a existência de pareamento
odd-ω. Demonstramos que a componente par (ou simétrica) da densidade de estados
local na impureza magnética ρeven(ω) é proporcional à parte imaginária do pareamento
supercondutor do tipo odd-ω tripleto, Im[Fodd(ω)] [no capítulo 6 damos mais informações
sobre o pareamento supercondutor, ou função de Green anômala F (ω)]. A constante
de proporcionalidade nesta relação é determinada a partir de parâmetros dos estados
de YSR. Este procedimento para encontrar o pareamento odd-ω foi aplicado no sistema
supercondutor com uma impureza magnética cuja medição de STS é mostrada na Fig. 23.
A função Im[Fodd(ω)] obtida é mostrada na Fig. 26.

O alvo desta parte da tese é ir além do sistema com uma única impureza, in-
vestigando um supercondutor convencional com uma concentração finita e pequena de
impurezas magnéticas diluídas. Consideramos T = 0 e que os spins destas impurezas são
clássicos e possuem direção e sentido fixos. Aqui, mostramos o surgimento de bandas de
Shiba e vemos que o pareamento odd-ω pode ser induzido em todos os sítios desse sistema,
i.e. em sítios magnéticos e sítios não magnéticos. Conforme já foi discutido, se estas
impurezas magnéticas estiverem na superfície de um supercondutor com forte acoplamento
spin-órbita, tal sistema deve dar origem a supercondutividade topológica com modos de
Majorana. Neste trabalho, porém, nosso alvo não é procurar por supercondutividade topo-
lógica e, para simplificar a nossa abordagem, não consideramos acoplamento spin-órbita
no nosso modelo.

O restante desta parte da tese está organizado da seguinte maneira. No capítulo 6
explicamos o funcionamento da DMFT e mostramos propriedades de uma função de
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Figura 26 – Parte imaginária do pareamento odd-ω extraída na posição da impureza (os
valores são relevantes apenas dentro do gap) a partir da medição da DOS
local da Fig. 23.

Green anômala, necessária para a investigação de pareamentos supercondutores. Nosso
modelo e resultados são apresentados no capítulo 7, onde discutimos a presença de
diferentes pareamentos supercondutores no sistema. O leitor interessado pode verificar no
Apêndice B como encontramos as equações de DMFT para o sistema DMS. No Apêndice C
são mostradas soluções das funções de Green para um supercondutor convencional limpo,
i.e. sem impurezas.
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6 Metodologia

A fim de estudar o comportamento de um supercondutor magnético diluído, fizemos
uso de uma metodologia numérica, a teoria de campo médio dinâmico (DMFT, do inglês
dynamical mean-field theory). Uma vez que não consideramos interações quárticas no
modelo para um DMS, a DMFT aplicada a tal modelo é equivalente a outra metodologia
mais simples, a coherent potential approximation (CPA) [127]. Decidimos usar a linguagem
da DMFT aqui uma vez que esta pode ser mais facilmente generalizada para futuramente
considerarmos interações quárticas envolvendo spins quânticos das impurezas. Tal metodo-
logia é capaz de fornecer a função de Green local normal G(iω) e a anômala F (iω). Neste
capítulo falamos brevemente sobre a DMFT e sobre propriedades da função de Green
anômala F (iω).

6.1 Dynamical mean-field theory

A dynamical mean-field theory (DMFT), desenvolvida no final do séc. XX, contou
com a contribuição de diversos autores, em particular com trabalhos de Walter Metzner e
Dieter Vollhardt [129] e Antoine Georges e Gabriel Kotliar [130], e tem sido muito utilizada
para estudar sistemas fortemente correlacionados. A ideia desse método é mapear a rede
interagente em estudo em um modelo de uma única impureza quântica, e.g. descrita pelo
modelo de uma impureza de Anderson, que é um sistema mais simples de resolver. Este
modelo de uma impureza quântica é composto por um banho de elétrons não interagentes
e um único sítio (ou impureza) interagente, o qual pode estar ocupado por 1 elétron, 2
elétrons de spins opostos ou estar desocupado, de forma que os elétrons podem migrar da
impureza para o banho e vice-versa (ver Fig. 27). O problema de uma impureza quântica,
embora seja mais simples do que uma rede interagente, também demanda metodologias

Figura 27 – Ilustração do esquema da DMFT, em que o sistema é mapeado no problema
de uma única impureza em contato com um banho de elétrons. Figura extraída
da Ref. [128].
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Figura 28 – Ilustração de uma rede de Bethe com número de coordenação d = 3. Figura
adaptada da Ref. [92].

numéricas para ser resolvido, tais como a diagonalização exata ou Monte Carlo quântico.
Os parâmetros do banho do problema de uma impureza dependem da rede original e são
obtidos numericamente de forma autoconsistente (como será detalhado mais adiante nesta
seção) [128,130,131].

É possível provar que o mapeamento da rede interagente original em um modelo
de uma impureza quântica é exato no limite em que o número de coordenação d (i.e. o
número de primeiros vizinhos na rede) tende a infinito, caso em que a autoenergia do
sistema se torna local, i.e. independente do momento k [129]. Quanto menor for 1/d em
uma rede mais preciso tende a ser o resultado da DMFT. Note, por exemplo, que numa
rede cúbica o número de coordenação já é grande, d = 6, de forma que assumir que d→∞
não prejudica tanto os resultados. Verifica-se que em 3 dimensões os resultados obtidos
por DMFT são capazes de descrever qualitativamente diversas propriedades de materiais
reais como a transição de Mott [131]. A DMFT pode ser aplicada a diversas redes. Um
exemplo é a rede de Bethe, na qual só há um caminho possível para um elétron sair de
um sítio i e chegar ao sítio j. A Fig. 28 mostra um exemplo de rede de Bethe com número
de coordenação d = 3. Esta rede é frequentemente usada no limite d→∞ pois neste caso
as equações de DMFT se simplificam bastante e os resultados descrevem qualitativamente
bem a física dos sistemas [97,130,132].

Uma limitação da DMFT é que ela não é apropriada para estudar sistemas com
correlações não locais relevantes, uma vez que ela não consegue descrever flutuação espacial.
Assim, em 2001 Gabriel Kotliar et al. propuseram uma extensão não local desta, a cellular
dynamical mean-field theory (CDMFT) [133], a qual mapeia uma rede interagente original
em um sistema de Nc impurezas num banho de elétrons de condução (ver Fig. 29, em que
Nc = 4). Agora, a função de Green do novo sistema e sua autoenergia são matrizes que
expressam todas as possíveis relações entre os sítios do cluster de impurezas. A CDMFT é
capaz de descrever tanto a fase normal quanto a supercondutora do modelo de Hubbard
bidimensional [134], por exemplo.
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Figura 29 – Ilustração do esquema da CDMFT, em que o sistema é mapeado no problema
de um cluster com Nc = 4 impurezas em contato com um banho de elétrons.
Figura extraída da Ref. [134].

Outra extensão da DMFT é a nanoscale dynamical mean-field theory (nano-
DMFT) [135]. Desenvolvida por Serge Florens, esta metodologia é adequada para tratar
sistemas interagentes cujo tamanho é intermediário entre a escala dos átomos e o bulk de
materiais, sendo capaz de fornecer a função de Green local para cada sítio do sistema,
seja ele uma junção ou outro dispositivo mesoscópico, sem supor que os sítios são todos
idênticos. Tal metodologia é particularmente fácil de implementar quando se utiliza a rede
de Bethe com d→∞.

No trabalho apresentado aqui estamos interessados em estudar spins clássicos
imersos em uma rede supercondutora. Nossa intensão é obter o comportamento qualitativo
de funções de Green locais nesse sistema. A fim de simplificar a abordagem e fazer uso
da DMFT, evitando a análise computacionalmente mais cara que a CDMFT demanda,
levamos em conta apenas correlações locais no sistema. Futuramente poderemos inves-
tigar mais a fundo propriedades não locais do supercondutor magnético diluído, como
supercondutividade do tipo onda p, utilizando a CDMFT com clusters de 2 sítios. Além
disso iniciamos a investigação de um sistema composto por uma ilha magnética envolvida
por um material supercondutor convencional utilizando a nano-DMFT. Temos alguns
resultados preliminares que mostram que estados de YSR aparecem perto da interface
desses dois materiais. Daremos continuidade a esta investigação futuramente. No restante
desta tese, porém, o foco é utilizar a DMFT e investigar impurezas magnéticas diluídas ao
longo de um material supercondutor. Assim, apresentamos introdutoriamente a seguir as
equações de DMFT.
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A fim de apresentar as equações de DMFT seguimos as Refs. [128, 132] e tomamos
como exemplo o modelo de Hubbard,

H = −
∑
〈ij〉,σ

tij(c†iσcjσ + c†jσciσ)− µ
∑
i,σ

c†iσciσ + U
∑
i

ni↑ni↓, (6.1)

em que tij é o hopping entre sítios primeiros vizinhos 〈ij〉, c†iσ cria um elétron com spin σ
no sítio i, µ é o potencial químico, niσ = c†iσciσ e U é a repulsão local entre dois elétrons
de spins opostos. Para simplificar, consideramos que o sistema não passa por nenhuma
quebra de simetria e está em uma fase paramagnética invariante por translação. Aqui
estamos interessados em obter a função de Green local em um sítio i da rede,

Gii,σ(τ − τ ′) = −〈Tτciσ(τ)c†iσ(τ ′)〉, (6.2)

em que τ e τ ′ são tempos imaginários e Tτ é um operador de ordenamento temporal (ver
comentário sobre função de Green em tempo imaginário na seção 3.1).

O Hamiltoniano em estudo possui uma ação S correspondente, escrita na forma de
uma integral funcional que depende dos graus de liberdade de todos os sítios da rede. É
possível descrever a dinâmica efetiva de um sítio i = 0 qualquer integrando os graus de
liberdade dos outros sítios, obtendo uma ação efetiva

Seff = −
ˆ β

0
dτ

ˆ β

0
dτ ′

∑
σ

c†0σ(τ)G−1
0 (τ − τ ′)c0σ(τ ′) + U

ˆ β

0
dτ n0↑(τ)n0↓(τ), (6.3)

em que β = (kBT )−1, kB é a constante de Boltzmann, T é a temperatura e c(τ), c†(τ) são
variáveis de Grassmann1. O Apêndice B mostra como essa equação de DMFT pode ser
obtida por meio do método da cavidade em uma rede com d→∞. A função G0(τ − τ ′),
conhecida como função de Weiss, descreve a amplitude de probabilidade efetiva para
um férmion ser criado no sítio 0 no tempo imaginário τ , tendo vindo do banho, e ser
destruído em τ ′, voltando para o banho. A função de Weiss G0 depende dos parâmetros
do Hamiltoniano (6.1) e exerce o papel de uma função de Green despida para a ação
efetiva Seff , mas não deve ser confundida com a função de Green não interagente na rede,
uma vez que o problema de uma impureza é obtido integrando os graus de liberdade dos
demais elétrons interagentes. Com uma ação efetiva deve ser possível recuperar a função
de Green local G00,σ(τ − τ ′) = −〈Tτc0σ(τ)c†0σ(τ ′)〉Seff . Uma vez que o sistema é invariante
por translação, temos Gii,σ = G00,σ, ∀i.

Há outros Hamiltonianos mais fáceis de resolver numericamente cujas ações efetivas
são escritas na forma da Eq. (6.3). Um exemplo é o modelo de uma impureza de Anderson,
dado pelo Hamiltoniano

HAIM =
∑
l,σ

ε̃la
†
lσalσ +

∑
l,σ

Vl(a†lσcσ + c†σalσ) + εf (nc↑ + nc↓) + Unc↑n
c
↓, (6.4)

1 Para aprender sobre variáveis de Grassmann o leitor pode ver a Ref. [69].
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onde os operadores a†lσ criam elétrons no banho, ε̃l são as energias dos elétrons do banho,
c†σ cria um elétron no sítio da impureza, o qual possui uma energia εf , Vl é a hibridização
entre os elétrons do banho e da impureza, ncσ = c†σcσ e U é a repulsão entre dois elétrons
na impureza. Escolhendo εf = −µ, em que µ é o potencial químico do modelo de Hubbard,
temos que a ação efetiva do Hamiltoniano (6.4) no sítio da impureza tem a forma da
Eq. (6.3) com a função de Weiss dada por

G−1
0 (iωn) = iωn + µ−∆(iωn), (6.5)

onde ωn = (2n + 1)π/β são frequências de Matsubara para férmions, n é um número
inteiro, G0(iωn) é a transformada de Fourier de G0(τ) e a função hibridização ∆(iωn) é
definida como

∆(iωn) =
∑
l

|Vl|2

iωn − ε̃l
. (6.6)

A princípio a função hibridização ∆(iωn) ou os parâmetros ε̃l e Vl podem ser
escolhidos de forma que a função de Weiss da Eq. (6.5) coincida com a função de Weiss
proveniente do modelo de Hubbard na rede original. Consequentemente, a função de
Green local na impureza do modelo de Anderson Gimp,σ(τ − τ ′) = −〈Tτcσ(τ)c†σ(τ ′)〉Seff ,
obtida pelas Eqs. (6.3) e (6.5), viria a coincidir com a função de Green local do modelo de
Hubbard na rede original Gii,σ(τ − τ ′), definida na Eq. (6.2). Então aqui impomos que

Gimp,σ(iωn) = Gii,σ(iωn) = G(iωn), (6.7)

onde chamamos as funções de Green locais de G(iωn) por simplicidade, uma vez que
supomos uma fase paramagnética invariante por translação e a função de Green independe
do índice de spin σ.

Sabemos pela equação de Dyson [ver Eq. (3.6) na primeira parte da tese] que a
função de Green da rede original, definida da forma usual Gij(τ − τ ′) = −〈Tτciσ(τ)c†jσ(τ ′)〉,
pode ser escrita na forma

G(k, iωn) = 1
iωn + µ− εk − Σ(k, iωn) , (6.8)

onde εk é a relação de dispersão do modelo da rede original não interagente, dada pela
transformada de Fourier dos hoppings tij, e Σ(k, iωn) é a autoenergia do modelo na rede.
Somando a função acima em todos os momentos k, a fim de encontrar a função de Green
local Gii(iωn), e utilizando a Eq. (6.5) encontramos

G(iωn) =
∑
k

1
∆(iωn) + G−1

0 (iωn)− εk − Σ(k, iωn)
. (6.9)

No limite de dimensão infinita d→∞ a autoenergia Σ(k, iωn) se torna local [132,
136–138], i.e. independente de k. A fim de simplificar a Eq. (6.9), a DMFT assume que a
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autoenergia Σ(k, iωn) é local mesmo se o sistema a ser estudado possuir dimensão finita.
Também impomos que tal autoenergia é igual à autoenergia do problema efetivo de uma
impureza. Ou seja,

Σ(k, iωn) ' Σimp(iωn) (6.10)

em que

Σimp(iωn) = G−1
0 (iωn)−G−1(iωn). (6.11)

Estas aproximações se tornam exatas no limite em que o número de coordenação tende a
infinito, d→∞ [130]. Com essas relações a Eq. (6.9) pode ser reescrita na forma

G(iωn) =
∑
k

1
∆(iωn) +G−1(iωn)− εk

=
ˆ
dε

D(ε)
∆(iωn) +G−1(iωn)− ε, (6.12)

onde utilizamos a densidade de estados da rede não interagente D(ε) = ∑
k δ(ε− εk).

A expressão acima, chamada de condição de autoconsistência por ter G dos dois
lados da equação, relaciona, para cada frequência, a função de Green local G(iωn) e a
função hibridização ∆(iωn). Alternativamente, podemos utilizar a Eq. (6.5) e a expressão
acima para termos uma relação envolvendo G(iωn) e a função de Weiss G0(iωn).

Agora temos um conjunto de equações que, em princípio, nos possibilitam determi-
nar a função de Green local iterativamente, desde que tenhamos uma forma de resolver o
problema de uma impureza de Anderson. Para resolver tal problema de uma impureza
quântica é preciso escolher um método teórico e então fazer sua implementação numérica.
Algumas opções utilizadas são Monte Carlo quântico, teoria de perturbação iterativa,
diagonalização exata, dentre outras. É possível começar a iteração do loop da DMFT
com uma tentativa inicial para a função hibridização ∆(iωn) [ou função de Weiss G0 ou
os parâmetros ε̃l e Vl]. Utilizando um código numérico capaz de resolver o problema de
uma impureza de Anderson a partir de ∆(iωn), se calcula a função de Green da impureza
G(iωn). Utilizando esta função juntamente com a Eq. (6.12) se encontra uma nova função
∆(iωn) [ou G0(iωn)]. Esta nova função é utilizada no código que resolve o problema de
uma impureza de Anderson e uma nova função G(iωn) é obtida, a qual, junto à Eq. (6.12),
leva a uma nova ∆(iωn). E assim este ciclo é repetido até que essas funções venham a
convergir.

Em muitos casos este procedimento iterativo converge para uma única solução
independentemente da escolha inicial de ∆(iωn). Em alguns casos, porém, mais de uma
solução pode ser encontrada (e.g. perto da transição de Mott). A DMFT é uma metodologia
numérica aproximada, mas que se torna exata em alguns limites: quando o sistema é não
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interagente U = 0; no limite atômico tij = 0; e no limite em que o número de coordenação
tende a infinito d→∞.

A rede de Bethe com número de coordenação d → ∞ e hopping entre primeiros
vizinhos tij = t/

√
z possui uma densidade de estados semicircular, D(ε) =

√
4t2 − ε2/2πt2.

Neste caso a condição de autoconsistência, Eq. (6.12), pode ser invertida, fornecendo

∆(iωn) = t2G(iωn). (6.13)

Utilizando esta expressão junto com a Eq. (6.5) temos

G0(iωn)−1 = iωn + µ− t2G(iωn). (6.14)

Portanto, quando se trata da rede de Bethe com d→∞, podemos utilizar as expressões
acima nas iterações de DMFT para obter G0(iωn) ou ∆(iωn) a partir de G(iωn).

Por outro lado, no caso particular em que o sistema original é não interagente
(U = 0) a função de Green do problema de uma impureza, calculada a partir da ação
efetiva da Eq. (6.3), é equivalente à função de Weiss, G(iω) = G0(iω). No problema não
interagente na rede de Bethe, a Eq. (6.14) leva a

G(iωn)−1 = iωn + µ− t2G(iωn). (6.15)

Neste caso trivial se obtém uma única equação para G(iω), não sendo necessário resolver
numericamente um modelo de impureza quântica, como o modelo de uma impureza de
Anderson. O Apêndice B mostra mais detalhes de como obter as equações de DMFT
mostradas nesta seção pelo método da cavidade.

Na seção 7.1 introduzimos um modelo aproximado para descrever uma rede super-
condutora com impurezas magnéticas. O termo de supercondutividade no Hamiltoniano é
do tipo campo médio, enquanto as impurezas magnéticas são descritas por spins clássicos.
Desta forma o Hamiltoniano não tem termos quárticos, mas apenas quadráticos nos
operadores fermiônicos. A rede adotada é a rede de Bethe com d →∞. Isto possibilita
generalizar a abordagem discutida nesta seção para encontrar equações de DMFT para o
problema desejado e, de forma similar ao caso da Eq. (6.15), não é necessário resolver um
problema de uma impureza quântica. Neste caso não interagente a DMFT é equivalente à
CPA, que é utilizada para estudar desordem. Futuramente, a fim de considerar interações
quárticas envolvendo spins quânticos de impurezas magnéticas, em vez de considerar
expressões equivalentes à Eq. (6.15) precisaremos considerar expressões equivalentes à
Eq. (6.14) e utilizar um código numérico capaz de resolver o problema de uma impureza
quântica.

Conforme veremos adiante, as funções de Green no problema de impurezas mag-
néticas clássicas são matrizes e há duas equações de DMFT acopladas, uma para sítios
magnéticos e outra para sítios não magnéticos. Porém, antes de apresentarmos um modelo
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para o supercondutor magnético diluído, discutimos na seção 6.2 propriedades das funções
de Green anômalas, as quais nos permitem estudar o pareamento dos elétrons e distinguir
quais tipos de supercondutividade estão presentes no sistema.

6.2 Função de Green anômala

A função de Green anômala F é uma função complexa que descreve a correlação
entre pares de elétrons, correlação esta que pode levar o sistema a uma fase supercondu-
tora2. Em um sistema com um único orbital a função de Green anômala no eixo imaginário
é definida como Fα,β(r, τ) = −〈Tτcα(r, τ)cβ(0, 0)〉, em que α, β =↑, ↓ são spins. A antis-
simetrização da função de onda de dois férmions impõe restrições na função de Green
anômala. Assim, ao permutar dois elétrons, ou equivalentemente permutar os números
quânticos associados a eles, tal função precisa sofrer uma troca de sinal. Consideremos
S como sendo a paridade do par de Cooper com relação à operação S que permuta os
spins dos elétrons, P a paridade com relação ao operador P que permuta as posições dos
elétrons e T a paridade com relação ao operador T que permuta os tempos dos mesmos.
No caso em que os sítios considerados só possuem um orbital, a função de Green anômala
no eixo imaginário satisfaz SPT [Fα,β(r, τ)] = −Fα,β(r, τ) [19].

Um supercondutor BCS convencional singleto de onda s satisfaz S = −1, P = 1
e T = 1. Um supercondutor tripleto de onda p satisfaz S = 1, P = −1 e T = 1. Outras
possibilidades que preservam o produto SPT = −1 são S = 1, P = 1, T = −1 e
S = −1, P = −1, T = −1. Quando o sistema é multi-orbital, a variedade dos tipos de
supercondutividade é ainda maior, pois a função de Green anômala F pode ser par ou
ímpar sob a operação O de permutação dos orbitais, i.e. O = +1,−1, e F precisa obedecer
SPOT = −1. Quando T = 1, a função de Green anômala F (τ) é uma função par do
tempo imaginário τ e sua transformada de Fourier F (iω) também é uma função par da
frequência ω. Neste caso dizemos que o supercondutor é do tipo even-frequency (even-ω).
Quando T = −1, F (τ) e sua transformada de Fourier F (iω) são funções ímpares, e dizemos
que o supercondutor é do tipo odd-frequency (odd-ω).

Utilizando a continuação analítica iω → ω + iη, η → 0+, encontra-se a função
de Green anômala retardada, Fα,β(r, ω), enquanto a avançada FA

α,β(r, ω) é encontrada
utilizando iω → ω − iη. Devido à antissimetrização da função de onda de dois elétrons,
estas funções no eixo real precisam satisfazer SPOT [Fα,β(r, ω)] = −FA

α,β(r, ω).

Em alguns casos, como veremos adiante, a função retardada Fα,β(r = 0, ω) pode

2 Se os elétrons num sistema possuem uma função de Green anômala F não nula, podemos afirmar
que estes estão correlacionados, mas não necessariamente o sistema está numa fase supercondutora.
Para que o sistema esteja numa fase supercondutora, além da presença da correlação é necessário que
haja um condensado de pares de Cooper que leve a resistência do material a se anular abaixo de uma
temperatura crítica.
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conter a superposição de um pareamento singleto even-ω e de um pareamento tripleto
odd-ω se α 6= β. A componente even-ω (e) satisfaz F e

α,β(ω) = [F e
α,β(−ω)]∗ e a componente

de odd-ω (o) satisfaz F o
α,β(ω) = −[F o

α,β(−ω)]∗, onde F ∗ denota o transposto conjugado de
F . Estas duas componentes podem ser extraídas facilmente da função Fα,β,

F
e/o
α,β (ω) = Fα,β(ω)± [Fα,β(−ω)]∗

2 . (6.16)

No próximo capítulo consideramos o modelo de um supercondutor convencional
singleto de onda s com impurezas magnéticas. Utilizamos a DMFT para encontrar funções
de Green anômalas locais, as quais descrevem a correlação entre dois elétrons no mesmo
sítio. Verificamos que o pareamento singleto de onda s convencional também é gerado nos
sítios magnéticos, por efeito de proximidade, e verificamos que houve aparecimento de
pareamento tripleto odd-ω de onda s nos sítios magnéticos e nos não magnéticos. Este tipo
de pareamento não convencional é o foco deste trabalho. Note que pareamentos com P = −1
são antissimétricos espacialmente e como consequência se anulam quando a distância entre
os dois elétrons é nula, i.e. quando os dois elétrons estão no mesmo sítio. Isso significa
que a função de Green anômala local F (iω) obtida pela DMFT não é capaz de fornecer
informação direta sobre pareamento do tipo onda p. Contudo, conseguimos demonstrar
indiretamente o aparecimento de pareamento tripleto do tipo onda p no sistema utilizando
cálculos analíticos juntamente a dados extraídos de F (iω), obtida numericamente. Tais
resultados são mostrados no capítulo a seguir.
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7 Modelo e resultados

Ao longo deste capítulo mostramos propriedades de um supercondutor magnético
diluído. Na seção 7.1 introduzimos um modelo para um DMS e apresentamos equações
de DMFT para tal sistema. Na seção 7.2 apresentamos algumas propriedades de um
semicondutor com impurezas magnéticas diluídas, que podem nos ajudar na compreensão
da física de um DMS. Discutimos na seção 7.3 alguns resultados para um sistema DMS
no caso em que os spins clássicos das impurezas estão distribuídos em várias direções. A
seção 7.4 mostra os nossos resultados para um DMS onde todos os spins das impurezas
estão alinhados na mesma direção.

7.1 Modelo e equações de DMFT para o DMS

Nesta seção introduzimos um Hamiltoniano para estudar um supercondutor mag-
nético diluído (DMS). Em seguida mostramos as equações de DMFT para este modelo na
rede de Bethe com número de coordenação d→∞.

Consideremos um sistema de impurezas magnéticas imersas num material supercon-
dutor, como ilustrado na Fig. 30. Conforme foi demostrado no Material Suplementar da
Ref. [93], no caso em que há apenas uma impureza magnética no material supercondutor
a presença de acoplamento spin-órbita não influencia as funções de Green locais. Assim,
espera-se que num sistema supercondutor com uma concentração x� 1 diluída de impure-
zas magnéticas o acoplamento spin-órbita não afete significativamente as funções de Green
locais. Ignoramos, portanto, o efeito spin-órbita no nosso modelo, uma vez que estamos
interessados em estudar apenas funções de Green locais. Além disso, a fim de simplificar o
tratamento do sistema, consideramos que as impurezas magnéticas são descritas por spins
clássicos S e a supercondutividade é descrita por um pareamento ∆ de elétrons no mesmo

Figura 30 – Supercondutor Magnético Diluído: impurezas magnéticas, representadas por
setas azuis, estão imersas numa rede supercondutora, onde elétrons em sítios
não magnéticos possuem um pareamento ∆. Os elétrons se deslocam entre
sítios primeiros vizinhos por meio de um hopping t. O momento magnético da
impureza S interage com os elétrons por meio de um acoplamento J .
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sítio.

Com base nas considerações acima, o Hamiltoniano que usamos para descrever o
DMS é

H =
∑
〈ij〉,α

tijc
†
iαcjα +

∑
i

(∆ici↓ci↑ + ∆∗i c
†
i↑c
†
i↓)−

∑
i,α

µi(c†iαciα) + J
∑
l,θ,α,β

Sθl c
†
lασ

θ
αβclβ,

(7.1)

em que o operador c†iα cria um elétron com spin α =↑, ↓ no sítio i e tij é o hopping entre sítios
primeiros vizinhos 〈ij〉. Em sítios l encontram-se impurezas com momentos magnéticos
Sθl , θ = x, y, z, que estão acopladas com os elétrons por meio do parâmetro de troca J (σθ

são matrizes de Pauli). O termo ∆i descreve o pareamento supercondutor e consideramos
∆i = ∆ em sítios não magnéticos (nm) e ∆i = ∆m em sítios magnéticos (m). Os sítios não
magnéticos possuem um potencial químico µi = µ, enquanto os sítios magnéticos possuem
energia µi = µ + δµ. Os sítios magnéticos são distribuídos aleatoriamente de forma que
cada sítio possui uma probabilidade 0 ≤ x� 1 de ser magnético.

A aproximação de spins clássicos para as impurezas é válida se S � 1 ou se a
temperatura Kondo é baixa e o experimento é realizado em uma temperatura acima da
temperatura Kondo T � TK (ver capítulo 5) [96]. Por simplicidade consideramos T = 0 e
que os spins clássicos (com S � 1) possuem direção e sentido congelados, i.e. fixos. Apesar
disto, a princípio cada sítio l com impureza pode possuir uma direção diferente para o
momento magnético Sl.

Note que no caso particular em que não há impurezas magnéticas no sistema, o
pareamento entre os elétrons é convencional do tipo even-ω singleto de onda s. Porém a
presença das impurezas magnéticas clássicas quebra a simetria de reversão temporal do
Hamiltoniano. Uma implicação disto é que agora o sistema passa a permitir a presença de
pareamento do tipo odd-frequency, conforme será mostrado mais adiante.

A fim de escrever as equações de DMFT para o Hamiltoniano da Eq. (7.1)
na rede de Bethe com d → ∞, definimos o spinor de Nambu generalizado ψi(τ) =
(1/
√

2)(ci,↑(τ) ci,↓(τ) c†i,↑(τ) c†i,↓(τ))T em que τ é um tempo imaginário e ci,α(τ) são
variáveis de Grassmann, α =↑, ↓. O fator 1/

√
2 nesta definição aparece porque considera-

mos um spinor generalizado que dobra o número de componentes do spinor de Nambu
convencional [139]. A partir deste spinor definimos a função de Green local no sítio i,
Ĝi(τ − τ ′) = −〈Tτ

√
2ψi(τ)

√
2ψ†i (τ ′)〉, que é uma matriz 4 × 4. Consideramos que to-

dos os sítios sem impureza magnética são idênticos, i.e. têm a mesma função de Green
Ĝi(iω) = Ĝnm(iω), e que todos os sítios com spin clássico dado pelo vetor S são idênticos,
Ĝi(iω) = Ĝm(iω,S).

Neste capítulo estamos interessados em analisar gráficos da densidade de estados
(DOS) em sítios magnéticos com spin clássico S, Nm,α(ω,S) = (−1/π)Im[Gm,α(ω,S)], e
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em sítios não magnéticos, Nnm,α(ω) = (−1/π)Im[Gnm,α(ω)], em que α =↑, ↓. Também
observamos gráficos de funções de Green anômalas locais em sítios magnéticos, Fm,αβ(ω,S),
e em sítios não magnéticos, Fnm,αβ(ω), em que α, β =↑, ↓. Estas funções são facilmente
extraídas das funções de Green matriciais Ĝnm(ω) e Ĝm(ω,Si): Ga,↑ = (Ĝa)1,1, Ga,↓ =
(Ĝa)2,2, Fa,↑↑ = (Ĝa)1,3, Fa,↑↓ = (Ĝa)1,4, Fa,↓↑ = (Ĝa)2,3, Fa,↓↓ = (Ĝa)2,4, em que a = m,nm.

Utilizando um hopping tij = t/
√
d entre sítios primeiros vizinhos, as equações de

DMFT para a rede de Bethe com d→∞ são (ver derivação no Apêndice B)

Ĝ−1
nm(iωn) = iωn1+ µHt −HBCS

nm − t2Ht[x〈Ĝm(iωn,S)〉S + (1− x)Ĝnm(iωn)]Ht,

Ĝ−1
m (iωn,S0) = iωn1+ (µ+ δµ)Ht − JHM(S0)−HBCS

m

−t2Ht
[
x〈Ĝm(iωn,S)〉S + (1− x)Ĝnm(iωn)

]
Ht, (7.2)

onde 〈· · · 〉S denota uma média sobre todas as direções possíveis para os spins clássicos
pesados pela probabilidade de cada direção e

Ht =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ,

HBCS
i =


0 0 0 ∆∗i
0 0 −∆∗i 0
0 −∆i 0 0

∆i 0 0 0

 , i = m,nm

HM(S0) =
 S0 · σ 0

0 −S0 · σT

 . (7.3)

Os elementos de HM acima são blocos 2× 2, de forma que HM é uma matriz 4× 4. O vetor
de Pauli σ, cujas componentes são as matrizes de Pauli, está sendo multiplicado pelo vetor
S0, que representa o spin clássico de uma impureza localizada no sítio 0. As equações de
DMFT que obtivemos [Eqs. (7.2)] são as mesmas equações obtidas por François Jamet [92].

A fim de resolver numericamente essas equações de DMFT se começa com uma
tentativa inicial para as funções Ĝnm(iωn) e Ĝm(iωn,S) (para cada direção possível para
o vetor S), e estas funções entram no lado direito das equações de DMFT acima e geram
novas funções Ĝnm(iωn) e Ĝm(iωn,S), que são novamente usadas no lado direito das
equações. Este processo deve ser repetido até a convergência destas funções. Essa iteração
pode ser feita no eixo imaginário para obter as funções de Green em termos das frequências
de Matsubara, Ĝ(iωn), ou pode ser realizada uma continuação analítica iω → ω + iη, com
broadening 0 < η � 1, para obter funções de Green retardadas, Ĝ(ω).

Se os spins de todas as impurezas magnéticas forem considerados alinhados na
direção ẑ, S = Sẑ, as equações de DMFT se simplificam. Neste caso podemos definir o
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spinor de Nambu φi(τ) = (ci,↑(τ) c†i,↓(τ))T e definir a função de Green Ĝii(τ − τ ′) =
−〈Tτφi(τ)φ†i (τ ′)〉. As equações de DMFT para este sistema são

Ĝ−1
nm(iωn) = iωn1+ µτ z −HBCS

nm − t2τ z
[
xĜm(iωn) + (1− x)Ĝnm(iωn)

]
τ z,

Ĝ−1
m (iωn) = iωn1+ (µ+ δµ)τ z −HBCS

m − t2τ z
[
xĜm(iωn) + (1− x)Ĝnm(iωn)

]
τ z

−JS1, (7.4)

em que τ z é a matriz de Pauli e

HBCS
i =

 0 ∆∗i
∆i 0

 . (7.5)

Note que agora as funções de Green são matrizes 2 × 2 e a resolução numérica dessas
últimas equações de DMFT é mais rápida do que a resolução das Eqs. (7.2), que envolvem
matrizes 4× 4.

Conforme foi mencionado anteriormente, o Hamiltoniano considerado aqui não
possui interações quárticas. Dessa forma o mapeamento da DMFT não leva a pro-
blemas de uma impureza quântica, mas a uma média das funções de Green na vizi-
nhança de cada sítio, devido à presença de sítios m e nm nessa vizinhança [veja o termo
−t2Ht

[
x〈Ĝm(iωn,S)〉S + (1− x)Ĝnm(iωn)

]
Ht nas Eqs. (7.2)]. Portanto, no caso não inte-

ragente que estamos considerando aqui, a DMFT é equivalente ao tratamento de desordem
da coherent potential approximation (CPA) [127]. Futuramente poderemos estender este
trabalho considerando impurezas magnéticas com spins quânticos, de forma que o ma-
peamento da DMFT levará a problemas de uma impureza quântica. Por causa desta
possibilidade de estender este sistema considerando interações quárticas é que utilizamos
aqui a linguagem de DMFT em vez de CPA.

No restante deste trabalho consideramos que os vetores Si são unitários, de forma
que o módulo do spin tenha sido absorvido no acoplamento J . Também consideramos
temperatura nula e t = 1. Frequentemente omitimos os subíndices de spin na função
Fi,↑↓(ω), escrevendo apenas Fi(ω) por simplicidade. Primeiramente, na seção 7.2, analizamos
brevemente um semicondutor (∆ = 0) dopado com impurezas magnéticas alinhadas. Na
seção 7.3 falamos do caso em que são consideradas várias direções para os spins clássicos
Sl num sistema supercondutor. Na seção 7.4 focamos no caso de um supercondutor em
que os spin clássicos estão alinhados na mesma direção.

7.2 Estado normal com impurezas alinhadas paralelamente

Inicialmente testamos as equações de DMFT para o caso particular de um material
no estado normal (∆m = ∆ = 0) dopado com impurezas magnéticas cujos spins estão
todos alinhados na direção ẑ e com δµ = 0. Nesse caso nosso sistema se reduz ao sistema
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Figura 31 – Média sobre sítios magnéticos e não magnéticos da densidade de estados de
elétrons com spin para baixo, xNm,↓(ω) + (1− x)Nnm,↓(ω), no estado normal
∆m = ∆ = 0. (a) Curvas obtidas variando J e usando x = 0.05 e µ = −2.
(b) Curvas obtidas variando x e usando J = 2 e µ = −2.

considerado na Ref. [97], de um semicondutor dopado com impurezas magnéticas – um
semicondutor magnético diluído. Os resultados reproduzidos e mostrados abaixo estão em
concordância com os resultados encontrados nas Refs. [92,97].

A Fig. 31 mostra a densidade de estados para elétrons de spin para baixo após
realizar a média sobre sítios magnéticos e não magnéticos, i.e. xNm,↓(ω) + (1−x)Nnm,↓(ω).
A Fig. 31(a), obtida com x = 0.05 e µ = −2, mostra a DOS média para vários valores
de J . Quando J = 0 o sistema é equivalente ao material sem impurezas e a densidade
de estados é um semicírculo centrado em ω = −µ. Aumentando J a banda energética se
deforma até que, para J > 1.5, uma pequena banda de impurezas é formada. A Fig. 31(b),
obtida com J = 2 e µ = −2, mostra a DOS média para vários valores da concentração de
impurezas x. Quanto maior x, maior a largura da banda de impurezas.

Observe que uma interação J > 0 entre os spins clássicos S = ẑ (o módulo de S foi
absorvido em J) e os elétrons equivale a uma interação magnética que tende a diminuir a
energia dos elétrons com spin para baixo que se encontram em sítios magnéticos. Isso leva
à formação de uma banda de elétrons com menores energias, conforme vemos na Fig. 31.
Essa banda eletrônica é preenchida com elétrons nas impurezas magnéticas, ou próximo a
elas. Semelhantemente essa interação com J > 0 tende a aumentar a energia de elétrons
com spin para cima de forma que uma pequena banda energética para estes elétrons é
formada em energias acima da borda superior da banda eletrônica inicial (não mostrado
na figura). Se considerarmos J < 0 o efeito é o oposto: a banda de impurezas com menor
energia é a banda de elétrons com spin para cima, e a banda de impurezas com maiores
energias corresponde a elétrons com spin para baixo.

Algumas propriedades vistas na presente seção, que lida com um semicondutor
magnético diluído, também estão presentes no caso de um supercondutor magnético diluído,
que será assunto das próximas seções. Conforme veremos, haverá formação de bandas de
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impurezas quando |J | é grande o suficiente. Além disso a posição dessas bandas depende
do acoplamento J e sua largura cresce com a concentração de impurezas x.

7.3 DMS com spins clássicos das impurezas em várias direções

Na presente seção consideramos impurezas magnéticas clássicas em um material
supercondutor num caso particular onde várias direções são permitidas para os spins
clássicos Si. Nosso objetivo aqui é reproduzir os resultados do relatório de mestrado de
François Jamet [92], os quais não foram publicados em artigo científico mas nos servem
de motivação e contribuem para a compreensão do sistema DMS com spins alinhados,
que será considerado na seção 7.4. O sistema DMS com spins alinhados deu origem a um
artigo [94]. A presente seção, que considera spins em várias direções, inclui também alguns
poucos resultados não relatados na Ref. [92], os quais podem ser brevemente mencionados
em um artigo futuro, no qual estudaremos diversos parâmetros de ordem em um DMS
com impurezas alinhadas (discutido na subseção 7.4.3).

Note que quanto mais direções possíveis para Si maior é o custo computacional.
Nesta seção nos restringimos ao caso em que estes vetores estão no plano xz. Consideramos
s = 20 direções possíveis neste plano, com ângulos θn entre estes vetores S e o eixo ẑ
tais que θn = 2πn/s, n = 0, 1, ..., s − 1. Poderíamos considerar que cada spin clássico
tem uma probabilidade p = 1/s de estar em uma direção θn qualquer, de forma que a
probabilidade seria constante e independente do ângulo θn. No entanto, a fim de comparar
nossos resultados com os relatados na Ref. [92], consideramos p ∼ | sin θ|, assim como
feito por François Jamet. Essa distribuição de probabilidade implica que os spins das
impurezas têm pouca probabilidade de estar alinhados em direções próximas de θ = 0
e π (i.e., do eixo ẑ), e têm maiores chances de estar alinhados em direções próximas de
θ = π/2 e 3π/2 (i.e., do eixo x̂). Portanto, todas as figuras mostradas nesta seção se
referem ao sistema com esta distribuição p ∼ | sin θ|. Não notamos alteração significativa
nos resultados ao considerar outras distribuições, como p = 1/s com s = 20 ou s = 2. As
figuras apresentadas a seguir foram obtidas com t = 1, ∆m = ∆ = 0.1, δµ = 0, µ = 0,
s = 20, x = 0.01, η = 0.001 e vários valores para J .

Uma vez que nesta seção consideramos spins clássicos com distribuição p ∼ | sin θ|
em vez da situação com spins alinhados, a DOS de elétrons com spin para cima em sítios
nm é igual à DOS de elétrons com spin para baixo, Nnm,↑(ω) = Nnm,↓(ω). Além disso a
média da DOS de elétrons com spin para cima em sítios m é igual a esta média para os
elétrons com spin para baixo, 〈Nm↑(ω,S)〉S = 〈Nm↓(ω,S)〉S. Note que quando J = 0 o
sistema é equivalente a um supercondutor limpo, i.e. sem impurezas magnéticas, de forma
que as funções de Green normal e anômola, sejam elas em sítios nm ou m, correspondem
às funções de Green num supercondutor limpo (com x = 0). A Fig. 32(a) mostra a DOS
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Figura 32 – DOS total, N↑ +N↓, em um DMS onde os spins clássicos estão distribuídos
em várias direções. Aqui foi utilizado t = 1, ∆ = 0.1, ∆m = 0.1, µ = 0,
δµ = 0, x = 0.01 e broadening η = 0.001. O inset de cada painel mostra a
mesma função plotada no painel principal para baixas energias, |ω| < |∆|.
Os gráficos mostram um guia para os olhos em ω = 0. (a) Quando J = 0 as
impurezas magnéticas não produzem nenhum efeito, e a DOS em sítios nm
(mostrada no painel) é idêntica à DOS em sítios m, as quais equivalem a um
supercondutor sem impurezas magnéticas. (b) DOS em sítios nm com J = 0.6.
Note a presença de pequenas bandas de Shiba dentro do gap supercondutor.
(c) Média da DOS sobre sítios m com J = 0.6. As bandas de Shiba são bem
maiores nos sítios m. Essas bandas se aproximam uma da outra à medida em
que se aumenta o valor de J < 1. (d) Média da DOS sobre sítios m com J = 2.
Para este valor de J as bandas de Shiba se cruzaram (elas se sobrepõem em
J ' 1). Além disso outras bandas de impurezas aparecem em altas energias,
|ω| ' 2.5.

total N↑ + N↓ em sítios nm quando J = 0. A Fig. 32(b) mostra a DOS em sítios nm
quando J = 0.6, enquanto a Fig. 32(c) mostra a média da DOS em sítios m, também com
J = 0.6. Quando J 6= 0 surgem bandas de Shiba dentro do gap supercondutor, que se
aproximam uma da outra à medida em que se aumenta |J |. Quando |J | ' 1 as bandas
de Shiba estão sobrepostas e, ao continuar aumentando |J |, elas se cruzam. A Fig. 32(d)
mostra a média da DOS em sítios magnéticos com J = 2, após o cruzamento das bandas de
Shiba. Observe que para valores altos de J surgem outras bandas de impurezas em maiores
energias, |ω| > 2. Estes estados são semelhantes às bandas que surgem no semicondutor
magnético diluído da seção 7.2. As bandas de impurezas possuem um peso espectral muito
mais significativo em sítios magnéticos do que em sítios não magnéticos, uma vez que
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Figura 33 – Função de Green anômala F↑↓ obtida com os mesmos parâmetros utilizados
na Fig. 32. A parte real desta função de Green é mostrada nos painéis à
esquerda, (a), (c) e (e), enquanto a parte imaginária é mostrada nos painéis
à direita, (b), (d) e (f). (a) e (b) mostram as componentes desta função de
Green em sítios nm com J = 0, que corresponde ao supercondutor limpo. (c)
e (d) mostram a média da função de Green anômala em sítios m com J = 0.6.
(e) e (f) mostram a média desta função em sítios m com J = 2. O inset de
cada painel mostra a mesma função plotada no painel principal para baixas
energias.

surgem da hibridização de estados de YSR em que elétrons estão localizados nas impurezas
magnéticas (ou na vizinhança delas).

As Figs. 33(a)-33(b) mostram, respectivamente, a parte real e a imaginária da
função de Green anômala F↑↓ em sítios nm quando J = 0, i.e. para um supercondutor
limpo. Note que Im[F↑↓(ω)] se anula dentro do gap. Este pareamento supercondutor F↑↓ é
diferente em sítios magnéticos quando J 6= 0. As Figs. 33(c)-33(d) mostram a média desta
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função em sítios magnéticos 〈Fm(ω,S)〉S com J = 0.6. Enquanto a parte imaginária deste
pareamento contém bandas ou saliências nos intervalos de energias ω onde se encontram as
bandas de Shiba, a parte real do pareamento é linear nestas energias. As Figs. 33(e)-33(f)
exibem estas mesmas funções com J = 2 mostrando que, em comparação com J = 0.6, o
pareamento supercondutor também é expressivo em energias correspondentes às bandas de
impurezas em altas energias, |ω| > 2. Observe nos insets das Figs. 33(c)-33(f) que quando
as bandas de Shiba se cruzam em |J | ' 1 o sinal de 〈Fm(ω,S)〉S muda.

Nos sítios não magnéticos, por outro lado, a função de Green anômala praticamente
não se altera ao aumentar J , de forma que sua parte real Re[Fnm(ω)] é parecida com o
caso J = 0 da Fig. 33(a), enquanto sua parte imaginária Im[Fnm(ω)] é parecida com o
caso J = 0 da Fig. 33(b). Note que a parte real das funções de Green anômalas mostradas
nesta seção são funções pares da energia ω, enquanto a parte imaginária destas funções de
Green anômalas são funções ímares de ω. Isto significa que estas funções descrevem um
pareamento do tipo even-frequency.

A investigação mostrada na presente seção considerou várias direções possíveis para
os spins clássicos das impurezas magnéticas. Consideramos que tais spins clássicos estão
restritos ao plano xz e a probabilidade p de cada direção depende de seu ângulo θ com o
eixo z na forma p ∼ | sin θ|. Consideramos esta situação a fim de verificar os resultados
obtidos na Ref. [92] e obtivemos os mesmos resultados, os quais levantam algumas questões,
que passamos a discutir. Mencionamos que a média da função de Green anômala sobre
os sítios magnéticos muda de sinal ao aumentar o acoplamento além de |J | ∼ 1. Este
valor de |J | corresponde à ocasião em que as bandas de Shiba se sobrepõem. Ou seja, um
parâmetro de ordem supercondutor se anula e muda de sinal justamente quando duas
bandas energéticas se encontram e se cruzam. Isto é indício de uma transição de fase
ocorrendo no material. De fato, no caso de uma única impureza em um supercondutor
convencional, há uma mudança no sinal do pareamento supercondutor convencional no
sítio da impureza simultaneamente a uma transição de fase quântica de primeira ordem,
os quais ocorrem quando os estados de YSR se cruzam em Jcrit. Se J < Jcrit, os elétrons
estão todos pareados, enquanto se J > Jcrit um elétron se liga à impureza e ocorre uma
blindagem do spin desta [96]. Na próxima seção discutiremos com mais detalhes evidências
de uma transição de fase quântica no caso com muitas impurezas, na situação em que
todos os spins clássicos estão alinhados na mesma direção.

Além de considerar p ∼ | sin θ|, também verificamos o caso de uma distribuição de
probabilidade constante e independente do ângulo θ, p = 1/s, com s sendo um número par
(s = 20 e s = 2 por exemplo) e obtivemos resultados similares aos que apresentamos nas
Figs. 32-33. Em todas estas situações, para cada direção S possível para o spin clássico, a
direção oposta −S também é permitida e ambas possuem a mesma probabilidade p(S),
que é uma função par da direção S. As impurezas magnéticas quebram a simetria de
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Figura 34 – Funções calculadas em sítios magnéticos utilizando os mesmos parâmetros da
Fig. 32 e J = 0.6. Os spins clássicos das impurezas possuem várias direções
permitidas e as funções plotadas não correspondem a médias sobre todas as
direções possíveis, mas correspondem aos sítios cujo spin clássico S faz um
ângulo θ = 2π/20 com o eixo ẑ. (a) DOS de elétrons com spin para cima.
(b) DOS de elétrons com spin para baixo. (c) Parte real da função de Green
anômala F↑↓. (d) Parte imaginária da função de Green anômala F↑↓. O inset
de cada painel mostra a mesma função plotada no painel principal para baixas
energias.

reversão temporal, de forma que é permitido que apareçam componentes de pareamento do
tipo odd-frequency nas funções de Green anômalas. Contudo, o uso destas probabilidades
p(S) como funções pares da direção dos spins clássicos faz com que a média do pareamento
sobre todos os sítios magnéticos, 〈Fm(ω,S)〉S, descreva um pareamento puramente do tipo
even-frequency. Como consequência, o pareamento local nos sítios não magnéticos também
é somente do tipo even-ω. Por outro lado verificamos que Fm(ω,S), sem realizar a média
sobre as direções dos spins clássicos, não descreve um pareamento puramente even-ω, mas
contém uma componente do tipo odd-ω. A partir daqui e até o final deste capítulo os
resultados apresentados são novos e não constam no trabalho de François Jamet [92] que,
ao analisar os sítios magnéticos, apresentou apenas as médias sobre as direções, 〈· · · 〉S.

A Fig. 34 foi obtida utilizando os mesmos parâmetros que as figuras anteriores
nesta seção, a mesma distribuição de probabilidade p ∼ | sin θn| com s = 20 e J = 0.6.
Ela mostra densidades de estados e a função de Green anômala em sítios magnéticos nos
quais θ = 2π/20. Não escolhemos o ângulo θ = 0 pois p(θ = 0) = 0. A Fig. 34(a) mostra
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Nm↑ enquanto a Fig. 34(b) mostra Nm↓. Note que, neste caso, cada banda de Shiba é
majoritariamente composta por uma espécie eletrônica e, para J = 0.6, a banda de menores
energias é predominantemente relacionada a elétrons com spin para cima, enquanto a
banda de cima está mais relacionada com elétrons de spin para baixo. Nos sítios em que
θ = π/2, i.e. S = x̂ (não mostrado), as duas espécies eletrônicas contribuem com igual
peso para cada uma das bandas de Shiba. As Figs. 34(c)-34(d) mostram, respectivamente,
a parte real e a parte imaginária de Fm. Note que a parte real (imaginária) de Fm(ω,S)
não é simétrica (antissimétrica), de forma que o pareamento não é mais do tipo even-ω
apenas, mas também contém uma componente odd-ω. Este pareamento odd-ω é tripleto
de onda s.

Na Fig. 34 podemos notar alguma similaridade entre a densidade de estados dentro
do gap supercondutor e a parte imaginária da função de Green anômala. Observe que as
bandas de Shiba possuem o mesmo formato da ressonância que é vista em Im(Fm) [veja o
inset das Figs. 34(a), 34(b) e 34(d)]. Discutimos a similaridade destas funções na seção 7.4,
onde investigamos a situação em que todos os spins clássicos estão alinhados em uma
única direção e também verificamos outras questões levantadas na presente seção.

7.4 DMS com spins clássicos alinhados paralelamente

Na presente seção consideramos o caso em que os spins clássicos de todas as
impurezas magnéticas estão alinhados na mesma direção. Inspirados na seção anterior, em
que várias direções para tais spins foram permitidas, temos algumas perguntas a responder:
Quais tipos de pareamento supercondutor estão presentes neste sistema? Qual pareamento é
dominante? O sistema passa por uma transição de fase? Há alguma relação entre o formato
das bandas de Shiba e o pareamento supercondutor? Buscamos responder estas perguntas
a seguir. Na subseção 7.4.1 mostramos algumas propriedades do modelo. Em seguida, na
subseção 7.4.2 mostramos que há uma relação entre as bandas de Shiba e o pareamento
do tipo odd-ω, detalhando como este pareamento pode ser extraído experimentalmente
a partir da DOS. Por fim, na subseção 7.4.3 comparamos os parâmetros de ordem de
diferentes tipos de supercondutividade e discutimos se há mais pistas de uma transição de
fase no sistema.

7.4.1 Propriedades gerais do modelo

Antes de apresentar gráficos de densidades de estados e de funções de Green
anômalas, discutimos a seguir algumas propriedades das funções de Green obtidas pelas
equações de DMFT, as quais podem nos ajudar na compreensão de um sistema DMS.
Verificamos numericamente que a função de Green anômala retardada satisfaz

F↑↓(ω) = [F↓↑(−ω)]∗. (7.6)
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Esta expressão é válida para sítios m e nm separadamente. Ao definir as componentes
de even-frequency F e

αβ(ω) = [Fαβ(ω) + Fαβ(−ω)∗]/2 e odd-frequency F o
αβ(ω) = [Fαβ(ω)−

Fαβ(−ω)∗]/2, em que α =↑, ↓, β =↑, ↓ e α 6= β, elas satisfazem F e,o
αβ (ω) = ±F e,o

αβ (−ω)∗.
Devido à Eq. (7.6) essas funções são tais que F e

↑↓(ω) = −F e
↓↑(ω) e F o

↑↓(ω) = +F o
↓↑(ω), o

que significa que F e
↑↓ e F e

↓↑ descrevem um pareamento do tipo even-frequency singleto,
enquanto F o

↑↓ e F o
↓↑ descrevem um pareamento do tipo odd-frequency tripleto. Quando

S = ẑ as funções F↑↑ e F↓↓ são nulas.

Por outro lado verificamos que quando as impurezas estão totalmente polarizadas
na direção x̂ ou ŷ, as funções F↑↓ e F↓↑ possuem unicamente a componente de even-ω,
enquanto a componente de odd-ω está presente nas funções F↓↓ e F↑↑. De modo geral, para
qualquer direção S a matriz com as funções de Green anômalas retardadas F̂ (ω) satisfaz

F̂ (ω) =
 F↑↑(ω) F↑↓(ω)
F↓↑(ω) F↓↓(ω)

 = F e(ω)(iσy) + F o(ω)(Ŝ · σ)(iσy), (7.7)

onde F e(ω) e F o(ω) independem da direção de S. Semelhantemente, a matriz 2× 2 com
as funções de Green normais satisfaz

Ĝ2×2(ω) =
 G↑(ω) G↑↓(ω)
G↓↑(ω) G↓(ω)

 = ge(ω)1+ go(ω)(Ŝ · σ), (7.8)

onde Gαβ(ω) é o propagador eletrônico de um estado com spin β para um estado com
spin α. Verificamos que Im[ge(ω)] e Re[go(ω)] são funções simétricas, enquanto Re[ge(ω)]
e Im[go(ω)] são funções antissimétricas, se δµ = µ = 0. As Eqs. (7.7)-(7.8) são válidas para
sítios magnéticos e sítios não-magnéticos.

Também verificamos numericamente que as funções de Green avançadas satisfazem
F̂A(ω) = F e(ω)∗(iσy) + F o(ω)∗(Ŝ · σ)(iσy) e ĜA

2×2(ω) = ge(ω)∗1+ go(ω)∗(Ŝ · σ), onde as
funções F e,o(ω), ge,o(ω) são as mesmas que aparecem nas expressões para funções de Green
retardadas. Finalmente, a matriz com as funções retardadas F̂ satisfaz SPOT (F̂ ) = −F̂A,
que é uma condição necessária para as funções de Green anômalas no eixo real, devido à
antissimetria dos elétrons [19] (ver seção 6.2).

Uma vez que compreendemos como a direção de S afeta as funções de Green, a
partir daqui nos restringimos à situação em que todos os spins clássicos estão na direção
S = +ẑ. Nesse caso as densidades de estados de elétrons com spin para cima e para baixo
carregam informações de ambas as funções ge e go, enquanto a função de Green anômala
F↑↓ carrega informações de F e e F o.

Conforme discutido anteriormente, ao posicionar todos os spins clássicos na direção
S = ẑ é possível usar o spinor de Nambu φi =

(
ci,↑(τ) c†i,↓(τ)

)T
e definir a função

de Green como uma matriz 2 × 2, Ĝi(τ) = −〈Tφi(τ)φ†i(0)〉. A partir da equação de
DMFT (7.4) para esta função de Green, derivamos analiticamente a relação

Ĝnm(ω;x, J,∆, µ) = −Ĝ∗m(−ω + J ; 1− x, J,−∆,−µ). (7.9)
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Esta equação foi derivada no caso particular em que δµ = 0 e considerando o mesmo valor
para o pareamento ∆ em sítios m e nm. Esta relação basicamente nos diz que, ao inverter
a concentração de impurezas x→ 1− x, a DOS de elétrons com spin para cima em sítios
não magnéticos (ou magnéticos) se torna a DOS de elétrons com spin para baixo em sítios
magnéticos (ou não magnéticos), com energia ω deslocada por J . Algo similar ocorre com
a função de Green anômala: tal função em sítios magnéticos se torna a função em sítios
não magnéticos com energia deslocada por um termo J . Este deslocamento energético por
um termo J sugere que a parte real (imaginária) da função de Green anômala não é mais
simétrica (antissimétrica). Portanto, o pareamento dos elétrons no material supercondutor
será uma superposição de pareamentos dos tipos even-ω e odd-ω.

A seguir veremos mais algumas características das densidades de estados e funções
de Green anômalas no nosso modelo DMS, as quais podem ser verificadas por meio da
Fig. 35, que foi obtida utilizando t = 1, µ = −0.05, δµ = −0.5, ∆ = −0.1, ∆m = 0,
J = −0.65, x = 0.01 e broadening η = 10−3 (necessário quando se faz a continuação
analítica iω → ω + iη). Nas Figs. 35(a), 35(c) e 35(e) são mostradas, respectivamente, a
DOS, Re[F↑↓(ω)] e Im[F↑↓(ω)] em sítios magnéticos, enquanto nas Figs. 35(b), 35(d) e
35(f) são mostradas essas mesmas funções em sítios não magnéticos.

Embora tenhamos considerado ∆m = 0, um gap supercondutor é gerado nos sítios
magnéticos devido ao efeito de proximidade com os sítios supercondutores [107]. Também
ocorre o surgimento de bandas de impurezas dentro do gap, as quais são totalmente
polarizadas [ver Fig. 35(a)], ou seja, uma banda é formada unicamente por elétrons
com spin para cima e outra banda corresponde aos de spin para baixo quando todas as
impurezas clássicas estão polarizadas na mesma direção S = ẑ. Essa mesma polarização
das bandas de Shiba ocorre nos sítios não magnéticos, embora em tais sítios essas bandas
sejam menores [ver Fig. 35(b)].

As bandas de Shiba se aproximam ao aumentar |J |, se cruzam quando |J | ∼ 1 e
outras bandas de impurezas de maiores energias surgem quando |J | é grande o suficiente,
de forma semelhante à que foi vista na seção 7.3, em que os spins clássicos podem possuir
várias direções. No caso da presente seção, porém, todas as bandas de impurezas são
polarizadas, i.e. cada uma delas corresponde a apenas uma espécie eletrônica (spin para
cima ou spin para baixo). É possível perceber que, no sistema fora de simetria partícula-
buraco (µ 6= 0 ou δµ 6= 0), as bandas de impurezas têm pesos diferentes para cada espécie
eletrônica. Por exemplo, na Fig. 35(a) a banda de Shiba de elétrons com spin para cima
possui um peso espectral maior do que a banda de spin para baixo.

Pelas Figs. 35(c) e 35(e) podemos notar o surgimento de pareamento tipo odd-ω em
sítios magnéticos devido à quebra de simetria de reversão temporal causada pelo campo
magnético efetivo nas impurezas [19], de forma semelhante à que acontece no caso de
uma única impureza magnética [93,126]. Este pareamento odd-ω está presente em todo o
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Figura 35 – Resultados numéricos obtidos utilizando as equações de DMFT (7.2) com
t = 1, µ = −0.05, δµ = −0.5, ∆ = −0.1, ∆m = 0, J = −0.65, x = 0.01 e
broadening η = 10−3. O painel (a) mostra todo o espectro de N↑ e N↓ em sítios
m, enquanto (b) mostra estas funções em sítios nm. O inset destas figuras
mostra o comportamento de N↑ e N↓ em baixas energias |ω| < |∆|. A parte
real de F↑↓ em sítios m é mostrada em (c) e em sítios nm é mostrada em (d),
enquanto a parte imaginária de F↑↓ em sítios m é mostrada em (e) e em sítios
nm em (f), para baixas energias. As componentes de even-ω e odd-ω destas
funções também são mostradas.

sistema, sendo consideravelmente menor em sítios não magnéticos [compare os painéis (c)
e (e) com os (d) e (f)]. Na próxima subseção mostramos como o pareamento supercondutor
pode ser obtido a partir da DOS em sítios magnéticos.

7.4.2 Extraindo o pareamento odd-frequency da DOS

Enquanto a densidade de estados pode ser obtida experimentalmente a partir
de medidas de STS (scanning tunneling spectroscopy), geralmente é difícil extrair a
função supercondutora F (ω) e, em particular, a componente de odd-ω. Recentemente foi
mostrado que esta função supercondutora pode ser extraída num sistema composto por



7.4. DMS com spins alinhados 101

uma única impureza magnética num supercondutor. Em trabalho do qual participei [93],
exploramos o problema de uma única impureza e derivamos uma expressão analítica
relacionando a parte simétrica da densidade de estados no sítio magnético com a parte
imaginária de F o

m(ω), aplicando, em seguida, tal expressão a medições de STS. Na presente
seção nós generalizamos a abordagem desenvolvida para uma impureza para o presente
sistema composto por várias impurezas magnéticas diluídas num supercondutor (DMS),
no qual há bandas de Shiba com pareamento odd-ω delocalizados no sistema. Para
esta finalidade, primeiramente investigamos como as bandas de Shiba escalam com a
concentração de desordem x. Em seguida, derivamos expressões analíticas relacionando
a densidade de estados com a função supercondutora. Os resultados apresentados aqui
podem ser encontrados na Ref. [94] já citada.

7.4.2.1 Bandas de Shiba e a concentração de impurezas

Note, na Fig. 35(a), que as bandas de Shiba em sítios magnéticos possuem um
formato semicircular, o qual reflete o formato da densidade de estados da rede de Bethe
D(ε). De fato, a presença de uma banda de quasipartículas com uma massa renormalizada
e uma densidade de estados que reflete a DOS da rede não interagente é uma característica
de soluções da DMFT para estados metálicos fortemente interagentes [140]. Aqui, os
estados fortemente correlacionados são aqueles correspondentes à rede de sítios magnéticos,
que estão sujeitos à interação J . Assim, é de se esperar que esta banda de quasipartículas
carregue informações sobre a concentração de impurezas x.

Fizemos vários gráficos das bandas de Shiba em sítios m variando x e mantendo os
demais parâmetros do sistema constantes, considerando valores pequenos para o broadening
η. Percebemos que a altura das bandas de Shiba escala com ∼ x−1/2, enquanto a largura
destas bandas escala com ∼ x1/2. Considerando isto e que o formato das bandas de Shiba
reflete o formato da rede não interagente D(ε), derivamos que

N↑/↓(ω) = a↑/↓
bx1/2D

(
ω ∓ E0

bx1/2

)
, (7.10)

onde E0, b, a↑ e a↓ dependem dos parâmetros do modelo t, µ, δµ, ∆, ∆m e J , mas não
variam significativamente com x no regime em que x� 1. Observe que ω = ±E0 são as
posições centrais das bandas de Shiba. A princípio a↑ e a↓, que são associados às alturas
das duas bandas de Shiba, podem ser diferentes um do outro. Na Fig. 36(a) mostramos
a banda de Shiba superior (com ω > 0) para vários valores diferentes de x, utilizando
os mesmos parâmetros da Fig. 35 mas com um broadening menor, η = 10−4. O colapso
de todas as curvas sobre a mesma curva demonstra a validade da escala com x discutida
acima.

Uma expressão semelhante se aplica para Im[F o
m(ω)],

Im[F o
m(ω)] = aF

bx1/2

∑
s=±1

D
(
ω − sE0

bx1/2

)
. (7.11)
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Figura 36 – Bandas de Shiba centradas em E0 > 0 usando os mesmos parâmetros da
Fig. 35, mas com η = 10−4 e fazendo uma escala com x. Os eixos horizontais
foram multiplicados por x−1/2 e os verticais por x1/2. (a) mostra N↑ usando
x = 0.0001, 0.001, 0.005, 0.01, 0.015, 0.02, 0.025, 0.03. (b) mostra Im[F o

m(ω)]
usando x = 0.0001, 0.001, 0.005, 0.01. As bandas de Shiba se sobrepõem
para x > 0.01 e Im[F o

m(ω)] se torna a superposição de dois semicírculos. Por
esta razão as curvas com valores mais altos de x foram omitidas em (b). Foi
importante considerar um broadening pequeno para que as curvas viessem a
se sobrepor adequadamente.

Veja na Fig. 36(b) que as curvas de Im[F o
m(ω)] também se colapsam ao utilizar a mesma

escala com x. Note que os parâmetros b e E0 que aparecem nesta expressão são os mesmos
que aparecem na Eq. (7.10), para um dado valor dos parâmetros do Hamiltoniano t,
µ, δµ, ∆, ∆m e J . Ou seja, as posições, a largura e o formato das bandas de Shiba na
DOS correspondem às posições, a largura e o formato das ressonâncias que aparecem em
Im[F o

m(ω)]. O que varia é a altura das ressonâncias, que em Im[F o
m(ω)] é proporcional a

aF . Note na Eq. (7.11) que, dependendo dos valores de E0 e bx1/2, as duas ressonâncias
podem se sobrepor, ou seja, a banda de Shiba de spin para cima pode se sobrepor com a
de spin para baixo.

As Eqs. (7.10)-(7.11) nos levam a uma relação útil entre o pareamento tipo odd-ω
e a densidade de estados,

Im[F o
m(ω)] = aF

[
N↑(ω)
a↑

+ N↓(ω)
a↓

]
. (7.12)

As expressões (7.10)-(7.12) são válidas mesmo quando as bandas de Shiba se sobrepõem.
A Eq. (7.12), obtida a partir de observações numéricas, é semelhante à expressão que
foi obtida analiticamente no caso de uma única impureza magnética [93]. Assim, neste
trabalho se demonstra que a validade desta expressão é estendida para o caso de bandas de
Shiba delocalizadas ao longo de um supercondutor com uma concentração x de impurezas.
Na subseção 7.4.2.2 demonstramos analiticamente a validade desta expressão.

As Eqs. (7.10)-(7.11) foram obtidas utilizando valores muito pequenos para o
broadening, η = 10−4 ' 0+. Neste caso, observamos que a função de Green em torno de
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uma banda de Shiba possui a forma

Gm↑/↓(ω) = πf↑/↓ω + d↑/↓ − iπ
a↑/↓
bx1/2D

(
ω ∓ E0

bx1/2

)
, (7.13)

com parâmetros adicionais f↑/↓ e d↑/↓. A fim de considerar valores finitos para η, tais
expressões precisam ser generalizadas. Substituindo ω → ω + iη na expressão anterior
podemos encontrar uma expressão para N↑/↓(ω) = −Im[Gm↑/↓(ω + iη)]/π. Impondo que
limω→±∞N↑/↓(ω) = 0, encontramos

N↑/↓(ω) = a↑/↓
bx1/2

{
Re
[
D
(
ω ∓ E0 + iη

bx1/2

) ]
− gη

bx1/2

}
.

(7.14)

Para a rede de Bethe que estamos considerando, g = D(0)/W = 1/(2πt2), onde W = 2t é
um cutoff para a banda energética no estado normal. O mesmo raciocínio aplicado acima
para obter uma expressão para N↑/↓(ω) com η finito pode ser usado para Im[F o

m(ω)], de
forma que chegamos em

Im[F o
m(ω)] = aF

bx1/2

∑
s=±

{
Re
[
D
(
ω − sE0 + iη

bx1/2

) ]
− gη

bx1/2

}
. (7.15)

As Eqs. (7.14)-(7.15) estão em perfeita concordância com curvas numéricas obtidas com
diversos valores de η e x. No limite de uma única impureza x→ 0 as Eqs. (7.14)-(7.15) se
tornam funções Lorentzianas,

N↑/↓ = ηa↑/↓/π

(ω ∓ E0)2 + η2 , (7.16)

Im[F o
m(ω)] =

∑
s=±

ηaF/π

(ω − sE0)2 + η2 . (7.17)

Comparando as equações anteriores, concluímos que a Eq. (7.12) também é válida
para valores arbitrários de x e η. Tal expressão nos permite determinar Im[F o

m] a partir
da densidade de estados, a qual pode ser obtida a partir de experimentos de STS, se
tivermos informações sobre as constantes a↑/↓ e aF . Conforme mencionado anteriormente,
os coeficientes a↑/↓, aF e E0 não variam significativamente com a concentração de impurezas
no regime em que x� 1. Expressões para esses coeficientes podem ser mais facilmente
determinadas no limite de uma única impureza, o que será calculado na sebseção a seguir.
Assim, se a concentração de impurezas x for pequena e se a densidade de estados no estado
normal, na ausência de impurezas, puder ser assumida aproximadamente constante em
baixas energias, o que é o caso de muitos dos supercondutores convencionais, temos que

aF = sgn(J∆)π2
√
a↑a↓. (7.18)

Este resultado, que será demonstrado na próxima subseção, foi derivado considerando
o caso em que ∆m = 0, de forma que o pareamento em sítios m é gerado por efeito de
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Figura 37 – Im[F o
m(ω)] obtida usando os mesmos parâmetros da Fig. 35 e η = 10−3,

mas com diferentes valores de x, x = 0.01, onde as duas bandas de Shiba
não se sobrepõem, e x = 0.03, onde as duas bandas se sobrepõem, dando
origem a uma ressonância em torno de ω = 0. As linhas contínuas foram
obtidas utilizando as equações de DMFT (7.2), enquanto as linhas tracejadas
correspondem à Eq. (7.19).

proximidade. Substituindo esta expressão na Eq. (7.12) encontramos a seguinte expressão,
a qual relaciona o pareamento odd-ω com as densidades de estados N↑/↓(ω),

Im[F o
m(ω)] = sgn(J∆)π2

√
N↑(E0)N↓(−E0)

[
N↑(ω)
N↑(E0) + N↓(ω)

N↓(−E0)

]
. (7.19)

Note que em muitos casos as duas bandas de Shiba não se sobrepõem em ω = 0 e
assim possuem polarização de spin, como mostrado na Fig. 35(a). Neste caso podemos
identificar N↑(ω) = N(ω > 0) e N↓(ω) = N(ω < 0), onde N(ω) = N↑(ω) + N↓(ω)
é a densidade de estados total, a qual é mais facilmente obtida a partir de medições
convencionais de STS. Então podemos escrever

Im[F o
m(ω)] = sgn(J∆)π2

√
N(E0)N(−E0)

[
N(ω)

N
(
sgn(ω)E0

)]. (7.20)

Mesmo quando as duas bandas de YSR se sobrepõem perto de ω = 0, ainda pode ser
possível realizar um ajuste experimental da densidade de estados que separe as componentes
N↑/↓(ω). Então a Eq. (7.19) pode ser usada como uma boa aproximação, se as bandas de
Shiba se sobrepõem em um curto intervalo dentro do gap supercondutor. Quando não for
possível realizar este ajuste experimental da densidade de estados, pode-se tentar medir as
componentes N↑/↓(ω) separadamente através de STS dependente de spin [141].

Na Fig. 37 mostramos Im[F o
m(ω)] obtida para diferentes valores de x, incluindo um

caso em que as bandas de Shiba se sobrepõem em torno de ω = 0. As linhas tracejadas
foram obtidas a partir da Eq. (7.19) e são comparadas com as soluções diretas das equações
de DMFT (7.2), mostradas em linhas contínuas. A proximidade dessas curvas evidencia a
validade da análise e resultados apresentados aqui. Por fim, note que após obter Im[F o

m(ω)]
por meio do método apresentado aqui, através das relações de Kramers-Kronig podemos
também obter Re[F o

m(ω)].
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Sabemos que a supercondutividade é rapidamente destruída à medida em que se
aumenta a concentração de impurezas magnéticas [21,22]. Por este motivo as expressões
que mostramos aqui só são válidas se a concentração de impurezas for pequena o suficiente.

7.4.2.2 Derivando os resultados

Nesta subseção primeiro demonstramos analiticamente a validade da Eq. (7.12)
para uma densidade pequena de impurezas x � 1 a partir das equações de DMFT.
Em seguida derivamos expressões para os coeficientes a↑/↓ e aF no limite de uma única
impureza magnética no sistema, também utilizando as equações de DMFT para esta
finalidade. Seguimos aqui alguns dos passos dados em [93]. Por simplicidade consideramos
que ∆m = 0, embora as contas possam ser generalizadas para permitir ∆m 6= 0.

Pelas Eqs. (7.4), temos

Ĝ−1
m = Ĝ−1

nm + R̂, (7.21)

onde R̂ = δµτ
z + ∆τx− J1. Substituindo as expressões para as inversas das matrizes 2× 2

Ĝm e Ĝnm na Eq. (7.21), obtivemos as relações

Fm(ω)
detĜm(ω)

= Fnm(ω)
detĜnm(ω)

−∆, (7.22)

Gm↑(ω)
detĜm(ω)

= Gnm↑(ω)
detĜnm(ω)

− J − δµ, (7.23)

−
G∗m↓(−ω)
detĜm(ω)

= −
G∗nm↓(−ω)
detĜnm(ω)

− J + δµ. (7.24)

Da Eq. (7.22) se encontra uma expressão para detĜm(ω) e, usando-a nas Eqs. (7.23)-(7.24),
se encontra

N↑(ω)±N↓(ω) = − 1
π

Im
{

Fm(ω)
Fnm(ω)−∆detĜnm(ω)

[
Gnm↑(ω)− (J + δµ)detĜnm(ω)

]
± F ∗m(−ω)
F ∗nm(−ω)−∆detĜ∗nm(−ω)

[
Gnm↓(ω) + (J − δµ)detĜ∗nm(−ω)

]}
.

(7.25)

Note que a Eq. (7.25) foi obtida das equações de DMFT (7.4) sem nenhuma aproximação
adicional. Assumindo uma baixa densidade de impurezas x� 1 podemos supor que os sítios
nm são fracamente afetados pelas impurezas. Então podemos escrever Ĝnm(ω) ' Ĝs(ω),
em que Ĝs é a função de Green do supercondutor limpo, e a Eq. (7.25) leva a

N↑(ω)±N↓(ω) = − 2
π

Im
[
Gs(ω)− δµdetĜs(ω)
Fs(ω)−∆detĜs(ω)

F e/o
m (ω)− JdetĜs(ω)

Fs(ω)−∆detĜs(ω)
F o/e
m (ω)

]
,

(7.26)
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Figura 38 – Densidade de estados, N↑(ω) + N↓(ω), usando os mesmos parâmetros da
Fig. 35 com x = 0.01 e η = 10−3. As linhas sólidas azuis correspondem à
solução das equações de DMFT (7.2). Em (a), a linha tracejada vermelha
corresponde à Eq. (7.25), mostrando que ela é exata para todo o espectro. Em
(b), a linha tracejada vermelha corresponde à expressão aproximada (7.26),
mostrando que esta última é uma boa aproximação para a primeira para um
longo intervalo de energias.

onde Gs(ω) e Fs(ω) são funções de Green normal e anômala, respectivamente, e são
elementos da matriz Ĝs(ω).

A Fig. 38 compara N↑(ω) +N↓(ω) obtida numericamente a partir das equações de
DMFT (7.4) (curva azul contínua) com expressões analíticas (curva vermelha tracejada).
A Eq. (7.25) é plotada na Fig. 38(a), enquanto a Eq. (7.26) é mostrada na Fig. 38(b).
Foram usados Gs, Fs, Gnm, Fnm, F e

m e F o
m obtidos numericamente. A Eq. (7.25) é exata

e, portanto, na Fig. 38(a) as duas curvas são idênticas em todo o espectro. Note pela
Fig. 38(b) que a Eq. (7.26) é uma boa aproximação para a solução da equação de DMFT
para um longo intervalo de energias. Contudo, esta aproximação pode ser inapropriada para
altas energias |ω| ∼ W , onde Ĝnm(ω) pode ser mais fortemente afetado pelas impurezas e
a aproximação Ĝnm(ω) ' Ĝs(ω) se torna falha.

Para |ω| < |∆|, i.e. dentro gap supercondutor, podemos aproximar o denominador
da Eq. (7.26) por Fs(ω) − ∆detĜs(ω) ' Fs(ω) se |∆/t| � 1, que é o caso dos super-
condutores convencionais. Da definição F e/o

m (ω) = [Fm(ω)± Fm(−ω)∗]/2, calculamos que

Im{F e
m(ω)− sgn(ωE0)[F o

m(ω)− Fm(−sgn(E0)|ω|)]} = 0. (7.27)

Multiplicando esta igualdade por [Gs(ω)−G∗s(−ω)]/[πFs(ω)] e adicionando o resultado à
Eq. (7.26), encontramos

N↑(ω) +N↓(ω) = Co(ω)Im[F e
m(ω)] + Ce(ω)Im[F o

m(ω)]

+Cr(ω)Im[Fm(−sgn(E0)|ω|)], (7.28)
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onde

Co(ω) = − 1
π

Gs(ω) +G∗s(−ω)
Fs(ω) + 2δµ

π

detĜs(ω)
Fs(ω) ,

Ce(ω) = 2J
π

detĜs(ω)
Fs(ω) − sgn(ωE0)

π

Gs(ω)−G∗s(−ω)
Fs(ω) ,

Cr(ω) = sgn(ωE0)
π

Gs(ω)−G∗s(−ω)
Fs(ω) . (7.29)

Estas funções podem ser simplificadas para ω dentro do gap, onde as partes
imaginárias de Gs(ω) e Fs(ω) se anulam. Para uma dada densidade de estados D(ε), estes
coeficientes Co(ω), Ce(ω) e Cr(ω) podem ser expressos em termos dos parâmetros do
modelo (veja o Apêndice C.1) fazendo uma expansão em série de potências de D(ε) em
torno de ε = µ e mantendo os termos de primeira ordem. Encontramos

Co(ω) '
[
− 4
π2
D′(µ)W
D(µ) + 2δµD(µ)

] √
∆2 − ω2

∆ ,

Ce(ω) ' 2J D(µ)
√

∆2 − ω2

∆ − sgn(E0) 2
π

|ω|
∆ ,

Cr(ω) ' sgn(E0) 2
π

|ω|
∆ . (7.30)

Aqui, W é um cutoff proporcional à largura de banda e D′(ε) é a derivada da densidade de
estados. A função Im[Fm(ω)] se anula fora da ressonância que ocorre em torno de ω = E0

[veja por exemplo a Fig. 35(e)] e então a função Im[Fm(−sgn(E0)|ω|)], que aparece na
Eq. (7.28), se anula para todo ω onde as bandas de Shiba não se sobrepõem. Além disso,
se x é pequeno o suficiente, é esperado que estas bandas venham a se sobrepor apenas
para |ω| � |∆|, onde Cr(ω) é desprezível [veja a Eq. (7.30)]. Então o último termo da
Eq. (7.28) será desprezado.

A função Im[F e
m(ω)] é antissimétrica, enquanto Im[F o

m(ω)], Ce(ω) e Co(ω) são
simétricas em relação a ω. Extraindo a parte simétrica (s) e a parte antissimétrica (a) da
Eq. (7.28) obtemos

[N↑(ω) +N↓(ω)]s/a ' Ce/o(ω)Im[F o/e
m (ω)]. (7.31)

Agora note que as funções N(ω) = N↑(ω) +N↓(ω) e Im[F o/e
m (ω)] se anulam rapidamente

quando se afasta de ω = E0, enquanto Co(ω) e Ce(ω) variam lentamente perto de ω = E0.
Então podemos substituir Ce/o(ω) por Ce/o(E0):

[N↑(ω) +N↓(ω)]s/a ' Ce/o(E0)Im[F o/e
m (ω)]. (7.32)

A Eq. (7.32) é, portanto, uma boa aproximação mesmo quando as bandas de YSR se
sobrepõem, se esta sobreposição ocorre num curto intervalo dentro do gap.

Agora derivamos a relação entre o pareamento odd-ω e a densidade de estados,
Eq. (7.12), que inferimos através da análise de como as bandas de Shiba escalam com



108 Capítulo 7. Modelo e resultados

x. Primeiro note que integrando a Eq. (7.10) se encontra
´ +∞
−∞ N↑/↓dω = a↑/↓, e então

N↑(−ω)/a↑ = N↓(ω)/a↓. Usando esta relação na Eq. (7.32) se recupera a Eq. (7.12) desde
que

aF = a↑ + a↓
2Ce(E0) . (7.33)

Note que Ce(E0) é calculado pela Eq. (7.30) e, pela Eq. (7.12), podemos finalmente extrair
o pareamento odd-ω se pudermos determinar o acoplamento magnético J . Como este
acoplamento pode ser difícil de extrair a partir de experimentos, a seguir simplificamos
a Eq. (7.33) utilizando o limite de uma única impureza. Lembre-se de que aF , a↑ e a↓
independem de x no regime x� 1.

A partir das equações de DMFT para uma única impureza, x→ 0, temos

Ĝm = [Ĝ−1
s + R̂]−1

= 1
det[Ĝ−1

s (ω) + R̂]

 g11 g12

g21 g22

 , (7.34)

onde

g11 = Gs(ω)
det[Ĝs(ω)]

− J − δµ,

g12 = g21 = Fs(ω)
det[Ĝs(ω)]

−∆,

g22 = − G∗s(−ω)
det[Ĝs(ω)]

− J + δµ. (7.35)

Podemos considerar Fs(ω)/detĜs(ω) − ∆ ' Fs(ω)/detĜs(ω) para |ω| < |∆| quando
|∆|/t� 1. O denominador da Eq. (7.34) pode ser reescrito como

1
det[Ĝ−1

s (ω) + δµτ z − J1]
= det[Ĝs(ω)]

Fs(ω)ζ(ω) , (7.36)

onde

ζ(ω) = (J2 − δ2
µ)det[Ĝs(ω)]

Fs(ω) + δµ
Gs(ω) +G∗s(−ω)

Fs(ω) − JGs(ω)−G∗s(−ω)
Fs(ω) + F−1

s (ω).

(7.37)

Note que as funções que aparecem na Eq. (7.37) são dadas explicitamente nas Eqs. (C.6)-
(C.9). Há um polo na função de Green quando a função ζ(ω) se anula, o qual produz os
estados de YSR dentro do gap. Isso ocorre em ω = E0 dado por

E0 = −sgn(α) |∆|γ√
γ2 + 4α2 , (7.38)

onde definimos γ = 1−hAβ+β2−α2, α = πD(µ)J , β = πD(µ)δµ e hA = 4D′(µ)W/[πD(µ)].
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Em seguida, realizando a inclusão de um broadening η finito nas funções Gs(ω) e
Fs(ω), substituindo essas expressões na Eq. (7.34) e fazendo uma expanção de Ĝm(ω) em
torno de ω = E0, encontramos as expressões Lorentzianas das Eqs. (7.16)-(7.17), com a
condição de que os coeficientes a↑/↓, aF satisfaçam

a↑/↓ = 2πD(µ)|α∆|[γ + 2α2 ± α(−hA + 2β)]
(γ2 + 4α2)3/2 , (7.39)

aF = π2D(µ)α∆
γ2 + 4α2 , (7.40)

onde consideramos hA = 4D′(µ)W/[πD(µ)]� 1, i.e. assumimos que a densidade de estados
no estado normal é quase constante em baixas energias. A partir das Eqs. (7.39)-(7.40)
calculamos que

aF = sgn(α∆)π2
√
a↑a↓, (7.41)

o que prova a Eq. (7.18). Também reescrevemos Ce(E0), calculado pela Eq. (7.30), usando
a Eq. (7.38),

Ce(E0) = 2sgn(α∆)(γ + 2α2)
π
√
γ2 + 4α2

= sgn(α∆)(a↑ + a↓)
π
√
a↑a↓

. (7.42)

Conforme discutido anteriormente, embora a Eq. (7.41) tenha sido derivada no
regime de uma única impureza, ela também é válida para uma concentração finita e
pequena de impurezas. Assim, provamos a validade da Eq. (7.19), a qual nos permite
obter o pareamento supercondutor do tipo odd-frequency em sítios magnéticos a partir de
medições da densidade de estados. Vimos ao longo deste trabalho que um supercondutor
magnético diluído possui pareamentos do tipo even-ω singleto e odd-ω tripleto. Na próxima
seção utilizamos parâmetros de ordem para quantificar cada um desses pareamentos, bem
como verificamos a presença de um outro tipo de pareamento supercondutor: even-ω
tripleto de paridade espacial ímpar (e.g. de onda p).

7.4.3 Cálculo dos parâmetros de ordem

Mencionamos na seção 7.3 que, quando há várias direções possíveis para os spins
clássicos das impurezas, o pareamento supercondutor F (ω) sofre algumas mudanças quando
as bandas de Shiba se cruzam em J ' 1. Naquele caso havia uma mudança de sinal na
componente even-ω em sítios magnéticos. No caso investigado na presente seção, onde
todos os spins clássicos estão alinhados, há uma mudança de sinal na componente even-ω
em sítios magnéticos e também na componente odd-ω nos sítios não magnéticos. Esta
mudança no sinal de F e,o(ω) se dá em quase todo o espectro energético. Na presente
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subseção investigamos evidências da existência de uma transição de fase quântica no sistema
quando J ' 1. Também procuramos quantificar e comparar os diferentes pareamentos
supercondutores que podem estar presentes no sistema. Para este fim definimos parâmetros
de ordem independentes do tempo e da frequência ω, os quais são mais fáceis de analisar
do que a função supercondutora F (ω) que temos usado até o momento. Discutimos um
parâmetro de ordem para o pareamento do tipo odd-frequency seguindo as Refs. [19,104,125].
Para simplificar as contas, nesta subseção consideramos δµ = 0, de forma que todos os
sítios, magnéticos e não magnéticos, possuem o mesmo potencial químico. Também usamos
∆m = ∆nm = ∆, que é razoável em algumas situações em que o pareamento gerado por
efeito de proximidade nos sítios m possui a mesma ordem de grandeza que em sítios nm.
Utilizamos este regime apenas visando obter resultados preliminares. Tais resultados serão
generalizados para valores arbitrários de ∆m e δµ num futuro próximo.

Considere as funções

F s
i,j(τ) = Fi↑,j↓(τ)− Fi↓,j↑(τ)

2 , (7.43)

F Tx
i,j (τ) = Fi↓,j↓(τ)− Fi↑,j↑(τ)√

2
, (7.44)

F Ty
i,j (τ) = −iFi↓,j↓(τ) + Fi↑,j↑(τ)√

2
, (7.45)

F Tz
i,j (τ) = Fi↑,j↓(τ) + Fi↓,j↑(τ)√

2
, (7.46)

onde τ é um tempo imaginário e Fiα,jβ = −〈Tτciα(τ)cjβ(0)〉, α, β =↑, ↓. A função dada
pela Eq. (7.43) se refere a um pareamento singleto de elétrons nos sítios i e j enquanto as
Eqs. (7.44)-(7.46) são as componentes de um vetor de pareamento do tipo tripleto F T

i,j(τ).
Quando i = j = 0 omitimos um índice e usamos, para simplificar, F s

0 = F s
0,0(τ = 0) como

parâmetro de ordem para o pareamento do tipo even-ω singleto e OT
0 = dFT

0,0
dτ

(τ = 0)
como um parâmetro de ordem para o pareamento odd-ω tripleto no sítio i = 0. Ambos os
parâmetros de ordem são do tipo onda s, uma vez que são pareamentos de elétrons no
mesmo sítio.

A seguir derivamos uma expressão relacionando o parâmetro de ordem de odd-ω
com outros parâmetros de ordem. Tomando a derivada de F0,σσ′(τ) = −〈Tτc0,σ(τ)c0,σ′(0)〉
e usando a equação de movimento dc0,σ(τ)

dτ
= [H, c0,σ](τ) encontramos

dF0,σσ′

dτ
(τ = 0) = −〈[H, c0,σ]c0,σ′〉. (7.47)

Calculando o comutador acima, encontramos[
H, c0,σ

]
= −

∑
〈0,j〉

tj,0cjσ − J
∑
βθ

Sθ0σ
θ
σβc0β + ∆∗(c†0↑δ↓σ − c

†
0↓δ↑σ) + µc0,σ, (7.48)

onde δαβ = 1 se α = β e δαβ = 0 se α 6= β, σθ são as matrizes de Pauli com θ = x, y, z e
S0 é o spin clássico no sítio i = 0 se este sítio é um sítio magnético e é zero caso contrário.
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Com as expressões anteriores calculamos que

dF0,↑↑

dτ
(τ = 0) = −

∑
〈0,j〉

tj,0Fj↑,0↑(τ = 0)− JS0 · σ↑↓F↓↑(τ = 0) + ∆∗〈c†0↓c0↑〉+ µ.0,

dF0,↓↓

dτ
(τ = 0) = −

∑
〈0,j〉

tj,0Fj↓,0↓(τ = 0)− JS0 · σ↓↑F↑↓(τ = 0)−∆∗〈c†0↑c0↓〉+ µ.0,

dF0,↑↓

dτ
(τ = 0) = −

∑
〈0,j〉

tj,0Fj↑,0↓(τ = 0)− JS0 · σ↑↑F↑↓(τ = 0) + ∆∗〈c†0↓c0↓〉+ µF↑↓(0),

dF0,↓↑

dτ
(τ = 0) = −

∑
〈0,j〉

tj,0Fj↓,0↑(τ = 0)− JS0 · σ↓↓F↓↑(τ = 0)−∆∗〈c†0↑c0↑〉+ µF↓↑(0).

(7.49)
Finalmente, usando as relações acima chegamos na seguinte expressão para o parâmetro
de ordem de odd-ω num sítio 0 qualquer,

OT
0 = −

√
2JS0F

s
0 −
√

2∆∗〈s0〉+ P T
0 , (7.50)

onde definimos

〈s0〉 = 〈1/2
∑
σσ′

c†0σσσσ′c0,σ′〉, (7.51)

P T
0 = −

∑
〈0,j〉

tj,0F
T
j,0(τ = 0). (7.52)

Note que 〈s0〉 é a polarização induzida no sítio i = 0 enquanto F T
j,0(τ = 0) e P T

0 descrevem
um pareamento even-ω, tripleto e de paridade ímpar na coordenada espacial (e.g. onda
p), onde j e 0 podem representar sítios magnéticos ou não magnéticos, desde que sejam
primeiros vizinhos.

A Eq. (7.50) sugere que o aparecimento do pareamento odd-ω está relacionado
com a coexistência da supercondutividade convencional e magnetismo [19] (veja os dois
primeiros termos no lado direito da equação) e podem também estar relacionados com
a presença do pareamento tripleto de paridade espacial ímpar. Note que a Eq. (7.50) é
bem geral no sentido que ela só leva em consideração o Hamiltoniano. Ela é válida para
qualquer rede, número de primeiros vizinhos e qualquer configuração para as direções de
Si, não necessitando que os sítios magnéticos (ou não magnéticos) sejam todos idênticos.

Agora nos restringimos ao caso em que todos os spins magnéticos clássicos estão
alinhados na direção ẑ e consideramos uma rede de Bethe com d → ∞. Uma vez que
F T
j,0(τ = 0) possui paridade espacial ímpar, j e 0 podem ser sítios m ou nm, e na rede

de Bethe todos os sítios m são idênticos e todos os sítios nm também o são, então temos
F T
m,nm(τ = 0) = −F T

nm,m(τ = 0) e F T
m,m(τ = 0) = 0 = F T

nm,nm(τ = 0). Portanto, usando
tj,0 = t/

√
d,

P T
0 = t

√
d p0F

T
nm,m(τ = 0), (7.53)
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Figura 39 – Parâmetros de ordem calculados utilizando as equações de DMFT no eixo
imaginário com kBT = 0.0001, fixando t = 1, ∆m = ∆ = −0.1, δµ = µ = 0
e variando J < 0. Os painéis mostram a componente z dos parâmetros de
ordem uma vez que as componentes x e y se anulam quando as impurezas
estão alinhadas na direção z. (a) mostra parâmetros de ordem em sítios m. (b)
mostra parâmetros de ordem em sítios nm. (c) mostra parâmetros de ordem de
paridade espacial ímpar entre sítios m and nm. Em (a), (b) e (c) consideramos
x = 0.01. (d) mostra a média sobre sítios m e nm da polarização eletrônica
induzida dividida por x, i.e. [x〈sm〉+ (1− x)〈snm〉]/x. Os cálculos numéricos
foram feitos considerando 500.000 valores de frequências de Matsubara e o
erro de convergência adotado é 10−7.

onde p0 = −(1−x) para a expressão em sítios magnéticos e p0 = x em sítios não magnéticos.
Usando a Eq. (7.53) com o índice 0 = nm e com 0 = m podemos ver que P T

nm = −x
(1−x)P

T
m.

Mais adiante mostramos numericamente que esta relação é satisfeita, demonstrando a
precisão e confiabilidade dos métodos utilizados aqui. Usando resultados da DMFT somos
capazes de calcular diretamente F s

0 , 〈s0〉 e OT
0 . Portanto, usando a Eq. (7.50) podemos

calcular também P T
0 = OT

0 +
√

2JS0F
s
0 +
√

2∆∗〈s0〉, em que 0 = m,nm.

A Fig. 39 mostra o comportamento de alguns parâmetros de ordem e foi obtida
utilizando as equações de DMFT no eixo imaginário variando J e fixando t = 1, ∆ = −0.1,
µ = 0, x = 0.01 além de ∆m = ∆ e δµ = 0, conforme mencionado anteriormente. Usamos
J < 0, correspondendo a uma interação ferromagnética. Uma vez que consideramos as
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impurezas alinhadas na direção ẑ, as componentes x e y dos vetores 〈s0〉, OT
0 e P T

0 se
anulam. Na Fig. 39 mostramos apenas a componente z destes vetores.

A Fig. 39(a) mostra alguns parâmetros de ordem em sítios magnéticos. Vemos
que a magnetização aumenta monotonicamente com J . O parâmetro de ordem de odd-ω
também aumenta e então satura. O parâmetro de ordem de even-ω singleto muda de sinal,
o que está em concordância com o fato de F e

m(ω) também mudar de sinal em |J | ∼ 1 para
quase todo o espectro energético, conforme discutimos anteriormente.

A Fig. 39(b) apresenta alguns parâmetros de ordem em sítios não magnéticos.
Para valores pequenos de |J | há uma polarização induzida nesses sítios, a qual é oposta
à polarização dos sítios magnéticos. Quando |J | é grande o suficiente de forma que as
bandas de Shiba tenham se cruzado, a magnetização nos sítios nm é paralela à direção da
polarização induzida nos sítios m. O oposto ocorre com o sinal do parâmetro de ordem de
odd-ω nos sítios nm: quando |J | < 1, sgn(OT

nm) = sgn(OT
m) e, quando |J | > 1, sgn(OT

nm) 6=
sgn(OT

m). O pareamento singleto even-ω em sítios nm, que não é mostrado, é muito
maior que os outros parâmetros de ordem mostrados na Fig. 39(b) e é aproximadamente
independente de J para os pequenos valores de x considerados aqui, F s

nm ' 0.1.

A componente na direção ẑ de P T
0 (com 0 = nm e 0 = m), que é associada

ao pareamento even-ω tripleto de paridade espacial ímpar, é apresentada na Fig. 39(c).
A função [−x/(1 − x)]P T

m é representada por uma linha contínua roxa enquanto P T
nm

é mostrada em uma linha tracejada cinza. Note que estas duas curvas se sobrepõem
perfeitamente, demonstrando a precisão e confiabilidade do método utilizado aqui, conforme
mencionado anteriormente. Observe que estas funções também mudam de sinal quando
as bandas de Shiba se cruzam em |J | ' 1. Uma vez que o termo P T

0 é finito e nós
consideramos aqui d→∞, é possível ver pela Eq. (7.53) que a função de Green F T

nm,m se
anula com 1/

√
d, conforme esperado (ver Apêndice B).

A Fig. 39(d) mostra, para vários valores de x e J , a média sobre todos os sítios
da polarização eletrônica induzida, (1− x)〈snm〉+ x〈sm〉. Antes das bandas de Shiba se
cruzarem essa polarização é nula pois a polarização dos sítios nm é oposta à dos sítios
m, de forma que estas se cancelam. Após o cruzamento das bandas de Shiba, ambos os
sítios possuem polarização na mesma direção e sentido, de forma que a polarização média
é x/2. Ou seja, cada impureza contribui com uma polarização 1/2 para os elétrons em sua
vizinhança após o cruzamento das bandas de Shiba em |J | > 1.

Notamos então que, para pequenas concentrações de impurezas x, o comportamento
de diversos parâmetros de ordem do sistema muda perto de |J | ' t = 1, quando as bandas
de Shiba se cruzam. Todas estas mudanças são assinaturas de uma transição de fase
quântica no sistema. Assim como no caso de uma única impureza magnética [96], se
|J | < t a função de onda do estado fundamental é formada unicamente por elétrons
pareados, enquanto as impurezas não são blindadas. Por outro lado, se |J | > t a função
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de onda do estado fundamental contém elétrons que estão ligados às impurezas e causam
uma blindagem dos spins delas (no caso de J antiferromagnético). Neste caso, o número
quântico de spin da função de onda eletrônica é não nulo. Note, porém, que esta transição
de fase não faz com que o pareamento odd-ω nem o pareamento de paridade espacial
ímpar sejam dominantes sobre o pareamento singleto de onda s ao considerar o bulk do
sistema. No regime de impurezas diluídas x � 1 que temos considerado, ao realizar a
média dos parâmetros de ordem supercondutores sobre todos os sítios, o parâmetro de
ordem de even-ω singleto de onda s [xF s

m + (1 − x)F s
nm] é consideravelmente maior do

que os demais, uma vez que F s
nm ' 0.1. Podemos esperar, portanto, que tal pareamento

seja dominante sobre os demais no regime x� 1, mesmo após o cruzamento das bandas
de Shiba com |J | > 1. Por outro lado, as influências do pareamento do tipo odd-ω e do
pareamento de paridade espacial ímpar provavelmente podem ser verificadas localmente nas
impurezas magnéticas. Uma evidência disto é que, conforme mostrado na subseção 7.4.2,
o pareamento odd-ω está intimamente relacionado com a presença das bandas de Shiba
dentro do gap supercondutor.

7.5 Discussão

A seguir fazemos uma breve discussão sobre os resultados que apresentamos na
segunta parte desta tese, onde investigamos um supercondutor magnético diluído, i.e. um
supercondutor convencional com uma pequena concentração de impurezas magnéticas.
Introduzimos um modelo na rede de Bethe considerando pareamento supercondutor local
do tipo campo médio e interação com spins clássicos nos sítios magnéticos. Utilizamos a
dynamical mean-field theory para encontrar funções de Green locais neste sistema. Uma
vez que as impurezas consideradas possuem spin clássico, a abordagem utilizada aqui é
equivalente à coherent potential approximation para tratamento de desordem.

Vimos ao longo do trabalho que duas bandas de Shiba surgem na densidade de
estados dentro do gap supercondutor. Tais bandas são estreitas e aparecem devido à
superposição dos estados de Yu-Shiba-Rusinov, que são localizados nas impurezas, de
forma que essas bandas possuem peso espectral maior em sítios magnéticos. À medida em
que se aumenta a intensidade do acoplamento magnético, as bandas de Shiba se aproximam
uma da outra, se sobrepõem e se cruzam.

Quando são permitidas várias direções para os spins das impurezas magnéticas,
as bandas de Shiba não são polarizadas, i.e. cada banda de Shiba tem contribuições
de elétrons de spin para cima e de spin para baixo. Nesta situação os sítios magnéticos
possuem pareamento supercondutor do tipo singleto even-frequency convencional e também
pareamento tripleto odd-frequency, embora ao realizar a média deste pareamento odd-
frequency sobre todos os sítios magnéticos o resultado seja nulo. Como consequência, nos
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sítios não magnéticos o pareamento tripleto odd-frequency também se anula.

Na situação em que todos os spins das impurezas estão alinhados ao longo do
eixo z, as bandas de Shiba são polarizadas, i.e. uma banda de Shiba corresponde apenas a
elétrons com spin para cima, enquanto a outra banda corresponde a elétrons com spin
para baixo. O pareamento do tipo singleto even-frequency está presente em todo o sistema,
tanto em sítios não magnéticos quanto nos magnéticos, sendo gerado nestes por efeito
de proximidade. O pareamento tripleto odd-frequency, gerado pela quebra da simetria
de reversão temporal devido ao campo magnético efetivo das impurezas, também está
presente em todo o sistema, sendo mais intenso nos sítios magnéticos.

Também vimos que o formato das bandas de Shiba na densidade de estados em
sítios magnéticos é semelhante ao formato da parte imaginária da função de Green anômala.
Uma análise de como estas funções escalam com a concentração de impurezas e alguns
cálculos analíticos nos possibilitaram encontrar uma expressão envolvendo estas duas
funções. As previsões desta expressão possuem excelente concordância com resultados
numéricos da dynamical mean-field theory. Assim, o pareamento tripleto odd-frequency
pode ser determinado a partir de medições experimentais que forneçam a densidade de
estados, como a espectroscopia de tunelamento por varredura.

Derivamos analiticamente uma expressão relacionando o parâmetro de ordem
supercondutor do tipo odd-frequency com outros parâmetros de ordem, mostrando que
no nosso modelo a presença de supercondutividade odd-frequency está relacionada com a
presença de supercondutividade convencional do tipo singleto even-frequency junto a uma
polarização de spin e também está relacionada com a presença de supercondutividade
de paridade espacial ímpar (e.g. de onda p). Ainda considerando a situação em que os
spins clássicos das impurezas estejam alinhados, calculamos os diferentes parâmetros de
ordem no sistema. Mostramos que todos os três tipos de pareamento mencionados aqui
estão presentes no modelo considerado, inclusive o pareamento de paridade espacial ímpar.
Pudemos obter este último, que é não local e está presente na vizinhança das impurezas,
graças a uma combinação de dynamical mean-field theory com cálculos analíticos.

À medida em que se aumenta a intensidade do acoplamento magnético, quando
ocorre o cruzamento das bandas de Shiba o sistema passa por algumas mudanças. Nos
sítios magnéticos, o sinal do pareamento even-frequency muda e seu módulo diminui,
enquanto nos sítios não magnéticos mudam os sinais da polarização eletrônica induzida e
do pareamento odd-frequency. O sinal do pareamento de paridade espacial ímpar também
muda. Além disso, a polarização média dos elétrons deixa de ser nula e assume um valor
proporcional à concentração de impurezas. Todas estas mudanças simultâneas no sistema
são evidências de que este passa por uma transição de fase quântica entre estados com
diferentes números quânticos de spin. Abaixo de um acoplamento magnético crítico, os spins
das impurezas não são blindados, enquanto acima deste acoplamento crítico a blindagem
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ocorre. Por um lado, vimos que o pareamento dominante quando se faz a média em todos
os sítios é o pareamento do tipo singleto even-frequency, antes e após o cruzamento das
bandas de Shiba. Por outro lado, os demais pareamentos supercondutores devem exercer
alguma influência sobre propriedades locais do sistema.

Utilizamos a nanoscale dynamical mean-field theory a fim de estudar um sistema
formado por uma ilha magnética, composta exclusivamente por sítios com spins clássicos,
envolta por um material supercondutor convencional. Resultados preliminares, que não são
mostrados aqui, evidenciam o aparecimento de um gap supercondutor nos sítios magnéticos,
o surgimento de estados localizados dentro desse gap e o aparecimento de pareamento
odd-frequency. Estes surgem próximo da interface dos dois materiais e desaparecem à
medida em que se afasta da interface. Investigaremos mais a fundo esse sistema em um
futuro próximo.

Todos os nossos resultados para um supercondutor magnético diluído utilizaram a
rede de Bethe com número de coordenação d→ +∞. Uma vez que esta rede é idealizada e
apresenta dificuldade em captar a distância entre as impurezas, é importante que trabalhos
futuros investiguem um supercondutor magnético diluído em uma rede real a fim de
verificar as propriedades que discutimos aqui.

No capítulo 8 apresentamos nossas conclusões e perspectivas sobre os resultados
que mostramos na parte II desta tese, além das conclusões da parte I.
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8 Conclusão

A presente tese foi dividida em duas partes. Na parte I estudamos uma impureza
móvel em um semimetal topológico 2D com toque quadrático de bandas. Tal impureza
interage com o mar de Fermi através de uma repulsão local e de um termo de troca de
spin anisotrópico. Neste sistema há regimes em que a impureza se comporta como um
pólaron de Fermi. Por outro lado, também encontramos regimes em que a interação se
torna efetivamente atrativa a baixas energias e a impureza forma estados ligados com um
férmion majoritário, formando uma molécula. Estes estados ligados devem estar presentes
até mesmo no caso de interações arbitrariamente pequenas. Nossos resultados indicam
que a simetria dos estados ligados é uma superposição de onda s e onda d. Este trabalho
traz luz sobre o tema de impurezas móveis em sistemas com toque quadrático de bandas
mostrando que o comportamento das impurezas é basicamente determinado pela razão
das massas efetivas dos férmions majoritários e pela relação entre os acoplamentos.

Pode ser importante calcularmos a mobilidade ou o coeficiente de difusão da
impureza em função da temperatura. Na região de crossover dos acoplamentos, ao reduzir
a escala de energia do sistema, o módulo do acoplamento de troca efetivo tem um mínimo
quando a repulsão local efetiva se anula, antes de se tornar atrativa. Assim, esperamos
que a mobilidade possa ter um comportamento não monotônico com a temperatura,
eventualmente possuindo um máximo próximo da energia onde a repulsão local efetiva
se anula. Tal comportamento não monotônico é interessante e incomum em sistemas
com impurezas móveis. Devido à alta complexidade dos cálculos analíticos envolvendo
propagadores na forma matricial com temperatura finita, tal mobilidade deveria ser
calculada numericamente.

Atualmente estamos estudando este sistema com toque quadrático de bandas na
presença de uma densidade pequena mas finita de impurezas móveis. Nossa expectativa
é que tal sistema deve levar a um pareamento supercondutor entre as impurezas e os
férmions majoritários. Tal pareamento deve ser de onda s e/ou onda d. Uma vez que não
consideramos dependência temporal na função supercondutora, este possível pareamento
é do tipo even-frequency e, portanto, deve ser singleto. Tal pareamento teria origem na
interação de troca de spin anisotrópica e assim levaria a uma superfluidez com pareamento
não convencional. Esta investigação tem potencial para auxiliar na compreensão de
materiais com diferentes fases supercondutoras uma vez que nosso sistema pode possuir
uma superposição ou competição de onda s e onda d.

Os nossos resultados neste sistema com toque quadrático de bandas devem estimular
outras pesquisas na área, como o efeito de outros tipos de interação de longo alcance
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envolvendo impurezas móveis. O modelo que propomos, bem como nossos resultados,
podem ser verificados experimentalmente em redes óticas com moléculas polares. Redes
óticas já foram utilizadas para produzir um semimetal topológico com toque quadrático de
bandas, e moléculas polares já foram utilizadas em redes óticas para produzir a interação
de troca de spin anisotrópica de longo alcance que utilizamos aqui. Seria interessante
verificar experimentalmente se neste sistema com apenas uma impureza ocorre formação de
estados ligados, i.e. moléculas maiores, devido a interações que podem ser arbitrariamente
pequenas. Este tipo de experimento também poderia verificar se o coeficiente de difusão
da impureza tem um comportamento não monotônico com a temperatura, refletindo o
caráter não monotônico das constantes de acoplamento com a escala de energia. Também
seria importante investigar experimentalmente se existiria uma fase com superfluidez na
situação em que haja uma densidade pequena, porém finita, de impurezas.

Na parte II desta tese consideramos impurezas magnéticas clássicas diluídas em
um supercondutor convencional (singleto even-frequency de onda s). A interação dos
elétrons de condução com as impurezas leva à formação de estados ligados de Yu-Shiba-
Rusinov na vizinhança das impurezas e a superposição destes estados dá origem às
bandas de Shiba dentro do gap supercondutor. Mostramos que nos sítios magnéticos
surge supercondutividade não convencional do tipo odd-frequency tripleto, a qual aparece
devido à quebra de simetria de reversão temporal e está relacionada com a formação das
bandas de Shiba. Se os spins das impurezas estiverem alinhados na mesma direção as
bandas de Shiba são polarizadas e o pareamento odd-frequency surge inclusive nos sítios
não magnéticos. Demonstramos que o pareamento odd-frequency em sítios magnéticos
pode ser determinado a partir de medições experimentais que forneçam a densidade de
estados, como a espectroscopia de tunelamento por varredura. Verificar experimentalmente
a presença de supercondutividade não convencional do tipo odd-frequency tem sido um
grande desafio. Os nossos resultados trazem luz sobre este problema pois não só indicam a
presença de odd-frequency em um supercondutor magnético diluído mas também fornecem
uma estimativa da amplitude deste pareamento dentro do gap supercondutor.

Os resultados teóricos apresentados neste trabalho devem motivar outras investiga-
ções à procura de assinaturas da supercondutividade odd-frequency em supercondutores
magnéticos diluídos. Em particular, a formação das bandas de Shiba com pareamento
odd-frequency, que se delocalizam pelo bulk do supercondutor, deve levantar outras questões
sobre o impacto deste pareamento não somente sobre propriedades espectrais, mas também
em propriedades de transporte, à procura de aplicações na área de spintrônica. Além
disso, nosso trabalho deve inspirar mais investigações da relação entre o pareamento odd-
frequency e a formação de estados ligados de Majorana dentro do gap supercondutor perto
da interface de um supercondutor convencional e uma ilha magnética, em que os átomos
magnéticos nesta ilha podem ser diluídos ou densos. Estados ligados de Majorana são
esperados neste sistema se houver acoplamento spin-órbita na superfície do supercondutor
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convencional.

Temos resultados preliminares do estudo de uma ilha magnética densa imersa
em um supercondutor convencional sem acoplamento spin-órbita, que realizamos usando
a nanoscale dynamical mean-field theory na rede de Bethe. Vimos a formação de um
gap supercondutor nos sítios magnéticos próximos da interface, o surgimento de estados
localizados e pareamento odd-frequency, os quais desaparecem à medida em que se afasta
da interface. Para que nossos resultados a respeito desta ilha magnética num supercondutor
se tornem mais realistas, é necessário considerar uma rede real e adaptar a nanoscale
dynamical mean-field theory para fazer uma autoconsistência sobre todos os sítios do
sistema mesoscópico em consideração. Neste caso deve ser possível considerar acoplamento
spin-órbita de Rashba no Hamiltoniano e observar o aparecimento de estados ligados de
Majorana na interface como assinatura de supercondutividade topológica. Isto tem um
custo computacional bem maior, porém é factível se ainda forem consideradas impurezas
magnéticas clássicas.

É possível estudar propriedades não locais e pareamentos supercondutores entre
sítios primeiros vizinhos em um supercondutor magnético diluído utilizando a cellular
dynamical mean-field theory com clusters de 2 sítios, por exemplo. Uma investigação com
esta metodologia pode trazer mais luz para a compreensão deste tipo de sistema e daria
mais detalhes a respeito do pareamento de paridade espacial ímpar (e.g. onda p). Por
fim, o nosso modelo para um supercondutor magnético diluído pode ser alterado para
considerar impurezas magnéticas quânticas em vez de clássicas. Isto também teria um custo
computacional consideravelmente maior, mas é interessante investigar se esta mudança
traria alterações significativas nos nossos resultados.

Note que ambas as partes da tese discutem sistemas de muitos corpos com impurezas,
que levam a estados ligados e podem dar origem a supercondutividade não convencional.
Na parte I levamos em conta impurezas móveis, cuja interação de troca de spin com os
férmions do banho leva à formação de estados ligados entre férmions e impurezas. Na
parte II as impurezas consideradas são imóveis e sua interação de spin também faz com que
os elétrons do banho estejam ligados às impurezas. Quanto à supercondutividade singleto
de onda s ou onda d que pode surgir no sistema com toque quadrático de bandas, uma
das componentes do par de Cooper seria o férmion do banho e a outra componente seria a
própria impureza, uma vez que esta é móvel. Haveria uma correlação entre essas partículas
no mesmo instante de tempo. Já no supercondutor magnético diluído, o pareamento não
convencional ocorre entre dois férmions do banho, os quais já teriam um pareamento
supercondutor convencional na ausência de impurezas magnéticas. Neste caso o spin das
impurezas muda a componente de spin do par de Cooper de singleto para tripleto e o
pareamento odd-frequency ocorre entre elétrons de spins opostos que ocupam um certo
sítio em momentos diferentes.
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APÊNDICE A – Equações de grupo de
renormalização

Neste apêndice mostramos como podemos aplicar diagramas de Feynman e grupo
de renormalização de Wilson, discutidos no capítulo 3, ao problema de impurezas móveis
em um sistema com toque quadrático de bandas, discutido no capítulo 4. A seção A.1
mostra os diagramas utilizados e como obter as equações de RG, utilizando os resultados
de integrais em um loop disponíveis na seção A.2.

A.1 Cálculos de Diagramas

Aqui mostramos como obter as equações de RG para as constantes de acoplamento,
massa efetiva e peso de quase partícula. Para as constantes de acoplamento, consideramos
o caso mais geral onde as impurezas possuem um potencial químico µ ≥ 0. O Hamiltoniano
que utilizamos é dado pela Eq. (4.63), o qual inclui os acoplamentos g, g⊥ e g↑. As constantes
de acoplamento g e g⊥ representam interações locais entre um férmion majoritário e uma
impureza, o primeiro sendo uma interação de espalhamento usual de onda s enquanto
g⊥ espalha férmions entre estados das diferentes subredes. Consideramos também uma
interação local entre férmions majoritários g↑. Aqui também calculamos as equações de RG
para a massa efetiva da impureza e seu peso de quase partícula mas, devido à complexidade
do cálculo do diagrama sunrise, tais equações foram obtidas no caso particular de uma
única impureza com µ = 0, sem interação entre férmions majoritários, i.e. g↑ = 0.

A fim de obter as Eqs. de RG para os acoplamentos, dividimos o Hamiltoniano em
duas partes, HI = HUJ +HV↑ , onde o termo HUJ contém as interações entre um férmion
majoritário e uma impureza enquanto HV↑ é a interação entre dois férmions majoritários.
Assim, calculamos aqui dois tipos de propagadores, baseados nas equações

Π({xi}) = −Tr
{
e−βH0Tτf1(x1)f †2(x2)f3(x3)f †4(x4)e−

´ β
0 HI(τ)dτ

}
con
, (A.1)

Π(1)({xi}) = Tr
{
e−βH0Tτf1(x1)f †2(x2)f3(x3)f †4(x4)

ˆ
dd+1x HI(x)

}
con
, (A.2)

Π(2)({xi}) = −Tr
{
e−βH0Tτf1(x1)f †2(x2)f3(x3)f †4(x4)

ˆ
dd+1x

ˆ
dd+1x′HI(x)HI(x′)

}
con
,

(A.3)

que correspondem às Eqs. (3.1)-(3.3), as quais repetimos aqui. Definimos os propagadores
do tipo 1 como aqueles em que f1 = cn1 , f2 = cn2 , f3 = d, f4 = d, onde n1, n2 ∈ {A,B}. Os
propagadores do tipo 2 são aqueles em que f1, f2 = cA, f3, f4 = cB. Ao utilizar a Eq. (A.2)
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d

cn1

cn2

d

g↑↓

(a) Tipo 1

cA

cB

cA

cB

g↑

(b) Tipo 2

Figura 40 – Diagramas conectados de primeira ordem dos tipo 1 e 2, respectivamente.
As linhas contínuas representam férmions do banho, enquanto as tracejadas
representam os de impureza. O ponto representa o acoplamento entre os
férmions, que pode ser g↑↓ ou g↑.

para calcular propagadores de primeira ordem do tipo 1, o único termo que gera um
diagrama conectado é o que vem de HUJ . Analogamente, para propagadores de primeira
ordem do tipo 2 o único diagrama conectado vem de HV↑ . Dessa forma, as interações HUJ

e HV↑ estão relacionadas, respectivamente, aos propagadores que denominamos dos tipos 1
e 2. Os dois diagramas conectados estão representados nas Figs. 40(a) e 40(b), mostrando
os vértices g↑↓ = g1+ g⊥σx e g↑, respectivamente. Note que agrupamos os acoplamentos g
e g⊥ em g↑↓ para simplificação.

Dados estes propagadores de primeira ordem, nossa tarefa é utilizar a Eq. (A.3)
para calcular os dois tipos de propagadores em um loop, que surgem da expansão em
segunda ordem nos acoplamentos. Os diagramas em um loop do tipo 1 renormalizam as
constantes de acoplamento de HUJ , isto é, g e g⊥. Os do tipo 2 renormalizam g↑, que é a
constante de acoplamento associada a HV↑ . Os diagramas em um loop do nosso problema
se encontram na Fig. 41. Estes se caracterizam pela presença de uma única integral

g↑↓ g↑↓

(a) Tipo 1

g↑↓ g↑↓

(b) Tipo 1

g↑↓

g↑

(c) Tipo 1

g↑ g↑

(d) Tipo 2

g↑ g↑

(e) Tipo 2

g↑

g↑

(f) Tipo 2

g↑↓ g↑↓

(g) Tipo 2

g↑↓

g↑↓

(h) Tipo 2

Figura 41 – Diagramas em um loop que podem contribuir para a renormalização das
constantes de acoplamento. Em cada vértice podemos ter acoplamentos g↑↓
ou g↑, conforme indicado nos diagramas. As linhas contínuas representam
férmions do banho, enquanto as tracejadas representam os de impureza. Os
diagramas (a)-(c) são do tipo 1 e os diagramas (d)-(h) são do tipo 2.
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(a) (b) (c)

Figura 42 – Diagramas de segunda ordem que contribuem para as equações de RG das
massas efetivas e dos pesos de quase partícula. As linhas contínuas representam
férmions do banho, enquanto as tracejadas representam os de impureza.
Os diagramas (a) e (b) possuem acoplamentos g↑↓ e o diagrama (c), g↑. O
diagrama (a) renormaliza a autoenergia Σ das impurezas, enquanto (b) e (c)
renormalizam Σ dos férmions majoritários.

no momento interno p e são os que podem trazer contribuição para a renormalização
das constantes de acoplamento. Os propagadores das Figs. 41(a)-(c) são do tipo 1 e os
diagramas 41(d)-(h) são do tipo 2. Observe que os propagadores de um loop do tipo 1 não
possuem somente acoplamentos g↑↓, mas também g↑. Isso implica que g↑ pode contribuir
para a renormalização de g e g⊥. Semelhantemente, os diagramas do tipo 2 possuem
também interações g↑↓, as quais podem contribuir para a renormalização de g↑. Após
calcular as contribuições de todos os propagadores do tipo 1 (2) e amputar as pernas
externas é fácil chegar às Eqs. de RG para g e g⊥ (g↑) [ver seção 3.2].

Podemos também calcular as contribuições dos propagadores de dois pontos (i.e.
de uma única partícula) para as autoenergias e, consequentemente, para as equações de
RG das massas efetivas e dos pesos de quase partícula, tanto para os férmions majoritários
quanto para as impurezas. Os diagramas em dois loops (provenientes da expansão da
função de Green em segunda ordem nos acoplamentos) que podem trazer contribuição
para as equações de RG estão representados na Fig. 42. Em tais diagramas, chamados
de sunrise, as linhas internas dão duas voltas e estes propagadores se caracterizam pela
presença de duas integrais em momentos internos p,p′. O diagrama 42(a) renormaliza a
autoenergia das impurezas enquanto os diagramas 42(b)-(c) renormalizam a autoenergia
dos férmions majoritários. Conforme será discutido mais adiante, no cálculo da autoenergia
nos restringiremos ao caso de uma única impureza com µ = 0 e g↑ = 0, de forma que
realizaremos apenas o cálculo do diagrama 42(a).

Nas subseções a seguir mostramos os resultados das contribuições dos diagramas
mostrados aqui para as Eqs. de RG, começando pelas constantes de acoplamento. Utilizamos
um esquema de grupo de renormalização de Wilson segundo o qual integramos os momentos
internos dentro da concha K ′ < |p| < K, em que K ′ = Ke−dl/2, sendo o potencial químico
das impurezas µ � K2/2M . O elemento infinitesimal dl (multiplicado por K/2) é a
espessura da concha na qual integramos os momentos e l está relacionado com o fluxo de
grupo de renormalização. As equações de RG podem ser expressas como derivadas das
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constantes de acoplamento, peso de quase partícula e massa efetiva em relação a l, isto é,
dg/dl, dZ/dl e dM/dl.

A.1.1 Renormalização de g e g⊥
Aqui mostraremos as contribuições para as equações de RG dos propagadores do

tipo 1, em que tomamos, nas Eqs. (A.1)-(A.3), f1 = cn1 , f2 = cn2 , f3 = d, f4 = d, com
n1, n2 ∈ {A,B}.

A fim de calcular o propagador de primeira ordem nas constantes de acoplamento,
representado pela Fig. 40(a), utilizamos a Eq. (A.2),

Π(1)({xi}) = 4π
m+

ˆ
d3x Tr

{
e−βH0Tτcn1(x1)c†n2(x2)d(x3)d†(x4)ψ†c(x) (g1+ g⊥σx)ψc(x)

×d†(x)d(x)
}

con

= 4π
m+

∑
l

ˆ
d3x Tr

{
e−βH0Tτcn1(x1)c†n2(x2)d(x3)d†(x4)c†l (x)[gcl(x)

+g⊥cl∗(x)]d†(x)d(x)
}

con
, (A.4)

em que l∗ é a subrede diferente de l, de forma que se l = A então l∗ = B, e vice-versa.
Agora, utilizando o teorema de Wick [5] a fim de obter o propagador do diagrama 40(a),
temos

Π(1)
(40a)({xi}) = 4π

m+

∑
l

ˆ
d3x [gGl,n2(x− x2) + g⊥Gl∗,n2(x− x2)]Gn1,l(x1 − x)Gd(x− x4)

×Gd(x3 − x), (A.5)

em que Gd é o propagador não interagente das impurezas, dado pela Eq. (4.22), e Gn1,n2

são as componentes do propagador matricial não interagente Ĝ dos férmions majoritários,
dadas pela equação (4.25). Tirando a transformada de Fourier da expressão acima em
relação às variáveis xi, temos

Π(1)
(40a)({pi}) = 4π

m+

∑
l

Gn1,l(p1) [gGl,n2(p2) + g⊥Gl∗,n2(p2)]Gd(p4)Gd(p3)

×
ˆ
d3xei(−p1x+p2x−p3x+p4x)

= 4π
m+

∑
l

Gn1,l(p1) [gGl,n2(p2) + g⊥Gl∗,n2(p2)]Gd(p4)Gd(p3)

×δ(−p1 + p2 − p3 + p4)

= 4π
m+

[Ĝ(p1)(g1+ g⊥σx)Ĝ(p2)](n1,n2)Gd(p3)Gd(p4)δ(p1 + p3 − p2 − p4),

(A.6)

onde o subíndice (n1, n2) se refere ao elemento da matriz entre colchetes.
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Vejamos agora os propagadores de segunda ordem. Usando a Eq. (A.3), temos

Π(2)({xi}) = −
(

4π
m+

)2 ∑
l1,l2

ˆ
d3x

ˆ
d3x′Tr

{
e−βH0Tτcn1(x1)c†n2(x2)d(x3)d†(x4)c†l1(x)

×
[
gcl1(x) + g⊥cl∗1(x)

]
d†(x)d(x)c†l2(x′)

[
gcl2(x′) + g⊥cl∗2(x′)

]
d†(x′)d(x′)

}
con
.

(A.7)

A fim de calcular a contribuição que vem do diagrama 41(a), usamos o teorema de Wick e
encontramos

Π(2)
(41a)({xi}) = −

(
4π
m+

)2 ∑
l1,l2

ˆ
d3x

ˆ
d3x′Gn1,l2(x1 − x′)

[
gGl1,n2(x− x2)

+g⊥Gl∗1 ,n2(x− x2)
]
Gd(x3 − x′)Gd(x− x4)Gd(x′ − x)

[
gGl2,l1(x′ − x)

+g⊥Gl∗2 ,l1(x′ − x)
]
. (A.8)

Tirando a transformada de Fourier da expressão anterior, chegamos em

Π(2)
(41a)({pi}) = −

(
4π
m+

)2 ∑
l1,l2

Gn1,l2(p1)
[
gGl1,n2(p2) + g⊥Gl∗1 ,n2(p2)

]
Gd(p3)Gd(p4)

×
ˆ

d3q

(2π)3 Gd(p4 − q)
[
gGl2,l1(p2 + q) + g⊥Gl∗2 ,l1(p2 + q)

]
. (A.9)

A integral
´
d3q =

´
d2q ×

´
dν acima é realizada em todas as frequências ν ∈

(−∞,+∞), enquanto a componente de momento q percorre a casca esférica infinitesimal.
Integrais deste tipo aparecem em vários diagramas em um loop e, para simplificar, na
seção A.2 colocamos o resultado de integrais como esta. Utilizando a Eq. (A.32) conclui-se
que o resultado do fator dado pela integral da expressão acima [i.e. a segunda linha da
expressão (A.9)] é

µ+dl

4π
K2

K2 − 2µ+µ

(
gδl2,l1 + g⊥δl∗2 ,l1

)
, (A.10)

em que µ é o potencial químico das impurezas e

µ−1
α =

( 1
M

+ 1
mα

)
, α = +,−,

µ−1
0 =

(
1
m+

+ 1
m−

)
. (A.11)

Então temos

Π(2)
(41a)({pi}) = −

(
4π
m+

)2 ∑
l1,l2

Gn1,l2(p1)
[
gGl1,n2(p2) + g⊥Gl∗1 ,n2(p2)

]
Gd(p3)Gd(p4)

×µ+dl

4π
K2

K2 − 2µ+µ

(
gδl2,l1 + g⊥δl∗2 ,l1

)
= −

(
4π
m+

)2
µ+dl

4π
K2

K2 − 2µ+µ
{Ĝ(p1)[(g2 + g2

⊥)1+ 2gg⊥σx]Ĝ(p2)}(n1,n2)

×Gd(p3)Gd(p4)δ(p1 + p3 − p2 − p4). (A.12)
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Seguindo o mesmo raciocício para calcular os propagadores representados nas
Figs. 41(b) e 41(c) temos, respectivamente

Π(2)
(41b)({pi}) =

(
4π
m+

)2
µ−dl

4π
K2

K2 − 2µ−µ
{Ĝ(p1)[(g2 + g2

⊥)1+ 2gg⊥σx]Ĝ(p2)}(n1,n2)

×Gd(p3)Gd(p4)δ(p1 + p3 − p2 − p4), (A.13)

Π(2)
(41c)({pi}) = −

(
4π
m+

)2
µ0dlg⊥g↑

2π {Ĝ(p1)σxĜ(p2)}(n1,n2)Gd(p3)Gd(p4)

×δ(p1 + p3 − p2 − p4), (A.14)

Observando as Eqs. (A.12)-(A.14) e comparando-as com a expressão (A.6), vemos
que os termos nos propagadores em um loop que envolvem a matriz 1 renormalizam g,
enquanto os termos que envolvem a matriz σx renormalizam g⊥. Assim, somando todas as
contribuições acima e amputando as pernas externas (i.e. desconsiderando o produto dos
propagadores não interagentes envolvendo os momentos pi, i = 1, ..., 4, e a função delta de
Dirac, que está relacionada com a conservação de momento), obtemos

g′ =g + 4π
m+

(g2 + g2
⊥)dl

4π

(
µ−K

2

K2 − 2µ−µ
− µ+K

2

K2 − 2µ+µ

)
,

g′⊥ =g⊥ + 4π
m+

2gg⊥dl
4π

(
µ−K

2

K2 − 2µ−µ
− µ+K

2

K2 − 2µ+µ

)
+ 4π
m+

µ0dlg⊥g↑
2π ,

(A.15)

em que g′ e g′⊥ são, respectivamente, os vértices de interação renormalizados correspondentes
a g e g⊥. Fazendo dg/dl = (g′ − g)/dl e dg⊥/dl = (g′⊥ − g⊥)/dl obtemos duas equações de
grupo de renormalização,

dg

dl
=(g2 + g2

⊥)
m+

(
µ−K

2

K2 − 2µ−µ
− µ+K

2

K2 − 2µ+µ

)
,

dg⊥
dl

=2gg⊥
m+

(
µ−K

2

K2 − 2µ−µ
− µ+K

2

K2 − 2µ+µ

)
+ 2µ0g⊥g↑

m+
,

(A.16)

as quais são também mostradas no texto principal [ver Eq. (4.64)].

A.1.2 Renormalização de g↑
Nesta subseção calculamos a Eq. de RG para g↑ considerando os propagadores do

tipo 2, dados por f1, f2 = cA, f3, f4 = cB. Para o propagador em primeira ordem nas
constantes de acoplamento, representado pela Fig. 40(b), temos

Π(1)
(40b)({pi}) = 4π

m+
g↑[Ĝ(p1)iσyĜ(p3)](n1,n3)[Ĝ(p2)iσyĜ(p4)](n2,n4)δ(p1 + p3 − p2 − p4).

(A.17)
Somando os diagramas 41(d)-41(h) temos

Π(2)({pi}) =
(

4π
m+

)2 g2
↑dl m+m−

2π(m+ +m−) [Ĝ(p1)iσyĜ(p3)](n1,n3)[Ĝ(p2)iσyĜ(p4)](n2,n4)

×δ(p1 + p3 − p2 − p4). (A.18)
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Considerando as expressões acima da mesma forma feita na subseção anterior,
chega-se à equação de grupo de renormalização

dg↑
dl

=
2g2
↑µ0

m+
. (A.19)

Esta expressão também é mostrada no texto principal [ver Eq. (4.64)].

A.1.3 Renormalização de M e Z

A fim de encontrar equações de RG para massas efetivas e pesos de quase partícula, é
necessário calcular os diagramas do tipo sunrise, que possuem dois loops. Tais propagadores,
que envolvem integrais em momentos internos p e p′, são difíceis de resolver analiticamente.
Por este motivo aqui consideramos o caso particular de uma única impureza com µ = 0 e
não levaremos em conta interações entre férmions majoritários, g↑ = 0. Tal caso particular
corresponde ao sistema considerado nas seções 4.1-4.3. Nesse problema de uma única
impureza o diagrama 42(b) se anula. O diagrama 42(c) também se anula ao assumir g↑ = 0.
Resta-nos, portanto, calcular o diagrama sunrise da Fig. 42(a).

A contribuição do diagrama 42(a) para a autoenergia pode ser escrita na forma

Σ(2)
(42a)(p) =

(
4π
m+

)2 ∑
l1,l2

ˆ
d3p′

(2π)3

ˆ
d3p′′

(2π)3

[
gGl1,l2(p′) + g⊥Gl∗1 ,l2(p′)

]
×
[
gGl2,l1(p′′)

+g⊥Gl∗2 ,l1(p′′)
]
Gd(p′ − p′′ + p). (A.20)

Vemos que a expressão acima é uma combinação linear de funções do tipo

Il1l2,l3l4,d(p) =
ˆ

d3p′

(2π)3

ˆ
d3p′′

(2π)3Gl1,l2(p′)Gl3,l4(p′′)Gd(p′ − p′′ + p)

=
ˆ

d2p′

(2π)2

ˆ
d2p′′

(2π)2Ul1,−(p′)Ul2,−(p′)Ul3,+(p′′)Ul4,+(p′′)

× 1
ε+(p′′)− ε−(p′) + E(p′ − p′′ + p)− iω , (A.21)

onde já resolvemos as integrais nas frequências usando o teorema dos resíduos. Substituindo
este resultado na Eq. (A.20), encontramos Σ(2)

(42a)(p) em termos de integrais nos momentos
p′ e p′′.

A autoenergia proveniente do diagrama sunrise pode ser expandida na forma
Σ(2)(p, ω) '

(
aiω + b p

2

2M + c
)
dl (veja a seção 3.2 e note que aqui consideramos que os

acoplamentos g e g⊥ estão absorvidos em a, b e c). Aqui estamos trabalhando no ensemble
canônico fixando o número de impurezas no sistema N↓ = 1, de forma que a renormalização
do potencial químico da impureza não tem nenhum efeito físico. Por isso não estamos
interessados em calcular dµ/dl. As equações de RG para Zd e M são obtidas a partir de a
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e b, sendo independentes de c,

dZd
dl

= Z ′d − Zd
dl

= Zd a, (A.22)

dM

dl
= M ′ −M

dl
= −M(a+ b). (A.23)

As funções a e b são encontradas a partir da autoenergia Σ fazendo

a = ∂Σ
∂iω

(p = 0, iω = 0), (A.24)

b

M
= ∂2Σ
∂p2 (p = 0, iω = 0). (A.25)

Usando as derivadas acima em Σ(2)
(42a)(p) [ver Eqs. (A.20)-(A.21)] encontramos

expressões para a e b em termos de integrais em dp′dφp′dp
′′dφp′′ . As integrais nos ângulos

dφp′dφp′′ são resolvidas primeiro. Depois, a fim de resolver as integrais em dp′dp′′, conside-
ramos que p′2 + p′′2 precisa estar dentro de uma casca esférica, i.e. estamos considerando
que a soma do quadrado dos módulos dos momentos internos deve percorrer uma casca
esférica. Isto é feito considerando a mudança de variáveis p′ = k cosα, p′′ = k sinα, onde
integramos nos intervalos α ∈ (0, π/2), k ∈ (Ke−dl/2, K). A integral em dk fornece um
fator proporcional a dl enquanto a integral em dα só pode ser resolvida numericamente.
Após manipular as expressões para a e b encontramos as equações de RG,

dZd
d`

= −2µ−µ+Zd
m2

+

[
g2F1(r+, r−) + g2

⊥F2(r+, r−)
]
,

dM

d`
= 2(µ−µ+)3/2

m2
+

[
g2F3(r+, r−) + g2

⊥F4(r+, r−)
]
. (A.26)

As expressões acima correspondem às Eqs. de RG para Zd e M mostradas na Eq. (4.26).
As funções Fi(r+, r−), i = 1, · · · , 4 são definidas como

F1 =
ˆ π/2

0
dα

(1 + r−1
+ )(1 + r−1

− )
sinα cosα

− 1 + L

(L2 − sin2(2α))1/2

, (A.27)

F2 = 1
4

ˆ π/2

0
dα (1 + r−1

+ )(1 + r−1
− ) sin(2α)

−1 + 4L
(L2 − sin2(2α))3/2

 , (A.28)

F3 = 2
ˆ π/2

0
dα

[(1 + r−1
+ )(1 + r−1

− )]3/2
(L2 − sin2 (2α))3/2

{
(1− 3L) sin (2α)

+
2
[
(L2 − sin2 (2α))3/2 − L3

]
sin (2α)

}
, (A.29)

F4 =
ˆ π/2

0
dα

[(1 + r−1
+ )(1 + r−1

− )]3/2
(L2 − sin2 (2α))5/2 sin (2α)

[
(1− 3L) sin2 (2α) + 2L2

]
, (A.30)

onde

L(α) = (1 + r−1
− ) cos2 α + (1 + r−1

+ ) sin2 α. (A.31)
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Figura 43 – Gráficos de F1(wr−, r−), · · · , F4(wr−, r−) em função de r− para diferentes
valores de w. Os eixos das abscissas estão em escala logarítmica.

Devido à dificuldade de resolver as integrais acima analiticamente, mostramos
aqui o comportamento destas funções com base em resultados numéricos. Definindo
w = r+/r−, mostramos gráficos de Fi(wr−, r−) em função de r− para diferentes valores de
w. Sabemos que a massa efetiva da impureza M tende a aumentar com o fluxo do grupo
de renormalização, de forma que r− = m−/M tende a diminuir. Semelhantemente, r+ =
m+/M tende a diminuir, enquando w = r+/r− se mantém constante. Portanto, os gráficos
que disponibilizamos aqui focam em mostrar o comportamento das funções Fi(wr−, r−)
para w da ordem de 1 e r− não muito grande. As funções F1, · · · , F4 são mostradas nas
Figs. 43(a)-43(d), respectivamente. Note nas figuras que F1(wr−, r−), F2(wr−, r−) ' 1
enquanto F3(wr−, r−), F4(wr−, r−) ' 2 quando r− ≤ 1. Isso nos permite uma melhor
análise qualitativa das equações de RG (A.26). A fim de realizar uma análise mais
precisa, é possível integras as equações de RG numericamente e, em cada passo, resolver
numericamente as expressões para as funções Fi(r+, r−) com o valor de M renormalizado.

Observe que ao tomar g↑ = 0 na Eq. (A.19) temos que tal acoplamento permanece
nulo ao reduzir a escala de energia. Nesse caso, ao considerar µ = 0 nas Eqs. (A.16), estas
se simplificam. No regime que consideramos aqui calculamos a renormalização de Zd, que
deve ser levado em conta nas Eqs. (A.16). Tais equações de RG foram obtidas a partir da
integral em um loop e dentro do loop temos o produto de um propagador não interagente
de férmions majoritários e um propagador não interagente de uma impureza. Os férmions
majoritários possuem peso de quase partícula unitário, enquanto as impurezas possuem
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peso de quase partícula Zd. Assim, este fator Zd entra no lado direito das Eqs. (A.16) e
recuperamos as Eqs. de RG mostradas no texto principal [i.e. Eqs. (4.26)].

A.2 Integrais na casca esférica

Para cada diagrama em um loop utilizado na correção dos vértices efetivos, preci-
samos calcular integrais de produtos de dois propagadores livres. A integral na energia
dν é feita em todo o espectro energético, enquanto a integral no momento interno d2p é
realizada na casca circular Ke−dl/2 < p < K, onde dl � 1. A fim de não precisar fazer
repetidamente estes cálculos para cada diagrama, calculamos as seguintes integrais com
parâmetros genéricos e, f , g, no regime em que µ � K2/2M e considerando que os
momentos e as energias das pernas externas são desprezíveis, k1, k2 → 0, ω1, ω2 → 0,

Iab,cd,α =
ˆ
d2p dν

(2π)3 Gab(p+ k1, iν + iω1)Gcd(αp+ k2, iαν + iω2)

=− α dl

16π

[
2µ0(∆1 −∆2 + 3∆3)δα,+ + m+ +m−

2 (3∆1 + ∆2 + ∆3)δα,−
]
,

I
(e,f ,g)
ab,d,α =

ˆ
d2p dν

(2π)3 Gab(p+ k1, iν + iω1)Gd(αp+ k2, iαν + iω2)(ep2 + f · p+ g)

=− αµ−αK
2dlδa,b

4π

[
e+ 2µ−αµe+ g

K2 − 2µ−αµ

]
,

I
(e,f ,g)
d,d,α =

ˆ
d2p dν

(2π)3 Gd(p+ k1, iν + iω1)Gd(αp+ k2, iαν + iω2)(ep2 + f · p+ g)

=− αMK2dl

4π

[
e+ 2Mµe+ g

K2 − 2Mµ

]
δα,−,

(A.32)

em que α = +,−. Os subíndices de G envolvem a, b, c, d ∈ {A,B}, onde A e B denotam
as subredes do sistema inicial: Gab são propagadores dos férmions do banho (spin para
cima) da subrede a para b e o análogo vale para Gcd; Gd, por sua vez, é o propagador
dos férmions de impureza (spin para baixo). As funções de Green não interagentes Gd e
Gab são dadas pelas Eqs. (4.22) e (4.25), respectivamente. Aqui, µ é o potencial químico
das impurezas e µ± = m±M/(M +m±) e µ0 = m+m−/(m+ +m−) são massas reduzidas.
Também definimos

∆1 =δa,bδc,dδa,c, (a = b = c = d),

∆2 =δa,b∗δc,d∗ (a 6= b, c 6= d),

∆3 =δa,bδc,dδa,c∗ (a = b 6= c = d),

(A.33)

onde o asterisco “ ∗ ” significa que, se b = A, então b∗ = B, e vice-versa.

A seguir vamos mostrar alguns detalhes do cálculo de Iab,cd,α. O cálculo das demais
integrais anteriores é similar. Para calcular tais integrais, usamos alguns resultados. Seja

g(z) = 1
(z − z1)(z − z2) = 1

(z − z1)(z1 − z2) + 1
(z − z2)(z2 − z1) (A.34)
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uma função complexa. O Teorema dos Resíduos nos fornece
ˆ +∞

−∞
g(z)dz = lim

R→∞

ˆ +R

−R
g(z)dz +

ˆ
x
g(z)dz =

ffi
c

g(z)dz = 2πiRes(g, zi) = 2πiχ
z1 − z2

,

(A.35)
onde a notação

´
x indica que estamos realizando uma integral ao longo de um semicírculo

na parte de cima do plano complexo, que passa pelos pontos z = ±R. Na expressão
anterior, Res(g, zi) é o resíduo da função g e χ depende das partes imaginárias dos polos
Im(z1) e Im(z2): χ = 1 se Im(z1) > 0 e Im(z2) < 0; χ = −1 se Im(z1) < 0 e Im(z2) > 0; e
χ = 0 se Im(z1) e Im(z2) tiverem o mesmo sinal.

Temos, portanto,

Iab,cd,α =
ˆ

d2p

(2π)2

ˆ +∞

−∞

dν

2πGab(p+ k1, iν + iω1)Gcd(αp+ k2, iαν + iω2)

=
∑
λ,λ′

ˆ
d2p

(2π)2

ˆ +∞

−∞

dν

2π
Ua,λ(p+ k1)Ub,λ(p+ k1)Uc,λ′(αp+ k2)Ud,λ′(αp+ k2)
[iν + iω1 − ελ(p+ k1)]× [iαν + iω2 − ελ′(αp+ k2)]

=α
∑
λ,λ′

λδλ′,−αλ
(2π)2

ˆ
d2p

Ua,λ(p+ k1)Ub,λ(p+ k1)Uc,λ′(αp+ k2)Ud,λ′(αp+ k2)
iω1 − iαω2 + αε−αλ(αp+ k2)− ελ(p+ k1) .

(A.36)
Agora integraremos o momento interno dentro da concha K ′ < |p| < K, em que K ′ =
Ke−dl/2. O elemento dl� 1 está relacionado com a espessura da concha na qual integramos
o momento e também está ligado com o fluxo de grupo de renormalização. Sabendo que
|k1|, |k2| � |p|, consideraremos que k1,k2 = 0,

Iab,cd,α =α
∑
λ

λ

(2π)2

ˆ K

K′
dp

dp p

αε−αλ(αp)− ελ(p)

ˆ π

−π
dφpUa,λ(φp)Ub,λ(φp)Uc,λ′(φp)Ud,λ′(φp)

=α
∑
λ

λ

(2π)2

−λdl( 1
m−αλ

+ 1
mλ

)−1
× π

4


[
∆1 −∆2 + 3∆3

]
δα,+

+
[
3∆1 + ∆2 + ∆3

]
δα,−


=− α dl

16π

[
2µ0(∆1 −∆2 + 3∆3)δα,+ + m+ +m−

2 (3∆1 + ∆2 + ∆3)δα,−
]
,

(A.37)
onde usamos as expressões (4.6) e (4.7) na primeira linha.
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APÊNDICE B – Equações de DMFT pelo
método da cavidade

Neste apêndice seguiremos a Ref. [132] e mostraremos como o método da cavidade
para dedução da dynamical mean-field theory pode ser aplicado ao modelo de Hubbard. Tal
método é simples e pode ser facilmente generalizado para diversos modelos. Em seguida o
método da cavidade será utilizado para obtenção das equações de DMFT para o modelo
do supercondutor magnético diluído apresentado na seção 7.1.

B.1 Equações de DMFT para o modelo de Hubbard

A idéia por trás do método da cavidade é focar em certo sítio da rede, por exemplo
o sítio i = 0, e integrar os graus de liberdade de todos os demais sítios da rede. Desta
forma se obtém uma dinâmica efetiva para o sítio i = 0.

Consideremos o modelo de Hubbard,

H = −
∑
〈ij〉,σ

tij(c†iσcjσ + c†jσciσ)− µ
∑
i,σ

c†iσciσ + U
∑
i

ni↑ni↓, (B.1)

em que tij é o hopping entre sítios primeiros vizinhos 〈ij〉, c†iσ cria um elétron com spin σ
no sítio i, µ é o potencial químico, niσ = c†iσciσ e U é a repulsão local entre dois elétrons
de spins opostos. Para simplificar, consideraremos que o sistema não passa por nenhuma
quebra de simetria de forma que o sistema está em uma fase paramagnética invariante por
translação. A função de partição do sistema pode ser escrita em termos de uma integral
funcional sobre variáveis de Grassmann,

Z =
ˆ ∏

iσ

dc†iσdciσe
−S, (B.2)

em que a ação S é dada por

S =
ˆ β

0
dτ

∑
iσ

c†iσ∂τciσ −
∑
〈ij〉σ

tij(c†iσcjσ + c†jσciσ)− µ
∑
iσ

c†iσciσ + U
∑
i

ni↑ni↓

 . (B.3)
Agora, a fim de definir uma ação efetiva para o sítio i = 0, integramos os graus de

liberdade dos férmions nos outros sítios,

e−Seff [c†0,σ ,c0,σ ]

Zeff
= 1

Z

ˆ ∏
i 6=0,σ

dc†iσdciσe
−S. (B.4)
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Uma expressão para Seff nos possibilitaria calcular todas as funções de correlação locais
do modelo original de Hubbard. Para encontrar tal expressão para Seff , separamos a ação
original S em três partes,

S = S0 + ∆S + S(0), (B.5)

S0 =
ˆ β

0
dτ

(∑
σ

c†0σ(∂τ − µ)c0σ + Un0↑n0↓

)
, (B.6)

∆S = −
ˆ β

0
dτ
∑
iσ

ti0(c†iσc0σ + c†0σciσ). (B.7)

Note que S0 é a contribuição da ação relacionada apenas ao sítio i = 0, enquanto ∆S está
relacionado com a conexão deste sítio aos demais. Finalmente, S(0) = S − S0 −∆S é a
ação numa rede em que o sítio i = 0 foi removido, bem como todas as ligações deste sítio
com os demais, funcionando como se tivesse sido criada uma cavidade em torno do sítio
i = 0.

Ao definir ηi = ti0c0σ e realizar a integral na Eq. (B.4) sobre férmions com i 6= 0,
chega-se em

Seff = S0 + const.+
∞∑
n=1

∑
i1···jn,σ

ˆ
dτi1 , · · · , dτjnη

†
i1(τi1) · · · η†in(τin)ηj1(τj1) · · · ηjn(τjn)

×G(0)
i1···jn(τi1 · · · τin , τj1 · · · τjn). (B.8)

Na equação acima, os índices i1, · · · , jn percorrem os sítios conectados ao sítio i = 0 por
meio de um hopping ti0. Observe que no modelo em questão, Eq. (B.1), só há hopping
entre primeiros vizinhos. A integral na expressão acima é sobre os tempos imaginários
τi1 , · · · , τjn e G(0)

i1···jn(τi1 · · · τin , τj1 · · · τjn) é uma função de Green definida no sistema com
a cavidade, i.e. sem o sítio i = 0.

A expressão acima para a ação efetiva se simplifica bastante no limite onde d é
grande. Consideremos que o hopping tij escala com 1/

√
d. O termo com n = 1 é o único

que não se anula no limite d→∞. Nesse termo, os somatórios em i e em j geram juntos
um fator da ordem d2, os hoppings presentes nos fatores η†i , ηj geram juntos um fator da
ordem 1/d e a função de Green G(0)

ij escala com 1/
√
d
|i−j|, em que |i− j| é a distância de

Manhattan1 entre os sítios i e j. No nosso caso, |i − j| = 2. Desta forma o termo com
n = 1 escala com d0. Por outro lado, é possível provar que qualquer termo com n > 1 se
anula no limite de d grande [132]. Portanto, no limite d→∞, temos

Seff =
∑
i,j,σ

ˆ
dτidτj η

†
i (τi)ηj(τj)G

(0)
ij (τi, τj) + S0 + const.

=
∑
i,j,σ

ˆ
dτidτj ti,0tj,0c

†
0σ(τi)c0σ(τj)G(0)

ij (τi, τj) + S0 + const. (B.9)

1 A distância de Manhattan entre os vetores x = (x1, x2, · · · , xn) e y = (y1, y2, · · · , yn) é definida como
|x− y| = |x1 − y1|+ |x2 − y2|+ · · ·+ |xn − yn|.
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Utilizando a Eq. (B.6), temos

Seff = −
ˆ β

0
dτ

ˆ β

0
dτ ′

∑
σ

c†0σ(τ)G−1
0 (τ − τ ′)c0σ(τ ′) + U

ˆ β

0
dτ n0↑(τ)n0↓(τ),

(B.10)

em que a transformada de Fourier de G−1
0 (τ) é

G−1
0 (iω) = iω + µ−

∑
ij

t0it0jG
(0)
ij (iω). (B.11)

Note que a expressão (B.10) para a ação efetiva equivale à Eq. (6.3) no texto principal.

Na rede de Bethe, em particular, a função de Green G
(0)
ij (iω) na presença da

cavidade se anula se i 6= j. Isso ocorre porque nessa rede um caminho que conecta os
sítios i e j, que são primeiros vizinhos do sítio 0, deveria obrigatoriamente passar pelo
sítio 0. A função de Green G(0)

ii (iω) no sistema com cavidade é equivalente à função de
Green Gii(iω) no sistema sem cavidade no limite d→∞, pois adicionar um sítio primeiro
vizinho tem uma influência desprezível na função de Green no limite em que o número de
primeiros vizinhos d tende a infinito. Por fim, usamos que o nosso sistema é invariante por
translação, de forma que a função de Green é a mesma em todos os sítios, Gii(iω) = G(iω).
Assim,

G−1
0 (iω) = iω + µ− t2G(iω), (B.12)

onde usamos t0i = t/
√
d. Conforme discutido na seção 6.1, no caso em que o sistema é

não interagente (U = 0) temos G0(iω) = G(iω), e a Eq. (B.12) acima se torna

G−1(iω) = iω + µ− t2G(iω). (B.13)

Na seção a seguir usamos o procedimento discutido na presente seção, chamado
método da cavidade, para encontrar as equações de DMFT para o supercondutor magnético
diluído.

B.2 Equações de DMFT para o supercondutor magnético diluído

Nesta seção derivamos com o método da cavidade as equações de DMFT para o
modelo utilizado na seção 7.1 a fim de descrever um supercondutor magnético diluído
(DMS). O Hamiltoniano usado para descrever o DMS é

H =
∑
〈ij〉,α

tijc
†
iαcjα +

∑
i

(∆ici↓ci↑ + ∆∗i c
†
i↑c
†
i↓)−

∑
i,α

µi(c†iαciα) + J
∑
l,θ,α,β

Sθl c
†
lασ

θ
αβclβ.

(B.14)
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Em sítios não magnéticos temos pareamento supercondutor ∆i = ∆nm = ∆, potencial
químico µi = µnm = µ e não há impurezas magnéticas (Si = 0), enquanto em sítios
magnéticos estes parâmetros podem assumir valores diferentes, ∆i = ∆m, µi = µm = µ+δµ
e Si 6= 0. O somatório no índice l acima percorre os sítios magnéticos e os spins Si podem,
a princípio, ter uma direção diferente para cada sítio magnético. J é um acoplamento
magnético e σθαβ são matrizes de Pauli (θ = x, y, z). A partir deste Hamiltoniano escrevemos
a ação,

S =
ˆ β

0
dτ

[∑
i,α

c†iα(τ)(∂τ − µi)ciα(τ) +
∑
〈ij〉,α

tijc
†
iα(τ)cjα(τ)

+
∑
i

(∆ici↓(τ)ci↑(τ) + ∆∗i c
†
i↑(τ)c†i↓(τ)) + J

∑
l,θ,α,β

Sθl c
†
lα(τ)σθαβclβ(τ)

]
. (B.15)

A fim de continuar a derivação das equações de DMFT, vamos agora dividir o problema
em dois casos diferentes, tratados nas duas subseções a seguir. O primeiro caso é a situação
mais geral em que os spins das impurezas magnéticas podem estar em diferentes direções,
i.e. a direção de Si varia com o sítio i. O segundo caso é a situação mais simples em que
os spins clássicos de todas as impurezas magnéticas estão na mesma direção, S = Sẑ.

B.2.1 Spins clássicos em diferentes direções

Seja ψi(τ) = (1/
√

2)(ci,↑(τ) ci,↓(τ) c†i,↑(τ) c†i,↓(τ))T um spinor de Nambu gene-
ralizado. O fator 1/

√
2 nesta definição aparece porque consideramos um spinor generalizado

que dobra o número de componentes do spinor de Nambu convencional [139]. Com este
spinor a ação é reescrita e assume a forma

S =
ˆ β

0
dτ
∑
i

ψ†i (τ)
(
∂τ1− µiHt + JHM

i +HBCS
i

)
ψi(τ) +

∑
〈ij〉

tijψ
†
i (τ)Htψj(τ), (B.16)

onde

Ht =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ,

HBCS
i =


0 0 0 ∆∗i
0 0 −∆∗i 0
0 −∆i 0 0

∆i 0 0 0

 ,

HM
i =

 Si · σ 0
0 −Si · σT

 . (B.17)

Os elementos de HM
i acima são blocos 2 × 2, de forma que HM

i é uma matriz 4 × 4. O
vetor de Pauli σ, cujas componentes são as matrizes de Pauli, está sendo multiplicado
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pelo vetor Si, que representa o spin clássico de uma impureza localizada no sítio i caso
este sítio seja magnético. Se o sítio i for não magnético, Si = 0.

A fim de aplicar o método da cavidade, definimos

S0 =
ˆ β

0
dτ ψ†0(τ)

(
∂τ1− µ0Ht + JHM

0 +HBCS
0

)
ψ0(τ), (B.18)

∆S =
ˆ β

0
dτ
∑
〈i0〉

ti0ψ
†
i (τ)Htψ0(τ) + t0iψ

†
0(τ)Htψi(τ), (B.19)

S(0) = S − S0 −∆S. (B.20)

Em seguida, definimos ηi(τ) = ti0Htψ0(τ) e chegamos a uma expressão semelhante à
Eq. (B.8), obtida pelo método da cavidade aplicado ao modelo de Hubbard. Tomando
novamente o limite d→∞ e considerando a rede de Bethe com ti0 = t/

√
d, se chega em

Seff = S0 +
∑
〈i0〉

ˆ β

0
dτ dτ ′ η†i (τ)Ĝ(0)

ii (τ − τ ′)ηi(τ ′) (B.21)

= S0 + t2
ˆ β

0
dτ dτ ′ ψ†0(τ)Ht

1
d

∑
〈i0〉

Ĝii(τ − τ ′)
Htψ0(τ ′), (B.22)

em que Ĝii(τ − τ ′) = −〈Tτ
√

2ψi(τ)
√

2ψ†i (τ ′)〉 é uma função de Green matricial local no
sítio i. Os fatores

√
2 nesta definição de função de Green aparecem porque consideramos um

spinor generalizado que dobra o número de componentes do spinor de Nambu convencional.
A função Ĝ(0)

ii (τ − τ ′) é a função de Green local no sítio i no sistema com a cavidade, que
equivale a Ĝii(τ − τ ′) quando d → ∞. Agora consideramos que x é a probabilidade de
cada sítio vizinho de 0 ser magnético e que as direções dos spins clássicos das impurezas
magnéticas Si podem ter uma distribuição de probabilidade qualquer. Consideraremos
ainda que todos os sítios vizinhos de 0 sem impureza magnética são idênticos, i.e. têm a
mesma função de Green Ĝii(τ) = Ĝnm(τ), e que todos os sítios com spin clássico dado
pelo vetor S são idênticos, Ĝii(τ) = Ĝm(τ,S). Assim, o somatório em i dá

(1/d)
∑
〈i0〉

Ĝii(τ − τ ′) = x〈Ĝm(τ − τ ′,S)〉S + (1− x)Ĝnm(τ − τ ′), (B.23)

onde 〈· · · 〉S denota uma média sobre todas as direções possíveis para os spins clássicos
pesados pela probabilidade de cada direção.

Finalmente, substituindo a Eq. (B.18) na Eq. (B.22) e considerando a transformada
de Fourier do spinor ψ0(τ), encontramos a ação efetiva para o sítio 0,

Seff = − 1
β

∑
n

ψ†0(iωn)Ĝ−1
0 (iωn)ψ0(iωn), (B.24)

em que

Ĝ−1
0 (iωn) = iωn1+ µ0Ht − JHM

0 −HBCS
0

−t2Ht
[
x〈Ĝm(iωn,S)〉S + (1− x)Ĝnm(iωn)

]
Ht. (B.25)
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Como o sistema não possui interações quárticas, mas apenas interações quadráticas, a
função de Green Ĝ calculada através da ação efetiva [Eq. (B.24)] é simplesmente a função
de Weiss Ĝ0. Considerando então que o sítio 0 pode ser magnético ou não magnético,
chegamos às equações de DMFT para o sistema DMS,

Ĝ−1
nm(iωn) = iωn1+ µHt −HBCS

nm − t2Ht
[
x〈Ĝm(iωn,S)〉S + (1− x)Ĝnm(iωn)

]
Ht,

Ĝ−1
m (iωn,S0) = iωn1+ (µ+ δµ)Ht − JHM(S0)−HBCS

m

−t2Ht
[
x〈Ĝm(iωn,S)〉S + (1− x)Ĝnm(iωn)

]
Ht. (B.26)

Estas equações correspondem às equações mostradas no texto principal, Eqs. (7.2).

B.2.2 Spins clássicos alinhados na mesma direção

No caso particular em que os spins de todas impurezas clássicas estão na mesma
direção, S = Sẑ, as equações de DMFT se simplificam consideravelmente. Neste caso
pode-se tomar o spinor de Nambu φi(τ) = (ci,↑(τ) c†i,↓(τ))T e definir a função de Green
Ĝii(τ − τ ′) = −〈Tτφi(τ)φ†i (τ ′)〉. Seguindo os mesmos passos da subseção anterior, chega-se
às equações de DMFT

Ĝ−1
nm(iωn) = iωn1+ µτ z −HBCS

nm − t2τ z
[
xĜm(iωn) + (1− x)Ĝnm(iωn)

]
τ z,

Ĝ−1
m (iωn) = iωn1+ (µ+ δµ)τ z −HBCS

m − t2τ z
[
xĜm(iωn) + (1− x)Ĝnm(iωn)

]
τ z

−JS1, (B.27)

em que τ z é a matriz de Pauli e

HBCS
i =

 0 ∆∗i
∆i 0

 . (B.28)

Essas equações de DMFT correspondem às Eqs. (7.4), mostradas no texto principal. Note
que agora as funções de Green são matrizes 2× 2 e a resolução numérica das equações de
DMFT desta subseção é mais rápida do que a resolução das Eqs. (B.26), que envolvem
matrizes 4× 4.
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APÊNDICE C – Soluções da equação de
DMFT para um supercondutor

Neste apêndice derivamos analiticamente soluções da equação de dynamical mean-
field theory para um supercondutor convencional sem impurezas cujo pareamento se origina
de uma interação de campo médio ∆. Na seção C.1 mostramos resultados aproximados
válidos para qualquer rede e densidade de estados. Tais resultados já são conhecidos e foram
rederivados por nós para utilização no nosso artigo. Na seção C.2 mostramos expressões
exatas que derivamos para a função de Green supercondutora na rede de Bethe.

C.1 Densidade de estados arbitrária

As funções de Green normal Gs e anômala Fs em uma rede não interagente, sem
impurezas, com um pareamento supercondutor ∆ podem ser calculadas utilizando a DMFT
a partir das relações1

Gs(iωn) =
ˆ +∞

−∞
dε D(ε) ζ∗ − ε

|ζ − ε|2 + Σ2
∆
, (C.1)

Fs(iωn) = −Σ∆(iωn)
ˆ +∞

−∞
dε D(ε) 1

|ζ − ε|2 + Σ2
∆
, (C.2)

onde D(ε) é a densidade de estados no estado normal, ζ = iωn + µ e consideramos
Σ∆ ' ∆ ∈ R [132].

Usando continuação analítica e tomando a parte imaginária de Gs e Fs se obtém,
para |ω| > |∆|,

Im[Gs(ω)] = sgn(ω)π
2

 −ω√
ω2 −∆2

[
D(µ+

√
ω2 −∆2) +D(µ−

√
ω2 −∆2)

]

−
[
D(µ+

√
ω2 −∆2)−D(µ−

√
ω2 −∆2)

], (C.3)

Im[Fs(ω)] = −π2 sgn(ω)
[
D(µ+

√
ω2 −∆2) +D(µ−

√
ω2 −∆2)

] ∆√
ω2 −∆2

. (C.4)

Para |ω| < |∆|, Im[Gs(ω)] = Im[Fs(ω)] = 0.
1 Essas expressões para funções de Green podem ser encontradas ao generalizar a abordagem de DMFT

apresentada na seção 6.1, considerando funções de Green e autoenergia matriciais, cujos elementos fora
de diagonais estão relacionados com o pareamento supercondutor ∆. Detalhes podem ser encontrados
nas páginas 32-33 da Ref. [132].
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Usando as relações de Kramers-Kronig e tomando a expansão em série de Taylor
de D(µ±

√
ω2 −∆2) até a primeira ordem em torno de µ, se encontra para |ω| < |∆|

Re[Gs(ω)] ' −πD(µ) ω√
∆2 − ω2

− 2D′(µ)W, (C.5)

Re[Fs(ω)] ' −πD(µ) ∆√
∆2 − ω2

, (C.6)

onde D′(µ) = dD(ε)/dε|ε=µ e W é um cutoff que corresponde à borda da banda energética.

Considerando as relações anteriores é possível calcular, dentro do gap,

Gs(ω) +G∗s(−ω)
Fs(ω) ' 4D′(µ)W

πD(µ)∆
√

∆2 − ω2, (C.7)

Gs(ω)−G∗s(−ω)
Fs(ω) ' 2ω

∆ , (C.8)

det[Ĝs(ω)]
Fs(ω) = −Gs(ω)G∗s(−ω) + Fs(ω)2

Fs(ω)

' π2D(µ)2 + [2D′(µ)W ]2

πD(µ)∆
√

∆2 − ω2

' πD(µ)
∆
√

∆2 − ω2, (C.9)

onde foi considerado que as bandas no estado normal são quase planas em baixas energias,
D′(µ)W/D(µ)� 1. Substituindo os resultados acima na Eq. (7.29) chegamos na Eq. (7.30).

C.2 Rede de Bethe

Aqui mostramos como derivamos uma solução exata para a Eq. de DMFT para a
rede de Bethe supercondutora na ausência de impurezas. A equação de DMFT para este
sistema pode ser obtida pela Eq. (B.27) com x→ 0,

Ĝ−1
s = R̂− t2σzĜsσ

z, (C.10)

R̂ = iω1+ µσz −∆σx. (C.11)

Seja T̂ a matriz que diagonaliza R̂, R̂ = T̂ R̂DT̂
−1, onde R̂D é diagonal. Também definimos

ĜT = T̂−1Ĝsσ
zT̂ e σzT = T̂−1σzT̂ . Multiplicando cada termo da Eq. (C.10) pelo lado

esquerdo por t−2T̂−1σz e multiplicando pelo lado direito por Ĝsσ
zT̂ , chegamos em

Ĝ2
T − t−2σzT R̂DĜT + t−21 = 0. (C.12)

Note que esta equação quadrática é tal que o coeficiente multiplicando Ĝ2
T (i.e., 1) e o

termo constante (t−21) são matrizes diagonais. A solução para esta equação quadrática é

ĜT = 1
2t2σ

z
T R̂D ± 1

2

√
t−4σzT R̂DσzT R̂D − 4t−21. (C.13)
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A fim de simplificar as relações anteriores definimos R̂z = σzR̂ = V̂ R̂z
DV̂

−1, onde
R̂z
D é diagonal e V̂ diagonaliza R̂z. Então temos

σzT R̂Dσ
z
T R̂D = T̂−1R̂zR̂zT̂ = (T̂−1V̂ )R̂z

DR̂
z
D(V̂ −1T̂ ). (C.14)

Uma vez que (R̂z
DR̂

z
D) é diagonal, vemos que (T̂−1V̂ ) diagonaliza σzT R̂Dσ

z
T R̂D. Então

podemos reescrever a raiz quadrada na Eq. (C.13) como√
t−4σzT R̂DσzT R̂D − 4t−21 =

√
(T̂−1V̂ )(t−4R̂z

DR̂
z
D − 4t−21)(V̂ −1T̂ )

=
√

[(T̂−1V̂ )(t−4R̂z
DR̂

z
D − 4t−21)1/2(V̂ −1T̂ )]2

= (T̂−1V̂ )(t−4R̂z
DR̂

z
D − 4t−21)1/2(V̂ −1T̂ ). (C.15)

Então

ĜT = 1
2t2σ

z
T R̂D ± 1

2(T̂−1V̂ )(t−4R̂z
DR̂

z
D − 4t−21)1/2(V̂ −1T̂ ). (C.16)

Finalmente temos, usando Ĝs = T̂ ĜT T̂
−1σz,

Ĝs = 1
2t2σ

zR̂σz ± 1
2 V̂ (t−4R̂z

DR̂
z
D − 4t−21)1/2V̂ −1σz. (C.17)

Note que agora aparece a raiz quadrada de uma matriz diagonal, que é igual à
raiz quadrada de suas componentes. Os elementos diagonais de R̂z

D são os autovalores
de R̂z, que são rα = µ+ α

√
(iω)2 −∆2, α = +,−. Substituindo os seus correspondentes

autovetores normalizados vα dentro de V̂ , podemos usar a Eq. (C.17) e encontrar uma
expressão para Ĝs.

Calculamos a Eq. (C.17) a fim de obter uma expressão para [Gs(ω)+G∗s(−ω)]/Fs(ω)
dentro do gap. Como resultado obtivemos uma expressão analítica grande e complicada,
mas que se ajusta perfeitamente em um semicírculo. Em ω = 0 pudemos encontrar a
expressão aproximada [Gs(0) +G∗s(−0)]/Fs(0) ' −µ sgn(∆)/t. Portanto,

Gs(ω) +G∗s(−ω)
Fs(ω) = Gs(0) +G∗s(−0)

Fs(0)

√
1− ω2

∆2 ' −
µ sgn(∆)

t

√
1− ω2

∆2

' − µ

t∆
√

∆2 − ω2. (C.18)

Esta expressão é um pouco mais precisa do que a Eq. (C.7) aplicada à rede de Bethe.
Nesta rede temos D(ε) =

√
4t2 − ε2/2πt2 e portanto a Eq. (C.7) fornece [Gs(ω) +

G∗s(−ω)]/Fs(ω) ' −2µ
√

∆2 − ω2/πt∆, diferindo da Eq. (C.18) por um fator 2/π. Embora
a Eq. (C.18) seja mais precisa, a princípio ela só é válida na rede de Bethe. A Eq. (C.7),
válida para redes arbitrárias, é uma aproximação razoavelmente boa para o tipo de in-
vestigação que fazemos na parte II desta tese. Esta expressão mais geral foi utilizada na
seção 7.4.2 e, conforme se vê na Fig. 37, também leva a bons resultados.
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