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Resumo

Nesta tese realizamos uma investigagao teorica do efeito de impurezas em sistemas de muitos
corpos. Na primeira parte deste trabalho estudamos o comportamento de uma impureza
movel em um semimetal topologico 2D com toque quadratico de bandas. A impureza
possui uma repulsao local e uma interacao de troca anisotropica com os férmions do banho.
Usando grupo de renormalizagao de Wilson encontramos regimes em que a interacao
local se torna efetivamente atrativa a baixas energias. Calculamos a funcao espectral
de um par férmion-impureza usando a aproximacao da série de escada e verificamos a
existéncia de estados ligados entre tais particulas nos regimes em que a interagao se
torna efetivamente atrativa. Tais regimes dependem da razao entre as massas efetivas das
duas bandas fermionicas. O nimero de estados ligados pode ser 0, 1 ou 2 e é controlado
ajustando a interagao de troca. Nossos resultados sugerem que este sistema pode levar a

supercondutividade nao convencional ao incluir uma densidade finita de impurezas madveis.

Na segunda parte deste trabalho estudamos o efeito de impurezas magnéticas classicas
diluidas em um supercondutor convencional. Usamos a dynamical mean-field theory para
resolver este problema na rede de Bethe. Devido a interacao magnética surgem estados
eletronicos localizados nas impurezas e a superposicao desses estados leva a emergéncia de
bandas de Shiba. Vemos o aparecimento de supercondutividade nao convencional do tipo
odd-frequency que, assim como as bandas de Shiba, é mais intensa em sitios magnéticos
do que nos nao magnéticos. Demonstramos uma forma de estimar a intensidade deste
pareamento supercondutor através de medigoes de espectroscopia de tunelamento por
varredura. Definimos parametros de ordem para diferentes pareamentos supercondutores:
singleto even-frequency de onda s, tripleto odd-frequency de onda s e tripleto even-frequency
de paridade espacial impar. Nossos resultados indicam a presenca dos trés pareamentos

simultaneamente no sistema.

Palavras-chave: Impureza. Interacao. Estado ligado. Supercondutividade nao convencio-

nal.






Abstract

In this thesis we carry out a theoretical investigation on the effect of impurities in many
body systems. In the first part of this work we study the behavior of a mobile impurity
in a 2D topological semimetal with quadratic band touching. The impurity has a local
repulsion and an anisotropic exchange interaction with the fermions in the bath. Using
Wilsonian renormalization group we find regimes where the local interaction becomes
effectively attractive at low energies. We calculate the spectral function of a fermion-
impurity pair using the ladder approximation and verify the existence of bound states
between these particles in the regimes where the interaction becomes effectively attractive.
These regimes depend on the ratio between the effective masses of the majority fermions
in the two bands. The number of bound states may be 0, 1 or 2 and is controlled tuning
the exchange interaction. Our results suggest that this system may lead to unconventional

superconductivity in the presence of a finite density of mobile impurities.

In the second part of this work we study the effect of classical magnetic impurities diluted
in a conventional superconductor. We use dynamical mean-field theory to solve this
problem in the Bethe lattice. Electronic states localized in the impurities appear due to
the magnetic interaction and their overlapping lead to the emergence of Shiba bands. We
see the appearance of odd-frequency unconventional superconductivity which, similarly
to the Shiba bands, is more intense in the magnetic sites than in the nonmagnetic ones.
We demonstrate a way to estimate the intensity of the superconducting pairing through
scanning tunneling spectroscopy measurements. We define order parameters for different
superconducting pairings: even-frequency spin-singlet s-wave, odd-frequency spin-triplet
s-wave and even-frequency spin-triplet odd-parity. Our results show the presence of these

three pairings simultaneously in the system.

Keywords: Impurity. Interaction. Bound state. Unconventional superconductivity.
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1 Introducao

Muitos metais comuns, nos quais ha interagoes significativas entre os elétrons,
possuem qualitativamente o mesmo comportamento de um gas de férmions nao interagentes,
o qual possui algumas caracteristicas bem conhecidas a baixas temperaturas, como calor
especifico variando linearmente com a temperatura T, resistividade proporcional a T2,
dentre outras propriedades. O objetivo da teoria de liquido de Fermi de Landau é entender
por que em tais casos as interagdes nao possuem nenhum efeito qualitativo e quantificar as
diferencas. Tal teoria assume que o estado fundamental e as excitagoes perto do nivel de
Fermi do sistema mudam suavemente ao variarmos a intensidade das interagoes desde zero
até o valor real a ser analisado. Isso significa que as excitagoes no sistema interagente sao
“quase particulas” que podem ser rotuladas usando o mesmo conjunto de nimeros quanticos
que no gas ideal de Fermi: vetor de onda e spin. Isso também implica que assumimos que
nao ha transigoes de fase do estado fundamental ao variarmos a intensidade das interagoes
neste intervalo. A ideia é que, pela teoria de liquido de Fermi de Landau, as excitagoes em
torno do nivel de Fermi de um sistema correlacionado sejam mapeadas nas excitacoes de

um sistema nao interagente, e assim o problema simplifica muito [1,[2].

Para entender a teoria de liquido de Fermi e a fisica de muitos corpos é fundamental
compreender o conceito de quase particula, que é um tipo de excitacdo elementar nesses
sistemas. Fisicamente ela consiste de uma particula “vestida” (ou cercada) por uma nuvem

de outras particulas (ver Fig. . Devido a essa nuvem as quase particulas possuem

.'\ N
el <« 0
real pnvhoﬂ "8, .U.

qu.a.sn' Par'hl.l e

real horse quas( horse

Figura 1 — Um cavalo real galopando pode ser revestido de uma nuvem de poeira, de
forma que o cavalo junto a tal nuvem pode ser chamado de “quase cavalo” em
analogia ao conceito de quase particula. Uma particula real pode interagir com
outras e se vestir de uma nuvem de particulas do ambiente. Assim como a
nuvem de poeira esconde o cavalo, a nuvem de particulas causa uma blindagem
nas particulas reais, de forma que as quase particulas interagem fracamente.
Figura extraida da Ref. [3].



16 Capitulo 1. Introducio

propriedades diferentes de uma particula real. Por exemplo, essa nuvem causa uma
blindagem na particula real de forma que, em geral, as quase particulas interagem mais
fracamente umas com as outras. Além disso, as quase particulas possuem uma massa
efetiva diferente da massa real e possuem um tempo de vida. Isso acontece porque uma
quase particula num dado estado pode, apdés um certo tempo, colidir com outra quase
particula do sistema e espalhar para um novo estado, de forma que o tempo de vida da
quase particula no estado inicial é finito. Assim, um sistema de particulas que interagem
fortemente muitas vezes pode ser descrito como se fosse composto de quase particulas
nao interagentes [3]. Nesse caso a funcgao espectralE] da particula real, que na auséncia
de interagoes seria uma delta de Dirac, passa a ter um broadening n (i.e. “alargamento”)
dado pelo inverso do tempo de vida da quase particula, sendo descrita por uma funcao
Lorentziana perto do nivel de Fermi. Além disso, o peso espectral desse pico (i.e. sua
integral na frequéncia perto do nivel de Fermi) agora é suprimido por um fator chamado
peso de quase particula 0 < Z < 1. O restante do peso total estd em um largo “background
incoerente”, devido aos fortes efeitos de interagao nos férmions em escalas de tempo

curtas [44/5].

Mas isto nao é valido sempre. Se a interagao for muito forte, por exemplo, dificil-
mente mapear o sistema interagente em um nao interagente poderia ser feito. Além disso,
algumas interacoes perturbativas em certos Hamiltonianos levam a instabilidades, dando
origem a novas fases quanticas. Em casos onde a teoria de liquido de Fermi de Landau nao
é valida se faz necessario o uso de outras teorias para descrever o comportamento deste

sistema interagente.

Os supercondutores sao exemplos de materiais que nao sao descritos por um liquido
de Fermi. A supercondutividade foi descoberta em 1911 por Kamerlingh Onnes que, ao
estudar o merctrio solido a baixas temperaturas, verificou que em 4.2 K a sua resisténcia se
anulava subitamente (ver Fig. [2)) [6]. A partir dai foram encontrados diversos materiais que
superconduzem abaixo de certa temperatura critica. Em 1913, por exemplo, foi descoberto
que o chumbo também se torna um supercondutor abaixo de 7 K. Em 1933 Meissner e
Ochsenfeld descobriram que um supercondutor expele o campo magnético aplicado nele,

fendmeno este que ficou conhecido como efeito Meissner [7].

O desenvolvimento de teorias para a supercondutividade teve importantes con-
tribui¢oes de Fritz e Heinz London [8], Landau e Ginzburg [|9], Abrikosov |10], e outros,

até que uma teoria microscopica mais completa para supercondutividade foi proposta em

L A funcdo espectral A(k,w) d4 a densidade de probabilidade de encontrar uma particula de momento k

em uma energia w. A integral desta fungdo em todo o espectro energético resulta em 1. Se os férmions
nao interagentes possuem uma disperséo eletronica e(k), sua funcao espectral é A(k,w) = §(w — e(k)).
Ao considerar férmions interagentes que sejam descritos pela teoria de liquido de Fermi, temos que a
dispersdo das quase particulas passa a ser €(k), seu tempo de vida passa a ser =1 e a funcio espectral
dos férmions perto do nivel de Fermi é A(k,w) = Zn/[(w — &(k))? + n?|7, onde Z é o peso de quase
particula [4]. Note que a integral desta fungdo Lorentziana resulta em Z.
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Figura 2 — Grafico histérico de 1911 da resisténcia (Ohm) em func¢do da temperatura
(Kelvin) para o mercurio. A transigao supercondutora ocorre em 4.20 K. Figura
extraida da Ref. [12].

1957 por Bardeen, Cooper e Schrieffer [11]. Esta teoria — conhecida por BCS — explica a
supercondutividade como tendo origem nos pares de Cooper, os quais sao formados por
pares de elétrons préoximos a superficie de Fermi que se ligam através de uma interagao

fracamente atrativa.

Em muitos supercondutores de baixa temperatura critica esta interagao atrativa
entre os elétrons é gerada pela mediacao de fonons da rede, os quais fazem surgir pares de
elétrons correlacionados. Os muitos pares de elétrons do condutor se sobrepdem e formam
um condensado coletivo, estando correlacionados devido ao principio de exclusao de Pauli.
Quebrar um unico par de Cooper implica em alterar a energia de todo o condensado. Neste
cenario, as pequenas colisoes causadas pela vibragao dos atomos a baixas temperaturas
nao sao suficientes para afetar o condensado como um todo, e consequentemente nenhum
par de Cooper do condensado. Os elétrons permanecem pareados juntos e resistem as

colisoes, fluindo livremente no supercondutor sem experimentar resisténcia alguma.

Esta situacao implica na existéncia de um gap energético para excitacoes de uma

particula em um supercondutor. Este gap A é maximo em temperaturas mais baixas e,



18 Capitulo 1. Introducio

A)
AO) | A(0) = 1.76kT.

Sl

Figura 3 — Dependéncia do gap energético com a temperatura na teoria BCS para aco-
plamentos fracos. Na pratica, esta curva universal se aplica a maioria dos
supercondutores BCS. Figura extraida da Ref. [13].

aplicando teoria de campo médio, a teoria BCS prevé que em T = 0 [13]
A(T = 0) = 1.764kT,, (1.1)

em que kg ¢é a constante de Boltzmann e T, é a temperatura critica do supercondutor. Por
outro lado, o gap energético se anula na temperatura critica, onde a supercondutividade
deixa de ocorrer. Em supercondutores de acoplamento fraco, o fechamento do gap perto

da temperatura critica segue a rela¢do assintética [13]

A(T = T.) ~ 3.06kpTo\/1 — (T/T). (1.2)

A Fig. [3] mostra como o gap fecha monotonicamente a medida em que se aumenta
a temperatura. A teoria BCS prevé corretamente esta e diversas outras propriedades
de muitos supercondutores, incluindo o efeito Meissner. Chamamos um material de

supercondutor convencional quando este é corretamente descrito pela teoria BCS.

Acreditava-se que a teoria BCS proibia a existéncia de supercondutividade acima
de 30 K até que, em 1986, Bednorz e Miiller descobriram supercondutividade em um
cuprato LBCO (lanthanum barium copper oxide, i.e. 6xido de cobre lantanio bario), o
qual tem uma temperatura de transi¢ao de 35 K |14]. Em seguida descobriu-se que, ao
substituir o lantanio por itrio, o novo cuprato YBCO atinge uma temperatura critica acima
de 90 K [15]. Esta temperatura pode ser atingida por resfriamento utilizando nitrogénio
liquido, o qual é mais facilmente obtido do que o hélio liquido, que foi utilizado por Onnes

para resfriar o merctrio abaixo de 4.2 K.

Varios outros supercondutores tém sido descobertos, muitos dos quais nao sao
corretamente descritos pela teoria BCS (ver Fig. . Além disso, inicialmente acreditava-se
que a supercondutividade e o magnetismo eram fenoémenos mutualmente excludentes, de

forma que a presenca de um implicaria necessariamente na auséncia do outro. Mas com
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Figura 4 — Panorama da temperatura critica de uma variedade de materiais supercondu-
tores desde a primeira descoberta em 1911. As cores representam diferentes
classes de materiais: BCS (circulo verde escuro), baseados em férmions pesados
(estrela verde claro), cupratos (diamante azul), baseados em fulereno (triantulo
roxo invertido), alétropos de carbono (tridngulo vermelho) e pnictideos basea-
dos em ferro (quadrado laranja). Outros supercondutores com temperaturas
criticas maiores foram encontrados apds 2015 e nao sao mostrados aqui. Figura
extraida da Ref. [16].

o passar dos anos foram encontrados varios materiais que apresentam simultaneamente
ordem magnética e supercondutora, como pode ser visto na Fig. 5| Hoje sabemos que o
magnetismo é um dos principais impulsionadores da supercondutividade ndo convencional,
a qual nao é descrita pela teoria BCS. Um grande desafio na area de fisica da matéria

condensada é desenvolver teorias que descrevam bem os supercondutores nao convencionais.

Em supercondutores a estatistica de Fermi impde que a funcdo de pareamento
supercondutor seja antissimétrica sob a troca de dois elétrons formando o par de Cooper.
Portanto, deve haver uma mudanca no sinal da funcao de pareamento ao trocar os niimeros
quanticos envolvendo os dois elétrons, como posicao, tempo, indice de orbital, spin, etc. Nos
supercondutores mais convencionais de uma tinica banda, o pareamento é antissimétrico
com a troca do indice dos spins (singleto) e é simétrico em relagao a parte espacial
(e.g. de onda s) e aos demais graus de liberdade. Em supercondutores do tipo tripleto,
frequentemente atribuidos a supercondutores ferromagnéticos [18], como UGeg, URhGe, e
UCoGe, a componente de spin é simétrica enquanto a componente espacial é antissimétrica
(e.g. de onda p). Nos tltimos anos tém surgido sistemas supercondutores onde se especula

que o pareamento seja antissimétrico nas coordenadas temporais e, consequentemente, na
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Figura 5 — Apés a descoberta dos primeiros supercondutores acreditava-se que super-
condutividade e magnetismo eram fené6menos que nao podiam ocorrer simul-
taneamente. Com o passar dos anos foram sendo descobertos materiais nao
convencionais nos quais a supercondutividade é induzida por meio do magne-
tismo. Hoje sdo conhecidos diversos materiais nos quais ambos os ordenamentos
coexistem. Figura adaptada da Ref. [17].

frequéncia. Tal tipo de pareamento é chamado de odd-frequency [19).

O teorema de Anderson afirma que a supercondutividade convencional é robusta
com respeito a presenga de impurezas nao magnéticas [20]. Isto implica, por exemplo, que a
temperatura critica do supercondutor quase nao é afetada pela presenca destas impurezas.
Por outro lado, a supercondutividade nos supercondutores convencionais é rapidamente

suprimida a medida em que se aumenta a concentragao de impurezas magnéticas [21},22].

O comportamento de uma tinica impureza interagindo com o seu ambiente determina
a fisica de baixas energias de vérios sistemas de matéria condensada. Um exemplo de
sistema com impureza é um elétron se movendo em uma rede cristalina e deslocando
os fons ao seu redor devido a interacdo Coulombiana, criando uma polarizagao local. O
elétron vestido com esta nuvem de distor¢oes na rede, i.e. os fonons, forma um polaron na
rede [23]. Este pdlaron é uma quase particula com energia e massa diferentes do elétron

“despido”. Os polarons sdo importantes, por exemplo, na compreensao dos materiais com
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magnetorresisténcia colossal [24] e eles afetam a fungao espectral dos cupratos [25]. Em
contraste com o elétron se movendo num banho de fénons, um ambiente bosoénico, quando
uma impureza maével é vestida por excitagoes de um mar de Fermi com o qual interage,
a quase particula que surge é chamada de pélaron de Fermi. Os pélarons de Fermi sao
frequentemente estudados no contexto de atomos frios e redes 6ticas [26]. Outro exemplo
de problema de impureza é o efeito Kondo, no qual o spin de impurezas iméveis leva ao
aumento da resisténcia em metais abaixo da temperatura Kondo [27]. O spin de uma
impureza magnética imovel também é capaz de afetar um supercondutor convencional,
levando a formacao de estados eletronicos ligados ao redor das impurezas, conhecidos como
estados de Yu-Shiba-Rusinov [22}2829).

Frequentemente transicoes entre diferentes fases da matéria podem ser explicadas
com argumentos de simetria. Tais transi¢oes ocorrem de uma fase mais simétrica para
uma fase ordenada. Um exemplo é a transicao que ocorre em um material paramagnético
para uma fase ferromagnética ao reduzir a temperatura 7. A fase paramagnética possui
simetria de rotacao dos spins. Ja na fase ferromagnética, os spins estao ordenados em
certa direcao. Geralmente as diferentes fases da matéria podem ser caracterizadas por
parametros de ordem locais, como a magnetizacao |30]. Porém, existem transigoes para as
chamadas fases topolégicas da matéria, que nao necessariamente envolvem alguma quebra
de simetria. Em geral as fases topoldgicas também nao estao associadas a pardmetros de
ordem locais. Topologia é um ramo da matemética onde sao estudadas propriedades de
objetos que sao invariantes sob deformacoes suaves. Materiais cujas propriedades sejam

invariantes sob transformacgoes topoldgicas sao conhecidos como materiais topolégicos.

Nos 1ultimos anos os materiais topologicos tém atraido crescente atencao dos
pesquisadores em fisica de matéria condensada. Exemplos sao os isolantes topoldgicos, os
quais sao isolantes no bulk e possuem estados condutores nas bordas robustos e protegidos
por simetria [31],32]. Outro exemplo sdo os semimetais topoldgicos, nos quais as bandas
eletronicas se cruzam de forma topologicamente estével perto do nivel de Fermi [33]34].
Também existem os supercondutores topologicos, nos quais a topologia do bulk leva a
emergéncia de estados de Majorana dentro do gap supercondutor nas bordas do material,
além da supercondutividade no interior [35,36]. No contexto de materiais topoldgicos
frequentemente se utiliza uma fase geométrica conhecida como fase de Berry, a qual pode
ter um impacto profundo nas propriedades de materiais e é responsavel por fenémenos
como polarizagao, efeito Hall quintico, anémalo ou de spin, dentre outros fendémenos [37,,38].
Nesse mesmo contexto também é comum calcular o nimero de Chern, que esté relacionado

com o nimero de modos presentes na borda de materiais topoldgicos.

Na presente tese fazemos um estudo tedrico de dois diferentes sistemas de muitos
corpos contendo impurezas, as quais levam a formagao de estados ligados e podem levar

a supercondutividade ndo convencional. Na parte [[] da tese estudamos uma impureza
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movel em um sistema fermionico 2D com toque quadratico de bandas. Consideramos uma
rede checkerboard que, na auséncia de interagoes, descreve um semimetal topolégico. A
impureza moével possui uma repulsao local com os férmions majoritarios, além de uma
interacao de troca de spin de longo alcance, espacialmente anisotrépica. Mostramos que ha
regimes em que tal impureza nao possui o comportamento de um pélaron de Fermi, mas
forma estados ligados com um férmion majoritario. Discutimos perspectivas de formacao
de supercondutividade nao convencional de onda d neste sistema se houver uma densidade

pequena e finita destas impurezas mabveis.

Na parte [T desta tese consideramos um supercondutor convencional com impurezas
magnéticas classicas iméveis. A interacao dos elétrons com as impurezas faz com que
surjam estados ligados de Yu-Shiba-Rusinov, os quais se sobrepoem e levam a formagao
de bandas de Shiba dentro do gap supercondutor. Mostramos que nesse sistema surge
supercondutividade nao convencional do tipo odd-frequency, a qual esta relacionada com a
formacao das bandas de Shiba. Estudos indicam que este sistema pode também apresentar
supercondutividade topoldgica na presenga de acoplamento spin-6rbita [39]. Embora o
sistema considerado na parte [[| seja um semimetal topoldgico e o sistema da parte [l possa
vir a apresentar supercondutividade topoldgica, propriedades topologicas nao sao o foco

desta tese, apenas nos servem como motivacao.

Cada uma das partes da tese comega com um capitulo de revisao de literatura
seguido de um capitulo de metodologia utilizada e termina com um capitulo contendo o
modelo que utilizamos e nossos resultados. No capitulo [§| apresentamos uma conclusao

geral das duas partes da tese.



Parte |

Impurezas moveis em um sistema fermionico

2D com toque quadratico de bandas
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2 Revisao da literatura

Na primeira parte da presente tese investigamos impurezas moéveis quanticas em
um semimetal topolégico bidimensional com toque quadrético de bandas (QBT, do inglés
quadratic band touching). Esta pesquisa foi inspirada em um artigo de Ménica Caracanhas e
Rodrigo Pereira [40], onde foi considerada uma impureza mével com interagao local repulsiva
com férmions em um sistema com QBT. No trabalho apresentado aqui generalizamos o
sistema considerado na Ref. [40] incluindo uma interacio de troca de spin de longo alcance
entre impureza e férmions do banho. Usando uma analise de grupo de renormalizagao
encontramos regimes em que a interagao entre impureza e férmion se torna efetivamente
atrativa em baixas energias. Isto sugere a formacao de estados ligados entre tais particulas,
o que confirmamos através de calculos da funcao espectral de um par férmion-impureza.
Tais resultados sdo apresentados no presente trabalho e foram publicados na Ref. [41][[]
Também apresentamos nesta tese resultados preliminares deste sistema fermioénico com
QBT na presenca de uma densidade pequena, porém finita, de impurezas moéveis. Assim
como ocorreu no caso de uma tinica impureza, também no caso de uma concentracao finita
de impurezas hé indicios de que, & medida em que se reduz a energia, surge uma interagao
efetivamente atrativa entre as impurezas e os férmions majoritarios. Estamos investigando

melhor este sistema a procura de supercondutividade nao convencional.

Um interessante problema de impurezas ¢ realizado com uma pequena concentragao
de particulas com spin para baixo imersa em um mar de Fermi de particulas com spin para
cima. Este limite de extremo desbalango populacional tem recebido bastante atengao no
contexto de experimentos com atomos ultrafrios, no qual a&tomos fermiénicos (ou bosonicos)
moveis podem interagir com outros atomos em um sistema com temperaturas proximas
do zero absoluto [42]. Neste sistema, as impurezas moéveis (dtomos de spin para baixo)
sao vestidas por excitagoes particula-buraco do gas de Fermi no qual estdo inseridas
(d&tomos de spin para cima), formando pélarons de Fermi [43-48]. As propriedades de quase
particula dos pélarons de Fermi em experimentos com atomos frios podem ser medidas
usando espectroscopia de radio frequéncia [26,49-51]. Além de apresentar comportamento
convencional de pélarons, impurezas moveis podem sondar algumas propriedades de
sistemas de muitos corpos como transi¢oes de fase topolégicas [52-55] e colapso de quase

particula associado com criticalidade quantica [40}56-58].

Na Ref. [26] foram realizados experimentos com este sistema de baixa concentra¢ao
de atomos com spin para baixo imersos em um mar de Fermi de 4&tomos com spin para

cima. Foi verificado que, se a interacao atrativa entre as impurezas e os férmios majoritarios

L Flavio L. N. Santos, Ménica A. Caracanhas, M. C. O. Aguiar e Rodrigo G. Pereira: Bound states in
two-dimensional Fermi systems with quadratic band touching. Phys. Rev. B 101, 155120 (2020).
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Figura 6 — Interagao atrativa entre uma impureza mével (azul) e um mar de Fermi de
atomos frios (vermelho). (a) Com atracao fraca, a impureza se move livremente
no ambiente. (b) Com interacao atrativa intermediaria, a impureza se veste de
uma nuvem localizada de atomos, formando um polaron de Fermi. (¢) Com
atracao forte, ocorre formagao de molécula. Figura extraida da Ref. [26].

é baixa o suficiente, as impurezas se movem livremente no ambiente. Ao considerar uma
interacao atrativa mais forte, cada impureza pode experimentar colisbes com mudanca
de momento com os atomos do ambiente, e entdo comega a atrai-los. Assim, a impureza
vestida com a nuvem localizada de férmions espalhados constitui o pélaron de Fermi. Apods
um valor critico para a atragao a impureza se liga a um férmion majoritario, formando

uma molécula (ver Fig. [6).

Problemas de impurezas moveis e muitos outros problemas da fisica de muitos
corpos podem ser investigados experimentalmente utilizando gases quanticos em redes
oticas. Uma rede 6tica ¢é essencialmente um cristal artificial de luz, um padrao periédico
de intensidade da luz que é formado pela interferéncia de dois ou mais feixes de lasers. E
possivel formar estruturas espaciais unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais e
aprisionar atomos fermionicos e/ou bosonicos nas estruturas de interferéncia a temperaturas
proximas do zero absoluto (ver Fig. [7)). O hopping ou locomogao dos dtomos entre sitios
vizinhos pode ser controlado a partir da intensidade dos lasers. Além disso, diferentes
tipos de interacao entre os atomos podem ser considerados, inclusive uma repulsao local,
sendo este caso uma realizacio experimental do modelo de Hubbard. Atomos ultrafrios
em redes Oticas tém o potencial de impactar diferentes areas da fisica. Podem ser usados
como eficientes simuladores quanticos para problemas na fisica da matéria condensada e

outras areas devido ao singular nivel de controle disponivel nestes sistemas [59,60].

A area de redes oticas alcangou um grande progresso com a producao de moléculas
polares no regime quantico [62], de forma que estes experimentos devem ajudar também
na compreensao de sistemas quanticos de muitos corpos com interagoes de longo alcance.
Nestes experimentos sao produzidas moléculas que possuem um momento de dipolo elétrico
de maneira que cada par de moléculas possui uma interacao de longo alcance (dipolo-
dipolo). As moléculas podem ser produzidas em diferentes estados rotacionais, os quais

simulam estados de spin. Interagoes de troca de (pseudo) spin de longo alcance ja foram
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a Optical lattice

Figura 7 — Atomos ultrafrios em uma rede ética podem simular fenémenos de matéria
condensada que usualmente ocorrem somente em “gases de elétrons” em um
cristal. (a) mostra um esquema de rede 6tica onde os atomos sdo presos em
pogos de potencial sinusoidal (em cinza) criados por uma onda estacionaria de
feixes de laser. As fungoes de onda dos dtomos (azul) correspondem a elétrons
de valéncia em um cristal real, representado em (b). Aqui, o potencial periédico
é causado pela atragao eletrostética entre elétrons (-) e os fons (4) que formam
o cristal. A locomocao e a interagao das particulas, seja dtomos ultrafrios ou
elétrons, determinam a fisica do material. Entao, por exemplo, superfluidez em
um gas de atomos ultrafrios corresponde a supercondutividade em um gas de
elétrons. Figura extraida da Ref. [60].

produzidas e verificadas experimentalmente nesse tipo de sistema . Estas interagoes
sao da forma

Ji o
Hy =5 3 Vaalri = v))(S7 55 + 57 57), (2.1)
1>]
em que Si° sdo os operadores usuais de momento angular de spin 1/2 no sitio i e os vetores
adimensionais 7; sao as posi¢oes das moléculas escritas em unidades do parametro de rede

a. A energia de interagao dipolar inclui um fator geométrico

~ 1—3cos? 0y

V;ld(ri - T‘j) = ) (2-2)

i — 7]
onde ©;; é o angulo entre o eixo de quantizacao (definido por um campo externo B) e
o vetor r; — r; conectando as moléculas ¢ e j. O acoplamento na Eq. ¢ dado por
J. = —( |d| 1)?/4mepa®, onde gy é a permissividade no espaco livre, d representa o
operador dipolo e (] |d| 1) é o elemento de matriz do dipolo entre dois estados rotacionais
| 1) e | 1). A Fig. [§(a) mostra um esquema de uma rede ética 3D com moléculas polares
que possuem uma interacao de troca de spin J,. A Fig. (b) ilustra os diferentes estados

rotacionais, os quais podem ser alcangados por meio de microondas. A Fig. (c) mostra a
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Figura 8 — Moléculas polares numa rede 3D. (a) Moléculas polares sao carregadas em

uma rede 6tica. Microondas sao usadas para induzir a transicdo entre dois
estados rotacionais (vermelho e azul representam os dois estados). As moléculas
experimentam uma interacao de troca de spin de longo alcance J, . (b) Diagrama
energético esquematico para estados rotacionais de menores energias. (¢) A
energia da interacao entre duas moléculas depende de suas posigoes relativas na
rede. Os ntiimeros mostrados fornecem o fator geométrico —Vyq(r; — r;) para a
interagao dipolar de cada sitio com o sitio central (verde), dado um eixo de
quantizagao na dire¢do do campo B. Valores negativos (azul) correspondem a
interacoes atrativas e valores positivos (vermelho) correspondem a interagoes
repulsivas. Figura extraida da Ref. .

variacdo espacial do fator geométrico —Vy(r; — ;) numa rede 3D. Note que a interagao

dipolar é anisotrépica uma vez que o fator geométrico depende da direcao do vetor r; — ;.

Ainda é um desafio compreender os efeitos das interagoes de longo alcance em

sistemas de muitos corpos. Tais interacoes tendem a ser mais dificeis de abordar por

métodos tedricos. Por um lado, é conhecido que repulsoes eletronicas de mais longo alcance
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tendem a suprimir a supercondutividade nao convencional que surge da repulsao eletronica
de curto alcance [65]. Por outro lado, estudos numéricos prevéem que a interagao de troca
de spin de longo alcance em moléculas polares em uma rede unidimensional aumenta a
regiao de superfluidez em seu diagrama de fases |66]. E importante que haja mais estudos

que ajudem na compreensao dos efeitos de interagoes de longo alcance.

Métodos diagramaticos sao muito utilizados para estudos analiticos de interacoes
fracas em sistemas de muitos corpos. Tais métodos se baseiam em considerar nas fungoes
de Green interagentes os principais diagramas de Feynmann que devem contribuir para a
fisica do problema [40,67,68]. Exemplo é o grupo de renormalizacao de Wilson, que pode
ser utilizado inclusive para tratar interagoes de longo alcance. Tal grupo de renormalizacao
permite mapear um sistema interagente original em um sistema efetivo em baixas energias,
levando a expressoes que descrevem a renormalizacido das interacoes efetivas, das massas
efetivas e dos pesos de quase particula a medida em que se reduz a energia do sistema.
As expressoes para a renormalizacao das interagdes podem ser obtidas em tree level, que
conta com correcoes em primeira ordem nessas interagoes, ou em nivel de corregoes de
loop, que surgem a partir de segunda ordem nas interacoes. As equacodes de grupo de
renormalizacdo podem indicar que, em baixas energias, certa interagao é: irrelevante (i.e.
tende a se anular), relevante (i.e. aumenta) ou marginal (i.e. nao sofre variagao) [69-71].
Dizemos que uma intera¢ao é marginalmente relevante (irrelevante) se ela é marginal em

tree level e relevante (irrelevante) em nivel de corregao de loop.

Num sistema de muitas particulas fermionicas interagentes em que as interagoes
sejam irrelevantes por grupo de renormalizacao e o peso de quase particula nao se anule, o
sistema deve ser descrito pela teoria de liquido de Fermi de Landau em baixas energias. Se
houver interagoes relevantes, o sistema pode ser levado a diferentes fases quanticas [69]. No
caso de poucas impurezas moveis interagindo com um mar de Fermi, as impurezas devem
ser descritas por pélarons de Fermi se as interagoes forem irrelevantes. Se a repulsao entre
impureza e férmion for relevante, o peso de quase particula se anular e a massa efetiva das
impurezas divergir em baixas energias, a impureza deve se localizar [40]. Porém, se houver
uma atragao efetiva a baixas energias a impureza pode formar estados ligados com um

férmion do banho [72].

Na primeira parte desta tese investigamos o comportamento de impurezas maéveis
em um semimetal topol6gico bidimensional com toque quadratico de bandas (QBT). Um
sistema com QBT possui duas bandas de energia que se tocam em um ponto e suas
dispersoes sao quadraticas em torno deste ponto, conforme ilustrado na Fig. [9] Neste
tipo de sistema o nivel de Fermi pode ser ajustado de forma a se encontrar exatamente
no ponto de toque quadratico das bandas. Como consequéncia nao ha uma superficie
de Fermi, ha somente um ponto no espago dos momentos que possui o valor de energia

correspondente ao nivel de Fermi. A auséncia de uma superficie de Fermi faz com que
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Figura 9 — Dispersao do tipo QBT, onde duas bandas energéticas se tocam em um ponto
e sao quadraticas em torno dele. Figura extraida da Ref. .

surjam novos fenémenos, nao descritos por um liquido de Fermi. Isto também acontece com
os cones de Dirac no grafeno e em outros materiais. Dizemos que o grafeno e os sistemas
com QBT sao semimetais por ndo possuirem superficie de Fermi e ndo possuirem gap no
espectro. Ha, porém, uma diferenga importante entre esses dois sistemas bidimensionais:
enquanto no grafeno a dispersao ¢é linear em torno deste ponto de toque de bandas e
consequentemente a densidade de estados é nula, no QBT a dispersao é quadratica e entao

a densidade de estados é finita. Tais fatos sao importantes para determinar as propriedades
dos sistemas [70].

No caso de dispersao linear em torno do ponto de toque das bandas, a fisica de
baixas energias é descrita por férmions de Dirac. Em geral, um ponto de Dirac numa
estrutura de bandas é robusto com relagao a pequenas mudancas no potencial efetivo
que preservam simetrias do cristal [73-76]. Além disso, interagoes elétron-elétron de curto
alcance sao perturbativamente irrelevantes para dimensoes espaciais d > 1. Portanto, ha
uma fase estavel com férmions de Dirac livres sem gap até que, além de uma interacao
critica, ha fases que quebram espontaneamente a simetria de espago ou grupo de ponto
e/ou invariancia por reversao temporal [77-79).

Quanto a dispersao quadratica, no caso nao interagente o ponto de toque de bandas
¢ topologicamente estavel se o fluxo de BerryEl for £27 e se o sistema possuir simetria de
reversao temporal e simetria rotacional Cy ou Cg. Tal sistema com QBT topologicamente
estavel pode ser realizado na rede checkerboard ou na rede kagome, por exemplo .
Devido ao fato de a densidade de estados (DOS) no ponto de toque das bandas ser finita,
as interagoes de curto alcance sao marginais em tree level. Interagoes perturbativas neste

sistema foram estudadas no caso em que o nivel de Fermi esta posicionado no ponto de toque

2 Devido & simetria de reversdo temporal, um ponto de toque de bandas possui fluxo de Berry quantizado,

—i ¢ dk - ((k)|Vi|Y(k)) = nr, onde T’ é uma curva no espago dos momentos contendo o ponto de
toque das bandas, ¥ (k) é a func¢do de onda de Bloch em uma banda envolvida no toque e n é um
inteiro. Em um QBT temos n = 0, £27, onde o caso com n = 0 nao é robusto .



31

das bandas para férmions sem spin e férmions de spin 1/2. Em ambos os casos a interagao
repulsiva é marginalmente relevante, sendo instavel até para repulsoes arbitrariamente
pequenas. Quatro possiveis estados ordenados aparecem: fase com efeito Hall quantico
andmalo, fase com efeito Hall quintico de SpiI]EL fase nematica e fase nematica-spin-
neméticaﬁ [70]. Fases com efeito Hall quantico anémalo e fases nemaéticas nesses sistemas
foram estudadas também numericamente [80,81]. Investigagdes experimentais de sistemas
com QBT em redes éticas também tém sido discutidas [82-84]. H& também previsao
analitica de ocorréncia de supercondutividade em sistemas com QBT através de um ajuste

fino do potencial quimico do sistema [85].

Em sistemas fermionicos com QBT as duas bandas energéticas podem apresentar
curvaturas diferentes, o que implica em massas efetivas diferentes (m, e m_ para a banda
de cima e a de baixo, respectivamente). Ao considerar uma impureza com interacdo U de
onda s local repulsiva com este sistema, verifica-se que existem dois regimes que dependem
da assimetria entre as massas efetivas dos férmions. Se m, > m_, a interacao efetiva se
renormaliza para zero ao reduzir a escala de energia. Neste caso, o peso de quase particula
Z e a massa da impureza M se renormalizam para valores finitos e a quase particula
(pélaron de Fermi) é estavel. Se m < m_, a interagao efetiva tende a crescer. Neste caso,

M tende a infinito, Z tende a zero e a representacao de pélaron deixa de ser vélida [40].

Na Ref. [40] também foi calculado o coeficiente de difusdo D em funcao da tempe-
ratura 1’ para este problema de uma impureza mével em sistema com QBT. Ao preparar
o sistema com a impureza em certo sitio e em seguida observar a propagacao de seu
pacote de onda, a variancia da posicao da impureza deve crescer com o tempo t da forma
o?(t) = 4D(T)t para tempos suficientemente longos. No regime em que m, > m_ e o
pélaron é estével, foi calculado que D(T) ~ In® (Ag/T) para baixas energias. Por outro
lado, quando m, < m_ e a descricao polardnica deixa de ser vélida, o coeficiente de
difusao se anula com uma lei de poténcia D(T') ~ T" para baixas temperaturas, onde v
¢ da ordem do acoplamento renormalizado no limite de baixas energias. Um esbog¢o do
comportamento de D(T') pode ser visto na Fig. [L0]

No trabalho descrito nos proximos capitulos nés consideramos um semimetal
topoldgico bidimensional com QBT dado pela rede checkerboard. O sistema estudado é

composto por um mar de Fermi de particulas com spin para cima (com nivel de Fermi

3 Um material com efeito Hall quantico anémalo é um isolante topolégico e apresenta condutividade

Hall quantizada nas bordas do material mesmo na auséncia de uma campo magnético externo forte.
Na fase com efeito Hall quantico de spin as duas componentes de spin possuem condutividades Hall
opostas, i.e. férmions com spin para baixo se propagam no sentido oposto aos de spin para cima.
Fase nemética é uma fase com quebra espontanea de simetria rotacional. Em sistemas com QBT, a fase
nematica quebra a simetria rotacional C4 ou Cg em simetria C5, dividindo o ponto de QBT em dois
pontos de Dirac. Assim, a fase nemdtica é um semimetal anisotrépico. A fase nemética-spin-nemaética,
por sua vez, leva o ponto de QBT a se decompor em quatro pontos de Dirac. Este tltimo estado possui
polarizacao de spin invertida ao longo de dois eixos ortogonais, de forma que o setor de spin se torna
invariante por rotagdo Cs [70].
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Figura 10 — Esboco do coeficiente de difusdo da impureza mével em funcao da temperatura
em um sistema com QBT para m,; > m_ (linha continua azul) e my < m_
(linha tracejada vermelha). Figura extraida da Ref. [40].

ajustado no ponto de toque das bandas) interagindo localmente com uma impureza mével
de spin para baixo, assim como feito em [40]. Aqui, porém, incluimos uma interagao
de troca de spin de longo alcance entre a impureza e os férmions majoritarios, dada
pelas Eqgs. —. Tal interacao, por ser anisotropica, quebra a simetria rotacional C}
localmente. Ambas as interagdes consideradas aqui sao perturbativas. Como resultado,
além de encontrar regimes em que a impureza deve se comportar como um pélaron de
Fermi, encontramos situagoes em que deve haver formacao de estados ligados entre a
impureza e um férmion majoritario. Fazemos uma breve discussao sobre perspectivas
da presenca de supercondutividade nao convencional no sistema quando houver uma

concentracido pequena, porém finita, de impurezas maéveis neste sistema.

Os demais capitulos da primeira parte desta tese estdao divididos da seguinte
maneira. No capitulo [3| discutiremos um pouco sobre fungoes de Green, diagramas de
Feynman e o grupo de renormalizacao de Wilson, os quais utilizamos neste trabalho para
estudar interagoes fracas. No capitulo {4 introduzimos nosso modelo de uma impureza
movel interagindo com um mar de Fermi com QBT e apresentamos nossos resultados.
Usando métodos diagramaticos encontramos regimes em que se formam estados ligados.
O leitor interessado pode encontrar no Apéndice [A] detalhes adicionais dos cdlculos dos

propagadores utilizados nos nossos métodos.
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Ao longo da primeira parte desta tese utilizamos fun¢oes de Green para compreender
as propriedades de uma impureza em um sistema com toque quadratico de bandas. Tais
fungoes podem ser calculadas considerando alguns diagramas de Feynman, os quais também
sao utilizados para obtencao das equagoes de grupo de renormalizacao, que nos permitem
investigar as interacgoes efetivas a baixas energias. Nas se¢oes a seguir falamos brevemente

sobre funcoes de Green, diagramas de Feynman e grupo de renormalizacao.

3.1 Funcoes de Green e diagramas de Feynman

As quase particulas de um sistema podem ser descritas por meio de propagadores,
ou fungoes de Green. O propagador de uma particula unica fornece a amplitude de
probabilidade de uma particula que se encontra numa posi¢do r; (ou com certo momento
k1) no tempo t; ser observada no ponto 75 (ou com momento ks) no tempo to. Assim,
entre t; e ty a particula pode se “propagar” pelo sistema, interagindo com outras particulas.
A funcao de Green de particula tnica fornece diretamente a energia e tempo de vida da
quase particula, dentre outras propriedades [3]. A fun¢do de Green de duas particulas,
por sua vez, fornece a amplitude de probabilidade de observar uma particula em 7, t;
e outra em 73, t3 se elas foram colocadas no sistema em 7o, t5 e 74, t4. Este propagador
fornece diretamente as energias e tempos de vida de excitacgoes coletivas, susceptibilidade

magnética, condutividade elétrica e outras propriedades de nao equilibrio [3].

Através da transformada de Fourier uma func¢ao de Green escrita em termos de
posicoes r; e tempos t; pode ser expressa em termos de momentos k; e frequéncias w;. Em
fisica de muitos corpos frequentemente é mais simples calcular propagadores em termos dos
“tempos imaginarios” 7;. A transformada de Fourier desses propagadores G(7) — G(iwy,)
passa a depender de iw,, em que w, sao as frequéncias de Matsubara e para férmions
temos w,, = W, em que n é qualquer nimero inteiro e 5 = 1/(kgT). O propagador,
quando definido no tempo real, pode ser uma func¢ao retardada ou avancada, dentre outras
possibilidades. A fungao de Green retardada G(w) pode ser facilmente obtida a partir de
uma expressao para a fungdo de Green no eixo imaginario G(iw,) ao tomar a continuagao

analitica iw, — w + in com n — 07 [5].

E possivel calcular o propagador interagente de uma particula tinica somando a
amplitude de probabilidade da particula nao interagir com nenhuma outra no intervalo de
tempo considerado (i.e. o propagador nao interagente), com a amplitude de probabilidade
de ela interagir uma tnica vez com alguma particula nesse intervalo (i.e. fun¢do de Green

de primeira ordem na interagao), com a amplitude de probabilidade de interagir duas vezes
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(funcdo de Green de segunda ordem), e assim por diante. Semelhantemente, é possivel
calcular o propagador interagente de duas particulas somando a fun¢do de Green nao
interagente com os propagadores que correspondem a uma interacao, duas interagoes, etc.
A seguir mostramos com mais detalhes como esta soma pode ser obtida para fungoes de

Green de duas particulas. O procedimento para a de particula tinica é analogo.

Sabe-se que a fungao de Green de 4 pontos (isto é, quatro “pernas externas”, ou de
duas particulas) de um sistema com interacao Hy = [ d%z H(x), onde d = 2 ¢ a dimensdo
do sistema no nosso caso, é dada por [5]

H({z;}) = =Tr {6ﬁHOTrfl(xl)fg(%)fs(xa)fl(%)efoﬁ HI(T)dT} ; (3.1)

con
em que Hy é o Hamiltoniano nao interagente, 7 é o tempo imaginario, T é o operador de
ordenamento temporal com tempo imaginario, 5 = 1/(kgT) e neste trabalho estaremos
interessados no resultado para temperatura 7' — 0. Na expressao acima f;(z;) = fi(x;, 1)
sao os operadores relacionados com as duas particulas (i.e. duas sendo criadas antes da
interacao e duas saindo da interagao), e o subindice “con” significa que s6 devem ser levados
em conta propagadores relacionados a diagramas de Feynman que sejam conectados (este
ponto serd melhor explicado mais adiante). Expandindo a exponencial deste propagador

até segunda ordem temos

H(l)({xi}) = Tf{eﬁHOTrfl(xl)f§($2)f3($3)fl($4)/ddﬂﬂ? HI(I')} ) (3.2)

con

N9z} = —Tr {66H°T7f1(l’1)f2T($2)f3($3)f1($4)/ddﬂx/dd“x”}{z(x)ﬂl(x/)} ;

con

(3.3)

onde TIM é a correcdo de primeira ordem do propagador, que envolve apenas H(z),
1 §é a de segunda ordem, que envolve Hr(z)H (2'), e [dz = [dlz foﬁ dr.

O teorema de Wick [5,[86] pode ser utilizado para calcular as expressoes acima. Ele
garante que o traco do produto de todos os operadores fermionicos nas expressoes acima
(com o pré-fator e #H0T}) se transforma no produto de tragos da multiplicacdo de pares
de operadores (com pré-fatores e #HoT. ) multiplicados por (—1)*, onde u é o niimero de
comutagoes de pares de operadores para se chegar a certa combinagdo, somando todas as

possiveis combinagoes. Por exemplo,

Tr{e 0T, fi(21) £ (2) fs(z3) f(24) }
= Tr{e T, fi(wr) 3 (wa) | Tr {e T fy(ws) f1 () |

—Tr {e T, fi(21) fo(ws) | Tr {e T, f] (22) fl (4

(=1)*Tx {e PHT, fy (1) 1 (wa) } Te {ePHT £ () £

}

3}, (34)

O traco da multiplicacdo de dois operadores juntamente com o pré-fator e 0T fornece

)
(

a funcdo de Green nao interagente G(©) se esses dois operadores forem da mesma espécie
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KX XX

) Primeira ordem b) Segunda ordem ¢) Segunda ordem d) Segunda ordem

Figura 11 — Diagramas de Feynman conectados de duas particulas de primeira e segunda
ordens na interacao. As linhas continuas representam férmions. Os pontos
representam interagoes entre os férmions.

de particula, onde um deles deve ser de criagdo (com t) e o outro de aniquilagao (sem 7).
Caso contrario esse trago ¢ zero. Assim, no exemplo da Eq. (3.4), se fizermos f1, fo = ¢
e f3, f4 = d, temos

Tr {G_BHOTTC(ZL'l)CT({L'Q)d(l'g)dT(ZE4)} =GO(z, — l’Q)G&O)(l'g —x4) —0+40. (3.5)

O fator H(x) nas Egs. (3.2)-(3.3) ¢ escrito em termos de produtos de operadores
fermidnicos f;(x) [usualmente quatro operadores fermionicos, levando a uma interac¢ao
quértica, e.g. H;(x) = gfl-T1 () fi, (:c)fj3 () fi,(x)] de forma que, ao utilizar o teorema de
Wick, os propagadores II") e II® podem ser desmembrados em diversos termos, que surgem
das diversas combinacoes de pares de operadores fermionicos. Cada termo que surge dentre
todas as possiveis combinagoes pode ser representado em uma figura esquematica, chamada

diagrama de Feynman [5,87].

A Fig. apresenta alguns diagramas de Feynman para propagadores de duas
particulas de primeira e segunda ordens na interagdao. Cada linha em dado diagrama
de Feynman representa um propagador de uma particula nao interagente, de forma que
o propagador do diagrama como um todo esta relacionado com o produto de todos
os propagadores nao interagentes do diagrama. Cada ponto no diagrama representa
uma interacdo que acontece. As interagoes consideradas nesta tese sdo sempre entre
duas particulas fermidnicas, de forma que em cada ponto representando a interacao ha
duas linhas entrando, representando duas particulas (reais e/ou virtuais), e duas linhas
saindo. Nos diagramas deste trabalho as pernas externas (i.e. as linhas exteriores) a
esquerda representam particulas antes da interagdo, enquanto as pernas externas a direita
representam as particulas apos a interagdo. Os diagramas de Feynman sao tteis porque por
meio deles frequentemente podemos escrever diretamente as expressoes dos propagadores
relacionados a eles. Isto implica que nao é necessario realizar a expansao da exponencial
na Eq. e utilizar o teorema de Wick toda vez que formos calcular algum propagador,
mas podemos desenhar os diagramas de Feynman que sabemos que podem contribuir para
a fisica do problema e somar os propagadores relacionados a eles. Alternativamente, dada
a expressao de um propagador podemos desenhar o diagrama de Feynman correspondente

e, por meio do diagrama, compreender melhor o processo fisico envolvido.
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Q. 90

(a) Diagrama nao in- (b) Diagrama de pri- (c) Diagrama de se- (d) Diagrama de se-
teragente meira ordem gunda ordem gunda ordem

Figura 12 — Alguns diagramas de Feynman conectados para funcoes de Green de particula
unica. As linhas continuas representam férmions. Os pontos representam
interacoes entre os férmions. Existem outros diagramas de segunda ordem que
nao estao apresentados nesta figura.

Note que na Fig. |11 apresentamos apenas diagramas em que todas as linhas estao
conectadas entre si, chamados de diagramas conectados. Existem também diagramas
desconectados, mas o subescrito “con” nas Eqs. — significa que essas expressoes
sao validas considerando apenas as contribui¢ées de propagadores cujos diagramas sao
conectados [5]. As Figs. [L1[b)-(d) mostram todos os diagramas em um loop, i.e. as linhas
internas dao uma volta, e estes propagadores se caracterizam pela presenca de uma tnica
integral no momento interno p (quando estes propagadores estao escritos em termos dos
momentos). No diagrama [11|(b) as linhas internas que compdem o loop estdo orientadas
da esquerda para a direita, representando duas particulas. Dizemos que este diagrama
é do tipo particula-particula. No diagrama [11j(c) uma das linhas internas esté orientada
da direita para a esquerda, representando um buraco. Dizemos que este diagrama é
do tipo particula-buraco. O diagrama [11|(d) é conhecido como zero sound. Somando os
propagadores de todos os diagramas em todas as ordens nas interagoes obteriamos a funcao
de Green para um sistema interagente. Se as interacgoes forem fracas o suficiente, a soma

dos diagramas em até segunda ordem nas interagoes pode ser uma boa aproximacao.

O procedimento anterior para calcular a funcao de Green interagente de duas
particulas pode ser aplicado também para o cdlculo da fun¢do de Green de uma tnica
particula. Neste caso, na Eq. teriamos o produto de apenas dois operadores fermionicos
correspondentes as duas pernas externas, em vez do produto fi(zy) - - - fi(z4). Tomando

747 ¢ utilizando o teorema de Wick, terfamos as contribuicoes de

a expansao de e~ Iy Hi(
diversos propagadores associados a varios diagramas de Feynman conectados, como os
que sao apresentados na Fig. [I2] Os propagadores de primeira ordem nas constantes de
acoplamento (i.e. nas interac¢oes) que possuem uma “bolha”; como o diagrama da Fig. (b),
sao chamados tadpoles. J& diagramas como o da Fig. (d), chamado de sunrise, possuem
dois loops, i.e. as linhas internas dao duas voltas, e estes propagadores se caracterizam

pela presenca de duas integrais em momentos internos p e p'.

Observando as figuras [12b) e[12|c) percebemos que no célculo de G é necessario

somar varios termos que possuem fatores que se repetem. Assim, quando se trata de
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—)—

(a) (b)

Figura 13 — O diagrama (a) representa uma fungdo de Green interagente de uma tnica
particula e sua area hachurada representa a autoenergia > desta particula. O
diagrama (b) representa uma fungao de Green interagente de duas particulas e
a area hachurada representa o vértice efetivo I' da interagdo. A autoenergia >
e o vértice efetivo I" sdo obtidos a partir da soma de propagadores com suas
pernas externas amputadas, i.e. desconsideradas.

funcoes de Green de uma unica particula, um resultado bastante 1util é a equagao de
Dyson, que relaciona o propagador interagente G(k, ') com o propagador nao interagente
GO(k,E) [3],

GO(k,E)
1-GO(k, E)X(k,E)’

G(k,E) = (3.6)

em que X(k, E) é a chamada autoenergia, a qual é a soma de um ndimero infinito de
diagramas distintos (sem fatores que se repetem) sem as contribuigbes de suas pernas
externas. Esta expressao ¢ bastante til se pudermos aproximar a autoenergia por uma soma
dos termos de ordens mais baixas da série. Em cada um destes diagramas a contribuigao para
a autoenergia pode ser obtida tomando o produto dos propagadores livres, representados
pelas linhas do diagrama, e integrando os graus de liberdade internos do sistema. Entao,
“amputando” as pernas externas, isto é, desconsiderando as contribuigoes delas, temos a

contribuicao do diagrama para a autoenergia.

Quando se trata de fungoes de Green de duas particulas, em vez de autoenergia
temos o conceito de vértice efetivo. Para calcular a contribui¢do de um dado diagrama para
o vértice efetivo basta calcular o propagador deste diagrama e entao “amputar” as quatro
pernas externas. A Fig. [L3|a) ilustra o conceito de autoenergia ¥ enquanto a Fig. [L3|(b)
ilustra o conceito de vértice efetivo I', os quais sdo calculados somando as contribuic¢oes de

seus respectivos propagadores sem a contribuicao das pernas externas.

Na préxima se¢do veremos como podemos utilizar o formalismo de propagadores,
diagramas de Feynman, autoenergia e vértice efetivo para calcular equagoes de grupo de

renormalizacdo para um sistema fermionico.

3.2 Grupo de renormalizacao de Wilson

A abordagem de grupo de renormalizacao (RG) de Wilson, que tem tido bastante

éxito no estudo de fenémenos criticos [88], se baseia em sistematicamente integrar graus
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de liberdade de comprimentos de onda pequenos, renormalizando entao as constantes de
acoplamento na acao efetiva para os graus de liberdade de comprimentos de onda longos.
No caso de férmions, as excitagoes de baixas energias se localizam proximo ao nivel de
Fermi, o qual é o ponto final para o fluxo do grupo de renormalizagao [89]. Assim, o RG
mapeia o sistema original em um sistema com constantes renormalizadas que nos permite

compreender melhor a fisica do sistema em baixas energias.

A ideia central do grupo de renormalizacao de Wilson é integrar subsequentemente
graus de liberdade em cascas esféricas de altos valores do momento K com largura infinitesi-
mal dK e absorver o resultado da integracao em varias constantes de acoplamento, as quais
dizemos que fluem. Para isso, calculamos os diagramas de Feynman que renormalizam as
constantes de acoplamento que interessam, realizando a integracao dos momentos internos
ao longo das cascas esféricas de altos momentos. Apenas diagramas de um loop contribuem
para o fluxo das constantes de acoplamento porque a espessura da casca esférica no espago
dos momentos ¢ infinitesimal e cada loop introduz um fator dK [89]. A fim de se obter um
resultado exato para a funcao de particao seria necessario considerar um nimero infinito
de constantes de acoplamento. Embora na pratica isso seja impossivel, o RG é capaz
de discernir quais das constantes de acoplamento sao mais relevantes, de forma que um
conjunto de constantes de acoplamento apropriadamente escolhido ja leva a resultados

altamente precisos [69,89).

As interagOes quarticas que nos interessam para as investigagoes da presente tese
sido do tipo Hy = g(ky, ko, ks, ka) f1 (k1) fo (ko) f1(Ks) f4(k4)6(3; k). A fim de realizar uma
expansao de g(k1, ko, k3, k) em série de Taylor, definimos o vetor k = (k1, ko, k3, k4), onde
k; possui d coordenadas e & possui 4d coordenadas. Assim, g(k) = 3,5 2 (31 %(O)mi)”,

onde (%(0))" denota %(0). Os fatores de ordem n nas derivadas sao do tipo

(n) 1 anl - an4dg
9pa g — 7ﬁ( )
protad L Ok - - Okt

(3.7)

onde Zfil n; = n. E possivel verificar que, em sistemas bidimensionais, o termo constante
¢ & marginal em tree level (ver significado a seguir) enquanto os acoplamentos g™ de
ordens superiores nos momentos (n > 1) sdo irrelevantes em tree level. Isso é verificado da
seguinte forma (detalhes podem ser encontrados na Ref. [69]): ao tomar a agao efetiva do
sistema interagente e eliminar os modos fermi6nicos em uma casca esférica K’ = Ke~%/? <
Ip| < K, com dl < 1, e em seguida realizar transformagoes apropriadas (i.e. multiplicagdes
por escalares) nas varidveis de momento e energia, nos intervalos de integragdo e nos
campos fermidnicos f;, de forma que o termo nao interagente da acao Sy seja invariante,

temos que as constantes de acoplamento ¢(® e ¢ obedecem

dg©®
da(™)
s mag —a(n)g{. (3.9)

dl
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onde n > 1 e a(n) > 0. Dizemos que esta é a andlise de grupo de renormalizagao em tree
level, a qual realiza mudangas nas varidveis da agdo a fim de deixar Sy invariante. Assim,
todas as constantes de acoplamento que forem de ordens superiores nos momentos sao
irrelevantes em tree level, uma vez que o moédulo de seus valores efetivos diminuem ao
reduzir a escala de energia [. J& o acoplamento ¢(® é marginal em tree level, uma vez que

seu valor nao varia com o fluxo.

Note nas expressoes para dg/dl que a correcdao em tree level é capaz de trazer
termos lineares nos acoplamentos g. A fim de obter em dg/dl as corre¢oes quadraticas
nos acoplamentos g podemos utilizar diagramas de Feynman. Para este fim, calculamos
o propagador de primeira ordem no acoplamento [representado na Fig. [L1(a)] e em
seguida calculamos as contribuicoes dos diagramas de Feynman de segunda ordem nesses
acoplamentos utilizando todos os diagramas em um loop [i.e., os das Figs. [L1(b)-(d)].
Integrando o momento interno dos diagramas em um loop na casca esférica K’ = Ke~%/? <

|p| < K obtemos que a constante de acoplamento renormalizada ¢’ é dada pela soma
g =g+ Bg*dl, (3.10)

em que o termo g veio do propagador linear no acoplamento tendo as pernas externas
amputadas, e o ultimo termo veio da soma dos diagramas em um [oop tendo as pernas
externas amputadas. Na pratica, isso esta relacionado com a corre¢do em um loop para o
vértice efetivo. Assim, a contribuigdo de um loop na equagao de RG para a constante de

acoplamento é
dg g —g 2
29 _ — ) 11
¥ T =P (3.11)

Somando a contribui¢ao em tree level com a contribuicdo em um loop, temos as equacoes

de RG para as constantes de acoplamento.

O procedimento para calcular as equagoes de RG para a massa efetiva M e o peso
de quase particula Z envolve o calculo do propagador de uma tnica particula em dois
loops. Tal propagador corresponde ao diagrama sunrise da Fig. (d), o qual traz corregao
para a autoenergia. Note que aqui nao consideramos o célculo do diagrama do tipo tadpole
da Fig. (b) pois sua contribuicao pode ser diretamente absorvida no potencial quimico

1, nao trazendo correcao para M e Z.

Realizando as integrais do diagrama sunrise nos momentos internos p e p’ ao longo
de uma casca de espessura infinitesimal e expandindo essa correcao para a autoenergia em
/. . 2 . p2 2 .
série de Taylor, encontramos a, b e ¢ tais que £ (p,w) ~ (azw + by + c) g-dl. Depois,

utilizamos que o propagador de uma particula livre é da forma

1
GOp,w) = ——. (3.12)
w4+ p— 7
Ao utilizar a Eq. de Dyson (3.6 com a autoenergia X(? calculada acima, vemos que tal

contribuicao da autoenergia pode ser absorvida por M e pu, trazendo também um fator
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que corresponde a uma correcao para o peso de quase particula Z. A fim de verificar qual
a variagao de Z ao longo do fluxo, multiplicamos o lado direito da Eq. de Dyson (3.6 por

7, onde Z =1 no inicio do fluxo, i.e. quando [ = 0. Assim, temos

Z
Ge) = GO, w) = Spw)
Z
N (iw+u—%) - (aiw+b%+c)g2dl
ZI
= ——, (3.13)
-
onde
7' = Z(1+ag*dl), (3.14)
M = M(1— ag*dl — bg*dl), (3.15)
= p(l4ag?dl) — cg*dl. (3.16)
Finalmente, temos as equacoes de RG,
dz AR 9
L g, (3.17)
dM M — M 9
N ey 2
i (ap — ¢)g*. (3.19)

O diagrama tadpole também renormaliza p e sua contribuigdo deve ser levada em
conta juntamente a Eq. . Uma vez que Z nao é unitario ao longo de todo o fluxo [,
sua renormalizacdo deve ser levada em conta no calculo da Eq. de RG para o acoplamento
g, para que esta se torne mais precisa. O lado direito da Eq. veio da integral dos
propagadores em um loop tendo as pernas externas amputadas. Cada loop é composto
de uma integral do produto de dois propagadores nao interagentes G®. Cada um desses
propagadores agora passa a conter um fator Z no numerador, de forma que o loop como
um todo contribui com um fator Z2 no lado direito da Eq. . Note que isto é valido
quando os dois propagadores dentro do loop correspondem ao mesmo tipo de férmion. Se
o loop for dado pelo produto de dois propagadores G e G((jo), em que c e d sao espécies
fermionicas diferentes, o loop contruibuird com um fator Z.Z,; no lado direito da Eq. ,
em que Z. e Zg sao os pesos de quase particula de ¢ e d, respectivamente. Nesse caso
mais complexo de duas espécies fermidnicas, o peso de quase particula do férmion ¢ (d)
e sua massa efetiva sdo renormalizados pelo diagrama sunrise cujas pernas externas sao

propagadores G (G1).

Podemos atribuir valores despidos (i.e. valores em [ = 0, ndo renormalizados) para

os parametros g, M, Z e u, e integrar as Eqs. de RG até [; > 0 a fim de encontrar os
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pardmetros renormalizados. A fim de estudar o sistema no limite de baixas energias (i.e.

T — 0 e momento p proximo da superficie de Fermi), basta tomar | — oo.

No préximo capitulo apresentamos nosso modelo para estudo de uma impureza
interagindo com um sistema fermionico. Usamos propagadores e diagramas de Feynman
para obter equacoes de RG para as constantes de acoplamento, para a massa efetiva da

impureza e seu peso de quase particula.
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4 Modelo e resultados

Ao longo deste capitulo mostramos propriedades de uma impureza mével em um
semimetal topolégico com toque quadratico de bandas. Na se¢ao introduzimos um
modelo para este sistema numa rede checkerboard e tomamos o limite do continuo a fim
de estudar as propriedades de baixas energias. Na secao [4.2] apresentamos uma anélise
de grupo de renormalizagao para a impureza. Calculamos a funcao espectral de um par
férmion-impureza na se¢ao [4.3) mostrando a presenga de estados ligados. A secao
mostra resultados preliminares de grupo de renormalizacao para o caso de uma densidade

pequena e finita de impurezas moveis.

4.1 Modelo na rede e teoria efetiva no limite do continuo

Nesta secao introduzimos um Hamiltoniano para estudar uma impureza maével
interagindo com férmions majoritarios com QBT na rede checkerboard. Em seguida,

apresentamos o modelo efetivo no limite do continuo.

Uma vez que nossa motivacao é compreender efeitos de interacoes envolvendo
moléculas polares em redes oticas no limite de alto desbalanco populacional, consideremos
um mar de Fermi de particulas com spin para cima e uma impureza fermionica com spin
para baixo numa rede checkerboard. As particulas possuem um hopping ou deslocamento
entre sitios primeiros vizinhos e segundos vizinhos (ver Fig. . A impureza tem uma
interacao local U com os férmions majoritarios, além de uma interagao de troca de spin .J |
anisotrépica de longo alcance [64,66]. Nos experimentos, moléculas com momento dipolar
na diregao do eixo de quantizacao d sido preparadas em diferentes estados rotacionais [61],
os quais simulam os dois estados de spin considerados aqui, para cima ou para baixo

(conforme discutido no capitulo [2)).

O Hamiltoniano que descreve este sistema pode ser escrito na forma

J1 _ _
H::_ZM@%+%%HUZWWW4EQM$%+&$L(M)
1] (3 17£)

1 . . e . . - %
onde cj,, cria um férmion no sitio j em um dos dois estados internos, & =1, |, € o = €j,Cjq-

Além da repulsao local de Hubbard U > 0, consideramos uma interagao dipolar de troca

escrita em termos dos operatores de spin Sj+ = C}L»ch e S = c} 1¢j4- O fator geométrico

C1-3(d - #y)?

Vij = (4.2)

|7
depende da posicao relativa r;; = r; — 7; entre os sitios e do vetor unitario d paralelo

ao eixo de quantizac¢do. Podemos escrever d - 7;; = sinf cos(¢ — ¢;;), onde 6 e ¢ sao os



44 Capitulo 4. Modelo e resultados

Figura 14 — Rede checkerboard. Linhas continuas representam o hopping t entre sitios
primeiros vizinhos nas subredes A (vermelho) e B (verde). Linhas tracejadas
e pontilhadas representam hoppings entre segundos vizinhos t’ e t”, respectiva-
mente. A interacao de troca de spin depende da dire¢do do momento dipolar d,
parametrizado pelo d&ngulo polar # (em relagdo ao eixo z, que é perpendicular
ao plano da rede) e pelo dngulo azimutal ¢ (medido pelo eixo x). Um vetor
r;; conectando dois sitios da rede forma um angulo ¢;; com o eixo .

angulos do vetor d e p;; é o angulo entre r;; e o eixo x (ver Fig. [14)). Note que a interagao
dipolar s6 ocorre entre um férmion de spin para cima e um de spin para baixo. O resultado

de tal operador aplicado em dois férmions de spin para cima ¢é nulo.

Analisemos as contribuicoes dos hoppings t;; entre primeiros e segundos vizinhos
na rede checkerboard. No caso nao interagente U = J, = 0, podemos diagonalizar o

Hamiltoniano usando

Cja = LS et (Bitd) € B '
VN, k Yka ) J

onde R; sao posi¢oes na rede quadrada com parametro de rede unitario, Ny ¢ o nimero
de células unitarias da rede checkerboard e 6 = (& + ¢)/2 conecta dois sitios na mesma
célula unitdria. O Hamiltoniano nao interagente adquire a forma Hy = >y ,, CLQHO(k)c,m,
em que Crq = (Aga, Do) é€ um spinor de duas componentes, correspondentes as subredes A
e B, respectivamente, e Ho(k) é uma matriz 2 x 2. O Hamiltoniano considerado pode ser
generalizado para considerar o caso em que a massa despida da impureza seja diferente da
massa dos férmions majoritarios. Em experimentos com moléculas polares isso corresponde
a situacao em que a impureza é feita a partir de elementos quimicos de massas diferentes
das moléculas majoritarias. Para considerar isto no Hamiltoniano, basta multiplicar os
hoppings correspondentes a impureza pela razao entre as massas despidas. Para simplificar

nossa notacgao consideraremos que as massas das duas espécies fermionicas sao iguais.

Ao diagonalizar Ho(k) é possivel mostrar que o sistema nao interagente possui duas
bandas que se tocam em um ponto e possuem dispersao quadratica em torno deste ponto
escolhendo: hopping uniforme t entre sitios primeiros vizinhos, hopping t' entre segundos

vizinhos na subrede A (B) ao longo da diregao z (y) e t” ao longo da dire¢ao y (z) (ver
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Energy (t)

Figura 15 — Estrutura de bandas para o modelo nao interagente na rede checkerboard,
mostrando o toque quadratico de bandas em @ = (7w, 7). Aqui escolhemos
t'=0.6t e t" = —0.4¢.

Fig. . Note que é fundamental usarmos duas subredes diferentes a fim de encontrar
um ponto de toque quadratico de bandas porque, se tivéssemos apenas uma subrede ou
rede quadrada fazendo ¢’ = ¢”, o Hamiltoniano nao interagente levaria a uma tnica banda

energética. Também ¢é necessario fixar [t' +t"| < |t| e |t + "] < |t/ —t"|. Assim, temos

Ho(k) = —(t"+t")(cosk, + cosk,)L — (¢ —t")(cos k, — cosk,)o”
—4t cos(k,/2) cos(k,/2)0”, (4.4)

onde ¢”, 0¥, 0% sao matrizes de Pauli agindo no espaco das subredes. A estrutura de bandas
possui um ponto de QBT no canto da zona de Brillouin, @ = (7, 7), conforme mostrado
na Fig. [15| Este ponto de QBT nao requer ajuste fino dos hoppings uma vez que possui
fase de Berry 27 e é protegido por simetrias de rotacao C e de reversao temporal ,

conforme discutido no capitulo

Agora, a fim de estudar o problema de um mar de Fermi com QBT e uma impureza,
consideramos Ny = Ny e N = 1 no limite termodinamico N; — oo. Neste caso o
nivel de Fermi das particulas majoritarias esta ajustado no ponto de QBT. Note que o
Hamiltoniano conserva o numero de férmions de spin para cima N; e de spin para
baixo N (i.e. [H, N;] = [H, Nj] = 0). Assim, nao ¢ necessério aplicar um campo magnético
externo com o objetivo de manter o nivel de Fermi dos férmions majoritarios no ponto de
QBT e manter o sistema com um tnico férmion de spin para baixo. A fim de explorar
as excitagoes de baixas energias, realizamos uma expansao dos momentos dos férmions
majoritarios em torno de @ e da impureza em torno de k = 0. No caso dos férmions
majoritarios as duas bandas energéticas precisam ser levadas em consideracao, enquanto
no caso da impureza apenas a banda de menor energia precisa ser considerada, uma vez

que esta particula nao tem acesso a banda de cima no regime de baixas energias. Para
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simplificar nossa abordagem consideramos o caso particular em que a dispersao em torno
do ponto de QBT ¢ isotropica, de forma que a massa efetiva na direcao x é igual & massa

efetiva na dire¢do y. Isto é realizado escolhendo t” < 0 et =1t —¢" > 0 [40,70].

A expansao de Hy para os férmions majoritarios em torno do ponto de QBT, i.e.
para momento k = Q + p em que |p| < 1, é dada por
/ " /]

t
Holk =Q+p) ~ —— (@ +p, — )l +—;

(p? — pz)az + tPupyOs. (4.5)

A matriz acima é diagonalizada por uma matriz U(p), a qual transforma da base das

subredes A e B para a base das duas bandas de energia,

U(p)zl( Dy px>:( sin pp Cosgpp)7 (4.6)

D\ —pz Dy — COS pp SN )

em que @, = arctan(p,/p,) é o angulo polar do vetor p. Assim, a dispersao dos férmions
do banho na regiao do ponto de toque quadratico é dada pelas autoenergias da Eq. (4.5]),

p2

Qmi ’

ex(p) ==+ (4.7)

em que my = [2(t —t')]7 e m_ = (2¢')7!, de forma que os sinais + e — se referem as
bandas de cima e de baixo, respectivamente. Semelhantemente podemos expandir H, para
a impureza em torno de k = 0. Apés diagonalizar a expressao correspondente, encontramos

que a dispersao da impureza na banda de menor energia é dada por

Bp) = 2 (1)
em que M = (2t')71.

Com as expressoes acima podemos encontrar o Hamiltoniano nao interagente no

limite do continuo que, a menos de uma constante, é dado por

Ho — / 2 l\lﬂ(r)ho(r)\ll(r) _ d*(r);\zd(q«)} | (4.9)

onde ¥U(r) = (Ya(r),vp(r))" é o spinor de duas componentes associado aos férmions
majoritarios, d(r) é o campo associado a impureza e
m4

_ ERUSEEVE
folr) = dmym_ Ve dmym_

mg +m_

|0°(02 = ;) + 2070,0, | (4.10)

A seguir mostramos como tomar o limite do continuo da parte interagente do
Hamiltoniano. A interacao de troca J, da Eq. pode ser reescrita no espago dos
momentos e os operadores da impureza nesta interacdo podem ser projetados na banda de
menor energia. Assim, encontramos

H; = -V — k)1 +V, —k)o"leprd)_ d 4.11
J1 4\/ﬁsp§kcp+<n[ alp+q 1+ Vse(p+q Jo]epr kg, ( )
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em que p = Q+p’, com |p'|,|q|, |k| < 1, cgs é 0 spinor nas duas subredes para os férmions
majoritarios, conforme definido anteriormente, e dj destréi um férmion de impureza na
banda de menor energia. As fungoes V4 e Vg acima sao definidas a partir do fator geométrico
V(ry) = Vi,

1 .
Valk) = —— V(R))e * 8 4.12

(k) \/—Rle%‘: o (Ry) (4.12)
Va(k) = —= > V(R + §)e *ET) (4.13)

v NS Ri€A

em que o somatério na Eq. (4.12]) é feito sobre todos os sitios na subrede A exceto a

origem, e o somatério na Eq. (4.13)) percorre todos os sitios na mesma subrede A.

Agora note que podemos expandir V4 g(p+qg—k) = Va5(Q)+O(p'+q—k), onde
os termos do Hamiltoniano (4.11)) com ordens superiores nos momentos O(p’ + q — k) séo
irrelevantes por grupo de renormaliza¢ao no regime que estamos considerando de baixas
energias, conforme discutido na secao . Assim, retemos apenas os termos com V4 5(Q),

0s quais sao marginais em tree level. Temos

@ - -2l (414
@) - B .
em que
3 1)m+n
ko= o —zmzlnzl i > 1322, (4.16)
Ky = i 3 (1 (m o+ 5> <n+51/)2 ~ 1312, (4.17)

m=0n=0

(m+ )"+ (n3)

onde ((s) é a fungao zeta de Riemann. Os somatérios acima estdo relacionados com o
somatorio da interacao dipolar entre todos os possiveis pares de sitios na rede original.
Portanto, embora ao realizar a expansao Vap(p+q — k) = Vap(Q)+ O(p' + q — k)
desprezemos os termos de H; que sao irrelevantes, a anisotropia da interacao dipolar
continua tendo uma contribuicao em H; , a qual pode ser percebida pelos fatores k e £ . Se

tivéssemos considerado uma interacdo de troca isotropica, teriamos V4 (Q) = Vs(Q) = 0.

Seguindo um caminho semelhante para a interacao de Hubbard local da Eq. (4.1)

e somando o resultado as contribuicées do termo de troca, obtemos

Hy, = Hy+Hj,

47

- N > cLJqu[g]l + g10%|cpr dL_qdk, (4.18)
P.q.k
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onde definimos constantes adimensionais

g = % U—-kJ, (;sin2€—1>} ,
g = —?T* k1 J) sin®@sin(2¢). (4.19)
T

Finalmente, no limite do continuo o Hamiltoniano interagente possui a forma H = Hy+ H,

com H, dado na Eq. e as interagoes entre a impureza e os férmions dadas por
Hoe = [ rw(r) (g1 + g.0") ¥(r)d! (r)(r). (4.20)

+

As interagoes estao no regime de acoplamentos fracos U, |J, | < t, que equivale a
g,91 < 1. Interpretamos g na Eq. como a amplitude do espalhamento usual de
onda s entre impureza e férmions majoritarios, e a interacao g, espalha férmions entre
estados das diferentes subredes [pois aparece multiplicado por ¢” na Eq. ] Note que
g, depende da anisotropia espacial da interacao de troca, e se anula quando o momento
dipolar esta direcionado ao longo do eixo z (6 = 0). Além disso, a interagdo g, quebra a
simetria Cy. Observe também que nao ha interagoes entre férmions majoritarios no bulk e,
embora no modelo na rede a interagao dipolar era nao local, ao tomar o limite do continuo
e descartar os termos irrelevantes por RG temos que g e g, sao interagoes locais na posicao
da impureza mével. Entao, nosso modelo de uma tnica impureza nos permite explorar

efeitos de quebra local de simetria sem desestabilizar o ponto de QBT.

Na se¢ao [£.2] utilizaremos o Hamiltoniano no limite do continuo para verificar como
as interagoes g e g, fluem em baixas energias. J& na secao [4.3| estudaremos o efeito destas

interagoes na funcao espectral de um par férmion-impureza.

4.2 Analise de grupo de renormalizagao

A fim de tratar as interagoes por meio de teoria de perturbacao, introduzimos a

funcao de Green da impureza
Ga(r,7) = —(Tyd(r,7)d"(0,0)), (4.21)

em que d(r,7) = ef7d(r)e " é 0 campo da impureza evoluido no tempo imaginario, T’
é o operador de ordenamento temporal relacionado a 7 e o valor esperado é calculado no
estado fundamental com N; = 0. Em ordem zero nas interacoes, temos a funcao de Green
nao interagente em func¢ao do momento e frequéncia

1

(0) S\
Gd (k,ll/) = m

(4.22)

Para os férmions majoritarios, definimos a fun¢do de Green matricial

G Gaa Gan ’ (4.23)
gBA gBB
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Figura 16 — Vértice efetivo de interagdo com as pernas externas em tree level (I’ (1)) e no
nivel de um loop (I'®). Linhas sélidas representam o propagador despido para
os férmions majoritarios, enquanto linhas tracejadas representam o propagador
da impureza. As matrizes no vértice de interacao atuam no grau de liberdade
das subredes.

com COH’IpOl’leIltGS

Gu(r,7) = _<TT¢Z (’l“, T)iﬁ, <O> 0)>a (4'24)

onde [ = A, B é o indice da subrede. A funcao de Green nao interagente no espaco dos

momentos e frequéncias é

G (p.iv) = {liwt —Ho(@Q+p)] '}

Uz,\(p)Ul',\(p)
/é[ v — Ap?/(2my)’

w

(4.25)

Aqui Uj\(p), com A = + sendo o indice da banda, sdo elementos da matriz U(p) dada na
Eq. (4.6).

Analisamos os efeitos das interagoes usando grupo de renormalizacdo (RG) de
Wilson [69,/90]. Derivamos as equagoes de RG para as constantes de acoplamento g e g,
no nivel de um loop e as equagoes para a massa efetiva M e o peso de quase particula da
impureza Z; no nivel de dois loops pois, conforme discutimos na secao (3.2} esses sdo os
propagadores que trazem contribuicoes relevantes para tais parametros. O diagrama do
tipo tadpole [ver Fig. [12|(b)] pode contribuir para renormalizar o potencial quimico da
impureza mas nao estamos interessados em estudar essa renormalizacao aqui. Isso porque
estamos trabalhando no ensemble candnico fixando o niimero de impurezas igual a 1, de
forma que a renormalizacdo do potencial quimico da impureza nao tem nenhum efeito
fisico. As equacoes de RG para os parametros de nosso interesse sdo encontradas através
da integragao de estados fermionicos de altas energias no anel A(1 — df) < p?/(2my) < A,
onde A é um cutoff de ultravioleta e d¢ < 1 é um parametro infinitesimal no passo de RG.
Os diagramas que contribuem para a renormalizacdo do vértice de interacao sao mostrados
na Fig. [16e sdo dos tipos particula-particula e particula-buraco. Diagramas zero sound [ver
Fig. [11[d)] ndo contribuem para o vértice de interagdo uma vez que no nosso sistema nao

temos interacao entre dois férmions majoritarios e ha apenas uma impureza. O diagrama
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que contribui para as renormalizacoes de M e Z; é o do tipo sunrise e é um propagador
de particula tnica [ver Fig. [12d) do capitulo anterior].

As equacgoes de RG que encontramos sao

Zi - W(92+gi)7

dor Wzgm, (4.26)
ddZ; - _W{92F1(7“+a7”—>+9§F2<T+’T‘)]’

‘Z\j _ W [gQF?,(m,'r;)+giF4(7”+77?>}-

Detalhes das contas podem ser encontrados no Apéndice [A] Na expressao acima py =
my M /(M 4+ m.) sdo massas reduzidas e ro = my /M sdo razoes das massas. As funcoes
Fi(ry,r_),comi=1,...,4, sdo escritas em termos de integrais no Apéndice [A|e retornam
valores positivos da ordem de 1. Observe que propriedades de bulk, como massas efetivas
my e m_ para os férmions majoritarios, nado sao renormalizadas no problema de uma
Unica impureza. Dessa forma o bulk continua sendo um semimetal topoldgico com toque
quadratico de bandas. Na situacao com uma densidade finita de impurezas moveis, porém,

novas fases quanticas poderao surgir, conforme discutiremos na sec¢ao .

O caso com g > 0 e g, = 0 foi estudado na Ref. [40]. Nesta situagdo g pode
renormalizar para zero ou pode crescer ao reduzir a energia do sistema, dependendo do
sinal de g — py (ou equivalentemente do sinal de m_ — m,). A razdo é que os dois
diagramas de um loop na renormalizagdo do vértice (ver Fig. possuem sinais opostos,
sendo o diagrama do tipo particula-particula (o da esquerda) proporcional a py e o do
tipo particula-buraco (o da direita) proporcional a p_. Assim, quando m_ < m (ou seja,
p— < py) o diagrama do tipo particula-particula domina e a interagdo g é marginalmente
irrelevante. Porém, quando m_ > m, (ou seja, u_ > p,) o diagrama particula-buraco
domina e g é marginalmente relevante. Neste ultimo caso, o peso de quase particula Z; se
anula e a massa efetiva M diverge no limite de baixas energias. No regime com m_ = m
os dois diagramas em um loop se cancelam. Foi verificado que este cancelamento se estende
a ordens superiores em teoria de perturbacgao. Neste caso o acoplamento g é marginal e
novamente Z; se anula e M diverge no limite de baixas energias, de forma que a impureza

se localiza [40].

Nesta tese estamos interessados no caso com ¢, arbitrario e m_ < my, onde o
diagrama do tipo particula-particula domina a renormalizag¢ao do vértice. Neste caso o
fator (p— — p) é negativo e entdo dg/dl < 0 [ver Eq. (£.26)]. O diagrama de fluxo de RG
para as constantes de acoplamentos g e g, é mostrado na Fig. e revela trés regices
com comportamentos qualitativamente diferentes. Para |g,| < ¢ (regidao azul na Fig. [17)),

as interagoes sdo marginalmente irrelevantes (i.e. g, g — 0 quando [ — 00) e, uma vez
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Figura 17 — Fluxo de RG para as constantes de acoplamento no modelo com uma unica
impureza no regime com m_ < m.. Na regiao de crossover |g| < |g.| (laranja),
uma interagao inicialmente repulsiva g > 0 pode mudar de sinal e se tornar
atrativa.

que dZq/dl, dM/dl — 0, temos que o peso de quase particula Z; e a massa efetiva M
permanecem finitos. Como resultado, no limite de baixas energias a impureza desacopla
do banho fermidnico e se recupera o comportamento de pélaron de Fermi com corregoes
logaritmicas [40]. Ao se iniciar com uma interagao g atrativa no regime com g < —|g, |
(regiao verde na Fig. , o sistema exibe um fluxo monotonico na dire¢ao de acoplamento
forte. Neste caso, uma vez que g é sempre finito (e crescente), temos dZy/dl sempre
negativo e dM/dl sempre positivo de forma que no limite de baixas energias Z; — 0 e
M — oo. Por fim, para |g| < |g.| (regido laranja na Fig. [L7)), observamos um crossover
de uma interacao g fracamente repulsiva para interacao fortemente atrativa g < 0. Nesta
situacdo, em baixas energias também temos Z; — 0 e M — oo uma vez que g3 é sempre
finito. Nossa inten¢do na proxima secao é analisar o comportamento da impureza nas duas

ultimas regioes, onde a descri¢ao polardnica deixa de ser valida.

A andlise anterior foi feita considerando o caso com m_ < m,. Ao considerar o
caso oposto, m_ > m., o que muda no diagrama de fluxo da Fig. [I7] é a direcao das setas.
Isso significa que, ao iniciar com g < —|g.| (regidao verde na Fig. , os acoplamentos
renormalizam para zero. Se iniciarmos com acoplamentos na regiao laranja ou azul, os
acoplamentos sao marginalmente relevantes, de forma que ¢ tende a se tornar cada vez
mais repulsivo ao reduzir a energia. Uma vez que tais regimes nao levam a uma atracao
efetiva a baixas energias, ndo devem dar origem a estados ligados entre um férmion e
impureza e, portanto, nao serao considerados na proxima seg¢ao, quando procuraremos
estados ligados na funcgao espectral de um par férmion-impureza. Por fim, note que se
m_ = m, os acoplamentos sao marginais em um loop e temos Z; — 0 e M — +00 no

limite de baixas energias.
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4.3 Funcao espectral de um par férmion-impureza

O fluxo dos acoplamentos efetivos para atracao forte sinaliza a formacao de estados
ligados entre a impureza e um férmion majoritario. Em duas dimensoes, ao menos um
estado ligado existe no problema de dois corpos para uma interagao atrativa arbitrariamente
fraca [45-48]. A fim de investigar a presenga de estados ligados no nosso problema, composto
nao por dois corpos, mas por muitos corpos, nesta secao calcularemos a fungao espectral

de um par férmion-impureza.

Primeiro, nés consideramos o operador criagao de um par de particulas na rede
original
N N |
Pi(r;) = CipCiy - (4.27)

Em seguida, definimos o propagador de duas particulas como uma matriz no espaco das

subredes, com componentes
Hw(R, T) = —(—1)sl+sl/2<T7-P(R + 315, T)PT(Slla, 0)), (428)

em que R é o vetor da posi¢do na subrede A e sy, = 0, sg = 1. Em baixas energias, o

propagador de duas particulas no limite do continuo se torna
My (r,7) = —(Tpay (r, 7)d(r, 7)dt (0, 0)3}(0,0)), (4.29)

onde o fator (—1)%*5'2 na Eq. (4.28) se cancela ao projetar ¢;; no campo da impureza na

banda de mais baixa energia. Tomando a transformada de Fourier, temos

Iy (q,iw) = /d2rdT e“Te T My (v, 7). (4.30)

Antes de entrarmos no célculo do propagador de duas particulas II(g, iw) pela
aproximacao da série da escada, observe que a funcao espectral de um par férmion-impureza
pode ser calculada a partir dos elementos diagonais do propagador ao tomar a continuacao
analitica iw — w41, 0 <n K 1,

Al (g w) = —2Im{Tly(q,w+in)}, 1=A,B, (4.31)

Apar(q,w) = —2Im{Tr[ll(q,w + in)]} = Ap.(q.w) + Ag.(q,0), (4.32)

em que .Afm(q, w) é a componente na subrede [ da funcao espectral e Ay, (g, w) é a funcao
espectral total. Uma funcéo espectral AL, (q,w) nula (ndo nula) para um dado valor de
q e w significa que é impossivel (possivel) que o par férmion-impureza possua momento
total g e energia total w na subrede [. Ao interpretar os resultados de Ap,,(q,w) no limite
do continuo em termos do modelo original na rede, devemos nos lembrar que energia zero
corresponde a impureza no fundo da banda de menor energia e os férmions majoritarios

no ponto de QBT. Note também que, uma vez que Ay, (g, w) é uma funcdo espectral de



4.3. Funcgdo espectral de um par férmion-impureza 53

Figura 18 — Diagramas de Feynman considerados na aproximacao de escada para o propa-
gador de duas particulas. A convencao para a interagdo e para os propagadores
¢ a mesma que a utilizada na Fig. .

um par de particulas, em vez de uma funcao espectral convencional de particula tnica,

nao temos a propriedade fj;o dw Apar(gq,w) = 1.

Note na Eq. que o propagador II(r, 7) cria um férmion majoritario e uma
impureza na mesma posicao rop = 0 e tempo 79 = 0, vindo a destrui-los também simul-
taneamente em r e 7. Isto implica que um diagrama de Feynman que represente este
propagador interagente deve ter as duas linhas externas antes da interacao (i.e. & esquerda)
partindo do mesmo ponto, enquanto as linhas externas a direita também devem convergir
a um unico ponto. A série de escada, cujos diagramas de Feynman estao representados na
Fig. [I§ é a aproximagdo que utilizaremos para o calculo do propagador de duas particulas
I1(q, iw). Nesta aproximacao sao somados todos os propagadores conectados de ordem
n nos acoplamentos, n > 0, com a restricao de que todos os loops devem ser do tipo
particula-particula. Esta série é considerada como a aproximacao minima capaz de descre-
ver estados ligados entre duas particulas e foi utilizada por diferentes autores [5,43]. No
nosso problema esta série deve ser uma boa aproximacao no regime com m_ < m,, uma
vez que neste caso a expansao perturbativa é dominada por diagramas com propagadores

do tipo particula-particula nos loops, conforme vimos na segao 4.2

Ao escrever a expressao de cada propagador da série de escada, vemos que a
expressao para o diagrama em ordem n nos acoplamentos, I1,(q, iw), envolve integrais
de produtos de propagadores em graus de liberdade internos pi, p2, -+ , Pn, Pni1, €M que

pi = (p;, ;). Contudo, é possivel simplificar tais expressoes e obter
Hn(Qv Zw) = HO(qa ZUJ) [(g]l + gJ_O—x)HO(qa Zw)]n (433)

onde cada loop nos diagramas da série de escada pode ser escrito em termos do propagador

de duas particulas despido

. *pdv 4 o .
[o(q,iw) = —/ 2y GOp + q,iw + ZV)GEIO)(_p’ —iv)
—1 Mq?* — 2iM? w — (2
_ _M{Log (W e >1 |y Ma 2y (e =)
Am Qg) — iw f1+q iw— &
X [cos (2¢q)0” + sin (2¢4) 0] }, (4.34)

em que W é um cutoff de altas energias e (q) = é a borda do continuo de duas

q2
2(M+my.)
particulas na auséncia de interagdes, que corresponde a energia minima para um férmion e
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uma impureza possuindo momento total gq. Note que Ily(g, iw) contém termos de “onda d”

com dependéncia nao trivial no angulo ¢g.

A aproximacao de escada leva a uma série geométrica de matrizes onde a razao é

(91 + g10%)1p(q,iw). Ao considerar que

i (g1 + g10")o(q, iw)]" = [1 — (g1 + gL0")o(g, iw)] ", (4.35)

temos que o propagador dado pela aproximacao de escada obtém a formaﬂ

M(g.iw) = To(q.iw){L+[1— (g1 + gLo")o(g.iw)] (g1 +gLo")o(g.iw)}.

(4.36)

Este propagador pode ser reescrito na forma

1
Il(q, 1 = — 11 ) det |11 ) —qg1 r 4.37
(q,ZUJ) f(q,zw){ O(Q,ZW) +de [ O(Q,ZW)]( g +gj_0_ )}7 ( )
onde

det [Ho(q, Zw)] = HO,AA((L iw)HO,BB(q7 u‘}) - HO,AB((L iw)HO,BA<q7 i(ﬂ), (438)
£(qiw) = 1—g[llyaa(q,iw) + o pp(q,iw)] — g1y ap(q, iw) + Iy pa(q, iw)]
+(g? — g7 )det[ITo(q, iw)]. (4.39)

E possivel mostrar que o propagador IIy(q, iw) fica invariante quando as subredes
sdo invertidas e o momento g = (g, ¢,) ¢ espelhado em torno de um angulo am/4, onde

a € {—1,+1} . Tal simetria é escrita na forma
. .
11, (q, ©q + ay, zw) = o"ll, (q, —pg + ag zw) o”. (4.40)

Usando as Egs. (4.35))-(4.36)) é possivel ver que o propagador interagente I1(g, iw) também
satisfaz a simetria apresentada na Eq. (4.40) para Ily(g,iw), a qual automaticamente se

aplica as fungoes espectrais.

Uma vez que temos uma expressao para o propagador Il(g,iw), i.e. Eq. ,
podemos obter informagoes sobre a funcgao espectral [ver Egs. —]. Os estados
ligados entre um férmion e a impureza sao caracterizados por polos na funcao espectral
abaixo do continuo de duas particulas. A fim de encontrar estes polos, tomamos a continu-
agao analitica iw — w + 10" na Eq. e procuramos pelos zeros de seu denominador

£(q,w—+i07). E util notar que Iy(q, w+i0") é real abaixo do continuo, onde procuramos os

L A equacio de Bethe-Salpeter [91], que descreve estados ligados entre duas particulas em um sistema

quantico de campos, pode ser aplicada ao nosso sistema e escrita na aproximagao de escada na forma
II(q, iw) = p(q, iw) [1 + (g1 + g1 0*)II(g, iw)]. Resolver esta equagio é equivalente a somar a série
geométrica ilustrada na Fig. E possivel mostrar que esta equacao de Bethe-Salpeter é satisfeita

pela Eq. .
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Figura 19 — Funcao espectral de um par férmion-impureza em escala logaritmica proporci-
onal a In[1 + Ap.(q,w)/(nmy)] para ¢ = 0.1, g, = —0.5, e ry = 1.2, em que
n ~ 107* é um broadening utilizado na continuacio analitica iw — w + .
Neste caso, |g| < |g.| e somente um estado ligado aparece abaixo do continuo
de duas particulas. O painel (a) mostra Ap,,(g,w) em funcdo de ¢ e w para
um angulo fixo ¢, = 7/4. Os painéis (b) e (c) mostram A, (g, w) em fungio
do momento com energias fixas em w = 0 e w = 0.03W, respectivamente.

polos. Ao fazer £(q, Eps +101) = 0, encontramos relagoes de dispersao para dois possiveis
estados ligados, Fj:(q), dadas pelas solugoes de
Q(q) w

E* 4.41
bs 1—eX:|:(qu1:,tS) 1_6_Xi(q’El:;|‘:S)7 ( )

onde

X:I:(qa Eli:e)

(L+ry)g , 147 { ['gl' -4, <q2/<2M>>r

-9 P-4 1+, -E,

. , 1/2
Al o) o (q / %M )) [1 - sen(g.) Sin(290q)]} (1.42)

A funcdo C'(x) que aparece na expressao anterior é dada por

B (1+7r)(1+2) I+
Clx) = -1+ i In (1 " 1fT+) : (4.43)

Em g — 0 temos C(z) ~z — 0 e a Eq. (4.42)) se simplifica. Neste caso, X4(g =
0,E5) = (1+74)/(9 F |lgL|) se torna constante. Verificamos que hé estados ligados em

q = 0 com energia

W
Ef(qg=0)= . Ty <0 (4.44)
- eXp (_g¢|9i|>
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Figura 20 — Funcao espectral de um par de particulas em escala logaritmica proporcional
a In[l 4+ Auar(g,w)/(nm4)], como feito na Fig. |19 para ¢ = —0.5, g, = 0.1, e
ry = 1.2. Neste caso, g < —|g.| e hé dois estados ligados abaixo do continuo
em g = 0. Note que o toque das duas curvas no painel (a) ocorre devido a
degenerescéncia dos estados ligados com momento g, # 0 ao longo da direc¢ao

g, = /4.

desde que g F|g.| < 0. Assim, o critério para o ntimero de estados ligados em g = 0 leva as
mesmas trés regides mostradas na Fig.[17 Para g > |g. | (regido azul na Fig. [L7), regime em
que os acoplamentos sao marginalmente irrelevantes, ndo ha nenhum estado ligado. H4 um
tinico estado ligado com energia F; no regime de crossover |g| < |g.| (regido laranja) e dois

estados ligados no regime dominado pela atracao g < —|g. | (regidao verde). Observe que no

1+'I‘+ )
9FlgL]

caso de acoplamentos fracos, |g|, |g.| < 1, as energias de ligagao E,?;(O) ~ —Wexp (

sao exponencialmente pequenas, conforme esperado para interagbes marginais.

Note que no regime com g < —|g.| e g1 = 0 os dois estados ligados sdo degenerados
em g = 0. Por outro lado, quando g < —|g.| e g1 # 0 os dois estados ligados podem
estar degenerados em algum momento g, nao nulo tal que X, (q,, Eps) = X_(qy, Eps)-
Pelas Eqgs. e (£.42), vemos que a degenerescéncia ocorre em um ponto ao longo

das dire¢des com sin(2pq,) = sgn(g.), i.e., em angulos ¢4 = 5, % quando g, > 0 e
Pgy = %’T, %’T quando g; < 0. O valor de ¢y é dado pelas condigoes
Q(qo) w
Ebs(qo) - (+r)g + ~(¥ryg (445)
1—eo 9l 1—e 9l
2/(2M 1
—Es(q0) 9° =91

As Figs. e 20| mostram resultados para a funcao espectral de duas particulas



4.3. Funcgdo espectral de um par férmion-impureza 57

obtida pela aproximagcao de escada. A intensidade das figuras estd em escala logaritmica e
unidade arbitraria, proporcional a In[1 + A,a(q, w)/(nm4)], com um pequeno broadening
n ~ 10~* utilizado na continuacdo analitica iw — w + in. A Fig. 7 obtida com g = 0.1
e g. = —0.5, representa a regiao de crossover com |g| < |g.|. Apesar da presenca de
uma interagao repulsiva g > 0 neste exemplo, podemos verificar a presenga de um estado
ligado abaixo do continuo de duas particulas. Este estado ligado se origina dos efeitos da

interacao de troca anisotrépica codificada em g .

Na Fig. 20| mostramos a fungao espectral para g = —0.5 e g, = 0.1, representando
o regime dominado pela atragdo g < —|g.|, situagdo essa em que ha dois estados ligados
em q = 0. Os dois estados ligados sado degenerados em um valor finito do momento g
nas diregoes g, = 7/4, 57 /4. Note que os estados ligados nao chegam a se cruzar, mas

apenas ficam degenerados em dois pontos, chamados pontos de anticrossing.

A invaridncia rotacional da borda do continuo de duas particulas [ver Figs. [19|¢c)
e (c)] tem origem no fato de que as dispersoes de particula tinica da impureza e dos
férmions majoritarios sao isotropicas. Ja a dependéncia das energias dos estados ligados
com o angulo ¢, é uma consequéncia da transformacao unitaria U(q) da Eq. , a qual
é também responsavel pela fase de Berry nao trivial no ponto de QBT. Observe que as
dispersoes dos estados ligados exibem apenas uma simetria de rotagao Cs, que equivale a

simetria da interacao de troca dipolar anisotropica no modelo na rede.

Ainda no regime dominado pela atracgao, considere o caso particular com g < 0 e
g1 = 0, que se aplica ao modelo de Fermi Hubbard atrativo convencional sem a interacao
de troca dipolar. Neste caso temos apenas a interacao g, que € invariante por rotacao.
Mesmo assim os estados ligados podem mostrar assinaturas do carater de onda d do
ponto de QBT. A Fig. 21| obtida com g = —0.5 e g, = 0, mostra a componente da
subrede A da funcao espectral de duas particulas, em escala logaritmica proporcional
a In[l1 4+ A% (q,w)/(nm4)]. Pela Fig. [21fa) podemos notar que os dois estados ligados
sao degenerados em g = 0. Porém, ao aumentar ¢ a degenerescéncia é levantada e o
primeiro estado ligado entra no continuo de duas particulas. Também ¢é possivel notar
nas Figs. RI|(b) e R1c) que, na subrede A, o peso do primeiro (segundo) estado ligado se
anula em ¢, = 0,7 (p, = 7/2,37/2). A posicao destes pontos em que a fungao espectral
se anula é invertida na subrede B de forma que, ao somar as componentes A e B da
funcao espectral de duas particulas, encontramos uma funcao espectral total simétrita sob
rotagoes Cy. Como consequéncia da Eq. 7 temos que as fungoes espectrais satisfazem
as simetrias A?, (¢, pq + am/4,w) = AL (¢, —pq + am/4,w), onde a = £1.

Na proxima segao verificamos o problema de uma impureza interagindo com um
Unico férmion perto do ponto de QBT. Tal problema novamente evidencia a presencga de
zero, um ou dois estados ligados, dependendo dos valores dos acoplamentos. Tal estudo

também nos ajuda a compreener a diferenca nas simetrias dos dois estados ligados.
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Figura 21 — Componente da subrede A da funcao espectral em escala logaritmica pro-
porcional a In[1 + A% (q,w)/(nm4)] para g = —0.5, g =0, ery =1.2. 0
painel (a) mostra o resultado em funcao de ¢ e w para ¢, = 7/4. Os dois
estados ligados se tornam degenerados em g — 0. Os painéis (b) e (c), feitos
com w =0 e w = 0.02W, respectivamente, mostram que o primeiro (segundo)
estado ligado possui peso nulo na subrede A para ¢, = 0,7 (¢, = 7/2,37/2).
A dependéncia angular da componente da subrede B pode ser obtida a partir
de uma rotacao Cy dos gréficos (b) e (c).

4.4 Problema de dois corpos

Estudamos nesta secao o problema de dois corpos que consiste de uma impureza
de spin para baixo (no fundo da banda de menor energia) interagindo com um tnico
férmion de spin para cima perto do ponto de QBT, sem a restricao de uma banda de menor
energia completamente preenchida. Tal estudo nos possibilita a verificacdo da existéncia
de estados ligados em certas regides no espaco de parametros g e g, . Além disso, aqui
podemos encontrar a funcao de onda dos estados ligados e, ao observar as simetrias nela
presentes, ter uma intuicao a respeito das propriedades de simetria nos estados ligados que
surgem no problema de muitos corpos. O sistema de dois corpos é descrito pela equagao

de Schrodinger

4
E@('f‘l,’l"g) = ho(’l"l) — —VQ (I)(’I‘l, Tg) -+ 5(’1"1 — TQ)m—(g]l + gJ_O'x)(D(Tl,’I‘Q),
+
(4.47)
onde ®(ry,7s) é a fungdo de onda com 7 referente a primeira particula préxima ao ponto

de QBT e 75 referente a impureza. Além de depender das coordenadas r; e 79, a fungao

de onda possui um spinor no espaco das subredes para a primeira particula. Ao tomar a
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transformada de Fourier da equacao de Schrodinger, obtemos

Ed(p,, p,) ho(py) + 122 | b(py. py) + /d2q (g1 + gLo™)d(p, + )
= g -
D1, Do 0{P1 IM D1, D2 m. (271')2 g g1 D1 q,P- q),

(4.48)

em que ®(p,,p,) é a transformada de Fourier de ®(ry, rs).

Devido a dificuldade em resolver a equacao anterior para casos gerais, considera-
remos o caso particular em que o momento total do centro de massa do sistema ¢é nulo,
P = p, + p, = 0. Neste caso definimos

A(p) = KE - ;};) 1-— ho(P)] o(p, —p), (4.49)

e, manipulando a Eq. (4.48)), obtemos

41
my

Alp) =

/ (;lj:‘)lg (g1 + gLo®) [(E _ 2‘{;) 1- hg(q)] B Alg).  (4.50)

Uma vez que o lado direito da Eq. (4.50) ndo depende de p, temos que A(p) = Ay é um
spinor constante. Portanto, a Eq. (4.50)) nos leva a uma equagao de autovalor

RA = Ao, (4.51)

onde

R = 47T/ g (g1 + gL0%) KE - q2> 1- ho(q)] - (4.52)
my ) (2m)? 2M

A fim de resolver a Eq. ([£.52), utilizamos a transformagao unitdria U(g) que
diagonaliza ho(q) e realizamos a integral no disco 0 < ¢ < (2m, W)Y2, em que W é um
cutoff de altas energias. Observamos que se m_ < M a integral acima diverge e nao
encontramos solugoes de estados ligados para nosso problema. Por outro lado, se m_ > M
ha solugoes de estados ligados com energia F = &, < 0. Note que esta condi¢do nao é
satisfeita para o modelo da rede que utilizamos na secao (onde consideramos m_ = M),
porém é possivel considerar a impureza feita de outras espécies atomicas com massas

diferentes. Neste regime com m_ > M obtemos

i\ —= fio | (E—Wm,/fia
— (2= 1 @ Ha
R = (o) gt + e £ e (50
E— =\ By /my E_ 0 [y
T [ R (e |

(4.53)

onde jiy = py e i = m_M/(m_ — M). Observe que a definicdo de p_ difere de
p— =m_M/(m_+ M).
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Note que o spinor Ay = 1/v/2(1,+1)! é autovetor de g1 + g, 0® com autovalores
g £ g1 e, portanto, é também solucao da equagdao de autovalor (4.51) com R dado
pela Eq. (4.53). Para acoplamentos fracos podemos aproximar (E — Wmy/f,)/E ~
(—=Wmy /jia)/E, onde o« = £, e resolver a equagao de autovalor para E, encontrando que

as energias dos estados ligados escalam com

(g +p-)(g£g1)

S6 ha formagao de estados ligados se g + g1 < 0. Assim, ndo ha nenhum estado ligado se

EE ~ —Wexp (4.54)

g > |g.|, existe um unico estado ligado se |g| < |g.| e hd dois estados ligados se g < —|g.|.
No dltimo caso, os estados sao degenerados se g, = 0. Este resultado equivale ao critério

para numero de estados ligados no problema de muitos corpos.

Em seguida, obtemos as fun¢des de onda para P = 0 ao substituir os autovetores
AT da Eq. (4.51)) na Eq. (4.49)). Nos regimes onde estados ligados existem, temos

b.(p,—p) = N {fs(p, E)L + fap, &) [cos(2¢p)0” +Sin<2¢p>05"]} ( ill ) :

(4.55)

onde AN é um fator de normalizacao. As funcoes

P’ ! p° -

p° - P’ !
Jalp, &) = ( —5> - ( - ) , 4.56
w8) = (3 - (1.56)
representam as amplitudes das componentes de onda s e onda d da funcao de onda do

estado ligado, respectivamente.

E importante manter em mente que consideramos aqui um momento total do par
de particulas P = 0 e a funcao de onda Q:Di(p, —p) esta escrita em termos do momento da
coordenada relativa das mesmas. Em contraste, a funcao de Green e a funcao espectral
do par férmion-impureza, que calculamos na secao anterior, sao escritas em termos do
momento total do par, e ndo nos dao informacgoes diretas sobre o momento da coordenada
relativa. Curiosamente podemos verificar semelhancas nas propriedades apresentadas nos
dois casos. O propagador nao interagente Ily(q, iw) da Eq. possui um termo de onda s
proporcional a matriz 1 e um termo de onda d proporcional a [cos(2¢p,)0* 4 sin(2p,)o”], os
quais consequentemente estao presentes no propagador interagente I1(g, iw) da Eq. .
Tais termos também estao presentes na expressao da fungao de onda &)i(p, —p), Eq. (4.55).
Isto indica que os estados ligados possuem superposicao de simetrias de onda s e onda d

tanto no momento total do par quanto no momento relativo.

A Eq. 1) nos permite extrair mais informacdes sobre os estados ligados. E

possivel ver que a parte de onda s do estado ligado ¢, possui o mesmo valor nas duas
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componentes de seu spinor (i.e. nas duas subredes). Por outro lado, a parte de onda s de
®_ adquire um fator —1 ao comparar uma subrede com a outra. Observe que fa(p, &) se
anula quando p — 0. Quando p # 0, podemos escrever ®..(p, —p) = x+(p, ©p), COM as

propriedades de simetria em torno dos dngulos ¢, = —7/4, +7/4,

m " T
X+ (p,sop+> = o)+ (p,—sap+>,

A 4
T T
X+ (p, Op — 4> = +o"x4 <p, —p — 4> : (4.57)

Tais expressoes mostram que a funcdo de onda do estado ligado x+(p, ¢p) ¢é invariante ao
ser espelhada em torno do angulo +7/4 (ou —7/4) e ao inverter as subredes (i.e. multiplicar
por ¢%). Por outro lado, ao realizar as mesmas operagoes sobre a fungao de onda x—(p, ¢p),
a mesma adquire um fator —1. E interessante notar que algo semelhante ocorre com a

funcao de Green e a fungao espectral da secao anterior, as quais sao invariantes ao serem
espelhadas em torno do angulo +/4 (ou —7/4) e ao inverter as subreded] [ver Eq. (4.40)

e painéis (b)-(c) das Figs. [19{21].

Se g, = 0, os estados ligados sdo degenerados, &, = &, e temos

. T
i0Y X+ <p, ©p + 2) = 2x+(p, ¥p)- (4.58)

Neste caso é possivel tomar combinagoes lineares de x4 (p, ¢p) € X—(p, pp) para construir
autoestados da rotacdo C;. Ambas as componentes de onda s e onda d na Eq.
possuem uma dependéncia Lorentziana em p. Isto implica na existéncia de um decaimento
exponencial em fungao da distancia relativa r = |r; — 72| no espago real, com escalas de

distancia ~ (ji+|Eps|) 2.

Lembre-se de que a discussao anterior sobre a existéncia dos estados ligados ¢é valida
no regime com m_ > M. Se tomarmos o limite em que a diferenca entre essas duas massas
tende a zero, teremos i — +00. Consequentemente, a energia dos estados ligados, dada
pela Eq. , deixara de ter uma dependéncia exponencial com os acoplamentos. Uma

expressao para &g nesse caso com m_ = M pode ser encontrada ao considerar 1/ =0
na Eq. (4.52)). Resolvendo a integral da Eq. (4.52)) neste regime temos

R = (25) st g, [ (Bt )

my ) (2m)2 N E E

W
~ (g1 + glax)f. (4.59)

Usando novamente o spinor Ay = 1/v/2(1,41)! como autovetor de R, temos que

& = (9 £ g )W. (4.60)

2 De fato, s6 derivamos a Eq. (4.40)) depois que percebemos a simetria da funcdo de onda apresentada

na Eq. (4.57)). Isto ilustra a importancia do estudo do problema de dois corpos na compreensao das
simetrias dos estados ligados discutidos na segao
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Assim, vemos que no caso particular em que m_ = M a energia dos estados ligados varia
linearmente com os acoplamentos no problema de dois corpos, diferentemente do resultado
encontrado na se¢ao [£.3| para o problema de muitos corpos, onde a banda de menor energia
é completamente preenchida pelos férmions de spin para cima. Todas essas andlises, porém,
levam ao mesmo critério para o nimero de estados ligados: nenhum estado ligado quando

g > |g.|, um estado ligado quando |g| < |g.| e dois estados ligados quando g < —|g.|.

Uma vez que temos evidéncia de formacao de estados ligados no problema de dois
corpos e as simetrias das func¢des de onda desses estados ajudaram a compreender as
simetrias no problema de uma impureza com muitos corpos, podemos nos perguntar o que
acontece quando temos, no sistema com QBT, a banda de baixo completamente preenchida
de férmions majoritarios e uma densidade pequena, porém finita de impurezas. Iniciamos

uma abordagem deste problema na secao que segue.

4.5 Concentracao finita de impurezas moveis

Nas se¢oes anteriores consideramos férmions com spin para cima interagindo com
apenas uma impureza com spin para baixo. Na presente se¢cao consideramos a situacao
mais geral de uma densidade pequena, porém finita, de impurezas moéveis. Tais impurezas
sao caracterizadas aqui por um potencial quimico p, onde p = 0 equivale a situagao onde
o nivel de Fermi das mesmas esta no fundo da banda de menor energia e, consequente-
mente, corresponde ao caso com apenas uma impureza. Também generalizaremos nosso
Hamiltoniano, incluindo termos de repulsao entre primeiros vizinhos, além dos termos Hy
e H;, jé considerados no Hamiltoniano (4.1]). Assim, temos

Ji .
%] ) 1#£]

+Vu Y (nipngy + nayngg) + Vo D nagngs + Vo Y nggngy,
<ij> <ij> <ij>

(4.61)

onde os trés ultimos termos representam: repulsao entre um férmion majoritario e uma
impureza, repulsao entre dois férmions majoritarios e repulsao entre duas impurezas,
respectivamente, em sitios primeiros vizinhos. O objetivo da inclusao dos termos de
repulsao entre primeiros vizinhos é verificar se eles sao capazes de levar o sistema a novas

fases quanticas.

No limite do continuo, no qual consideramos que apenas a banda de menor energia

¢é acessivel para as impurezas, as interagoes acima levam a seguinte interacdo marginal em
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tree level,
4
How = o [ @ [W) (g1 + 0.0 U 0)d(r) + grch(r)eatr)ch(riea(r)].
_l’_
(4.62)
onde os acoplamentos adimensionais sao dados por
my 3 .2
g = — |\ U+4Vy —kJ, (sm 6—1)] ,
8T 2
gL = —3m—+mLJl sin? 6 sin(2¢),
47
my Vi
g = ; U’ (4.63)

em que Kk e k| sao calculados pela Eq. e 0 e ¢ sao angulos polares do vetor de
quantizacao, i.e. do momento dipolar das moléculas. Ao tomar o limite do continuo
outros termos surgem além daqueles mostrados na Eq. , 0s quais sao omitidos por
serem de ordens superiores nos momentos e, consequentemente, serem irrelevantes em tree
level (conforme discutido na segao . Observe que o termo de interagao entre férmions
majoritarios em ordem zero nos momentos (g) é nao nulo porque duas dessas particulas
podem interagir uma com a outra estando na mesma posicao r e em diferentes subredes.
As impurezas, por sua vez, s6 podem ocupar a banda de menor energia. Assim, nao
podemos ter duas impurezas na mesma posicao r em diferentes subredes. Por esse motivo

a interagao entre elas em ordem zero nos momentos é nula.

Estamos interessados em estudar a fisica de baixas energias deste sistema com varias
impurezas e, portanto, usaremos grupo de renormalizac¢ao, assim como feito anteriormente
para o problema de uma tnica impureza. Porém o problema da atual secao é mais complexo
e precisa ser estudado em duas etapas. Primeiro, é necessario eliminar os modos fermionicos
com momentos relacionados a altas energias, longe da superficie de Fermi das impurezas,
< K?/2M. Essa eliminagao de modos em cascas esféricas de espessura infinitesimal leva,
a um conjunto de equagoes de RG nesse regime de altas energias (u < K?/2M), mostrado
adiante. Em seguida, é necessario eliminar os modos fermionicos perto da superficie de
Fermi das impurezas, que fornecem equagoes de RG para energias mais baixas. Ao escolher
valores para os acoplamentos despidos e integrar o primeiro conjunto de equagoes, temos
acoplamentos renormalizados até uma escala de energia maior do que p. Ao integrar o
segundo conjunto de equagoes considerando o resultado da integracao do primeiro conjunto,

temos acoplamentos renormalizados em energias tao pequenas quanto se queira.

Calculamos as contribui¢oes para os acoplamentos g, g; e g4 vindas dos diagramas
de Feynman (Fig. do Apéndice que ilustram todos os processos possiveis em um

loop para a corregdao do vértice efetivo no regime de altas energias (u < K?/2M). Assim,
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encontramos as equagoes de RG para altas energias,

dg _ (9*+g1) = B py
d m 2p— 2p4 |7
© () ()
dg. 2991 = B fiy | 210919t
dl my 24— 2404 my
1 —pl — 1—p|—
K2 K?
dgr 2409 (4.64)
dl m+ ’ .
onde usamos as massas reduzidas
f e () e
p— — —_— a f— —
/’La M ma ) ) )
1 1
-1
N I 4.65
it = (o) (4.65)

Maiores detalhes sobre a obtengao das equagoes de RG (4.64)) podem ser encontrados no
Apéndice [A]l

Conforme vemos pelas equagdes de RG, o acoplamento entre férmions majoritarios
g+ € relevante se g+ > 0. Isto estd de acordo com o que foi encontrado por Kai Sun et al. [70].
Tal situacao de repulsao efetivamente forte entre os férmions majoritarios leva a uma
abertura do gap energético de tais particulas, destruindo o ponto de QBT e levando a
outras fases quénticas [70]. Note, portanto, que a inclusdo de repulsdao entre primeiros
vizinhos no Hamiltoniano nao é capaz de simultaneamente preservar o ponto de
QBT e levar o sistema a ter um comportamento diferente. Uma vez que a situagdo com
g+ > 0 destréi o ponto de QBT e isso nao ¢ do nosso interesse, consideraremos gy = 0.

Neste caso, as equagoes de RG para os acoplamentos se reduzem a

dg _ (¢*+g1) po B iy
. m 20— 204\ |7
s en(Gm) ()
@ _ QQQL H— - My (466)
dl my 20— 2\ |7 '
1—p (=) 1—p( 25
K? K2

Note nas equagoes (4.66) que se tomarmos p — 0 e considerarmos a renormalizac¢do do peso
de quase particula da impureza Z; recuperamos as equacoes de RG para os acoplamentos
no problema de apenas uma impureza, Eq. (4.26]).

Na situacdo que estamos considerando aqui de energias mais altas (u << K?/2pu)
e muitas impurezas (u > 0), as equagdes de RG acima levam ao mesmo comportamento

qualitativo das equagoes do problema de uma tnica impureza. Assim, se tivermos m_ < m



4.6. Discussdo 65

o diagrama de fluxo dos acoplamentos é dado pela Fig. [I7 Neste caso temos novamente os
trés regimes: se g > |g, | os acoplamentos sdo marginalmente irrelevantes, g < |g, | mostra
uma regiao de crossover onde é possivel ter uma interacao despida repulsiva que tende a

se tornar atrativa e se ¢ < —|g, | a atragao tende a se tornar mais forte.

Devido a complexidade dos calculos quando se considera p > 0, nao realizamos
o calculo dos diagramas de Feynman do tipo sunrise a fim de calcular as equacoes de
RG para os pesos de quase particula e as massas efetivas das duas espécies fermionicas.
Uma vez que estamos interessados na situagao com uma baixa densidade de impurezas
i < |t|, esperamos que as massas efetivas e os pesos de quase particula ndo devem diferir
muito da situagao apresentada quando p = 0, desde que estejamos no regime de mais
altas energias u < K?/2u.. Isto é, os pesos de quase particula dos férmions majoritérios e
suas massas efetivas devem ser fracamente afetados, enquanto os pesos de quase particula
das impurezas tendem a se anular e suas massas efetivas tendem a aumentar quando os
acoplamentos sao marginalmente relevantes. Até o presente momento ainda nao realizamos
calculos para verificar as equagoes de RG no regime de mais baixas energias. Isto podera

ser feito em um futuro breve.

Os dados apresentados na presente secdo nos dao informagoes preliminares de
que, em certos regimes, a interacao ¢ entre férmions majoritarios e impurezas pode se
tornar efetivamente atrativa. Isso pode ser indicio de que, em certos regimes de energia,
impurezas e férmions majoritarios formam pares e levam o sistema a uma instabilidade
supercondutora. Atualmente estamos investigando por meio de teoria de campo médio se

este sistema possui fases supercondutoras de onda s e onda d.

4.6 Discussao

A seguir fazemos uma breve discussao sobre os resultados que apresentamos na
primeira parte desta tese, onde investigamos uma impureza fermiénica mével (de spin
para baixo) em um sistema fermionico 2D (de spin para cima) com toque quadratico de
bandas. Consideramos uma intera¢ao de troca de spin anisotropica de longo alcance, além

de uma repulsao local da impureza com os férmions majoritarios.

Uma vez que nosso interesse é estudar a fisica de baixas energias deste sistema,
tomamos o limite do continuo no nosso modelo e fizemos uma analise de grupo de
renormalizagao. Verificamos que o comportamento deste sistema depende da assimetria
das massas efetivas m, e m_. Quando m, > m_ verificamos que ha trés regimes, os quais
dependem da relacao entre a interagao local e a interagao de troca de spin. Em um dos
regimes as interagoes sao irrelevantes e o polaron deve ser estavel. Em outros dois regimes
as interagoes sao relevantes e levam a uma atracao local efetiva finita entre impureza

e férmions majoritarios. Tal atracao local efetiva em baixas energias sugere a formagao
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de estados ligados entre impureza e um férmion do banho. Utilizando a aproximacao
diagramatica da “série de escada” calculamos a funcao espectral associada a fungao de
Green de um par férmion-impureza. Tal funcao espectral evidenciou a formagao de estados
ligados em alguns regimes. No regime em que as interagoes sao irrelevantes nao ha estados
ligados. Em um dos regimes efetivamente atrativos ha formagao de um estado ligado. No
outro regime efetivamente atrativo ha formacao de dois estados ligados. A fungao de Green

do par férmion-impureza possui caracteristicas de onda s e onda d.

Verificamos ainda que no caso de uma interagao local atrativa (de onda s) e na
auséncia da interacao de troca anisotrépica (a qual quebra simetrias localmente), as
dispersoes dos estados ligados possuem uma assinatura do carater de onda d do ponto
de QBT, o qual é responsavel também pelo fluxo de Berry nao trivial igual a 27 neste
sistema. A fim de ter uma intuicdo melhor a respeito das propriedades de simetria dos
estados ligados, estudamos o problema de uma impureza (com spin para baixo) interagindo
com um unico férmion (com spin para cima) perto do ponto de QBT, sem a restri¢ao
de que a banda de baixo esteja completamente preenchida de férmions com spin para
cima. Resolvendo a equacao de Schrodinger de duas particulas, novamente encontramos a
formacao de zero, um ou dois estados ligados, correspondentes aos trés regimes encontrados
anteriormente. Isso confirma os resultados que obtivemos com grupo de renormalizacao e
calculo da funcao espectral, nos quais utilizamos aproximagcoes diagramaticas. As fungoes

de onda destes estados também possuem caracteristicas de ondas s e d.

Atualmente estamos pesquisando uma generalizacao deste sistema de uma impureza
com interagao local e interacao de troca de spin com um mar de Fermi através da inclusao de
uma densidade pequena, porém finita, de impurezas moéveis. Resultados preliminares de uma
analise de grupo de renormalizacao para energias altas indicam a presenca dos mesmos trés
regimes descritos acima quando m > m_, de forma que pode existir uma atracao efetiva
entre as impurezas e os férmions majoritarios em dois dos regimes. Estamos utilizando teoria
de campo médio para mapear o diagrama de fases deste sistema em parceria com Edgar
Marcelino. A expectativa é que deve haver regimes com formacao de supercondutividade
nao convencional com caracteristicas semelhantes ao que foi apresentado no problema de
uma dnica impureza (singleto de onda d e/ou de onda s), onde cada par de Cooper seria
formado por uma impureza (férmion de spin para baixo) e um férmion majoritario (de

spin para cima).

No capitulo [8| apresentamos conclusoes e perspectivas futuras sobre a pesquisa que
discutimos na parte [[| desta tese, bem como apresentamos conclusoes da parte [[I} a qual

comegamos a discutir a seguir.
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5 Revisao da literatura

Nesta parte da tese falamos sobre um supercondutor magnético diluido (DMS, do
inglés dilute magnetic superconductor), que é um supercondutor convencional singleto
de onda s contendo impurezas magnéticas diluidas. Iniciamos a pesquisa neste assunto
durante um intercambio de dez meses que realizei na Franca sob supervisao de Marcello
Civelli e colaboragao de Pascal Simon e Marcelo Rozenberg, professores da Université
Paris-Saclay. Nesta pesquisa demos continuidade a um trabalho iniciado por Francois
Jamet, o qual também foi orientado pelos mesmos professores. Francois Jamet utilizou a
dynamical mean-field theory (DMFT) para estudar um sistema de impurezas magnéticas
classicas imersas num supercondutor convencional, considerando o caso particular em
que os spins das impurezas magnéticas estavam distribuidos em varias dire¢oes. Nesse
trabalho Frangois Jamet observou o comportamento das bandas de Shiba dentro do gap
supercondutor e o comportamento do pareamento supercondutor a medida em que se
variavam parametros do sistema. Seus resultados foram disponibilizados em um relatério
de mestrado [92].

No inicio da presente pesquisa sobre um sistema DMS, também realizada utilizando
a DMFT, reproduzimos alguns resultados de Francois Jamet. Em seguida, focamos a
pesquisa no caso particular em que os spins das impurezas magnéticas estao todos alinhados
na mesma direcao e sentido. Como consequéncia observamos o aparecimento da chamada
supercondutividade do tipo odd-frequency espalhada por todo o sistema, i.e. presente
em sitios magnéticos e nao magnéticos. Nossos resultados numéricos do problema de
uma concentracao finita de impurezas magnéticas em um supercondutor nos ajudaram
a prever que o pareamento odd-frequency também deveria estar presente no problema
de uma tnica impureza magnética em um supercondutor convencional. Tal problema de
uma tunica impureza magnética foi estudado analiticamente e dados experimentais foram
analisados, confirmando a presenca de pareamento odd-frequency. Publicamos este estudo
na Ref. [93][]. Os resultados analiticos do problema de uma tnica impureza, por sua vez,
auxiliaram na obtencao de expressoes analiticas para o problema de uma concentragao
finita de impurezas. Nossos resultados numeéricos e analiticos para tal problema foram
publicados na Ref. [94]ﬂ Assim, na segunda parte desta tese focamos na discussao sobre a

supercondutividade do tipo odd-frequency em um supercondutor magnético diluido.

1 Vivien Perrin, Flivio L. N. Santos, Gerbold C. Ménard, Christophe Brun, Tristan Cren, Marcello Civelli
e Pascal Simon: Unwveiling Odd-Frequency Pairing around a Magnetic Impurity in a Superconductor.
Phys. Rev. Lett. 125, 117003 (2020).

Flavio L. N. Santos, Vivien Perrin, Francois Jamet, Marcello Civelli, Pascal Simon, Maria C. O.
Aguiar, Eduardo Miranda e Marcelo J. Rozenberg: Odd-frequency superconductivity in dilute magnetic
superconductors. Phys. Rev. Research 2, 033229 (2020).
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A fim de estudar uma impureza magnética em metais ou supercondutores é possivel
considerar o modelo de uma impureza de Anderson. O Hamiltoniano deste modelo, quando
considerada uma situacao de ocupagao simples, pode ser reescrito em uma interagao

magnética do tipo Kondo,

J> Sacgaagﬁcw, (5.1)
0,0,

em que of sao matrizes de Pauli, § = z,v, 2, e o operador c;ga cria um elétron com spin

a =7,] no sitio 0, o qual contém uma impureza magnética com spin quantico S [95].
Neste caso, é possivel utilizar grupo de renormalizagao (RG) e verificar que o acoplamento
magnético efetivo J. s depende da escala de energia/temperatura do sistema. No caso de um
metal ou supercondutor contendo impurezas magnéticas com acoplamento ferromagnético,
o médulo do acoplamento efetivo tende a diminuir a medida em que se reduz a energia do
sistema. O resultado é que em baixas energias a interagao magnética é fraca. Por outro
lado, no caso de uma interacao antiferromagnética, o médulo do acoplamento efetivo tende

a crescer ao reduzir a energia do sistema [95,96].

No caso dos metais, nos quais nao exite gap energético no nivel de Fermi, o fluxo
do grupo de renormalizacao poderia, a principio, seguir renormalizando o acoplamento
Jess para energias tao baixas quanto se queira. O resultado disto é que uma impureza
com interacao antiferromagnética possui uma temperatura Kondo Tk na qual a interacao
efetiva é muito grande. Abaixo de T a interacao J.s¢ faz com que um elétron de conducao
se ligue a impureza, formando um estado singleto com esta. Ocorre, nesta situagao, uma
blindagem do spin da impureza. Muito acima de Tk a interacao efetiva nao é tao grande.
Como consequéncia, nenhum elétron fica fortemente ligado a impureza e a blindagem de

seu spin nao ocorre [95].

Quando impurezas magnéticas quanticas estao em contato com supercondutores,
fendmenos parecidos podem ocorrer. Note, porém, que o fluxo do grupo de renormalizacao
pode ter um comportamento diferente para energias menores que o gap supercondutor,
onde a densidade de estados é diferente (em particular ela se anula num supercondutor
convencional de onda s). Isto pode fazer, por exemplo, com que a redu¢ao do médulo de
Je sy ferromagnético seja interrompida, de forma que no limite de energias baixas J.¢s seja
finito. No caso antiferromagnético com Tk > A, J.¢; deve ser grande em baixas energias e
um elétron supercondutor se liga a impureza, causando uma blindagem nesta. Contudo,
se Tx < A, o acoplamento antiferromagnético J.;; pode nao ser tao grande em baixas

temperaturas, de forma que o spin da impureza nao seja blindado [96].

A fim de simplificar o estudo de uma impureza magnética em um supercondutor,
é possivel considerar a aproximacao em que o spin S da impureza magnética é classico.
Esta aproximacao ¢ valida se o spin é grande S > 1 ou se a temperatura Kondo é baixa e

os experimentos sao feitos em T > Ty. Tal modelo de uma impureza magnética cléssica
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Figura 22 — Dois estados sao mostrados esquematicamente para um supercondutor con-
vencional com uma impureza magnética classica. 1) é uma fungao de onda
que possui apenas particulas pareadas e um spin nao blindado S. |¢4) é uma
funcao de onda que descreve a formagao de um estado ligado entre um elétron
e o spin da impureza. Neste estado o niimero quantico de spin eletronico difere
de |¢p) por um spin nao pareado. Em algum valor do acoplamento J..; ha
um cruzamento dos niveis de energia correspondentes a estes dois estados com
diferentes simetrias. Aqui ocorre uma transi¢do de fase quantica de primeira
ordem. Figura adaptada da Ref. [96].

em um supercondutor convencional possui uma transicao de fase quantica em 7" = 0. Se o
moédulo do acoplamento J estiver abaixo de um valor critico |J| < Ju4, a funcdo de onda
do estado fundamental do sistema possui apenas elétrons pareados e o spin S da impureza
nao é blindado. Quando |J| > J..;t, 0 estado fundamental possui um elétron nao pareado,

o qual estd ligado a impureza magnética (ver Fig. [96].

E sabido que uma tnica impureza magnética interagindo com os elétrons em
um supercondutor convencional pode dar origem a estados ligados no sitio magnético
conhecidos como estados de Yu-Shiba-Rusinov (YSR) [22,28,29]. Estes estados aparecem
como intensas ressonancias dentro do gap supercondutor na densidade de estados e podem
ser revelados experimentalmente através de medigoes de espectroscopia de tunelamento
por varredura (STS). Na Fig. [23| mostramos medigoes da condutancia diferencia]ﬁ por meio
de STS realizadas em um material supercondutor com uma impureza magnéticaﬁ Através
dos pontos pretos, que mostram a medi¢ao longe da impureza magnética, podemos ver
claramente o gap supercondutor do material no grafico da condutancia. Pelos pontos azuis,
obtidos exatamente em cima do sitio magnético, vemos a presenca de dois estados de YSR

dentro do gap supercondutor.

Estados ligados parecidos com os estados de YSR também ocorrem no gap de

semicondutores com uma impureza magnética. Ao colocar uma concentragao finita de

3 O espectro de condutancia diferencial dI /dV medido localmente corresponde & convolugio da densidade

de estados local p(w) com a derivada da distribui¢ao de Fermi-Dirac na temperatura do experimento [93].

4 Essas medigoes de STS foram realizadas por nossos colaboradores para o trabalho publicado [93].
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Figura 23 — Condutancia medida através de espectroscopia de tunelamento por varredura
sobre uma monocamada de Pb/Si(111) supercondutora com uma impureza
magnética. Medicao realizada a T" = 320 mK. Os pontos pretos mostram a
condutancia longe da impureza enquanto os pontos azuis mostram a condu-
tancia em cima da impureza magnética, evidenciando a presenca de estados
de YSR dentro do gap.

impurezas magnéticas nos semicondutores, esses estados ligados dao lugar a pequenas
bandas eletronicas, as quais estdo relacionadas com as impurezas magnéticas [97]. O
mesmo ocorre nos supercondutores convencionais: ao considerar uma concentracao finita
e pequena de impurezas magnéticas diluidas neste material, os estados ligados de YSR
dao lugar a pequenas bandas eletronicas. Esta formacao de bandas dentro do gap ocorre
porque os elétrons localizados nas impurezas podem se comunicar através dos elétrons do
banho. Estas bandas de impurezas formadas no gap supercondutor sao conhecidas como
bandas de Shiba. Ao aumentar a concentracao de impurezas, a largura das bandas de Shiba
aumenta e a supercondutividade pode sobreviver na auséncia de um gap. Aumentando

esta desordem além de um valor critico, a supercondutividade deixa de existir [22].

Em qualquer tipo de material supercondutor, seja ele convencional ou nao, a fungao
de pareamento entre dois elétrons deve ser antissimétrica ao trocar os nimeros quanticos
relacionados a eles. Em 1974 Berezinskii propos que a contribuicao antissimétrica nesse
pareamento pode vir a partir da troca das coordenadas temporais dos dois elétrons [98].
Ele propds que tal situacao ocorre no *He, onde haveria uma contribuicio simétrica da
parte espacial (de onda s) e do spin (tripleto). Portanto, a fungdo supercondutora seria
antissimétrica com relacao ao tempo e, consequentemente, ao espago reciproco ao tempo, a
frequéncia (dai vem o termo supercondutividade odd-frequency, ou odd-w) [19,99]. Embora
mais tarde se tenha concluido que a superfluidez no *He ocorre devido a um pareamento
de onda p even-w (i.e. pareamento simétrico em relacao as coordenadas temporais), e nao

odd-w, este tltimo pareamento passou a ser visto como um fenémeno bem geral em sistemas
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Figura 24 — (a) Esquema de uma junc¢ao supercondutor-ferromagneto. Um fio magnético de
comprimento L, cuja direcao de magnetizacao depende da posicao horizontal x,
conecta um supercondutor S a um reservatorio magnético F. A direcao da
orientagdo magnética no fio faz um angulo o com o eixo z. Tal angulo varia
linearmente entre x = 0 (com o = 0) e z = w (com & = ay,), € entdo permanece
constante até x = L. (b) Variagao espacial dos pareamentos singleto even-
w (linha tracejada) e tripleto odd-w (linha continua) no fio magnético para
diferentes valores de «,,. Figura adaptada da Ref. |105].

supercondutores [100}/101], incluindo por exemplo supercondutores desordenados [102] e

férmions pesadog’| supercondutores [104).

Mais recentemente se verificou por meio de estudos tedricos que o pareamento
odd-w pode aparecer quando supercondutividade é induzida em sistemas ferromagnéticos
(F) por efeito de proximidade com um supercondutor convencional (S) [105-107]. Bergeret
et al. |[105] consideraram o caso de uma variagao linear da dire¢ao da polarizacao magnética
do ferromagneto perto da juncao S-F. O pareamento singleto even-w de onda s decai
rapidamente ao penetrar no ferromagneto. Por outro lado, a anisotropia magnética permite
o aparecimento de um pareamento tripleto odd-w espacialmente par. Tal pareamento
odd-w tem a mesma ordem de magnitude do pareamento even-w na interface, porém decai
lentamente dentro do ferromagneto (ver Fig. . Os autores prevéem ainda um aumento
da condutividade do ferromagneto abaixo da temperatura critica T, do supercondutor
devido a este efeito [105].

Nos sistemas hibridos S-F a quebra da simetria de reversao temporal induzida por
um campo magnético efetivo dos atomos magnéticos pode mudar a componente de spin da
funcao de pareamento, de forma que ela deixa de ser antissimétrica passando a ser simétrica,
favorecendo o aparecimento de uma componente antissimétrica com relagdo ao tempo. Tais

sistemas oferecem a vantagem de serem construidos e controlados artificialmente, abrindo

5 Em alguns materiais, tipicamente aqueles que possuem atomos com orbitais 4f ou 5f semipreenchidos,

os elétrons interagem fortemente e possuem massas efetivas que podem chegar a ser até 1000 vezes a
massa da particula livre. Dai vem o nome férmions pesados. Alguns férmions pesados sao descritos
corretamente pela teoria de liquido de Fermi de Landau. Outros séo descritos por outras teorias [103].
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Figura 25 — Uma camada fina de atomos magnéticos, como Fe ou Co, é depositada na
superficie de um supercondutor convencional de onda s com forte acopla-
mento spin-6rbita, como Pb, e forma uma cadeia unidimensional ou uma ilha
bidimensional que possui uma ordem magnética (representada pelas setas
para cima). A rede resultante de estados ligados induzidos pelas impurezas
magnéticas, ou rede de Shiba, carrega supercondutividade topologica quiral de
onda p e os modos quirais de Majorana associados (representados por pontos
amarelos ou linhas com setas unidirecionais). No caso da ilha magnética, um
ou mais modos de Majorana podem aparecer dependendo da densidade de
atomos magnéticos. Tais modos de Majorana devem aparecer no regime de
impurezas concentradas, diluidas ou no regime intermediario. Figura extraida

da Ref. .

caminho em direcao a aplicagoes no campo de dispositivos em spintronica ,. Foi
mostrado que de forma mais geral a componente de odd-w pode surgir onde quer que
ocorra quebra de simetria, como por exemplo quebra de simetria na parte espacial em
jungbdes nao magnéticas ,.

Estes fendmenos ganharam ainda mais interesse com o advento dos materiais topo-
légicos, onde a competigdo entre supercondutividade e ordens magnéticas é frequentemente
um ingrediente fundamental. Um exemplo é o caso de atomos magnéticos depositados na
superficie de um supercondutor convencional com forte acoplamento spin-érbita, seja esta
deposicao no formato de uma cadeia magnética unidimensional ou uma ilha magnética
bidimensional, a qual pode ser composta por atomos magnéticos diluidos ou densos. Nesses
sistemas surgem estados de Shiba na vizinhanca dos atomos magnéticos e a hibridizacao
desses estados leva ao surgimento de supercondutividade quiral de onda p . A super-
condutividade quiral é um estado topologicamente nao trivial, e como tal exibe modos
topologicos nas bordas, além da supercondutividade no interior. Assinaturas importantes
de supercondutividade quiral incluem modos quirais de Majorana e correntes na super-
ficie . No caso de uma cadeia magnética sobre a superficie do supercondutor, os
estados de borda de Majorana sao localizados nas extremidades da cadeia . Tais
estados ligados de Majorana tém a possibilidade de ser fundamentais no desenvolvimento
da computacao quantica ,. No caso de ilhas magnéticas, os modos de Majorana sao
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localizados ao redor delas [120,/121]. O ntimero de Chern, que é calculado para informar o
numero de modos de Majorana nessas ilhas, deve depender da concentracao de impurezas
magnéticas [39]. A Fig. 25|ilustra esses exemplos de supercondutores topolégicos. Uma vez
que o pareamento odd-w também deve estar presente em sistemas hibridos S-F, compreen-
der o papel da supercondutividade odd-w em tais sistemas com estados ligados de Majorana

e encontrar quais sao suas assinaturas experimentais sao questoes fundamentais [122].

Tem havido um esforco consideravel de parte da comunidade cientifica em matéria
condensada em verificar experimentalmente o pareamento odd-w. Propostas para isto in-
cluem medidas de termoeletricidade em sistemas hibridos de supercondutor—ponto quantico—
ferromagneto [123] e efeito Josephson em jungoes supercondutor—ferromagneto [19]. Apesar
disso, a deteccao de pareamento odd-w s6 foi aparentemente confirmada bem recentemente.
Um estudo relatou supercondutividade odd-w na interface de um isolante topologico com

um supercondutor convencional |124].

Em uma pesquisa sobre uma impureza magnética em contato com um supercondutor
convencional, que se apoia em trabalhos anteriores [125}/126], relatamos a presenga desse
pareamento odd-w através de medigoes de STS [93]. Neste trabalho relacionamos a presenga
de estados localizados dentro do gap supercondutor com a existéncia de pareamento
odd-w. Demonstramos que a componente par (ou simétrica) da densidade de estados
local na impureza magnética peyen(w) é proporcional a parte imaginaria do pareamento
supercondutor do tipo odd-w tripleto, Im[F,44(w)] [no capitulo [f| damos mais informagoes
sobre o pareamento supercondutor, ou fun¢ao de Green anémala F(w)]. A constante
de proporcionalidade nesta relacao é determinada a partir de parametros dos estados
de YSR. Este procedimento para encontrar o pareamento odd-w foi aplicado no sistema
supercondutor com uma impureza magnética cuja medigao de STS é mostrada na Fig. 23]
A fungao Im[F,q4(w)] obtida é mostrada na Fig.

O alvo desta parte da tese é ir além do sistema com uma unica impureza, in-
vestigando um supercondutor convencional com uma concentragao finita e pequena de
impurezas magnéticas diluidas. Consideramos 7' = 0 e que os spins destas impurezas sao
classicos e possuem direcao e sentido fixos. Aqui, mostramos o surgimento de bandas de
Shiba e vemos que o pareamento odd-w pode ser induzido em todos os sitios desse sistema,
i.e. em sitios magnéticos e sitios ndao magnéticos. Conforme ja foi discutido, se estas
impurezas magnéticas estiverem na superficie de um supercondutor com forte acoplamento
spin-orbita, tal sistema deve dar origem a supercondutividade topolégica com modos de
Majorana. Neste trabalho, porém, nosso alvo nao é procurar por supercondutividade topo-
logica e, para simplificar a nossa abordagem, nao consideramos acoplamento spin-orbita

no nosso modelo.

O restante desta parte da tese esta organizado da seguinte maneira. No capitulo []

explicamos o funcionamento da DMFT e mostramos propriedades de uma funcao de
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Figura 26 — Parte imaginéaria do pareamento odd-w extraida na posi¢do da impureza (os
valores sao relevantes apenas dentro do gap) a partir da medigao da DOS

local da Fig.

Green anomala, necesséaria para a investigacao de pareamentos supercondutores. Nosso

modelo e resultados sdo apresentados no capitulo [7] onde discutimos a presencga de

diferentes pareamentos supercondutores no sistema. O leitor interessado pode verificar no

Apéndice [B] como encontramos as equagdes de DMFT para o sistema DMS. No Apéndice [C]

sao mostradas solugoes das funcgoes de Green para um supercondutor convencional limpo,

i.e. sem impurezas.
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6 Metodologia

A fim de estudar o comportamento de um supercondutor magnético diluido, fizemos
uso de uma metodologia numérica, a teoria de campo médio dindmico (DMFT, do inglés
dynamical mean-field theory). Uma vez que nao consideramos intera¢oes quarticas no
modelo para um DMS, a DMFT aplicada a tal modelo é equivalente a outra metodologia
mais simples, a coherent potential approzimation (CPA) [127]. Decidimos usar a linguagem
da DMFT aqui uma vez que esta pode ser mais facilmente generalizada para futuramente
considerarmos interacoes quarticas envolvendo spins quanticos das impurezas. Tal metodo-
logia é capaz de fornecer a func¢ao de Green local normal G(iw) e a andémala F(iw). Neste
capitulo falamos brevemente sobre a DMFT e sobre propriedades da funcao de Green

anomala F(iw).

6.1 Dynamical mean-field theory

A dynamical mean-field theory (DMFT), desenvolvida no final do séc. XX, contou
com a contribuicao de diversos autores, em particular com trabalhos de Walter Metzner e
Dieter Vollhardt [129] e Antoine Georges e Gabriel Kotliar [130], e tem sido muito utilizada
para estudar sistemas fortemente correlacionados. A ideia desse método é mapear a rede
interagente em estudo em um modelo de uma tnica impureza quantica, e.g. descrita pelo
modelo de uma impureza de Anderson, que é um sistema mais simples de resolver. Este
modelo de uma impureza quantica é composto por um banho de elétrons nao interagentes
e um Uunico sitio (ou impureza) interagente, o qual pode estar ocupado por 1 elétron, 2
elétrons de spins opostos ou estar desocupado, de forma que os elétrons podem migrar da
impureza para o banho e vice-versa (ver Fig. . O problema de uma impureza quantica,

embora seja mais simples do que uma rede interagente, também demanda metodologias

Figura 27 — Tlustragdo do esquema da DMFT, em que o sistema é mapeado no problema
de uma tnica impureza em contato com um banho de elétrons. Figura extraida

da Ref. |128].
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I

Figura 28 — Ilustracao de uma rede de Bethe com ntimero de coordenacao d = 3. Figura
adaptada da Ref. [92].

numéricas para ser resolvido, tais como a diagonalizacao exata ou Monte Carlo quéntico.
Os parametros do banho do problema de uma impureza dependem da rede original e sao
obtidos numericamente de forma autoconsistente (como serd detalhado mais adiante nesta
secao) [1284|130}/131].

E possivel provar que o mapeamento da rede interagente original em um modelo
de uma impureza quantica é exato no limite em que o nimero de coordenagao d (i.e. o
nimero de primeiros vizinhos na rede) tende a infinito, caso em que a autoenergia do
sistema se torna local, i.e. independente do momento k [129]. Quanto menor for 1/d em
uma rede mais preciso tende a ser o resultado da DMFT. Note, por exemplo, que numa
rede ctibica o nimero de coordenagao ja é grande, d = 6, de forma que assumir que d — oo
nao prejudica tanto os resultados. Verifica-se que em 3 dimensoes os resultados obtidos
por DMFT sao capazes de descrever qualitativamente diversas propriedades de materiais
reais como a transi¢ao de Mott |131]. A DMFT pode ser aplicada a diversas redes. Um
exemplo é a rede de Bethe, na qual s6 ha um caminho possivel para um elétron sair de
um sitio ¢ e chegar ao sitio j. A Fig. 28] mostra um exemplo de rede de Bethe com niimero
de coordenagao d = 3. Esta rede é frequentemente usada no limite d — oo pois neste caso
as equagoes de DMFT se simplificam bastante e os resultados descrevem qualitativamente
bem a fisica dos sistemas [97,(130}|132].

Uma limitacdo da DMFT é que ela nao é apropriada para estudar sistemas com
correlagoes nao locais relevantes, uma vez que ela nao consegue descrever flutuacao espacial.
Assim, em 2001 Gabriel Kotliar et al. propuseram uma extensao nao local desta, a cellular
dynamical mean-field theory (CDMFT) [133], a qual mapeia uma rede interagente original
em um sistema de N, impurezas num banho de elétrons de condugao (ver Fig. , em que
N.=4). Agora, a fungao de Green do novo sistema e sua autoenergia sao matrizes que
expressam todas as possiveis relagoes entre os sitios do cluster de impurezas. A CDMFT é
capaz de descrever tanto a fase normal quanto a supercondutora do modelo de Hubbard

bidimensional [134], por exemplo.
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Figura 29 — Ilustracao do esquema da CDMF'T, em que o sistema é mapeado no problema
de um cluster com N, = 4 impurezas em contato com um banho de elétrons.

Figura extraida da Ref. [134].

Outra extensao da DMFT é a nanoscale dynamical mean-field theory (nano-
DMEFT) . Desenvolvida por Serge Florens, esta metodologia é adequada para tratar
sistemas interagentes cujo tamanho ¢é intermediario entre a escala dos atomos e o bulk de
materiais, sendo capaz de fornecer a fungao de Green local para cada sitio do sistema,
seja ele uma juncao ou outro dispositivo mesoscopico, sem supor que os sitios sao todos
idénticos. Tal metodologia ¢é particularmente facil de implementar quando se utiliza a rede

de Bethe com d — oo.

No trabalho apresentado aqui estamos interessados em estudar spins classicos
imersos em uma rede supercondutora. Nossa intensao é obter o comportamento qualitativo
de fungoes de Green locais nesse sistema. A fim de simplificar a abordagem e fazer uso
da DMFT, evitando a analise computacionalmente mais cara que a CDMFT demanda,
levamos em conta apenas correlagoes locais no sistema. Futuramente poderemos inves-
tigar mais a fundo propriedades nao locais do supercondutor magnético diluido, como
supercondutividade do tipo onda p, utilizando a CDMFT com clusters de 2 sitios. Além
disso iniciamos a investigagdo de um sistema composto por uma ilha magnética envolvida
por um material supercondutor convencional utilizando a nano-DMFT. Temos alguns
resultados preliminares que mostram que estados de YSR aparecem perto da interface
desses dois materiais. Daremos continuidade a esta investigagao futuramente. No restante
desta tese, porém, o foco é utilizar a DMF'T e investigar impurezas magnéticas diluidas ao
longo de um material supercondutor. Assim, apresentamos introdutoriamente a seguir as
equagoes de DMFT.
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A fim de apresentar as equagoes de DMFT seguimos as Refs. [128,132] e tomamos

como exemplo o modelo de Hubbard,

H = — Z tij (ngcjo + C}UCi(,) — /JJZ C;LOCZ'U + U annu, (61)

<7:j>,0' i7g (

em que t;; ¢ o hopping entre sitios primeiros vizinhos (ij), cja cria um elétron com spin o
no sitio ¢, p é o potencial quimico, n;, = c}acw e U é a repulsao local entre dois elétrons
de spins opostos. Para simplificar, consideramos que o sistema nao passa por nenhuma
quebra de simetria e estd em uma fase paramagnética invariante por translagao. Aqui

estamos interessados em obter a funcao de Green local em um sitio ¢ da rede,
Giio (T —7') = =(Trci(T)c, (7)), (6.2)

em que 7 e 7' sdo tempos imaginarios e T, é um operador de ordenamento temporal (ver

comentario sobre fungao de Green em tempo imagindrio na segao |3.1).

O Hamiltoniano em estudo possui uma acao S correspondente, escrita na forma de
uma integral funcional que depende dos graus de liberdade de todos os sitios da rede. E
possivel descrever a dinamica efetiva de um sitio ¢ = 0 qualquer integrando os graus de

liberdade dos outros sitios, obtendo uma acao efetiva

B B B
St = - / dr / a7 chy ()G (7 = 7')ean () + U / dr noy (7)o, (7). (6.3)

em que 3 = (kgT)™!, kg ¢ a constante de Boltzmann, T é a temperatura e ¢(7), c¢/(7) sdo
variaveis de Grassmannﬂ O Apéndice |[B| mostra como essa equacao de DMFT pode ser
obtida por meio do método da cavidade em uma rede com d — co. A fungao Go(7 — 1),
conhecida como funcao de Weiss, descreve a amplitude de probabilidade efetiva para
um férmion ser criado no sitio 0 no tempo imaginario 7, tendo vindo do banho, e ser
destruido em 7/, voltando para o banho. A funcao de Weiss Gy depende dos parametros
do Hamiltoniano e exerce o papel de uma funcao de Green despida para a acao
efetiva Seg, mas nao deve ser confundida com a funcao de Green nao interagente na rede,
uma vez que o problema de uma impureza ¢é obtido integrando os graus de liberdade dos
demais elétrons interagentes. Com uma acao efetiva deve ser possivel recuperar a funcao
de Green local Goo (T — ') = —(Trcoo (T)chy (7)) 5,0- Uma vez que o sistema é invariante

por translagao, temos Gy » = Goop, Vi

Ha outros Hamiltonianos mais faceis de resolver numericamente cujas agoes efetivas
sdo escritas na forma da Eq. (6.3). Um exemplo é o modelo de uma impureza de Anderson,

dado pelo Hamiltoniano

Hang = Z éa}aalg + Z V}(alTJcU + cj,al(,) + q(n% + nj) + Un§nf, (6.4)

l,o l,o

1 Para aprender sobre varidveis de Grassmann o leitor pode ver a Ref. [69)].
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]

onde os operadores a;,

criam elétrons no banho, € sao as energias dos elétrons do banho,
¢! cria um elétron no sitio da impureza, o qual possui uma energia €f, V; é a hibridizacio
entre os elétrons do banho e da impureza, nt = clc, e U é a repulsdo entre dois elétrons
na impureza. Escolhendo €y = —pu, em que p ¢ o potencial quimico do modelo de Hubbard,
temos que a acdo efetiva do Hamiltoniano (6.4)) no sitio da impureza tem a forma da

Eq. (6.3) com a fun¢ao de Weiss dada por
Gy Hiwn) = iwy, + p — Aliwy,), (6.5)

onde w, = (2n + 1)7/f sdo frequéncias de Matsubara para férmions, n é um niimero
inteiro, Go(iw,) é a transformada de Fourier de Gy(7) e a funcao hibridizacao A(iw,) é
definida como

Afivy) =Y MM

iy, — €

(6.6)

A principio a fun¢ao hibridizagdo A(iw,) ou os parametros € e V; podem ser
escolhidos de forma que a funcao de Weiss da Eq. coincida com a fungao de Weiss
proveniente do modelo de Hubbard na rede original. Consequentemente, a funcao de
Green local na impureza do modelo de Anderson Gipp (T — 7') = —(Trco ()l (7)) .05
obtida pelas Egs. e , viria a coincidir com a fun¢do de Green local do modelo de
Hubbard na rede original Gy; ,(7 — 7’), definida na Eq. . Entao aqui impomos que

Gimp,a (lwn) = Gii,a (an) = G(an), (67)

onde chamamos as fungdes de Green locais de G(iw,) por simplicidade, uma vez que
supomos uma fase paramagnética invariante por translacao e a funcao de Green independe

do indice de spin o.

Sabemos pela equacao de Dyson [ver Eq. (3.6) na primeira parte da tese] que a

funcao de Green da rede original, definida da forma usual G;;(7 —7') = — (T, Tcw(T)c}(,(T/ ))s
pode ser escrita na forma
1
G(k,iw,) = (6.8)

iwn + 1 — e — Sk, iw,)’

onde ¢ ¢ a relacao de dispersao do modelo da rede original nao interagente, dada pela
transformada de Fourier dos hoppings t;;, e X(k,iw,) é a autoenergia do modelo na rede.
Somando a fun¢do acima em todos os momentos k, a fim de encontrar a funcao de Green
local G;(iw,,), e utilizando a Eq. encontramos

o 1
G(iwy,) = Ek: Aliwn) + Go Yiwon) — e — S(k, ion)

(6.9)

No limite de dimensao infinita d — oo a autoenergia X(k, iw,) se torna local [132,
136H138], i.e. independente de k. A fim de simplificar a Eq. , a DMFT assume que a
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autoenergia X(k, iw,) é local mesmo se o sistema a ser estudado possuir dimensao finita.
Também impomos que tal autoenergia ¢é igual a autoenergia do problema efetivo de uma

impureza. Ou seja,
Y (k, iwn) = Eimp(iwy,) (6.10)
em que
Simp(iwn) = Gy tiw,) — G (iwy,). (6.11)

Estas aproximacoes se tornam exatas no limite em que o nimero de coordenacao tende a

infinito, d — oo |130]. Com essas relagoes a Eq. pode ser reescrita na forma

| - 1
Gliwn) = zk: A(iwn) + G Hiw,) — €k

_ D(e)
B /dEA(mn) + G (iwy,) — € (6.12)

onde utilizamos a densidade de estados da rede nao interagente D(e) = > 0(€ — €g).

A expressao acima, chamada de condi¢do de autoconsisténcia por ter G dos dois
lados da equagdo, relaciona, para cada frequéncia, a funcao de Green local G(iw,) e a
fungao hibridizagao A(iw,). Alternativamente, podemos utilizar a Eq. (6.5]) e a expressao

acima para termos uma relagao envolvendo G(iw,) e a fungao de Weiss Gy(iwy,).

Agora temos um conjunto de equagdes que, em principio, nos possibilitam determi-
nar a funcao de Green local iterativamente, desde que tenhamos uma forma de resolver o
problema de uma impureza de Anderson. Para resolver tal problema de uma impureza
quantica é preciso escolher um método tedrico e entao fazer sua implementagdo numérica.
Algumas opcoes utilizadas sao Monte Carlo quantico, teoria de perturbacao iterativa,
diagonalizacao exata, dentre outras. E possivel comecar a iteracdo do loop da DMFT
com uma tentativa inicial para a fungao hibridizacao A(iw,) [ou fungao de Weiss G, ou
os parametros € e V|. Utilizando um cédigo numérico capaz de resolver o problema de
uma impureza de Anderson a partir de A(iw,), se calcula a fun¢ao de Green da impureza
G(iwy,). Utilizando esta fun¢ao juntamente com a Eq. se encontra uma nova funcao
A(iw,) [ou Go(iw,)]. Esta nova fungao é utilizada no c6digo que resolve o problema de
uma impureza de Anderson e uma nova fun¢do G(iw,) é obtida, a qual, junto & Eq. (6.12),
leva a uma nova A(iw,). E assim este ciclo é repetido até que essas fun¢oes venham a

convergir.

Em muitos casos este procedimento iterativo converge para uma tnica solu¢ao
independentemente da escolha inicial de A(iw,). Em alguns casos, porém, mais de uma
solugdo pode ser encontrada (e.g. perto da transi¢ao de Mott). A DMFT é uma metodologia

numérica aproximada, mas que se torna exata em alguns limites: quando o sistema é nao
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interagente U = 0; no limite atomico ¢;; = 0; e no limite em que o nimero de coordenacao

tende a infinito d — 0.

A rede de Bethe com niimero de coordenagao d — co e hopping entre primeiros
vizinhos t;; = t/+/z possui uma densidade de estados semicircular, D(e) = v/4t? — €2/27t%.
Neste caso a condigao de autoconsisténcia, Eq. (6.12)), pode ser invertida, fornecendo

Aliwy) = t2G (iwy,). (6.13)
Utilizando esta expressao junto com a Eq. (6.5 temos
Goliwn) ™ = iwy + pu — ?°Gliw,). (6.14)

Portanto, quando se trata da rede de Bethe com d — oo, podemos utilizar as expressoes

acima nas iteragoes de DMFT para obter Gy(iw,) ou A(iw,) a partir de G(iw,).

Por outro lado, no caso particular em que o sistema original ¢ nao interagente
(U = 0) a fungdo de Green do problema de uma impureza, calculada a partir da agao
efetiva da Eq. (6.3), é equivalente & funcdo de Weiss, G(iw) = Gy(iw). No problema nao
interagente na rede de Bethe, a Eq. leva a

Gliw,) ™ = dw, + p— t2G(iwy). (6.15)

Neste caso trivial se obtém uma tnica equagao para G(iw), ndo sendo necessario resolver
numericamente um modelo de impureza quantica, como o modelo de uma impureza de
Anderson. O Apéndice [B] mostra mais detalhes de como obter as equagoes de DMFT

mostradas nesta se¢ao pelo método da cavidade.

Na secao |7.1] introduzimos um modelo aproximado para descrever uma rede super-
condutora com impurezas magnéticas. O termo de supercondutividade no Hamiltoniano é
do tipo campo médio, enquanto as impurezas magnéticas sao descritas por spins classicos.
Desta forma o Hamiltoniano nao tem termos quarticos, mas apenas quadraticos nos
operadores fermionicos. A rede adotada é a rede de Bethe com d — oo. Isto possibilita
generalizar a abordagem discutida nesta se¢do para encontrar equacoes de DMFT para o
problema desejado e, de forma similar ao caso da Eq. , nao é necessario resolver um
problema de uma impureza quantica. Neste caso nao interagente a DMFT ¢é equivalente a
CPA, que é utilizada para estudar desordem. Futuramente, a fim de considerar interagoes
quarticas envolvendo spins quanticos de impurezas magnéticas, em vez de considerar
expressoes equivalentes a Eq. precisaremos considerar expressoes equivalentes a
Eq. e utilizar um cédigo numérico capaz de resolver o problema de uma impureza

quantica.

Conforme veremos adiante, as fungdes de Green no problema de impurezas mag-
néticas classicas sao matrizes e ha duas equagoes de DMFT acopladas, uma para sitios

magnéticos e outra para sitios nao magnéticos. Porém, antes de apresentarmos um modelo
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para o supercondutor magnético diluido, discutimos na se¢ao [6.2| propriedades das fungoes
de Green andémalas, as quais nos permitem estudar o pareamento dos elétrons e distinguir

quais tipos de supercondutividade estao presentes no sistema.

6.2 Funcao de Green andmala

A fungao de Green andémala F' é uma fungao complexa que descreve a correlagao
entre pares de elétrons, correlagao esta que pode levar o sistema a uma fase supercondu-
toraP] Em um sistema com um tnico orbital a fungio de Green andmala no eixo imaginério
¢ definida como F, g(r,7) = —(Trco(r, 7)c3(0,0)), em que «, f =T, sdo spins. A antis-
simetrizacao da funcao de onda de dois férmions impoe restri¢oes na funcao de Green
anomala. Assim, ao permutar dois elétrons, ou equivalentemente permutar os ntimeros
quanticos associados a eles, tal fun¢do precisa sofrer uma troca de sinal. Consideremos
S como sendo a paridade do par de Cooper com relagao a operagao S que permuta os
spins dos elétrons, P a paridade com relacao ao operador P que permuta as posicoes dos
elétrons e T' a paridade com relagao ao operador 7 que permuta os tempos dos mesmos.
No caso em que os sitios considerados s6 possuem um orbital, a fun¢ao de Green anoémala

no eizo imagindrio satisfaz SPT[Fo5(r,7)] = —Fa(r,7) [19].

Um supercondutor BCS convencional singleto de onda s satisfaz S = —1, P =1
e T'= 1. Um supercondutor tripleto de onda p satisfaz S =1, P = —1 e T = 1. Outras
possibilidades que preservam o produto SPT = —1sa0 S =1, P =1,T = —1 e
S=-1, P=—-1,T = —1. Quando o sistema é multi-orbital, a variedade dos tipos de
supercondutividade é ainda maior, pois a funcao de Green anémala F' pode ser par ou
impar sob a operagao O de permutacao dos orbitais, i.e. O = +1, —1, e F precisa obedecer
SPOT = —1. Quando T' = 1, a fungao de Green anémala F'(7) é uma fungao par do
tempo imaginario 7 e sua transformada de Fourier F(iw) também é uma funcao par da
frequéncia w. Neste caso dizemos que o supercondutor é do tipo even-frequency (even-w).
Quando 7' = —1, F(7) e sua transformada de Fourier F'(iw) sao funges impares, e dizemos

que o supercondutor ¢ do tipo odd-frequency (odd-w).

Utilizando a continuagao analitica iw — w + in, n — 07, encontra-se a fungao
de Green andmala retardada, F, g(r,w), enquanto a avancada F2'5(r,w) ¢ encontrada
utilizando iw — w — in. Devido a antissimetrizacao da funcao de onda de dois elétrons,

estas fungdes no eizvo real precisam satisfazer SPOT[F, (7, w)] = —Fi5(r, w).

Em alguns casos, como veremos adiante, a fun¢do retardada F, g(r = 0,w) pode

2 Se os elétrons num sistema possuem uma funcdo de Green anémala F ndo nula, podemos afirmar

que estes estao correlacionados, mas nao necessariamente o sistema estd numa fase supercondutora.
Para que o sistema esteja numa fase supercondutora, além da presenga da correlacdo é necessario que
haja um condensado de pares de Cooper que leve a resisténcia do material a se anular abaixo de uma
temperatura critica.
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conter a superposicao de um pareamento singleto even-w e de um pareamento tripleto

odd-w se a # 3. A componente even-w (e) satisfaz F5 5(w) = [F§ 5(—w)]* e a componente

de odd-w (o) satisfaz F3 5(w) = —[Fg 5(—w)]*, onde F* denota o transposto conjugado de

«

F'. Estas duas componentes podem ser extraidas facilmente da funcao F, g,

Fop(@) % [Fap(-)"
2

Fo(w) =

«

(6.16)

No proximo capitulo consideramos o modelo de um supercondutor convencional
singleto de onda s com impurezas magnéticas. Utilizamos a DMFT para encontrar fungoes
de Green anomalas locais, as quais descrevem a correlagao entre dois elétrons no mesmo
sitio. Verificamos que o pareamento singleto de onda s convencional também é gerado nos
sitios magnéticos, por efeito de proximidade, e verificamos que houve aparecimento de
pareamento tripleto odd-w de onda s nos sitios magnéticos e nos nao magnéticos. Este tipo
de pareamento nao convencional é o foco deste trabalho. Note que pareamentos com P = —1
sao antissimétricos espacialmente e como consequéncia se anulam quando a distancia entre
os dois elétrons é nula, i.e. quando os dois elétrons estao no mesmo sitio. Isso significa
que a fun¢ao de Green anémala local F'(iw) obtida pela DMFEFT néao é capaz de fornecer
informagao direta sobre pareamento do tipo onda p. Contudo, conseguimos demonstrar
indiretamente o aparecimento de pareamento tripleto do tipo onda p no sistema utilizando
célculos analiticos juntamente a dados extraidos de F'(iw), obtida numericamente. Tais

resultados sao mostrados no capitulo a seguir.






87

7 Modelo e resultados

Ao longo deste capitulo mostramos propriedades de um supercondutor magnético
diluido. Na secao introduzimos um modelo para um DMS e apresentamos equagoes
de DMFT para tal sistema. Na secao [7.2] apresentamos algumas propriedades de um
semicondutor com impurezas magnéticas diluidas, que podem nos ajudar na compreensao
da fisica de um DMS. Discutimos na secao [7.3| alguns resultados para um sistema DMS
no caso em que os spins classicos das impurezas estao distribuidos em varias diregoes. A
segao [7.4) mostra os nossos resultados para um DMS onde todos os spins das impurezas

estao alinhados na mesma diregao.

7.1 Modelo e equacoes de DMFET para o DMS

Nesta secao introduzimos um Hamiltoniano para estudar um supercondutor mag-
nético diluido (DMS). Em seguida mostramos as equagoes de DMFT para este modelo na

rede de Bethe com ntimero de coordenacao d — oo.

Consideremos um sistema de impurezas magnéticas imersas num material supercon-
dutor, como ilustrado na Fig. 30} Conforme foi demostrado no Material Suplementar da
Ref. [93], no caso em que ha apenas uma impureza magnética no material supercondutor
a presenca de acoplamento spin-6rbita nao influencia as fungoes de Green locais. Assim,
espera-se que num sistema supercondutor com uma concentracao z < 1 diluida de impure-
zas magnéticas o acoplamento spin-6rbita nao afete significativamente as fungoes de Green
locais. Ignoramos, portanto, o efeito spin-érbita no nosso modelo, uma vez que estamos
interessados em estudar apenas fun¢des de Green locais. Além disso, a fim de simplificar o
tratamento do sistema, consideramos que as impurezas magnéticas sao descritas por spins

classicos S e a supercondutividade é descrita por um pareamento A de elétrons no mesmo

A S

DAy
7}7;//”// //Zé

Figura 30 — Supercondutor Magnético Diluido: impurezas magnéticas, representadas por
setas azuis, estao imersas numa rede supercondutora, onde elétrons em sitios
nao magnéticos possuem um pareamento A. Os elétrons se deslocam entre
sitios primeiros vizinhos por meio de um hopping t. O momento magnético da
impureza S interage com os elétrons por meio de um acoplamento J.
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sitio.
Com base nas consideragoes acima, o Hamiltoniano que usamos para descrever o
DMS é

H = Y tychcjo+ Y (Dicyeq + Afclicl)) = 3 pilclycia) + 7 Y Sfel ol a3,
(i), ) i, 1,0,a,3
(7.1)

T

em que o operador ¢;, cria um elétron com spin av =7, | no sitio i e ¢;; ¢ o hopping entre sitios
primeiros vizinhos (ij). Em sitios [ encontram-se impurezas com momentos magnéticos
S? 0 = x,y, 2, que estdao acopladas com os elétrons por meio do pardmetro de troca J (of
sdo matrizes de Pauli). O termo A; descreve o pareamento supercondutor e consideramos
A; = A em sitios ndo magnéticos (nm) e A; = A, em sitios magnéticos (m). Os sitios nao
magnéticos possuem um potencial quimico p; = p, enquanto os sitios magnéticos possuem
energia p; = pt + 0,. Os sitios magnéticos sao distribuidos aleatoriamente de forma que

cada sitio possui uma probabilidade 0 < x < 1 de ser magnético.

A aproximacao de spins classicos para as impurezas é valida se S > 1 ou se a
temperatura Kondo é baixa e o experimento ¢é realizado em uma temperatura acima da
temperatura Kondo T" > T (ver capitulo o)) [96]. Por simplicidade consideramos 7' =0 e
que os spins classicos (com S > 1) possuem diregao e sentido congelados, i.e. fixos. Apesar
disto, a principio cada sitio [ com impureza pode possuir uma direcao diferente para o

momento magnético S;.

Note que no caso particular em que nao hé impurezas magnéticas no sistema, o
pareamento entre os elétrons ¢ convencional do tipo even-w singleto de onda s. Porém a
presenca das impurezas magnéticas classicas quebra a simetria de reversao temporal do
Hamiltoniano. Uma implicagao disto é que agora o sistema passa a permitir a presenca de

pareamento do tipo odd-frequency, conforme sera mostrado mais adiante.

A fim de escrever as equagoes de DMFT para o Hamiltoniano da Eq.
na rede de Bethe com d — oo, definimos o spinor de Nambu generalizado (1) =
(1/vV2)(cir (1) ciy(T) CE’T(T) ch(T))T em que 7 ¢ um tempo imaginario e ¢; o(7) sao
variaveis de Grassmann, a =1, ]. O fator 1/4/2 nesta definicio aparece porque considera-
mos um spinor generalizado que dobra o niimero de componentes do spinor de Nambu
convencional [139]. A partir deste spinor definimos a fun¢ao de Green local no sitio 1,
Gi(r — 1) = —(TV/20:(1)V2¢) (7)), que é uma matriz 4 x 4. Consideramos que to-
dos os sitios sem impureza magnética sao idénticos, i.e. tém a mesma funcao de Green
CAJ@(M) = G’nm(iw), e que todos os sitios com spin classico dado pelo vetor S sao idénticos,

A A

Gi(iw) = Gp(iw, S).

Neste capitulo estamos interessados em analisar graficos da densidade de estados

(DOS) em sitios magnéticos com spin classico S, Ny, o(w, S) = (—1/7)Im[Gp, 0 (w, S)], €
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em sitios ndo magnéticos, Npmo(w) = (—1/7)Im[Gpm o (w)], em que o =7, . Também
observamos graficos de funcoes de Green andmalas locais em sitios magnéticos, F, o5(w, S),
e em sitios ndo magnéticos, F,, os(w), em que «, B =1, |. Estas fungoes sao facilmente
extraidas das funcoes de Green matriciais énm(w) e G’m(w, Si): Goy = (Cja)l,l, Go,) =
(Cja)Q,Qa Fopr = (éa)LSa Fop = (Cja)m, Foyr = (Cja)z,s, Foy = (éa)u, e que a = m, nm.

Utilizando um hopping t;; =t/ V/d entre sitios primeiros vizinhos, as equagoes de
DMFT para a rede de Bethe com d — oo sao (ver derivagdo no Apéndice

A

GL(iwyn) = dwnd + pH' — HESS — 2K (G (iwn, 8)) s + (1 — ) G (i )| 1Y,
Gl iwn, So) = iw, 1+ (4 0,)H — JHM(S,) — HECS
—tH" [2(Gn(itwn, S))s + (1 — 2) G (i) | H', (7.2)

onde (---)g denota uma média sobre todas as diregdes possiveis para os spins classicos

pesados pela probabilidade de cada direcao e

10 0 0
g 01 0 0
00 -1 0 |’
00 0 -1
0 0 0 A
0 0 —=A* 0
HES = ‘ , i=m,nm
0 —-A, 0 0
A; 0 0 0
SQ‘O’ 0
HM(S,) = . 7.3
(So) 0 —SO~0'T> (7.3)

Os elementos de HM acima sao blocos 2 x 2, de forma que HM ¢é uma matriz 4 x 4. O vetor
de Pauli o, cujas componentes sao as matrizes de Pauli, esta sendo multiplicado pelo vetor
So, que representa o spin classico de uma impureza localizada no sitio 0. As equacoes de
DMFT que obtivemos [Eqgs. (7.2))] sdo as mesmas equagdes obtidas por Francois Jamet [92].

A fim de resolver numericamente essas equacoes de DMFT se comeca com uma
tentativa inicial para as fungoes énm(iwn) e G, (iwn, S) (para cada diregao possivel para
o vetor S), e estas fungoes entram no lado direito das equagoes de DMFT acima e geram
novas fungoes énm(zwn) e Gm(iwn, S), que sdo novamente usadas no lado direito das
equagoes. Este processo deve ser repetido até a convergéncia destas fungoes. Essa iteracao
pode ser feita no eixo imaginario para obter as fun¢des de Green em termos das frequéncias
de Matsubara, G (iwy,), ou pode ser realizada uma continuagao analitica iw — w + in, com

A

broadening 0 < n < 1, para obter fungoes de Green retardadas, G(w).

Se os spins de todas as impurezas magnéticas forem considerados alinhados na

direcao 2, § = SZ, as equacoes de DMFET se simplificam. Neste caso podemos definir o
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spinor de Nambu ¢;(7) = (¢;4(7) ch(T))T e definir a funcdo de Green Gy(r — 7') =

—(T,:(7)d} (7). As equacdes de DMFT para este sistema sao

Gol(iw,) = w4 pr® — HESS — 272 [xém(zwn) +(1— x)@nm(zwn)} T,

A

iw,) = dwd + (u+0,)7° — HES — 277 [x@m(zwn) +(1- $)Gnm(zwn)} ¢
—JS1, (7.4)

A

G

em que 77 é a matriz de Pauli e

A*
HPP = ( 0 A ) : (7.5)
A 0

Note que agora as fungoes de Green sao matrizes 2 X 2 e a resolugao numérica dessas
ultimas equagoes de DMFET ¢é mais rapida do que a resolugao das Eqs. ([7.2)), que envolvem

matrizes 4 x 4.

Conforme foi mencionado anteriormente, o Hamiltoniano considerado aqui nao
possui interagdes quarticas. Dessa forma o mapeamento da DMFT nao leva a pro-
blemas de uma impureza quantica, mas a uma média das fung¢oes de Green na vizi-

nhanga de cada sitio, devido a presenca de sitios m e nm nessa vizinhanga [veja o termo

A

—t*H* {x(ém(zwn, S))s+(1— :U)Gnm(zwn)} H* nas Eqgs. ] Portanto, no caso nao inte-
ragente que estamos considerando aqui, a DMFT ¢é equivalente ao tratamento de desordem
da coherent potential approzimation (CPA) [127]. Futuramente poderemos estender este
trabalho considerando impurezas magnéticas com spins quanticos, de forma que o ma-
peamento da DMFT levara a problemas de uma impureza quantica. Por causa desta
possibilidade de estender este sistema considerando interagoes quarticas é que utilizamos

aqui a linguagem de DMFT em vez de CPA.

No restante deste trabalho consideramos que os vetores S; sdo unitarios, de forma
que o médulo do spin tenha sido absorvido no acoplamento JJ. Também consideramos
temperatura nula e ¢ = 1. Frequentemente omitimos os subindices de spin na funcao
F; 41(w), escrevendo apenas F;(w) por simplicidade. Primeiramente, na se¢io[7.2} analizamos
brevemente um semicondutor (A = 0) dopado com impurezas magnéticas alinhadas. Na
seqgao [7.3] falamos do caso em que sdo consideradas varias dire¢oes para os spins classicos
S| num sistema supercondutor. Na secao focamos no caso de um supercondutor em

que os spin classicos estao alinhados na mesma diregao.

7.2 Estado normal com impurezas alinhadas paralelamente

Inicialmente testamos as equagoes de DMFE'T para o caso particular de um material
no estado normal (A,, = A = 0) dopado com impurezas magnéticas cujos spins estao

todos alinhados na direcao £ e com ¢, = 0. Nesse caso nosso sistema se reduz ao sistema
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Figura 31 — Média sobre sitios magnéticos e nao magnéticos da densidade de estados de
elétrons com spin para baixo, Ny, | (w) + (1 — ) Ny, (w), no estado normal
A,, = A = 0. (a) Curvas obtidas variando J e usando z = 0.05 e u = —2.
(b) Curvas obtidas variando x e usando J =2 e yu = —2.

considerado na Ref. [97], de um semicondutor dopado com impurezas magnéticas — um
semicondutor magnético diluido. Os resultados reproduzidos e mostrados abaixo estao em

concordancia com os resultados encontrados nas Refs. [92,97].

A Fig. mostra a densidade de estados para elétrons de spin para baixo apos
realizar a média sobre sitios magnéticos e ndo magnéticos, i.e. TNy, | (w) + (1 — ) Ny, (w).
A Fig. (a), obtida com x = 0.05 e p = —2, mostra a DOS média para varios valores
de J. Quando J = 0 o sistema é equivalente ao material sem impurezas e a densidade
de estados é um semicirculo centrado em w = —pu. Aumentando J a banda energética se
deforma até que, para J > 1.5, uma pequena banda de impurezas é formada. A Fig. (b),
obtida com J = 2 e p = —2, mostra a DOS média para varios valores da concentragao de

impurezas x. Quanto maior z, maior a largura da banda de impurezas.

Observe que uma interagdo J > 0 entre os spins classicos S = 2 (o médulo de S foi
absorvido em J) e os elétrons equivale a uma interagdo magnética que tende a diminuir a
energia dos elétrons com spin para baixo que se encontram em sitios magnéticos. Isso leva
a formagao de uma banda de elétrons com menores energias, conforme vemos na Fig. [31]
Essa banda eletronica é preenchida com elétrons nas impurezas magnéticas, ou préximo a
elas. Semelhantemente essa interagao com J > 0 tende a aumentar a energia de elétrons
com spin para cima de forma que uma pequena banda energética para estes elétrons é
formada em energias acima da borda superior da banda eletronica inicial (ndo mostrado
na figura). Se considerarmos J < 0 o efeito é o oposto: a banda de impurezas com menor
energia é a banda de elétrons com spin para cima, e a banda de impurezas com maiores

energias corresponde a elétrons com spin para baixo.

Algumas propriedades vistas na presente secao, que lida com um semicondutor
magnético diluido, também estao presentes no caso de um supercondutor magnético diluido,

que sera assunto das préximas segoes. Conforme veremos, havera formacao de bandas de
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impurezas quando |J| é grande o suficiente. Além disso a posigao dessas bandas depende

do acoplamento J e sua largura cresce com a concentracao de impurezas .

7.3 DMS com spins classicos das impurezas em varias direcoes

Na presente secao consideramos impurezas magnéticas classicas em um material
supercondutor num caso particular onde varias direcoes sao permitidas para os spins
classicos S;. Nosso objetivo aqui é reproduzir os resultados do relatério de mestrado de
Frangois Jamet [92], os quais nao foram publicados em artigo cientifico mas nos servem
de motivagao e contribuem para a compreensao do sistema DMS com spins alinhados,
que sera considerado na segao [7.4] O sistema DMS com spins alinhados deu origem a um
artigo [94]. A presente segao, que considera spins em varias diregoes, inclui também alguns
poucos resultados nao relatados na Ref. [92], os quais podem ser brevemente mencionados
em um artigo futuro, no qual estudaremos diversos parametros de ordem em um DMS

com impurezas alinhadas (discutido na subsegao [7.4.3)).

Note que quanto mais dire¢oes possiveis para S; maior é o custo computacional.
Nesta se¢ao nos restringimos ao caso em que estes vetores estao no plano xz. Consideramos
s = 20 diregoes possiveis neste plano, com angulos 6, entre estes vetores S e o eixo 2
tais que 6, = 27mn/s, n = 0,1,...,s — 1. Poderiamos considerar que cada spin classico
tem uma probabilidade p = 1/s de estar em uma diregao 6, qualquer, de forma que a
probabilidade seria constante e independente do angulo 6,,. No entanto, a fim de comparar
nossos resultados com os relatados na Ref. [92], consideramos p ~ |sin#)|, assim como
feito por Francois Jamet. Essa distribuicdo de probabilidade implica que os spins das
impurezas tém pouca probabilidade de estar alinhados em dire¢oes préoximas de 8 = 0
e 7 (i.e., do eixo 2), e tém maiores chances de estar alinhados em diregoes préximas de
0 = /2 e 31/2 (i.e., do eixo Z). Portanto, todas as figuras mostradas nesta secao se
referem ao sistema com esta distribuicao p ~ |sinf|. Nao notamos alteracao significativa
nos resultados ao considerar outras distribuigoes, como p = 1/s com s = 20 ou s = 2. As
figuras apresentadas a seguir foram obtidas com ¢t =1, A,,, = A =0.1, 9, =0, u = 0,

s =20, x =0.01, n = 0.001 e varios valores para J.

Uma vez que nesta segdo consideramos spins cldssicos com distribui¢ao p ~ | sin 6|
em vez da situagdo com spins alinhados, a DOS de elétrons com spin para cima em sitios
nm € igual & DOS de elétrons com spin para baixo, Ny, +(w) = Ny, (w). Além disso a
média da DOS de elétrons com spin para cima em sitios m é igual a esta média para os
elétrons com spin para baixo, (Ny+(w,S))s = (N (w, S))s. Note que quando J =0 o
sistema é equivalente a um supercondutor limpo, i.e. sem impurezas magnéticas, de forma
que as fungoes de Green normal e anémola, sejam elas em sitios nm ou m, correspondem

as fungdes de Green num supercondutor limpo (com x = 0). A Fig. B2|a) mostra a DOS
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Figura 32 — DOS total, N+ + N|, em um DMS onde os spins classicos estao distribuidos
em varias direcoes. Aqui foi utilizado t = 1, A = 0.1, A,, = 0.1, p = 0,
0, = 0, x = 0.01 e broadening n = 0.001. O inset de cada painel mostra a
mesma fungdo plotada no painel principal para baixas energias, |w| < |A|.
Os graficos mostram um guia para os olhos em w = 0. (a) Quando J =0 as
impurezas magnéticas nao produzem nenhum efeito, e a DOS em sitios nm
(mostrada no painel) é idéntica & DOS em sitios m, as quais equivalem a um
supercondutor sem impurezas magnéticas. (b) DOS em sitios nm com J = 0.6.
Note a presenca de pequenas bandas de Shiba dentro do gap supercondutor.
(¢) Média da DOS sobre sitios m com J = 0.6. As bandas de Shiba sdo bem
maiores nos sitios m. Essas bandas se aproximam uma da outra a medida em
que se aumenta o valor de J < 1. (d) Média da DOS sobre sitios m com J = 2.
Para este valor de J as bandas de Shiba se cruzaram (elas se sobrepoem em

J ~1). Além disso outras bandas de impurezas aparecem em altas energias,
lw| ~ 2.5.

total Ny + Ny em sitios nm quando J = 0. A Fig. 32(b) mostra a DOS em sitios nm
quando J = 0.6, enquanto a Fig. 32(c) mostra a média da DOS em sitios m, também com
J = 0.6. Quando J # 0 surgem bandas de Shiba dentro do gap supercondutor, que se
aproximam uma da outra a medida em que se aumenta |J|. Quando |J| ~ 1 as bandas
de Shiba estdo sobrepostas e, ao continuar aumentando |J|, elas se cruzam. A Fig. 32{d)
mostra a média da DOS em sitios magnéticos com J = 2, apds o cruzamento das bandas de
Shiba. Observe que para valores altos de J surgem outras bandas de impurezas em maiores
energias, |w| > 2. Estes estados sdo semelhantes as bandas que surgem no semicondutor
magnético diluido da segao [7.2} As bandas de impurezas possuem um peso espectral muito

mais significativo em sitios magnéticos do que em sitios nao magnéticos, uma vez que
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Figura 33 — Funcao de Green anoémala F}| obtida com os mesmos parametros utilizados
na Fig. B2 A parte real desta fungdo de Green é mostrada nos painéis a
esquerda, (a), (c) e (e), enquanto a parte imaginaria é mostrada nos painéis
a direita, (b), (d) e (f). (a) e (b) mostram as componentes desta funcao de
Green em sitios nm com J = 0, que corresponde ao supercondutor limpo. (c)
e (d) mostram a média da fun¢ao de Green andémala em sitios m com J = 0.6.
(e) e (f) mostram a média desta fungao em sitios m com J = 2. O inset de
cada painel mostra a mesma funcao plotada no painel principal para baixas
energias.

surgem da hibridizagao de estados de YSR em que elétrons estao localizados nas impurezas

magnéticas (ou na vizinhanca delas).

As Figs. 33|(a){33(b) mostram, respectivamente, a parte real e a imagindria da
funcao de Green anémala [} em sitios nm quando J = 0, i.e. para um supercondutor
limpo. Note que Im[F}|(w)] se anula dentro do gap. Este pareamento supercondutor F}| é
diferente em sitios magnéticos quando J # 0. As Figs. 33|c)33[(d) mostram a média desta
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fungdo em sitios magnéticos (F,(w, S))s com J = 0.6. Enquanto a parte imaginaria deste
pareamento contém bandas ou saliéncias nos intervalos de energias w onde se encontram as
bandas de Shiba, a parte real do pareamento ¢ linear nestas energias. As Figs. [33|e){33|(f)
exibem estas mesmas func¢oes com J = 2 mostrando que, em comparacao com J = 0.6, o
pareamento supercondutor também é expressivo em energias correspondentes as bandas de
impurezas em altas energias, |w| > 2. Observe nos insets das Figs. 33{c){33[f) que quando

as bandas de Shiba se cruzam em |J| ~ 1 o sinal de (F},(w, S))s muda.

Nos sitios nao magnéticos, por outro lado, a funcao de Green andémala praticamente
nao se altera ao aumentar J, de forma que sua parte real Re[F,,,(w)] é parecida com o
caso J = 0 da Fig. B3|a), enquanto sua parte imagindria Im[F,,,(w)] é parecida com o
caso J = 0 da Fig. 33(b). Note que a parte real das fun¢des de Green anoémalas mostradas
nesta se¢ao sdo fungdes pares da energia w, enquanto a parte imaginaria destas funcoes de
Green anomalas sao fungoes imares de w. Isto significa que estas fung¢oes descrevem um

pareamento do tipo even-frequency.

A investigacao mostrada na presente se¢ao considerou varias diregoes possiveis para
os spins classicos das impurezas magnéticas. Consideramos que tais spins cléssicos estao
restritos ao plano xz e a probabilidade p de cada direcao depende de seu angulo 6 com o
eixo z na forma p ~ |sinf|. Consideramos esta situacao a fim de verificar os resultados
obtidos na Ref. [92] e obtivemos os mesmos resultados, os quais levantam algumas questoes,
que passamos a discutir. Mencionamos que a média da funcao de Green andémala sobre
os sitios magnéticos muda de sinal ao aumentar o acoplamento além de |J| ~ 1. Este
valor de |J| corresponde a ocasido em que as bandas de Shiba se sobrepoem. Ou seja, um
parametro de ordem supercondutor se anula e muda de sinal justamente quando duas
bandas energéticas se encontram e se cruzam. Isto é indicio de uma transicao de fase
ocorrendo no material. De fato, no caso de uma tnica impureza em um supercondutor
convencional, hd uma mudanga no sinal do pareamento supercondutor convencional no
sitio da impureza simultaneamente a uma transicao de fase quantica de primeira ordem,
os quais ocorrem quando os estados de YSR se cruzam em J..;;. Se J < J..it, 0s elétrons
estao todos pareados, enquanto se J > J..;; um elétron se liga a impureza e ocorre uma
blindagem do spin desta [96]. Na préxima se¢ao discutiremos com mais detalhes evidéncias
de uma transicao de fase quantica no caso com muitas impurezas, na situacao em que

todos os spins classicos estao alinhados na mesma diregao.

Além de considerar p ~ |sin 6|, também verificamos o caso de uma distribuigao de
probabilidade constante e independente do angulo 6, p = 1/s, com s sendo um ntimero par
(s =20 e s =2 por exemplo) e obtivemos resultados similares aos que apresentamos nas
Figs. 32133} Em todas estas situagoes, para cada diregdo S possivel para o spin cldssico, a
diregdo oposta —S também é permitida e ambas possuem a mesma probabilidade p(S),

que é uma funcao par da direcao S. As impurezas magnéticas quebram a simetria de
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Figura 34 — Fungdes calculadas em sitios magnéticos utilizando os mesmos parametros da
Fig.[32 e J = 0.6. Os spins classicos das impurezas possuem varias diregoes
permitidas e as fungoes plotadas nao correspondem a médias sobre todas as
direcoes possiveis, mas correspondem aos sitios cujo spin classico S faz um
angulo § = 27 /20 com o eixo 2. (a) DOS de elétrons com spin para cima.
(b) DOS de elétrons com spin para baixo. (c¢) Parte real da fun¢ao de Green
anomala Fy|. (d) Parte imaginaria da fungdo de Green andémala Fy|. O inset
de cada painel mostra a mesma funcao plotada no painel principal para baixas
energias.

reversao temporal, de forma que é permitido que aparecam componentes de pareamento do
tipo odd-frequency nas fungoes de Green anomalas. Contudo, o uso destas probabilidades
p(S) como fungoes pares da diregao dos spins classicos faz com que a média do pareamento
sobre todos os sitios magnéticos, (F,,,(w, S))s, descreva um pareamento puramente do tipo
even-frequency. Como consequéncia, o pareamento local nos sitios nao magnéticos também
é somente do tipo even-w. Por outro lado verificamos que F,(w, S), sem realizar a média
sobre as dire¢oes dos spins classicos, nao descreve um pareamento puramente even-w, mas
contém uma componente do tipo odd-w. A partir daqui e até o final deste capitulo os
resultados apresentados sao novos e nao constam no trabalho de Frangois Jamet [92] que,

ao analisar os sitios magnéticos, apresentou apenas as médias sobre as diregoes, (- )g.

A Fig. foi obtida utilizando os mesmos parametros que as figuras anteriores
nesta se¢ao, a mesma distribuigdo de probabilidade p ~ |sinf,| com s = 20 e J = 0.6.
Ela mostra densidades de estados e a funcao de Green anomala em sitios magnéticos nos
quais 6 = 27/20. Nao escolhemos o angulo § = 0 pois p(6 = 0) = 0. A Fig. [34/(a) mostra
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Npy enquanto a Fig. (b) mostra N,,|. Note que, neste caso, cada banda de Shiba ¢
majoritariamente composta por uma espécie eletronica e, para J = 0.6, a banda de menores
energias é predominantemente relacionada a elétrons com spin para cima, enquanto a
banda de cima esta mais relacionada com elétrons de spin para baixo. Nos sitios em que
0 =m/2,ie. S =1 (ndo mostrado), as duas espécies eletronicas contribuem com igual
peso para cada uma das bandas de Shiba. As Figs. B4[(c){34(d) mostram, respectivamente,
a parte real e a parte imaginaria de F,,. Note que a parte real (imagindria) de F,(w, S)
nao é simétrica (antissimétrica), de forma que o pareamento nao é mais do tipo even-w
apenas, mas também contém uma componente odd-w. Este pareamento odd-w é tripleto

de onda s.

Na Fig. |34 podemos notar alguma similaridade entre a densidade de estados dentro
do gap supercondutor e a parte imaginaria da funcao de Green anémala. Observe que as
bandas de Shiba possuem o mesmo formato da ressonincia que é vista em Im(F},) [veja o
inset das Figs. [34(a), 34(b) e [B4{(d)]. Discutimos a similaridade destas funcdes na segao
onde investigamos a situagdo em que todos os spins classicos estao alinhados em uma

Unica direcdo e também verificamos outras questoes levantadas na presente secao.

7.4 DMS com spins classicos alinhados paralelamente

Na presente se¢ao consideramos o caso em que os spins classicos de todas as
impurezas magnéticas estao alinhados na mesma direcao. Inspirados na se¢ao anterior, em
que varias dire¢des para tais spins foram permitidas, temos algumas perguntas a responder:
Quais tipos de pareamento supercondutor estao presentes neste sistema? Qual pareamento é
dominante? O sistema passa por uma transicao de fase? Ha alguma relagao entre o formato
das bandas de Shiba e o pareamento supercondutor? Buscamos responder estas perguntas
a seguir. Na subsecao [7.4.1| mostramos algumas propriedades do modelo. Em seguida, na
subsecao mostramos que hé uma relacao entre as bandas de Shiba e o pareamento
do tipo odd-w, detalhando como este pareamento pode ser extraido experimentalmente
a partir da DOS. Por fim, na subsecao comparamos os parametros de ordem de
diferentes tipos de supercondutividade e discutimos se ha mais pistas de uma transicao de

fase no sistema.

7.4.1 Propriedades gerais do modelo

Antes de apresentar graficos de densidades de estados e de func¢oes de Green
andémalas, discutimos a seguir algumas propriedades das func¢oes de Green obtidas pelas
equagoes de DMFT, as quais podem nos ajudar na compreensao de um sistema DMS.

Verificamos numericamente que a funcao de Green andémala retardada satisfaz

Fyy(w) = [Fla(~w))" (7.6)
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Esta expressao é valida para sitios m e nm separadamente. Ao definir as componentes
de even-frequency Fis(w) = [Fap(w) + Fus(—w)*]/2 e odd-frequency Fis(w) = [Fap(w) —
Fop(—w)*]/2, em que a =1,|, B =1,] e a # (3, elas satisfazem F 5 (w) = £F5(—w)*.
Devido & Eq. essas fungoes sdo tais que Ff(w) = —F(w) e I (w) = +FR(w), o
que significa que FY| e F}; descrevem um pareamento do tipo even-frequency singleto,
enquanto FY| e F; descrevem um pareamento do tipo odd-frequency tripleto. Quando

S = Z as fungoes Fy4 e F|| sao nulas.

Por outro lado verificamos que quando as impurezas estao totalmente polarizadas
na direcao & ou ¢, as fungoes F}| e Fy possuem unicamente a componente de even-w,
enquanto a componente de odd-w estd presente nas funcoes F; e Fi4. De modo geral, para

A

qualquer diregdo S a matriz com as fungoes de Green anémalas retardadas F'(w) satisfaz
. E F

Flw) = (W) Fryw)

Fiyp(w) Fi(w)

onde F(w) e F°(w) independem da dire¢ao de S. Semelhantemente, a matriz 2 X 2 com

) = F*(w)(io,) + F°(w)(8 - o) (io,), (7.7)

as fungdes de Green normais satisfaz

A Gi(w)  Gr(w) e
Goxal(w) = = ¢°(w)1 (W)(S o), 7.8
) (GM@ GM) J @)1+ (S ) (7.8)

onde G,p(w) é o propagador eletronico de um estado com spin § para um estado com
spin «. Verificamos que Im[g¢(w)] e Re[g°(w)] sdo fungoes simétricas, enquanto Re[g®(w)]
e Im[g°(w)] sao funcoes antissimétricas, se §, = p = 0. As Eqgs. (7.7)-(7.8) sao validas para

sitios magnéticos e sitios nao-magnéticos.

Também verificamos numericamente que as fungoes de Green avancadas satisfazem
FAW) = Fe(w)*(ioy) + FO(w)*(S - o) (io,) e G4 o(w) = ¢°(w)*1 + ¢°(w)*(S - &), onde as
fungoes F“°(w), g°°(w) sdo as mesmas que aparecem nas expressoes para fungoes de Green
retardadas. Finalmente, a matriz com as funcoes retardadas F satisfaz SPOT(F) = —F4,
que é uma condi¢ao necessaria para as func¢oes de Green anémalas no eixo real, devido a
antissimetria dos elétrons [19] (ver se¢ao[6.2)).

Uma vez que compreendemos como a direcado de S afeta as func¢oes de Green, a
partir daqui nos restringimos a situacao em que todos os spins classicos estao na direcao
S = +Z. Nesse caso as densidades de estados de elétrons com spin para cima e para baixo
carregam informacoes de ambas as fungoes ¢¢ e ¢°, enquanto a funcao de Green anémala
F,, carrega informagoes de F' e F.

Conforme discutido anteriormente, ao posicionar todos os spins classicos na dire¢ao
S = % é possivel usar o spinor de Nambu ¢; = (CM(T) c}:i(T))T e definir a fungao
de Green como uma matriz 2 x 2, Gi(1) = —(T¢;(1)¢!(0)). A partir da equacdo de
DMFT para esta funcao de Green, derivamos analiticamente a relagao

A A

Gom(w;z, ;A ) = —Gr(—w+J;1—x,J, —A —p). (7.9)
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Esta equacao foi derivada no caso particular em que d,, = 0 e considerando o mesmo valor
para o pareamento A em sitios m e nm. Esta relacdo basicamente nos diz que, ao inverter
a concentracao de impurezas x — 1 — z, a DOS de elétrons com spin para cima em sitios
nao magnéticos (ou magnéticos) se torna a DOS de elétrons com spin para baixo em sitios
magnéticos (ou ndo magnéticos), com energia w deslocada por J. Algo similar ocorre com
a funcao de Green anomala: tal funcao em sitios magnéticos se torna a funcdo em sitios
nao magnéticos com energia deslocada por um termo J. Este deslocamento energético por
um termo J sugere que a parte real (imaginéaria) da fungao de Green anémala nao é mais
simétrica (antissimétrica). Portanto, o pareamento dos elétrons no material supercondutor

serd uma superposicao de pareamentos dos tipos even-w e odd-w.

A seguir veremos mais algumas caracteristicas das densidades de estados e fungoes
de Green anomalas no nosso modelo DMS, as quais podem ser verificadas por meio da
Fig. que foi obtida utilizando ¢t = 1, p = —0.05, §, = —0.5, A = —0.1, A,, = 0,
J = —0.65, x = 0.01 e broadening n = 1073 (necessério quando se faz a continuacao
analitica iw — w + in). Nas Figs. 35|(a), B5|(c) e[35|(e) sdo mostradas, respectivamente, a
DOS, Re[F}; (w)] e Im[F} (w)] em sitios magnéticos, enquanto nas Figs. [B5[(b), B5(d) e

35((f) sdo mostradas essas mesmas fungoes em sitios ndo magnéticos.

Embora tenhamos considerado A,, = 0, um gap supercondutor é gerado nos sitios
magnéticos devido ao efeito de proximidade com os sitios supercondutores [107]. Também
ocorre o surgimento de bandas de impurezas dentro do gap, as quais sao totalmente
polarizadas [ver Fig. [35(a)], ou seja, uma banda ¢ formada unicamente por elétrons
com spin para cima e outra banda corresponde aos de spin para baixo quando todas as
impurezas classicas estao polarizadas na mesma direcao S = 2. Essa mesma polarizacao
das bandas de Shiba ocorre nos sitios ndo magnéticos, embora em tais sitios essas bandas
sejam menores [ver Fig. 35|(b)].

As bandas de Shiba se aproximam ao aumentar |.J|, se cruzam quando |J| ~ 1 e
outras bandas de impurezas de maiores energias surgem quando |.J| é grande o suficiente,
de forma semelhante a que foi vista na secao em que os spins classicos podem possuir
varias dire¢oes. No caso da presente secao, porém, todas as bandas de impurezas sao
polarizadas, i.e. cada uma delas corresponde a apenas uma espécie eletrénica (spin para
cima ou spin para baixo). E possivel perceber que, no sistema fora de simetria particula-
buraco (1 # 0 ou d,, # 0), as bandas de impurezas tém pesos diferentes para cada espécie
eletronica. Por exemplo, na Fig. (a) a banda de Shiba de elétrons com spin para cima

possui um peso espectral maior do que a banda de spin para baixo.

Pelas Figs. [35(c) e[35(e) podemos notar o surgimento de pareamento tipo odd-w em
sitios magnéticos devido a quebra de simetria de reversao temporal causada pelo campo
magnético efetivo nas impurezas [19], de forma semelhante a que acontece no caso de

uma unica impureza magnética [93,|126]. Este pareamento odd-w esta presente em todo o
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Figura 35 — Resultados numéricos obtidos utilizando as equacoes de DMFT (7.2) com

t=1p=-005 6, =-05 A=-01A,=0,J=-0652=001e
broadening n = 1073, O painel (a) mostra todo o espectro de Ny e N| em sitios
m, enquanto (b) mostra estas fungoes em sitios nm. O inset destas figuras
mostra o comportamento de Ny e N| em baixas energias |w| < |A|. A parte
real de Fy em sitios m é mostrada em (c) e em sitios nm é mostrada em (d),
enquanto a parte imaginaria de F}| em sitios m é mostrada em (e) e em sitios
nm em (f), para baixas energias. As componentes de even-w e odd-w destas
fungoes também sao mostradas.

sistema, sendo consideravelmente menor em sitios ndo magnéticos [compare os painéis (c)

e (e) com os

(d) e (f)]. Na préxima subsegao mostramos como o pareamento supercondutor

pode ser obtido a partir da DOS em sitios magnéticos.

7.4.2 Extraindo o pareamento odd-frequency da DOS

Enquanto a densidade de estados pode ser obtida experimentalmente a partir

de medidas

de STS (scanning tunneling spectroscopy), geralmente é dificil extrair a

fungao supercondutora F'(w) e, em particular, a componente de odd-w. Recentemente foi

mostrado que esta fun¢do supercondutora pode ser extraida num sistema composto por
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uma tnica impureza magnética num supercondutor. Em trabalho do qual participei [93],
exploramos o problema de uma tnica impureza e derivamos uma expressao analitica
relacionando a parte simétrica da densidade de estados no sitio magnético com a parte
imaginaria de F? (w), aplicando, em seguida, tal expressao a medigoes de STS. Na presente
secao nos generalizamos a abordagem desenvolvida para uma impureza para o presente
sistema composto por varias impurezas magnéticas diluidas num supercondutor (DMS),
no qual ha bandas de Shiba com pareamento odd-w delocalizados no sistema. Para
esta finalidade, primeiramente investigamos como as bandas de Shiba escalam com a
concentragao de desordem x. Em seguida, derivamos expressoes analiticas relacionando
a densidade de estados com a func¢ao supercondutora. Os resultados apresentados aqui

podem ser encontrados na Ref. [94] ja citada.

7.4.2.1 Bandas de Shiba e a concentragdo de impurezas

Note, na Fig. (a), que as bandas de Shiba em sitios magnéticos possuem um
formato semicircular, o qual reflete o formato da densidade de estados da rede de Bethe
D(¢e). De fato, a presenga de uma banda de quasiparticulas com uma massa renormalizada
e uma densidade de estados que reflete a DOS da rede nao interagente é uma caracteristica
de solugdes da DMFT para estados metdalicos fortemente interagentes [140]. Aqui, os
estados fortemente correlacionados sdo aqueles correspondentes a rede de sitios magnéticos,
que estao sujeitos a interacao J. Assim, é de se esperar que esta banda de quasiparticulas

carregue informagoes sobre a concentracao de impurezas x.

Fizemos varios graficos das bandas de Shiba em sitios m variando x e mantendo os
demais parametros do sistema constantes, considerando valores pequenos para o broadening
n. Percebemos que a altura das bandas de Shiba escala com ~ z71/2, enquanto a largura
destas bandas escala com ~ z'/2. Considerando isto e que o formato das bandas de Shiba
reflete o formato da rede nao interagente D(c), derivamos que

Nipw) = D (“bjlfo) , (7.10)

onde Ey, b, ay e a; dependem dos pardmetros do modelo ¢, p, 6, A, A, e J, mas nao

variam significativamente com z no regime em que x < 1. Observe que w = £F sao as
posigoes centrais das bandas de Shiba. A principio a4 e a;, que sao associados as alturas
das duas bandas de Shiba, podem ser diferentes um do outro. Na Fig. [36|a) mostramos
a banda de Shiba superior (com w > 0) para varios valores diferentes de z, utilizando
os mesmos parametros da Fig. 35| mas com um broadening menor, n = 10~*. O colapso
de todas as curvas sobre a mesma curva demonstra a validade da escala com x discutida

acima.

Uma expressao semelhante se aplica para Im[F? (w)],

miF )] = o0 X 0 (Y00, (7.11)

s==+1
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Figura 36 — Bandas de Shiba centradas em E; > 0 usando os mesmos parametros da
Fig. mas com 1 = 10™* e fazendo uma escala com z. Os eixos horizontais
foram multiplicados por 27'/2 e os verticais por z!/2. (a) mostra N; usando
x = 0.0001, 0.001, 0.005, 0.01, 0.015, 0.02, 0.025, 0.03. (b) mostra Im[F? (w)]
usando x = 0.0001, 0.001, 0.005, 0.01. As bandas de Shiba se sobrepoem
para x > 0.01 e Im[F? (w)] se torna a superposicao de dois semicirculos. Por
esta razao as curvas com valores mais altos de x foram omitidas em (b). Foi
importante considerar um broadening pequeno para que as curvas viessem a
se sobrepor adequadamente.

Veja na Fig. B6|(b) que as curvas de Im[F{ (w)] também se colapsam ao utilizar a mesma
escala com x. Note que os parametros b e Fy que aparecem nesta expressao sao oS mesmos
que aparecem nha Eq. , para um dado valor dos parametros do Hamiltoniano ¢,
i, 04, A, Ay, e J. Ou seja, as posicoes, a largura e o formato das bandas de Shiba na
DOS correspondem as posicoes, a largura e o formato das ressonéncias que aparecem em
Im[F? (w)]. O que varia é a altura das ressondncias, que em Im|[F? (w)] é proporcional a
ar. Note na Eq. que, dependendo dos valores de Ey e bz'/?, as duas ressonincias
podem se sobrepor, ou seja, a banda de Shiba de spin para cima pode se sobrepor com a

de spin para baixo.

As Egs. ([7.10)-(7.11) nos levam a uma relacao 1til entre o pareamento tipo odd-w

e a densidade de estados,

m[F°(w)] = ap [N;(Tw) +N2(f>]. (7.12)

As expressoes — sao validas mesmo quando as bandas de Shiba se sobrepoem.
A Eq. , obtida a partir de observagoes numéricas, é semelhante a expressao que
foi obtida analiticamente no caso de uma unica impureza magnética [93]. Assim, neste
trabalho se demonstra que a validade desta expressao é estendida para o caso de bandas de
Shiba delocalizadas ao longo de um supercondutor com uma concentragdo x de impurezas.
Na subsecao demonstramos analiticamente a validade desta expressao.

As Egs. (7.10))-(7.11) foram obtidas utilizando valores muito pequenos para o

broadening, n = 10~* ~ 0%. Neste caso, observamos que a funcdo de Green em torno de
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uma banda de Shiba possui a forma

- ayyy (W F Eo
GmT/i(w) = ﬂ-fT/iw + dT/i - Zﬂ-le/QD ( brl/2 ) J (713>

com parametros adicionais fy/, e dy/. A fim de considerar valores finitos para 7, tais
expressoes precisam ser generalizadas. Substituindo w — w + i1 na expressao anterior
podemos encontrar uma expressao para Ny (w) = —Im[G ./ (w 4 in)] /7. Impondo que

limg, 400 Ny/y(w) = 0, encontramos

_ 4y wF Ep+ 1 gn
Neplw) = bxl/2 {Re lD ( bxl/2 )] B bacl/Q}.

(7.14)

Para a rede de Bethe que estamos considerando, g = D(0)/W = 1/(2xt?), onde W = 2t é
um cutoff para a banda energética no estado normal. O mesmo raciocinio aplicado acima
para obter uma expressao para N4/, (w) com 7 finito pode ser usado para Im[F? (w)], de

forma que chegamos em

o _ar w—sky+1in qan
WmlFw) = jin 3 {Re[D( T )] _bxm}' (7.15)

As Egs. ([7.14)-(7.15]) estao em perfeita concordancia com curvas numéricas obtidas com
diversos valores de n e . No limite de uma tnica impureza x — 0 as Eqs. ((7.14)-(7.15) se

tornam fungoes Lorentzianas,

-
Im(Fow)] = 3 nar/m (7.17)

= (w—sEy)?+n*

Comparando as equagoes anteriores, concluimos que a Eq. também ¢é valida
para valores arbitrarios de x e 7. Tal expressdo nos permite determinar Im[F?] a partir
da densidade de estados, a qual pode ser obtida a partir de experimentos de STS, se
tivermos informacoes sobre as constantes a;/; e ar. Conforme mencionado anteriormente,
os coeficientes ay/, ar e Ey nao variam significativamente com a concentracao de impurezas
no regime em que r < 1. Expressoes para esses coeficientes podem ser mais facilmente
determinadas no limite de uma tnica impureza, o que sera calculado na sebsecao a seguir.
Assim, se a concentracao de impurezas x for pequena e se a densidade de estados no estado
normal, na auséncia de impurezas, puder ser assumida aproximadamente constante em

baixas energias, o que ¢ o caso de muitos dos supercondutores convencionais, temos que

ap = sgn(JA)g‘/amy (7.18)

Este resultado, que serd demonstrado na préxima subsecao, foi derivado considerando

o caso em que A,, = 0, de forma que o pareamento em sitios m é gerado por efeito de
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Figura 37 — Im[F? (w)] obtida usando os mesmos parametros da Fig. en = 1073,
mas com diferentes valores de x, x = 0.01, onde as duas bandas de Shiba
nao se sobrepoem, e x = 0.03, onde as duas bandas se sobrepdem, dando
origem a uma ressonancia em torno de w = 0. As linhas continuas foram
obtidas utilizando as equagoes de DMFT , enquanto as linhas tracejadas

correspondem a Eq. ((7.19).

proximidade. Substituindo esta expressao na Eq. ((7.12)) encontramos a seguinte expressao,

a qual relaciona o pareamento odd-w com as densidades de estados Ny, (w),

Ni(w) N Ny(w)
Ni(Eo)  Ny(—Eo)|

s
m[Fo )] = sgn(JAWNT(Eo)Nu—Eo)[ (7.19)
Note que em muitos casos as duas bandas de Shiba nao se sobrepéem em w =0 e
assim possuem polarizagao de spin, como mostrado na Fig. (a). Neste caso podemos
identificar Ny(w) = N(w > 0) e Nj(w) = N(w < 0), onde N(w) = Np(w) + Ny (w)
é a densidade de estados total, a qual é mais facilmente obtida a partir de medi¢oes

convencionais de STS. Entao podemos escrever

s N(w
m[Fow)] = sen(JA) =/ N(Eo)N(—Ep) [()] . (7.20)
2 N (sgn(w)E())
Mesmo quando as duas bandas de YSR se sobrepéem perto de w = 0, ainda pode ser
possivel realizar um ajuste experimental da densidade de estados que separe as componentes
Ny (w). Entao a Eq. (7.19) pode ser usada como uma boa aproximacao, se as bandas de
Shiba se sobrepoem em um curto intervalo dentro do gap supercondutor. Quando nao for
possivel realizar este ajuste experimental da densidade de estados, pode-se tentar medir as

componentes Ny, (w) separadamente através de STS dependente de spin [141].

Na Fig. |37| mostramos Im[F? (w)] obtida para diferentes valores de z, incluindo um
caso em que as bandas de Shiba se sobrepéem em torno de w = 0. As linhas tracejadas
foram obtidas a partir da Eq. e sao comparadas com as solucoes diretas das equagoes
de DMFT , mostradas em linhas continuas. A proximidade dessas curvas evidencia a
validade da andlise e resultados apresentados aqui. Por fim, note que apds obter Im[F? (w)]

por meio do método apresentado aqui, através das relagoes de Kramers-Kronig podemos
também obter Re[F? (w)].
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Sabemos que a supercondutividade é rapidamente destruida a medida em que se
aumenta a concentragao de impurezas magnéticas [21}22]. Por este motivo as expressoes

que mostramos aqui s6 sao validas se a concentragao de impurezas for pequena o suficiente.

7.4.2.2 Derivando os resultados

Nesta subse¢ao primeiro demonstramos analiticamente a validade da Eq.
para uma densidade pequena de impurezas x < 1 a partir das equagoes de DMFT.
Em seguida derivamos expressoes para os coeficientes a4/, e ar no limite de uma tnica
impureza magnética no sistema, também utilizando as equagoes de DMFT para esta
finalidade. Seguimos aqui alguns dos passos dados em [93]. Por simplicidade consideramos

que A,, = 0, embora as contas possam ser generalizadas para permitir A,, # 0.

Pelas Egs. ([7.4)), temos

PN A

Gl=G1 + R, (7.21)

onde R = 0,7+ A7® — J1. Substituindo as expressoes para as inversas das matrizes 2 x 2
Gm e G na Eq. 1) obtivemos as relagoes

Fulw) o Faw) A (7.22)

detém(w) deténm(w) 7 |

Gu@)  _ Gaml) (723

det G (w) det G (w) : |
Guw) | Gl

deté’m(u}) a deténm<w) T 5”' (724)

Da Eq. {} se encontra uma expressao para detG,, (w) e, usando-a nas Eqs. 1} 1'

se encontra

Ni(w) £ Nj(w) = —ilm{ P () fmA(:e)té' ) [Gan(w) —(J+ 5#)deténm(w)]
F(~w) )
jEFé‘m(—W) — AdetG%, (—w) {G”mi(w) +(J - 5M)dethm(_w)] }

(7.25)

Note que a Eq. foi obtida das equagoes de DMFT sem nenhuma aproximagao
adicional. Assumindo uma baixa densidade de impurezas x < 1 podemos supor que os sitios
nm sdo fracamente afetados pelas impurezas. Entdo podemos escrever G, (w) ~ G, (w),
em que G, éa funcao de Green do supercondutor limpo, e a Eq. leva a

2 |Gs(w) — 5udetés(w)F6/ JdetGy(w) ole

Nl ) = = ) AdetCa@) ™ ) T R - adettin@) ™ )

(7.26)
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Figura 38 — Densidade de estados, Nt+(w) + N (w), usando os mesmos parametros da
Fig. com z = 0.01 e n = 1073, As linhas sélidas azuis correspondem &
solucao das equacgoes de DMFT . Em (a), a linha tracejada vermelha
corresponde a Eq. , mostrando que ela é exata para todo o espectro. Em
(b), a linha tracejada vermelha corresponde a expressao aproximada ,
mostrando que esta ultima é uma boa aproximacao para a primeira para um
longo intervalo de energias.

onde G4(w) e Fy(w) sao fungdes de Green normal e anémala, respectivamente, e sao

elementos da matriz Gy(w).

A Fig. |38 compara N4(w) + N|(w) obtida numericamente a partir das equagoes de

DMEFT (7.4) (curva azul continua) com expressoes analiticas (curva vermelha tracejada).

A Eq. é plotada na Fig. 3§(a), enquanto a Eq. é mostrada na Fig. [3§|(b).
Foram usados Gy, Fs, Gupm, Fum, FY, e F¢ obtidos numericamente. A Eq. é exata
e, portanto, na Fig. (a) as duas curvas sao idénticas em todo o espectro. Note pela
Fig. (b) que a Eq. ¢ uma boa aproximacao para a solucao da equacao de DMFT
para um longo intervalo de energias. Contudo, esta aproximacao pode ser inapropriada para
altas energias |w| ~ W, onde énm(w) pode ser mais fortemente afetado pelas impurezas e

a aproximacao Gum(w) ~ Gy(w) se torna falha.

Para |w| < |Al, i.e. dentro gap supercondutor, podemos aproximar o denominador
da Eq. (7.26) por F,(w) — AdetG,(w) ~ Fy(w) se |A/t] < 1, que é o caso dos super-

condutores convencionais. Da definicdo F%/°(w) = [F,(w) + F,,(—w)*]/2, calculamos que

Im{F7,(w) — sgn(wEo)[F7,(w) — Fan(—sgn(Ep)|w[)]} = 0. (7.27)

Multiplicando esta igualdade por [Gs(w) — G%(—w)]/[m Fs(w)] e adicionando o resultado a

Eq. (7.26)), encontramos

Ni(w) + Ny(w) = Co(w)Im[F7 ()] + Ce(w)Im[F7 (w)]
+Cp(w)Im[F (—sgn(Eo)|w)], (7.28)
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onde

Cow) — 1Gs(w) + Gi(—w) N 275“deth(w)’

T Fy(w) T Fy(w)
B 2J detGy(w)  sgn(wky) Gy(w) — G (—w)
Cl) = T Fw o« Fiw)
CT(LU) _ Sgn(;‘-}EO) GS(W)F:(f)s<_w) (729)

Estas func¢oes podem ser simplificadas para w dentro do gap, onde as partes
imagindrias de Gs(w) e Fi(w) se anulam. Para uma dada densidade de estados D(e), estes
coeficientes C,(w), Ce(w) e Cr(w) podem ser expressos em termos dos pardmetros do
modelo (veja o Apéndice fazendo uma expansdo em série de poténcias de D(€) em

torno de € = p e mantendo os termos de primeira ordem. Encontramos

4 D'(u)W A2 — w?
_ 22\ 95D ye - v
Co(w) 72 D(p) + 20, D (1) A ’
A? — w? 2
Ce(w) =~ 2JD(u) Tw — sgn(Eo)ﬂ|Z|,
2 |l
Cr(w) o~ sgn(Eo);K. (7.30)

Aqui, W é um cutoff proporcional & largura de banda e D'(¢) é a derivada da densidade de
estados. A funcdo Im[F;,(w)] se anula fora da ressonancia que ocorre em torno de w = Ej
[veja por exemplo a Fig. [35|(e)] e entdo a funcdo Im[F,,(—sgn(Ep)|w|)], que aparece na
Eq. , se anula para todo w onde as bandas de Shiba nao se sobrepoem. Além disso,
se x é pequeno o suficiente, é esperado que estas bandas venham a se sobrepor apenas
para |w| < |Al, onde C,(w) é desprezivel [veja a Eq. (7.30)]. Entao o dltimo termo da
Eq. sera desprezado.

A fungdo Im[Ff (w)] é antissimétrica, enquanto Im[F? (w)], Ce(w) e Cy(w) sdo
simétricas em relacao a w. Extraindo a parte simétrica (s) e a parte antissimétrica (a) da

Eq. (7.28) obtemos
[Ny (w) + N (w)]¥ =~ Cpolw)Im[F2 4 (w))]. (7.31)
Agora note que as fungdes N(w) = Ny(w) + N, (w) e Im[F%/¢(w)] se anulam rapidamente

quando se afasta de w = Ey, enquanto C,(w) e Ce(w) variam lentamente perto de w = Ej.

Entao podemos substituir Ce/o(w) por Ce/o(Ep):

[Nt (W) + Ny )] o Copol Bo)lm[Fy/“(w)]. (7.32)
A Eq. (7.32) ¢, portanto, uma boa aproximagao mesmo quando as bandas de YSR se
sobrepoem, se esta sobreposicao ocorre num curto intervalo dentro do gap.

Agora derivamos a relagao entre o pareamento odd-w e a densidade de estados,

Eq. (7.12), que inferimos através da andlise de como as bandas de Shiba escalam com
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x. Primeiro note que integrando a Eq. ({7.10)) se encontra fj;o N;yjjdw = ayyy, e entao

Ni(—w)/ar = Ni(w)/a,. Usando esta relagdo na Eq. (7.32) se recupera a Eq. (7.12)) desde
que

- CLT—l-(u
20, (Ey)

. (7.33)

Note que C,(Fyp) é calculado pela Eq. e, pela Eq. , podemos finalmente extrair
o pareamento odd-w se pudermos determinar o acoplamento magnético J. Como este
acoplamento pode ser dificil de extrair a partir de experimentos, a seguir simplificamos
a Eq. utilizando o limite de uma tnica impureza. Lembre-se de que ar, a; e a;

independem de z no regime r < 1.

A partir das equacoes de DMFT para uma tnica impureza, x — 0, temos

G = (G4 R
_ _ 1 _ g1 912 7 (7.34)
det[G;Y(w) + R] \ g21 922
onde
Jgin = M —J - (5#,
det[G(w)]
Fy(w)
= = — — A7
912 921 det[Cra(w)]
Gi(=w)
= —— —J 49, 7.35
922 det[G,(w) g (73)

Podemos considerar Fy(w)/detGy(w) — A ~ Fi(w)/detGy(w) para |w| < |A| quando
|A|/t < 1. O denominador da Eq. (7.34) pode ser reescrito como

1 B det[é’s(w)]
det[G (W) + 0,7 — J1]  Fi(w)((w)’ (7.36)
onde
) = (=l g SO L) RSB | )
(7.37)

Note que as fungoes que aparecem na Eq. ((7.37]) sdo dadas explicitamente nas Eqs. (C.6))-

(C.9). H& um polo na funcao de Green quando a fung¢éo ((w) se anula, o qual produz os

estados de YSR dentro do gap. Isso ocorre em w = E, dado por
|Aly

Y oemrel

onde definimos v = 1—h8+5%—a? a = wD(u)J, f = 7D(u)d, e ha = 4D ()W/[xD(u)].

Ey = —sgn(a) (7.38)
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Em seguida, realizando a inclusao de um broadening n finito nas fungoes G4(w) e
Fy(w), substituindo essas expressoes na Eq. (7.34]) e fazendo uma expancao de é’m(w) em
torno de w = Fj, encontramos as expressoes Lorentzianas das Egs. (7.16)-([7.17), com a
condicao de que os coeficientes ay/, ap satisfacam
2D (p)|aAl[y + 202 + a(—ha + 28)]

ar/y = (72 + 4a2)3/2 ' (7.39)

w2 D(p)aA

_— 4
72_{_40[2 ) (7 O)

ap

onde consideramos hy = 4D'(u)W/[rD(p)] < 1, i.e. assumimos que a densidade de estados
no estado normal é quase constante em baixas energias. A partir das Eqgs. ((7.39))-(7.40)

calculamos que

ap = Sgn(ozA)g,/aﬂQ, (7.41)

o que prova a Eq. (7.18). Também reescrevemos C.(E)), calculado pela Eq. (7.30]), usando
a Eq. (7.38),

2sgn(aA)(y + 2a?)

VA2 T da?

_ sgn(aA)(ar + ai)' (7.42)

T/ ara;

Ce<E0) =

Conforme discutido anteriormente, embora a Eq. tenha sido derivada no
regime de uma unica impureza, ela também é valida para uma concentracao finita e
pequena de impurezas. Assim, provamos a validade da Eq. , a qual nos permite
obter o pareamento supercondutor do tipo odd-frequency em sitios magnéticos a partir de
medigoes da densidade de estados. Vimos ao longo deste trabalho que um supercondutor
magnético diluido possui pareamentos do tipo even-w singleto e odd-w tripleto. Na proxima
se¢ao utilizamos parametros de ordem para quantificar cada um desses pareamentos, bem
como verificamos a presenca de um outro tipo de pareamento supercondutor: even-w

tripleto de paridade espacial impar (e.g. de onda p).

7.4.3 Calculo dos parametros de ordem

Mencionamos na se¢ao que, quando ha varias dire¢des possiveis para os spins
classicos das impurezas, o pareamento supercondutor F'(w) sofre algumas mudangas quando
as bandas de Shiba se cruzam em J ~ 1. Naquele caso havia uma mudanca de sinal na
componente even-w em sitios magnéticos. No caso investigado na presente secao, onde
todos os spins classicos estao alinhados, ha uma mudanca de sinal na componente even-w
em sitios magnéticos e também na componente odd-w nos sitios nao magnéticos. Esta

mudanga no sinal de F*°(w) se dd em quase todo o espectro energético. Na presente
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subsecao investigamos evidéncias da existéncia de uma transicao de fase quantica no sistema
quando J ~ 1. Também procuramos quantificar e comparar os diferentes pareamentos
supercondutores que podem estar presentes no sistema. Para este fim definimos parametros
de ordem independentes do tempo e da frequéncia w, os quais sdo mais faceis de analisar
do que a fungdo supercondutora F'(w) que temos usado até o momento. Discutimos um
parametro de ordem para o pareamento do tipo odd-frequency seguindo as Refs. |19104.125].
Para simplificar as contas, nesta subse¢ao consideramos d,, = 0, de forma que todos os
sitios, magnéticos e ndo magnéticos, possuem o mesmo potencial quimico. Também usamos
A, = AL, = A, que é razoavel em algumas situagoes em que o pareamento gerado por
efeito de proximidade nos sitios m possui a mesma ordem de grandeza que em sitios nm.
Utilizamos este regime apenas visando obter resultados preliminares. Tais resultados serao

generalizados para valores arbitrarios de A,, e ¢, num futuro préximo.

Considere as fungoes

Fit i (1) — Fip j1 (1)

Fr(r) - : | (7.43)
Fle(r) = Eyy (T )\;ﬁFiTJT(T ), (7.44)
FIv(r) = _Z-Fu,u(T):/%Fn,ﬁ(T)’ (7.45)
FT3r) = Fipji (1) + Fiy jr (7) (7.46)

V2 ’
onde 7 é um tempo imaginario e Fj, jzg = —(Trcia(7)c;5(0)), o, B =T, 1. A funcdo dada
pela Eq. (7.43) se refere a um pareamento singleto de elétrons nos sitios i e j enquanto as

Eqgs. {'1 sdo as componentes de um vetor de pareamento do tipo tripleto F;FJ(T)

Quando i = j = 0 omitimos um indice e usamos, para simplificar, F§ = F§ (7 = 0) como

~ . . dFT
parametro de ordem para o pareamento do tipo even-w Smgleto e Og = dg’o (T = O)

como um parametro de ordem para o pareamento odd-w tripleto no sitio ¢ = 0. Ambos os
parametros de ordem sao do tipo onda s, uma vez que sao pareamentos de elétrons no

mesmo sitio.

A seguir derivamos uma expressao relacionando o parametro de ordem de odd-w

com outros pardmetros de ordem. Tomando a derivada de Fy ;07 (7) = —(Tr¢0.5(7)c0,07(0))
e usando a equacao de movimento dco{’ii‘;m = [H, ¢o0)(T) encontramos
dFi oo’
7;’ (1=0) = —([H coolcoe)- (7.47)
.
Calculando o comutador acima, encontramos
{H, cojg] = — Z ti0Cioc — JZ Sgagﬁcoﬂ + A*(C(T)T(Sw — 0&5%) + pCo 5 (7.48)
(0,5) Be

onde G5 =1 se a = e o5 = 0se a+#f3, 0’ sdo as matrizes de Pauli com § = z,y, z e

S € o spin classico no sitio © = 0 se este sitio é um sitio magnético e é zero caso contrario.
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Com as expressoes anteriores calculamos que

dFom

dr Z tioFjror(r = 0) = JSo - o4y Fla (1 = 0) + A™(c{ cor) + 11.0,
d?ﬁ” Z tioFiou(r = 0) = JSo - oy Fry(7 = 0) — A¥{cjycoy) + 1.0,
dgin Z tioFjrol(r = 0) = JSo - oy Fry (1 = 0) + A%(c coy) + 1Py (0),
dzi” Z tioFjLor(r = 0) = JSo - oy Fiu (7 = 0) — A™(clycor) + 11F15(0).

(7.49)
Finalmente, usando as relagoes acima chegamos na seguinte expressao para o parametro

de ordem de odd-w num sitio 0 qualquer,

Ol = —V2JS.F; —V2A*(sy) + P, (7.50)
onde definimos
<80> = <1/2 Z C(Jﬁ[)a-o'aa’co,a’>7 (751)
Py = =Y t;oFT(r=0). (7.52)
(0,5)

Note que (so) é a polarizacdo induzida no sitio i = 0 enquanto F (7 = 0) e Pj descrevem
um pareamento even-w, tripleto e de paridade impar na coordenada espacial (e.g. onda
p), onde j e 0 podem representar sitios magnéticos ou nao magnéticos, desde que sejam

primeiros vizinhos.

A Eq. sugere que o aparecimento do pareamento odd-w estd relacionado
com a coexisténcia da supercondutividade convencional e magnetismo [19] (veja os dois
primeiros termos no lado direito da equagao) e podem também estar relacionados com
a presenca do pareamento tripleto de paridade espacial impar. Note que a Eq. é
bem geral no sentido que ela s6 leva em consideragao o Hamiltoniano. Ela é valida para
qualquer rede, nimero de primeiros vizinhos e qualquer configuragao para as dire¢oes de

S, ndo necessitando que os sitios magnéticos (ou ndo magnéticos) sejam todos idénticos.

Agora nos restringimos ao caso em que todos os spins magnéticos classicos estao
alinhados na direcdo 2 e consideramos uma rede de Bethe com d — co. Uma vez que
F;‘CO(T = 0) possui paridade espacial impar, j e 0 podem ser sitios m ou nm, e na rede
de Bethe todos os sitios m sao idénticos e todos os sitios nm também o sao, entao temos
FI (r=0=-F. (r=0)e FT L(r=0)=0=F  (7r=0). Portanto, usando

m,nm nm,m nm,nm

tjo = =t/V/d,

PL = tVdp,FL (1 =0), (7.53)

nmm(
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Figura 39 — Parametros de ordem calculados utilizando as equac¢des de DMFT no eixo
imaginario com kg1 = 0.0001, fixando t =1, A,, = A= —-0.1,6, =pu =0
e variando J < 0. Os painéis mostram a componente z dos parametros de
ordem uma vez que as componentes z e y se anulam quando as impurezas
estao alinhadas na dire¢do z. (a) mostra parametros de ordem em sitios m. (b)
mostra parametros de ordem em sitios nm. (¢) mostra parametros de ordem de
paridade espacial impar entre sitios m and nm. Em (a), (b) e (c) consideramos
x = 0.01. (d) mostra a média sobre sitios m e nm da polarizagao eletronica
induzida dividida por z, i.e. [x(sp,) + (1 — ){(Spm)]/z. Os calculos numéricos
foram feitos considerando 500.000 valores de frequéncias de Matsubara e o
erro de convergéncia adotado é 1077,

onde py = —(1—x) para a expressdo em sitios magnéticos e py = x em sitios ndo magnéticos.

Usando a Eq. (7.53]) com o indice 0 = nm e com 0 = m podemos ver que P (1_“”;) PT.

Mais adiante mostramos numericamente que esta relagao é satisfeita, demonstrando a
precisao e confiabilidade dos métodos utilizados aqui. Usando resultados da DMFT somos
capazes de calcular diretamente F, (so) e Of. Portanto, usando a Eq. podemos
calcular também Py = Of + V2J8oF§ + v/2A*(s¢), em que 0 = m, nm.

A Fig. [39| mostra o comportamento de alguns parametros de ordem e foi obtida
utilizando as equagoes de DMFT no eixo imaginario variando J e fixando t = 1, A = —0.1,
=0,z =0.01alémde A,, = A e, =0, conforme mencionado anteriormente. Usamos

J < 0, correspondendo a uma interagao ferromagnética. Uma vez que consideramos as
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impurezas alinhadas na direcdo 2, as componentes = e y dos vetores (sq), Of e Py se

anulam. Na Fig. mostramos apenas a componente z destes vetores.

A Fig. (a) mostra alguns parametros de ordem em sitios magnéticos. Vemos
que a magnetizacao aumenta monotonicamente com J. O parametro de ordem de odd-w
também aumenta e entao satura. O parametro de ordem de even-w singleto muda de sinal,
o0 que estd em concordancia com o fato de F (w) também mudar de sinal em |J| ~ 1 para

quase todo o espectro energético, conforme discutimos anteriormente.

A Fig. (b) apresenta alguns parametros de ordem em sitios nao magnéticos.
Para valores pequenos de |J| hd uma polarizagdo induzida nesses sitios, a qual é oposta
a polarizacao dos sitios magnéticos. Quando |J| é grande o suficiente de forma que as
bandas de Shiba tenham se cruzado, a magnetizacao nos sitios nm é paralela a direcao da
polarizagdo induzida nos sitios m. O oposto ocorre com o sinal do pardmetro de ordem de
odd-w nos sitios nm: quando |J| < 1, sgn(OL ) = sgn(OT) e, quando |J| > 1, sgn(O7T )
sgn(OT). O pareamento singleto even-w em sitios nm, que nao é mostrado, ¢ muito
maior que os outros parametros de ordem mostrados na Fig. (b) e é aproximadamente

independente de J para os pequenos valores de = considerados aqui, F? =~ 0.1.

A componente na direcado Z de POT (com 0 = nmm e 0 = m), que é associada
ao pareamento even-w tripleto de paridade espacial impar, é apresentada na Fig. (C)
A fungao [—2/(1 — z)] P} é representada por uma linha continua roxa enquanto P
¢ mostrada em uma linha tracejada cinza. Note que estas duas curvas se sobrepoem
perfeitamente, demonstrando a precisao e confiabilidade do método utilizado aqui, conforme
mencionado anteriormente. Observe que estas fungoes também mudam de sinal quando
as bandas de Shiba se cruzam em |J| ~ 1. Uma vez que o termo P; ¢ finito e nés
consideramos aqui d — 0o, é possivel ver pela Eq. ‘D que a funcio de Green FL  se

nm,m
anula com 1/+v/d, conforme esperado (ver Apéndice .

A Fig. B9|(d) mostra, para varios valores de z e J, a média sobre todos os sitios
da polarizagao eletronica induzida, (1 — )(S,um) + 2(Sm). Antes das bandas de Shiba se
cruzarem essa polarizacao é nula pois a polarizacao dos sitios nm é oposta a dos sitios
m, de forma que estas se cancelam. Apds o cruzamento das bandas de Shiba, ambos os
sitios possuem polarizacao na mesma direcao e sentido, de forma que a polarizacao média
é x/2. Ou seja, cada impureza contribui com uma polarizagdo 1/2 para os elétrons em sua

vizinhanca apés o cruzamento das bandas de Shiba em |J| > 1.

Notamos entao que, para pequenas concentracoes de impurezas z, o comportamento
de diversos pardmetros de ordem do sistema muda perto de |J| ~ ¢ = 1, quando as bandas
de Shiba se cruzam. Todas estas mudancas sdo assinaturas de uma transicao de fase
quantica no sistema. Assim como no caso de uma tUnica impureza magnética [96], se
|J| < t a funcdo de onda do estado fundamental é formada unicamente por elétrons

pareados, enquanto as impurezas nao sao blindadas. Por outro lado, se |J| > ¢ a funcao
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de onda do estado fundamental contém elétrons que estao ligados as impurezas e causam
uma blindagem dos spins delas (no caso de J antiferromagnético). Neste caso, o nimero
quantico de spin da funcao de onda eletronica é nao nulo. Note, porém, que esta transicao
de fase nao faz com que o pareamento odd-w nem o pareamento de paridade espacial
impar sejam dominantes sobre o pareamento singleto de onda s ao considerar o bulk do
sistema. No regime de impurezas diluidas x < 1 que temos considerado, ao realizar a
média dos parametros de ordem supercondutores sobre todos os sitios, o parametro de
ordem de even-w singleto de onda s [zF}, + (1 — x)F5,.] é consideravelmente maior do
que os demais, uma vez que F: =~ 0.1. Podemos esperar, portanto, que tal pareamento
seja dominante sobre os demais no regime x < 1, mesmo apés o cruzamento das bandas
de Shiba com |J| > 1. Por outro lado, as influéncias do pareamento do tipo odd-w e do
pareamento de paridade espacial impar provavelmente podem ser verificadas localmente nas
impurezas magnéticas. Uma evidéncia disto é que, conforme mostrado na subsecao [7.4.2]
o pareamento odd-w esta intimamente relacionado com a presenca das bandas de Shiba

dentro do gap supercondutor.

7.5 Discussao

A seguir fazemos uma breve discussao sobre os resultados que apresentamos na
segunta parte desta tese, onde investigamos um supercondutor magnético diluido, i.e. um
supercondutor convencional com uma pequena concentragao de impurezas magnéticas.
Introduzimos um modelo na rede de Bethe considerando pareamento supercondutor local
do tipo campo médio e interagao com spins classicos nos sitios magnéticos. Utilizamos a
dynamical mean-field theory para encontrar fungoes de Green locais neste sistema. Uma
vez que as impurezas consideradas possuem spin classico, a abordagem utilizada aqui é

equivalente a coherent potential approximation para tratamento de desordem.

Vimos ao longo do trabalho que duas bandas de Shiba surgem na densidade de
estados dentro do gap supercondutor. Tais bandas sao estreitas e aparecem devido a
superposicao dos estados de Yu-Shiba-Rusinov, que sao localizados nas impurezas, de
forma que essas bandas possuem peso espectral maior em sitios magnéticos. A medida em
que se aumenta a intensidade do acoplamento magnético, as bandas de Shiba se aproximam

uma da outra, se sobrepoem e se cruzam.

Quando sao permitidas varias dire¢oes para os spins das impurezas magnéticas,
as bandas de Shiba nao sao polarizadas, i.e. cada banda de Shiba tem contribui¢oes
de elétrons de spin para cima e de spin para baixo. Nesta situacao os sitios magnéticos
possuem pareamento supercondutor do tipo singleto even-frequency convencional e também
pareamento tripleto odd-frequency, embora ao realizar a média deste pareamento odd-

frequency sobre todos os sitios magnéticos o resultado seja nulo. Como consequéncia, nos
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sitios nao magnéticos o pareamento tripleto odd-frequency também se anula.

Na situagao em que todos os spins das impurezas estao alinhados ao longo do
eixo z, as bandas de Shiba sdo polarizadas, i.e. uma banda de Shiba corresponde apenas a
elétrons com spin para cima, enquanto a outra banda corresponde a elétrons com spin
para baixo. O pareamento do tipo singleto even-frequency esta presente em todo o sistema,
tanto em sitios ndo magnéticos quanto nos magnéticos, sendo gerado nestes por efeito
de proximidade. O pareamento tripleto odd-frequency, gerado pela quebra da simetria
de reversao temporal devido ao campo magnético efetivo das impurezas, também esta

presente em todo o sistema, sendo mais intenso nos sitios magnéticos.

Também vimos que o formato das bandas de Shiba na densidade de estados em
sitios magnéticos é semelhante ao formato da parte imaginaria da funcao de Green anémala.
Uma anélise de como estas fungoes escalam com a concentracao de impurezas e alguns
calculos analiticos nos possibilitaram encontrar uma expressao envolvendo estas duas
funcdes. As previsoes desta expressao possuem excelente concordancia com resultados
numéricos da dynamical mean-field theory. Assim, o pareamento tripleto odd-frequency
pode ser determinado a partir de medigoes experimentais que fornecam a densidade de

estados, como a espectroscopia de tunelamento por varredura.

Derivamos analiticamente uma expressao relacionando o parametro de ordem
supercondutor do tipo odd-frequency com outros parametros de ordem, mostrando que
no nosso modelo a presenca de supercondutividade odd-frequency esta relacionada com a
presenca de supercondutividade convencional do tipo singleto even-frequency junto a uma
polarizagao de spin e também esta relacionada com a presenca de supercondutividade
de paridade espacial impar (e.g. de onda p). Ainda considerando a situacao em que os
spins classicos das impurezas estejam alinhados, calculamos os diferentes parametros de
ordem no sistema. Mostramos que todos os trés tipos de pareamento mencionados aqui
estao presentes no modelo considerado, inclusive o pareamento de paridade espacial impar.
Pudemos obter este tltimo, que é nao local e esta presente na vizinhanca das impurezas,

gragas a uma combinacao de dynamical mean-field theory com calculos analiticos.

A medida em que se aumenta a intensidade do acoplamento magnético, quando
ocorre o cruzamento das bandas de Shiba o sistema passa por algumas mudangas. Nos
sitios magnéticos, o sinal do pareamento even-frequency muda e seu moédulo diminui,
enquanto nos sitios nao magnéticos mudam os sinais da polarizagao eletronica induzida e
do pareamento odd-frequency. O sinal do pareamento de paridade espacial impar também
muda. Além disso, a polarizacao média dos elétrons deixa de ser nula e assume um valor
proporcional a concentracao de impurezas. Todas estas mudancas simultaneas no sistema
sao evidéncias de que este passa por uma transicao de fase quantica entre estados com
diferentes nimeros quanticos de spin. Abaixo de um acoplamento magnético critico, os spins

das impurezas nao sao blindados, enquanto acima deste acoplamento critico a blindagem
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ocorre. Por um lado, vimos que o pareamento dominante quando se faz a média em todos
os sitios é o pareamento do tipo singleto even-frequency, antes e apds o cruzamento das
bandas de Shiba. Por outro lado, os demais pareamentos supercondutores devem exercer

alguma influéncia sobre propriedades locais do sistema.

Utilizamos a nanoscale dynamical mean-field theory a fim de estudar um sistema
formado por uma ilha magnética, composta exclusivamente por sitios com spins classicos,
envolta por um material supercondutor convencional. Resultados preliminares, que nao sao
mostrados aqui, evidenciam o aparecimento de um gap supercondutor nos sitios magnéticos,
o surgimento de estados localizados dentro desse gap e o aparecimento de pareamento
odd-frequency. Estes surgem proximo da interface dos dois materiais e desaparecem a
medida em que se afasta da interface. Investigaremos mais a fundo esse sistema em um

futuro proximo.

Todos os nossos resultados para um supercondutor magnético diluido utilizaram a
rede de Bethe com niimero de coordenagao d — +oo. Uma vez que esta rede ¢ idealizada e
apresenta dificuldade em captar a distancia entre as impurezas, é importante que trabalhos
futuros investiguem um supercondutor magnético diluido em uma rede real a fim de

verificar as propriedades que discutimos aqui.

No capitulo |8 apresentamos nossas conclusoes e perspectivas sobre os resultados

que mostramos na parte [[] desta tese, além das conclusoes da parte [I}
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8 Conclusao

A presente tese foi dividida em duas partes. Na parte [[| estudamos uma impureza
movel em um semimetal topolégico 2D com toque quadratico de bandas. Tal impureza
interage com o mar de Fermi através de uma repulsao local e de um termo de troca de
spin anisotropico. Neste sistema ha regimes em que a impureza se comporta como um
poélaron de Fermi. Por outro lado, também encontramos regimes em que a interagao se
torna efetivamente atrativa a baixas energias e a impureza forma estados ligados com um
férmion majoritario, formando uma molécula. Estes estados ligados devem estar presentes
até mesmo no caso de interagoes arbitrariamente pequenas. Nossos resultados indicam
que a simetria dos estados ligados é uma superposicao de onda s e onda d. Este trabalho
traz luz sobre o tema de impurezas maéveis em sistemas com toque quadratico de bandas
mostrando que o comportamento das impurezas é basicamente determinado pela razao

das massas efetivas dos férmions majoritarios e pela relagao entre os acoplamentos.

Pode ser importante calcularmos a mobilidade ou o coeficiente de difusao da
impureza em funcao da temperatura. Na regiao de crossover dos acoplamentos, ao reduzir
a escala de energia do sistema, o médulo do acoplamento de troca efetivo tem um minimo
quando a repulsao local efetiva se anula, antes de se tornar atrativa. Assim, esperamos
que a mobilidade possa ter um comportamento nao monoténico com a temperatura,
eventualmente possuindo um maximo proximo da energia onde a repulsao local efetiva
se anula. Tal comportamento nao monotonico é interessante e incomum em sistemas
com impurezas moveis. Devido a alta complexidade dos cédlculos analiticos envolvendo
propagadores na forma matricial com temperatura finita, tal mobilidade deveria ser

calculada numericamente.

Atualmente estamos estudando este sistema com toque quadratico de bandas na
presenca de uma densidade pequena mas finita de impurezas méveis. Nossa expectativa
é que tal sistema deve levar a um pareamento supercondutor entre as impurezas e os
férmions majoritarios. Tal pareamento deve ser de onda s e/ou onda d. Uma vez que nao
consideramos dependéncia temporal na funcao supercondutora, este possivel pareamento
é do tipo even-frequency e, portanto, deve ser singleto. Tal pareamento teria origem na
interacao de troca de spin anisotrépica e assim levaria a uma superfluidez com pareamento
nao convencional. Esta investigacao tem potencial para auxiliar na compreensao de
materiais com diferentes fases supercondutoras uma vez que nosso sistema pode possuir

uma superposicao ou competicao de onda s e onda d.

Os nossos resultados neste sistema com toque quadratico de bandas devem estimular

outras pesquisas na area, como o efeito de outros tipos de interagao de longo alcance
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envolvendo impurezas moéveis. O modelo que propomos, bem como nossos resultados,
podem ser verificados experimentalmente em redes 6ticas com moléculas polares. Redes
6ticas ja foram utilizadas para produzir um semimetal topologico com toque quadratico de
bandas, e moléculas polares ja foram utilizadas em redes éticas para produzir a interacao
de troca de spin anisotrépica de longo alcance que utilizamos aqui. Seria interessante
verificar experimentalmente se neste sistema com apenas uma impureza ocorre formacao de
estados ligados, i.e. moléculas maiores, devido a interagdes que podem ser arbitrariamente
pequenas. Este tipo de experimento também poderia verificar se o coeficiente de difusao
da impureza tem um comportamento nao monotonico com a temperatura, refletindo o
carater nao monotonico das constantes de acoplamento com a escala de energia. Também
seria importante investigar experimentalmente se existiria uma fase com superfluidez na

situacao em que haja uma densidade pequena, porém finita, de impurezas.

Na parte [[I] desta tese consideramos impurezas magnéticas classicas diluidas em
um supercondutor convencional (singleto even-frequency de onda s). A interagao dos
elétrons de condugao com as impurezas leva a formagao de estados ligados de Yu-Shiba-
Rusinov na vizinhanca das impurezas e a superposicao destes estados da origem as
bandas de Shiba dentro do gap supercondutor. Mostramos que nos sitios magnéticos
surge supercondutividade nao convencional do tipo odd-frequency tripleto, a qual aparece
devido a quebra de simetria de reversao temporal e estd relacionada com a formagao das
bandas de Shiba. Se os spins das impurezas estiverem alinhados na mesma dire¢ao as
bandas de Shiba sao polarizadas e o pareamento odd-frequency surge inclusive nos sitios
nao magnéticos. Demonstramos que o pareamento odd-frequency em sitios magnéticos
pode ser determinado a partir de medigoes experimentais que fornecam a densidade de
estados, como a espectroscopia de tunelamento por varredura. Verificar experimentalmente
a presenca de supercondutividade nao convencional do tipo odd-frequency tem sido um
grande desafio. Os nossos resultados trazem luz sobre este problema pois nao s indicam a
presenca de odd-frequency em um supercondutor magnético diluido mas também fornecem

uma estimativa da amplitude deste pareamento dentro do gap supercondutor.

Os resultados tedricos apresentados neste trabalho devem motivar outras investiga-
¢oes a procura de assinaturas da supercondutividade odd-frequency em supercondutores
magnéticos diluidos. Em particular, a formacao das bandas de Shiba com pareamento
odd-frequency, que se delocalizam pelo bulk do supercondutor, deve levantar outras questoes
sobre o impacto deste pareamento nao somente sobre propriedades espectrais, mas também
em propriedades de transporte, a procura de aplicacoes na area de spintronica. Além
disso, nosso trabalho deve inspirar mais investigacoes da relagdo entre o pareamento odd-
frequency e a formagao de estados ligados de Majorana dentro do gap supercondutor perto
da interface de um supercondutor convencional e uma ilha magnética, em que os atomos
magnéticos nesta ilha podem ser diluidos ou densos. Estados ligados de Majorana sao

esperados neste sistema se houver acoplamento spin-érbita na superficie do supercondutor
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convencional.

Temos resultados preliminares do estudo de uma ilha magnética densa imersa
em um supercondutor convencional sem acoplamento spin-érbita, que realizamos usando
a nanoscale dynamical mean-field theory na rede de Bethe. Vimos a formacao de um
gap supercondutor nos sitios magnéticos préximos da interface, o surgimento de estados
localizados e pareamento odd-frequency, os quais desaparecem a medida em que se afasta
da interface. Para que nossos resultados a respeito desta ilha magnética num supercondutor
se tornem mais realistas, é necessario considerar uma rede real e adaptar a nanoscale
dynamical mean-field theory para fazer uma autoconsisténcia sobre todos os sitios do
sistema mesoscopico em consideracao. Neste caso deve ser possivel considerar acoplamento
spin-orbita de Rashba no Hamiltoniano e observar o aparecimento de estados ligados de
Majorana na interface como assinatura de supercondutividade topologica. Isto tem um
custo computacional bem maior, porém é factivel se ainda forem consideradas impurezas

magnéticas classicas.

E possivel estudar propriedades nao locais e pareamentos supercondutores entre
sitios primeiros vizinhos em um supercondutor magnético diluido utilizando a cellular
dynamical mean-field theory com clusters de 2 sitios, por exemplo. Uma investigacdo com
esta metodologia pode trazer mais luz para a compreensao deste tipo de sistema e daria
mais detalhes a respeito do pareamento de paridade espacial impar (e.g. onda p). Por
fim, o nosso modelo para um supercondutor magnético diluido pode ser alterado para
considerar impurezas magnéticas quanticas em vez de classicas. Isto também teria um custo
computacional consideravelmente maior, mas é interessante investigar se esta mudanca

traria alteragoes significativas nos nossos resultados.

Note que ambas as partes da tese discutem sistemas de muitos corpos com impurezas,
que levam a estados ligados e podem dar origem a supercondutividade nao convencional.
Na parte [[] levamos em conta impurezas moveis, cuja interagao de troca de spin com os
férmions do banho leva a formacao de estados ligados entre férmions e impurezas. Na
parte[[I] as impurezas consideradas sdo imdveis e sua interagao de spin também faz com que
os elétrons do banho estejam ligados as impurezas. Quanto a supercondutividade singleto
de onda s ou onda d que pode surgir no sistema com toque quadratico de bandas, uma
das componentes do par de Cooper seria o férmion do banho e a outra componente seria a
propria impureza, uma vez que esta ¢ mével. Haveria uma correlagao entre essas particulas
no mesmo instante de tempo. Ja no supercondutor magnético diluido, o pareamento nao
convencional ocorre entre dois férmions do banho, os quais ja teriam um pareamento
supercondutor convencional na auséncia de impurezas magnéticas. Neste caso o spin das
impurezas muda a componente de spin do par de Cooper de singleto para tripleto e o
pareamento odd-frequency ocorre entre elétrons de spins opostos que ocupam um certo

sitio em momentos diferentes.
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APENDICE A - Equacoes de grupo de

renormalizacao

Neste apéndice mostramos como podemos aplicar diagramas de Feynman e grupo
de renormalizagao de Wilson, discutidos no capitulo [3} ao problema de impurezas méveis
em um sistema com toque quadratico de bandas, discutido no capitulo [ A
mostra os diagramas utilizados e como obter as equagdes de RG, utilizando os resultados

de integrais em um loop disponiveis na [secao A.2

A.1 Calculos de Diagramas

Aqui mostramos como obter as equagoes de RG para as constantes de acoplamento,
massa efetiva e peso de quase particula. Para as constantes de acoplamento, consideramos
o caso mais geral onde as impurezas possuem um potencial quimico ¢ > 0. O Hamiltoniano
que utilizamos é dado pela Eq. , o qual inclui os acoplamentos g, g, e g;. As constantes
de acoplamento g e g, representam interagoes locais entre um férmion majoritario e uma
impureza, o primeiro sendo uma interacao de espalhamento usual de onda s enquanto
g1 espalha férmions entre estados das diferentes subredes. Consideramos também uma
interagao local entre férmions majoritarios gy. Aqui também calculamos as equagoes de RG
para a massa efetiva da impureza e seu peso de quase particula mas, devido a complexidade
do céalculo do diagrama sunrise, tais equacoes foram obtidas no caso particular de uma

Unica impureza com g = 0, sem interacao entre férmions majoritarios, i.e. g+ = 0.

A fim de obter as Egs. de RG para os acoplamentos, dividimos o Hamiltoniano em
duas partes, Hy = Hy; + Hy,, onde o termo Hy; contém as interagoes entre um férmion
majoritdrio e uma impureza enquanto Hy, ¢ a interacdo entre dois férmions majoritarios.
Assim, calculamos aqui dois tipos de propagadores, baseados nas equacoes

(rd) = T (e ) o) floo) e 600 ) (A1)

con

OV{z}) = Tr {e_BHOTrfl(xl)f§($2)f3($3)fl($4)/ddﬂﬂ? 7‘[1(37)} : (A.2)

con

NO({z,}) = —Tr{6‘5H°Tff1($1)f§($2)f3(933)f1($4) [ | dd“az%(x)%@')} ,

con

(A.3)

que correspondem as Egs. (3.1)-(3.3), as quais repetimos aqui. Definimos os propagadores
do tipo 1 como aqueles em que f1 = ¢, fo = Cn,, f3 = d, f4 = d, onde ny,ny € {A, B}. Os
propagadores do tipo 2 sao aqueles em que fi, fo = ca, f3, f1 = cg. Ao utilizar a Eq. (A.2)
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Cny CB
Cn1 CB
X911 gt
RN )
/7 d >\ ca
(a) Tipo 1 (b) Tipo 2

Figura 40 — Diagramas conectados de primeira ordem dos tipo 1 e 2, respectivamente.
As linhas continuas representam férmions do banho, enquanto as tracejadas
representam os de impureza. O ponto representa o acoplamento entre os
férmions, que pode ser gy ou g;.

para calcular propagadores de primeira ordem do tipo 1, o inico termo que gera um
diagrama conectado é o que vem de Hy ;. Analogamente, para propagadores de primeira
ordem do tipo 2 o unico diagrama conectado vem de Hy,. Dessa forma, as interagoes Hy s
e Hy, estdo relacionadas, respectivamente, aos propagadores que denominamos dos tipos 1
e 2. Os dois diagramas conectados estao representados nas Figs. [A0)(a) e [A0|(b), mostrando
os vértices gy, = g1 + g, 0, e gy, respectivamente. Note que agrupamos os acoplamentos g

e g, em g4, para simplificacao.

Dados estes propagadores de primeira ordem, nossa tarefa é utilizar a Eq.
para calcular os dois tipos de propagadores em um [oop, que surgem da expansao em
segunda ordem nos acoplamentos. Os diagramas em um loop do tipo 1 renormalizam as
constantes de acoplamento de Hy s, isto é, g e g, . Os do tipo 2 renormalizam g4, que é a
constante de acoplamento associada a Hy,. Os diagramas em um loop do nosso problema

se encontram na Fig. [{I] Estes se caracterizam pela presenca de uma tunica integral

gt
QN/ -~ gt QN/ gt 9t g1
\ \
4 L\ /l L \
\

y . /(/QN\\\
b) Tipo 1 (c) Tipo 1 (d) Tipo 2
gri
g (\/ /‘y
[
(e) Tipo 2 f) Tipo 2 (g) Tipo 2 (h) Tipo 2

Figura 41 — Diagramas em um [oop que podem contribuir para a renormalizagao das
constantes de acoplamento. Em cada vértice podemos ter acoplamentos g4
ou gy, conforme indicado nos diagramas. As linhas continuas representam
férmions do banho, enquanto as tracejadas representam os de impureza. Os
diagramas (a)-(c) sdo do tipo 1 e os diagramas (d)-(h) sdo do tipo 2.
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//’\
- {-»} > —»—&—»—;—»— 4>@—V
\\‘//
(a) (b) (c)

Figura 42 — Diagramas de segunda ordem que contribuem para as equacoes de RG das
massas efetivas e dos pesos de quase particula. As linhas continuas representam
férmions do banho, enquanto as tracejadas representam os de impureza.
Os diagramas (a) e (b) possuem acoplamentos g;; e o diagrama (c), g. O
diagrama (a) renormaliza a autoenergia 3 das impurezas, enquanto (b) e (c)
renormalizam Y dos férmions majoritarios.

no momento interno p e sdo os que podem trazer contribuicdo para a renormalizacao
das constantes de acoplamento. Os propagadores das Figs. 41|(a)-(c) sdo do tipo 1 e os
diagramas [41](d)-(h) sdo do tipo 2. Observe que os propagadores de um loop do tipo 1 nao
possuem somente acoplamentos g4, mas também g4. Isso implica que g4 pode contribuir
para a renormalizacdo de g e g, . Semelhantemente, os diagramas do tipo 2 possuem
também interacoes g4, as quais podem contribuir para a renormalizacao de g4. Apos
calcular as contribuigdes de todos os propagadores do tipo 1 (2) e amputar as pernas

externas ¢ facil chegar as Eqs. de RG para g e g, (gr) [ver segdo .

Podemos também calcular as contribui¢oes dos propagadores de dois pontos (i.e.
de uma tnica particula) para as autoenergias e, consequentemente, para as equagoes de
RG das massas efetivas e dos pesos de quase particula, tanto para os férmions majoritarios
quanto para as impurezas. Os diagramas em dois loops (provenientes da expansao da
funcao de Green em segunda ordem nos acoplamentos) que podem trazer contribuicao
para as equagoes de RG estdo representados na Fig. [42] Em tais diagramas, chamados
de sunrise, as linhas internas dao duas voltas e estes propagadores se caracterizam pela
presenca de duas integrais em momentos internos p, p’. O diagrama [42|a) renormaliza a
autoenergia das impurezas enquanto os diagramas [42|b)-(c) renormalizam a autoenergia
dos férmions majoritarios. Conforme sera discutido mais adiante, no calculo da autoenergia
nos restringiremos ao caso de uma tnica impureza com p = 0 e g; = 0, de forma que

realizaremos apenas o cdlculo do diagrama [42](a).

Nas subsecoes a seguir mostramos os resultados das contribuigoes dos diagramas
mostrados aqui para as Egs. de RG, comecando pelas constantes de acoplamento. Utilizamos
um esquema de grupo de renormalizacao de Wilson segundo o qual integramos os momentos
internos dentro da concha K’ < |p| < K, em que K’ = K e~%2 sendo o potencial quimico
das impurezas p < K?/2M. O elemento infinitesimal dl (multiplicado por K/2) é a
espessura da concha na qual integramos os momentos e [ esta relacionado com o fluxo de

grupo de renormalizagao. As equagdes de RG podem ser expressas como derivadas das
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constantes de acoplamento, peso de quase particula e massa efetiva em relacao a [, isto é,
dg/dl, dZ/dl e dM/dI.

A.1.1 Renormalizacdo de g e g

Aqui mostraremos as contribui¢oes para as equagoes de RG dos propagadores do

tipo 1, em que tomamos, nas Eqs. (A.1)-(A.3), f1 = cu,, f2 = cny, f3 = d, fo = d, com
ni,ne € {A, B}.

A fim de calcular o propagador de primeira ordem nas constantes de acoplamento,
representado pela Fig. (a), utilizamos a Eq. (A.2),

M) = = [ Te{e T, (01)c] (o)) d () 0l) (91 + 1) o)

><d-r(x)d(x)}con
— :;rz/d% Tr{e_BHOTTcm($1)0Tm(ﬁz)d(x?))dT(M)clT(I)[gcl(x>
+ 7

e (@)d (@)} (A4)

con

em que [* é a subrede diferente de [, de forma que se [ = A entao [* = B, e vice-versa.
Agora, utilizando o teorema de Wick [5] a fim de obter o propagador do diagrama [40]a),

temos

4
Mg ({=:}) = 7m7T Z/d?’fv [9G1n2 (7 — T2) + 91 Gp o (¥ — 22)] Gy (21 — 2)Gal — 4)
+7
xGa(z3 — ), (A.5)

em que G4 é o propagador nao interagente das impurezas, dado pela Eq. (4.22)), e G, n,
sao as componentes do propagador matricial ndo interagente G dos férmions majoritarios,
dadas pela equagao (4.25)). Tirando a transformada de Fourier da expressao acima em

relacao as variaveis x;, temos

Mg () = = Govs(p1) [5G0 (p2) + 20 s p2)] Gt i)

% / A3 et (—P1Etp2—psz+pazx)

4
— mi > G i(P1) [9G10, (P2) + 910G ny (p2)] Ga(pa) Ga(ps)
[

X(—p1 + p2 — p3 + pa)

_ :Z[G(pl)(gl + 91.02)G(02)] (n1.m2)Ga(P3) Ga(pa)d (p1 + ps — P2 — pa),
(A.6)

onde o subindice (n;,ny) se refere ao elemento da matriz entre colchetes.
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Vejamos agora os propagadores de segunda ordem. Usando a Eq. (A.3]), temos

A\ 2
n?{z}) = — <W> | &z / de’Tr{e'BHOTTcn1 (azl)c;rm(xg)d(xg)dT(m)clTl (x)
m+ ly,l2
x|gen, (x) + gre (x)|d' (w)d(w)el, (2') [gen, (2') + groy ()] d*<x'>d<x'>}
(A.7)
A fim de calcular a contribuicao que vem do diagrama (a), usamos o teorema de Wick e
encontramos
A7\
M ({z}) = - (m) S [ da / &2’ Gry 1, (21 = 2')[9G1, s (x — 2)
l1,l2
+91G1; s (¥ — 1) Galws — #/)Ga(w — 24)Gala’ — ) [9G1,1, (2 — )
+91Gus, (2" — 90)} (A.8)
Tirando a transformada de Fourier da expressao anterior, chegamos em
ar\°
2
Mg (p}) = - <m+> >~ Gus 1o (P1) [9G1s 2 (2) + 91G5 s (92)] Gaps) Ga(pa)
l1,l2
d3q
x 5 Galps — @) 9900 (02 + @) + 9100 (2 +0)] - (A9)
(2m)

A integral [d®q = [d?q x [ dv acima é realizada em todas as frequéncias v €

(—00, +00), enquanto a componente de momento q percorre a casca esférica infinitesimal.

Integrais deste tipo aparecem em varios diagramas em um [oop e, para simplificar, na

colocamos o resultado de integrais como esta. Utilizando a Eq. conclui-se

que o resultado do fator dado pela integral da expressdao acima [i.e. a segunda linha da
expressdo ([A.9))] ¢

o dl K?
A K2 —2u,p

em que pu é o potencial quimico das impurezas e

_1 11
Ma = <+)a (1(:+,—,

(9512,11 + gﬂsz;,zl) ) (A.10)

M mg
1 1
0o = |+ A1l
Ho <m+ + m_> ( )
Entao temos
2
Ngm ) = - <47T> > Guita (1) [9G1, s (P2) + 91Gts s (p2)] Galps) Galpa)
Mt/ i,
/,L+dl K2
dr K2 — 20,4 (9000 + 91015
Ar \? pdl K? A , )
- ma ]l 2 x niy,n
<m+> 4m K2_2M+M{G(p1)[(9 + g1)1 +29910.]G(P2) } (1 ,n0)

XGa(p3)Ga(p1)d(p1 + ps — P2 — pa)- (A.12)
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Seguindo o mesmo raciocicio para calcular os propagadores representados nas
Figs. [41|(b) e [41](c) temos, respectivamente

47r>2 podl K

() = (o (ClI(a* + )1+ 20910, 1C2) b

dr K2 —=2u_p
X Gq(p3)Ga(pa)d(pr + p3 — p2 — pa), (A.13)
2 47 \* podlg Loy , ~ A
g 00) = (o) PG 01) 0G0 i Gl )
X0(p1 + p3 — P2 — Pa), (A.14)

Observando as Egs. (A.12)-(A.14) e comparando-as com a expressao (|A.6[), vemos

que os termos nos propagadores em um loop que envolvem a matriz 1 renormalizam g,
enquanto os termos que envolvem a matriz o, renormalizam g, . Assim, somando todas as
contribuigbes acima e amputando as pernas externas (i.e. desconsiderando o produto dos
propagadores nao interagentes envolvendo os momentos p;, 2 = 1,...,4, e a funcao delta de

Dirac, que esta relacionada com a conservagao de momento), obtemos

, Ar (¢° +g)dl [ p K? iy K2

T <K2—2M—M_K2—2u+u>’ A

/ 4m 2gg.dl p-K* py K Am podlg gr (4.15)
g1 :9L+m7+ e (KQ_QM—M_ K2_2M+M> —i—HT,

em que ¢’ e g, sdo, respectivamente, os vértices de interagao renormalizados correspondentes
ageg,. Fazendo dg/dl = (¢’ — g)/dl e dg, /dl = (¢', — g1 )/dl obtemos duas equagoes de

grupo de renormalizacao,

dg (9> +4%) ( poK? g KP )
dl m K2 —2u_ K? -2 ’
+ ) K- ) Kt 1 (A.16)
dgL 2991 p-K= p K n 20091 91
dl - my \K?2—=2u_pu K?—2u,p my

as quais sao também mostradas no texto principal [ver Eq. (4.64))].

A.1.2 Renormalizacao de gy

Nesta subsecao calculamos a Eq. de RG para g4 considerando os propagadores do
tipo 2, dados por fi, fo = ca, f3, f+ = cp. Para o propagador em primeira ordem nas
constantes de acoplamento, representado pela Fig. (b), temos

47 A A A A
Mgy ({p:}) = jm[G(pl)wyG(psﬂ(nl,n3>[G(m)wyG(m)]<n2,n4>5(p1 + D3 — P2 — Pa)-

m
(A.17)
Somando os diagramas [A1jd){41}(h) temos

NO({p}) = (‘”) AT o i G s)] o (G B2)iy G 00 e

x0(p1 + ps — P2 — pa). (A.18)

my ) 2m(my +m_)
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Considerando as expressoes acima da mesma forma feita na subsecao anterior,

chega-se a equacao de grupo de renormalizagao

dogy 2910 (A.19)
dl my ’

Esta expressao também é mostrada no texto principal [ver Eq. (4.64))].

A.1.3 Renormalizacdo de M e Z

A fim de encontrar equagoes de RG para massas efetivas e pesos de quase particula, é
necessario calcular os diagramas do tipo sunrise, que possuem dois loops. Tais propagadores,
que envolvem integrais em momentos internos p e p’, sdo dificeis de resolver analiticamente.
Por este motivo aqui consideramos o caso particular de uma tnica impureza com p =0 e
nao levaremos em conta interagoes entre férmions majoritarios, gy = 0. Tal caso particular
corresponde ao sistema considerado nas segoes Nesse problema de uma tnica
impureza o diagrama[i2b) se anula. O diagrama [42|c) também se anula ao assumir gy = 0.
Resta-nos, portanto, calcular o diagrama sunrise da Fig. (a).

A contribui¢do do diagrama (a) para a autoenergia pode ser escrita na forma

d3 / d3 "
2421)2(1 (p) ( +> Z / (2 ) |:ggll,l2< ,) —’-nglTJQ(p/)jl X |:ggl2,l1 (p//)
l1,l2

+91G1, (")) Gd(p’ —p" +p). (A.20)

Vemos que a expressao acima é uma combinacao linear de fungoes do tipo

d3p/ d3 i
Ity 050.a(p) = / / 5910, (0) G0, (0")Ga(p' — " + )

(2m) ) (2m)8
B / éwpv/ (C;fvUhv—<P'>Ul2,—<p’>Uz3,+<p”>Uz4,+<p")
: 1 ) (A.21)

€+(1)/1) _ E,(p/) + E<p/ _ p// + p> _

onde ja resolvemos as integrais nas frequéncias usando o teorema dos residuos. Substituindo

este resultado na Eq. (A.20]), encontramos Z(p) em termos de integrais nos momentos

p/ e pl/‘

A autoenergia proveniente do diagrama sunrise pode ser expandida na forma
Y3 (p,w) ~ (azw + 0357 p + c) dl (veja a se¢ao e note que aqui consideramos que 0s
acoplamentos g e g estao absorvidos em a, b e c). Aqui estamos trabalhando no ensemble
canonico fixando o nimero de impurezas no sistema N = 1, de forma que a renormalizacao
do potencial quimico da impureza nao tem nenhum efeito fisico. Por isso nao estamos

interessados em calcular dy/dl. As equagoes de RG para Z; e M sdo obtidas a partir de a
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e b, sendo independentes de c,

dZy  Zh—Z

2Hd =7 A.22
dl dl a4 (A-22)
AM M — M

Dl e Vi . A2
o = (a+b) (A.23)

As funcgoes a e b sdo encontradas a partir da autoenergia ¥ fazendo

1))

a= az—w(p =0,iw = 0), (A.24)
b 0°% ,
i a—p2(p =0,iw = 0). (A.25)

Usando as derivadas acima em E(p) [ver Egs. (A.20)-(A.21))] encontramos

expressoes para a e b em termos de integrais em dp'd¢, dp”d¢,.. As integrais nos angulos
d¢p dpy sao resolvidas primeiro. Depois, a fim de resolver as integrais em dp’dp”, conside-
ramos que p'? + p’? precisa estar dentro de uma casca esférica, i.e. estamos considerando
que a soma do quadrado dos mdédulos dos momentos internos deve percorrer uma casca
esférica. Isto é feito considerando a mudanca de varidveis p’ = k cos o, p” = ksin o, onde
integramos nos intervalos a € (0,7/2), k € (Ke~%/2 K). A integral em dk fornece um
fator proporcional a dl enquanto a integral em da s6 pode ser resolvida numericamente.

Apds manipular as expressoes para a e b encontramos as equagoes de RG,

dz, 2y 2

W= T [RGB ),
+

dM - 2o ps) ]

2 2
— = g Fs(ry,r_) + gl Fu(re,ro)| . (A.26)
dl ma [ A LA

As expressoes acima correspondem as Egs. de RG para Z; e M mostradas na Eq. (4.26)).

As fungoes Fi(ry,r_), i =1,---,4 sdo definidas como
w/2 1+ —1 1+ -1 L
F = / PN Ch syl B — |, (A.27)
0 SIN ¢ COS (L2 — sin (Qa))
F, = 1/W/Qda(l—{—r;l)(l+r:1)sin(2a) -1+ AL 577 | (A.28)
4 Jo (L? — sin?(2a))
(14 (14
F o= 2 d + = 1 —3L)sin (2
’ /0 (L2 —sin? (20))%2 {( 3L)sin (22)
2|(L? — sin? (2a))*/? — L?]
A2
* sin (2a) }’ (4.29)

K (O S (O .2 2
F, = /o dov (L7~ sin” (20) )72 sin (2av) [(1 —3L)sin” (2a) 4+ 2L }, (A.30)

onde

Lia) = (1+7rZ")cos®a+ (1+r ") sin’a. (A.31)
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Figura 43 — Gréaficos de Fy(wr_,r_), -+, Fy(wr_,r_) em funcao de r_ para diferentes

valores de w. Os eixos das abscissas estao em escala logaritmica.

Devido a dificuldade de resolver as integrais acima analiticamente, mostramos
aqui o comportamento destas fun¢des com base em resultados numéricos. Definindo
w = ry /r_, mostramos graficos de F;(wr_,r_) em fungdo de r_ para diferentes valores de
w. Sabemos que a massa efetiva da impureza M tende a aumentar com o fluxo do grupo
de renormalizagao, de forma que r_ = m_/M tende a diminuir. Semelhantemente, r, =
my /M tende a diminuir, enquando w = r, /r_ se mantém constante. Portanto, os gréficos
que disponibilizamos aqui focam em mostrar o comportamento das fungoes F;(wr_,r_)
para w da ordem de 1 e r_ nao muito grande. As fungoes Fj,--- , F; sao mostradas nas
Figs. [43|(a){43|(d), respectivamente. Note nas figuras que Fy(wr_,r_), Fy(wr_,r_) ~ 1
enquanto Fz(wr_,r_), Fy(wr_,r_) ~ 2 quando r_ < 1. Isso nos permite uma melhor
analise qualitativa das equacoes de RG . A fim de realizar uma andalise mais
precisa, é possivel integras as equagoes de RG numericamente e, em cada passo, resolver

numericamente as expressoes para as fungoes F;(r,,r_) com o valor de M renormalizado.

Observe que ao tomar gy = 0 na Eq. temos que tal acoplamento permanece
nulo ao reduzir a escala de energia. Nesse caso, ao considerar ;1 = 0 nas Egs. , estas
se simplificam. No regime que consideramos aqui calculamos a renormalizacao de Zy, que
deve ser levado em conta nas Eqs. . Tais equacgoes de RG foram obtidas a partir da
integral em um Jloop e dentro do loop temos o produto de um propagador nao interagente
de férmions majoritarios e um propagador nao interagente de uma impureza. Os férmions

majoritarios possuem peso de quase particula unitario, enquanto as impurezas possuem
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peso de quase particula Z;. Assim, este fator Z; entra no lado direito das Eqgs. (A.16]) e
recuperamos as Egs. de RG mostradas no texto principal [i.e. Eqgs. (4.206))].

A.2 Integrais na casca esférica

Para cada diagrama em um loop utilizado na correcdo dos vértices efetivos, preci-
samos calcular integrais de produtos de dois propagadores livres. A integral na energia
dv é feita em todo o espectro energético, enquanto a integral no momento interno d?p é
realizada na casca circular Ke /2 < p < K, onde dl < 1. A fim de nao precisar fazer
repetidamente estes calculos para cada diagrama, calculamos as seguintes integrais com
parametros genéricos e, f, g, no regime em que pu < K?/2M e considerando que os
momentos e as energias das pernas externas sao despreziveis, kq, ko — 0, wy, wy — 0,

d*p dv o . .
Lobedo = / Wgab(p + k1,1 +iw1)Gea(ap + ko, iav + iws)
dl

= — 06]67 [2,&0(A1 - AQ + 3A3>5a’+ +

mg + m_

5 (BA; + Ay + A3)da,— | ,

e d*p dv . . :
I3 = / “amyp G+ kv i) Galop + ko iav +iws)(ep” + - p +9)

poaK?douy [ 2apte+g (A.32)
Y TR 2]

e d*p dv . o
15 = / s G+ R, iv & i) Galap + kaiaw + iwa)(ep’ + f - p+9)
ME? L[ 2Mpe +g
i |CT K2 oMpl| %

em que @ = +, —. Os subindices de G envolvem a, b, ¢, d € {A, B}, onde A e B denotam
as subredes do sistema inicial: G,, sdo propagadores dos férmions do banho (spin para
cima) da subrede a para b e o andlogo vale para G.;; G4, por sua vez, é o propagador
dos férmions de impureza (spin para baixo). As fungoes de Green nao interagentes Gy e
Gap sao dadas pelas Eqgs. e , respectivamente. Aqui, pu é o potencial quimico
das impurezas e py = maM/(M +my) e po = mym_/(my + m_) sdo massas reduzidas.
Também definimos

Ay =64p0¢.400.c, (@ =b=c=d),

ANy =0qp0cq+ (a # b,c #d), (A.33)

A3 =04 40ca00c (@ =bF# c=d),

W ok M

onde o asterisco significa que, se b = A, entao b* = B, e vice-versa.

A seguir vamos mostrar alguns detalhes do célculo de o 4. O célculo das demais

integrais anteriores é similar. Para calcular tais integrais, usamos alguns resultados. Seja

g(z) = = + (A.34)
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uma funcao complexa. O Teorema dos Residuos nos fornece

+oo ) +R . 27TZX
g(z)dz = lim g(z)dz+ | g(2)dz =P g(z)dz = 2miRes(g, z;) = :

—00 R—oo -R ) c 21— 22
(A.35)
onde a notagao fn indica que estamos realizando uma integral ao longo de um semicirculo
na parte de cima do plano complexo, que passa pelos pontos z = +R. Na expressao
anterior, Res(g, z;) é o residuo da fungao g e y depende das partes imaginarias dos polos
Im(21) e Im(22): x =1 se Im(z1) >0 e Im(z9) <0; x =—1seIm(z;) <0elm(z)>0;e

X = 0 se Im(z;) e Im(z2) tiverem o mesmo sinal.

Temos, portanto,

Lacse = [ o [ Go0ulp i ien)Gulop + oo + )
abeda = | —U, L1V F 1w )Yeg( yilav 4+ ww
b,cd, (27r)2 . 2 b\ P 1 1)Yed\ P 2 2

:Z d2p /+Oodl/UaA(p—l—kl)Ub,,\(p—f-kl)Uc7)\/(Ozp+kg)UdyA/(Ozp—f-kg)

v/ @2n)? ) 27 [iv+iw — ex(p + k)] X [iar +iws — ex(ap + k)]

_ Z )\5)\/,_,1)\ /d2 Ua,)\(p -+ kl)Ub)\(p + kl)UC,)\/(Oép + kg)Ud,)\/(Oép + k)g)
v (2m)? iwy — iawg + ae_gr(ap + ko) — ex(p + k1) '

(A.36)
Agora integraremos o momento interno dentro da concha K’ < |p| < K, em que K' =
Ke~ /2 0 elemento dl < 1 esté relacionado com a espessura da concha na qual integramos
o momento e também esta ligado com o fluxo de grupo de renormalizagao. Sabendo que

|k1|, |k2| < |p|, consideraremos que kq, ks = 0,

A K d i
Libeda :“;W / dp bp ) / 0nUar(69)Unr(09)Ue (00)Ua(6)

o ae_gn(ap) —ex(p) J_

-1
1 1
—Adl ( + )
M_ax Ty

4 [3A1 TN Ag} 5a,}

A
- X/\: (27)?

Sat

X Z{|:A1 —A2+3A3

dl
= — 06167 |:2/L0(A1 — AQ + 3A3)(5a,+ +

m++m_

(3, + Ay + Ag)aa,} ,
(A.37)
onde usamos as expressoes (4.6)) e (4.7) na primeira linha.
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APENDICE B - Equacoes de DMFT pelo

método da cavidade

Neste apéndice seguiremos a Ref. [132] e mostraremos como o método da cavidade
para deducao da dynamical mean-field theory pode ser aplicado ao modelo de Hubbard. Tal
método é simples e pode ser facilmente generalizado para diversos modelos. Em seguida o
método da cavidade sera utilizado para obtencao das equagoes de DMFT para o modelo

do supercondutor magnético diluido apresentado na secao 7.1}

B.1 Equacoes de DMFT para o modelo de Hubbard

A idéia por tras do método da cavidade é focar em certo sitio da rede, por exemplo
o sitio ¢+ = 0, e integrar os graus de liberdade de todos os demais sitios da rede. Desta

forma se obtém uma dindmica efetiva para o sitio i = 0.

Consideremos o modelo de Hubbard,

H = - Z tij (C;'[JC]'U + C;['Ucio’) — M Z C;'[aciﬂ +U Z Nip M, (Bl)

<ij>,0 ’i,O’ 7’

em que t;; é o hopping entre sitios primeiros vizinhos (ij), CIU cria um elétron com spin o
no sitio 4, u é o potencial quimico, n;, = cj-acw e U é a repulsao local entre dois elétrons
de spins opostos. Para simplificar, consideraremos que o sistema nao passa por nenhuma
quebra de simetria de forma que o sistema estd em uma fase paramagnética invariante por
translagdo. A fungao de particao do sistema pode ser escrita em termos de uma integral

funcional sobre variaveis de Grassmann,
— T -8
Z = /Hdcwdcwe , (B.2)
o

em que a agdo S ¢é dada por

B
S = / dr (Z cjo&cig — Z tij(cjgcjg + c}c,cio) — /LZ cggcw +U anm) . (B.3)
0 o o 7

(ij)o

Agora, a fim de definir uma acao efetiva para o sitio i = 0, integramos os graus de

liberdade dos férmions nos outros sitios,

Seff[cg) 0'760701
€ > I
] I | C Ciz€ ( 4)
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Uma expressao para S.sy nos possibilitaria calcular todas as fungoes de correlagao locais
do modelo original de Hubbard. Para encontrar tal expressao para Sesf, separamos a agao

original S em trés partes,
S = Sp+AS+ S50, (B.5)
B
So = / dr (Z C(T)a(ar — [)cos + Unornm,) ) (B.6)
0 o

B
AS = —/ dTZtio(CZTUCOU + by i) (B.7)
0 io

Note que Sy é a contribuicdo da acao relacionada apenas ao sitio 7 = 0, enquanto AS estd
relacionado com a conexdo deste sitio aos demais. Finalmente, S© = S — Sy — AS é a
acao numa rede em que o sitio ¢ = 0 foi removido, bem como todas as ligagdes deste sitio
com os demais, funcionando como se tivesse sido criada uma cavidade em torno do sitio
i =0.

Ao definir n; = t;co, e realizar a integral na Eq. (B.4) sobre férmions com i # 0,

chega-se em

n=1 il"'jn70'

(0)
X Gy (Tiy * Tis Ty T (B.8)
Na equagao acima, os indices 71, - - - , J, percorrem os sitios conectados ao sitio ¢ = 0 por

meio de um hopping t;. Observe que no modelo em questao, Eq. (B.1]), s6 ha hopping

entre primeiros vizinhos. A integral na expressao acima é sobre os tempos imaginarios
0 . < . .

Tivst s Tjn € Gf;l,)__jn (Tiy =+ Tin, Tjy -+ T5,) € uma funcao de Green definida no sistema com

a cavidade, i.e. sem o sitio ¢ = 0.

A expressao acima para a acao efetiva se simplifica bastante no limite onde d é
grande. Consideremos que o hopping t;; escala com 1/ Vd. O termo com n = 1 é o Gnico
que nao se anula no limite d — co. Nesse termo, os somatérios em ¢ e em j geram juntos
um fator da ordem d?, os hoppings presentes nos fatores 7]1T ,7; geram juntos um fator da
ordem 1/d e a funcdo de Green GE?) escala com 1/ \/Zl‘i_ﬂ, em que |i — j| é a distdncia de
Manhattanﬂ entre os sitios i e j. No nosso caso, |i — j| = 2. Desta forma o termo com
n = 1 escala com d°. Por outro lado, é possivel provar que qualquer termo com n > 1 se

anula no limite de d grande [132]. Portanto, no limite d — oo, temos

Sepp = Z /dTide T]Z(Ti>77j<7'j)Gl(-?)(Ti,Tj) + Sy + const.

7:7j7a-
0
— Z /dTide ti,otijJ(r)G(Ti)Cog(Tj)ng)(Ti, 7;) + So + const. (B.9)
i7j7o-
1 A distAncia de Manhattan entre os vetores & = (x1, 2, , &) € Y = (y1,Y2, -+ ,Yn) é definida como

|z —y| = |z1 —y1| + 22 —y2| + - + |20 — ynl.
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Utilizando a Eq. , temos

B B B
Seff = —/ dT/ dT/ZCEU(T)go_l(T—T/)COU(T/)—|—U/ dr nor(7)noy (1),
0 0 - 0
(B.10)

em que a transformada de Fourier de Gy '(7) é

tj
Note que a expressao (B.10]) para a agao efetiva equivale a Eq. (6.3]) no texto principal.

Na rede de Bethe, em particular, a funcao de Green GE?) (iw) na presenca da
cavidade se anula se i # j. Isso ocorre porque nessa rede um caminho que conecta os
sitios 7 e 7, que sao primeiros vizinhos do sitio 0, deveria obrigatoriamente passar pelo
sitio 0. A funcao de Green GE? ) (iw) no sistema com cavidade é equivalente a fungao de
Green Gy;(iw) no sistema sem cavidade no limite d — oo, pois adicionar um sitio primeiro
vizinho tem uma influéncia desprezivel na funcao de Green no limite em que o nimero de
primeiros vizinhos d tende a infinito. Por fim, usamos que o nosso sistema é invariante por
translacao, de forma que a fun¢ao de Green é a mesma em todos os sitios, Gy;(iw) = G(iw).

Assim,
Gol(iw) = iw+p—t*G(iw), (B.12)

onde usamos ty; = t/ V/d. Conforme discutido na secéo , no caso em que o sistema é
nao interagente (U = 0) temos Gy(iw) = G(iw), e a Eq. (B.12]) acima se torna

G Hiw) = iw+p—t*G(iw). (B.13)

Na se¢ao a seguir usamos o procedimento discutido na presente se¢ao, chamado
método da cavidade, para encontrar as equagoes de DMFT para o supercondutor magnético
diluido.

B.2 Equagoes de DMFET para o supercondutor magnético diluido

Nesta secao derivamos com o método da cavidade as equacoes de DMFT para o
modelo utilizado na se¢ao a fim de descrever um supercondutor magnético diluido
(DMS). O Hamiltoniano usado para descrever o DMS ¢é

H = Z tijc;racja + Z(Aicucn + A;kczTTcL) - Z,ui(cjacm) +J Z Sfc;aagﬁcm.
(i5),cx 7 [NeY 1,0,a,3
(B.14)
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Em sitios ndo magnéticos temos pareamento supercondutor A; = A,,, = A, potencial
quimico f; = fpm = g € ndo hd impurezas magnéticas (S; = 0), enquanto em sitios
magnéticos estes parametros podem assumir valores diferentes, A; = Ay, pi = fhy, = 146,
e S; # 0. O somatoério no indice [ acima percorre os sitios magnéticos e os spins S; podem,
a principio, ter uma direcao diferente para cada sitio magnético. J é um acoplamento
magnético e 0¥ 5 sao matrizes de Pauli (6 = z,y, 2). A partir deste Hamiltoniano escrevemos

a acao,

5 - / dT[zcm 0r — po)eia(r) + X tch(Tlesalr)

(ig),

+Z iy (T)en(T) + Afe ﬁ( N+JT D> Slel (1 )obsc5(7)|. (B.15)
1,6,0,8

A fim de continuar a derivacao das equagoes de DMFT, vamos agora dividir o problema
em dois casos diferentes, tratados nas duas subsegoes a seguir. O primeiro caso € a situacao
mais geral em que os spins das impurezas magnéticas podem estar em diferentes direcoes,
i.e. a direcao de S; varia com o sitio 7. O segundo caso é a situacdo mais simples em que

os spins cléssicos de todas as impurezas magnéticas estao na mesma direcao, S = SZ.

B.2.1 Spins classicos em diferentes direcoes

Seja ;(1) = (1/v2)(cir(1)  ciy(7) C;T(T) czu(T))T um spinor de Nambu gene-
ralizado. O fator 1/ V2 nesta definicio aparece porque consideramos um spinor generalizado
que dobra o nimero de componentes do spinor de Nambu convencional [139]. Com este

spinor a agao é reescrita e assume a forma

S - / dr S0l ) (00— w4 THY £ HI) 44() + Sl (IR (7). (B16)
(i)

onde

10

g 0 1
00 —1 ’
00 0 -1
0 0 0 Ar

2BCs _ 0 0 —A* 0

’ 0 —-A, 0 0 |’
A, 0 0 0
S, - 0

WM = 7 ) (B.17)

0 —Si'O'T

Os elementos de HM acima sdo blocos 2 x 2, de forma que HM é uma matriz 4 x 4. O

vetor de Pauli o, cujas componentes sao as matrizes de Pauli, esta sendo multiplicado
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pelo vetor S;, que representa o spin classico de uma impureza localizada no sitio ¢ caso

este sitio seja magnético. Se o sitio ¢ for nao magnético, S; = 0.

A fim de aplicar o método da cavidade, definimos

B

Sy = / dr ¥i(7) (an poH + JHY +HBCS)¢O(T), (B.18)
0

A% = / dr 3 Lol (rYHo(7) + tod () (1), (B.19)
0 (i0)

SO — 5 _5,—AS. (B.20)

Em seguida, definimos 7;(7) = tioH")o(7) e chegamos a uma expressao semelhante a
Eq. (B.8)), obtida pelo método da cavidade aplicado ao modelo de Hubbard. Tomando

novamente o limite d — oo e considerando a rede de Bethe com t; = t/v/d, se chega em

ﬁ A
Serp = So+ Z dr dr’ nj(T)Gl(-?) (1 —7")mi(7) (B.21)
0

= So+t2/0 dr dr' it ( ZG” )H%( ), (B22)

em que Gy(1 — ) = —(Tov/20(1)V20¢] (7)) é uma funcdo de Green matricial local no
sitio i. Os fatores v/2 nesta definicdo de funcéo de Green aparecem porque consideramos um
spinor generalizado que dobra o niimero de componentes do spinor de Nambu convencional.
A fungao CA?Z(? )(7' —7') é a fungdo de Green local no sitio ¢ no sistema com a cavidade, que
equivale a é,,(r — 7') quando d — oco. Agora consideramos que = é a probabilidade de
cada sitio vizinho de 0 ser magnético e que as dire¢oes dos spins classicos das impurezas
magnéticas S; podem ter uma distribuicao de probabilidade qualquer. Consideraremos
ainda que todos os sitios vizinhos de 0 sem impureza magnética sao idénticos, i.e. tém a
mesma funcio de Green Gi;(7) = Gun(7), € que todos os sitios com spin cléssico dado

A

pelo vetor S sdo idénticos, Gyi(1) = G (7, S). Assim, o somatério em i dé
(l/d) Z éu(T - Tl) = x<ém(7 - 7-,7 S)>S + (1 - x)énm(T - 7-/)’ (B23>
(i0)
onde (---)g denota uma média sobre todas as diregdes possiveis para os spins classicos

pesados pela probabilidade de cada direcao.
Finalmente, substituindo a Eq. (B.18) na Eq. (B.22)) e considerando a transformada

de Fourier do spinor 1y (7), encontramos a agao efetiva para o sitio 0,

.1 = =5 S i) fwn)olin), (B.24)

em que

A

Go Miwn) = iwnl + poH" — JHY' — HFP
—t2H" (G (iwn, S))s + (1 = 2) Gl (i) | H. (B.25)
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Como o sistema nao possui interagoes quarticas, mas apenas interagoes quadraticas, a
fungao de Green G calculada através da agao efetiva [Eq. (B.24])] é simplesmente a funcao
de Weiss Gy. Considerando entdao que o sitio 0 pode ser magnético ou nao magnético,

chegamos as equacoes de DMFT para o sistema DMS,

A

Cromliwn) = w1 4 pH" = HPCS — U [2(Con(iwn, S))s + (1 = 2) G (i) 1,
Gl (iwn, 89) = iwnl + (n+ 8, H' — JHM(S,) — Hp
—H" (G (iwn, S))s + (1= 2) Gl (i) | H. (B.26)

Estas equagdes correspondem as equagoes mostradas no texto principal, Eqgs. (7.2).

B.2.2 Spins classicos alinhados na mesma diregao

No caso particular em que os spins de todas impurezas classicas estao na mesma
direcao, S = SZ, as equacgoes de DMFT se simplificam consideravelmente. Neste caso
pode-se tomar o spinor de Nambu ¢;(7) = (¢;+(7) ch(T))T e definir a fungao de Green
Gii(r — 1) = —(T,¢:(7)pl (1')). Seguindo os mesmos passos da subse¢ao anterior, chega-se

as equagoes de DMFT

Gol(iw,) = dw,d 4 pr® — HESS — 4272 {xém(zwn) + (1 - a:)énm(zwn)} T,

Colliwn) = w1+ (u+ 8,)7° = HpS = 272G, (iwn) + (1 = 2) G (itwn) | 7°
—JS1, (B.27)

em que 77 é a matriz de Pauli e

A*
HPOS = ( 0 A ) : (B.28)
A 0

Essas equagoes de DMFT correspondem as Egs. (|7.4)), mostradas no texto principal. Note
que agora as funcoes de Green sao matrizes 2 x 2 e a resolu¢do numérica das equagoes de
DMFT desta subsegao é mais rapida do que a resolugao das Egs. (B.26]), que envolvem

matrizes 4 x 4.
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APENDICE C — Solucdes da equacao de
DMET para um supercondutor

Neste apéndice derivamos analiticamente solugoes da equacao de dynamical mean-
field theory para um supercondutor convencional sem impurezas cujo pareamento se origina
de uma interacao de campo médio A. Na secao mostramos resultados aproximados
validos para qualquer rede e densidade de estados. Tais resultados ja sao conhecidos e foram
rederivados por nés para utilizagao no nosso artigo. Na secao mostramos expressoes

exatas que derivamos para a funcao de Green supercondutora na rede de Bethe.

C.1 Densidade de estados arbitraria

As fungdes de Green normal G e anémala F; em uma rede nao interagente, sem
impurezas, com um pareamento supercondutor A podem ser calculadas utilizando a DMFT

a partir das rela(;()esﬂ

+o0o *

Gyliw,) = / de D(E)K_CdeEQA, (C.1)
00 - )

Fy(iw,) = —ZA(iwn)/ de D(E)my (C.2)

onde D(e) é a densidade de estados no estado normal, ( = iw, + p e consideramos

Usando continuagao analitica e tomando a parte imaginaria de G4 e Fy se obtém,

para |w| > [A],

2 Vw? — A?
—|D(n+ Vw? =A%) = D(p — Vu? = A?)] } (C.3)

A

w2 — A2

m(G.(w)] = Sg“(“)”{ =D+ Vi? =) 4 D — V7 = )]

Im[F,(w)] = —Zsen(w)[D(u+ va? =A%) + D(u — Vi — A7)

Para |w| < |A|, Im[Gs(w)] = Im[Fs(w)] = 0.

1 Essas expressoes para funcdes de Green podem ser encontradas ao generalizar a abordagem de DMFT

apresentada na se¢ao [6.1] considerando fungdes de Green e autoenergia matriciais, cujos elementos fora
de diagonais estao relacionados com o pareamento supercondutor A. Detalhes podem ser encontrados
nas paginas 32-33 da Ref. [132].
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Usando as relagdes de Kramers-Kronig e tomando a expansao em série de Taylor
de D(p £ vw? — A?) até a primeira ordem em torno de pu, se encontra para |w| < |A|

RelG(w)] = —7D(n) s — 2D (1)W. (C.5)
Ro[F)] & ~mD(n)—m—s, (©6)

onde D'(u) = dD(e)/de|c=, e W é um cutoff que corresponde a borda da banda energética.

Considerando as relagoes anteriores é possivel calcular, dentro do gap,

Guw) + Gi(—w) _ AD(W

R wpua¥t T 0
Gs(w) — Gi(—w) 2w
Fy(w) AT (C8)
det[Gy(w)] _ Gs(W)Gy(—w) + Fy(w)?
Fy(w) Fy(w)
DG+ RO Wy
a mD (1) A
- ™0 e
~ A? — w2 (C.9)

onde foi considerado que as bandas no estado normal sdo quase planas em baixas energias,
D'(u)W/D(u) < 1. Substituindo os resultados acima na Eq. ([7.29)) chegamos na Eq. (7.30)).

C.2 Rede de Bethe

Aqui mostramos como derivamos uma solucao exata para a Eq. de DMFT para a

rede de Bethe supercondutora na auséncia de impurezas. A equacao de DMFT para este

sistema pode ser obtida pela Eq. (B.27) com x — 0,

G7' = R—t0"G,0%, (C.10)
R = iwl+ po® — Ad”. (C.11)
Seja T a matriz que diagonaliza R, R=TRpT!, onde Rp é diagonal. Também definimos

Gr = T7'Gy0*T e 0% = T~ '¢*T. Multiplicando cada termo da Eq. (C.10) pelo lado

esquerdo por =27 16% e multiplicando pelo lado direito por @sozT, chegamos em
G% - tiQU%éDGT -+ t72]1 = 0. (C12)

Note que esta equacao quadratica é tal que o coeficiente multiplicando GZT (i,e., 1) e o

termo constante (¢721) sdo matrizes diagonais. A solucao para esta equacio quadrética é

A

Gr = foifp+ L\/t-05Rpos Ry — 4021, (C.13)
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A fim de simplificar as relacdes anteriores definimos R* = ¢°R = V}?ZDV_I, onde

7 ¢é diagonal e 1 diagonaliza R*. Entao temos

A

oiRpoiRp = TT'RFR*T = (T7'V)RL RS (VIT). (C.14)

Uma vez que (R3R%) é diagonal, vemos que (7-'V) diagonaliza o%RposRp. Entdo

podemos reescrever a raiz quadrada na Eq. (C.13]) como

Vt-ioiRpoiRp — 4121 = \/(T-1V)(t~4 k5, 5, — 4t-21) (V1T
= VITV) (- Ry By, — a2 (V)2
= (Tt R5RE — 4t 21)Y2(V L), (C.15)

Entao
Gr = g0iRp £ LT V) (¢ 1R5 Rs, — 4¢721)V2(V1T). (C.16)

Finalmente temos, usando Gy = T'G7T!

A 1 —4Hz A —24\1/277—1

G, = @JZRO— + 2V( Ry R% — 4t721)Y2V 162, (C.17)
Note que agora aparece a raiz quadrada de uma matriz diagonal, que ¢ igual a

raiz quadrada de suas componentes. Os elementos diagonais de 1%73 sao os autovalores

de R?, que sdo r, = i+ ay/(iw)? — A% a = +, —. Substituindo os seus correspondentes

autovetores normalizados v, dentro de \7, podemos usar a Eq. 1' e encontrar uma

expressao para G.

Calculamos a Eq. a fim de obter uma expressao para [Gg(w)+G%(—w)]/Fs(w)
dentro do gap. Como resultado obtivemos uma expressao analitica grande e complicada,
mas que se ajusta perfeitamente em um semicirculo. Em w = 0 pudemos encontrar a
expressao aproximada [G4(0) + GZ(—0)]/Fs(0) ~ —u sgn(A)/t. Portanto,

Giw)+Gi—w) _ GO +Gi=0) [ W psen(d) [P
Fo(w) F,(0) A2 ; A2
~ A? = o2, (C.18)

Esta expressao é um pouco mais precisa do que a Eq. aplicada a rede de Bethe.
Nesta rede temos D(e) = /42 —2/27t? e portanto a Eq. fornece [Gs(w) +
G¥(—w)]/Fy(w) ~ —2uy/A? — w?/7tA, diferindo da Eq. por um fator 2/m. Embora
a Eq. seja mais precisa, a principio ela so é valida na rede de Bethe. A Eq. ,
valida para redes arbitrarias, ¢ uma aproximacao razoavelmente boa para o tipo de in-
vestigagdo que fazemos na parte [[] desta tese. Esta expressao mais geral foi utilizada na

secao e, conforme se vé na Fig. também leva a bons resultados.
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