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APRESENTACAO

Este livro foi escrito para ser utilizado no curso de Licenciatura em Ma-
temdtica a distancia oferecido pela UFMG.

Tendo em vista que este livro é destinado a cursos a distancia, o texto possui
caracteristicas especificas para assim ser utilizado.

Neste livro introduzimos os conceitos de funcdes crescentes e funcdes de-
crescentes e de inversa de uma funcdo. Falamos sobre limite, continuidade
e diferenciabilidade de funcdes de uma varidvel real. Definimos as funcdes
exponenciais e logaritmicas e introduzimos algumas noc¢des de topologia.

Na Aula 1 introduzimos o conceito inversa de uma funcdo, mostramos que
uma funcdo é bijetiva se, e somente se, ela tiver inversa. Introduzimos os
conceitos de fungles crescente e decrescente e mostramos que estas sao in-
jetivas.

Na Aula 2 introduzimos o conceito de limite de uma funcdo, mostramos
as suas propriedades, provamos o Teorema do Sanduiche e damos varias
aplicacdes do mesmo. Falamos sobre limites infinitos e de limites no infinito.
A partir da definicao calculamos os limites de algumas funcdes elementares,
tais como polinémios, fun¢des trigonométricas e a raiz quadrada.

Na Aula 3 introduzimos o conceito de continuidade e provamos as suas
propriedades. Mostramos que algumas fun¢Ges elementares, tais como po-
linbmios, razao de polindmios, as funcdes trigonométricas e a raiz quadrada
sao continuas. Mostramos que a composta de fungdes continuas é uma
funcao continua. Provamos que funcdes continuas em intervalos fechados e
limitados sao limitadas, provamos os Teoremas do Valor Intermedidrio e do
Valor Extremo.

Na Aula 4 introduzimos o conceito de derivada e mostramos as suas pro-
priedades. A partir da definicdo, calculamos as derivadas de varias fun¢es.
Provamos a Regra da Cadeia e demos varios exemplos de aplicagbes da
mesma. Introduzimos os conceitos de maximo e minimo locais e globais,
bem como o conceito de pontos criticos. Provamos os Teoremas de Fermat,
de Rolle e do Valor Médio. Descrevemos como calcular os valores maximo
e minimo globais de uma fun¢do continua num intervalo fechado e limitado.
Damos varias aplicacdes do Teorema do Valor Médio.



Na Aula 5 definimos as funcdes exponeciais a*, onde a é um nidmero real
positivo e diferente de 1. Mais precisamente, mostramos que se (1) for
uma sequéncia qualquer de niumeros racionais convergindo para x, entdo a
sequéncia (a™) é convergente e o seu limite ndo depende de (r,), com isso
definimos a* como o limite da sequéncia (a""). Mostramos as propriedades
da fungdo a*, que ela é continua, injetiva e sobrejetiva, e calculamos a sua
derivada.

Na Aula 6 definimos a inversa da funcdo a*, ou seja, a funcdo loga X, € mos-
tramos as propriedades desta funcdo. Calculamos as derivadas das funcoes
logaritmicas.

Na Aula 7 damos algumas no¢des de topologia, ou seja, os conceitos de con-
juntos aberto, fechado e compacto e de pontos de acumulacdo. Mostramos
que o supremo e o infimo de um conjunto compacto pertencem ao mesmo.
Mostramos a generaliza¢ao Teorema dos Intervalos Encaixantes para conjun-
tos compactos. Provamos o Teorema de Heine-Borel.
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AULA1: FUNCOES DE VARIAVEL REAL

OBJETIVOS

Ao final dessa aula, o aluno devera ser capaz de:

1. Compreender os conceitos de fun¢do de uma variavel real e de pré-imagem de
uma fungéo.

2. Compreender os conceitos de fun¢des crescentes e decrescentes e de inversa de
uma fungao.

1.1 A definicao de fun¢ao de uma variavel real

No curso de Fundamentos de Analise I, vimos a defini¢do de uma fungédo f : A —
B, onde A e B eram conjuntos arbitrédrios, chamados de dominio e contradominio
de f, respectivamente. Neste curso estaremos interessados num caso particular
em que A e B sdo subconjuntos de R, portanto f assumira valores reais, por isso
dizemos que f é uma fungdo real.

E importante ficar claro que para definirmos uma fungao precisamos especificar
ndo s6 a regra que a define, mas também o seu dominio, pois para uma mesma
regra, ao considerarmos diferentes dominios, teremos diferentes fun¢des. Por
exemplo, f : R — R, dada por f(x) = x> e ¢ : (1,1) — R, dada por g(x) =
x?, sdo fungdes diferentes, pois os seus dominios sdo diferentes. H4 situagdes
em que especificamos apenas a regra que define a fun¢do f; neste caso estard
implicito que o seu dominio é o maior subconjunto de IR, para o qual a regra faca
sentido, ou seja, f(x) é um numero real. Por exemplo, para f(x) = /x, 0 maior
subconjunto de R, para o qual f estd definida é [0,00). Ja a funcdo f(x) = 1/x
estd definida para todo x # 0, enquanto a funcdo f(x) = Inx estd definida para
todo x > 0.

Exemplo 1.1. A fungio f : R — R, definida por f(x) = x, é bijetiva.

De fato, dados x,y € R, se x # y, temos

f)=x#y=fy)

portanto f(x) # f(y) e concluimos que f é injetiva. Por outro lado, dado y € R,
se tomarmos x = y, teremos
flx)=x=y,

0 que mostra que para todo vy € R a equagdo f(x) = y, sempre tem solugdo, por-
tanto, f é sobrejetiva. Como f é injetiva e sobrejetiva, ela é bijetiva. O

Exemplo 1.2. A f : R — R, definida por f(x) = x3, é injetiva e sobrejetiva.

AULA 1: FUNCOES DE VARIAVEL REAL 11
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De fato, suponha que x; # X, digamos x1 < x», mostraremos que f(x1) # f(x2).
Como

flxz) = f(ar) = x5 — 27 = (x2 — x1) (33 + 211 + 27),

e X1 # Xp, segue-se que f(x1) = f(x2) se, e somente se,
x5+ xpx1 + x3 = 0.

Temos duas possibilidades: x;x > 0 ou x1x2 < 0, no primeiro caso, temos
x% + xoxq + x% > x% + x% > 0, no segundo caso temos x% + xoxq + x% = (xp —
xl)2 —x1xp2 > —x1X2 > 0, portanto, em ambos 0s casos temos, x% + x0x1 + x% > 0,
logo f(x2) — f(x1) > 0, com isso concluimos que f é injetiva.

Vimos na Aula 5 do curso de Fundamentos de Anélise I que dado y > 0, que
existe um (tinico) numero real x, denotado por J/y, tal que x> = y. Por outro
lado, se y < 0, tome x = — /]y, entdo x®> = —|y| = y. Logo, para todo y € R,
existe x € R, tal que x> = vy, 0 que mostra que a imagem de f é igual ao seu
contradominio, portanto, f é sobrejetiva. O

Lembramos que o gréafico de uma fungdo f : A — B é o conjunto dos pontos

{(x,f(x)) : x € A}. (1.1)

Se A e B forem subconjuntos de R, a representac¢do dos pontos de (1.1) no plano é
uma curva. Por exemplo, se f : R — R, for definida por f(x) = x?, o seu gréfico
é o conjunto {(x,x?) : x € R}, o qual esté representado na Figura 1.1.

Figura 1.1: O gréfico de f(x) = x2, x € R.

FUNDAMENTOS DE ANALISE Il



No caso em que A e B sdo subconjuntos de IR, podemos dar uma interpretagdo
geométrica para os conceitos de injetividade, sobrejetividade e bijetividade. Uma
fungdo f : A — B é injetiva, se para todo b € B, areta y = b intersecta o gréfico
de f no maximo em um ponto. Por outro lado, f serd sobrejetiva, se para todo
b € B, aretay = b intersecta o grafico de f em pelo menos num ponto. Portanto,
f seré bijetiva se, e somente se, para todo b € B, a reta y = b intersecta o gréfico
de f em exatamente um ponto.

A fungdo f : R — R, definida por f(x) = x?, ndo é injetiva, pois para todo b > 0
a reta y = b intersecta o seu gréfico em dois pontos (£b, b?). Ela também nao é
sobrejetiva, pois se b < 0, a reta y = b ndo intersecta o grafico de f, pois f(x) > 0,
para todo x. Note que a fungdo g : [0,00) — R, definida por g(x) = x?, é injetiva
mas néo é sobrejetiva; por qué? Além disso, a fungdo h : [0,00) — [0, ), definida
por i(x) = x2, é injetiva e sobrejetiva; por qué?

1.2 Imagem e pré-imagem de uma funcao

Definic¢ao 1.1. Dada uma fungio f : A — B, se M C A, denotamos por
f(M) ={f(a) : ac M},
chamado de imagem de M por f. Dado N C B, definimos
fIN)={xe€A: f(x) e N}

O conjunto f~1(N) é chamado de pré-imagem ou imagem inversa de N pela funcio
f.

Vale a pena ressaltar que na definigdo acima o simbolo f~! ndo representa a in-
versa de f, a qual serd definida na Definicado 1.4.

Exemplo 1.3. Seja f : {a,b,c} — {1,2,3,4}, definida por
fla)=2, f(b)=4, f(c)=1.

Entio f({a,b} = {2,4} e f1({1,2}) = {a,c} e f1({3}) = .

Exemplo 1.4. Seja f : R — R, definida por f(x) = x?, entdo f([—1,3)) = [0,9) e
F,4] = [-2,-1]U1,2].

Nos dois teoremas seguintes, os conjuntos A e B sdo bem gerais, ndo precisando
ser subconjuntos de R.

Teorema 1.1. Dada uma fungio f : A — B, sejam M, N C B. Entdo
fTUMAN) = 7Y M) N fTHN).

AULA 1: FUNCOES DE VARIAVEL REAL
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Prova. Suponha que x € f~'(M N N), entdo, f(x) € MN N, ou seja, f(x) € M
e f(x) € N, portanto x € f~1(M) e x pertence a f~}(N), logo, x € f~1{(M) N
f~1(N), o que mostra que

fHUMNN) C (M) N fHN). (12)

(
Por outro lado, se x € f~1(M)N f~}(N), entdo x € f}(M)ex € f1(N),
portanto f(x) € Me f(x) € N, logo f(x) pertence a M N N, consequentemente
x € f~1{(M N N). Disso concluimos que

FHM) N fHN) € fTH(MNN). (1.3)
De (1.2) e (1.3), concluimos a demonstracdo do teorema. O

Teorema 1.2. Dada uma funcgio f : A — B, sejam M, N C A. Entdo

fIMUN) = f(M)U f(N).

Prova. Suponha que y € f(MUN), entdo y = f(x), onde x € M U N, portanto
x € Moux € N,sex € M,entdioy € f(M),se x € N, entdioy € f(N), de
qualquer formay € f(M) U f(N), portanto

f(MUN) C f(M)U f(N). (1.4)

Por outro lado, se y € f(M) U f(N), entdao y € f(M) ou y pertence a f(N). Se
y € f(M), entdo existe x € M, tal que y = f(x), sey € f(N), existe x € N, tal
que ¥ = f(x). De qualquer forma, existe x € M U N, tal que f(x) = y, ou seja,
y € f(MUN), isto mostra que

FIM)UfF(N) C f(MUN). (1.5)

De (1.4) e (1.5), concluimos a demonstragdo do teorema. O

1.3 Funcgoes crescentes e fun¢des decrescentes

Definicao 1.2. Seja I um intervalo da reta, podendo ele ser a reta toda, dizemos que uma
fungdo f : I — IR é crescente em I, se para todo x1,x, € I, com x1 < xp, tivermos

f(x1) < f(x2).

Teorema 1.3. Se f for crescente em I, entdo f é injetiva em I.

Prova. Suponha que f seja crescente em I e sejam x1,xp € I, com x; # xp, afir-
mamos que f(x1) # f(x2). Como x; e xp sdo diferentes, temos uma das se-
guintes possibilidades: (i) x; < xp ou (ii) x < x;. Como f é crescente em I,
no caso (i) temos f(x1) < f(x2) e no caso (ii) temos f(x2) < f(x7), portanto

f(x1) # f(x2). 0

FUNDAMENTOS DE ANALISE Il



Por indug¢do podemos mostrar que para quaisquer nimeros reais a e b e inteiro
positivo 7, temos

A" —b" = (a—b)(@"  +a" P+ a" P . 40", (1.6)
usaremos este resultado nos trés exemplos seguintes.
Exemplo 1.5. Seja n um inteiro positivo e f : [0,00) — R, definida por
fx) =x".
Entdo f é crescente.

De fato, em virtude de (1.6), temos

fa) = flx) = x5 —xf

= (xa—x)(xf T a2 2.

Portanto se xp > x1 > 0, entdo f(x2) > f(x1), 0 que mostra que f é crescente. [J

Exemplo 1.6. Seja n um inteiro positivo e g : [0,00) — [0, ), definida por

g(x) = x1/7,

Entio g é crescente.
De fato, suponha que x, > x1, entdo tendo em vista (1.6), podemos escrever
x—x1 = g(x2)" —g(x1)"
= (8(x2) —g(x1)) (g(xz)”’1 +8(x2)" g (x1)+
...+g(x1)”’1>. (1.7)

Como x; > x1, entdo x, — x; > 0. Como g(x) > O parax > 0e g(0) = 0, segue
g(xp) > 0eg(x1) >0, logo

g(x2)" !+ g(x2)"?g (1) +... +g(x1)" ! > 0.

Portanto de (1.7), concluimos que

g(x2) —g(x1) >0,

0 que mostra que g € crescente.

Exemplo 1.7. Sejam m, n inteiros positivos e h : [0, 00) — R definida por
h(x) = X"/ (= (xm)1/n),

Entio h é crescente.

AULA 1: FUNCOES DE VARIAVEL REAL
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De fato, note que
! h(x) = g(f(x)).

Suponha que x; > x1 > 0, como a fungdo f é crescente, temos

fx1) < f(x2)

e como g é crescente, temos

8(f(x1)) < g(f(x2)),

portanto h(x1) < h(xz), 0 que mostra que h é crescente. O

Definicao 1.3. Seja I C R, dizemos que uma fungio f : I — R é decrescente em 1, se
para todos x1,xp € I com x1 < xy tivermos f(x1) > f(x2).

Exercicio 1.1. Mostre que se f for decrescente em I, entdo f é injetiva em I.

Na Aula 4 estudaremos a derivada de uma fungdo e veremos que ela nos da
informagdes sobre os intervalos de crescimento e de decrescimento de uma fungao
derivavel.

1.4 A inversa de uma funcao

Definic¢ao 1.4. Dada uma fungio f : A — B, dizemos que f tem inversa, se existir uma
fungdo g : B — A, tal que

(fog)(x)=x, VxcB

(gof)(x)=x, VxeA.
Usamos a notacdo f !, para denotar a a inversa de f.

Exemplo 1.8. Seja f : R — R, definida por f(x) = x + 1. Mostre que g : R — R,
definida por g(x) = x — 1 é a inversa de f.

Solucio. Seja g(x) = x — 1, entdo para todo x € R, temos

F(8(x) = Flx—1) = (x— 1) +1 =x

gf(x) =glx+1) =(x+1) -1=x

16 FUNDAMENTOS DE ANALISE Il
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O aluno deve estar perguntando como foi encontrada a inversa de f no exemplo
anterior. O que fizemos foi o seguinte: da equagdo y = x + 1 podemos encontrar x
em fungdo de y e temos x = y — 1; ou seja, a inversa de f é a fungdo que f1(y) =
g(y) = y — 1. Como é comum usarmos x como a variavel independente, subs-
tituimos x por y e y por x nesta equacdo e temos que f!(x) = g(x) = x — 1.
Em geral, se quisemos encontrar a inversa de y = f(x), consideramos a equagao
x = f(y) e desta tentamos encontrar y em funcdo de x, a qual serd f~!(x). Quase
nunca é possivel resolver a equagdo x = f(y), mesmo no caso mais simples que
possamos imaginar em que f(y) é um polinémio.

Exercicio 1.2. Encontre a formula para a fungdo inversa das fungdes abaixo.
(i) f(x) = x>+ 1.

(ii) f : R—{—-3/2} — R — {2}, definida por f(x) = %.

Teorema 1.4. Sejam S, T conjuntose f : S — T uma fungdo. Mostre que f é bijetiva se,
e somente se, f tem inversa.

Prova. Suponha que f seja bijetiva, mostraremos que f tem inversa. De fato, dado
qualquery € T, existe x € S, tal que f(x) =y, pois f é sobrejetiva e este x é tinico,
pois f éinjetiva. Isto nos permite definir g : T — S, por g(y) = x, onde x é o0 inico
elemento de S, tal que f(x) = y. Por construcdo (fog)(y) = f(g(y)) = f(x) =y,
paratodoy € Te (go f)(x) = g(f(x)) = g(y) = x, para todo x € S. Ou seja,

g=f1

Reciprocamente, suponha que f tenha uma inversa, a qual denotaremos por
g. Mostraremos que f é sobrejetiva e injetiva. De fato, dado y € T, temos
f(&(y)) =y, seja x € S, definido por x = g(y), entdo f(x) = f(g(y)) = y, logo
é f é sobrejetiva. Tome x,x" € S, tal que x # ¥/, afirmamos que f(x) # f(x'),
caso contrério, teriamos x = ¢(f(x)) = g(f(x’)) = «/, 0 que seria um absurdo,
portanto f é injetiva. O

Definicdo 1.5. Seja A um subconjunto de R, tal que se x € A, entdo —x € A. Dizemos
que f : A — R é uma fungdo par, se f(—x) = f(x), para todo x € A. Se f(—x) =
—f(x), para todo x € A, dizemos que f é uma fun¢do impar.

Exemplo 1.9. As fungdes cos x e x? silo pares e as fungoes sen x e x2 silo fungdes impares,

quando definidas na reta toda ou num intervalo (—a, a), onde a > 0.

AULA 1: FUNCOES DE VARIAVEL REAL
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Exemplo 1.10. Se f for impar, entdo f(0) = 0.

De fato, como f é impar,

f(0) = f(=0) = =£(0),
logo f(0) = —f(0), ouseja, 2f(0) = 0, o que implica

£(0) = 0.
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1.5 Exercicios

Exercicio 1.3. Seja f : A — B uma fungdo injetiva e seja C a imagem de f. Por que a
fungio g : A — C, definida por g(x) = f(x) para todo x € A, é bijetiva?

Exercicio 1.4. A fungio f(x) = |x + 1|, x € R, é injetiva?
Exercicio 1.5. Mostre que a fungio f : R — {2} — R — {1}, definida por

é bijetiva e encontre a sua inversa.

Exercicio 1.6. Mostre que a fungio f : R — [—1,00), definida por
fx) = x* +2x,

é sobrejetiva, mas nio é injetiva.

Exercicio 1.7. Encontre as inversas das seguintes fungoes:

(1) f(x) =+v/10—3x, x<10/3,
() f(x) =2 +3,
(3) f(x) = (2x + 8)3.

Exercicio 1.8. Mostre que as fungdes abaixo sio bijetivas e encontre as suas inversas.

(1) f: R—{2} — R — {5}, definida por f(x) = oxt1

x—2"7

(2) f: R—{-3/2} — R — {2}, definida por f(x) = %g%

Exercicio 1.9. (Revisio) Diga se as afirmagdes abaixo sio verdadeiras ou falsas, justifi-
cando a sua opgao.

(1) Existe uma fungdo bijetiva f : N — Q,
(2) Existe uma fungdo bijetiva f : N — R,

(3) Existe uma fungio bijetiva f : {1,2,...,n} — P({1,2,...,n}).

AULA 1: FUNCOES DE VARIAVEL REAL
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AULA2: LIMITE DE UMA FUNCAO REAL

OBJETIVOS

Ao final dessa aula, o aluno deverd ser capaz de:

1. Compreender o conceito de limite de uma fungdo, as suas propriedades e as
suas implicagoes.

2. Calcular limites a partir da definigao.

3. Aplicar o Teorema do Sanduiche.

4. Compreender os conceitos de limites infinitos e de limites no infinito, bem
como calculé-los.

2.1 Defini¢ao de limite de uma funcao

Defini¢ao 2.1. Dado um niimero real x,, dizemos que um conjunto V é uma vizinhanga
de x,, se existir algum niimero real « > 0, tal que (x, — &, xo +a) C V. Se de uma
vizinhanga de x, retirarmos o ponto x,, dizemos que o conjunto obtido é uma vizinhanga
deletada de x,. Em particular o conjunto dos x, tais que 0 < |x — x,| < a, 0 qual é
precisamente (X, — &, X,) U (X,, Xo + &) é um exemplo de vizinhanga deletada de x,.

Na defini¢ao de limite, a qual serd dada nesta aula, estaremos interessados em sa-
ber o que acontece com uma fungdo f(x) para valores de x proximos de x,, mas
x # x,. Em outras palavras, a funcio precisa estar definida numa vizinhanga de-
latada de x,. Por exemplo, embora a fun¢do *£* nao esteja definida para x = 0,
nada nos impede de perguntarmos o que acontece a ela, a medida em que toma-
mos x cada vez mais préximos de 0. Por exemplo, poderiamos perguntar se os

valores desta funcdo estdo ficando cada vez mais préximos de um namero real L.

Consideraremos, por exemplo, a seguinte fungdo:

x?2—1

flo) ==

Embora x = 1 ndo faga parte do seu dominio, ela estd definida para todo x # 1,
portanto podemos perguntar o que acontece com os valores de f(x), a medida
em que x fica cada vez mais préximo de 1. E claro que para todo x # 1, podemos

escrever
flay= BZDE+D Ly

x—1

o que é equivalente a
flx)—2=x—-1.

Portanto, se tomarmos x cada vez mais proximos de 1, os valores de f(x) ficam
cada vez mais proximos de 2. Em particular, se quisermos, por exemplo, que
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|f(x) — 2| < 1071, basta que tomemos 0 < |x — 1| < 10712

A fim de formalizarmos o que foi dito, acima temos duas no¢des de proximidade:
a primeira é a proximidade de f(x) do valor 2, a qual é medida por |f(x) —2|. A
segunda é a proximidade de x ao ponto x = 1, a qual é medida por |x — 1|. Por
isso introduziremos dois ntimeros positivos € e J, o primeiro mede a proximidade
de f(x) ao 2, e 0 segundo mede a proximidade de x a 1. No presente caso, dado
€ > 0, se tomarmos ¢ = €, entdo sempre que 0 < |x — 1| < J, teremos

If(x) =2|=|x—1|<d=e.

Resumindo o que foi dito acima, dado arbitrariamente € > 0, mostramos que
existe um 6 > 0, tal que se 0 < |x — 1| < 4, entdo |f(x) — 2| < e. No presente
caso, uma possivel escolha é tomarmos § = €. Em virtude disso, dizemos que o
limite de f(x) quando x tende a 1 é 2 e escrevemos

lim f(x) =2,
x—1
ou seja,
2 _
lim * =1~ o,
x—1 x—1

Definicdo 2.2. Seja f uma funcgio definida numa vizinhanga deletada do ponto x,. Se
existir um niimero real L, de modo que para todo € > 0, exista um & > 0, tal que

[f(x) = L[ <e,

sempre que 0 < |x — xo| < 6, dizemos que o limite de f(x) quando x tende a x, é L e
escrevernos

lim f(x) = L.

x—>xof( )
Embora no exemplo que consideramos acima tomamos § = €, em geral, a de-
pendéncia de 6 com € pode ser complicada.

Teorema 2.1. (Unicidade do limite) Seja f definida numa vizinhanga delatada de x =
Xo. Se lim f(x) existir ele é tinico.
X—X,
Prova. Suponha que 1i_>m f(x)=1Le 1i_>m f(x) = M, mostraremos que L = M. Se
X—Xo X—Xo
tivéssemos L # M, digamos L < M, na defini¢do de limite tomariamos € = %
Para este €, como ILm f(x) = L, existiria 1 > 0, tal que se 0 < |x — x,| < &1,
X—Xo
entdo terfamos | f(x) — L| < €. Visto que li_>m f(x) = M, existiria &, > 0, tal que se
X—Xo
0 < |x — x,| < Jy, entdo terfamos |f(x) — M| < €. Se tomarmos 6 = min{dy, >},
entdo para 0 < |x — x,| < 4, terfamos |f(x) — L| < € e também |f(x) — M| <€, 0
que equivale dizer que f(x) € (L—¢,L+€) e f(x) € (M —e, M +e€), 0 que seria
um absurdo, pois estes intervalos sdo disjuntos. O
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Exemplo 2.1. Suponha que ILm f(x) exista. Entdo para todo € > 0 e toda constante
X—Xo

positiva k, existe § > 0, tal que se 0 < |x — x,| < J, entdo |f(x) — L| < ke.

De fato, dados arbitrariamente € e k positivos, seja € = ke. Na defini¢do de limite,
para este valor de €, existe 6 > 0, tal que se 0 < |x — x,| < , entdo |f(x) — L| <€,
ouseja, |f(x) — L| < ke. O

Em muitas situagdes aplicaremos o resultado do exemplo acima fazendo k = 1/2
ou k = 1/3; mas outras escolhas do valor de k também serdo consideradas e, de-
pendera do problema.

Exercicio 2.1. Seja f(x) = c, para todo x, onde ¢ é uma constante. Usando € e 6,
mostre que para todo x,, temos

lim f(x) =¢,

X—X,

Exercicio 2.2. Seja f(x) = x, para todo x. Usando € e 5, mostre que para todo x,,
temos

X—r X,

Exemplo 2.2. Seja f(x) = 2x + 3, mostraremos a partir da defini¢ciio que

lim f(x) =2x,+3,

X— X,
para todo x, € R.

De fato, dado € > 0, tome § = €/2, portanto, se 0 < |x — x,| < ¢, temos

1f(x) = (2x,+3)| =2|x — x| <20 =2 = =,

NI M

0 que mostra que lim f(x) = 2x, + 3. O

X—X,
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Exercicio 2.3. Demonstre cada afirmagio usando € e d.

(a) li_>n})x/5 =3/5.

(b) lim (4 _ %") _7

x——5

2 4+x—12
Iim———m =
(C) xlirll% x—3
(d) limx? = 0.

x—0

(e) limx® = 8.
x—2

7.

Exercicio 2.4. Seja

| 0, sex for racional
Hen) = { 1, sex for irracional *

Mostre que lim f (x) ndo existe.
x—0

Sugestao: Note que em qualquer vizinhanga deletada de x = 0 existem niimeros
racionais e niimeros irracionais. Na defini¢do de limite tome e = 1/2.

Exercicio 2.5. Encontre um niimero 6 > 0, tal que se |x — 2| < 6, entdo |[4x — 8| <

€, onde € = %.

Exemplo 2.3. Suponha que li_>m f(x) exista e seja ¢ uma constante qualquer. Entdo
X—Xo

im (cf(x)) = ( tim £()) .

X—X, X—Xo

De fato, seja L = li_>m f(x). Dado € > 0, em virtude do Exercicio 2.1, existe 6 > 0,
X—X,

tal que 0 < |x — x,| < J implica |f(x) — L| < ﬁ, portanto

f (¥) = Ll = el f(x) = LI < lel g7 <&
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o que mostra que lim (¢f(x)) = cL. O

XX

Teorema 2.2. Suponha que limy_,y, f(x) exista, entdo existem constantes positivas K e
a, tais que se 0 < |x — x,| < a, entio

[f(x)] <K

Prova. Seja L = li_>m f(x). Na definicdo de limite, tome € = 1, entdo existe «
X—X,

positivo, tal que se 0 < |x — x,| < &, temos |f(x) — L| < 1, isto juntamente com a
desigualdade triangular implicam que

f)f=1(f(x) = L) + L] < |f(x) = L| + |L] <1+ [L|.

Fazendo K = |L| 4 1, concluimos a nossa demonstragéo. O

O teorema acima diz que se lim f(x) existir, entdo f tem que ser limitada numa
X—X,

vizinhanga deletada de x,; em particular, se uma fun¢do néo for limitada numa

vizinhanga deletada de x,, entdo lim f(x) ndo pode existir.
X—Xo

Exemplo 2.4. Para todo x, > 0, temos

lim /x = /%,.

X—rXo
De fato, dado € > 0, tome
. Xo
0 = min {E,\/xo e} .
Se tomarmos 0 < |x — x,| < J, entdo x > x, —J, como 6 < F, temos x > 3 > 0,
portanto x estard no dominio da fungdo /x. Por outro lado,

|x — x|

Vx= v " RV

B ’ X — Xo
VXt /%o

|x — x,|
< < g,
VX0 VX0
na tltima desigualdade usamos que § < /x, €. O

Exercicio 2.6. Mostre que li_>m f(x) = L se, e somente se,
X—X,

lim [f(x) — L| = 0.

X— X,
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Exemplo 2.5. Se

i, 8t =M,
entdo
lim [g(x)] = |M].

De fato, o caso em que M = 0 deixamos para o aluno no Exercicio 2.6; portanto,
a seguir vamos assumir que M # 0. Como lim ¢(x) = M, fazendo € = %,
X—X,

encontramos 61 > 0, tal que se 0 < |x — x,| < J1, entdo

M
5 — ) < 2
ou seja,
M—|2M<g(x)<M—|-%. (2.1)

. . . . ~ M
Da primeira desigualdade de (2.1) concluimos que se M > 0, entdo g(x) > =.

Por outro lado, da segunda desigualdade de (2.1) concluimos que se M < 0,
entdo g(x) < 4. Portanto, g(x) e M tém o mesmo sinal se 0 < |x — x,| < 01, em
particular nesta vizinhanga deletada temos

8(x) = M| = [lg(x)| — |M[], (22)
Como lim g(x) = M, dado € > 0, existe 6, > 0, tal que se 0 < |x — xo| < Iy,

X—Xo
entao

g(x) — M| <e. (2.3)
Seja & = {61,0,}, em virtude de (2.2) e (2.3) ,se 0 < |x — x,| < J temos
l1g(x)| — [M]| = |g(x) — M| <e.
[

Exemplo 2.6. Suponha que lim g(x) = M e M # 0. Entdo existe o« > 0, tal que se

X—X,
0 < |x — x| < a, temos
M
8] > 2.

De fato, se fizermos & = 1, onde §; foi encontrado no exercicio anterior, para
0 < |x — xo| < &, valem as seguintes afirmagdes:

(i) se M > 0, entdo g(x) > M = |¢(x)| > %,

(ii) se M < 0, entdo g(x) < & = |g(x)| > |2M O
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Teorema 2.3. Suponha que lgm g(x) # 0. Mostre que
X—X,
lim LI !
=% g(x)  limyy, g(x)

Prova. Seja lim g(x) = M, onde M # 0. No Exemplo 2.6, vimos que existe & > 0,

X—Xo

tal que se 0 < |x — x| < a, entdo teremos |g(x)| > ‘ZM, o que é equivalente a

1 _ 2
[Mllg(x)] — [M]*

Dado € > 0, como ILm g(x) = M, existe 6 > 0 (o qual tomaremos menor do que
X—Xo

w), tal que se 0 < |x — x,| < 4, entdo

(2.4)

eM?
8(x) = M| < ——. (2.5)
Portanto, se 0 < |x — x,| < ¢, valem as relagdes (2.4) e (2.5), logo
1 1 1 elM> 2
——— | =|gx)—M < =€
7 | = 9 MG <S5 e

2.2 Propriedades do limite

Em geral calcular os limites a partir da defini¢do pode ser muito técnico; o que
mostraremos a seguir sao as propriedades dos limites, com as quais podemos
calcular limites de fun¢des mais complicadas, a partir do conhecimento de limites
de func¢des mais simples.

Teorema 2.4. Sejam f e g fungoes definidas numa vizinhanga deletada de x = x, e su-
ponha que J}Ln;o f(x)e xlggclo g(x) existam. Entdo valem as propriedades abaixo.

(i) Para toda constante c, temos

lim (cf(x)) =c¢ (hm f(x)) .

(i) Jim () + g(3)) = i f(2) + lim g(x).
i) tim (F(1)g(0) = (Jim £ ) ( fimg () )

(iv) Se lim g(x) # 0, entdo

X—Xo

lim f(x
lim f) = x.—>x0f( )
= g(x) - limg(x)
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Prova. Sejam L = lim f(x) e M = lim g(x).

X—Xo X—Xo

A propriedade (i) ja foi provada no Exemplo 2.3.
A seguir provaremos a propriedade (ii). Como

lim f(x) =L e limg(x)=M,

X—Xo X—Xo

dado e > 0, existe § > 0, tal que se 0 < |x — x,| < J, entdo |f(x) —L| < §e
|g(x) — M| < §, isto juntamente com a desigualdade triangular implicam que

[(f(x) +8(x)) = (L+M)[ = [(f(x) = L)+ (g(x) = M)]
< |f(x) = L[+ [g(x) — M|
< SH5=¢

o que mostra a propriedade (ii).

A seguir mostraremos a propriedade (iii). Seja dado € > 0. Como lim g(x) existe,

pelo Teorema 2.2 existem constantes positivas a e K, tais que 0 < |x — x,| < &,
implica que

Ig(x)] < K. (2.6)
Como lim f(x) = L, existe 1 > 0 (assumiremos 61 < ), tal quese 0 < |x — x,| <
01, entao
€
f(x) = L] < 5% 2.7)

Da mesma forma, como xh_)rgcl ¢(x) = M, existe um § > 0 (assumiremos 6 < 1),
tal que se 0 < |x — x,| < 4, entdo
19(x) = M| < 5t (2.8)
§ 2(L[+1) ‘

Portanto, se 0 < |x — x,| < J, entdo valem (2.6), (2.7) e (2.8); portanto, da desi-
gualdade triangular, temos

[(f(x)g(x)) = (LM)]|

<

€ €

£ K L
< & Xty I
< S48

2 2 7
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0 que mostra a propriedade (iii).

A propriedade (iv) ¢ uma consequéncia do Teorema 2.3 e da propriedade (iii). [

Exemplo 2.7. Combinando-se as propriedades (i) e (ii), seque por indugdo que se os
limites 1i_>m fi(x), ..., li_>m fn(x) existirem, entdo para quaisquer constantes cy, . .., Cyp,
X—Xo X—rXo

temos

n n
lim 1:21 cifi(x) = 1:21 ¢; lim fi(x).

Exemplo 2.8. Da propriedade (iii), seque por indugio que se os limites li_>m fi(x), ...,
X—X,

xh_)n;g fn(x) existirem, entdo

lim (f1(x)... fu(x)) = <lim fl(x)) <lim fn(x)) .

X— X, X—Xo X—Xo

Exemplo 2.9. Seja seja P(x) uma fungdo polinomial. Usando o Exercicio 2.2 e os Exem-
plos (2.7) — (2.8), concluimos que

lim P(x) = P(x,).

X—Xo

Exemplo 2.10. Sejam P(x) e Q(x) fungdes polinomiais, com

Q(x,) # 0.

Usando o Exercicio (2.9) e a propriedade (iv), concluimos que

L P Px)

X—Xo Q(x) Q(xo).

Exemplo 2.11. lim (x®> +2x +1) = (=2)> +2(-2)+1=1.

x——2

Exemplo 2.12.

lim (x*> +1)(x® —2x —5) = ( lim (x* + 1)) < lim (x® —2x —5))

x——1 x——1 x——1

Exemplo 2.13.
: 3
. x> +4x+3 }Ji%(x +4x+3) 3
lim = = —=-3.
=0 x2—1 lim(x2 —1) -1

x—0
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2.3 O Teorema do Sanduiche

Teorema 2.5. (Teorema do Sanduiche) Sejam f, g e h fungdes definidas numa vizinhaca

deletada de x = x,, na qual
8(x) < f(x) < h(x).

Se xh_gclog(x) =L= xh_gcloh(x), entio

A S =L

Prova. Como lim g(x) = L = limh(x), dado € > 0 existe § > 0 tal que se
X—Xo X—Xo

0 < |x — x| < 9, temos |g(x) — L| < € e |h(x) — L| < e. Destas desigualdades
temos L — € < g(x) e h(x) < L + €, respectivamente. Portanto

L—e<g(x) < f(x) <h(x)<L+e,

ouseja, L—e < f(x) < L+¢,logo |f(x) —L| < e. O que mostra que lim f(x) =

X—Xo

L. ]

Exemplo 2.14. Do Teorema do Sanduiche, segue que

lim v/ x3 + x2 sen <E> =0.
x—0

X

De fato, para todo x # 0 temos |sen (Z)| < 1,além disso, vx° + x2 = |x[v/1+ x.
Se nos restringirmos a x pequenos, digamos 0 < |x| < 1, entdo, 0 < x +1 < 2,
como a fungio /x é crescente, segue-se que /1 + x < /2, portanto, v/x3 + x2 =
|x|v/1+ x < +/2|x|. Logo,

0< ‘\/x3+x2 sen (%)‘ < V2 |x|

como lim0 = 0 e limv2|x| = 0, das desigualdades acima e do Teorema do
x—0 x—0

Sanduiche concluimos que

lin?) VvV x3 4 x2 sen <7—T> ’ =0,
X—r

X

o que é equivalente a
lim v/ x3 + x2 sen <E> =0.
x—0 X
O

Teorema 2.6. Sejam f e g definidas numa vizinhanga deletada de x = x, na qual
|g(x)| < K, onde K é uma constante positiva. Mostre que se lim f(x) = 0, entdo

lim (f(x)g(x)) = 0. o

X—Xo
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Prova. Como |g(x)| < K, temos

0 < |f(x)g(x)] < K[f(x)]- (2.9)
Como xhﬁn; K|f(x)] =0¢e xhﬁn}rcl 0 = 0, de (2.9) e do Teorema do Sanduiche, temos
J}Lralo|f(x)g(x)| = 0, 0 que é equivalente a J}Lralo(f(x)g(x)) = 0. O

Exercicio 2.7. Usando as identidades trigonométricas:
cos(a+b) = cosacosb Fsenasenb

sen(a+b) =senacosb +senbcosa

mostre que

COS X — COS X, = —2sen (x _zxo) sen <x ~;x0> (2.10)

X+ X,
( 5 ) (2.11)

X — X,
senx —senx, = 2 sen 5 Ccos

Figura 2.1: A 3&rea hachurada na figura corresponde a drea de um setor circular que subentende um angulo de x
radianos, onde 0 < x < 71/2.
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Da Figura 2.1 temos as seguintes desigualdades:

Area(AOAP) < Area(setorOAP) < Area(AOAB),

ou seja,
senx _ X _ tg x’
2 — 27 2
0 que é equivalente a
sen x
cosx < <1, (2.12)

para todo 0 < x < 71/2. Como as fungdes 1, cos x e <+ sdo pares, concluimos

que as desigualdades em (2.12) valem para 0 < |x| < 71/2.

Teorema 2.7. Temos os sequinte limites:

lim cos x = cos x,, (2.13)
X—Xo
lim 20— q) (2.14)
x—0 X
lim sen x = senx,. (2.15)
X—Xo

Prova. Como a fungdo seno é limitada por 1, entdo para todos x e x, reais, temos

X+ X,
<1

e de (2.10) temos

para0 < |x — x,| < 7.

De (2.11), (2.12) e das duas desigualdades acima, temos

x_xo x+x0
|cosx —cosx,| = |—2sen sen
2 2
sen (X=X -
_ (*5 )‘ x| | (xm)\
x—zxo 2 2

< x—x),
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para 0 < |x —x,| < m. Da desigualdade acima e do Teorema do Sanduiche
concluimos que

lim cosx = cos x,,
X—Xo

com isso provamos (2.13).

De (2.13)

lim cosx = cos0 =1,
x—0

isto juntamente com (2.12) e do Teorema do Sanduiche implicam (2.14).

Como a fungéo cosseno ¢ limitada por 1, segue de (2.10), (2.12) e de (2.11) que

X—xo x+x0
|senx — senx,| = |2 sen cos
2 2
o e o (55)
2
S |x_x0|l

para 0 < |x —x,| < 7. Da desigualdade acima e do Teorema do Sanduiche
concluimos que

lim senx = senx,,
X—Xo

com isso provamos (2.15). [

Exercicio 2.8. Sejam f(x) e g(x) duas fungdes definidas numa vizinhanga de x = x,,
tais que f(x) = g(x), para todo x # x, e suponha que li_)m f(x) = L. O que pode-
X—X,

: : 5
mos dizer de a}Ln;o g(x):

2.4 Limites laterais de uma funcao

Se uma funcdo f(x) estiver definida para valores de x proximos porém maiores
do que x,, podemos perguntar o que acontece com os valores de f(x) quando
aproximamos de x, pela direita, ou seja, através de x > x,. Isto nos leva a noc¢do
de limite lateral a direita. De maneira andloga, se uma funcao estiver definida
para valores préximos porém menores do que x,, podemos perguntar o que acon-
tece com f(x) quando nos aproximamos de x, por valores de x < x, e isto nos
leva a nogdo de limite lateral a esquerda. Se uma funcéo f estiver definida numa
vizinhanga deletada de um ponto x,, podemos considerar os limites laterais a di-
reita e a esquerda e perguntarmos se eles existem e, em caso afirmativo, se eles
sdo iguais.
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Definicao 2.3. Suponha que f esteja definida para valores de x préximos e maiores do
que x,. Se para todo € > 0 existir um & > 0, tal que |f(x) — L| < €, sempre que
x € (x0,%x0 + 0), dizemos que o limite lateral a direita de f quando x tende a x, é L e
escrevernos

lim f(x) = L.

x—xg

Definicao 2.4. Suponha que f esteja definida para valores de x préximos e menores do
que xo. Se para todo € > 0 existir um § > 0, tal que |f(x) — L| < €, sempre que
x € (xo — 0, %), dizemos que o limite lateral a esquerda de f quando x tende a x, é L e
escrevernos

lim f(x) = L.

X=X,

Teorema 2.8. Seja f uma fungdo definida numa vizinhanga deletada de x = x,. Entdo

A =L

se, e somente se,
lim+f(x) =L = lim f(x).

X—X, X—X,

Prova. Suponha que li_>m f(x) = L. Dado € > 0, entdo existe § > 0, tal que
X—Xo

|f(x) — L| < e sempre que 0 < |x — x,| < J, mas 0 < |x — x,| < J é equivalente
ax € (xo—9,%,) U (x0, %, + 6), portanto temos o seguinte: (i) sempre que x €
(xo — 6, %,) teremos |f(x) — L| < € e (ii) sempre que x € (x,,x, + J) teremos
|f(x) — L| < e. De (i) temos que lim f(x) = L e de (ii) lim+f(x) = L.

X=X, X—X,

Suponha que
lim f(x) =L= lim f(x).
x—xg X=Xy
Tome € > 0, como limxﬁxj f(x) = L, existe 61 > 0, tal que se x € (x,,x, + 1),

temos |f(x) — L| < e. Da mesma forma, como lim f(x) = L, existe ; > 0, tal
X—Xg

que se x € (x, — 02, %,), temos | f(x) — L| < €. Seja &6 = min{dy, p }, entdo sempre
que tivermos x € (xo, %, +9J) ou x € (x, —J,%,), teremos |f(x) —L| < e. Em
outras palavras se 0 < |x — x,| < ¢, teremos |f(x) — L| < e. O

O teorema acima diz que o limite de f(x) quando x tende a x, existird se, e so-
mente se, os limites laterais existirem e tiverem o mesmo valor.

Exemplo 2.15. Seja f(x) = &l entao

X

lim f(x) =+1 e lim f(x) = —1.

x—07t x—0~
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De fato

1, sex>0
f(x)—{ -1, sex <0 °
Portanto
lim f(x) = lim —1= -1
x—0— x—0~
e
li x)=lim 1=1,
xg{)l*‘f( ) xgj([)’gr
como lim f(x) # lim f(x), concluimos que lim f(x) ndo existe. O
x—0~ x—0% x—0

Exercicio 2.9. Suponha que lil%)1+g(x) = L e que exista 6 > 0 tal que g(x) > 0,
x—

para x € (0,6). Mostre que L > 0.

Exercicio 2.10. Suponha que lil’%’)1+ g(x) = L e que exista 6 > 0 tal que g(x) < 0,
x—
para x € (0,6). Mostre que L < 0.

Exercicio 2.11. Suponha que lir(r)g g(x) = L e que exista 6 > 0 tal que g(x) > 0,

X—

para x € (—6,0). Mostre que L > 0.

Exercicio 2.12. Suponha que lim g(x) = L e que exista 6 > 0 tal que g(x) < 0,

x—0~

para x € (—6,0). Mostre que L < 0.

2.5 Limites infinitos

Considere a fungédo f(x) = ﬁ, cujo o gréfico se encontra na Figura 2.2. Dado

um namero M > 0, ndo importa qudo grande ele seja, podemos encontrar uma

vizinhanga deletada de x = 0, na qual f(x) > M. De fato, se fizermos § = ﬁ, se
0 < |x| < 6, teremos f(x) = ﬁ > 1 = M. Neste caso dizemos que o limite de

f(x) quando x tende a zero é infinito e escrevemos

lim f(x) = +oo0.

X—Xo
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Figura 2.2: O gréfico de f(x) = L.

Definicao 2.5. Seja f definida numa vizinhanga deletada de x = x,. Se para todo M > 0
existir um 6 > 0, tal que f(x) > M, sempre que 0 < |x — x,| < J, dizemos que o limite
de f(x) quando x tende a x, é infinito e escrevemos

lim f(x) = +oo.

Exercicio 2.13. Suponha que xh_)rg}o f(x) =+coe xh_)n;o g(x) = ¢, onde ¢ é uma cons-

tante. Mostre que ILm (f(x) + g(x)) = +oo.
X=X,

Exercicio 2.14. Suponha que limy_,y, f(x) = 400 e limy_,x, g(x) = ¢, onde c é
uma constante postiva. Mostre que li_>m (f(x)g(x)) = +oo.
X—Xo

Defini¢ao 2.6. Seja f definida numa vizinhanga deletada de x = x,. Se para todo M < 0
existir um 6 > 0, tal que f(x) < M, sempre que 0 < |x — x,| < J, dizemos que o limite
de f(x) quando x tende a x, é menos infinito e escrevemos

AR S )= e
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Figura 2.3: O gréfico de f(x) = 1.

Exercicio 2.15. Seja f(x) = — . Mostre que I;Qf(x) = —o0.

|x]

Definigdo 2.7. Se para todo M > 0 existir um 6 > 0, tal que f(x) > M, sempre que
x € (xo, X0 + ), dizemos que o limite lateral a direita f(x) quando x tende a x, é mais
infinito e escrevemos

lim f(x) = +oo.

x—xg

Definigao 2.8. Se para todo M > 0 existir um 6 > 0, tal que f(x) > M, sempre que
x € (xo —6,%,), dizemos que o limite lateral a esquerda f(x) quando x tende a x, é
infinito e escrevemos

lim f(x) = +oo.

X—Xg

Exercicio 2.16. Baseado nas duas definices anteriores, em termos de M e de §, o que

significaria dizer que lim f(x) = —coe lim f(x) = —oo ?
x—xg X—Xx;

AULA 2 - LIMITE DE UMA FUNGCAO REAL

37



38

2.6 Limites no infinito

Figura 2.4: O gréfico de f(x) = ﬁ—j
Muitas vezes a funcdo considerada estd definida na reta toda ou numa semi-reta
e queremos saber qual é o comportamento dela quando x fica muito grande, po-
sitiva e ou negativamente. Por exemplo, seja

cujo grafico é mostrado na Figura 2.4.

A seguir mostraremos que podemos fazer com que f(x) fique tdo préximo de 1
quanto desejarmos, bastando que tomemos |x| grande. Note que

2—-1  (241)-2 2

f(x):xz—l—l: 2+1 0 241

portanto
2

|f(x)_1|:x2+1'

Logo, dado € > 0, seja
xo = max{1,2/e},

o que significa dizer que x, > 1e x, > %

Logo, se |x| > xo, teremos |x| > 2 e [x| > 1. Como |x| > 1, entdo |x|> > |x| >
Xo = %, portanto
2
1> = x> > x| > x> o
ou seja,

2

21 E
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Consequentemente,
2

x24+1

< €.

[f(x) =1] =

Resumindo, mostramos que dado € > 0, existe x, > 0, tal que se |x| > x,, temos
If(x)—1| <e.

Defini¢do 2.9. Dizemos que o limite de f(x) quando x tende para mais infinito é L e
escrevernos

li =L
M) =L
se para todo € > 0 existir x, > 0, tal que x > x, implica

[f(x) = L[ <e.

Exemplo 2.16. Pela discussio que fizemos no inicio desta segdo concluimos que

Exemplo 2.17.

onde n é um inteiro positivo.

De fato, dado € > 0, tome x, {/g, como a funcgdo x" é crescente, se x > Xx,,

temos x" > x!!, portanto, &; < 1 = ¢, logo |f(x) — 0| = L <e. O

x5

Defini¢do 2.10. Dizemos que o limite de f(x) quando x tem para menos infinito é L e
escrevernos

li =L
Jm fx) =L,
se para todo € > 0 existir x, < 0, tal que x < x, implica

|f(x) —L| <e.

Exemplo 2.18. Pela discussio que fizemos no inicio desta se¢do concluimos que

Exemplo 2.19. lim (Vx2—1—x)=0

X—400
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De fato, para x > 1, temos

Ve ‘wm_x)(mm

Va2 —1+x
_ —1
Va2 —1+x
1
Va2 —1+4x
1

< -
X

Portanto, dado € > 0, seja x, = max{1, %}, entdo se x > x,,

‘\/xz—l—x‘<l<l:e.
X

Xo

Exercicio 2.17. A partir da definicdo, mostre que

. 4x?—5x+1
@) A v 7 —a 2
. 3x2—x—|—1:
x—4o0x3 —5x + 3
im 4x3+x—|—5:
x——0 7x —4

7

(b)

7
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2.7 Exercicios
Exercicio 2.18. Prove que2se )lclir}z f(x)=3e jlclil’bll g(x) = 2, entdo
(a) lim (3£ (x) + g(x)?) = 13
(b) lim(l/g( ) =1/2
hm\/Sf x)+8¢g(x) =

Exercicio 2.19. Encontre os limites abaixo.

(a )hm(Zx —3x+4),

x—2

x4+ 2x2 -1
b) im ——M
(b) lim —e—>—

: 1 1

(c) 31613% (;_x2+x)'
. /x—3

(d) )1(1_% x—9 '’

(e) limY¥t4-2

x—0 X

(f) lim xsen(1/x) (Sugestdo: faca a mudanga de varidveis u = 1/x),

T=r
2
() }Ci_%senzi x)/
3_34240
(1) alclgéx X i ZjL x’
|
(@) 91c1—>ml§2 —x
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AULA3: CONTINUIDADE

OBJETIVOS
Ao final dessa aula, o aluno devera ser capaz de:

1. Compreender o conceito de continuidade, as suas propriedades e as suas implicagdes.

2. Mostrar que uma funcdo é continua a partir da definicao.
3. Compreender os Teoremas do Valor Intermediario e do Valor Extremo e saber
aplica-los.

3.1 Definic¢dao de continuidade

Definicao 3.1. Seja f uma fungdo definida numa vizinhanga do ponto x = x,, dizemos
que f é continua em x, se, e somente se,

(i) xll_>rrx10f(x) existir e

(ii) lim f(x) = f(xo).

X—X,

Na Figura 3.1 temos dois graficos. No da esquerda mostramos uma funcéo f(x)
que ndo é continua em x = 0, pois lin% f(x) ndo existe. No gréfico da direita f(x)
X—

ndo é continua em x = 0, pois embora lin(l) f(x) exista, ele ndo é igual ao valor
X—

£(0).

\/y—f(x) \/y—f(x)

Figura 3.1: Exemplos de funcdes descontinuas em x = 0.
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Exemplo 3.1. Seja f(x) uma fungio polindmial de grau n, ou seja
f(x) =anx" + ...+ a1x + a,,
onde ay, . ..,a sio constantes e a,, # 0. Vimos no Exercicio 2.9 que xh_)rrx1 f(x) = f(x0),

para todo x,, portanto fungdes polindmiais sido continuas em todos os pontos.

Exercicio 3.1. Seja f : R — R, tal que f(Ax) = A" f(x), para todo A e todo x reais,
onde n é um inteiro positivo fixo. Mostre que f é continua.
Sugestdo. Note que f(x) = f(x.1) = x"f(1).

3.2 Propriedades da continuidade

Teorema 3.1. Sejam f e g fungdes continuas em x = x, e ¢ uma constante, entio as
seguintes fungoes sdo continuas em x,:

of, fts f-g f3 e ’é(seg(xo)#o»

O teorema acima é uma consequéncia imediata do Teorema 2.4; porqué?

Exemplo 3.2. Em virtude do Teorema acima e do Exemplo 3.1, concluimos que se P(x)
e Q(x) sdo fungdes polinémiais e Q(x,) # 0, entio % também serd continua em x,;
porqueé?

Exemplo 3.3. Pelo Teorema 2.7 temos

lim senx =senx, e lim cosx = cosx,,
X—Xo X—Xo

para todo x,. Portanto, as fungoes seno e cosseno sdo continuas em todos os pontos. Logo,

do Teorema 3.1, as fungdes tg x = X ¢ sec x = —L_ sido continuas em todos os pontos

Ccos Xx CcosXx
= . 2n+1)m , - .
onde o cosseno nio se anula, ou seja, x, 7 #, onde n é inteiro. Da mesma forma, as

3, _ COsXx — 5, 7
fungdes cotg x = 2> e cossecx = —— sdo continuas em todos os pontos onde o seno

ndo se anula, ou seja, x, 7 n.

_ xcosx—x3+1

Exemplo 3.4. A fungio g(x) = *<32—= ¢ continua para todo x.

De fato, as fungées cosx e x continuas para todo x, o mesmo acontece com o
produto delas, ou seja, x cos x. Sendo x cos x e —x> + 1 continuas para todo x, o
mesmo acontece com a soma destas duas fungdes, ou seja, x cos x — x3+1éuma
fungao continua para todo x. A fungéo x? + 3 é continua em todos os pontos e ndo
tem zeros em R. Como g(x) é a razdo de duas fungdes continuas para todo x e
o seu denominador nunca se anula, segue-se que g(x) é continua para todo x. [
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Exercicio 3.2. Para que valores de x a fungiio f(x) = *=2XFL ¢ continua? Quanto

. X COs X
vale limy_, 7 f(x)?
Exercicio 3.3. Mostre que a fungio f(x) = |x| é continua em todos os pontos.

Exercicio 3.4. Se f for continua em x = x,, mostre que existem constantes K e &
positivos, tais que |f(x)| < K, para todo x em (x, — 6, X, + 0).
Sugestao: Veja a demonstragio do Teorema 2.2.

Exercicio 3.5. Seja f : (a,b) — R continua em x = x, e (x,) uma sequéncia tal
que x,, € (a,b) para todo n e limy,_,c0 X, = X,. Mostre que limy, o f(xn) = f(%x0).

Exercicio 3.6. Seja
2
x4+ 1, x<0
f(x)—{ x+b, x>0,
onde b é uma constante. E possivel tomarmos b, tal que f seja continua em todos o0s
pontos? Em caso afirmativo, qual deve ser o valor de b?

Exercicio 3.7. Seja
SenX - x £0
— X
f={ = ZZ)

onde a é uma constante. E possivel tomarmos a, tal que f seja continua em todos os
pontos? Em caso afirmativo, qual deve ser o valor de a?
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Exercicio 3.8. Encontre valores de a e b, de modo que a fungio

’;2:24 sex <2
fx) =< ax2 —bx+3, se2<x<3

2x —a+b, sex >3

seja continua em todos os pontos.

Exercicio 3.9. Explique porque a fungio f : [0,00) — R, definida por

Flx) = { ’;i:’l‘, sex # 1

1, sex=1

é descontinua em x = 1.

Exercicio 3.10. Mostre que a fungio

x*sen (1/x), sex #0
0, sex =20

f = {

é continua em x = Q.

Defini¢do 3.2. Seja f definida num conjunto contendo um intervalo da forma [x,, xo +
«), onde & > 0. Dizemos que f(x) é continua a direita de x, se

lim f(x) = f(xo).

X—X,

Definicdo 3.3. Seja f definida num conjunto contendo um intervalo da forma (x, —
®, X,|, onde a > 0. Dizemos que f(x) é continua i esquerda de x, se

lim f(x) = f(x).
X—X,
Dizemos que f : A — R é continua em A, se f for continua em todos os pontos
de A. Fica implicito que se x, ndo for um ponto interior de A (veja Definigdo
7.1), a continuidade é a direita ou a esquerda de x,, aquela que fizer sentido. Por
exemplo, se A = [a,b], dizemos que f é continua em A se f for continua em (a, b),
for continua a direita em x = a e continua a esquerda em x = b.
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Exercicio 3.11. Mostre que f é continua em x, se, e somente se, f for continua a
direita e a esquerda de x,.

Exemplo 3.5. A fungio \/x é continua para todo x > 0.

De fato, no Exercicio 2.4, vimos que

lim /X = /%o,

X—Xo

para todo x, > 0; portanto /x é continua para x > 0. Por outro lado, dado € > 0,

1 . . . N 1
tome N, tal que < < €, 0 que € possivel, pois a sequéncia (\/—ﬁ) converge para

zero. Suponha que 0 < x < 4, como a fungdo \/x é crescente, entao

|\/——O|:\/§<%<e,

logo lim,_,g+ v/x = 0 = /0, 0 que mostra que /x é continua a direita em x = 0.
Portanto /x é continua para todo x > 0. O

Teorema 3.2. Seja f for continua em x = x, e f(x,) # 0, mostre que existe um 6 > 0,
tal que o sinal de f(x) ndo muda no intervalo (xo — 8, X9 + 0).

— f(x0)
2

Prova. Suponha que f(x,) > 0. Na defini¢do de continuidade, tome €

entdo existe 6 > 0, tal que se |x — x,| < &, implica |f(x) — f(x,)| < f(;co)’ ou seja,

4

2 (0) < f(3) < 2f(x0), @)

em particular f(x) > f(g") > 0.

Se f(x,) <0, faga

g(x) = —f(x),
entdo g é continua em x, e g(x,) > 0, logo valem as desigualdades de (3.1) para
a fungéo g, ou seja, dado € > 0, existe § > 0, tal que se |x — x,| < J implica

3 8(%) < g(x) < 3 glx)

multiplicando estas desigualdades por —1, encontramos

= Flx0) < F2) < 5 flxo),
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em particular, f(x) < f(;o) <0. O

No Teorema 3.2, se f for continua em x = x, e se f(x,) > d, entdo existe um
o > 0, tal que f(x) > d em (x, — J,%, + ). Da mesma forma, se f(x,) < d,
entdo existe um d > 0, tal que f(x) < d em (x, — 6, x, + J). Basta que considere-
mos a fungdo g(x) = f(x) —d, a qual é continua em x, e ndo se anula neste ponto.

Do Teorema 3.2 podemos encontrar um § > 0, para o qual podemos trocar o
intervalo aberto (x, — d, x, + d) pelo intervalo fechado [x, — 8, x, + J]; por qué?

Exercicio 3.12. Suponha que f seja continua a direita em x = x, e que f(x,) # 0,
mostre que existe § > 0, tal que o sinal de f nido muda para x € [x,, X, + 0).

Exercicio 3.13. Suponha que f seja continua a esquerda em x = x, e que f(x,) # 0,
mostre existe & > 0, tal que o sinal de f nido muda para x € (x, — 6, X,|.

Nos dois exercicios anteriores, se f for continua & direita em x, e se f(x,) >
d, entdo existe um & > 0, tal que f(x) > d em [x,, X, + §]. Da mesma forma,
se f(xo) < d, entdo existe um 6 > 0, tal que f(x) < d em [x,, x, + J]. Valem
comentdrios similares se f for continua a esquerda em x,.

Teorema 3.3. Seja f continua em x = a e limy_,x, g(x) = a, entdo

lim f(g(x)) = f(a),

ou seja,
tim f(g(x) = f ( tim g ).

Em particular, se g(x) for continua em x,, entdo a composta f o g também serd continua
em Xx.

Prova. Considere a composta y = f(u), onde u = g(x). Dado € > 0, como f(u) é
continua em u = a, existe & > 0, tal que se |u —a| < a, temos |f(u) — f(a)| < €.
Como limy_,y, g(x) = a, existe § > 0, tal que se 0 < |x — x,| < J, temos
|g(x) — a| < a. Portanto, se 0 < |x — x,| <, temos |f(g(x)) — f(a)| < e. O
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Exemplo 3.6.

x2 43 37

x—0

, \/xcosx—x3+1 V3
lim =

xcos x—x3+1 P _ _
De fato, podemos ver |/+%25-2—= como a composicdo de y = f (u) = /u, com

u=g(x) = %jrf“ Vimos no Exemplo 3.4 que g(x) é continua em todos os

pontos, em particular, ela é continua em x = 0, portanto
xcosx—x>+1

by S s =

Como f é continua em 1/3, pois /u é continua para tudo u positivo, segue-se do
Teorema 3.3 que

3 _ 3
lim XCOSX — X —|—1: limxcosx X +1=\/T=£-
x—0 x2+3 3

x—0 x2+3

Exercicio 3.14. Calcule

. sen x
lim cos .
x—0

3.3 O Teorema do Valor Extremo

Definigao 3.4. Dado A C R, dizemos que a fungio f : A — R é limitada superiormente
se existir um niimero real M, tal que

f(x) < M,
para todo x € A.

Se f for limitada superiormente, a imagem de f, f(A) serd um subconjunto de
R que ¢é limitado superiomente, por conseguinte, ele possui supremo, o qual de-
notamos por sup f. Uma pergunta natural é a seguinte: existe algum x, € A, tal
que f(x,) = sup f? Se existir tal x,, dizemos que f assume valor maximo em A.

Exercicio 3.15. Seja f : [0,1) — R, definida por f(x) = x. Podemos dizer que f
tem mdximo no seu dominio? Por qué?
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Defini¢ao 3.5. Dado A C R, dizemos que a fungio f : A — R é limitada inferiormente
se existir um niimero real M, tal que

flx) = M,
para todo x € A.

Se f for limitada inferiormente, a sua imagem f(A) serd um subconjunto de R
que é limitado inferiormente, portanto tem infimo, o qual denotamos por inf f.
Uma pergunta natural é a seguinte: existe algum x, € A, tal que f(x,) = inf f?
Se existir tal x,, dizemos que f assume valor minimo em A.

Exercicio 3.16. Seja f : [0,1) — R, definida por f(x) = x. Podemos dizer que f
tem minimo no seu dominio? Por qué?

Dizemos que f é limitada, se ela for limitada superiormente e inferiormente.
Teorema 3.4. Seja f : [a,b] — R continua, entdo f é limitada.

Prova. Suponha por contradi¢do que f ndo seja limitada, entdo dado n € IN,
existe x, € [a,b], tal que |f(x,)| > n. Como x,, € [a,b], para todo n, a sequéncia
(x,) € limitada e, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, ela possui uma sub-
sequéncia (xy;) convergente, seja

r= limux,..
jooo

Como x,, € [a,b], para todo j e o conjunto [a,b] é fechado (veja Exemplo 7.9),
entdo o limite r € [, b]. Como f é continua em r, do Exercicio 3.5, segue-se que

lim f(x,) = (7).

=9

Como a subsequeéncia {f(x,;) } é convergente, ela é limitada, contrariando o fato
que |f(xn;)| > n;, para todo j. O

Teorema 3.5. Seja f : [a,b] — R continua, entdo f assume mdximo e minimo em [a, b],
ou seja, existem Xpin, Xmax € [a,b), tais que

fomin) < f(x) < f(Xmax),

para todo x € [a, b].
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Prova. Como f é continua em [g,b], pelo Teorema 3.4 f é limitada, portanto
f([a,b]) élimitado.

Mostraremos que existe Xpax € [a,b], tal f(x) < f(Xmax), para todo x € [a,b].
Como o conjunto f([a, b]) é limitado superiormente, existe

M = sup f([a, b]).

Da defini¢do de supremo, para todo natural n existe algum x,, € [a, ], tal que
M—-1/n < f(x,) <M. (3.2)

Com isto construimos uma sequéncia (x,) que é limitada, pois os seus elemen-
tos pertencem a [a,b]. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, ela tem uma sub-
sequéncia (xnj) que é convergente, seja X,y O seu limite, o qual pertence a [a, ],
pois [a, b] é um conjunto fechado (veja Exemplo 7.9). Como f é continua em X4,
segue-se do Exercicio 3.5 que

lim f(xy;) = f(Xmax)-

j—roo
De (3.2) e do Teorema do Sanduiche, temos

lim f(xn].) =M

j—co
e da unicidade do limite, concluimos que f(Xpax) = M.

De maneira analoga, mostra-se que existe um x,,;;, € [a,b], com as propriedades
desejadas, deixamos para o aluno dar os detalhes que estdo faltando. O

3.4 O Teorema do Valor Intermedidrio

Teorema 3.6. (Teorema do Valor Intermedidrio) Seja f continua no intervalo [a,b],
f(a) # f(b) e seja d um nitmero qualquer entre f(a) e f(b), entdo existe algum c
em (a,b), tal que f(c) = d.

Prova. Vamos supor que f(a) < f(b) e seja d um ponto no intervalo (f(a), f(b)).
Mostraremos que existe ¢ € (a,b), tal que f(c) = d. Seja

A={xe[ab]: fx)<d},

este conjunto é ndo-vazio, pois a pertence a ele e também é limitado superior-
mente por d, logo existe ¢ = sup A. Como A C [a,b], entdo b é uma cota superior
para A, portanto, sendo c a menor das cotas superiores de A, devemos ter ¢ < b.
Afirmamos que

c <b.
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De fato, como f é continua a esquerda em b e f(b) > d, vimos no Exercicio 3.13
que existe um ¢ > 0, tal que f(x) > d, para todo x € (b — J, b], portanto para estes
valores de x temos f(x) > d, portanto tais valores de x ndo estdo em A, logo A é
um subconjunto de [a,b — §]; consequentemente b — ¢ é uma cota superior para
A, como ¢ é a menor das cotas superiores de A, concluimos que ¢ < b —J < b.
Mostraremos que ndo podemos ter nenhuma das possibilidades: (i) f(c) > d
nem (ii) f(c) < d, portanto devemos ter f(c¢) = d. De fato, se f(c) > d, pelo
Exercicio 3.13, existiria um é > 0, tal que f(x) > d, para todo x € (¢ — J,c + 9),
em particular, f(x) > d, para todo x em (¢ — 4, c] e ndo teriamos nenhum ele-
mento de A em (¢ — J,c|, o que contraria a hipétese de ¢ = sup A. Por outro lado,
se f(c) < d, pelo Exercicio 3.13, existiria um § > 0, tal que f(x) < d, para todo
x € (c—6,c+ ), em particular, f(x) < d, para todo x em [c, c + J) e 0s elementos
deste conjunto estariam em A, como c + % estd neste conjunto, ele seria uma cota
superior para A, o que contraria a hipé6tese de c ser a menor das cotas superiores
de A. O

Exercicio 3.17. Seja f continua no intervalo [a, b] e suponha que f(a) e f(b) tenham
sinais diferentes. Mostre que existe algum c em (a,b), tal que f(c) = 0.

Exercicio 3.18. Mostre que existe uma raiz da equagdo
453 —6x> +3x—2=0

entre1le 2.

Exercicio 3.19. Mostre que existe uma raiz da equagio
COSX = X

entre Qe 1.

Exercicio 3.20. Seja f : [0,1] — [0, 1] continua. Mostre que existe x € [0,1], tal
que f(xo) = Xo.
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Exercicio 3.21. Suponha que f : [0,1] — [0, 1] continua, que f(x) € Q para todo x
em [0,1] e que f(0) = 1. Mostre que f(x) = 1, para todo x € [0, 1].

Para concluirmos esta nossa aula sobre continuidade, enunciaremos o teorema
abaixo sem demonstrd-lo. O aluno interessado poderd ver a sua demonstragao
na referéncia [2].

Teorema 3.7. Seja f : I — R uma fungdo continua e crescente num intervalo 1. Entdo

(i) f(I) é um intervalo e se c for um ponto interior de 1, entdo f(c) pertence ao interior

de f(I).
(ii) a inversa f~1 : f(I) — R também é continua.

No teorema acima podemos substituir a hipétese de f ser crescente por decres-
cente e (i) e (ii) continuam verdadeiras.
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3.5 Exercicios

Exercicio 3.22. Seja

. x+a, parax <1
f(x)—{ x> +4, parax > 1. °

E posstvel escolhermos a de modo que f seja continua em todos os pontos? Em caso
afirmativo, qual deve ser o valor de a?

Exercicio 3.23. A
;—:g, para x < 0
flx) = 2, parax =0 .
Vx4 +4, parax > 0.

N

é continua em x = 07?7

Exercicio 3.24. Seja

flx) = { 1 parax #0

a, parax =0.

E posstvel escolhermos a de modo que f seja continua em x = 0?

Exercicio 3.25. Seja

_ 1, sex € Q
f(x>_{—1, sex c R—-—Q. °

Mostre que f é descontinua em todos os pontos de R.

Exercicio 3.26. Seja

= { = EL

Mostre que f é descontinua em x = 0.
Sugestdo: Se ling) f(x) = L, entdo 1i_r>n f(xn) = L, para qualquer sequéncia (x,) con-
X— n—oo

o o A o _ 1 . ?
vergindo para 0. Considere as sequéncias x, = ;- e Xy = TS )

54 FUNDAMENTOS DE ANALISE Il



Exercicio 3.27. Seja f uma fungdo continua definida para todo x real, tal que

flx+y) = f(x)+ f(y),

para todos x,y € R.

(a) Mostre que f(0) = 0eque f(—x) = —f(x), para todo x € R.
Sugestdo: em f(x+y) = f(x) + f(y) faga x = y = 0 e y = —x, respectivamente.

(b) Seja k = f(1). Usando indugdo, mostre que f(n) = kn, para todo n € IN.
(c) Mostre que f(n) = kn, para todo n € Z.

(d) Mostre que f(p/q) = kp/q, onde p,q € Z e q # 0.
Sugestao: f(p) = f(q.p/q) = qf(p/q) e lembre que f(p) = kp.

(e) Use a continuidade de f para concluir que f(x) = kx.

Sugestao: De (d) ji sabemos que f(x) = kx, para x racional, temos que mostrar que
para x irracional também temos f(x) = kx. Dado um niimero racional x, tome uma
sequéncia de niimeros racionais (r,), convergindo para x e use a continuidade de f.

Exercicio 3.28. Mostre que se f for continua em [a,b] e f(x) > 0, para todo x € [a.b],
entdo 1/ f é limitada em [a, b].

Sugestdo: Pelo Teorema do Valor Extremo f atinge o seu minimo m em [a, b], portanto
f(x) >m>0,em[a,b].

Exercicio 3.29. Seja
2
[ x5, sex € Q
f(x)—{ 3 sexeR—Q °

X,

Mostre que f é continua em x = 0 e em x = 1, mas é descontinua nos demais pontos.

Sugestao: Para mostrar que f é continua em x = 0, note que f(0) = 0 e que |f(x)| <
x? se |x| < 1, pois neste caso |x|> < x2. Para mostrar que f é continua em x = 1, note
que f(1) = lequese |x —1| < 1, ouseja, se0 < x < 2, temos [x> —1] = |(x —1)
1| <3lx—1|e|x®*—1] = |(x = 1)|[x? + x + 1| < 7|x — 1|, portanto, |f(x) — 1| <
7|x — 1|. Para provar que f é descontinua em x, # 0,1, tome sequéncias (r,) e (i,) de
racionais e irracionais, respectivamente, ambas convergindo para x,. Calcule nlg}rg() f(rn)

e ligi f(in) e note que eles sio diferentes, pois x, # 0, 1.
n (e 9)
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AULA4: DIFERENCIABILIDADE

OBJETIVOS

Ao final dessa aula, o aluno devera ser capaz de:

1. Compreender o conceito de derivada e as suas propriedades.

2. Calcular derivadas de fung¢des simples a partir da definigao.

3. Compreender a Regra da Cadeia e saber aplica-la.

4. Compreender os conceitos de méximos e minimos locais e globais e de pontos
criticos, bem como encontra-los.

5. Compreender o Teorema do Valor Médio e as suas aplicagdes.

4.1 Definicao da derivada

Definicdo 4.1. Seja f definida numa vizinhanga de x = x,, dizemos que f é derivivel
(ou diferencidvel) em x,, se

fim £ o 1) = f(%0) 4.1)

h—0 h ’

existir, neste caso ele serd chamado de derivada de f em x, e serd denotado por f'(x,).

Geometricamente, f'(x,) é o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de
y = f(x), no ponto (xo, f(x,)). O limite (4.1) é equivalente a

o F) = flx)
X=X X — X

Dizemos que f é derivédvel em [a, D] se ela for derivavel em (a,b) e se

flath)—f(a) fo+h)—f(b)

limh_>0+ - e limh_mf 7

existirem, os quais sdo chamados de derivadas laterais a direira e a esquerda de
f em x,. Elas sdo denotadas por f/ (a) e f’ (b), respectivamente.

Em geral, dizemos que uma funcdo f é diferencidvel num conjunto se ela for
diferencidvel em todos os pontos do seu conjunto, ficando implicito que naqueles
pontos que ndo sdo pontos interiores do conjunto (veja Defini¢do 7.1), estamos
nos referindo as derivadas laterais que fizerem sentido.

Exemplo 4.1. Seja f(x) = ¢, onde c é uma constante, entdo que f'(x,) = 0.

De fato

flxo+h)—f(xo) c—c 0_O
h h B
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portanto

fim Lot 1) = f(Xo) _ 0o,
h—0 h h—0

Exercicio 4.1. Seja f(x) = x. Mostre que f'(x) = 1, para todo x.

Exemplo 4.2. Seja f(x) = x?, entdo f'(x,) = 2x,.

De fato ) )
f(xo+h) = f(x0) _ (Xo+h)"—x5) _ 2% + I,
h h
portanto
. flxo+h)—f(xo) .. _
%11}1}) p = }lllir})(Zxo + h) = 2x,.
Exercicio 4.2. Seja f(x) = |x|. Existe algum x para o qual f'(x) ndo existe; por
que?

Exercicio 4.3. Mostre que para todo x > 0, temos

Exercicio 4.4. Mostre que para todo x, temos

(cosx) = —senx e (senx) = cosx.

Note que dada uma fungéo derivével f(x), a sua derivada f’(x) é uma funcdo de
x, a qual podemos perguntar se também é derivavel, com isso temos o conceito
de derivada segunda de f(x), ou seja, a derivada da derivada de f(x), a qual
denotamos por f”(x). De maneira andloga, podemos considerar derivadas de
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ordens superiores de f. Outras nota¢gdes muito comuns para a derivada de y =

f(x) sdo
dy df
ﬁ ou ﬁ

Poderiamos, a partir da definicdo, calcular derivadas, o que poderia ser uma ta-
refa muito tediosa. No entanto, a partir das propriedades da derivada que vere-
mos a seguir, o conhecimento de derivadas de fun¢des mais simples nos permitird
calcular derivadas de fun¢des mais complicadas.

4.2 Propriedades da derivada

Teorema 4.1. (Propriedades da derivada) Sejam f e g deriviveis e ¢ uma constante.
Entdo

Z -
N
- =
N =
I
i
—
=
N—
_|_
OQ\
—
=
N—"

f(0)g(x) + f(x)g'(x) e

!/ 7 (x x)—f(x)o (x
4. (L) = FRSOEE (se o(x) £ 0).

As propriedades acima seguem imediatamente das propriedades do limite.

Seja f(x) = x, entdo do Exercicio 4.1, temos f/(x) = 1, isto juntamente com a
Propriedade 3 da derivada, implicam que

(x?) = (xx)" = x1 4+ 1x = 2x.

Usando esta mesma propriedade, mostramos por indugéo que (x")" = nx""1,

onde 1 é um inteiro positivo qualquer. De fato, se assumirmos que (x"*) = nx""!,

entdo da Propriedade 3, temos
(" = (xx™) = 1x" + xnx"t = (n 4 1)x".

Deste fato e das Propriedades 1 e 2 da derivada, segue por indugdo que a derivada
de ayx" +a,_1x" U+ .. Faix+a, énayx 1+ (n—1)a,_ x>+ ... +ay.

Exercicio 4.5. Calcule a derivada de 5x° — 3x% + x + 2.
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cos x+3x*

Exercicio 4.6. Calcule a derivada de <5 o

Exercicio 4.7. Usando o Exercicio 4.4 e as propriedades da derivada, calcule as deri-
vadas das fungoes: tg x, sec x, cot x e cossec x.

Teorema 4.2. Seja f derivivel em x = x,, entdo f é continua em x = x,.

Como f é derivavel em x = x,, por definicdo f estd definida numa vizinhanca
deste ponto e

L F) — f(x)

X=X, X — X,
existe. Portanto, para x # x,, temos

f(x) = f(x0) (

X —X
x_xO O)

f(x) = f(xo) +

e das propriedades de limite, temos

lim f(x) = lim (f(xo)+M (X—Xo)>

Ry ] ;n:f(xo) . (J}g;f_(%—g%v ( lim (x—xo))

f(x0) + f(x0).0
f(x0).

]

Em virtude do Teorema acima, se f nado for continua em x,, entdo f ndo pode ser
derivavel em x,.

Exercicio 4.8. Seja
x4, sex <2
f(x)_{mx—i—b, sex < 2.

Encontre os valores de m e b que tornem f derivivel em todos os pontos.
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4.3 A Regra da Cadeia

Teorema 4.3. (A Regra da Cadeia) Sejay = f(u) e u = g(x), onde f e g sdo deriviveis.
Entio a composta y = f(g(x)) é derivivel e

(f(8(x)) = f(g(x))g'(x).
Prova. Em virtude da diferenciabilidade de f podemos escrever
flu+Au) = f(u)+ f'(u)Au+ e(Au),

onde e(Au) = J%W — f'(u), tende a zero quando Au tende a zero. Da
mesma forma, como g(x) é diferencidvel, podemos escrever

g(x+ Ax) = g(x) + ¢ (x)Ax + e(Ax)Ax,

onde €(Ax) = ‘W — ¢'(x), tende a zero quando Ax tende a zero. Logo,
se para x fixo fizermos

u=g(x) e Au=g(x+Ax)—g(x),

teremos

f(g(x +Ax)) — f(g(x)) flutBu) — f(u) Au

Ax Au Ax
= (f'(u) +e(Au))(g'(x) +e(Ax)),

que tende a f'(u)g’(x), quando x tende a zero, pois quando Ax tende a zero, o
mesmo acontece com Au, visto que g(u) é continua, por ser diferenciavel. Por-
tanto

Jim JEEEED =IO _ g () = /(5005 )

Exemplo 4.3. Seja u(x) diferencidvel, entio da Regra da Cadeia, temos

7 cos u(x) = —senu(x) u'(x),
- senu(x) = cosu(x) u'(x),
% tgu(x) = sec’u(x) u'(x)
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Exemplo 4.4. Da Regra da Cadeia, seque-se que se y = f(x) for uma fungio dife-

rencidvel de x, entdo
(FOIM) = nf'(x)f(x)" T,

onde n é um inteiro positivo.

Exercicio 4.9. Calcule a derivada de (cos x + 3x*)3.

Exemplo 4.5. Seja f(x) = x'/" onde n é um inteiro positivo, entdo

/ I 14
fi(x) = PR
De fato,
x=[f()]",
portanto, tomando-se a derivada desta equagdo em relacdo em relagdo a x, temos
d d

P ﬁ[f (x)]
e da Regra da Cadeia, concluimos que
1=n[f(x)]""f (x),
logo

x(l—n)/n _

I~

X _1.

S
Q=

[f)) " =

S|

fi(x) =

Exemplo 4.6. Seja f(x) = xP/9 onde p, q sdo inteiros positivos, entdo
Flx) =P w1,
q

De fato,
x = [f(x)]97 = ([f(x)]"/7)1,
portanto, dos dois exemplos anteriores, temos

= ey = g (R e

g (/PP (x)
= g F()]7P1f (x)
q

x=Pa g (x),

=

portanto f'(x) = g xp/a-1,
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Exemplo 4.7. Seja f(x) = arctg x, entdo

De fato,
x = tg (f(x)),
derivando esta equagdo em relagdo a x, segue da Regra da Cadeia que

1=sec (f(x)) f'(x) = (1+1tg*(x))f'(x) = (1 +2°)f'(x),
logo,

Exercicio 4.10. Encontre as derivadas das sequintes funcdes inversas: arcsenx,
arc cos x, arc cotg x, arc sec x, arc cos x e arc cotg x. Quais sdo os seus dominios?

4.4 Maximos e minimos

y = 3x* — 16x° + 18x2

Figura 4.1: A fungdo f(x) = 3x* — 16x3 + 18x2 possui minimos locais em x =0 e x = 3 e um méximo local em x = 1.
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Definicao 4.2. Seja f uma fungio definida numa vinhanga de x = x,. Dizemos que
f tem um mdximo local em x,, se existir um 6 > 0, tal que f(x) < f(x,), para todo
x € (xo—09,x+9).

Definicao 4.3. Seja f definida numa vinhanga de x = x,. Dizemos que f tem um
minimo local em x,, se existir um 6 > 0, tal que f(x) > f(x,), para todo x € (x, —
5, %0 +9).

Teorema 4.4. (Teorema de Fermat) Se f tiver um mdximo ou um minimo local em x, e
se f'(x,) existir, entio f'(x,) = 0.

Prova. Como f’(x,) existe, entdo

fjr(XO) = f'(x0) = fL(x0).

Suponha que f tenha um minimo local em x,, entdo por definigdo, para h pequeno
e diferente de zero, temos

f(xo+h) = f(x0) & f(xo+h) = f(x0) 2 0.
Portanto

f(xo+h) — f(x0) <0
I <0,

para h negativo e pequeno (4.2)

f(xo+h) — f(x0) >0
? >0,

para h positivo e pequeno. (4.3)

De (4.2), (4.3) e dos Exercicios 2.12 e 2.9, concluimos que

F (%) = hlifg, f(xo ‘f‘h})l — (%) <0

() = Jim T I ZIG)

Portanto 0 < f! (x,) = f/(x,) = f'(x,) < 0,1logo f'(x,) = 0.

Se f tiver méximo local em x,, temos f(x) < f(x,), para todo h pequeno e dife-
rente de zero, portanto a fungdo g(x) = —f(x) tem um minimo local em x,, e pelo
que provamos acima, concluimos 0 = g¢’(x,) = —f'(x,), portanto, f'(x,) =0. O
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4,5 Pontos criticos

Definicao 4.4. Seja f definida numa vizinhanga de x,. Dizemos que x, é um ponto
critico de f, se f'(x,) = 0 ou se f'(x,) ndo existir.

Observacao 4.1. Se f tiver um mdximo ou minimo local em x,, entdo x, é um ponto
critico. De fato, temos uma das sequintes possibilidades: (i) f'(x,) ndo existe e neste
caso, por definigdo, x, é um ponto critico, ou (ii) f'(x,) existe e neste caso como f tem
um mdximo ou minimo local em x,, pelo Teorema de Fermat devemos ter f'(x,) = 0.

A Observagao 4.1 nos da um procedimento para encontrarmos os valores maximo
e minimo globais de uma fung¢do f continua em [a, b]. Primeiramente, vale a pena
lembrar que pelo Teorema 3.5, sendo f continua e o seu dominio um intervalo
fechado e limitado, os seus valores maximo e minimo globais sdo atingidos, ou
seja, existem X,i,; € Xpax €m [a, b], tais que

f(xmin) < f(x) < f(Xmax),

para todo x € [a,b]. Suponha que f(x,) seja um maximo ou minimo global de
f, entdo ou x, estd na extremidade do intervalo [a,b], ou x, € (a,b), neste caso
sendo f(x,) um méximo ou minimo global e x, um ponto no interior do dominio
de f; por defini¢do ele é um maximo ou minimo local, portanto da Observagao
4.1, x, é um ponto critico. Logo, o conjunto formado pelos pontos criticos de f,
juntamente com os pontos a e b, contém os pontos onde acontecem o maximo e
o minimo globais de f. Resumindo, para encontrar os valores médximo e minimo
globais de f em |4, b], faca o seguinte:

1. encontre os pontos criticos de f em (a, b) e calcule os valores de f nos mes-
mos e

2. calcule f(a) e f(b).

3. O maior e o menor dos valores encontrados nos itens (1) e (2) serdo o valor
maximo e o minimo globais de f, respectivamente, em [g, b].

Exemplo 4.8. Seja f(x) = x° — 3x2 + 2, onde x € [—1,4]. Entdo os valores mdximo e
minimo globais de f sio 18 e —2, respectivamente.

De fato, como a fungdo f(x) = x> — 3x% + 2 é um polindmio, ela é derivavel em
todos os pontos, logo os seus pontos criticos sdo os zeros de f/(x) = 3x% — 6x =
3x(x —2), que estdo em (—1,4), ou seja, x = 0 e x = 2. Devemos calcular o
valor de f nestes dois pontos criticos e compara-los com f(—1) e f(4). Note que
f(0)=2,f(2) =-2,f(—1) = —2 e f(4) = 18. O maior e o menor destes valores
sdo 18 e —2, os quais sdo 0 méximo e minimo globais de f, respectivamente. [
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4.6 O Teorema do Valor Médio

Teorema 4.5. (Teorema de Rolle) Suponha que f seja continua em [a,b), diferencidvel
em (a,b) e que f(a) = f(b). Entdo existe x, em (a,b), tal que f'(x,) = 0.

Prova. Como f é continua em |4, b], pelo Teorema 3.5, ela assume os seus valores
méximo e minimo globais, ou seja, existem X, € X0 €M [a, b], tais que

f(xmin) < f(x) < f(Xmax),

para todo x € [a, b].

Se f(x) for constante, entdo f'(x,) = 0, para todo x, em (a, b) e teremos concluido
a demonstragdo do teorema. Se f ndo for constante, os valores maximo e minimo
globais de f serdo diferentes, portanto ndo podem acontecer simultaneamente
nas extremidades do intervalo [a, ], ou seja, um dos dois tem que acontecer em
algum ponto x, em (a,b). Por outro lado, sendo f(x,) um maximo ou minimo
global e x, um ponto no interior do dominio de f, devemos ter que f(x,) é um
méximo ou minimo local; portanto, em virtude da Observacédo 4.1, x, deve ser
um ponto critico de f, como f é derivavel em (a,b), segue-se que f é derivéavel
em x, e, pelo Teorema de Fermat, temos f'(x,) = 0. O

Exemplo 4.9. A equagio x> + x — 1 = 0 tem exatamente uma raiz real.

De fato, para valores de x negativos e grandes, f(x) < 0 e para valores de x po-
sitivos e grandes, f(x) > 0. Como f muda de sinal e ela é continua (por ser um
polindmio), pelo Teorema do Valor Intermedidario, ela tem que se anular em al-
gum ponto. Se existissem dois pontos x; < xy, tais que f(x1) = 0 = f(x2), sendo
f continua em [x1, x| e derivavel em (x1, x2), pelo Teorema de Rolle, existiria al-
gum x, em (x1, %) no qual f'(x,) = 0, mas f’(x) = 3x%> +1 > 0, para todo x real.
Logo f(x) tem apenas uma raiz real. O

Exercicio 4.11. Mostre que a equacio 2x — 1 — sen x = 0 tem exatamente um raiz
real.

Exercicio 4.12. Mostre que um polindmio do terceiro grau tem no mdximo trés raizes
reqis.

Teorema 4.6. (O Teorema do Valor Médio) Suponha que f seja continua em [a,b] e

diferencidvel em (a,b). Entdo existe x, em (a,b), tal que f'(x,) = W.
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Prova. Seja g(x) = f(a) + %(x — a), entdo a fungdo h(x) = f(x) — g(x)
é continua em [a, b] e diferenciavel em (a,b), pois h a diferenca de duas fungdes
que sdo continuas em |4, b] e diferenciaveis em (a,b). Note que h(a) = 0 = h(b),

portanto, pelo Teorema de Rolle, existe um x, em (a,b), tal que I'(x,) = 0, mas
W (x0) = f'(xo) — L4=2), portanto, f'(x,) = LG=1®. .

—a

Note que se f(a) = f(b), o Teorema do Valor Médio reduz-se ao Teorema de
Rolle.

Exercicio 4.13. Suponha que 3 < f'(x) < 5, para todo x. Mostre que

18 < f(8) — f(2) < 30.

Exercicio 4.14. Existe uma fungio f tal que f(0) = —1, f(2) =4 e f'(x) < 2,
para todo x?

Exercicio 4.15. Sejam f e g continuas em [a, b| e diferencidveis em (a,b), tais que

f(a)=g(a)e f'(x) < g'(x)em (a,b). Mostre que f(b) < g(b).
Sugestao: aplique o Teorema do Valor Médio a f — g.

Exercicio 4.16. Seja f : R — R uma fungio impar e derivivel em todos os pontos.
Mostre que para todo b positivo existe ¢ no intervalo (—b,b), tal que f'(c) = @

Exercicio 4.17. Usando o Teorema do Valor Médio, mostre que

|senx —senx,| < |x — x|

| cos x — cos x| < |x — %],

para todo x e x, reais.
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Definicao 4.5. Dizemos que f é ndo decrescente num intervalo I, se

flx1) < f(x2),
para todo x1 e xp em I, tais que x1 < xp. Se a desigualdade acima for estrita, dizemos que

f é crescente em 1. De maneira andloga, dizemos que f é ndo crescente num intervalo I,
se

f(x1) = f(x2),

para todo x1 e xp em I, tais que x1 < xp. Se a desigualdade acima for estrita, dizemos que
f édecrescente em 1.

Exercicio 4.18. Seja f continua em [a, b] e diferencidvel em (a, b).

(i) Mostre que se f'(x) > 0, para todo x em (a, b), entdo f é ndo decrescente em [a, b).
(ii) Mostre que se f'(x) < 0, para todo x em (a,b), entdo f é nio crescente em [a, b].
(iii) Mostre que se f'(x) > 0, para todo x em (a,b), entdo f é crescente em [a, b].
(iv) Mostre que se f'(x) < 0, para todo x em (a,b), entdo f é decrescente em [a, b].

Sugestao. Use o Teorema do Valor Médio.

Teorema 4.7. Seja f derivivel em (a,b) e x, um ponto critico de f.

1. Seexistir € > 0, tal que f'(x) > 0 para todo x € (x, —€,%,) e f'(x) < 0, para
todo x € (xo, X, + €), entdo f tem um mdximo local em x,.

2. Seexistir € > 0, tal que f'(x) < 0 para todo x € (x, — €,%,) e f'(x) > 0, para
todo x € (x,,x, + €), entdo f tem um minimo local em x,.

O teorema acima é uma consequéncia imediata das defini¢des de maximo e minimo
locais e do Exercicio 4.18; deixamos para o aluno escrever a sua demonstragéo.

Exercicio 4.19. Seja f(x) = 3x* — 16x° + 18x2. Encontre os intervalos onde f é
crescente e os intervalos onde f é decrescente. Quais sdo os pontos criticos de f?
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Exercicio 4.20. Seja f e  fungdes continuas em [a, b] e deriviveis em (a, b). Suponha
que ¢'(x) # 0, para todo x € (a,b). Mostre que existe x, € (a,b), tal que

f(b) —f(a) _ f'(x0)
g(b) —ga) &%)

A relagido acima é chamada de férmula de Cauchy, ela é uma generalizagio do
Teorema do Valor Médio, pois este é um caso particular da férmula de Cauchy quando

g(x) =x.

Sugestdo: Aplique o Teorema de Rolle a fungio h(x) = f(x) — kg(x), onde

com esta escolha de k, teremos h(a) = h(b).

Teorema 4.8. Se f'(x) = 0, para todo x num intervalo aberto (a,b), entio f(x) é
constante em (a,b).

Prova. Dados x1, x2 € (a,b), digamos x; < x2, como f é derivavel em (a,b), entdo
ela é derivavel em (x1, x2) e continua em [x1, x3]. Portanto, pelo Teorema do Valor
Médio, existe algum x, € (x1,x7), tal que f(x2) — f(x1) = f'(x0)(x2 — x1), como
f'(x,) = 0, entdo f(x1) = f(x2). Como x; e x, foram tomados arbitrariamente,
concluimos que f é constante em (4, b). O

Uma consequéncia do teorema acima é que se f'(x) = ¢’(x) num intervalo (a,b),
entdo f e g diferem por uma constante em (a,b), ou seja, existe uma constante
¢, tal que g(x) = f(x) + ¢, para todo x € (a,b). De fato, se fizermos h(x) =
g(x) — f(x), entdo teremos h'(x) = 0, para todo x € (a,b) e pelo teorema acima,
devemos ter h(x) = ¢, para alguma constante c. Este resultado nos diz que se
conhecermos uma fungao F(x) tal que F'(x) = f(x), entdo qualquer outra fungio
cuja derivada é f(x) é da forma F(x) + ¢, para alguma constante c.

Exercicio 4.21. Usando o Teorema 4.8, mostre a sequinte identidade:

—1
arcsen (i——i—l) = 2 arctg \/x — g
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4.7 Exercicios

Exercicio 4.22. Suponha que f seja diferencidvel com

fG) = fW)I < lx =yl

para todo x,y € R. Mostre que f é constante.

flx+h) = f(x)
h

Sugestdo: Mostre que f'(x) = 0, para todo x, lembre que | f'(x)| = lim

h—0
‘ f(x+h]17f(X)

e que por hipotese temos < h.

Exercicio 4.23. Suponha que f seja diferencidvel com

f'(x) = 2*f(x)
para todo x € Re f(0) = 1. Mostre que f(x)f(—x) = 1eque f(x) > 0todo x € R.

Sugestdo: Mostre que (f(x)f(—x))" = 0, para todo x. Para mostrar que f(x) > 0,
para todo x, suponha que exista x,, tal que f(x,) < 0, entio f(x,) < 0e f(0) > 0, use
a continuidade de f para concluir que existe algum x*, tal que f(x*) = 0, lembre que

fa)f(=x") = 1.

Exercicio 4.24. Seja

flx) = { x?sen (1/x), sex #0

0, sex =0
Mostre que f é diferencidvel em x = 0.
Exercicio 4.25. Seja f : R — R, diferencidvel e cuja derivada é limitada, ou seja, existe

uma constante positiva K, tal que | f(x)| < K, para todo x. Seja g(x) = x +€f(x), onde
€ > 0. Mostre que se € for suficientemente pequeno, a fungio f é injetiva.

Sugestdo: Se ¢'(x) > 0, para todo x, entdo g(x) serd crescente na reta toda.

Exercicio 4.26. Suponha que f'(x,) e §'(x,) existame ¢’ (x,) # 0, f(x,) = g(x,) = 0.

Mostre que
) f()

—=0g(x)  g(%)
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Sugestado: Note que

; por qué?

Exercicio 4.27. Seja f : (—a,a) — R, onde a > 0, uma fungio derivivel. Mostre que
se f for par, entdo f' é impar e se f for impar, entio f' é par.

Exercicio 4.28. Diga se as afirmagdes abaixo sdo verdadeiras ou falsas, justificando a sua
opgdo.

(a) Se f for diferencidvel em x = 0, entdo f é continua em x = 0.
(b) Se f for continua em x = 1, entio f diferencidvel em x = 1.
(c) Se |f'(x)| < L, para todo x € [a, b, entdo

[f(x) = f)] < Llx =yl

para todo x,y € [a,b].
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AULAS5: AS FUNCOES EXPONENCIAIS

OBJETIVOS

Ao final dessa aula, o aluno devera ser capaz de:

1. Compreender a defini¢do das fun¢des exponenciais.

2. Compreender as propriedades das fun¢des exponenciais.

3. Calcular derivadas de fung¢des exponenciais, bem como limites envolvendo es-
tas funcoes.

5.1 Introducao

Nos cursos de cédlculo os alunos viram as fun¢des exponenciais e as fung¢des lo-
garitmicas. Nesta aula voltaremos a estas fung¢des, mas com mais cuidado, e pro-
varemos aqueles resultados que foram assumidos como verdadeiros em cursos
anteriores.

5.2 Definicao da fun¢dao exponencial

Nesta se¢do definiremos a fun¢do f(x) = a*, onde a4 é um ntimero real positivo
diferente de um. No caso em x = 7, onde m, n sdo inteiros e m # 0 (podemos
sempre assumir que o denominador 7 é positivo), definimos

um/n — (am)l/n — (al/n)m’

ou seja, o cdlculo de exponenciais racionais, reduz-se a duas operagdes que estdo
bem definidas: a m-ésima poténcia e a n-ésima raiz de um ndamero real positivo.
Por exemplo, definimos
0=1
a =1,

se m > 0, definimos a” como a multiplicado por a m vezes; se m for negativo,

definimos
m

1
a = ——:.
a_m

Para s e t racionais, valem as seguinte propriedades:

_ 1
a = E, (51)
Tt = g% al, (5.2)

(a®) = a®. (5.3)
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Note que como a n-ésima poténcia de um niimero maior do que um é maior do
que um e a raiz n-ésima de um ntimero maior do que um também é maior do que
um, entdaosea > 1em,n > 0, entdo

a™m > 1. (5.4)

Isto juntamente com a propriedade 5.2 implicam que se s e t sdo racionais com
s < t, entao

a® < a'. (5.5)
De (5.1)e (5.4),sea >1e ' <0, entdo
a™m < 1. (5.6)
Argumentos similares implicam que se 0 < a < 1em,n > 0, entdo
a™’" <1 (5.7)
e se s e f sdo racionais com s < f, entdo
at < at. (5.8)
Mas e se x for irracional, o que significa a*?

Talvez antes de falarmos sobre o caso geral, valesse a pena darmos um exemplo
numérico; por exemplo, o que significa 3v2?

Vimos no curso de Fundamentos de Andlise I que ndo existe ntimero racional cujo
quadrado seja 2, portanto /2 é irracional e o seu valor numérico é

V2 = 1,414213562373095048801688724209...
Considere a seguinte sequéncia de racionais:
rn=14 rn=1,41, r3 =1,414; 1,4142;, ...; ry;...,

onde 7, é a aproximagdo de /2 na qual consideramos apenas os n primeiros
digitos depois da virgula. Por construgdo a sequéncia (r,) é ndo decrescente e
converge para v/2. Sendo (r,) ndo decrescente, entio a sequéncia (3'") é nao
decrescente e como r, < 2, entdo 3" < 3% = 9, para todo n. Sendo (3"") uma
sequéncia ndo decrescente e limitada superiormente de ntimeros reais, vimos no
curso de Fundamentos de Anadlise I que ela converge para o supremo do conjunto

{31,372,...,3™" .. }.
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Seria natural definir este limite como 3V2, mas a sequeéncia de racionais que consi-
deramos é muito particular, com isso temos duas perguntas: se tivéssemos to-
mado outra sequéncia qualquer de racionais (7/,) convergindo para v/2, sera que

A . / .. . . o e .
a sequéncia (3") convergiria? Em caso afirmativo, o seu limite seria 0 mesmo
que o limite da sequéncia (3")?

A seguir responderemos as perguntas acima, mais precisamente: seja a é positivo
e diferente de 1 e x é um numero real qualquer, se {r,} for uma sequéncia qual-
quer de racionais convergindo para x, entdo mostraremos que a sequéncia (a'")
converge e que o seu limite ndo depende de {r,}, 0 que nos permitira definir

a* = lim a',

n—o00

onde {r,} é uma sequéncia qualquer de racionais convergindo para x.
Teorema 5.1. Seja (r,) uma sequéncia qualquer de racionais convergindo para zero e a
um niimero real positivo e diferente de 1. Entdo a sequéncia (a™) converge para 1.

Prova. Vamos provar o teorema para o caso em que a > 1. O caso em que
0 < a < 1 é tratado de maneira similar e serd deixado para o aluno.

Como a sequéncia (r,) é convergente, ela é limitada, ou seja, existe um namero
racional K > 0, tal que |r,| < K, para todo n.

Comoa > 1er, <K, para todo n, de (5.5) concluimos que
am < ak, (5.9)

para todo n.
De (5.6), se r, < 0, entdo a’m < 1. Portanto, se r, < 0, temos

la" —1|=1—a" =a™"(a " —1) = a"(al"l = 1) <K@l - 1),
na desigualdade acima usamos (5.9).
De (5.4), se r, > 0, entdo a’ > 1. Portanto, se r,, > 0, temos a7 > 1, logo

@ —1| =a" —1=al"l —1 < a¥@am! 1),

na Gltima desigualdade usamos que 1 < aX, pois K > 0.
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Resumindo, temos
o’ — 1| < a¥(all —1), (5.10)
para todo n.

Vimos no curso de Fundamentos de Anélise I, que para todo a > 0, a sequéncia
(a'/™) converge para 1, logo dado € > 0, existe um inteiro positivo ny, tal que
n > np implica

€

1/
alm 1< (5.11)

Como a sequéncia (r,) converge para zero, existe um inteiro positivo n,, tal que

n > np implica

1
|| < —.
n

Comoa>1e0 < |ry| < nll , de (5.5) concluimos que para n > n, temos

1 <alml < gt/m (5.12)
Subtraindo 1 das desigualdades acima concluimos que
0<a™ —1<gl/m_1, (5.13)

Seja n, = max{ny, ny}, entdo se n > n,, temos

g —1| < K@l —1)  (usamos (5.10))
< af(a"™ —1) (usamos (5.13))
< aKaiK (usamos (5.11))
—
0 que prova o teorema. [

Teorema 5.2. Seja a um niimero real positivo e diferente de 1. Dado um niimero real
s, seja (rn) uma sequéncia qualquer de racionais convergindo para s. Entio a sequéncia
(a™) converge e o seu limite ndo depende ().

Prova. Vamos provar o teorema para o caso em que a > 1. O caso em que
0 < a <1 é tratado de maneira similar e serd deixado para o aluno.

Como a sequéncia (r,) é convergente, ela é limitada superiormente, portanto e-
xiste numero racional K > 0, tal que |r,| < K, para todo n. Logo, comoa > 1e
rn < K, segue de (5.5) que
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para todo n.

Se 1y < 1y, segue de (5.5) que '™ < a’™, portanto

|arn _ arm| — arn _ arm
= g'm (arn_rm _ 1)
arm(a\rn—rml —1)

< ak(glm=ml 1),

Se ry, > 1y, segue de (5.5) que a’™ > a’, portanto

la™ —a™| = a'"™m —a"™
n (arm_rn _ 1)
a”’(a'r”_r’"‘ -1)

< aK(alm=rml —1).

IS

Portanto, para todo m e n, temos
@ —a| < aK|aln—rml — 1], (5.14)
Dado € > 0, tome um inteiro positivo N, tal que

1/N

a/N 1] < ai (5.15)

0 que é possivel, pois a sequéncia (a'/") converge para 1. Como (r,) é conver-
gente, ela é de Cauchy, portanto existe um inteiro positivo n,, tal que se m,n > n,,
temos

0<|rm—rm| <1/N.

Como a > 1, |r, — | e 1/N s@o racionais, segue da desigualdade acima e de
(5.5) que
1< glm=rml < gt/N,

para todos m, n > n,. Subtraindo 1 das desigualdades acima, temos
0 <alm=ml 1 < 4/N 1,
ou seja, para todo m, n > n,, temos

gl =l — 1| < [a!/N 1. (5.16)
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Logo, se m,n > n,, temos

@ —a| < aK|almml 1) (usamos (5.14))
< afja/N -1 (usamos (5.16))
< aKaiK (usamos (5.15))
= 6,

0 que mostra que a sequéncia (a"7) é de Cauchy, portanto convergente.

Seja s o limite da sequéncia (7, ) e suponha que (7,) seja outra sequéncia qualquer
. . . A . !
de racionais convergindo para s. Mostraremos que a sequéncia (a"™ — a") con-
A . / ~ . . .
verge para zero e como as sequéncias (a) e (a") sdo convergentes, isto implica
que elas convergem para o mesmo limite.

De fato, como (r,) e (r),) convergem para s, entdo a sequéncia (r, — r},) con-
verge para zero e pelo Teorema 5.1 concluimos que a sequéncia (a"»~"» — 1) con-
verge para zero. Como (r,) é convergente, existe nimero racional K > 0, tal que
|rn| < K, para todo n, comoa > 1, temos a’ < ak, para todo n. Como a sequéncia
(a™) é limitada e (a" " — 1) converge para zero, segue do Exemplo 7.16 do li-
vro de Fundamentos de Analise I que a sequéncia (" |a’n~"" — 1|) converge para
zero, mas |a"™ — a’n| = a"™|a" " — 1|, 0 que mostra que (a’" — a’™) converge para
zero, 0 que prova o teorema. O

Definicdo 5.1. Seja a um niimero real positivo e diferente de 1. Dado um niimero real x,
definimos

a* = lim a',
n—oo

onde (a™) é uma sequéncia qualquer de niimeros racionais convergindo para x.

5.3 Propriedades das funcdes exponenciais

Teorema 5.3. Seja a # 1 um niimero real positivo. Entdo para todos x,y € R temos

a¥ Y = g¥aY,

_ 1
a a— a—x,
(a*)Y = a"V.

Prova. Sejam (x,) e (y.) sequéncias de ntimeros racionais convergindo para x
e y, respectivamente. Entdo a sequéncia (x, + y,) é uma sequéncia de racionais
que converge para x + Y, portanto

a* Y = lim g% tYn,
n—oo
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Como x; e y, sdo racioanais, entdo de (5.2), temos

axn‘H/n — axn a]/n.

Logo

a = lima
n—oo

= lim a*a¥"
n—oo

= (Jim ) ( Jim o)

= a*adY,

Xn+Yn

com isso concluimos a demonstracdo da primeira propriedade.
A sequéncia de racionais (x,) converge para x, entdo a sequéncia (—x, ) converge
para —x, além disso de (5.1)

x4
a —~
a*n
logo
- . .1 1
a* = lima " = lim =—=—,
n—00 n—co g¥n lima™  a*

n—oo

com isso concluimos a demonstracdo da segunda propriedade.

A demonstracdo da terceira propriedade sera dada depois que introduzirmos as
fungdes logaritmicas; veja equagdo (6.16). O

Exemplo 5.1. Seja f(x) = a*, ondea > 1. Se x < y, entio f(x) < f(y), logo f(x) é
crescente, portanto, injetiva.

De fato, sejam (r,,) e (g») sequéncias de racionais convergindo para x e y, respec-
tivamente. Na defini¢do de limite, se tomarmos € = (y — x)/4, encontraremos
um inteiro positivo n, tal que n > n, implica

x—r| <(y—x)/4 e ly—qu| < (y—x)/4
Tomemos um racional r entre (y — x)/4 e (y — x)/2, entdo se n > n,, temos
Gn —1n > (y — x)/2 > r, 0 que implica que q, = 7, + (gn — rn) > tn + 1, portanto

de (5.5) temos
aln > g'ntr,
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para n > n,. Como as sequéncias (q,) e (r, +r) convergem para y e x + 7,
respectivamente, segue-se da desigualdade acima que

a¥

lim af"
n—oo

lim a "
n—oo
lim a" a™
n—0o0

a’ <lim a”)
n—o00
a*a
> a* (a">1,poisa>1ler>0)

Y

v

Exemplo 5.2. Sea > 1, entido

lim a* = +oc0.
X——+00

De fato, seja dado M > 0. Vimos no curso de Fundamentos de Analise I que se
a > 1, entdo lim,_,. a" = oo, portanto existe n,, tal que a™ > M. Como a fungdo
a* é crescente paraa > 1, se x > n,, temos a* > a’ > M. O

Exercicio 5.1. Mostre que se a > 1, entdo

lim 4 =0.
x——00

Exercicio 5.2. Seja f(x) = a*, onde 0 < a < 1. Mostre que se x < y, entio
f(x) > f(y), ou seja, f(x) é decrescente, portanto, injetiva.

Exercicio 5.3. Mostre quese 0 < a < 1, entio

lim a* =0,
X—00

lim a* = .
xX——00
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5.4 As fungbes exponenciais sdo continuas

Exemplo 5.3. Seja a > 1, entio f(x) = a* é continua para todo x real.

De fato, seja x, um ntmero real qualquer, mostraremos que f é continua em Xx,.
Note que para todo x real temos

|ax _ ax°| = ar (a‘jkxo' - 1)/ sex > X,
a* (a1 —1), sex < x,
< max{a®,a*} (a¥%l —1). (5.17)

Dado € > 0, seja N, um inteiro positivo tal que

1 €
aNo —1 < axoT’ (518)

o que é possivel, pois a sequéncia (a!/") converge para 1. Se tomarmos x tal que

1
|x — x| < Nlo' entdo como a* é crescente, temos al* %! < g%, portanto,
1
al¥ =%l _1 < g™ —1, (5.19)

como |x — x,| < N%,' entdo

1
x:xo+(x—xo)§x0+|x—xo|<xo+ﬁ§xo—|—1,

0

como a* é crescente para a > 1, temos

a* < gfotl
como a* < a**1, concluimos que
max{a*,a*} < a*Tl, (5.20)
Entao
a* —a%| < max{a*,a*}(a* %l —1) (usamos (5.17))
< max{ax",ax}(aNLo -1) (usamos (5.19))
< axUH(aNio -1) (usamos (5.20))
< a%t! axo% (usamos (5.18))
= ¢,
o que mostra que f é continua em x,, onde para o € dado, o nosso J foi ng O
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Exercicio 5.4. Seja 0 < a < 1, mostre que f(x) = a* é continua para todo x real.

Exemplo 5.4. Seja a > 1, entdo a imagem de f(x) = a*, x real, é (0, ).

De fato, f(x) > 0, para todo x real, o que mostraremos é que todo nimero real
positivo estd na imagem de f. Como f(0) = 1, entdo y = 1 estd na imagem de f.

Vimos que se 2 > 1, entdo lim a” = +o0, portanto dado y > 1, existe n,, tal que
n—oo

f(n,) = al! >y, comoy € [1,a™] e f é continua neste intervalo, pelo Teorema
do Valor Intermediario, existe algum x em (0, 7,), tal que f(x) = y. Por outro
lado,se 0 <y < 1,comoa™" = aln tende a zero quando n tende a infinito, existe
1o, tal que f(—n,) = a~™ <y, como f(x) é continua em [a~"°, 1], pelo Teorema

do Valor Intermedidrio existe algum x no intervalo (—n,,0), tal que f(x) =y. O

Exercicio 5.5. Seju 0 < a < 1, mostre que a imagem de f(x) = a*, x real, é (0, 0).

5.5 A derivada de ¢*
Seja f(x) = a*, entdo

flx+h) = f(x) _ ot —a¥ ax<ah—1),

h h

-0 K ®-21)

existir, ou seja, se f'(0) existir. Portanto, se f'(0) existir, entdo f’'(x) = f/(0)a¥,

para todo x real.

Mostra-se que existe um tinico valor de a para o qual o limite (5.21) vale 1, ele
é denotado por e. Este é 0 mesmo ntimero ¢ que no curso de Fundamentos de
Anadlise I mostramos ser irracional, seu valor é

e = 2,718281828459...

Portanto, por defini¢do, temos
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logo
para todo x real.

Segue da Regra da Cadeia que se u(x) for derivével, entdo
(")) = ey (x). (5.22)

Embora para cada valor de 4, a fungdo a* seja uma exponencial, quando falarmos
na fungdo exponencial sem nenhum adjetivo, estaremos nos referindo a fungao e*.

Na Aula 6 veremos como calcular a derivada da funcgéo a*.
y

y=¢e'

Figura 5.1: Nesta figura mostramos o gréfico de y = e*.

Exercicio 5.6. Encontre as derivadas das sequintes fungoes:
2x
(a) f(x) = 155

(8) f(x) = e eoss

2

(c) f(x) = (x2 4 cos e’ )3,

Exercicio 5.7. Seja
2

flx) = xe™",

x real. Encontre os valores mdximo e minimo globais de f.
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AULA6: AS FUNCOES LOGARITMICAS

OBJETIVOS

Ao final dessa aula, o aluno deverd ser capaz de:

1. Compreender a defini¢do das fun¢des logaritmicas.

2. Compreender as propriedades das fun¢des logaritmicas.

3. Calcular derivadas de fung¢des logaritmicas, bem como limites envolvendo es-
tas fungoes.

6.1 Definicao das func¢des logaritmicas
Seja f : R — (0, o0), definida por

flx) =a",

onde a é positivo e diferente de 1. Vimos na Aula 5 que f é uma fungdo injetiva
e sobrejetiva, portanto bijetiva, entdo existe uma fungdo g : (0,00) = R que é a
inversa de f. Esta funcdo é denotada por log, x, leia logaritmo na base a de x.
Portanto,

y=log,x < x =a".

Como a’ = 1, entdo
log,1=0,

para todo a positivo e diferente de 1.

1

Como a* = g, segue que

log,a =1.

E comum denotarmos a inversa de e* por Inx ou logx, chamada de logaritmo
neperiano (ou natural) de x.

6.2 Derivadas de fun¢des logaritmicas
Note que se y = In x, entdo
x =év.

Derivando esta equagdo em relacdo a x, da Regra da Cadeia, veja equagdo (5.22),
que
1=é"%/,
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ou seja,

Portanto
(Inx) = % >0, (6.1)
para todo x > 0.

Se u(x) for uma funcéo diferenciavel de x, segue da Regra da Cadeia, que

(Inu(x)) = : (6.2)

Exercicio 6.1. Mostre que a equagio
x—Inx=0,

x > 0, ndo tem solugio.
Sugestdo. Mostre que a fungio f(x) = x — Inx tem um minimo global em x = 1,
portanto, f(x) > f(1) = 1, para todo x.

6.3 Propriedades das fun¢oes logaritmicas
Teorema 6.1. Se a e b sio reais positivos, entido
In(ab) = 1Ina+Inb. (6.3)
Prova. Seja
g(x) = In(ax), (6.4)

a qual estd definida para todo x positivo. Entdo de (6.2), temos

logo
(3(x) ~Inx) =0,

para todo x, o que implica que

g(x) =Inx+C,
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onde C é uma constante. Fazendo x = 1, temos Ina = In1 + C, tendo em vista
que In1 = 0, concluimos que C = In g, portanto

g(x) =Inx+Ina. (6.5)
Fazendo x = b nas equacdes (6.4) e (6.5), temos
In(ab) = g(b) =Ina+Inb,

concluindo a demonstragdo do teorema. O

Por inducdo temos a seguinte generalizacdo do teorema acima: se ay,...,a, sdo
nameros reais positivos, entdao

In(ay...a,) =Ina; +...Inay,. (6.6)
Se em (6.6) fizermos ay, . .., a, = a, concluiremos que

Ina" =nlna. (6.7)

. 1 .
Se em (6.6) fizermos ay, . ..,a, = a», concluiremos que

1
Ina = nlnan < Inagi :Elna. (6.8)
Seja r = I, onde m,n sdo inteiros positivos, entdo em virtude de (6.8) e (6.9)
temos
Ina’ = Inan = ln(a%)m = mlnar = % Ina
= rlna. (6.9)

Seja a positivo, como 0 = In1 = In(aa~!) = Ina + Ina~?, concluimos que

Ina~! = —Ina. (6.10)

De (6.3) e (6.10), temos
ln% =In(ab™!) =Ina+Inb~! =Ina—Inb. (6.11)
Sejar = %, onde m, n sdo inteiros com 7 positivo e m negativo, entdo r = —@,

portanto

Ina" = Ina =

-1
= In (an> (usamos (5.3))

= —Inan (usamos (6.10))
= — |TZ—| Ina (usamos (6.9))
= rlna
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Portanto, para todo racional r = %, temos
Ina" =rlna. (6.12)

Seja x um numero real qualquer. Tome uma sequéncia de racionais (r,) conver-
gindo para x entdo, por definigdo,

a* = lim a'", (6.13)

n—00

como a fungdo logaritmo é continua (por ser a inversa de uma fungdo continua),
temos

. o .t
lim Ina'™ = In (nlgr;oa ) (6.14)
logo de (6.13), (6.14), (6.12) e da Propriedade (i) do limite, veja Teorema 2.4, temos

Ina* =1In <lim a”’) = lim Ina"™ = lim (r,Ina) = xIna.
n—00 n—00 n—00

Portanto, para qualquer ntimero real x, temos
Ina* = xIna. (6.15)

Usando a propriedade acima duas vezes, temos

log,(a*)Y = ylog,a* = xylog, a = xy.
Como
log,(a*)? = xy,
tomando-se a exponencial na base a desta equagao, temos
(a*)¥ = a'V. (6.16)

In a¥

Sey = log, x, entdo x = a¥ = " = ¢¥!"? portanto

1
x =/,

derivando esta equacdo em relagdo a x e usando a Regra da Cadeia, veja equagdo
(5.22), temos
1=¢"(yIna) =a’y Ina=xy Ina,

portanto
;1
Y7 XIna
Logo, para todo x > 0, temos
1
(log, x)" = na (6.17)
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De (6.17), para todo x > 0, temos

Inx\’
(loga X — E) =0,

logo log, x = g‘l—;‘ + C, fazendo x = 1, concluimos que C = 0, portanto
Inx
log, x = na’ (6.18)

0 que nos permite expressar o logaritmo numa base a qualquer em termos do lo-
garitmo natural.

Se u(x) for diferencidvel, entdo de (6.17) e da Regra da Cadeia, temos

u'(x)

I
(log,u(x)) = g’ (6.19)
Exemplo 6.1. Se (x;,) é uma sequéncia tal que lim,_, x, = +o0, entdo lim,_, Inx, =
—+00.
De fato

lim In2" = lim (nln2) = +oo,
n—o00 n—00

poisIn2 > 0; portanto, dado M > 0, existe inteiro positivo N,, tal que In 2No > M,
como limx, = 400, existe um n,, tal que se n > n,, temos x, > 2N, portanto,
n—

como a funcdo logaritmo é crescente, temos
Inx, >1In2N > M

para todo n > n,, 0 que mostra que lig Inx, = +o0. O]
n

Note que se y = a¥, entdo podemos escrever

In a* xlna
y=et" =",

portanto da Regra da Cadeia, veja
x = ¥ In a
derivando esta equacdo em relagdo a x e usando a Regra da Cadeia, veja equagdo

(5.22), temos

y =e*MIng = a¥Ina.
Portanto

(a*) =a*Ina. (6.20)
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Exercicio 6.2. Expresse a quantidade dada como um tinico logaritmo:
(a) In5+1n7,

(b) In(a+b) +In(a — b) — 3Inc.

Exercicio 6.3. Resolva as equagdes abaixo.
(a) 548 —7 =0,
(b) In(Inx) =1,
(c)lnx+In(x+7) =In4d+1n2,
(d)In(x>*+x—1) =0,
(e) (0,1)*F2 = 1001/3,

(f) e?* +2¢* —8 = 0.

Exercicio 6.4. Calcule as derivadas das sequinte funcoes:

(a) f(x) = V1 =2,
(b) f(x) = cos(2* + log, x).

Exercicio 6.5. Dado um niimero real x # 0, por que é possivel encontrarmos um
valor c entre 0 e x, tal que

X _
et —1 _
x
Exercicio 6.6. Mostre que
. Inx
lim — = 0.
xX—00 X
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Sugestao: Vimos no curso de Fundamentos de Andlise I que

lim Vn=1,

n—o00

. Inn )
como a fungio In x é continua em x = 1, temos lim — = 0. Além disso, f(x) =
n—oo 1mn
Inx

X ¢ continua e decrescente (para x > e).

Exercicio 6.7. Mostre que se p > 0, entdo

Exercicio 6.8. Mostre que

lim xInx = 0.
x—0t

Sugestao: No Exercicio 6.6 vimos que lim;_, h‘TM = 0. Para resolver os Exercicios

6.7 e 6.8, faca as mudangas de varidveis u = x¥ e u = 1

< respectivamente.

Exercicio 6.9. Mostre que para todo p real, temos

lim x Pe* = o0
X—00

Sugestdo: Se p < 0, entdo o resultado acima é 6bvio, se p > 0, podemos escrever

e usamos o Exercicio 6.6.
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AULA7: NOCOES DE TOPOLOGIA

OBJETIVOS

Ao final dessa aula, o aluno devera ser capaz de:

1. Compreender os conceitos de conjuntos aberto e fechado, de pontos de acumulacdo
de um conjunto, bem como as propriedades destes.

2. Compreender o conceito de conjunto compacto e a sua caracterizagdo em ter-
mos de sequéncias.

3. Compreender a generalizagdo do Teorema dos Intervalos Encaixados para con-
juntos compactos.

4. Saber que o infimo e o supremo de um conjunto compacto pertencem ao mesmo.

5. Compreender a demonstra¢do do Teorema de Heine-Borel.

7.1 Conjuntos abertos

Defini¢ao 7.1. Dado um conjunto A C R, dizemos que a € A é um ponto interior de
A, se existir um 6 > 0, tal que

(a—d,a+96) € A.

Denotamos por intA o conjunto de todos os pontos interiores de A. Dizemos que um
conjunto é aberto se todos os seus pontos sio interiores, ou seja, se A = int A.

Exercicio 7.1. Seja A um subconjunto dos niimeros reais contendo apenas um
niimero finito de elementos. Mostre que A ndo é aberto.

Exemplo 7.1. Os seguintes conjuntos (a,b), (a,00), (—oc0,a) e (—oco,00) sdo abertos;
por qué?

Exemplo 7.2. Os sequintes conjuntos [a,b), (a,b] e [a,b] ndo sdo conjuntos abertos,
porque int (a,b] = (a,b), int [a,b) = (a,b) eint [a,b] = (a,b).

Exemplo 7.3. O conjunto vazio é aberto.

De fato, note que um conjunto s6 pode falhar de ser aberto se ele tiver pelo menos
um ponto que ndo é interior. Como o conjunto vazio ndo possui ponto, ele ndo
possui ponto que ndo seja interior, portanto o conjunto vazio é aberto. [

Exemplo 7.4. Q ndo é aberto.
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De fato, vimos que niimeros irracionais sdo densos em IR, em particular, dado
qualquer ntmero racional 7, para todo 6 > 0, existe algum ntimero irracional x &
(r — 8,7+ d), portanto este intervalo ndo estd contido em Q, logo r ¢ int A. Como
r foi tomado arbitrariamente, concluimos que o conjunto dos nimeros racionais
ndo contém pontos interiores, ou seja,

intQ =0,

logo Q nédo é aberto. O

Teorema 7.1.
(a) Se A1 e Ay sdo conjuntos abertos, entidio A1 N Ay é aberto.

(b) Se (Ap)aer é uma familia qualquer de conjuntos abertos, entido Uycp Ay é um
conjunto aberto.

Prova. Na demostracdo dos itens (a) e (b) vamos assumir que A; N Az e Uyep Ay
sejam ndo vazios, sendo ndo terfamos nada a provar, pois conjuntos vazios sao
abertos.

(a) Sea € AN Ay entdoa € Ajea € Ay. Como Aj e A; sdo abertos, exis-
tem 61 > 0edy > 0, tais que (a —d1,a+91) C Aje (a—dya+ ) C Ap.
Tome 6 = min{dy,d,}, entdo (a —d,a+ ) C Ay e (a—Jd,a+ ) C Ay, portanto,
(a—90,a+9) C AN Ay, logoa éum ponto interior de A; N Ay, 0 que mostra que
todo ponto de A; N Aj; é interior, portanto, A; N A, é aberto.

(b) Sea € Upep Ay, entdoa € Ay, para algum A, € L. Como A, é aberto, existe
0> 0,talque (a—0,a+0) C Ay, C Ure Ay, portanto, (a —6,a+ ) C Upe Ay,
0 que mostra que a2 é um ponto interior de Uyc; A). Mostramos que todos os
pontos de U, A, sdo interiores, logo U1 A, € aberto. H

Exemplo 7.5. Se A1, Ay, ..., Ay sdo conjuntos abertos, entio
N1 A
¢ aberto.

De fato, seja A = NI’ ; A,. Dado arbitrariamente 2 € A, mostraremos que existe
d >0, tal que (a —6,a+ ) C A, ou seja, a é um ponto interior de A e concluire-
mos que todos os pontos de A sdo interiores, portanto A é aberto.

Sea € A, entdoa € Aj, paratodoi =1,...,n. Como A; é aberto, existe §; > 0, tal
que (a — 6;,a+ ;) C A;. Seja

0 =min{dy,...,0,},
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entdo paracadai =1,...,n, temos
(a—6,a+6) C(a—d;,a+0;) CA;.

Portanto
(a—96,a+9) C N A;:.

]

Exemplo 7.6. A intersecio de uma infinidade de conjuntos abertos nio é necessariamente
um conjunto aberto.

De fato, seja A, = (—1/n,1/n), entdo para cada n o conjunto A, é aberto. Mos-
traremos que
ﬂ?ilAn = {0},

que ndo é aberto.

Note que 0 € (—1/n,1/n) para todo n,logo 0 € N*, A,,. Por outro lado, sea # 0,
afirmamos que a ¢ N;2; Ay,. De fato, se a # 0, podemos tomar 7, suficientemente
grande tal que |a| > 1/n,, portanto a ¢ (—1/n,,1/n,),logo a & N2, Ay O

7.2 Conjuntos fechados

Defini¢ao 7.2. Dizemos que um conjunto A C R é fechado se o seu complementar
R — A for um conjunto aberto.

Exemplo 7.7. O sequintes conjuntos sio fechados: [a,b], R, @ e A C R finito; por qué?
Exemplo 7.8. O conjunto Q ndo é fechado.

De fato, vimos que os ntiimeros racionais sdo densos em IR, em particular, dado
qualquer nimero irracional x, para todo § > 0 existe algum racional r € (x —
d,x + 0), portanto x ndo é um ponto interior de R — Q, ou seja,

int(R—Q) =09,

logo R — Q ndo é aberto, consequentemente, Q ndo é fechado. O

Exercicio 7.2. Mostre que o conjunto Z. é fechado.
Sugestdo: Note que R — Z = Uyez(n,n+ 1) e use o Teorema 7.1.
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Teorema 7.2.
(a) Se Ay e Ay sio conjuntos fechados, entiio A1 U Ay é fechado.

(b) Se (A))reL € uma familia qualquer de conjuntos fechados, entdo Nycp Ay é um
conjunto fechado.

Prova. Vimos que um conjunto é fechado se, e somente se, 0 seu complementar
em relacdo a R for aberto.

(a) Como Aj e A fechados, entdo R — A; e R — Aj sdo abertos e, pelo item (a) do
Teorema 7.1, (R — A1) U (R — Aj) é aberto, mas pela lei de De Morgan, temos

(R—A;)U(R—Az) =R— (A1 NAy).
Portanto, R — (A1 N Ap) é aberto, o que significa que A1 N A; é fechado.

(b) Como A, é fechado paracada A € L,cada R — A, é aberto e, pelo item (b) do
Teorema 7.1 U ¢ (R — A, ) é aberto, mas pela lei de De Morgan

Urer(R —Ay) = R — (NyerAn).

Portanto R — (N e Ay ) € aberto, logo Nycr A, é fechado. O

Exemplo 7.9. Seja A C R fechado e (a,,) uma sequéncia de pontos de A. Se

a = lim a,,
n—oo

entdoa € A.

De fato, suponha que a ¢ A, mostraremos que isto nos levara a um absurdo. Se
a ¢ A entioa € R— A, mas R — A é aberto, pois A é fechado. Logo existiria
d>0talque (a—6,a+75) C (R—A),ouseja, (a—d,a+5)NA=0Q0,o0queé
um absurdo, pois a = nlgr(}o a,, 0 que implica que existe inteiro positivo n, tal que

an € (a—9,a+96), paratodon > n,. O

Exemplo 7.10. Seja A C R, tal que para toda sequéncia convergente (a,) de pontos de
A o seu limite esteja em A. Entdo A é fechado.

De fato, afirmamos que R — A é aberto; caso contrédrio, haveria algum ponto
b € R — A que ndo estaria no seu interior. Portanto, para todo n € IN, o con-
junto (b —1/n,b + 1/n) ndo estaria contido em R — A, entdo existiria a, € (b —
1/n,b+1/n)ea, ¢ R— A, logoa, € (b—1/n,b+1/n)N A. Com isso teriamos
contruido uma sequéncia (a,) de elementos de A, tal que

|b—ay| <1/n,
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para todo n, ou seja, lim a, = b. Como por hip6tese toda sequéncia convergente
n—o00

de pontos de A deve convergir para um elemento de A, isto implicaria que para
b € A, o que é uma contradicao. O

Dos dois exercicios anteriores temos o teorema seguinte.

Teorema 7.3. A C R é fechado se, e somente se, para toda sequéncia convergente de
pontos de A, o seu limite estiver em A.

7.3 Pontos de acumulac¢ao

Definigao 7.3. Dizemos que um conjunto V. C R é uma vizinhanga do ponto a, se a
pertencer ao interior de V.

Definicdo 7.4. Dizemos que a € R é um ponto de acumulagdo de um conjunto A C
IR, se para todo 6 > 0, tivermos

(a—d,a+0)N(A—{a}) #Q,

ou seja, toda vizinhanga V de a contém algum ponto de A diferente do proprio a. Se
a € A ndo for um ponto de acumulagdo de A, dizemos que a é um ponto isolado de A.

Exemplo 7.11. Vale a pena ressaltar que um ponto de acumulagio de um conjunto ndo
precisa pertencer ao proprio conjunto. Por exemplo, 0 0 é um ponto de acumulagdo do
conjunto

A={1,1/2,1/3,1/4,...,1/n,...},

mas 0 & A.

Definigao 7.5. Se todos os pontos de um conjunto A forem isolados, dizemos que A é um
conjunto discreto.

Exercicio 7.3. Dé exemplos de conjuntos discretos.

Exercicio 7.4. O conjunto A = {1,2,3,4,...} tem pontos de acumulacio? Quais
sdo os pontos isolados de A?

Exercicio 7.5. Seja A = {1,1/2,1/3,1/4,...}. Mostre que 0 é o tinico ponto de
acumulacdo de A.

AULA 7 :NOCOES DE TOPOLOGIA

97



98

Exercicio 7.6. Quais sdo os pontos de acumulagdo dos seguintes intervalos: (—1,4),
(—1,4], [-1,4) e [—1,4] ? Estes conjuntos tém pontos isolados?

Teorema 7.4. Dados A C Rea € IR, mostre que as seguintes afirmagoes sio equivalen-
tes:

(1) a é ponto de acumulagio de A;
(2) a é limite de alguma sequéncia de pontos a, € A — {a};

(3) Para todo € > 0 existem uma infinidade de pontos de A em (a — €,a + €).

Prova.

(1) = (2). Suponha que a seja um ponto de acumulagdo de A. Entdo para cada
n, existe um ponto a, € A no intervalo (a —1/n,a 4+ 1/n). Logo, a sequéncia a,
converge para 4, o que prova (2).

(2) = (3). Suponha que a = lima,, onde a, € A — {a}, entdo, dado e > 0
n—oo

existe n,, tal que a, € (a —€,a+¢€), paran > n,. Afirmamos que o conjunto
{an : n > n,} é infinito; caso contrério, a sequéncia 4, teria que ser constante
para n suficientemente grande, ou seja, existiria n; > n,, tal que a, = ay, # a,
paran > nj, ouseja a,, = Jg%oan, o que é impossivel, pois a,, # a.

(3) = (1). Se para todo € > 0 existem uma infinidade de pontos de A em
(a —€,a+ €), entdo,
(a—e€a+e)N(A—{a}) #Q,

ou seja, a € um ponto de acumulagdo de A. O

Teorema 7.5. Todo conjunto infinito limitado de niimeros reais tem pelo menos um ponto
de acumulagdo.

Prova. Seja A C R um conjunto infinito limitado. Como A ¢ infinito, ele possui
um subconjunto enumeravel

{ay,a2,...,an,...}.

Portanto, temos uma sequéncia limitada de nimeros reais (a,), a qual, pelo Teo-
rema de Bolzano-Weierstrass, possui uma subsequéncia (a,,) que é convergente.
Seja a = lim;_, a,,. Como os termos desta subsequéncia sdo distintos, existe no
maximo um deles igual a a. Descartando-o, caso ele exista, obtemos uma nova
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subsequéncia de pontos pertencentes a A — {a}, a qual converge para a, portanto
a é ponto de acumulacgdo de A. O

7.4 Conjuntos compactos

Definicao 7.6. Um conjunto A C R é chamado de compacto, se ele é l[imitado e fechado.
Exemplo 7.12. O intervalo [a, b] é compacto.
Exemplo 7.13. Todo conjunto finito é compacto.

Exemplo 7.14. Os intervalos (a,b), (a,b] e [a, b) ndo sdo compactos, pois embora sejam
limitados ndo sdo fechados.

Exemplo 7.15. Embora o conjunto Z seja fechado, ele ndo é limitado, portanto ndo é
compacto.

Teorema 7.6. Um conjunto A C IR é compacto se, e somente se, toda sequéncia de pontos
de A possuir uma subsequéncia que converge para um ponto de A.

Prova.

(=) Suponha que A seja compacto e (a,) sequéncia de pontos de A, entdo (a,) é
limitada e, pelo Teorema de Bolzano Weierstrass, possui uma subsequéncia (ay,)
que é convergente. Seja a = lim; ,,a,, entdo a € A, pois A é fechado (veja
Exemplo 7.9).

(<) Seja A C R tal que toda sequéncia de pontos de A tenha uma subsequéncia
convergindo para um ponto de A. Afirmamos que A é limitado, caso contrério,
para cada n € N existiria algum a, € A, tal que |a,| > n. Entdo a sequéncia
(a,) ndo possuiria subsequéncia limitada, portanto nédo teria subsequéncia con-
vergente. Além disso, afirmamos que A é fechado; caso contrario, existiria uma
sequéncia (a,) de pontos de A, com lim, 0 a, = aea ¢ A, ou seja, teriamos
uma sequéncia que nao possuiria nenhuma subsequéncia convergindo para um
ponto de A, pois qualquer subsequéncia de (a,) convergiria paraaea ¢ A. [

Exemplo 7.16. Seja A C IR compacto, entdo inf A and sup A pertencem a A.

De fato, como A C R é compacto, entdo, A é limitado, portanto existem ntimeros
reaisa e b, tais que a = inf A e b = sup A. Afirmamos que a e b pertecem a A.

Pela defini¢do de infimo de um conjunto, para todo n € IN, existe algum elemento
ay € la,a+1/n),

com isso construimos uma sequéncia (a,,) de pontos de A, tal que |a, —a| < 1/n,
para todo n, logo a = lim a,, como A é compacto, devemos ter a € A.
n—oo
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De maneira andloga, pela defini¢do de supremo de um conjunto, para todon € IN
existe algum elemento

by € (b—1/n,bl,

com isso construimos uma sequéncia (b, ) de pontos de A, tal que |b, — b| < 1/n,
para todo n, logo b = lim b,, como A é compacto, devemos ter b € A. O
n—o00

Teorema 7.7. Dada uma sequéncia descrescente
Al DAY DA3D...DA, D...
de conjuntos compactos ndo-vazios, entio
N° 1Ay # O.

Prova. Paracadan € IN, tome a, € A,. Como os conjuntos A,’s sdo descrecentes,
entdoa, € A;, para todo n, como A; é compacto, (an) possui uma subsequéncia
(an,), convergindo para um ponto a € A;. Afirmamos que a € A, para todo
n € IN. De fato, dado n € IN fixo, tome n; > n, entdo para todo n; > n; , temos
Ay, € An;, C A;, C Ay, portanto, a subsequéncia (anio,unil,. ..) é formada de ele-
mentos de A, e ela converge para 4, por ser uma subsequéncia de (a,,), como A,
é compacto, segue que a € Aj. [

Corolario 7.1. (Intervalos encaixantes) Seja [ay, by| uma familia de intervalos fechados
com a seguinte propriedade:

[an—i—l/ bn—i—l] - [ai’lr bn]z

entdo
Nz [an, bn] # ©.

7.5 O teorema de Heine-Borel

Definicdo 7.7. Dado um conjunto A, dizemos que uma familia C de conjuntos Cy, A €
L, é uma cobertura de A se A C UpcrCy. Quando todos os conjuntos sdo abertos,
dizemos que C é uma cobertura aberta. Se o conjunto de indices L for finito, dizemos que
C é uma cobertura finita. Se L' C L é tal que A C U)c1/Cy, dizemos que C' = (Cy) rer/
¢ uma subcobertura de A.

Teorema 7.8. (Heine-Borel) Toda cobertura aberta de um conjunto compacto possui uma
subcobertura finita.

Prova. Vamos primeiro provar o teorema para o caso em que o conjunto compacto
seja o intervalo fechado [a, b], depois consideraremos um compacto qualquer.
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Seja C = U, A) uma cobertura por abertos de [a, b], ou seja, cada A, é aberto e
[a,b] C UpepAjx. Vamos supor, por absurdo, que a cobertura C ndo admita uma
subcobertura finita. O ponto médio do intervalo [a,b] o decompde em dois su-
bintervalos de comprimentos (b — a) /2. Pelo menos um destes intervalos, o qual
denotaremos por [a1,b1], ndo pode ser coberto por um namero finito de conjun-
tos A,’s; portanto, se dividirmos este intervalo ao meio, um dos subintervalos,
que denotaremos por [a3, by], ndo pode ser coberto por um namero finito de con-
juntos A,’s. Repetindo este processo, construiremos uma sequéncia de intervalos
[an, by, com as seguintes propriedades:

@) [an—HI bn—i—l] C [ﬂnr bn]/
(ii) o comprimento de [a,,b,| =27" e
(iii) [an, by] ndo pode ser coberto por um ndmero finito de A,’s.

Pelo Corolério 7.1 a interse¢do dos intervalos [a,, b,] é ndo vazia, ou seja, existe
c € Ny _4lan, by] C [a,b].

Sendo C uma cobertura de [a,b] ec € A, devemos terc € A, , paraalgum A, € L.
Como A, é aberto, existe § > 0, tal que (c —J,c+ ) C A,,. Como ¢ € [ay, by,
para todo n, entdo

bp=c+ (by—c)<c+(by—ay,) =c+27",
por outro lado,
ap=c—(c—ay)>c—(by—a,)=c—27",

portanto, se tomarmos n tal que 27" < J, teremos quea, > c—deb, < c+J,ou
seja, [an, bn] C (¢ —9d,c+ ) C Ay, ou seja, [ay, by] seria coberto por apenas um
dos conjuntos A,, o que pelo item (iii) seria uma contradicéo.

Agora seja A um compacto qualquer. Tome um intervalo [a, b] qualquer contendo
A, por exemplo, poderiamos tomar 2 = inf A e b = sup A. Como por hipétese C
cobre A, entdo, ao acrescentarmos a C o conjunto aberto Ay, = R — [a,b], anova
cobertura cobre [a,b]. Vimos que toda cobertura por abertos de [a, b] admite uma
subcobertura finita, ou seja, [a,b] C Ay, U A, U...UA, . Como nenhum ponto
de A pertence a A, , segue que [a,b] C Ay, U...UA,,, com isso terminamos a
demonstracao. ]
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Exercicio 7.7. O conjunto IN é fechado? Justifique a sua resposta.
Exercicio 7.8. O conjunto IN é compacto? Justifique a sua resposta.

Exercicio 7.9. Seja A = Z N [0,10]. O conjunto A é compacto? Justifique a sua res-
posta.
Sugestao. O conjunto A é finito e limitado, por qué?

Exercicio 7.10. Dé um exemplo de dois conjuntos A e B que nio sio abertos, masa AU B
é aberto.

Exercicio 7.11. Sejam A e B subconjuntos ndo vazios e abertos de R, tais que AN B #
@. E posstvel que A N B seja finito?

Sugestdo. Se A N B fosse finito, entdo A N B seria fechado, portanto R — (A N B) seria
aberto, use o Teorema 7.2 para chegar a uma contradigio.

Exercicio 7.12. Seja A = QN [0,1]. O conjunto A é compacto?
Sugestao. Tome uma sequéncia de niimeros racionais convergindo para algum niimero
irracional em [0, 1].

Exercicio 7.13. Seja A um conjunto compacto e B um subconjunto fechado de A. Entdo
A é compacto.

Exercicio 7.14. Considere o intervalo I = [0, 1] e para todo x € 1, seja Oy o intervalo
aberto (x —1/3,x 4+ 1/3). A familia O formada pela unido dos conjuntos abertos Oy é
uma cobertura para [0,1] ? E possivel tomarmos Oxys -+, Oy, tais que U, Oy, contenha

0,1]?

Exercicio 7.15. Mostre que a unido de dois conjuntos compactos é um conjunto com-
pacto.

Sugestdo. Sejam A e B dois conjuntos compactos. Considere uma cobertura qualquer
de A U B por abertos, digamos O. Entdo O é uma cobertura por conjuntos abertos para
ambos os conjuntos A e B, por qué? Entdo um niimero finito destes conjuntos, digamos
Uy, ..., Uy cobrirdo A e um niimero finito destes conjuntos, digamos Vi, . .., V;, cobrirdo
B; por qué? Os conjuntos Uy, ..., Uy, Wy, ..., Wy cobrirdo A U B; por qué?



Exercicio 7.16. Mostre que a intersegio de qualquer colegdo de conjuntos compactos é
um conjunto compacto.

Sugestado. A intersecio de qualquer colegio de conjuntos fechados é fechado e a intersegio
de qualquer colegdo de conjuntos limitados é limitada.

Exercicio 7.17. (Existéncia de um maior elemento) Mostre que todo conjunto A C R
que é ndo vazio, fechado e limitado superiormente, possui um maior elemento, ou seja,
existe a € A, tal que x < a, para todo x € A.

Sugestdo. Seju L = sup A, entdo existe uma sequéncia a, € A, tal que

lim a, = L;
n—oo

por qué? Use o Exemplo 7.9.

Exercicio 7.18. (Existéncia de um menor elemento) Mostre que todo conjunto A C R
que é ndo vazio, fechado e limitado inferiormente, possui um maior elemento, ou seja,
existe a € A, tal que x > a, para todo x € A.

Sugestao. Veja o exercicio anterior.
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