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Resumo

Neste trabalho realizou-se um estudo de colisbes elagt@maso sistema He usando as
abordagens classica, quantica e semi-classica. Iniaitdniei feita uma analise de como alguns
potenciais, que descrevem o dimero de hélio, influenciaprigaades do espalhamento clas-
sico. O problema em colisfes classicas também foi estudadmd forma inversa pelo método
de Firsov, que possibilita a obtencao da energia potenpiaita da secdo de choque diferencial.
Foi testada a estabilidade do algoritimo frente a errosrgrpatais na recuperagéo do potencial
original.

No estudo do espalhamento quantico, uma propriedade ddegnauportancia € a fase acu-
mulada na onda espalhada, pois a partir dela é possivehilesgroutras propriedades como
a secdo de choque. Essa propriedade foi calculada paraemaistg por diferentes métodos,
especificamente pela aproximacéo de Born, a equacao dee@akwg método renormalizado de
Numerov. A fase também foi determinada por um formalismaoi-sé@ssico usando a aproxima-
cao de JWKB. Esses resultados foram comparados e discetidoslacéo a aplicabilidade ao
sistema de estudo. Por fim, foi avaliada a sensibilidade deendide estados ligados, da secao
de choque quéntica e da fase em relagéo a diferentes pav&rdetum potencial recente que

descreve o0 sistema.

Palavras chave:Espalhamento, Método de Firsov, Analise sensitiva.



Abstract

Classical, semi-classical and quantum formalism were tsedudy helium-helium colli-
sions, both in a direct and inverse approach. Potentialitguaere quantified by comparing
simulated cross section and bound state with experimeatal d-irsov approach was used to
recover potential energy function from experimental défeial cross section. The algorithm
was also tested against simulated experimental erroreidifferential cross section.

Quantum phase shift accumulated along the scattering it@ted and angular momentum
is essential to calculate bound state properties and ceaiss. This phase shift was calculated
by the Born approximation, by the variable phase method anthé Renormalizes Numerov
approach. The semiclassical JWKB approach was used as guitie quantum calculation.
Efficiency and limitation of these four methods to establighquantum phase is discussed. The
sensitivity formalism was applied to analyse the potemizbhmeters influence on the calculated

properties.

Key words: Scattering, Firsov Method, Sensitivity Analysis.
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Capitulo 1

Introducao

A energia potencial é uma propriedade de grande import&msidisico-quimica, pois ela
possibilita um melhor entendimento do sistema em nivelasampico, além de proporcionar
o calculo de propriedades macroscopicas. Entre elas est@impriedades de transporte como
o segundo coeficiente do virial e o coeficiente de viscosifiadeA superficie de potencial
de um sistema pode ser determinada a partir de métdulostio, semi-empiricos e empiricos.
O primeiro deles consiste unicamente na resolucéo da eguaEc&chrodinger, sem o uso de
informacdes experimentais. Ja os métodos semi-empiritizaon alguns dados experimentais
para facilitar a solucao da equacéo de Schrodinger. Por $imébodos empiricos se baseiam na
parametrizacdo de uma dada forma funcional, com o objegvegdroduzir com uma precisao
desejada os resultados experimentais [2].

Uma das formas mais usuais de determinar experimentalraemiergia potencial de um sis-
tema microscopico € a partir de dados de espalhamento. (péexerais notavel é o experimento
de Rutherford, em que o potencial coulombiano entre os asicle hélio e ouro foi determinado
pelo padréao de espalhamento [3]. Os resultados desseragpéoiforam de grande importancia
para a quimica, pois forneceram informacdes valiosas paltecmlacdo da estrutura atbmica que

ocorreu ho comeco do século XX.



Sobre as colisdes atbmicas e moleculares em fase gasaaey@e o procedimento expe-
rimental é feito acelerando um feixe de particulas (atomosoléculas) que se choca com o
gas alvo dentro de uma camara de colisdo [4]. Como o espattameorrera em diferentes di-
recOes, a propriedade mensuravel nesse processo € adatBndietectada em cada uma dessas
direcOes, tal propriedade € conhecida como sec¢éo de chbjguefprma como os feixes se es-
palham esté diretamente relacionada com a estrutura dosgftmoléculas, ou seja, a superficie
de energia potencial entre eles.

De uma forma geral, as colisbes podem ser classificadas entiglus: elasticas e inelasti-
cas. No primeiro exemplo a energia cinética e 0 momento densi& permanecem constantes
durante o processo. Na outra situacéo, essas duas praj@sedariam, uma vez que a energia
cinética translacional pode ser transferida para 0s niivieig10s ou vice-versa. Em colisdes ato-
micas as mudancas nos estados se dao apenas no nivel etetediguanto que no espalhamento
molecular podem ser mudados também o0s niveis rotacionaisacnais. Como a excitagao
dos niveis eletrbnicos necessita de grandes valores dgianas colisdes atbmicas ocorrem
somente sobre essas condicdes.

E sabido que a mecanica quantica é necessaria para um metandienento de sistemas
microscépicos. No entanto o tratamento classico ndo devdeseartado, pois sob algumas
condicOes ele fornece uma boa descricdo do sistema [6]. fdmm@ovamente o exemplo do
espalhamento de Rutherford, quando o experimento fozeshdia mecanica quantica nao tinha
sido desenvolvida ainda. Com isso o formalismo classicatibzado no tratamento dos dados
fornecendo resultados consistentes entre teoria e exgraiom A abordagem classica foi ade-
guada para a descricéo do experimento de Rutherford desidoralicoes de altas energias nas
guais o experimento foi realizado.

Um sistema adequado no estudo de colisdes atbmicas € og@iaom o passar dos anos

foram desenvolvidos varios trabalhos, experimentaisrctes) estudando o espalhamento entre

INeste trabalho o sistema seréa considerado a &tomo incickemte atomo alvo.



esses atomos [7-12]. Além disso, na literatura recente weginglo um grande namero de
potenciais precisos que buscam descrever esse sistenid][1®iante disso, o0 sistema ke
serd utilizado como prot6tipo no estudo do espalhamensti@éisando o tratamento classico,
semi-classico e quantico.

Primeiramente, no Capitulo 2 sera feita uma pequena reasgica dos modelos de poten-
ciais propostos para o sistema hélio-hélio, apresentdgdasaspectos historicos no desenvol-
vimento dos modelos tedricos e experimentais. Também peedentada a forma funcional de
alguns potenciais recentes para o sistema. O Capitulo 3eapiega a teoria basica para o es-
palhamento elastico classico, em que se deduz a expressfo gagulo de espalhamento em
funcdo da energia potencial, além de desenvolver e digquacdes para a secao de choque. Os
modelos de potencial dados no Capitulo 2 serao utilizado® exemplo para os calculos.

No Capitulo 4 sera explorado o método de Firsov, um procedropie possibilita a obten-
cao da energia potencial a partir de propriedades menssidwespalhamento. Esse método
€ caracterizado como um problema inverso, uma vez que d@oetie causalidade é invertida,
ou seja, o potencial (causa) é determinado a partir da secéloodjue (efeito). Sera deduzido o
operador inverso que fornece o angulo de espalhamentoiedaesecao de choque diferencial e
o potencial a partir do angulo de espalhamento. A eficiérzimétodo seréa testada avaliando as
condi¢cdes que fornecem os melhores resultados na invedé@@tudo na presenca de possiveis
erros experimentais. O potencial recente de Varandas §t&]udilizado como protétipo.

O estudo do espalhamento quantico e semi-classico acohteze€apitulo 5. Assim como
no espalhamento classico, é conveniente a deducao dassxgsenecessarias para o estudo de
colisbes nesses formalismos. Primeiramente define-sandg;6es de contorno para a resolugcéo
da equacao de Schrodinger. Para isso é necessario a deigimoto deslocamento de fase na
onda espalhada. Entre as metodologias para o célculo degsiedade estdo: o método da
fase variavel, a aproximacéo de Born e a aproximacao de JWKi.Ultima se enquadra como

um método semi-classico. Sera avaliada a validade dasiam@gdes para o sistema hélio-hélio



descrito pelo potencial de Varandas. Os resultados serdparados com o método da fase
variavel, que € exato para o calculo da fase. O teorema dadaviera aplicado nos diferentes
potenciais apresentados no Capitulo 2. Conhecendo a fas®@ema prevé o nimero de estados
ligados presentes num sistema quando a energia de colis@iit@ ppquena. Sera deduzida
também a expressao para a se¢do de choque quantica. Ogpftiagede definida sera a matriz
de espalhamento que possibilita o calculo de varias prgulies do espalhamento quantico;
para determina-la torna-se necessario a propagacao ddarrétmrmalizado de Numerov, que
também sera discutido.

No ultimo capitulo deste trabalho sera feita a analise semsie algumas propriedades do
espalhamento quéantico e semi-classico. Essa ferramealia asmo as perturbacdes em um
parametro afetam o calculo de uma grandeza. Primeiramerétegaliado como os parametros
dos potenciais dados no Capitulo 2 influenciam o nimero del@stigados do sistema hélio-
hélio. A seguir estudar-se-a como as perturbacdes nos paEndo potencial de Varandas
modificam a secéo de choque total e a fase. Para o calculordeigipropriedade sera usado o
meétodo renormalizado de Numerov e aproximacéo de JWKB,amqgwa fase sera determinada
por JWKB.

Neste trabalho, todos os procedimentos numéricos serfmadkss utilizando cédigos escri-

tos em linguagem FORTRAN 77.



Capitulo 2

Estudo de potenciais interatomicos de

He-He

De acordo com a teoria dos orbitais moleculares, ndo ses&iy® a existéncia da molécula
de He. Pela teoria, os orbitais 1s de cada atomo, 0s quais estdménite preenchidos, seriam
os envolvidos na ligacdo. Na formacao da molécula, assinoaworbital ligante, os orbitais
anti-ligantes ficam completamente preenchidos, ndo dodfeestabilidade extra a molécula e
impossibilitando a sua formacéo.

Apesar deste modelo ndo prever a ligacdo He-He, ela de fat®eA sua formacao se da
devido ao dipolo-instantaneo causado pelo deslocamentwEm eletrbnica, gerando assim
uma interacao de van der Waals entre os atomos. Como o aton&hialé muito pequeno, a sua
polarizabilidade também serd, com isso, a ligacédo formaddrémamente fraca. A energia de
dissociacdo da molécula é por volta de -10,9eka posicéo de equilibro é aproximadamente 2.97
A. A distancia média calculada entre os atomos de hélio éqlta de 54,6 A, valor proximo ao
tamanho de uma pequena proteina. Com isso, o dimero de Hegdei@ maior e mais fraca

ligacdo conhecida [16].

A energia pode ser escrita na unidade K, 1 K equivdlg2a x 10722 J ou8, 6177 x 107° eV



O estudo na determinacéo da estrutura eletrénica entrew®gatde hélio tem gerado um
grande interesse com o passar dos anos, sendo abordadosdasliformas, tanto tedricas
guanto experimentais, com o objetivo de se conhecer methprapriedades fisico-quimicas
desse sistema. Portanto, nesse capitulo, sera feito untdevanto e uma analise superficial de
alguns potenciais propostos, partindo do primeiro, dedeitlo por J. C. Slater em 1928 [17],

até potenciais atuais e sofisticados, como o proposto pansfas em 2010 [15].

2.1 Os primeiros modelos

No comeco da década de 1920 Debye e Keesom propuseram unae&plpara a ori-
gem das interacOes fracas e atrativas de van der Waalspatag de forcas dipolo-dipolo e
dipolo-dipolo induzido [18]. No entanto, como mencionadtegiormente, a primeira curva do
potencial He-He foi proposta por Slater. Para o desenvenimdo seu modelo, o fisico ame-
ricano, utilizou argumentos de dois trabalhos anterio@grimeiro foi o de Heitler e London,
no qual determinava que quando os atomos estivessem maiionms um do outro, as funcdes
de ondas individuais seriam combinacdes lineares de amivague a energia potencial cresce
rapidamente com a diminuigcéo da distancia [19]. Nesse casergia pode ser calculada como
uma perturbacao de primeira ordem. O outro trabalho no datr&e baseou, foi o de Wang,
em que a energia de atracdo de van der Waals entre dois at@rodrdgénio era dada por
uma perturbacéo de segunda ordem proporcionaf §17]. O valor minimo de energia encon-
trado por Slater foi -8,9 K na distancia interatémica de ®6rB, valores bastante razoaveis se
comparados aos atuais, sobretudo o da distancia [18].

Paralelo aos modelos de potencial tedricos, ha também eagiais determinados experi-
mentalmente. Muitos deles foram gerados a partir de dadesgiihamento entre atomos de

hélio, que se iniciaram na década de 1930. Tais experiméortusciam somente a parte repul-

20 bohr é uma unidade de distancia, 1 bohr equivale a 0.529167A



siva de curto alcance [20], os experimentos de espalhamgaatdeterminavam a curva completa
do potencial iniciaram-se no final da década de 60 , onde a foirdleterminada através da secao

de choque total encontrando-se o minimo de energia igud KLém 5,67 bohr [18].

2.2 Potenciais recentes

Entre os varios potenciais recentes propostos para a ¢iscid sistema He-He foram esco-
Ihidos cinco modelos. Estes séo o Jazen e Aziz de 1997 [2&]Tam e Toennieis de 2003 [13],
o de Jeziorska et.al. de 2007 [14] e de Varandas de 2010 [Dbjusado também o potencial
de Lennard-Jones, com os devidos parametros desse sig@maomparacdo com os demais.
Essa escolha foi feita pelo fato desse potencial ser amplenuéilizado na quimica. A forma

analitica desse ultimo é dada por [22],

E,(r) = D, ((%)12 _9 (%)6) 2.1)

em queD, é energia de dissociacao-ga distancia de equilibrio. Os seus respectivos valores
em unidades atémicas s&®348 x 10~* e 5,62 [23].
Atualmente os potenciais interatdmicos para hélio-hém desenvolvidos baseando-se na

seguinte forma funcional [24],
Ey(r) = Vscr(r) — 76 8 g0 (2.2)

sendoVscr um potencial repulsivo de Hartree-Fock e os demais sado o®seatrativos de
disperséo para interagdes de dipolo instantaneo. Entoetser tender a zero, os termos de
disperséo irdo tender-aco 0 que ndo tem sentido fisico. Para evitar este comportantetee
sejado multiplica-se a esses termos uma fungéo de amoetettinproposta inicialmente por F.C.

Brooks [25]. Em 1984, Tang e Toennies propuseram uma fune&ombrtecimento, que pos-



teriormente foi utilizada em muitos trabalhos na detergioade potenciais em sistemas com
interacOes fracas de van der Waals. Tal funcéo € dada por [24]

2n r k
fon(br) =1—¢"">" (bk!) (2.3)

k=0

sendor a distancia internucleab,um parametro do potencial de curto alcance de Born-Mayer
e (5, séo os coeficientes de disperséo. A figura 2.1 mostra o caenpamto da funcao de
amortecimento, para pequenos valores da coordenada aftergie para zero, enquanto para

grandes valores deseu valor tende para 1.

ann " 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6
r / Angstrom

Figura 2.1: Funcao de amortecimenfg,) paran = 3,4 e5.



Um potencial que utiliza fungfes de dispersao semelhastis ang e Toennies é 0 proposto

por Jazen e Aziz [21], em que sua forma analitica é,

(r) = Aexp(—ar + Br2) — [1 — (35_,(67)%/k!) exp(—dr)] Cs f(r)/rS

— 3 [ = (22 (6r)F /KY) exp(—0r)] Can /1 (2.4)

E

p

A expressao pard(r) difere de acordo com o dominio de acdo do potencial. Paraudeese
colisdes deste sistema, a regidao compreendida entre 0 ent@obwece resultados satisfatorios.
Nessa regidg (r) é dada pelo polindmip; + por + psr? + par® + psrt, em que os coeficientes
do mesmo séo respectivamente-D, 431089 x 1078, —2.408169 x 107?, 3,576804 x 107" e

—4,701832 x 107, todos em unidades atdomicas.

Tabela 2.1: ParAmetros (em unidades atémicas) do potelecikznzen e Aziz [21].

A 6,569304174

o 1,88648251

B —6,20013490 x 102
) 1,94861295
Cs 1,4609778

Cs 14,117855
Cho 183,69125
Cis 3,265 x 103

Cla 7,644 x 10*

Cie 2,275 x 10°

Em 2003 Tang e Toennies desenvolveram também um modeloesirdpl potencial para
descrever a interacdo entre gases nobres [13] (doravesgerexdelo serd denominado como

TT). A parte repulsiva do potencial € dada pelo potencial demB/layer enquanto na atrativa



séo utilizados apenas trés coeficientes de disperséo naoidifpelas fungcdes de amortecimento

da expressao (2.3). A forma completa do potencial é,

5
C
—b 2n
Ey(r)=Ae™" =" fon(br) =5 (2.5)
n=3
O interessante desse modelo € que ele é bastante simplese@&sarios apenas cinco para-
metros, sendo trés coeficientes de dispersdo. Além dissarede a energia potencial de varios
dimeros de gases nobres, tanto homonucleares quantorhetieares. Os parametros para o

sistema hélio-hélio sdo dados na tabela 2.2.

Tabela 2.2: Parametros (em undades atdmicas) do potefiqura o sistema He-He com = 5
[13].

A 41,96
b 2,523
Cs 1,461
Oy 14,11
C 183,6

Outro potencial que utiliza as fungcbes de amortecimentofooma funcional semelhante a

proposta por Tang e Toennies € o de Jeziorska et.al. [14]rmdaleste potencial é dada por,

E,(r)=(A+ Br+Cr?+ %)e“” + (A" + B'r + Dr?)e=Pr

- Zn:6,8,10—16 fn+1(b7“)% (2.6)

Entretanto as fun¢des de amortecimento séo aplicadaseacpadtde forma diferente se compa-
rado ao potencial TT, em que a fungfq; € multiplicada no term@’,,/ R", diferente do modelo

anterior em que ela & multiplicadag / R".
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Tabela 2.3: Parametros (em undades atdmicas) do poterclakibrska et.al. [14].

A -4,27462185 Cs 1,460977837
B -32,3450397 Cs 14,11785737
¢ -37,5773596 C,, 183,691075
D 6,9147941 (Cp, -76,70

A" 18,2961506 (', 3372

B’ -6,16629598 ('3 -3806

c’ 4 Cha 85340

a 5,720368853 (5 -171000

g 2,808577707 Cig 2860000

Por dltimo, o potencial de Varandas [15]. Como os demais¢ @lado pela soma de dois
termos, o potencial de Hartree-Fock e o potencial de cqéelaletronica, sendo que o primeiro

descreve a parte repulsiva enquanto o outro a parte afrativa
E,(r) =Vur(r) + Ve (1) 2.7)

A contribui¢cdo de Hartree-Fock é dada por,

Vip(r) =D (1 + Z a;(r — re)i> exp(—vy(r —r.)) (2.8)

enguanto o potencial de longo alcance &€,

Vi) == 3 Coxulr)r™ (2.9)

n=6,8,10—16

sendoy,,(r) a fungdo de amortecimento, com a seguinte forma funcional,

Xn(r) = {1 — exp (_Am — an)}n (2.10)
p p
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A, = aon™ (2.11)

B, = Bye 1 (2.12)

Tabela 2.4: Parametros (em unidades atdbmicas) do potelecidrandas [15].

D 2.90958214914280310~° | 3,  0.09574
% 16.36606 Cs 1.4646
o 0.70172 Cs 14.112
a; -2.67767826203480410°' | ¢},  178.13
a, 2.3457202418682991072 | Cy -76.7

az 1.459174818996908102 | Cy 3093

ay, 1.23761760036815510° | C13  -3806.0

re 5.60323206384019 | ¢y, 72016

~ 2.17613250152118 | ()5 -171000.0
P 10.9424025 Cis 2276994
5o 17.19338

Pela tabela 2.5 e figura 2.2, pode-se observar que a prirdifieaénca entre os modelos
encontra-se na parte repulsiva, apesar dos potenciaiszé® &8Aziz, Jeziorska et.al. e Varandas
coincidirem nessa regi&o. Sobre o valor do ponto de eqai}iBf97 Aou 5,96 bohr, é bastante
préximo entre todos eles, e a partir desse ponto, todos @magonvergir na parte atrativa do
potencial. Por se tratar do potencial mais recente, 0 mquelsosto por Varandas sera usado
como protétipo para os calculos deste trabalho, sera isfdonsituacdes nas quais 0s outros

potenciais forem usados.
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Figura 2.2: Energia potencial para diferentes modelos tknptais para o sistema He-He.
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Tabela 2.5: Valor da energia potencial em funcéo da cooddepara os diferentes potenciais.

Lennard-Jones Jarzen e Aziz TT Jeziorgskal Varandas

Ribohr E,(r)IK
3.1 13070,0 2958,29 4651,47 2969,33 2971,25
3.6 1984,21 858,330 1199,68 860,317 860,684
4.1 337,712 218,506 280,695 218,962 218,748
4.6 48,4450 38,6418 48,3193 38,8848 38,6767
5.1 -4,12052 -4,69054 -3,57748 -4,55682 -4,65102
5.6 -10,9840 -11,0508  -11,0063 -11,0051 -11,0143
6.1 -9,33103 -9,13382  -9,14226 -9,13402 -9,10576
6.6 -6,78126 -6,36548  -6,35709 -6,37942 -6,34520
7.1 -4,74100 -4,24593 -4,23477 -4,25918 -4,23224
7.6 -3,29981 -2,82630  -2,81832 -2,83534 -2,81803
8.1 -2,31512 -1,90758  -1,90291 -1,91300 -1,90332
8.6 -1,64502 -1,31259 -1,31017 -1,31574 -1,31098
9.1 -1,18561 -0,92166  -0,92057 -0,92356 -0,92157
9.6 -0,86687 -0,65980  -0,65945 -0,66106 -0,66047
10.1 -0,64267 -0,48085  -0,48089 -0,48176 -0,48181
10.6 -0,48275 -0,35616  -0,35639 -0,35687 -0,35716
11.1 -0,36711 -0,26771  -0,26802 -0,26829 -0,26864
11.6 -0,28238 -0,20392  -0,20426 -0,20441 -0,20475
12.1 -0,19540 -0,15723 -0,15755 -0,15765 -0,15794
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Capitulo 3

Espalhamento elastico sobre um campo

central

O presente capitulo tem como principal objetivo explanbresalguns fundamentos sobre a
teoria do espalhamento elastico classico, usando comgux@nmncipal as colisbes no potencial
de interagdo hélio-hélio. Num primeiro momento sera feiteaanalise no que acontece com
0 movimento no sistema quando dois atomos se aproximamndraeinteratdmicos possuem
simetria esférica, ou seja, a dependéncidigela-se apenas em funcéo deportanto o estudo
limitar-se-a a potenciais desse tipo.

Se forem dadas algumas condic¢des iniciais, por exemploengrgia total de coliséo, poder-
se-a deduzir como seréd o angulo de espalhamento. Entretxigte uma outra propriedade
importante experimentalmente no estudo de colisbes, catdheomo secdo de choque. Assim
ela sera definida e discutida com mais detalhes. Os conci#ogtidos neste capitulo sdo de
grande importancia no estudo de colisdes classicas, aléerde como suporte para o trabalho

desenvolvido no Capitulo 4, onde o problema inverso do bapanto classico sera abordado.
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Neste capitulo e em todo trabalho, sera considerado coereneial o centro de massa entre
0s atomos. Nesse caso o0 problema de dois corpos pode séorimzacto em um problema de um

anico corpo, adotando a massa reduzida.

3.1 Deducao do angulo de espalhamento

Inicialmente, considera-se um a&tomo que se aproxima viadufithito em dire¢cdo a um outro
atomo parado, sendo que a energia potencial depende umigadaedistancia entre ambos. A
grandes valores denéo existe forca alguma entre eles, logo a energia do sisgtesumente a
cinética do atomo incidente que pode ser escrita como [5],

1 dr\?
E = - — 3.1
Total 2M <dt) ( )

Nesse ponto tem-se somente a componente linear da velecislaado a componente angular
igual a zero. Entretanto, a medida em que um atomo se apraonoaitro, a sua trajetoria é
alterada adquirindo uma componente angular. Desse ponthasite a energia total do sistema

deve conter, além da componente radial e angular, a coigfiibda energia potencial,

1 /dr\®> 1 .,do
ETotal - QM < ) + _,l“,,2_ + Ep(T)

dt 2t
B = 50 () 4 2 4 ) (3.2)
Total — 2:“ dt Q,UTZ o r .

sendoﬁfl—; e % respectivamente as componentes radial e angular da vi@¢oeiao momento an-

gular. Pode-se adicionar o termo centrifugo ao potendiatrimolecular, escrevendo-o como um

1Também conhecida como energia de colisdo
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potencial efetivé dependente do momento angular (potenciais efetivos pBeeendies valores

de L sdo apresentados na figura 3.1),

Ep (r)/ meVv
= N w S (%)
T T T T T
J - N o
Il Il Il Il Il

r / Angstrom

Figura 3.1: Potenciais efetivos para diferentes momemigslares, sendb, < L, < Ly < Ls.

O momento angular pode ser obtido a partipdodmetro de impactajue € uma propriedade
essencial no estudo de colisdes classicas. Na figura 3.2dgatéicado pon, que € a distancia
entre o vetor velocidade, quando o atomo incidente encsetre infinito, e um segmento per-

pendicular a ele que passa pela origem. Se este segmewn&y ssbreposto ao vetor velocidade,

°No presente trabalho, quando for mencionado o tggatencial interatdmicoefere-se ao potencial proveniente
da estrutura eletrénica e nuclear dos atomos de hélio. Gotpotencial centrifugoefere-se & energia potencial
proveniente da componente angular da velocidade. Por gupatencial efetivaepresenta a soma dos dois termos
anteriores.



Figura 3.2: Desvio na trajetoria classica.

obviamentd=0. Como o modulo do momento angular € dado pet urvsend, pela geometria

do sistema, observa-se gteend = b. Dessa forma tem-se que [26],

db
L = uvb = ur:=— 3.3
pob = pr*—, (3.3)

Uma vez determinado o0 momento angular, ele permanece otamstaante toda a trajetoria. Tal
afirmacéo pode ser provada derivando-se o0 momento angulai@&gpio ao tempo. Comoloé

o produto vetorial entre o raio e momento linear, entao,

d d
E@) = a(r X p)
Sy = p (e xv) (3.4)
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Aplicando-se a regra da cadeia para o produto vetorial [27],

%zu(rxcfi—:+%xv) (3.5
Na equacgao anterior, 0S produt@% e ,u‘fl—;’ sao respectivamente o momento linear e a forca.
Como o vetor momento linear é paralelo ao vetor velocidadaoduto vetorial do segundo
termo devera ser nulo. Devido a simetria esférica do patkrivetor raio e forca sdo também
paralelos, portanto o produto vetorial do primeiro termmliém seré igual a zero. Como os dois
termos sdo nulos, fica provado que o momento angular do sistémvaria em uma trajetoria
sobre a agao de um potencial de campo central. A expressid pade ser encontrada isolando

& em (3.2) e¥ em(3.3),

oA 14— 36
T b (3.6)

dt
Portantof pode ser calculado integrando-se a relacao diferencialete funcéo de. O limite
inferior de integragcéo € estabelecido determinando o vaioimo der quando a expresséo
anterior for igualada a zero, definida como Ja o limite superior é a distancia assintotica apos

a colisdo. Assim,

H:b/m dr (3.7)
Enfim, o angulo de espalhamentgode ser obtido com o conhecimentodjeela figura 3.2
observa-se que o seu valor €,

x=m—20 (3.8)
X:w-Q@/m T" (3.9)

o T2 1_ Q—EPE(,T)

Resolvendo a expressao anterior pode-se encontrar v@losés/os e negativos para Caso

a parte repulsiva do potencial seja a dominante na interacangulo de espalhamento sera
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positivo. Se o potencial atrativo for o dominante, o deseidsegativo. Na secdo 3.3 serdo
dados mais detalhes sobre este comportamento.

Como o objetivo desse trabalho é o estudo de colisdes atdmadas as discussdes aqui
apresentadas foram feitas considerando esse tipo de aidkenrelacéo as colisbes moleculares,
muitas vezes essa abordagem nédo € adequada, uma vez queagpptra essas situacdes nao
possui simetria esférica. Dessa forma, é necessario uim foutnalismo que nao sera abordado

neste trabalho.

3.2 Solucbes analiticas para o angulo de espalhamento

Para alguns modelos simples de potencial, a equacao (3e3eampa solucdo analitica. Como
exemplo tem-se o potencial de esferas rigidas e o coulombipre sdo dados respectivamente
por,

(r) =00, se r<R;+ Ry,
(1) = (3.10)

E,(r)=0, se r>R;+ Ry
E,(r) = — (3.11)

sendoR; e R, respectivamente o raio da esfera incidente e alvouena constante positiva.

Para encontrar o angulo de espalhamento sobre a influérstiasd®otenciais, o primeiro
passo deve ser determinar o ponto de retorno para cada @am potencial de esferas rigidas
ele devera ser igual a soma dos raios da esfera incidente daresdera alvo. Caso elas possuam
0 mesmo tamanho o ponto de retorno sera igual ao diametrostera®e Portanto, o limite
inferior de integracéo deve s&; + R,. De acordo com a equacéao (3.10) para valores maiores
gue a soma dos raios a energia potencial deve ser nula, oessg & expressao (3.9) especifica
para esse sistema sera,

o d
Xx=m—2 R —

RitRy T24/1 — 0% /12
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A solucéo da integral anterior é,

x=m—semnm! (3.12)

Ry + Ry

No espalhamento de esferas rigidas, havera colisdo, equemrmgemente deflexdo, somente se
b < R, + Ry. Aforma do angulo de espalhamento em funcdo do parametnmuigcio pode
ser conferida na figura 3.3. A deflexdo é méxima para choqaetafs, ou seja, parfa= 0. A

medida qué aumentay diminui até tornar-se zero para valores maioresgue- Rs.

35

X/ rad

1
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
b / Angstrom

Figura 3.3: Angulo de espalhamento em funcdo do parametimpiecto para esferas rigidas

com 1 A de diametro.

Para o espalhamento sobre um potencial coulombiano, o dermiorno é encontrado igua-
lando a expressao (3.6) a zero. Com o potencial coulomb&s@ezjuacao torna-se uma equacao
quadratica emr, sendo o ponto de retorno a raiz positiva desta equacéolveedo a integral

3.9 para essa situagéo,

1/2
. e\
X = 2csc 1+ 5 (3.13)
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Um exemplo pratico de colisdes sobre o potencial coulonthi@no famoso experimento de
Rutherford, onde a interacao entre as particula® nucleo é dada por este modelo de potencial.

O angulo de espalhamento em fungao do parametro de impaxdotesse na figura 3.4.

35

X/ rad

b / Angstrom

Figura 3.4: Angulo de espalhamento sobre potencial cotimob

3.3 Solugbes numéricas para o angulo de espalhamento

Apesar de possuirem solugcéo analitica para o célculo dd@dguespalhamento, tanto o
potencial de esferas rigidas quanto o coulombiano, na raalas vezes sdo modelos inadequa-
dos para descrever corretamente a interacédo entre atoriieseridemente, o calculo do angulo
de espalhamento para os potenciais apresentados no Gdpitdlo possui solucdo analitica,
dessa forma, torna-se necessario encontrar um proceadimeamirico que resolva corretamente
a equacao (3.9). Como nos exemplos anteriores, o primessogara a determinagéo do angulo
de epalhamento, é a determinacdo do ponto de retorno. Nzam&mnte a raiz da expresséo 3.6

pode ser encontrada pelo do método de Newton [28].
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Como essa integral possui singularidade, a integracdoncam@&o pode ser feita utilizando
0 método do trapézio ou de Simpson. Para a evitar as singaublas foi necessario a utilizacao
da quadratura de Gauss-Chebyshev [29]. Para adequar ealréry(3.9) a quadratura, deve-se

fazer as seguintes transformacdes, [26]

To
Tr = —
,
dxr = —r—gdr
T
b
f=—
To
Substituindo estes resultados em (3.9),
1
_ f(z)

Sendo quef(z) = <m> 1/2. O angulo de espalhamento foi calculado para diferentes
valores de parametros de impacto sobre a influéncia do patded_ennard-Jones para o sistema
hélio-hélio. Os resultados séo apresentados na figura 3.5.

Como mencionado anteriormente, a resolucao de (3.9) podeder angulos negativos. En-
tretanto, experimentalmente ndo € possivel fazer a ditieqtre o angulo de espalhamento
positivo do negativo. Portanto, a forma correta pode seseguida tomando o médulo do valor
de x encontrado pela equagéo (3.9), os resultados do valorubstd angulo estéo na figura
3.6.

Para entender o comportamentoydem relacéo &, primeiro pode-se imaginar uma colisdo
diretamente frontal em que = 0, o0 movimento apds o choque deve ser contrario ao sentido
inicial de propagacgéo, possuindo assim, um angulo de espalfio igual a 180 Na medida
em que o parametro de impacto entre 0os atomos aumenta o agelpalhamento torna-se
menor, iSso acontece porque para baixos valorésadi®orca repulsiva € dominante em relacao

a atrativa, assim quanto maior for a distancia em relacagearar menor sera o desvio sofrido,
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Figura 3.5: Angulo de espalhamento para o sistema He-Heljfarantes valores de parametro
de impacto.

até chegar a um determinado valoridem que o angulo de espalhamento € nulo. Neste ponto
h& um equilibrio entre as forgas atrativas e repulsivagnglilo possui a denominacao especial
deglory.

Para parametros de impacto maiores que o referente ao gignioa forga atrativa de longo
alcance passa a ser predominante fazendo com que o valartalzs, aumente em funcao de
até chegar a um valor maximo, cujo angulo é denomimanhioow. Para parametros de impacto
maiores, a influéncia do potencial no movimento dos atomasndi, ocasionando menores
angulos de espalhamento até que esse valor tenda a zerooanip ressaltar que os angulos
rainbow e glory sdo encontrados somente quando existe uma regiao atratpatencial, por
exemplo, esses angulos ndo foram observados no espalloaspbne 0 potencial coulombiano
e o de esferas rigidas.

Por néo se tratar do modelo de esferas rigidas, o angulo déhaspento depende da ener-
gia cinética de colisdo. A figura 3.6 representa bem tal cotap®nto, em que os desvios

provocados na trajetoria inicial sdo maiores para valoessomes de energia cinética. Esse com-
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Figura 3.6: Valor absoluto para o angulo de espalhamentatio-hélio sobre a influéncia do
potencial de Varandas.
portamento torna-se mais acentuado na regido atrativaafi@oncomo exemplo a colisdo com
energia de 0.1 eV, o desvio provocado pela parte atrativaito ppequeno, para essa energia
rainbowvale apenas 1,108enquanto aainbow para a colisdo de 0,001 eV possui o valor de
164,68. Na parte repulsiva, mesmo para as situacfes com altasaserg angulos de espalha-
mento ainda séo grandes, devido a caracteristica do palteesisa regido, em qug,(r) cresce
rapidamente para pequenas variacoes de

Os calculos para o angulo em funcéo do parametro de impauate aonfluéncia dos demais
potenciais apresentados no Capitulo 1 encontram-se na 8gurPode-se perceber que entre es-
tes potenciais, ndo existe nenhuma diferenca qualitath@ngulo de espalhamento. Entretanto,
para energias de colisdo igual a 0,001 eV, ha uma caraienish pouco diferente, percebe-se
que o valor deainbow, e alguns angulos mais proximos a ele, possuem um valor maér
18(. Como mencionado anteriormente, em uma situacéo expdaimaeao é possivel distin-
guir desvios positivos de negativos, limitando-se a arggydw0 a 180 Entdo, também néo é

possivel a deteccéo direta dos angulos de espalhamenmesailer. No entanto, eles podem
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ser identificados indiretamente. Por exemplo, se o valofigicepara aainbow é de 238,9 a

sua detecgéo ocorrera em 121 Esse valor € encontrado analisando a geometria do proplema
em que o valor do angulo (maior quenbow) € igual a subtracdo do angulo previsto de°360

A disposicéo correta do angulo de espalhamento para etisagd&s encontra-se na figura 3.8.
Esses exemplos acontecem para as situacdes em que o vat@rgia €le colisdo € menor que

a barreira centrifuga do potencial efetivo. Se a energiayf@l a barreira centrifuga, ocorrera o

fenbmeno denominadarbiting, em que o angulo deiinbow tendera ao infinito (Figura 3.9).
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Figura 3.7: Angulo de espalhamento em func&o do parametrogieto para energias de coliséo

igual a 0,1 (quadrados), 0,01(circulos) e 0,001(curvaicaa) eV. Os potenciais de interacédo

(b) TT, (c) Jeziorskanl. (d) Varandas.

(a) Jazen e Aziz,

sSao:
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Figura 3.8: (a) Angulo de espalhamento sobre o potencialdfiT energia 0,001 eV. (b) recorte
de (a) para angulos préximos einbow
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Figura 3.9: Exemplo derbiting no potencial de Varandas. A energia de colisdo para a sua
ocorréncia deve ser aproximadamente 0,9 meV.
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3.4 Secéao de choque

Em exemplos reais de colisdes, ndo é conveniente realizatamtento tedrico de um Unico
atomo, mas sim para um feixe de atomos, que chegam ao alvo iéerentes parametros de
impacto [30]. Desse feixe incidente, nem todos os atomé®s=spalhados. A probabilidade de
algum deles sofrer coliséo, é a razado entre a distanejgercorrida dentro da camara de coliséo
e o livre caminho média do gas alvo. Por sua vez, a probabilidade de coliséo é priopaic
a densidade # do gas alvo vezes a mesma distancia percorrida pelo feixamara, portanto
Az/X x pAz. A constante de proporcionalidadesntre essas relagdes é denominselgfio de
choque de colisapt].

Az

U poAz (3.15)

A secdo de choque esta diretamente relacionada com a estinterna do alvo, de uma forma
grosseira, relaciona-se com o seu tamanho e formato. Usaedemplo das esferas rigidas,
ocorrera colisdo se a esfera incidente estiver dentro deaugagperpendicular ao eixgigual a
7(R; + Ry)* e centrada na esfera alvo. Logo, a se¢do de choque pargeste fpotencial sera
o valor dessa area [4].

Como no feixe existem atomos com diferentes parametros paciom, que podem resultar
em diferentes angulos de espalhamento, cada conjunto thestspalhados em determinado
angulo dara a sua contribuicao para a se¢ao de choque tetsdaforma torna-se conveniente a
introduc&o de uma nova propriedade, conhecida csegéo de choque diferencidla pode ser
definida como o nimero de &tomos que atravessam um eleménitegimal de area entre e
o+do, normal ao sentido de propagacéao do feixe, espalhados arnoarsglidos compreendidos

entreQ) e 2 + df2. Em outras palavras, a se¢cdo de choque diferencial detiamimensidade

30 livre caminho médio é definido como a distancia média peisapor um atomo entre dois choques sucessi-
VOS.
4Namero de atomos por unidade de volume

29



observada em um dado angulo. Uma vez que a area normal aoirfeidente depende do

parametro de impacto, o elemento infinitesimal pode sendramo derivando-a em relacao,a

do = 27bdb (3.16)
Ja o angulo solido é definido como,
A
Q) = d—2 (3.17)
T

sendodA = 27r?sin ydy. Assim, a forma diferencial da secédo de choque pode sentacie

deduzida,
do— 2mbdb
dQ  2msin ydy
do bdb
I(9) = —= = 3.18
() ds2 Z sinxdx’ ( )

A introducéo do modulo em 3.18 foi feita devido a impossilzitie experimental em se distinguir
desvios positivos de negativos, portanto ndo € possivelrdetar completamente a direcdo na
qual o atomo se espalha, mas somente 0 angulo de desvio edorelarigem. J& o somatdério
foi introduzido porque diferentes parametros de impacttepodar origem ao mesmo angulo de
espalhamento, e a secéo de choque diferencial deve coatemgantribuicdo de todos eles [31].
A principio, a equacédo (3.18) possui trés singularidadeprifeira delas é quando ocorre
uma colisdo frontal e o angulo de espalhamento possui \@lat ar, com isSso seq torna-se
zero. No entanto, para colisdes frontais o parametro dedtopambém deve ser igual a zero.
Dessa forma a singularidade é apenas aparentesipoi® b tenderdo a zero simultaneamente, e
0 segundo termo tem uma maior influéncia no resultado [5]rabgularidade ocorre quando

x = 0, que pode acontecer em duas situagdes: com parametros detonmpuito grande ou
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para o angulo erglory. Por fim, a Gltima singularidade pode ser melhor entendiqd.48) for

escrita como,
b

sin y (%%()

Se a derivada dg em relacéo & seja nula, ocorrera também outra singularidade, especifica

10) =)

mente no angulo emainbow.

3.5 Exemplos de céalculo para a secédo de choque diferencial

Com os valores do angulo de espalhamento em funcdo do paoéseeimpacto é possivel
fazer o célculo da secdo de choque diferencial dada por)(3A&urva dey em funcdo de
b pode ser dividida em duas regides principais: uma onde ol@mguespalhamento é maior
guerainbowe outra compreendida para angulos menores que este. Ridoediessa maneira
torna-se mais facil elaborar um algoritmo para o célculoagdés de choque diferencial.

O calculo para a primeira regido é facilmente realizadaxdahdo numericamente a derivada
day em relacdo & e usando esse resultado em (3.18), nesse caso 0 somatoxarelsséo nao
€ necessario pois existe apenas um angulo de espalhameatoaga valor de parametro de
impacto.

Ja na segunda regido é necessario que o somatoério sejaddjlizois para cada existem
trés valores distintos dee cada um desses pontos contribuira de forma diferente palaroda

secao de choque diferencial relativa a esse angulo. Umitatgopara o calculo nessa regido é:

1. Divide-se em trés sub-regides em funcédd,deonsiderando que cada uma delas seja um
conjunto que contém informacdes sobre 0 angulo de espatttapogarametro de impacto
e a derivada entre ambos. Sendo a primeira sub-regido centjida entre o final da
primeira regido e 6 referente alory, a segunda vai dedeglory atérainbowe a terceira

deb derainbowem diante.
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2. Como o gréafico é gerado numericamente, 0 niumero de pontesdsauma destas sub-
regides ndo sera igual. Assim, torna-se necessario tramsf@s conjuntos para que todos
apresentem o mesmo numero de elementos. A transformacéia tofeando aquele com

menos elementos, que sera definido como o conjunto principal

3. A partir do conjunto principal deve ser encontrado nosasutlois, 0s angulo mais pro-
ximo aos dele. Depois deste procedimento os trés conjuatéds & mesma quantidade de

elementos.
4. Calcula-se separadamente a se¢&o de choque diferanaialda conjunto.

5. Por fim, soma-se os valores obtidos no passo anterior eda skecchoque diferencial

referente a cada angulo é calculada.

Utilizando o algoritmo descrito acima, foi calculada a seg¢é choque classica sobre o po-
tenciais Varandas, os resultados encontram-se na figuda Efh ambas as figuras, pode-se
observar uma descontinuidade, que € caracteristica daaiitade enrainbow. A regido ante-
rior a descontinuidade representa a influencia do poteairativo no espalhamento, enquanto a

outra regido, refere-se ao potencial repulsivo.
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Figura 3.10: Secéo de choque diferencial para o He-He corgiesale colisdo iguais a 0,01(a)
e 0,1(b) eV.
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Capitulo 4

Método de inversao de Firsov

O estabelecimento da energia potencial € um passo essencialuitos processos fisico-
quimicos, essa determinagdo pode ser feita de uma mane#raanou direta. De uma forma
direta, o conjunto de parametros, para uma dada forma foalicipode ser ajustado para repro-
ducéo de uma propriedade. Por exemplo, os parametros dac@teodem ser ajustados para
reproduzir a transi¢éo vibracional, o segundo coeficieaterial e a secdo de choque total[21].
Em uma metodologia inversa pode-se tentar encontrar aianmrtgncial a partir de dados ex-
perimentais, como na inversdo da se¢édo de choque diferetéstica[32], onde a qualidade do
potencial é avaliada de acordo com a reproducdo da prodaesta consideracdo. O erro ine-
rente a qualquer procedimento experimental deve ser amasid nesse caso, o que classifica a
inversdo como um problema mal-colocado.

Os problemas mal-colocados séo definidos quando as cosdigdexisténcia, unicidade e
continuidade ndo sao satisfeitas [33]. Entre as técnicas gaolucdo de problemas inversos
mal-colocados tem-se a regularizacao de Tikhonov [34],camdposicdo de valores singulares
[35] e também hé& a possibilidade de uma metodologia de agestaldinamica a partir da rede
neural de Hopfield [36]. Esta ultima técnica pode ser usadaveasdo em dados de ressonan-

cia magnética [37], cinética quimica [38], termodinamigf][ espalhamento quantico [32] e
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espectroscopia [40]. Todos estes problemas tem em comunsawgio numérica do operador
inverso, uma vez que nao séo passiveis de solucdo analitica.

Problemas inversos que possuem uma operador inversa@nsdio raros, especialmente em
problemas néo lineares. Uma exec¢édo é a transformada em ggealo @e espalhamento € obtido
a partir da energia potencial, como o desenvolvido por Fij4b, 42].

Na recuperacgdo da energia potencial a partir de proprisdimespalhamento, sdo necessa-
rios dois passos: a) O angulo de espalhamento é obtido agmgecédo de choque diferencial,
b) Recupera-se a energia potencial a partir do angulo pelodméle Firsov. Neste capitulo
esta metodologia sera utilizada para inverter o potenoiaistema hélio-hélio, tomando como
referéncia o potencial proposto por Varandas[15].

Primeiro seré testado a eficiéncia do segundo passo dotatgpde Firsov na inversao de
todo o potencial de interacdo. Depois sera recuperado ag@ateepulsivo do sistema a partir
da secao de choque diferencial, simulando os dados expedisie Uma analise critica sera
feita considerando erros nos dados de até 10%. A precisétgoidtmo também sera testada
na auséncia de erros. Uma combinacdo dos dados experisgimiaiados com um potencial

simples de Lennard-Jones é suficiente para recuperar ocaitepulsivo.

4.1 Uma pequena revisdo sobre o metodo de Firsov

Embora matematicamente consistente, dois aspectos salgerdmo de Firsov devem ser
considerados. Primeiro, por ser um método classico o®sfgitanticos devem ser minimizados,
utilizado grandes energias de colisdo. Como sera discatidomais detalhes, o espalhamento
pode ser tratado classicamente desde que a energia de sgja&uficientemente alta. Segundo,
0 angulo de espalhamento como uma funcdo do parametro detonp@o é uma propriedade
disponivel experimentalmente, dessa forma a obtencaa gespriedade a partir da se¢éo de

choque deve ser considerada. Mais adiante serdo daddsesedalsse procedimento.
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O método de Firsov também foi explorado de forma indeperedemt 1956 por Kelleet
al.[43]. Um aspecto interessante neste trabalho € o tratamyeetos autores dao a recuperacao
analitica do potencial coulombiano, semelhante ao exgetiode Rutherford. Em 1960 Lane e
Everhart [44], usaram o método de Firsov na determinacaotdmgpial entre gases nobres e seus
respectivos ions para energias entre 25 keV e 100 keV. Baghi] também inverteu potenciais
de gases nobres com energia de colisdo igual a 25 keV. Papelucial repulsivo da interacao
hélio-hélio foi recuperada por Lambrakos e Peterson em [RH7a partir da secao de choque
em altas energias, especificamente de 500 eV até 1000 eV.rat@stemente, Zinoviev [46]
também obteve o potencial entre cations e gases nobresrnaaggas entre 1,5 keV e 300 keV a
partir do método.

Estes trabalhos possuem em comum dados com altas energiasexcecdo do trabalho
de Lambrakos, todos eles envolvem o estudo de espéciegasoninverter dados com ions €
bastante apropriado para o método de Firsov, uma vez queitssefuanticos tornam-se menos
importantes. Mas mesmo para uma colisdo de 500 eV [11] aiarerguito alta para inferir a

respeito da qualidade do potencial.

4.2 Deducao do metodo

Para as situagdes em que a rela¢éo do angulo com o paramétnpats#o é univocay(b)

pode ser determinada invertendo-se a expresséao para adeecidoque diferencial [11],

b =2 / 1(6) sin 6d6 (4.1)
X
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Assim o parametro de impactgara um dado valoy (o limite inferior de integracdo) € deter-
minado, uma vez qué(d) é conhecido. Para a determinacdo da energia potencialinduart

angulo de esapalhamento, primeiro define-se uma nova ebsidyue é funcéo de [26],

s(r)? = r? (1 — E”T(T)) (4.2)

Substituindo-a na equacéao (3.9) e fazendo as devidas dpstacexpressao torna-se,

X=m—2b

/52 dr
sy TrVs?—b?

sendo

dlnr
dr = d
r 7 s

O limite superior de integracao € facilmente encontradcs goandor tende para o infinitos
também tendera. Ja o limite inferior € deduzido com o auggi@xpresséao (3.2) que fornece a
energia total em qualquer ponto durante o processo de espatito. Como no ponto de retorno
a derivada da coordenada em relacéo ao tempo € nula, entfoeas&o para a energia sera,
EV?
ETotal = 7 + Ep(T’)

c

Substituindo a expresséo acima em (4.2), chega-se ao alonitk inferior de integragéo, que

deve ser igual & Apoés essas substituicdes a integral para o angulo de espatito torna-se,

o 1 dlnr
=1 —2b d 4.3
x=m-2 [ o S (4.3)

Se a energia potencial for nula, entdo) = r e d(;% = % Com isso, a expressao acima torna-se,

< ds
S e “.4)
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Na auséncia do potencial de interagcéo o angulo de espalb@anmre ser igual a zero. Para que

isso ocorra 0 segundo termo em (4.4) deve ser igualfAssim (4.3) pode ser reescrita como,

& 1 2dInr

X:%/boos\/%—bb A= s ds (4.5)
sendo,
Q%IHS—Z—SIHT = (%ln (;)
Fazendd = In (£), entdo,
. b/: \/Szdsﬁg (4.6)

Aintegral em (4.6) pode ser aplicada a transformada inirgebel, possibilitando que a energia

potencial seja obtida a partir ggb) [31],

I 1 x(b)db

o Wy 4.7)

Somente para alguns casos bastante especificos € que aliftegr apresenta solugédo anali-
tica, para a grande maioria torna-se necessario resolw@t@ricamente. Uma quadratura que
fornece bons resultados para a inversao ¢ de Gauss-Chebysra chegar-se a forma do in-
tegrando da quadratura faz-se a substituigde; ;. Desenvolvendo o nicleo e os limites de

integracéo apos a substituicdo chega-se a expressao,

1 [° f(z)dx 1 U f(x)dr

[ =— = A
e 1 '/12—.272 T 0 '/12—.272

(4.8)

sendo,
S

f@) = Sx)
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Para a solucéo de (4.7), estima-se arbitrariamente umade&bo com isso/ é determinado. A

coordenada do potencial pode ser determinada substitdiiedg

r=s.e! (4.9)

E,(r)=E(1 —e?) (4.10)

Portanto, o algoritimo para obter a energia potencial argirtsecao de choque diferencial é:

1. Resolvendo (4.1) determina-se o angulo de espalhamento funcdo do parametro de

impacto a partir da secéo de choque diferencial,
2. Com afuncéo (b) determinada, estima-se um valorgdpara a resolugéo de (4.7);

3. Com o valor dd determina-se a coordenada do potencial por (4.9) e o seudeaémergia

por (4.10).

4.3 Recuperacao da energia potencial a partir do angulo de
espalhamento

Nesta secdo sera avaliada a eficiéncia do segundo passoattordétrirsov, ou seja, a deter-
minag&o do potencial a partir d€b). O valor da energia envolvida no processo de espalhamento
e fundamental no método de inverséo. Pela equacao (4.16¢h@ese que a energia de colisdo
€ o limite superior para o potencial a ser recuperado, po&ar maximo dak,(r) € quanda
possui um valor muito grande tornando o termo exponencedenulo. Ha também um signifi-

cado fisico para essa limitacdo. A medida em que um atomaregiaga do outro, dependendo
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do valor do parametro de impacto, ele adentra em regides ermgjiorcas repulsivas sao predo-
minantes. O limite de proximidade da-se no ponto de retamde a energia potencial iguala-se
a energia de colisdo. Assim, € impossivel a recuperacdoldeesale potencial superiores a

energia total. Em outras palavras, o limite superior paecaperacao do potencial é dado pela
conservacao de energia. Portanto, se for interesse recwadores superiores na parte repulsiva
do potencial sdo necessarias maiores energias.

10

E (R)/meV

p

4 45 5 55 6
R / Angstrom

Figura 4.1: Portencial de Varandas invertido (circulosjigimal (linha continua).

Vendo a figura 4.1, visualmente percebe-se que o método slevFéreficiente e inverte o
potencial satisfatoriamente. Entretanto, o potencialfodcecuperado de forma exata devido
as limitacGes inerentes na resolucdo numérica da integr§l&’). Para a resolucdo da mesma
utilizou-se a quadratura de Gauss-Chebishev com um numerddicem(100) pontos.

Pela tabela 4.1 percebe-se a importancia do valor da enmaggaa inversao do potencial.
Além de definir o limite superior, ela influencia considetenente na qualidade do potencial
invertido. Utilizando-se uma energia de 2 eV no process@mise melhores resultados na parte

repulsiva, e resultados piores na parte atrativa. Dimahatge a energia, a qualidade na inversao
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do potencial atrativo melhora consideravelmente. Ess#éteria pode ser entendida fazendo
uma analise de como o angulo de espalhamento comporta-sa eoprgia. A figura 3.5 pode
ajudar na compreensao desse comportamento. Devem sevdexadconsideracao também os
angulos negativos, pois o método de Firsov é deduzido diegite a partir da equacao (3.9),
gue fornece desvios negativos. A ocorréncia de anguloginegaa-se devido a acao da parte
atrativa do potencial na trajetoria do sistema. Quando ssypaltas energias, pode-se perceber
gue, os angulos negativos sédo extremamente pequenos dgvdpiena influéncia dessa regiao
na trajetoria. Se o valor dgb) na integral 4.7 for muito pequeno, a inversdo em regides\atsa
fica comprometida ndo fornecendo resultados tao satigfatée comparado a inverséo da parte
repulsiva.

No entanto, a medida que a energia comeca a diminuir o patexztivo exerce uma maior
influéncia no movimento do atomo, melhorando a eficiénciandarsédo do potencial atrativo,

esse comportamento pode ser observado pela tabela 4.1.

Tabela 4.1: Inversao do potencial para duas energias wiiése

2x107% eV 2eV

s riA  E,(r)/meV n, Emo%| s riIA  E,(r)/meV n, Ermo%

- - - - - 0,01 1,1640 1999,9 2800 0,0001
0,25 2,4916 1,9799 2600 0,00022,49 2,4912 1,9866 600 0,0500
3,50 2,8943 -0,9247 80 0,00012,90 2,8993 -0,9285 20 0,0162
4,24 3,9949 -0,2529 70 0,00014,00 3,9997 -0,2511 20 0,0158
5,54 5,4920 -0,0351 50 0,001%,50 5,5000 -0,3486 10 0,2859
7,00 6,9861 -0,0080 30 0,00307,00 7,0000 -0,0082 30 3,6545

Dificilmente sdo obtidos resultados melhores na inversdoedgio atrativa do potencial
aumentando-se o numero de pontos da quadratura. A partindgeterminado ponto, o po-
tencial invertido comeca a oscilar e ndo consegue conveaggr o valor original. Esse compor-

tamento pode ser observado na figura 4.2, em que é dado o exéenpin ponto invertido que

41



ndo apresenta uma boa convergéncia, onde o erro percezituaior é igual a 2,9 %. No entanto,
alterando-se a energia do sistema consegue-se uma apgéxifmam mais eficiente usando ape-
nas cem pontos na quadratura. Tomando como exemplo um potab@la 4.1 constata-se que
para a energia de colisdo iguaka 10~2 eV e com um valor da coordenada igual a 6,98 A, a

inversao feita utilizando-se apenas os 30 pontos na quadrasulta em um erro de apenas 0,03

%.

I I I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
n

Figura 4.2: Potencial invertido em funcdo do nimero de pontdzados na quadratura para
r=25,2499 A e comE =2eV.

Na recuperacédo do potencial repulsivo, a energia néo irdila@reficiéncia da inversao, ape-
sar de determinar o limite superior do potencial recuper@daroblema agora € o fato da funcéo
gue descreve o potencial possuir uma inclinacdo muito graerd que pequenas variacoes-de
aumentam consideravelmente o valor da energia potencessdforma, para se obter um me-
Ihor resultado na integracéo € necessario aumentar o niegntos da quadratura. Em todos
0s pontos invertidos houve uma diminuicéo significativa mo percentual relativo, sobretudo

na inversao para energia igual a 2 meV.
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4.4 Inverséao a partir de dados simulados

Como mencionado anteriormente, para situacfes em queadgealay comb ndo é univoca,
nao € possivel extrair o angulo da secéo de choque difetpaceavalores menores qeanbow.
Dessa forma, para fins praticos, ndo é possivel inverterdaquencial pelo método de Firsov,
podendo recuperar apenas a parte repulsiva. Dados exp&impara a sec¢ao de choque dife-
rencial para o sistema He-He, estédo disponiveis na refer@8]¢ neste experimento a energia
de colisdo foi de 5 meV. A inversdo sob estas condicdes ¢ Itifitaudevido ao grande valor de
rainbow. Como discutido no Capitulo 3 o valor ge torna-se grande para pequenos valores de
energia. A funcéog(b) ndo é univoca para valores menores igbow, 0 que impossibilita a
sua determinacao a partir da secdo de choque diferenctabrmmntos. Desta forma é necessa-
ro que a energia seja suficientemente grande para dimirefeito dorainbow possibilitando
obtencéo de(b) a partir da secdo de choque diferencial.

A simulacao dos dados experimentais foi feita calculared@8pontos da se¢éao de choque
diferencial classica para valores maiores gai@abow. Os dados foram simulados usando o
potencial Varandas para uma energia de colisdo igual a OMese casq, ~ 0, 3 graus, assim
poucos angulos estardo abaixo deste valor, sendo posdhat desde angulos de valores muito
pequenos até. Uma forma de se obter simulagdes mais proximas a situagpesimentais,
€ inserindo erros aleatdrios nos valores calculados pagem sie choque. Trés casos distintos
foram estudados na inverséao: a) sem erro; b) com erro aledgaté 1%; c) com erro aleatério
de até 10%. O erro foi inserido na secéo de choque diferencidliplicando o valor simulado
por uma quantidade aleat6ria que varia de -1% até 1% na &duge de -10% até 10% na c).

A integral em (4.1) foi resolvida usando-se a quadratura aes&-Legendre [29] utilizando
um total de 500 pontos. Como nem todos os valoreg (d¢ necessarios para a integragéo
estédo disponiveis, os demais pontos devem ser determjnadogode ser feito utilizando-se

o polindmio interpolador de Lagrange [47, 48]. Corh®) varia bruscamente para pequenos
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valores dé), € conveniente fazer a interpolacéo do logaritimo da seg&@bhaque, pois a funcao
logaritmica varia de forma bem mais suave se comparadaiaairig

Outro procedimento que melhora a interpolacdo, € usar unomrm@mmero de pontos no
processo. Em vez de se determinar um Unico polinémio inl@dpo para todos os 28 pontos, €
tomado o valor dé () a ser interpolado e escolhe-se 0s 4 ou 5 pontos mais proxamasgzer a
interpolacdo, assim para cada valor desejado é gerado imdimdad interpolador diferente. Esse
procedimento melhora consideravelmente a interpolagi®sp forem determinados polinémios
com um grau muito elevado, o erro gerado no processo podeuster gnande.

Com o procedimento anterior foram encontrados 28 valoreg(tle os resultados estao
disponiveis na tabela 4.2. Os erros no procedimento sédaesaios extremos e tendem a ser
menores para valores intermediarios. Outro comportangesén notado € a baixa sensibilidade
do processo em relacdo aos erros experimentais. Por examplieterminacao dea partir de
1(0) os erros médios foram de 0,3% (sem erro experimental), 0c4% €rro de até 1%) e 0,7
(com erro de até 10%). A baixa sensibilidade ao erro expat@mhpode ser explicada pelo fato
de a determinacdo ser feita por uma integracao, e sobretedioo a extracdo da raiz quadrada
da integral.

Com os dados dg(b) encontrados a partir da se¢cdo de choque € possivel agoperaco
potencial. Entretanto, como n&o estéo disponiveis exat@ntedos os valores dgb) necessa-
rios para a integragao de (4.7), os demais valores séo eadosatpelo interpolador de Lagrange
(o procedimento é similar ao realizado para a determinagdgg a partir de/(#)). Nesse
caso, como o angulo de espalhamento ndo varia de forma t&cahméo € necessario fazer a
interpolacao do logaritmo da funcéo.

Mesmo sendo determinados o valofg$) maiores queainbow, ainda sédo necessarios 0s
angulos de espalhamento menores gu@ara a resolugdo completa de (4.7). Como estes an-
gulos influenciam muito pouco na inversédo da parte repylpiwde-se fazer uma extrapolagcéo

usando o potencial de Lennard-Jones, utilizando os vattaés e R, disponiveis no Capitulo
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1. Os resultados da inversdo, com e sem erros aleatoriés, astesentados na figura 4.3 e na

tabela??.
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Figura 4.3: Recuperacéo do potencial de Varandas com argegiolisdo de 0,4 eV. Potencial
original (linha continua), invertido sem erro (circulosijertido com erro de até 1% (cruzes),
invertido com erro de até 10% (triangulos).

Pela tabela 4.3 pode-se ter uma ideia melhor sobre o erroocesso de inversao. Fazendo
uma analise no caso em que ndo h4 erro experimental, peseaipge 0 erro decresce com o
aumento da coordenada, chega a um valor minimo e depois taunoamente. O erro relativa-
mente maior para pequenos valores aeve-se a necessidade de um maior numero de valores
proximos ar para a integragdo em (4.7). Pela tabela 4.2 percebe-se gremasleterminacéo
deb é relativamente grande para grandes valoreBSde).

Para maiores valores da coordenada, os angulos pequemasitee mais influentes na reso-
lucdo da integral de Firsov. Para pequenos valoreg, @edeterminacéo dea partir da secéo
de choque diferencial também néo é boa. Além disso, € nemeasamaior nimero de angulos
menores queainbowe como estes sao determinados pela extrapolacao feita coteracal de

Lennard-Jones, mais uma fonte de erro € inserida na inversao
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Deve-se evitar a inverséo proximo ao ponto pAy&-) = 0, o valor da coordenada para
este valor de energia é aproximadamente 2,6 A. Excluinas $étimos pontos na tabela 4.3, o
erro meédio na recuperacao é igual a 0,6% (sem erro), 1,6% rfgdximo de 1%) e 2,1% (erro
méaximo de 10%). Com estes resultados, conclui-se que agsio de energia potencial a
partir da secao de choque diferencial usando o método devFérsnuito eficiente, sobretudo

devido a baixa sensibilidade do algoritmo frente aos exxpsmmentais.
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Tabela 4.2: Construcao déb) a partir de dados simulados da se¢éo de choque difereresidb s
b o parametro de impacto calculado e o erro percentual relegierente ao valor original desta
propriedade.

sem erro erro de 1% erro de 10%

X b erro b erro b erro
3,1416| 0,0000 0.00; 0,0000 0,00f 0,0000 0,00
2,9887| 0,0977 2,37, 0,0977 2,33 0,0976 2,47
2,8359| 0,1989 0,58| 0,1993 0,33| 0,2019 0,93
2,6830| 0,2992 0,25 0,3003 0,11| 0,3054 1,78
2,5301| 0,3994 0,14| 0,4009 0,23 0,4054 1,33
2,3772| 0,4995 0,09 0,5012 0,25 0,5013 0,25
2,2243| 0,5996 0,06/ 0,6018 0,30 0,6010 0,17
2,0716| 0,6997 0,05 0,7020 0,28| 0,7039 0,55
1,9189| 0,7995 0,06 0,8019 0,24/ 0,8040 0,49
1,7666| 0,8994 0,06 0,9021 0,24/ 0,9030 0,33
1,6147| 0,9995 0,05 1,0019 0,19 1,0053 0,53
1,4636| 1,0995 0,05 1,1009 0,08 1,1083 0,75
1,3138| 1,1998 0,02 1,2008 0,07| 1,2045 0,37
1,1656| 1,3001 0,01 1,3015 0,12 1,2976 0,19
1,0201| 1,4001 0,01 1,4020 0,14 1,3900 0,72
0,8782| 1,5001 0,01 1,5017 0,11 1.4822 1,20
0,7414| 1,6003 0,02 1,6013 0,08 1,5830 1,07
0,6115| 1,7006 0,03 1,7017 0,10 1,6943 0,33
0,4908| 1,8005 0,03 1,8018 0,10 1,7989 0,06
0,3815| 1,9005 0,03 1,9023 0,12 1,8984 0,08
0,2858| 2,0009 0,05 2,0038 0,19 1,9957 0,21
0,2056| 2,1007 0,03 2,1033 0,16/ 2,0902 0,47
0,1413| 2,2009 0,04| 2,2027 0,12 2,1863 0,63
0,0923| 2,3029 0,13 2,3054 0,23| 2,2917 0,36
0,0569| 2,4020 0,08 2,4044 0,18 2,3992 0,03
0,0324| 2,5029 0,12 2,5047 0,19 2,5001 0,00
0,0164| 2,6630 2,36 2.6655 2,46| 2,6458 1,73
0,0064| 2,7444 1,62 2.7473 1,72/ 2,7300 1,20
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Tabela 4.3: Inversao do potencial a partir dos dados siroalpdra uma energia de 0.4 eV.

Sem erro

1%

10 %

rIA  E,(r)/ meV

erro

rIA  E,(r)/ meV

erro

riA  E,(r)/ meV

erro

1,543
1,555
1,575
1,604
1,644
1,695
1,761
1,845
1,951
2,081
2,237
2,412
2,602

393,286
373,562
342,019
300,603
252,028
199,661
147,357
99,345
59,556
30,746
13,130
4,242
0,859

0,352
0,129
0,018
0,008
0,098
0,253
0,362
0,521
0,701
1,206
2,623
7,251
152,94

1,543
1,556
1,576
1,605
1,644
1,695
1,761
1,845
1,950
2,081
2,237
2,413

32,602

393,284
373,618
342,055
300,635
252,057
199,647
147,002
99,221
59,484
30,759
13,182
4,288
0,865

0,478
0,013
0,212
0,132
0,182
0,218
0,192
0,212
0,478
1,269
3,115
8,536
154,58

1,539
1,558
1,582
1,612
1,650
1,699
1,765
1,845
1,950
2,081
2,237
2,413

12,603

402,101
369,585
342,470
301,561
253,239
200,489
148,374
99,279
59,384
30,625
13,257
4,363
0,908

2,201
1,101
2,907
3,900
3,710
2,304
2,743
0,356
0,166
0,626
3,844

10,640

168,486
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Capitulo 5

O espalhamento quantico e semi-classico

A fisica classica se mostra ineficiente na resolugcéo de spitablemas do mundo atdmico
e molecular. Em relacao ao espalhamento néo é diferentéod/esultados obtidos experimen-
talmente ndo podem ser entendidos de forma consistentegiord® modelos classicos, sendo
necessario o uso da mecanica quantica para se obter uma caingreensao do problema. No
entanto, o formalismo classico pode fornecer resultadasareeis em algumas condicdes.

A principal diferenca entre o tratamento classico e o quant# que o primeiro admite,
apoiando-se na posicao filosofica determinista, ser pdssprevisdo exata do movimento exe-
cutado por um atomo, desde que sejam conhecidos a sua etwdadlisseu parametro de im-
pacto e a superficie de potencial. Diferentemente, a aberdajuantica leva em consideracao
uma incerteza no movimento, em que as principais caraitadsio mesmo sédo determinadas
conhecendo-se a funcéo de onda que descreve o sistema.

Como nos outros sistemas quéanticos, o espalhamento édstulecando-se as devidas con-
dicdes de contorno, conhecendo-se a forma do potenciabeaslo a equacao de Schrodinger.
O formalismo na resolucdo da equacao de Schrodinger pasées| atbmicas ou moleculares,
€ similar ao da resolucao para o &tomo de hidrogénio. Asatlifars principais sdo o modelo de

potencial utilizado e as condi¢des de contorno. Enquantoracgde hidrogénio é descrito por
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um potencial coulombiano, no estudo em espalhamento dewsselhido um potencial ade-
guado para o sistema. Sobre as condi¢des de contorno, no d&lnidrogénio a funcéo de onda
na regido assintética deve ser nula por se tratar de um sisterastados ligados. J& no espalha-
mento a funcdo de onda na regido assintética ndo pode sempoigana maioria das situagdes
nao sao formados estados ligados nos choques e a onda sggopapa grandes distancias [6].
Apesar da mecénica quéantica surgir como uma alternatiwelyia teoria classica ainda €
util e pode ser aplicada no entendimento de colisGes enmestenicroscopicos. A abordagem
classica pode ser utilizada quando-> Ay. As condi¢cfes para isso ocorra sdo: o espalhamento
sobre potenciais repulsivos (como exemplo o potencialbeobiano) [5], colisbes de altas ener-
gias e elevadas massas atdmicas ou moleculares. Essa$iiduaspgodem ser entendidas devido

ao pequeno comprimento de onda de De Broglie encontradeasissuacdes, uma vez que [6],

A= (5.1)

Sendoh a constante de Planck; a massa & a energia. Ha também um tratamento semi-
classcio para o espalhamento, que pode ser entendido coassagem do classico para o quan-
tico, conhecido como aproximacédo de JWKB. As abordagenstigade semi-classica serao
apresentadas e discutidas neste capitulo, continuando a sstema He-He como protoétipo.
Assim como a teoria apresentada no Capitulo 3 serviu considialpara o estudo do pro-
blema inverso no espalhamento classico, o conteudo dgsiteloadara suporte para o trabalho
desenvolvido no Capitulo 6, onde sera estudada a analisigisesobre propriedades do espa-

Ihamento quéntico e semi-classico.
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5.1 Determinacéo da funcao de onda

Para a determinacédo da funcdo de onda pela resolucéo daéegieachrodinger, é conve-

niente escrevé-la na forma reduzida, fazendo as seguin@sicacoes [31],

2uk
2 _ _
k* = 2 U(r) = 72

Sendok o numero de onda g a massa reduzida. Dessa forma a equacéao fica,
(V24 k2 —U(r)|®(r) =0 (5.2)

Assim como no atomo de hidrogénio, a solucéo é facilitadteadio-se o sistema de coordena-
das polares.

Inicialmente deve-se estabelecer as condi¢cdes de cordorpmblema fazendo uma anélise
de como deve ser a fungédo de onda em algumas regides esgetdinando como referéncia
o centro de massa. Na orige#n(0) = 0 [5], j& na regido assintética existem duas situacoes
distintas, antes da colisdo, onde uma onda plana propagalsego do eixo: e logo depois
do choque, quando ela adquire o formato de uma onda esf&wca.alvo for pontual, o espe-
Ihamento ocorre de forma isotropica, ou seja, possui a pilitede de espalhamento igual em
todas as direcdes e a onda espalhada é perfeitamenteasf@oimo em situacdes reais o alvo
néo é pontual, a fun¢@o de onda deve ser modulada por umafangélarf(¢) denominada
amplitude de espalhament®ortanto a solucdo completa para a regido assintoticaemdnta

onda incidente e a espalhada é [49],

ezkr

B(r) = e+ f(0)

(5.3)
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A funcéo de onda em (5.3) pode ser escrita como uma expansasféricos harménicos, que
formam uma base completa para a solucdo da componente angdéando-se do espalha-
mento sobre um potencial de simetria esférica, a solucapletendepende apenasde ¢ [6].

Portanto, a solucao vetorial para (5.2), conhecida coré@tmdo das ondas parciaideve ser,
1 o
U(r)= - A P, 0 54
(r) =~ §le W (r) Pu(cos 0) (5.4)

sendoP;(cos ) as funcdes de Legendrel;(r) deve ser encontrada resolvendo a equacgéo de
Schrédinger radial sobre a infuléncia de um potencial aaégulogoU (r) deve ser corrigido

adicionando-se o termo centrifugo, assim o potenciaMefédirna-se,

(5.5)

A solucdoy; para as situacdes em que hd somente a presenca do potentifiige, sdo as

funcdes de Ricatti-Bessel, denominadas cgim®g,. Na sua forma assintotica elas sdo dadas

por [26],
g = sen(kr — %l) (5.6)
~ I ml 57
gl—COS(T—g) ()

Esse resultado € bastante importante, pois 0 momento amgakafesta-se na funcao de onda
através de uma fase acumulada. Entretanto, as equacée (5.B) séo as solucdes da equacao de
Schrédinger somente na presenca do potencial centrifogonp onda espalhada em situacdes
reais surge também uma fase devido a interagdo com o pdteeiatdbmico. Portanto, a fungao

para a onda espalhada é,

U (r) = sen(kr — %l + m) (5.8)
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Na expressao anterior foi separada a contribuicdo entréemgal centrifugo e o interatdmico
na fase acumulada, sendo o segundo definido abestocamento de fas@ratando-se de es-
palhamento quantico, o deslocamento de fase é uma grandezaimportante, por fornecer
informacdes de como a ac¢do do potencial caracteristico deistema atdbmico ou molecular
afeta a onda espalhada.

Para a determinacé@o da amplitude de espalhamf@fiicsdo necessérias algumas manipula-

cOes algébricas. A expresséo final para esta funcao €,

£(0) = ﬁ S (20 + 1)(26 — 1)(cos 0) (5.9)

=0

O problema agora consiste em um forma de determinar o destota de fase provocado pelo
potencial. Sob algumas condi¢cfes pode se utilizar a apesgpdmde Born ou JWKB para encon-
trar a fase acumulada. Outra alternativa laé&odo da fase variavelonhecido como equacédo
de Calogero, este ultimo fornece resultados exatos sobguexi condicdes. Os métodos para o

calculo da fase serdo discutidos no decorrer do capitulo.

5.2 Meétodo da Fase Variavel

O método da fase variavel foi proposto inicialmente por NMétse e W.P. Allis em 1933
[50], apesar de ser mais conhecido coagoiacdo de Calogerdevido ao livro publicado por F.
Calogero [51]. O método consiste na resolucao da equacachdédmger, em que ela é trans-
formada de uma equacéo diferencial de segunda ordem pardeuprameira ordem. O método
proposto por Morse e Allis é exato (a eficiéncia do mesmo dépela solucdo numérica da
equacao diferencial) e apresenta resultados satisfajgai@ qualquer valor de momento angular

e energia. Portanto, seu uso torna-se indispensavel.
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Segundo Morse e Allis, para potenciais com simetria esfeacfuncdo de onda deve ser
R = A(r)sin(kr + §) e sua derivaddR/dr = kA(r)cos(kr + §). Com essas condi¢es é

possivel encontrar a equacao diferencial de Calogero,

do 1 .9
i —EU(T) sin®(kr + 0(r)) (5.10)

No entanto, torna-se conveniente apresentar uma dedugéaetalhada, salientando os argu-
mentos fisicos utilizados na mesma, principalmente agugle levaram as expressdes anteriores
da funcéo de onda e a sua derivada.

No deslocamento do 4tomo incidente, surge uma fase acumséaldouver a influéncia de
algum potencial sobre o seu movimento. Por exemplo, se egatdor repulsivo, a fase acu-
mulada sera negativa se comparada a onda livre. Para uncigbgnativo, ocorre o contrario, o
deslocamento da fase sera positivo [5]. A medida que a opddhesla deixa de sofrer a influén-
cia da energia potencial, a sua amplitude e a sua fase pass&aroanstantes. Para a deducéo do

método, imagina-se uma situacéo hipotética em que a erpatgiacial é dada por [26],

U(r), se 0<r <p,

0, se r>p.

E a funcdo de onda é,

R(r), se 0<r <p,

R(r), se r>p.
Considerando que o valpipossa ser variavel em relacdo a coordenada. As derivadamgass
de onda nas duas situacdes anteriores,para er > p, SA0 respectivamente,

dR(r)  dA(r)
dr —  dr

sin(kr + 6(r)) + A(r) cos(kr + 6(r)) (k + d(;(:)) (5.11)
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dR(r)

= kA(r) cos(kr +d(r)) (5.12)

Sob potenciais nulos a fase e a amplitude ndo dependem d#eoadia, logo os seus valores
serdo aqueles referentes no ponto exato em gu@. Uma condicdo necessaria é a continuidade
da func&o de onda e sua derivada primeira nas duas regiGiesadisio potencial, assim como a
amplitude e a fase, ela deve possuir o mesmo valor no limige dessim foram encontradas as
fungBes propostas por Morse e Allis. Agora, para chegar agémqude Calogero, deve-se fazer a

seguinte substituicéo,

1 dR(r)
Y(r)= R0) ar (5.13)
aplicando este resultado na equagéo de Schrodinger na fedmzida (5.2),
dl;(r) LY+ k= Ey(r) =0 (5.14)
T

em que o termS% pode ser reescrito como,

d —? — 9
— (keot(kr + (r))) = -
g MOk 0 = a5

Substituindo a funcéo de onda e sua derivada em (5.14) e gumats manipulacdes algébricas

e trigonométricas, chega-se a equacao diferencial de €al¢g.10).

do 1 . 9
i _%U(r) sin®(kr 4+ d(r))

No trabalho de Morse e Allis, o desenvolvimento de (5.10)fédio paral = 0. Entretanto,
a deducdo é analoga para momentos angulares diferentesoddéazendo a substituicdo pelo
potencial efetivo (5.5). Outro aspecto a ser mencionadoeéagfase computada pela equacéo

de Calogero, envolve a contribuicdo do termo centrifugora Racontrar o deslocamento de
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fase, proveniente apenas da acéo do potencial interatpstiom-se o termel/2 ao resultado
encontrado.

A condicao inicial para a resolugdo numérica do método & &stolhendo-se um valor de
r anterior ao ponto de retorno de classico. Deve-se fazepissa funcdo de onda néo € nula
na regiao classicamente proibida. Nesse ponto a fase deipiaba—kr. Esse valor pode ser
explicado imaginando-se o choque da onda contra uma lzgrassim a fase em relacdo a onda

incidente deve possuir essa quantidade.

5.3 Aproximacéo de Born

Uma forma bastante conhecida de determinar o deslocameifégel é atraveés da aproxima-
¢cao de Born. Na referéncia [5] ela foi deduzida usando-serertea de Green. Para situacdes
com! = 0 (momento angular nulo), a aproximacéo € facilmente enadata partir da equa-
¢éo de Calogero. Para momentos angulares nulos a fase j@maeedo potencial interatdmico
€ igual a fase do potencial efetivo, ou seja= d, logo sej é muito pequena a equagéo (5.10)

resume-se a,

n = —/%V(T) sin?(kr) (5.15)

Que € a aproximacgao de Born para momentos angulares nulo&lc@ocpara momentos an-
gulares nado nulos, pode ser feito partindo das equacdeshdédswer sobre a influéncia do

potencial efetivo e do centrifugo [31], tais equacdes s§pastivamente,

(W) (v - = (5.16)
dr \ dr r2

d {di, , I+

4 <_dr ) i <k S )wl 0 (5.17)
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A solucéo de (5.16) é dada pela expresséo (5.8). Ja as selded®.17) sdo as funcdes de
Ricatti-Bessell, dadas por (5.6) e (5.7). Para o desenmeinio sera escolhida a primeira das

funcdes de Ricatti-Bessell. Multiplicando (5.16) poe (5.17) por) e subtraindo os resultados,

4 (E(km—d‘“(k” ) S7)

o d—) = V(r)Julhr) (k) (5.18)

Comodiy/dr = cos(kr —n + Ix/2) e dj;/dr = cos(kr — Ix/2), substituindo estas deriva-

das na equacéao (5.18) e utilizando a identidade trigon@aésin(z — y) = sin(z) cos(y) —

cos(x) sin(y),
ksin(n) = ~V (7 (br)n (k)
senn, = —/ V]ir)}fl(kr)wl(kr)dr (5.19)

Assim como a equacao de Calogero, a equacéo acima tambértaéara o calculo da fase.
Para chegar a aproximacao de Born, considera-se que a oi#ludm potencial intermolecular
no sistema é muito pequena, com isso a solucéo séo as furte;diésa]lti-BesseE(kr), logo

}‘l(kr) ~ Y (kr) esinn ~ n. Portanto a equagéo (5.19) torna-se,

n = —/VIE;T)EQ(kT)dT (5.20)

Que é a aproximacao de Born para qualquer valor de momeniteangal aproximacéao é valida
quando a fase acumulada pela a¢do do potencial intermateenhuito pequena, isto acontece

para colisbes envolvendo grandes energias e grandes nusaegulares.

5.4 Aproximacao JWKB

Como mencionado, existem algumas condi¢cdes em que o tratiaiassico fornece resul-

tados satisfatorios para descricdo de colisdes em sister@a®scOpicos, em outros torna-se
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necesséario uma abordagem quantica para um melhor enteridini¢o entanto existe um for-
malismo semi-classico, que pode ser entendido como a ass#gteoria quantica para a clas-
sica [49], conhecido como aproximagdo de JWKB. Este termma abreviagdo dos autores
do método: Jeffreys, Wentzel, Kramer e Brillouin [6]. Ne&iemalismo tanto a agdo quanto o
momento do sistema séo descritos pela mecanica classica [52

A determinacdo da funcdo de onda semi-classica pode sentest® a partir da equacgéo

& pr) _
(W + ) v(r) =0 (5.21)

radial de Schrodinger [5, 6],

Sendop?(r) = 2m(E — E,(r)). Uma possivel solu¢do para a equacgéo acima é,
P(r) = gse/n (5.22)

em queS(r) é a acdo. Substituindo a solugdo em (5.21) onde a acdo édiesvarelacdo a
coordenada,

—(8")?2 +ih(S") 4+ p*(r) =0 (5.23)

Como na dinamica classica o momento € a derivada da acdo apdoed coordenada. A ex-
presséao anterior pode ser entendida como uma equacéo dmemwiclassico, com excecéo do

termoih(S”). SesS for expandido em termos dg entéo,
h2
S = Sp+ hS: + ?SQ + ... (5.24)

Pode-se perceber que a aproximacéo de JWKB trata de umabaedo em & ordem, em que

0 sistema nao perturbado é o descrito pela mecanica clasiidsstituindo (5.24) em (5.23) e
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agrupando os termos de acordo com a dependéncia emsitermos indepententes s&j)? =
p?(r) e os termos com dependencia ling&f S, — iS) = 0. Dessa forma,
ip(r) id

St = o)~ 2dr Inp(r) (5.25)

Como.S, ja era conhecido, a funcdo de onda semi-classica em prioreiean pode ser determi-

nada,

W(r) = %exp (i% /p(?“)d?“) (5.26)

A aproximacgédo de JWKB é vélida para os casos ond8”) << (5)%, ou seja,

d h

Este resultado implica que o comprimento de onda de de EBrdgire variar suavemente com a
coordenada, dessa forma a aproximacao é vélida tanto 1 relgssicamente acessivel quanto
na proibida, mas falha no ponto de retorno classico, em quernanto varia abruptamente.
Portanto deve ser feita uma corre¢éo considerando que pesteo potencial varia de forma
linear com a coordenada, neste caso ele torng;&e = £ — v(r — a), sendoy um coeficiente
angular arbitrario @ o ponto de retorno classico. Substituindo o novo poteneiaquacéo de

Schrddinger,
h? d?
- <—7 +(r — a)) P(r) =0 (5.28)

Essa equacéo diferencial possui solugéo analitica quesd@ogdes de Airy, sendo que apenas

umas delas é finita para qualquer valor real. A solucéo @siatpara as funcdes de Airy €,

Ai(00) = 7% (—=2) "V sin E(—z)?’/2 + %} (5.29)
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Sendo,

2=~ ()3 —a)

Apds algumas operacdes algébricas, chega-se a fungéo aeaagroximacao de JWKB,

W(r) = C(p(r)) 12 sen[ / Oo Z@dr + ﬂ (5.30)

senday; 0 ponto de retorno classico. No problema o momento é func@oat@enada, logo ele

varia com a energia potencial e o potencial centrifugonasse pode ser escrito como

(L + %)T”

r2

p(r)/h = {/& —U(r) + (5.31)

O potencial centrifugo para a aproximacédo JWKB difere diizatio na abordagem quéantica.
Essa substituicdo é conhecida como correcdo de Langer [Sxpesséo para o calculo do

deslocamento de fase pelo método JWKB é encontrada iguatend argumentos de (5.8) com

o de (5.30),

I 1 [ T
kr — — = — d —
SRCRE h/al P

00 l 1
m = / (pl;” — k)dr — ka; + ;2” (5.32)
ap

E importante ressaltar que o formalismo apresentado nes® sidmite somente um ponto de
retorno classico no potencial efetivo. Para situacfes cais pontos de retorno, torna-se neces-

sario uma outra abordagem para a solucao do problema, o qeeré@discutido neste trabalho.

5.5 Comparacéao entre os métodos

Usando o potencial de interacéo de Varandas foi calculagseaeim funcdo do momento an-

gular utilizando os trés métodos discutidos neste cap(itoétodo da fase variavel, aproximacao
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(b)

(©)
Figura 5.1: Calculo da fase para o sistema He-He utilizanfgoethtes metodologias. As fases
foram obtidas pela: equacgéo de Calogero (circulos); apragdo de Born (quadrados); apro-
ximagao de JWKB (triangulos). As energias de coliséo séa0,@agV, (b) 0,01 eV e (c) 0,001
evVv.
de Born e aproximacao de JWKB). Os resultados encontrana-§igura (5.1). A equacao de
Calogero foi integrada de 1,5 A até 10000 A. Foi necessaritegiiacio para grandes valores da

coordenada, pois para grandes valores de momento angplatercial efetivo converge muito

lentamente. A equacéo diferencial foi resolvida com o metbel Runge-Kutta [47] de*4e &
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ordem com passo variavel. As integrais das aproximacdesde 8JWKB foram resolvidas
utilizando a quadratura de Gauss-Legendre [29].

Pelas figuras em (5.1) pode-se confirmar as limitagfes daglosaproximados sob algumas
condicdes. A aproximacgdo de Born como esperado, é validargenpara grandes valores de
momento angular. Para pequenos valore$ deehoque € quase frontal e a energia potencial
influencia consideravelmente a fase acumulada.

A principio a aproximacéao de JWKB deveria ser valida paranasocom grandes massas,
como o iodo, devido ao seu pequeno comprimento de onda [6gnkémto, 0 hélio € um atomo
com massa bastante pequena, e pode-se observar que osdaesglio excelentes, sobretudo
para maiores valores de energia. Esse comportamento podgpieado usando a condi¢cao
dada em (5.27), ou seja, o comprimento de onda deve variappmm a coordenada. Coni
do He-He é muito pequeno, essa variacao também sera pequanged processo de colisao, o
Unico caso em que a variacao sera intensa € no ponto de retasseco, mas nesta situacao foi
feita a correcdo com as funcdes de Airy, como apresentada@mhente.

Os resultados para JWKB néo foram satisfatorios apenasopsspalhamento com energia
igual a 0,001 eV como pode ser observado na figura 5.1(c).akplespossuir apenas um ponto
de retorno classico com essa energia de colisado (figuracbs2)) valor € muito proximo ao de
D, ~ 0,001 eV, logo a funcdo de onda varia consideravelmente com aeoad#, e consequen-

temente, invalidando a aproximacéo de JWKB.
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0,001 eV

r / Angstrom

Figura 5.2: Potenciais efetivos para diferentes valoreaal@ento angular.

5.6 Teorema de Levinson

Uma aplicacdo bastante util e simples para o deslocameriasel@ o teorema de Levinson,
gue fornece o nimero de estados ligadpsue um sistema pode suportar para um dado valor

del, quando a energia de coliséo tende a zero [5, 6],

m(0) = Ny (5.33)

Dessa formaV,; € multiplo der. O interessante do teorema é a conexao feita entre o comtimuo
discreto, ou seja, a partir do espalhamento quantico, cimlbda quantizacao da energia, podem
ser determinados os niveis discretos de energia. As fakesactas pela aproximacdes de Born
e JWKB néo sédo adequadas no uso do teorema de Levinson, papresentarem resultados
satisfatorios para baixos valores de energia, portante-dewsar a equacao de Calogero, que

fornece bons resultados nestas condigdes.
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Calculando a fase pela equacéo de Calogero e aplicando entad6.33) aos potenciais
apresentados no Capitulo 1, constata-se que quase todéemprem estado ligado coin=
0. A excecao foi 0 modelo proposto por Tang e Toennies que nfaztde nenhum estado
ligado. Para valores maiores de momento angular todos en@ats forneceranV, = 0 .
Experimentalmente foi detectado que o,H@resenta um estado ligado para 0 e nenhum
paral # 0 [16]. Portanto, conclui-se que o potencial de Tang e Tosnmé® € adequado na

descricéo deste sistema referente a propriedade discutida

5.7 Secéao de chogue guantica

A secédo de choque pode ser definida também como a razdo ermireeate que atinge o
detector em uma dada direcéo e o fluxo incidente [6], Sendoreepa definida como o nimero
de atomos por unidade de tempo que chegam ao detector e alaegnamero de atomos que
atravessam uma area definida em um intervalo de tempo. Heig@le dada agora sera usada
para deduzir uma expressao quantica para a sec¢ao de chéereadal. A expresséo quantica
para a densidade de corrente é dada por [53],

j=—5 (Vi — V") (5.34)

1h
24
Substituindo as funcéo de onda incidente e espalhada ness&oranterior, sdo obtidos os resul-

tados das densidades de corrente das mesmas, que saavaspste,

- kh
Jinc =

- kh

2
Jesp - W |f(0)|
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A probabilidade do atomo espalhado passar por uma dada régieicontrada multiplicando a
densidade de corrente por um elemento infinitesimal dedea r2dw [49]. Tal probabilidade

dividida pela densidade de corrente incidente € a secaoodgieltiferencial,

—

do = JejpdA
do
=l (5.35)

Portanto a probabilidade de encontrar um atomo espalhadorendada dire¢do € simplesmente
0 quadrado da amplitude de espalhamento. Na secéo 5.1 iadexpressao para a amplitude
de espalhamento.

Sobre a secéo de choque total, ela pode ser encontradadagedintegracéo sobre todos
0s angulos,

o= / " 17(0)Pser(9)d6

[e.9]

o= i—f > (21 + 1)sert () (5.36)

=0

A secao de choque total para particulas idénticas tem umiadignodificacdo. Se as particulas
obedecerem a estatistica de Bose, como no caso tisée levados em consideracdo somente
0S momentos angulares pares para o céalculo [54].

A secao de choque total para o sistema He-He, descrita pelogial de Varandas, foi calcu-
lada utilizando os diferentes métodos para a determinagdiase. Os resultados encontram-se
na figura 5.3. Como pode ser observado, mais uma vez a apigaonda Born se mostra total-
mente inadequada no calculo, devido aos resultados rutisima determinacdo da fase para
pequenos valores de Em relacdo a aproximacédo de JWKB, ela se mostrou bastacitenédi
para o calculo dessa propriedade, como pode ser observagh@ando o resultado com o valor

exato.
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Figura 5.3: Secéao de choque total em funcéo da energia ddcqara o He-He. A fase utilizada
em (5.36) foi calculada pelos diferentes métodos desargete capitulo.
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5.8 Matriz de espalhamento

As fungdes de Ricatti-Bessell podem ser escritas como umaioacao linear, de tal forma

gue elas se adequem as funcdes de Hankel [26],

u =g+ if

uf =4q — Zfl (537)

Sendou;" eu; respectivamente a onda incidente e espalhada. Fazendooumhénecéo linear

das duas func¢des de Hankel,
w = au; — Pu; (5.38)

Coma e 5 sendo a amplitude dessas ondas. Define-se como matriz deaspato a razao das
amplitudesS; = §/a. Para o espalhamento elastico ela € uma matriz com apendsmento e
para colisbes inelasticas, ela envolve os diferentes@staam as respectivas probabilidades de

acoplamento. Substituindo a matriz de espalhamento er®)(5.3
w =, — Su; (5.39)

Como a matriz de espalhamento representa a razao de fluxopalimacéo da funcéo de onda
total ndo € relevante, podendo ser considerada como anifafuncaou; pode ser escrita expli-
citamente em termos das fun¢des de Ricatti-Bessel a partiefinicdo de uma nova variavel, a

matriz . Com esta substituicao (5.39) torna-se,

u, = fl + Kgl (540)
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Arelacéo entre as matizés e S é dada por,

1-5
K=———+ 5.41
i(1+.5) (5.41)

Para fins praticos a matriz € calculada antes da matr$z assim apos algumas manipulacdes

algébricas, a matrig pode ser escrita em temos Aa

144K,
g =
: 1 —iK,
1 - K? . 2K,
_ 5.42
T 52 TR (5-42)

Com isso sdo separadas as partes real e imaginaria da fatiEssa propriedade pode ser
definida também como,

Sy = e2m (5.43)

Para obtencéo da fase pode-se escrever (5.43) na formeamigidrica,S; = cog2n,)+isen2mn,),
assim o deslocamento de fase sera,

1., (imag(S)
m = B tg (m) (5.44)

Sendo as partes reais e imaginarias dadas respectivangoteripmeiro e segundo termo em
(5.42). Surge um problema na determinacédo da fase a paratt&z de espalhamento. Como
a imagem da fungéo arco-tangente € apenasm@ a -+ /2, para situacdes em que a fase fica
fora deste limite, seu valor ndo pode ser determinado exi@En

A definicdo da matri%; € de grande importancia no espalhamento quéantico, especitd
por simplificar o formalismo no estudo de colisGes inelasticEla € a propriedade encontrada
guando deseja-se determinar as propriedades do espalibgon@pagando o método renormali-

zado de Numerov, como sera visto na proxima secao.
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5.9 Meétodo Renormalizado de Numerov

Uma forma de resolver numericamente a equacao de Schrodinigénensional para qual-
quer potencial € usando o método de Numerov [55]. Tomandaiacéq (5.2) e fazendo as
seguintes substituicoes [26]

Q) = - v(r) - D

2
u(r) =(r)/r
a equago de Schrodinger torna-se,
(%) u(r) + Q(ryu(r) =0 (5.45)

A solucdo numérica dessa equacdo pode ser encontrada soghang h) comy(r — h) e
fazendo a expansdo em Taylor. Se os termos maiores ou ighéifoeem desconsiderados, a

expressao geral para o método de Numerov torna-se,

(1 =T+ h)]p(r+h)—[24+10T()]w(r)+[1=T(r—h)p(r—h)=0 (5.46)

sendoT'(r) = —h%Q(r)/12. Doravante serd adotada a notagdo emwque- u(ro + nh) e de

forma similar para as demais fun¢des dependentesel@éo,

Up1 = u(rg—h)
u, = u(ro)

Upr1 = u(ro+h)
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O método renormalizado de Numerov é obtido fazendo-se daasformacdes em relagdo ao

meétodo original [56],

F, = [1=T,u, (5.47)

R, = FuaF,’ (5.48)

Assim a expresséao geral para a propagacédo do meétodo rermatioadle Numerov torna-se,

R,=(1-T,)'2+10T,) - R,' (5.49)

n—1

Pela relagéo de recorréncia estabelecida em (5.47), sadserwlvalor de?,,_; € possivel encon-
trar R,,. A determinag&o do valor di, para a propagacao deve &) = oo, poisu(ry) = 0
e(r) # 0.

Podem ser destacadas duas vantagens do método renormakzhidmerov em relacdo ao
da equacéo (5.46). Primeiro, no método de Numerov é neaessastabelecimento de duas
quantidades iniciais para a sua propagacédo, no'tasoe 7,,, jA no renormalizado é necesséa-
rio estabelecer um anico valor d&,. Mas o principal beneficio € o fato de, ser calculado
comoF, . F, !, dessa forma a funcéo varia suavemente o que facilita ltastarprocedimento
computacional.

O método renormalizado de Numerov pode ser aplicado nolespahto quantico resolvendo-
se normalmente (5.49). A propagacao deve ser feita até wndalcoordenada em que o po-
tencial interatdmico passa a ser desprezivel, denominatio &,,,... A partir desse ponto a
solucdo € a combinacéo linear das funcdes de Ricatti-Bekzsid por (5.40). Como a funcdo
de onda e a sua derivada primeira devem ser continuas em um porge uma fase acumulada

referente ao potencial interatdmico nas fun¢des de RiBatisel.
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A solucao para valores maiores glig,, pode ser encontrada combinando a equacao (5.40)
com a definicdo em (5.48),

F, = J,+ N,K (5.50)

sendaJ, = (1 —T,)j e N, = (1 — T,)g. Portanto, a matriZ” pode ser facilmente encontrada

usando a relagédo em (5.48),

K = (R,N,, — Npy1) Y RpJn — Jng1) (5.51)

Sabendo-se a matrix, pode-se encontrar a parte real e imaginaria da matriz déhespento
usando (5.42). Com a matrizé possivel calcular por exemplo, a se¢édo de choque totanmda
a fase de (5.44). A ambiguidade da fase néo interfere noloalessa propriedade, uma vez que
sert(—m/2+n) = sert(n/2 + 7).

O célculo da sec¢éo de choque total para o He-He usando o nrétoolonalizado de Nume-
rov encontra-se na figura 5.4, que foi comparada com os agegltobtidos com a equacao de

Calogero.
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Figura 5.4: Secao de choque total propagada pelo métodomahpado de Numerov em funcao
da energia. Os resultados sdo comparados aos obtidoanditiza equacéo de Calogero.
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Capitulo 6

Analise sensitiva em propriedades do

espalhamento quantico e semi-classico

Grande parte dos problemas em ciéncia, passiveis de medetagrica, podem ser descritos
por equagdes do tipd{(f) = ¢g. A quantidadey & um conjunto de parametros externos do
sistema em estudo, podendo ser dados experimentais ou ultadesteorico. A grandez#
representa os dados de entrada do modelamento, muitasivazessiveis por medidas diretas
e por sua vezX é a equacgdo que descreve o processo em estudo [57]. Tomangkeomplo
no espalhamento classico, a secdo de choque diferendmlrepresentada pgr enquanto a
energia potencial seria a grandezaJa a quantidad&™ seria representada por dois passos, 0
primeiro seria a transformada integral que fornece o argpiespalhamento a partir do potencial,
enguanto o segundo, € a relacdo que fornece a se¢céo de chuaytie @o angulo.

Potenciais diferentes irdo fornecer resultados difese@teesse contexto pode-se perguntar
guéo precisa tera de ser a energia para que o resultado agetéja do erro experimental. Ou
seja, de quanto a secao de choque seria afetada por uma pegueéanca na energia potencial?
Esse tipo de problema, que tem uma aplicacdo bastante @assgunto da anélise sensitiva, que

€ uma técnica numérica que possibilita formalmente a dicagfio da variacao deem relacao
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a f. Uma aplicacdo importante dessa abordagem seria na @a@licperda de informacéao,
inerente ao calculo de qualquer propriedade. Na deter@inae uma grandeza macroscopica a
partir de outra microscopica, uma série de passos deverag@dss. Durante esse processo de
modelamento as informa¢des microscopicas sobre cadagrgiitainte do sistema, sdo perdidas
e preteridas a favor de uma manifestacao global. Esse ped#aser quantificada avaliando a
sensibilidade do processo [58].

Tradicionalmente, a analise sensitiva possui ampla a@lecaos campos da engenharia, so-
bretudo na otimizacdo de processos [59]. Entretanto o seuegimna quimica vem crescendo
recentemente em diferentes areas, como termodinamicd36@inética quimica [38] e dina-
mica [64]. Especificamente em espalhamento, H. Rabitz éocrdores desenvolveram nas
décadas de 80 e 90 vérios trabalhos abordando o assunt8][65-6

Neste capitulo sera avaliada a sensibilidade do nimerdal#osdigados frente aos parame-
tros dos potenciais apresentados no Capitulo 1. Aléem dessdaito a analise sensitiva da fase

e da sec¢ao de choque total em relacéo aos parametros doigloderarandas.

6.1 Formulacao matematica

A analise sensitiva de um sistema pode ser procedida de oluaad, na forma paramétrica
ou funcional [58]. Na primeira, sdo avaliados como a vanagss parametrgs, que nao depen-
dem de outras variaveis, afetam no valor de uma propriedaldeladal). A andlise sensitiva

paramétrica pode ser generalizada em uma expansao de [G8}lor

N 5Q N N 52Q
0Q = Z 5. 0Pt Z 2]: Syt 2100+ (6.1)

sendo/N o numero de parametros do modelo. O primeiro e segundo tears@Ehnsao corres-

pondem respectivamente aos coeficientes de sensibiligapgendeira e segunda ordem. Espe-
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cificamente para o espalhamento, as propriedadpsederiam ser parametros do potencial, ja
a propriedade&) poderia ser qualguer uma que foi apresentada neste tralpalhexemplo, o
angulo de espalhamento ou o deslocamento de fase. Entretiamtse o costume de escolher
propriedades que possam ser medidas experimentalmeataysiacdo da sensibilidade, por
exemplo, a secdo de choque.

Na outra forma de analise sensitiva, a funcional, em vez danseparadamente parametros
independentes para a avaliacdo da sensibilidade, sdaasriancdes dependentes de outras

variaveis. A sensibilidade na forma funcional pode serasgmtada por [60],

Q) = | %ﬁ)”daz (6.2)

Para o exemplo do espalhamento, a funf@&o pode ser a superficie de energia potengigl-)

gue é dependente da coordenada.

6.2 Andlise sensitiva paramétrica em relacao aos estadogdr
dos

No capitulo anterior foi visto que, aplicando-se o teoremaelinson nos potenciais dados
no Capitulo 2 todos, exceto o de Tang e Toennies, fornecemaestado ligado para o sistema
hélio-hélio com momento angular igual a zero. Portantontjué necessario variar os parame-
tros do potencial de Tang e Toennies para que o primeiro@$igao apareca? Em relacéo
aos demais potenciais, sobre quais condi¢cdes paramétfoasxiste estado ligado, ou surge o
segundo estado ligado para sistema hélio-hélio?

Uma alternativa para a solucéo de tais questionamentosredanalise sensitiva paramétrica
do sistema. Nesse caso foram feitas variagées nos par&rdetocada potencial buscando avaliar

como os estados ligados previstos pelo teorema de Levidoafstados com essas mudancas.
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Os resultados estédo dispostos na tabela 6.1, onde séordptaseas variagdes percentuais ne-
cessarias para que ndo exista estado ligado, ou surja odsegstado. Em todas as situacdes
admitiu-se qué = 0. Como o modelo de Tang e Toennies ndo prevé estado ligadatiagdes
nos seus parametros foram feitas visando o seu surgimento.

Alguns parametros s@o poucos sensiveis e influenciam maui@oma ocorréncia dessa pro-
priedade. Portanto, aqueles que necessitam de uma vanagéo que 30% nao foram apre-
sentados na tabela 6.1. Entre estes estdo os coeficientéspdesdo (,,) com n maior que
10.

Tabela 6.1: Alteracdo paramétrica percentual necessadmasoplesaparecimento do estado ligado
do sistema hélio-hélio para diferentes potenciais.

Jarzen e Aziz TT Jeziorska et.al Varandas
A +524%| A -0,89%' | B3 -0,304% | ay -9,48%
a -054%| b +0,07%* +26,5%7 | a; +6,78%

B -3,13% | Cs +0,47%'| b -351% | By -9,64%
§ -298% | Cg +2,02%' | B" -23,6% | 3, +12,7%
Ce -241%|C,y +6,09%'| D -416% | p +3,34%

Cs -11,8% Ce -2,33% | Cs -2,13%
p -2,41% Cs -10,6% | Cs -9,65%
+4.10%

v +4.03%

r. +0.30%

lvariacdo necessaria para surgimento do primeiro estaaddig
2V/ariacdo necessaria para surgimento do segundo estado.liga

Observando os resultados, percebe-se que 0s mais seséiveis coeficientes presentes nas
partes exponenciais dos potenciais, comoao potencial de Jeziorska et.al. ey@o modelo
de Varandas. Esses resultados sdo esperados, uma vez quecéesfexponenciais pequenas
mudancgas fornecem grandes variagdes no valor total daduBgdre a sensibilidade dos coefi-

cientes de disperséo, observa-se que sao bastante pangaidas casos em que o modelo que
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descreve o sistema possui um estado ligado, sobretudo inosinms coeficiente€’s e Cs, em
gue a diferenca de sensibilidade em relacdo aos modelosriéird 0,3% para 6’s e 2,3% para
o coeficiente cont’s. Um fato interessante é a sensibilidade-ddo potencial de Varandas, que
indica o valor da coordenada no equilibrio. A presenca daedtgado é extramente sensivel em
relacéo a esse parametro, que também esta presente emédxpo@encial. Com isso a posi¢ao
de menor energia influenciara consideravelmente no nunegposkiveis estados ligados.

Com esses resultados, pode-se concluir de que a parteivapdibsspotencial, onde estao
presentes as fun¢des exponenciais dos modelos, exercedegnfluéncia na existéncia ou nao

dos estados ligados.

6.3 Sensibilidade da secao de choque total

Para proceder a analise sensitiva paramétrica da secaoglgectotal, foi feita uma pequena
variacdo em cada parametro do potencial de Varandas, Bspe@ante um aumento de 0,1%, e
calculou-se a derivada,

oo o—o0

op;  1x10-3 (6.3)

sendar a secdo de choque calculada variapd®o a propriedade calculada sem a variagdo. Para
os calculos foram utilizados a aproximacao de JWKB e o métedormalizado de Numerov.
Foram escolhidas estas duas metodologias por possuirememor musto computacional se
comparados ao meétodo da fase variavel. A equacéo de Calmgesenta por volta do dobro do
custo em relacdo aos outros dois métodos. Além disso a apeQ#b de JWKB apresentou bons
resultados no célculo da secdo de choque total. A analiséisarparamétrica da propriedade
em estudo pode ser conferida nas figuras 6.1, 6.2, 6.3 e 6.4.

Especificamente, a figura 6.1 apresenta os resultados dbikgéade da secao de choque em
relacéo aos coeficientes de disper§goSao apresentados os dados somente para 0os parametros

Cs, Cs, Chg. Em relacdo aos demais coeficientes de dispersdonconi(, os seus resultados
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Figura 6.1: Sensibilidade da secdo de choque total em cekgs coeficientes de dispersao.
Secao de choque calculada pelo (a)Método renormalizadoudeeidv e (b)aproximacao de
JWKB.

foram omitidos por perturbarem pouco a propriedade caleulRrimeiramente, observa-se uma
oscilacdo na sensibilidade devido a presenca da funcaonseexpresséo (5.36). Comparando
os resultados entre os diferentes coeficientes, percetpgesa sensibilidade diminui com o au-
mento den, isso ocorre porqué’s,Cs e Cy sdo parametros de funcdes do tipd, r—2 er—1°
respectivamente. A sensibilidade deve ser negativa, [3ai$, ¢ao parametros do potencial de
longo alcance, com isso um aumento em seus valores tornapgmtmais atrativo, e conse-
guentemente, diminui o valor da se¢do de choque. Entrepamtocolisdes com baixa energia
a parte atrativa tem grande influéncia sobre a intensida@splEhamento, logo um potencial
atrativo mais forte aumentara a secao de choque. Esse camgaito é observado somente para
energias muito pequenas, especificamente abaixo de 0,05n@wez que a energia de dissoci-
acdo do sistema He proxima al0—3 eV. Mesmo que a escala dos graficos nas figuras 6.1(a) e
6.1(b) estejam diferentes, pode-se perceber que a peglrina secdo de choque € muito pare-
cida para os dois métodos, apesar da sensibilidade paraxarapcao de JWKB ser bem maior

para pequenos valores de energia.
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Figura 6.2: Sensibilidade da secdo de choque total em cekagd parametros da funcédo de
amortecimento. Secdo de choque calculada pelo (a)Métatwmalizado de Numerov e
(b)aproximacéo de JWKB.

A sensibilidade referente aos parametros da funcéo de eomognto séo apresentados na
figura 6.2. Pelas equagbes (2.10), (2.11) e (2.12), pemelgere um aumento nos parametros
ap € [y torna o potencial atrativo mais forte, enquanto que o auonemia; € 5; e p torna-o
mais fraco. Essa expectativa reflete-se na secao de chamjsesgsa propriedade possui uma
sensibilidade negativa frente aos dois primeiros e umaitskdade positiva em relagcdo aos
outros trés.

Sobre a analise sensitiva dos parametros do potenciabrepude Hartree-Fock, seus resul-
tados encontram-se nas figuras 6.3 e 6.4. Como o0s coeficigntes, sdo pouco sensiveis,
seus valores ndo foram apresentados. Pela equacdo (2e83s@qerceber que o aumento de
todos os parametros torna o potencial repulsivo mais foyiee entanto, cabe uma observacao
sobre o parametrp.. Na expressao (2.8) ele esta presente em duas partes daftmeianal,
na exponencial e no somatério. No primeiro caso, 0 seu awnoemitribui para um potencial
atrativo maior, enquanto no segundo ele o torna menor. Aéndlia de-, no termo exponencial

predomina, e muito, sobre a do somatorio, pois a sensibédidia secdo de choque é positiva,
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(b)aproximacéo de JWKB.

como pode ser observado nas figuras 6.4. Além disso esse @ragier que apresenta uma

maior perturbacéo no célculo da secéao de choque.
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6.4 Sensibilidade da fase

Para o célculo da secdo de choque total, primeiro deve-deecena fase acumulada na
onda espalhada. Portanto, uma forma de compreender meihthu@éncia dos parametros do
potencial no espalhamento é fazendo a analise sensiti@mpaica em relacédo a essa grandeza.
Esse procedimento possibilita uma confirmacdo dos argusi@nteriores além de trazer novas

informacgdes em relacdo a sensibilidade da propriedade tewhoes

(@) (b)

Figura 6.5: Analise sensitiva da fase em relacéo a algu@snros do potencial atrativo.
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Figura 6.6: Andlise sensitiva da fase em relacdo a algudseros do potencial repulsivo.

Assim como no exemplo da secdo de choque total, podem santeatas similaridades na
sensibilidade da fase. Como discutido anteriormente (GQlagb, figura 5.1), para pequenos va-
lores de momento angular, 0 movimento dos atomos sofre @&itfla do potencial repulsivo,
gue se manifesta como uma fase negativa. Ja para grandessvaéd, o potencial atrativo do-
mina o movimento do sistema e provoca uma fase acumuladavpogtortanto, um aumento
nos parametros do potencial atrativd; (e o) tornara a fase mais positiva, enquanto um au-

mento nos parametros do potencial repulsitog) tornara a fase mais negativa. Com isso, a
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sensibilidade da fase frente aos parametros do poten@élatdeve ser positiva, enquanto aos
do potencial repulsivo deve ser negativa.

Na andlise sensitiva da se¢do de choque total percebe-sesquevalor diminui muito pouco
com o0 aumento da energia, os resultados das figuras 6.5 e defhpexplicar esse comporta-
mento. A sensibilidade da fase para pequenos valorésdelativamente grande, sobretudo
para grandes valores de energia. Este resultado esta d® aoon os dados na figura 5.1, em
que foi visto que a fase para pequenos valores de momentdaamgrelativamente grande e
aumenta para maiores valores de energia. Com isso, 0 esyaltapermanece intenso, mesmo

gue a energia seja grande.
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Capitulo 7

Consideracoes Finais

Neste trabalho foi realizado um estudo do espalhamentticelfmra o He, usando as abor-
dagens classica, quantica e semi-classica. Inicialmeatéapitulo 1, foram apresentados alguns
modelos de potencial para o sistema. Esses modelos foriadmis no Capitulo 2, avaliando o
comportamento do angulo de espalhamento em fun¢éo do panddeempacto. Como os resul-
tados foram qualitativamente parecidos decidiu-se usateanpial mais recente como prototipo
para o estudo, no caso o modelo proposto por Varandas.

No Capitulo 4, o problema do espalhamento classico foi agtudm uma forma inversa pelo
meétodo de Firsov. Usando essa metodologia, é possivel agdlotelo angulo de espalhamento e
por conseguinte, a recuperacao da energia potencial @onsisi principio examinou-se a efici-
éncia da segunda parte do processo (determinagéo do @btpeirtir do &ngulo). Concluimos
gue o método é matematicamente consistente pois foi pos$itex toda a curva de potencial
para o He. A energia tem um papel fundamental no processo, pois elaedefvalor maximo
a ser recuperado do potencial repulsivo, além de deterrainralidade da inversao na parte
atrativa.

Mesmo sendo matematicamente consistente, a recuperatdaode potencial pelo método

de Firsov tem suas limitacdes, pois € impossivel obter asgulenores queainbow a partir

84



da secado de choque diferencial, assim, para fins praticosstvebrecuperar somente a parte
repulsiva do potencial. Nesse processo foram simuladossdaperimentais da secao de cho-
gue diferencial, para angulos maiores gai@bow, com erro aleatério de até 10 %. Os angulos
menores foram determinados por uma extrapolagéo utilzarmbtencial de Lennard-Jones. O
método se mostrou bastante eficiente na inversdo do pdteapidsivo, uma vez que o pri-
meiro passo do algoritmo é pouco sensivel a possiveis eqpesimentais. Esse estudo indicou
gue a metodologia pode ser usada na validacdo e na adicafodaagao no estudo de forcas
intermoleculares.

O espalhamento quantico foi estudado no capitulo 5. Fosaptado 0 comportamento da
funcéo de onda e a importancia do deslocamento de fase ripegtucolisbes atomicas. Trés
métodos para o calculo da fase foram apresentados (equa€iatero, aproximacao de Born
e aproximacao de JWKB). Este ultimo consiste em um método-déssico que pode ser en-
tendido como uma perturbacéo na equacao classica do mdeintggculando a fase e a se¢cao
de choque total sobre o potencial de Varandas, percebeauesgpgoximacao de Born ndo € ade-
guada no estudo do sistema, enquanto a aproximacao de JWikdtén excelentes resultados,
exceto para valores muito baixos de energia. Os resultadogpfoximacdes foram comparados
com os obtidos pela equacgéo de Calogero, que consiste enronalifimo exato para o calculo
da fase. Usando também a equacédo de Calogero aplicou-seem#ede Levinson sobre os
diferentes potenciais apresentados no Capitulo 2. Sorogmieencial de Tang e Toennies nao
apresentou estado ligado para o sistema He-He, com issaeteadequado na descricao do sis-
tema. No mesmo capitulo, foi apresentado o método renaradalide Numerov, que apresenta
um formalismo um pouco distinto para o calculo da secao dgu#cCom esse procedimento €
calculada a matriz de espalhamento, que representa a raZfixal entre a onda espalhada e a
incidente, e a partir dela € possivel o calculo das propdiesido espalhamento.

No ultimo capitulo foi levantada a sensibilidade de alguprapriedades do espalhamento

guantico frente a parametros dos potenciais dados no GapitBrimeiramente foi determinado
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como cada parametro dos potenciais influenciam na presergstatio ligado para o dimero de
hélio. Foi visto que os parametros do potencial repulsier@m grande influéncia na presenca
desta propriedade. Também foi feita a andlise sensitienpgtrica da secao de choque total e da
fase. POde-se perceber um padrao no comportamento desgasgades de acordo com a varia-
cao dos parametros do potencial de Varandas. Por exemmar&setros do potencial repulsivo
possuiam uma sensibilidade positiva em relagdo a secamdaek uma sensibilidade negativa
em relacédo a fase, enquanto os parametros do potenciav@passuem um comportamento
contrério.

A discussdao no Capitulo 6 foi apenas um estudo preliminandlise sensitiva, uma vez que
essa abordagem possui aplicacdes mais amplas e geraiseRple, ela é uma ferramenta bas-
tante Gtil na resolugcé@o de problemas inversos. Além deawaliais sdo as melhores condiges
de inversédo, a andlise sensitiva permite a inverséo do dpeka (notacdok (f) = g usada no
comeco do Capitulo 6). Se a relacéo enteef for linear o problema resume-se na inversao do
operador. No entanto, se a relagcéo entre essas grandeZas Ind@ar a propriedade pode ser
obtida a partirf levantando a sensibilidadeentre ambas, com iss® f = dg. Portanto a re-
solugéo do problema inverso passa pela inversao do opesadsibilidade [69]. Para a maioria
das situacbes em que o problema inverso ndo possui solughticana sua resolugédo deve ser
procedida dessa forma. Como a recuperacao da energia ipbmpartir da secdo de choque
diferencial, utilizando o método de Firsov, possui solugdalitica, ndo foi necessério usar esse
formalismo para a sua determinacdo. Para os demais casesrséim do operadd¥ deve ser

procedida numericamente.
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Anexos

O trabalho desenvolvido no Capitulo 4, sobre o método deséeede Firsov, foi aceito
para publicacdo no periddidoternational Journal of Quantum Chemistcgm o titulo: 'From

Deflection Function to Potential Energy: A Firsov ApproadtitiCal Analysis".
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From Deflection Function to Potential Energy:
A Firsov Approach Critical Analysis

Marcio Oliveira Alves,?] Jessé Moreira Oliveira @

and Joao Pedro Braga*!?!

The Firsov inverse method was used to retrieve potential energy
for helium-helium system from deflection function. Using a com-
bination of accurate simulated data for large deflection function
and a Lennard-Jones type potential for smaller values, it was
possible to recover the short-range potential in excellent agree-
ment with the theoretical results. Errors in the deflection function
ranged from 1 to 10% with a collision energy from 2 x 1073 to
2 eV. Inverted potential were obtained with a precision from 2 to

Introduction

Potential energy function establishment is an essential step in
any physical-chemistry process, and this can be achieved by a
direct or an inverse approach. In a direct scheme, the set of
parameters, from a given functional form, can be adjusted to
reproduce a property. For example, potential parameters were
fitted to reproduce vibrational transition, second virial coefficient,
and total cross-section!" In the inverse methodology one may
try to find the potential energy function from experimental data,
such as inverting elastic differential cross-section®® or inelastic
nonadiabatic process!3 This will produce quality potential for
the property under consideration. Inherent experimental error
has to be considered in this case, which will classify this inversion
methodology as an ill-posed problem.

Inverse ill-posed problems are defined such that one of
the three conditions, existence, unicity, and continuity, are not
satisfied” Among the numerical technique to solve inverse ill-
posed problem, which include the Tikhonov regularization® or
the singular value decompostion,®! there is also the possibility
to use a dynamical learning methodology!”! This technique has
been used to invert data in magnetic resonance!® chemical
kinetics/” thermodynamics'” quantum scattering,? and spec-
troscopic data!'" All these inverse problem applications have in
common a numerical inverse kernel calculation, as no analytic
solution was possible.

Analytical inverse kernel with practical application is very rare,
in special for a nonlinear inverse problem. An exception is the
inverse kernel from the deflection function to the potential
energy function, as developed by Firsov['%13]

In the potential energy retrieved from scattering properties,
two steps are needed: (a) obtaining the deflection function
from differential cross-section; (b) recovering the potential from
deflection function by Firsov method. In this work, methodology
in the last step will be applied to invert short-range potential
taking as a reference the helium-helium system. Testing the
stability and robustness of the method will also be presented.

@ WILEY @ ONLINE LIBRARY

I Nelson Henrique Teixeira Lemes,

[b]

8%. This study explores the possibility to use Firsov approach for
small collision energy, unlike the previous work on the subject.
The method was proved to be robust, stable against experimental
error, and very easy to be implemented numerically. © 2012 Wiley
Periodicals, Inc.

DOI: 10.1002/qua.24031

Very precise potentials!'* ' are available for the helium-helium
system, which motivated the chosen system. As will be shown,
quantum differential cross-section for He—He using Varandas
potential, is identical with the available experimental results!'®!
Therefore, this potential is taken as a reference and will give
the experimental data. Number of experimental points to be
inverted and experimental errors will be easier to handle by
adopting this procedure.

Critical analysis will be carried out by considering errors in
the data up to 10%, as in the experimental results. Exacteness
of the algorithm is also tested with no simulated data errors. A
combination of experimental and a simple Lennard-Jones poten-
tial simulation will provide necessary information to recover the
short-range potential. Comparison with the reference potential
will be discussed. This sort of analysis presented here is impor-
tant for further application on the Firsov approach, whenever
experimental data are available for other systems.

Theoretical Methodology
Previous Firsov inversion at high energies

Although mathematically consistent, two aspects about the Firsov
algorithm have to be considered. First, it is a classical mechanics
inversion and quantum effects have to be minimized. From a
classical point of view, this corresponds to invert deflection
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function for repulsive potential or more precisely for angles
greater than rainbow, x,!'” Second, deflection function is not an
available experimental quantity but rather the differential cross-
section. Extracting this property from differential cross-section
has therefore to be considered.

Firsov approach was explored theoretical and in an indepen-
dent way by Keller et all'® Retrieving Coulomb law analytically,
from Rutherford differential cross section, is an interesting and
pedagogical aspect of this article.The first Firsov procedure using
experimental data was carried out by Lane and Everhart'? in
which the interaction potential between rare gas and their ions
were recovered at energies ranging from 25 to 100 keV. Yakovlev
and Bashirov?? also inverted potential for noble gas ions at
25 keV. Part of repulsive helium-helium interaction potential was
retrieved from high energy differential cross-section in 1987 by
Lambrakos and Peterson/?" for collision energies from 500 to
1000 eV. More recently, Zinoviev?? also obtained the potential
between cations and rare gases at 1.5-300 keV using the Firsov
approach.

All these studies have in common data for a very high collision
energies. Except for the Lambrakos work, all the mentioned
references involve ions species. Inverting data with ions are
appropriate for the Firsov approach, as in this regime quantum
effects will be less important. For such energies, no rainbow
deflection function will be present. However, even for data at
500eV?"! the energy will be too high to infer about potential
quality.

Firsov method
Potential energy function, E,(R), and deflection function, x, are
related by/?*!

o0 dR

1/2
Re Rz(1_g_§_EpT<m)/

x=m—2b

in which b is the impact parameter, R. is the turning point, and
E is the collision energy. Deflection function calculation, from
a given potential energy function, is a relatively simple task.
The Gauss-Chebyshev quadrature? is appropriate to solve this
direct problem, for it will remove the singularity at R = R..
Conversely, for a given deflection function values, calculation
of the potential energy function is a much more complicated
problem. What is the potential energy if the deflection function
as a function of impact parameter is given? This answer is given
by the Firsov approach.

The first step to obtain the analytical inverse kernel in eq. (1)
consists to change variables as,

s(R) = R? (1 - @) )

transforming eq. (1) to,

~ /°° 26 dinR_ 5
X=T " e Got2y2 ds &
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® = dInR = MRds. Integration limits Were obtained

since &
by conserving collision energy for £ = Ey(R.) +
s(R.) = b? and limg_, o S(R) — 0.

If the potential energy is zero one has s(R) = R? an

and x = 0. From eq. (3), it is obtained

;T' Therefore,
C

dinR __ 1
d ds 2s

o b 1
= |, s @

Therefore, eq. (3) can be rewritten as,

o dlIn (R%> bds
xb.E) = /;2 ds (s—b»)12 ©

Multiplying both sides by (b% —
from b = u to b = oo and using the Dirichlet identity

obtains,
1 ®  x(b,E)db B E
I(u) = - /; 7([)2_”2)1/2 _In(u> (6)

That is the basic equation from which inversion is to be calculated.

In the Firsov method, one has to first calculate the function
I(u) for a range of u, imposed by energy conservation. Minimum
value of u will be at the turning point, whereas for large values
it will approach the radial coordinate. From the calculated /(u)
one has

u?)~1/2, integrating over b,
12 one

R(u) = ue'™ @)
and from eq. (2),

Ex(R) =E(1,~ e 2®) €9)

Therefore, each point in the potential energy curve is obtained
from the deflection function x (b, E). The main steps in the Firsov
algorithm are summarized as,

1. Initial range for u;

2. Solution of the integral eq. (6);

3. Scattering coordinate from eq. (7).

4. Potential energy at the calculated scattering coordinate,
eqg. (8).

Simulated deflection function were used to calculate the inte-
gral I(u), as in eq. (6). The Gauss-Chebyshev quadrature is also
appropriate to perform this integration, although a simple trans-
formation has to be carried out. With the transformation x = §
into /(u) one obtains!®!

*/ x(1 _X2)1/2 ©)

Convergence criteria will depend on the potential range to be
inverted, as will be discussed, but it can vary from few points
to a thousand of points.

.o’

° .
WWW.CHEMISTRYVIEWS.ORG ChemistryViews.
oo ..



T1

AQ3
F1

J_ID: zqz Customer A_ID: 2011-0502.R1 Cadmus Art: qua24031 KGL ID: JW-QUAN120012 — 2012/1/30 — page 3 — #3

International Journal of

tjlfl\'Tlf]l ,
MEMISTRY

Potential energy

A recent potential’ will be used to test the inversion procedure.
This potential, henceforth, labeled as Varandas potential, as a
function of coordinate R is given by adding the short- and
long-range parts in the form,

Ex(R) = Vir(R) + Veor (R) (10)

The Hartree-Fock contribution is given by,

4

Vie(R) =D (1 +) aR— RJ) exp(=y(R—Re))  (11)

i=1

in which the parameter R, is the equilibrium distance, y is related
to the potential strength, and D is related to the repulsive part
of the short range. About the long-range part of the potential
as,

VorR) == Y Cuxa(RR™" (12)

n=6,8,10—16

with

xn(R) = [1 — exp(—AnR/p — B,R?/ p*)]"
An = aonf‘“
Bn = ﬂ0n7ﬂ1n

The function x,(R) is a damping function that smooths the
transition region between repulsive and attractive potentials.
The parameters A,, By, ao, Bo, @1, and B are used to describe
the behavior of this damping function. For completeness, the
necessary data to define this potential are reproduced in Table 1.

Table 1. Parameters for the helium potential ['4

D 2.909582149142803 x 1073 B 0.09574
@ 16.36606 Co 14646
o 0.70172 Cs 14.112
a —2.677678262034801 x 10~ Cro 178.13
ax 2.345720241868299 x 102 Cn —76.7
as 1.459174818996908 x 102 Ci 3093
as 1.237617600368155 x 10> Ci3 —3806.0
Re 5.60323206384019 Cia 72016
y 2.17613250152118 Cis —171000.0
P 10.9424025 Cis 2276994
Bo 17.19338

All quantities are in atomic units.

Results and Discussion
Algorithm consistency

Consistency of the algorithm will be investigated. This will be
tested for the situation in which x (b, E) is given from b =0 to
very large values, using the potential as in eq. (10). The method
robustness can be seen in Figure 1, as the whole potential can

@ WILEY @ ONLINE LIBRARY
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Figure 1. Inverted potential (bullet) and exact potential (full line) for 2 x
1072 eV total energy.

I(x.E)

Figure 2. Experimental (bullets) and theoretical (full line) differential cross-
section for helium-helium process at 5 meV.

be recovered. If the total energy is increased, the repulsive part
can be recovered further, as imposed by energy conservation.
Although the whole potential can be recovered, the effect of
total energy and quadrature number of points will be further
analyzed. More detailed results are presented in Table 2 for two
collision energies, considering the percentual relative error, ¢,and
number of points in the Gauss-Chebyshev quadrature, n,. As
higher energy will not be appropriate to invert the long-range
region, the error for large scattering coordinate is increased in
this situation. For smaller collision energies, more information is
obtained for the long range and the error decreases. Number
of points for convergence also depends on the region to be
inverted. For the short-range region, small variation on the scat-
tering coordinate will give large variation on the potential. As
a consequence number of points to achieve convergence can
vary from n, = 2800 at short range to n, = 30 at long range.
Sensitivity analysis impose conditions on this number of points.
For example, at E = 2eV and R = 7 A number of points may be
increased in the quadrature without achieving better conver-
gence. If this collision energy is increased, accurate information

International Journal of Quantum Chemistry 2012, 00,000-000
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Table 2. Inverted potential energy function at two collision energies.

2x 1073 eV 2eV

u r/A Ep(r)/meV np € u r/A Ep(r)/meV np €

- - - - - 0.01 1.1640 1999.9 2800 0.0001
0.25 24916 1.9799 2600 0.0005 2.49 24912 1.9866 600 0.0500
3.50 2.8943 —0.9247 80 0.0001 2.90 2.8993 —0.9285 20 0.0162
4.24 3.9949 —0.2529 70 0.0001 4.00 3.9997 —0.2511 20 0.0158
5.54 5.4920 —0.0351 50 0.0019 5.50 5.5000 —0.3486 10 0.2859
7.00 6.9861 —0.0080 30 0.0030 7.00 7.0000 —0.0082 30 3.6545

No errors in the data were assumed.

on the long range are lost. Deflection function contribution are
mainly from the repulsive region making it inappropriate to
extract information for the long range.

Inversion from simulated data

Quantum differential cross-section was calculated with the poten-
tial described in eq. (10) for 5 meV collision energy. The
Schrodinger equation was propagated with the renormalized
Numerov method, using Riccati-Bessel function as boundary
conditions. The theory of this scattering process will not be
described here and are given, for example, by Braga?®! It is clear
that the model potential is appropriate to describe experimen-
tal datal'® Calculations were also carried out for other energies
and the agreement is similar. Therefore, using Varandas potential
to simulate data or taking the experimental data directly will
be assumed to be equivalent for further discussion on Firsov
algorithm.

The deflection function at 0.4 eV will be simulated and used in
the forthcoming analysis. Extracting this property for the Firsov
inversion at this collision energy is difficult, as rainbow will
occur. Correspondence between differential cross-section and
deflection function is uniquely established only for x > x.. For
smaller values, one has three impact parameter for the same
deflection function. Instead of solving this problem, that is, to
extract this property from differential cross-section for x < x,
another procedure will be adopted here.

Deflection function above the rainbow will be determined from
the theoretical calculation and below this point are calculated

using a Lennard-Jones potential with the parameter D, = 0.348x
10~* au and R. = 5.62 au!?”! This combination of experimental
and simple potential to simulate part of the deflection function
will be adequate to retrieve the short range potential by the
Firsov algorithm, even for lower collision energies, as will be
discussed.

A condition closer to the experimental situation is consid-
ering by taking a set of 25 points, with random errors up to
10%, together with the Lennard-Jones simulation data, as previ-
ously described. Lagrange interpolation?? were used to obtain
the others necessary points. Inverted potential results are as
in Table 3. For data with no errors, the potential is recovered
with an average error of about 2%. Error in this case does
not come from the interpolation process but instead from the
Lennard-Jones potential limitation do describe the interaction.
The error increases for lower values of repulsive potential because
it takes more points from the extrapolated Lennard—Jones deflec-
tion function to solve the integral in eq. (6). This kind of error
is more critical for values closer to E,(0) = 0 and inversion
has to be avoided near this point. For the He-He interaction,
one has o ~ 2.6A. Average error is 2% in this case. If the
point near o is not taken into account this error decreases
to 0.1 %.

Potential is recovered with a good accuracy if the experimental
error is increased, still with 25 points. Errors on the inverted
potential range from 2 (at 1% error in the deflection function) to
8% error in the potential (for 10% error in the scattering deflection
function). Results for these three errors and combination with
Lennard-Jones potential are presented in Figure 3.

Table 3. Recovered potential energy function from experimental/simulated data at 0.4 eV.

No error 1% 10%

r/A Ep(r)/meV € r/A Ep(r)/meV € r/A Ep(r)/meV €

1.5562 373.5720 0.005 1.5587 373.6584 1.169 1.5821 374.4309 12.503
1.5760 342.0234 0.006 1.5762 342.0385 0.102 1.5783 342.1906 1.077
1.6049 300.6034 0.007 1.6059 300.7321 0.518 1.6155 301.9126 5.378
1.6440 251.9978 0.008 1.6449 252.1648 0.496 1.6535 253.7033 5.141
1.6952 199.5625 0.010 1.6924 198.9018 1.585 1.6679 192.9371 14.661
1.7611 147.2072 0.015 1.7603 146.9908 0.482 1.7539 145.1336 4.635
1.8449 99.1465 0.027 1.8448 99.0988 0.091 1.8440 98.8639 0.669
1.9505 59.3422 0.034 1.9510 59.5348 0.634 1.9569 61.5755 7.162
2.0809 30.5042 0.049 2.0812 30.5925 0.470 2.0834 31.3955 4.347
2.2363 12.8717 0.154 2.2364 12.9063 0.483 2.2373 13.2147 3.429
24121 4.0100 0.822 24122 4.0320 1.431 24128 4.2349 7.048
26014 0.4288 20.916 2.6014 0.4308 21.502 2.6015 0.4503 27.259
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Figure 3. Inverted potentials at 0.4 eV. Original potential (full line), inverted
potential without error (bullet), with error up to 1 % (cross) and with error up to
10 % (triangle).

Although correlation between experimental and simulated
data are in excellent agreement, as shown in Figure 3, one must
learn how to extract deflection function from differential cross-
section. For angles greater than the rainbow angle one can use
the relation,

b = 2/71 o (6)sin6do (13)
X

as pointed out by Firsov!'? This scheme will give the correspon-
dent deflection function from which the short-range potential
can be obtained. As a further test, the differential cross section
was simulated with a 10% error, within the experimental data.
Usage of eq. (13) gives the necessary impact parameter from
which the scattering angle can be established. Deflection func-
tion errors were found to be about 3%, in the same order of
magnitude as in the previous discussion. Although this indicates
an inversion procedure to obtain the short-range potential, a
more general approach would have to combine, for example, the
coupling of a scattering calculation with a dynamical learning
to obtained the whole potential '

Conclusions

A nonlinear inverse problem to retrieve potential energy function
from deflection function was carried out under Firsov approach.
This approach is one of the rare inverse ill-posed problems in
which the inverse kernel is obtained in analytical form. As a
consequence, a careful study about error in the experimental
data, reference potential, and number of experimental points
was carried out.

A potential energy function capable to reproduce experimen-
tal data with great precision was used as reference potential
to test the inverse procedure. A second potential, a simple
Lennard-Jones potential, was also used to add information on
the deflection function. This combination of experimental data

@ WILEY @ ONLINE LIBRARY

and data from a simple potential proved to be very useful to
retrieve short-range potentials.

If no experimental error is given to the deflection function,
the whole potential, both short- and long-range regions, can be
recovered with a desired precision. The limitation in this case
relies only on the integral convergence criteria. Firsov method, in
absence of errors is, therefore, well posed, as it is mathematically
consistent. There was no need to construct a numerical kernel
with its computational approximation. The ill-posed nature of
this problem is exclusively from the inherent experimental data.
This important point was explored during this work.

Previous work in the Firsov approach consisted in taking data
with very high collision energy, from 500 to 25,000 eV, a situation
not useful for neutral atomic systems. In this work small collision
energy at 2 x 1073 eV and 2eV were first analyzed with no
experimental error. As in any other inverse problem, there is the
limitation imposed by the sensitivity of data. For example, large
errors were observed if one tries to retrieve the long-range part
of the potential with very high collision energy.

Deflection function data were taken after the rainbow position
and the set of data necessary to perform the inversion were
simulated using a simple Lennard-Jones potential. Short range
potential was recovered with great precision, for errors from 1
to 10%. This exemplifies how a combination of experimental
and theoretical results can be used to recover the potential.
Low collision energy and errors up to 10% still gives accurate
potentials. Mathematically, Firsov approaches allow the retrieving
of whole potential, both the short and long range. However, for
pratical purposes, the recovering is effective only in repulsive
potential. This study indicates this methodology can be used to
validate and add information on models and calculations in the
study of intermolecular forces, in particular for the short-range
region.
Keywords: Firsov method - deflection
energy

function « potential
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Retrieving potential energy curve from experimental data is the main subject of this work.The Firsov
methodology is an inverse procedure to recover interaction energy from differential cross section.
Short range repulsive part of the potential energy curve was obtained from the differential cross
section under the Firsov approach. Application were carried out for He-He system and comparison
with a recent potential is also discussed.



