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Resumo

Transformagoes de Lorentz devem ser utilizadas para relacionar coordenadas do espago-
tempo de dois referenciais quando a velocidade relativa entre eles é comparavel a velocidade
da luz. Neste dominio, as leis da Mecanica Classica nao prevéem resultados satisfatérios
em acordo com as experiéncias. Quando dois boosts sucessivos de Lorentz sdo aplicados
para obter a velocidade de um objeto em um referencial de interesse, podemos substitui-los
por um Uunico boost seguido de uma rotagao no espaco de coordenadas. O angulo de

rotacdo é denominado Angulo de Wigner.

Neste trabalho, avaliamos a combinacao relativistica de velocidades mediante boosts de
Lorentz. Nota-se que quando dois boosts sao aplicados em ordens diferentes as velocidades
obtidas nao comutam, pois ainda que tenham os mesmos mdédulos, apontam em direcoes
diferentes. Mostraremos que o angulo entre as dire¢oes das velocidades é justamente o
Angulo de Wigner. Por fim vamos calcular o angulo de Wigner por dois métodos diferentes,
um baseado no espaco hiperbdlico de Lobachevsky e o outro por uma generalizacao da Lei

de Adicao de Velocidades de Einstein no Plano Complexo.

Palavras-chave: Relatividade; Wigner; Rotacao.



Abstract

Lorentz transformations should be used to relate spacetime coordinates of two frames
when the relative velocity between them is comparable to the speed of light. In this field,
the laws of Classical Mechanics do not foresee satisfactory results in accordance with the
experiments. When two successive boosts of Lorentz are applied to obtain the velocity of
an object in a reference of interest, we can substitute them by a single boost followed by a

rotation in the coordinate space. The angle of rotation is called Wigner Angle.

In this work, we evaluate the relativistic combination of velocities using Lorentz boosts.
Note that when two boosts are applied in different orders, the velocities obtained do
not commute, because even though they have the same modules, they point in different
directions. We will show that the angle between the velocity directions is just the Wigner
Angle. Finally we calculate the Wigner angle by two different methods, one based on the
hyperbolic space of Lobachevsky and the other by a generalization of the Law of Addition
of Einstein Speeds in the Complex Plane.

Keywords: Relativity; Wigner; Rotation.
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1 Introducao

As regras que descrevem as transformagoes de coordenadas de um ponto material
entre dois referenciais que se movem relativamente um ao outro sdo, com certeza, um dos
assuntos de maior relevancia no estudo da Fisica. E por meio dessas transformagoes que

podemos verificar o quao gerais sao as Leis fundamentais estabelecidas.

Desde Galilelf!] (1564-1642) até Einstein?| (1879-1955) assumiu-se que se Alice mede
para um ponto P coordenadas (t;x,y, z) e Bob, movendo-se com velocidade i, constante,
em relagao a Alice, ao longo do eixo z, mede para o mesmo ponto P coordenadas (t/; z z')

(ver figural) esses dois referenciais estao relacionados pelas Transformagoes de Galileu
(TG),

t = t
x x — ut
Yy Yy
2 = z

Essas transformagoes deixam invariantes as Leis de Newton, pois

d*(x —ut) d*x dt  d*x
_ _ _ 4z e _dr 1.2
a2 A WE a2~ Yae T ae (1.2)

’ !
dx dx

Portanto, sendo F' a forca vista por Bob e F' essa mesma grandeza vista por Alice, temos

, %z’ A’z
Fo=mm =M

A aceleracao - e por isso a forca - sdo as mesmas nos dois referenciais. Este resultado estd

- F (1.3)

em perfeita harmonia com o Principio da Relatividade que pode ser enunciado como

"As leis que descrevem todos os fenémenos da natureza sio as mesmas em qualquer

referencial inercial"

As Transformagoes de Galileu (1.1) podem ser escritas na forma matricial como

t 1 000 t
' —u 1 0 0

x/: U T (1.4)
Y 0O 010 Y

2 0 00 1 2

As Leis da Mecéanica apresentam a mesma forma em todos os referenciais inerciais.
Contudo, a Mecanica nao pode, sozinha, fornecer a base conceitual para todos os fendémenos

da natureza. As Equacoes de Maxwell!] formuladas no século XIX, nao ficam invariantes

Fisico, Astronomo e Matematico italiano, considerado o pai da ciéncia moderna.

2 Fisico aleméo, considerado um dos maiores cientistas de todos os tempos.
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‘F lf’

Alice Bob (x' ¥, 2")
-0 e ar
(x, ¥y, 2)
-— T ——
')‘.’ -'-K'I

Figura 1 — Dois referenciais inerciais em movimento relativo uniforme ao longo do eizo x.
Adaptada de [T])]

mediante uma transformagao de Galileu[9]. Esse fato conduziu alguns fisicos a questionarem
a validade do Principio da Relatividade. A solu¢do para este impasse foi estabelecer
transformacgoes de coordenadas que deixassem invariantes as equagoes de Maxwell. Essas

transformacoes,

~

‘o= ()

x: = (xr —ut) (15)
Yy = Y

7 = z

sdo denominadas Transformaces de Lorent7] (TL). As coordenadas da equagio (1.5)
sao denominadas coordenadas do espago-tempo. Para deixar todas elas com as mesmas
dimensoes, multiplica-se pela velocidade da luz no vacuo, ¢, a primeira daquelas equagoes

dos dois lados da igualdade e define-se

u
== 1.6
p= (16
de modo que,
ct :7<ct—ujf) :7<ct—ucx) = (ct — Bx)
e
z =y(x —ut) = y(x — gct) =v(x — Bet).
c
Desta forma, as transformagoes (1.5) podem ser reescritas como
ct = v(ct — px)
= Az — Bet) (17)
y = y
Z = 2

3 James Clerk Maxwell (1831 - 1879): Fisico Escocés que, dentro outras importantes contribuicdes, deu

forma a moderna teoria do Eletromagnetismo.
4 Hendrick Antoon Lorentz (1853-1928): Fisico Holandes.
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ou, em forma matricial,

ct v =By 0 0 ct

’ — 00

T2 By v z (1.8)
0 0 10 y

2 0 0 01 z

Os vetores-coluna em (1.8) sdo os quadrivetores-posigao, e sao transformados um

no outro por meio da matriz quadrada dada por

v =By 00
— 0 0
a=| T , (1.9)
0 0 1 0
0 0 01

que é a matriz de Transformagdo de Lorentz que envolve dois referenciais que se movem

com uma velocidade relativa paralela ao eixo z. Aqui,

V= (1.10)

¢ conhecido como fator de Lorentz, que pode ser reescrito, utilizando-se (1.6), como

-t (1.11)
v = 5 .

A mecénica newtoniana, que é covariante sob transformagoes de Galileu (1.1), nao se
mostra adequada para descrever fendmenos para os quais a velocidade relativa entre
dois referenciais é comparavel a velocidade da luz. Neste dominio entram em cena as
transformacoes de Lorentz com a cinematica e dindmica relativisticas. Os fené6menos
eletromagnéticos, descritos pelas equagdes de Maxwell estdo neste dominio. Verifica-se, de

fato, que tais equagoes sao invariantes mediante transformagoes de Lorentz. 9]

E importante salientar que as TL’s constituem uma generalizacio das TG’s para
altas velocidades. De fato, é facil verificar por (1.6) e (1.10) aplicados a (1.7) que, para

baixas velocidades comparadas a ¢, as TL’s (1.7) se reduzem as TG’s (1.1).

O caso geral ocorre quando a velocidade relativa entre os referenciais envolvidos,

U = (uy, Uy, u,) estd em uma diregdo arbitraria; neste caso a matriz A de transformacao
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de Lorentz ¢ [22]

Y —0x —By —vB:

B 1+ 0% (-1 (v -1)%

h= (1.12)
_1)82
—By (DR 1HEEE (-1
L —7B: ("}/ — 1)% (*‘y — 1)'8%52 14+ (W*ﬁlz)ﬁz ]
onde,
Ua Uy U,
T = 2=, 1.13
B . By L€ B > (1.13)
B =Bt B+ 5 (1.14)
(§
1=1=F) =16y )7 (1.15)

E facil verificar que a matriz de Lorentz (1.12) se reduz & (1.9) para o caso em que a

velocidade relativa entre os dois referenciais esta na diregao z, ou seja, u, =0 — §, =0,
u,=0—058,=0ef=p,.
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2 Combinacao Relativistica de Velocidades

2.1 Transformacoes de Lorentz e Efeitos Cinematicos

Qualquer fendmeno que ocorre em uma regiao de dimensoes despreziveis do espago
que pode ser considerado puntiforme e cuja duragao é tao pequena que pode ser considerado
instantaneo é denominado evento. A qualquer evento associa-se uma coordenada temporal
t e e trés coordenadas espaciais, x, y e z. Assim um evento é localizado no espaco-tempo

por quatro coordenadas, representadas na forma (t;x,y, z).

Se dois eventos ocorrem na mesma posi¢ao, ou seja, tém as mesmas coordenadas
espaciais em um dado referencial, o intervalo de tempo Aty = t5 — t; entre eles, medido
neste referencial, ¢ denominado intervalo de tempo proprio. Naturalmente que o intervalo
de tempo proprio s6 é medido em um referencial, ja que dois eventos que tenham mesmas

coordenadas espaciais em um referencial tera coordenadas distintas em outro.

As TLs (1.5) podem ser escritas na forma infinitesimal como

!

dt = oy (dt — )

c2
da’ v(dx — udt) (2.1)
dy = dy ’ '
dz = dz

em que S’ é o referencial que mede o intervalo de tempo préprio e S um referencial que

mede o intervalo de tempo entre os eventos que ocorrem em diferentes posi¢gdes. Assim,

dr' = 0 — dx = udt.

Entao,
dt’:7<dt—u§;x> :7<dt—1§dt> zyldt (1—7;2)]
Mas,
2\ ~3
Y= (1 - 1;) (2.2)
Portanto,

w2 W2\ 2 w2 W2\ 2 o2
i (=] (=) (o) o)

Finalmente,
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A equagdo (2.3) mostra que o intervalo de tempo, dt, medido entre dois eventos em um
referencial no qual o objeto estd em movimento - eventos medidos em posic¢oes diferentes -
é maior do que o intervalo de tempo, dt’, medido em um referencial no qual o objeto esta
em repouso - eventos medidos na mesma posicao - que caracteriza o intervalo de tempo
proprio. Este fenomeno é conhecido como dilatagao do tempo. Na notagdo apresentada

no inicio do capitulo a equagao (2.3) assume a forma

Ato
1w

Contrariamente a Mecanica Newtoniana, na qual o tempo é absoluto e eterno, aqui o

At = (2.4)

tempo se torna relativo e depende da velocidade entre os referenciais. O comprimento de um
corpo pode ser também medido nos dois referenciais, S e S’. Chamamos de comprimento
proprio, L, aquele que é medido em um referencial no qual o corpo estd em repouso.
Suponhamos que uma barra, alinhada com o eixo x, estd em repouso no referencial S,
no qual o comprimento medido é Ly. A velocidade do referencial S’, em relacao a S, é u.
Para medir o comprimento da barra neste referencial é necessario que as coordenadas das
extremidades sejam medidas simultaneamente, ou seja, no mesmo instante de tempo, de

modo que em (2.1), dt’ = 0. Sendo assim,
di' =0 — dt = — dx.
c

Entao,
) u u? u?
dxzv(dx—udt):'y(dm—u-&dx>:’y dx—cjdx =v|1——|dx.

Utilizando-se, agora, (2.2),

1 1
u? w2\ 2 w2 w2\ 2 02
dw':7<1—62>dx:<1—02> <1—62>d:p:<1—62> dmzwl—c—de

que, na notacao convencional, fica
L=1Lo/1l——. (2.5)

Deste resultado, conhecido como contragao de comprimento, vemos que a
medida do comprimento da barra em um referencial no qual ela estd em movimento
(L) é menor que a medida no referencial que a enxerga em repouso (Lg). E importante
destacar que a contragdo de comprimento s6 ocorre na direcao da velocidade do corpo em

movimento, ndo sendo observada em outras dire¢oes, conforme mostra a figura 2.
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Y 1B

w0 we0BTC  ©=0995¢ v=0999¢ wu=c(%)

Figura 2 — Contragao relativistica de comprimentos so ocorre na dire¢io do movimento.
Disponivel em [20]

2.2 Combinacao Relativistica de Velocidades

2.2.1 Velocidades Paralelas

Vamos, agora, utilizar as transformacgoes de Lorentz para obter composicao de
velocidades. O caso mais simples ocorre quando as velocidades sao paralelas entre si,
conforme mostrado na figura (2.2). Seja v; a velocidade com que um observador na Terra
vé Alice se mover e vy a velocidade de Bob medida por Alice. Queremos obter a velocidade

de Bob em relacao a Terra, vy, a partir de v, e vs.

U
B
. T o
misric e Dl o D
(4] 2

Figura 3 — Composicio de velocidades paralelas. Disponivel em [25]

Alinhando-se o eixo z com as velocidades v; e vy e ajustando a matriz de Lorentz (1.12)

para esta situagao, temos, sendo 1 = % e v = %,
c /1*,31

ct? v B 00 ctﬁ
1’? _ fivio 1 0 0 xﬁ (2.6)
Y2 0 0 10|y}
2B 0 0 01 2B



Capitulo 2. Combinag¢io Relativistica de Velocidades 22

onde, por exemplo, x2 indica a coordenada x de Bob em relagdo a Terra. Aqui v} = —uvyi,

o que faz com que os termos A3 e Ag; fiquem positivos. Desenvolvendo,

v
ct? = ’ylctf + 5171963 — t? =7 (tf + C;xf)
B B, Y ;B
T (th + CzdxA) (2.7)
of = Bty + el — o7 =m (ff + Ultf)

dof = y1(def + vidt). (2.8)

Claro que y2 = y& - dyff = dyf = 0 e 28 = 2§ - dzB = d28§ = 0, pois as velocidades

estao alinhadas com o eixo z. Utilizamos, agora, (2.7) e (2.8) para obter a velocidade de

Bob em relacao a Terra, vo;:

v2
ZEB’ dzg
A + U1
daf B dof + v dt5 B ( A )

B
Tath o dth + %daf 2

Vo1 = VU

que, finalmente, nos da,
Vg + U1

U21 = T g (2.9)

1+ =232
Mais uma vez verificamos que no limite de baixas velocidades comparadas a ¢, ou seja,
v K ¢ e vy K ¢, a expressao relativistica para composigao de velocidades (2.9) se reduz

as conhecidas relagoes de Galileu.

No caso simétrico, mostrado na figura (2.3), em que Alice tem velocidade vy em
relacao a Terra e Bob tem velocidade v; em relagao a Alice, designemos por v15 a velocidade

de Bob em relagao a Terra.

Para essa situacao, temos 3y = 22 e 7, = \/11—_63 Além disso, v4f = —u,i. Para obter a
composicao de velocidades fazemos o boostﬂ de Lorentz,
cth Yo Baye 0 0 ct
2 00 5
L= by A (2.10)
vy 0 0 10|y
o 0 0 01 2B

Mais uma vez vamos desenvolver a equagao matricial acimas:

V2
ct? = wgctﬁ + 5272963 — t? = (tf + 02935)

Boost é a matriz de Lorentz que representa uma transformagéo de coordenadas na qual s ocorre
translagao. Assim em um Boost nao se verifica rotagdo no espago de coordenadas.

1
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— V12
-—fﬁﬁi’.ﬁ—}
mision e B D

1’1

Figura 4 — Composicao de velocidades paralelas. Adaptada de [25)]

dt8 = ~, (dtﬁ + U;dx]j) : (2.11)
C
Além disso,

95? = 5272Ct§ + 721’5 — x? = Y (a:f + vgtﬁ)

dal = v (dah + vadth). (2.12)
Novamente e pelas mesmas razoes que antes, y2 = y& - dyf = dyf = 0e 28 = 2§ .

dzB = dz% = 0. Entdo a velocidade de Bob em relacio a Terra serd, neste caso, vy2,

v1
d:pA

th %4‘02

p dep  daef +wdth ( A )

Vg = Up = = =

A8 = dtf + Bdk
g |14 394
A

que resulta na equagao (2.9). Vemos que quando as velocidades envolvidas na transformagao

de Lorentz sao colineares as suas possiveis composi¢oes comutam, ou seja, quando a ordem

em que se realiza a composicao ¢ alterada, obtém-se o mesmo resultadoﬂ. Portanto,

. . "(71 + 172
U9y = U1g = 71 R (2.13)

Esse resultado é idéntico aos que conhecemos pela manipulagao das transformagoes de
Galileu.

2.2.2 Velocidades Perpendiculares

Aqui sera feito o desenvolvimento da composicao relativistica de velocidades em

dire¢oes perpendiculares. Um desenvolvimento como este nao é comumente encontrado em

U1 @ Uy = U2 ® U
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livros texto introdutorios sobre este assunto apesar da simplicidade analitica e conceitual
relacionada ao seu desenvolvimento. Para isto, vamos considerar que a velocidade de Alice
em relacao a Terra, v7, esteja alinhada com o eixo x e que a velocidade de Bob em relacao
a Alice, U, seja perpendicular a 0, conforme figura (2.4). Desejamos, tal como antes, obter
a velocidade de Bob em relacao a Terra, v5;. Para isso aplicar-se-a as transformacoes de
Lorentz em que sao dadas as coordenadas retangulares e temporal de forma independente.
Isto nos permitira calcular as componentes da velocidade e, entao, obter a velocidade

resultante.

—
1

5y
(B v2

nilssion
control

Figura 5 — Composicio de velocidades perpendiculares. Disponivel em [25]

Do mesmo modo que foi feito no caso de velocidades paralelas, facamos as TL’s do
referencial de Alice para o referencial da Terra e consideramos Bob como o objeto para
o qual queremos transformar as coordenadas entre os dois referenciais. A velocidade da
Terra em relagao a Alice é 7 = —wv1i e a velocidade de Bob em relagdo a Alice é 0% = vsj.
Adequando-se a matriz de Lorentz (1.12) para esta situagdo, temos um boost idéntico a
(2.6),

ct? o B 00 cth
| [ Bm o 00 zh
vE |l | 0 0 10|y
2B 0 0 01 2B

O desenvolvimento dessa equagao matricial nos conduz as mesmas equacoes encontradas
anteriormente, exceto para o caso de que a coordenada y de Bob medida nos dois referenciais
nao é constante. Para essa situacdo apenas a coordenada z ficard constante, ou seja,

B =28 =cte - dzB = 0= dzB. Desta forma,

U1
ct? = yeth + pimal -2 =y (tf + Cgazf)

dtB =, (dtf 4 Z;dxﬁ) , (2.14)
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x? = 51710753 + 71$§ — x? =" (xf + vltf)
da? =y (dah + vidt§) (2.15)

yr =yh o dyf = dyf. (2.16)

E importante destacar que v; é o modulo da velocidade relativa entre os dois referenciais e
1

as componentes da velocidade de Bob (que é o objeto que se move em relacao aos dois

que o fator de Lorentz v, = ¢ associado a esta velocidade. Em seguida calculamos

referenciais) no referencial da Terra em termos da sua velocidade no referencial de Alice.

A compontente horizontal (z) da velocidade de Bob no referencial da Terra, vy, = UTBI é

0
dxA
+ v
_daf  pp(drf +uidt) %(% )

V21z = =
dif e (dt] + %dak)

%(Hzﬁfg

Portanto,
’UjBix = V21y = V1. (217)

dxg _
dtf
de Bob é tal que nao ha mudanca na sua posi¢cdo x. Agora vamos calcular a componente

Esclareco que no céalculo precedente 0 porque no referencial de Alice, a velocidade

vertical (y) da velocidade de Bob vista pelo referencial da Terra, vy, = v% em termos de

V1 € Vag:
v dyr dy, A iy U2
dtz (dt]j + C—%dxlj) (1 i M
Y1984 2 ZB
A
Isso resulta em
B U%
UTy = V21y = V2 — g (218)

Podemos apresentar um argumento heuristico para os resultados obtidos nas equagoes
(2.17) e (2.18). Foi argumentado, no final da se¢do 2.1, que ndo existe contragao de
comprimento nas dire¢oes perpendiculares ao movimento, mas ocorre dilatacao de tempo
quando muda-se de um referencial para o outro. O comprimento percorrido por Bob visto
por Alice e pela Terra é o mesmo, enquanto que o intervalo de tempo fica dilatado de
71, fator esse que representara uma redugao na velocidade, isto é, vo1, = % Com esses

resultados temos, no referencial da terra, a velocidade de Bob,

2
- . U1,
Ugp = U1+ vt/ 1 — C—;_]. (2.19)
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O moédulo de 75 pode ser obtido tomando-se a raiz quadrada do produto escalar desta

velocidade por ela mesma. Entao,

’7721‘2 = 7721 ' 7721-

: o, : i,
U1l + Vg 1—;]] c v+ vy 1—;‘]].
c c

comoi-i=1=j-jei-j=0=]j-1 temos,
2

. viv
V1] = \/v% + v3 — 1022. (2.20)

Desta forma,

V1| =

Na sequéncia vamos realizar a transformagcao de velocidades para o caso simétrico
em que Alice tem velocidade U5 em relagao a Terra e Bob tem velocidade v; medida pelo
referencial de Alice. Queremos a velocidade de Bob vista pelo referencial da Terra. Na
situagdo em estudo a velocidade da Terra em relagiao a Alice é 74 = —wv,j. Ajustando
a matriz de Lorentz (1.12) para esta situagao, teremos a seguinte transformagao de
coordenadas que nos da as coordenadas de Bob no referencial da Terra em termos das

coordenadas medidas no referencial de Alice,

cty Yo 0 Bay2 O cth
x5 B 0O 1 0 O o5
A Bz 0 7 O yh
2B 0 0 0 1 2B
onde define-se, para esta situagao,
By = 2 (2.21)
c
¢ 1
= (2.22)

72:\/17—7622.

Prosseguindo, vamos desenvolver a relacao matricial acima e com isso obter as velocidades

de interesse onde, obviamente, 28 = 2% = cte . dz8 = 0 = dz%, como acontecia no caso

anterior, pois em nossa analise os movimentos sao restritos a um tnico plano.
v
B _ B B B _ B 2 B
CtT —’)/QCtA—FBQ’}/QyA — tT = Y9 <tA—|—C2yA> .

Entao,
B = (dtﬁ + ?dyf) . (2.23)
Além disso,

xf = a2f da? = daf} (2.24)

yr = Bamacty +2ys — Y7 = 7 (?/E + Uﬂﬁ) :
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Portanto,

dyr = ya(dys + vadt). (2.25)
Destaca-se que v, é 0 modulo da velocidade relativa entre os dois referenciais de interesse
(Terra e Alice) e o fator de Lorentz 7, dado por (2.21), estd associado a esta velocidade.
Como Bob é o objeto cuja velocidade queremos obter no referencial da Terra, calculemos
a componente horizontal (x) da velocidade de Bob em relacao ao referencial da Terra,

Viggy = vﬁ, em termos de v; e vsy:

dzB
B B A
dxp dzj AqB Uy
V12e = = = —.
dtf (dtﬁ + Z—def) p V2
72¢éz 1 + U2 yA
Esse resultado pode ser reescrito como
3
Vf = Vrgy = 1— 2. (2.26)

c2

Aqui Cft’g = 0 porque no referencial de Alice a coordenada y de Bob é constante. Mais uma
vez, nao ocorre contracao de comprimento em diregoes perpendiculares, mas a dilatagao
do tempo atua de modo que se o tempo fica dilatado de v, a componente da velocidade
na dire¢ao perpendicular fica reduzida pelo mesmo fator, ou seja, vio, = % Do mesmo
modo podemos obter a componente vertical (y) da velocidade de Bob em relagao a Terra,

Vigy = vjffy, da seguinte maneira:

0
dyf
M B +’U2
dyf  osldyf +vedt]) </ & )

Yizg = dt? _%(dtﬁJr Z—%dyf) M<1+ v dyA |

A

de onde obtemos o resultado ja esperado,
Ui = V12y = V2. (227)

Temos, pois, no referencial da Terra,

2
_, vy, .
Ty = 1y 1 — C%I + V], (2.28)

Para calcular o médulo de 75 devemos utilizar o produto escalar conforme feito para ;.

Fazendo isto, obtém-se

’1712‘2 = 1712 : 17127

. vi. V3.
V12| = U1 1_§1+UQJ Y 1—6—21+02J

que resulta em,
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o que, finalmente, nos da

. vivs
V12| = \/U% + 03— 1622- (2.29)

A comparagao das equagoes (2.20) e (2.29) nos mostra que os médulos de v e )2 sd0

iguais, ou seja,

. vivy
U] = \/U% +0f — % = [thal. (2.30)

Contudo, apesar dessas duas velocidades terem o mesmo moédulo vemos, por (2.19) e

(2.28), que elas se orientam em diregoes diferentes. Deste modo,
U1 # Via.

O fato de 751 e U1 terem o mesmo médulo, mas diregoes diferentes mostra que existe
uma operacao de rotacao que leva um vetor ao outro. O angulo €2 entre esses dois vetores,
ilustrado na figura 2.5, pode ser facilmente calculado utilizando-se a defini¢ao analitica de

produto vetorial.

mission
oontrol

Figura 6 — Composicao Relativistica de Velocidades ndao é comutativa. Fxiste uma rotacao
angular se a ordem da composicao € invertida. Disponivel em [25]

O produto vetorial de 75; por U7 tem mddulo dado por,

|’Z721 X ’1712| = |’l721”1712‘ senf).
Portanto,
— % —
sen ) = w (2.31)
| U1 || T2
Mas, comoix j=k,jxi=—-k,ixi=0=jxjelembrando que
L. U, . v, .
U1 = V11 + —] e U1g = —1+ Ua]

4! V2
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temos,

2 0 2 0
- - U1 1. . s V2. . U3 ;. v
oy X Tio = —L[ixA] + v1woi X j] + ——[j x i] + 2 [p¢F] = vivok — —k.

V2 T172 N M2
Desta forma,
. R 1
Va1 X Vo] = V102 (1 - ) : (2.32)
Y172
Utilizando (2.30) vemos que,
L e vivs
|1 ||T12] = v + v — 10722 (2.33)

Substituindo-se, agora, (2.32) e (2.33) em (2.31) ficamos com

0= |1 X U _ ui2 (1 ’ywz) _ n (1 ’ynz) 234
O I Pe] a2 %3 2(% 4% 9% (2:34)
2T vt v - C(?JF?—CT)
Desta forma, determina-se o angulo entre as velocidades vy, € v19 por
B1B27172
sen() = 121102 (2.35)
7y2 +1

Com o resultado expresso pela equagao (2.35) podemos utilizar a relagdo trigonométrica
fundamental para obter uma expressao explicita para o cosseno do angulo entre as

velocidades e, com isso, derivar imediatamente a tangente deste angulo. Fazendo isto,

obtemos,

cosQ = A2 (2.36)

Y1y +1
Agora, com (2.35) e (2.36), derivamos uma expressao para a tangente
BB
tan Q) — senf) _ BTy _ B1Panive ur+T
cosQl HEE T mi+ e

Finalmente,

tan ) = M (237)

Y1+ e

Chega-se, pois, a conclusao de que velocidade combinada relativisticamente nao
pode ser interpretada da forma imediata conforme se esta habituado com fundamento na
relatividade galileana padrao, pois nesta obteriamos o resultado exato de que v = U1
0 que, como mostramos, nao é o caso quando se considera a combinagao relativistica de
velocidades. Nela, ainda que as velocidades tenham o mesmo modulo, existe um angulo
entre elas. No préoximo capitulo mostrar-se-a que este angulo esta associado a uma rotacao

do objeto no espago de coordenadas e é denominado angulo de Wigner.



Capitulo 2. Combinag¢io Relativistica de Velocidades 30

2.2.3 Velocidades Quaisquer

Uma vez que obtivemos as expressoes e interpretamos a combinacao de veloci-
dade nos casos particulares descritos anteriormente vamos, agora, tratar o caso geral,
representado na figura (2.6), em que as velocidades tém diregoes arbitrérias. E claro que
os resultados que obtivermos aqui deverao reproduzir os resultados anteriores quando o
sistema da figura (2.6) for ajustado para qualquer ums das situagoes ja descritas, isto é,
estes serao vistos como casos particulares dos resultados que obteremos a seguir. Vamos
obter expressoes gerais para U e U9 utilizando as equagoes (2.13), (2.19) e (2.28) e
argumentos heuristicos baseados em dilatagao do tempo e contracao de comprimento

conforme ja feito no caso de velocidades perpendiculares.

Figura 7 — Composicio de velocidades em direcoes quaisquer. Disponivel em [25]

Para facilitar a andlise, alinhamos a velocidade de Alice em relacio a Terra, v, com
a direcao horizontal. Assim a velocidade de Bob em relagao a Alice, ¥, terda uma inclinagao
arbitraria em relacdo a essa direcdo. Em seguida, decompomos 7, em suas componentes

Uy1 que € paralela a ¥ e U311 que é perpendicular a v, conforme ilustrado na figura (2.7).

Isto nos permitira tratar o problema de composicao de velocidade como dois problemas em
que a transformacao de Lorentz sera realizada por meio de dois boosts sucessivos: Primeiro
faz-se um boost do referencial de Alice para o referencial da Terra a fim de se obter a
velocidade, em relacao & Terra, v9, de um observador auxiliar, S°, que se move em relagao
a Alice com velocidade ;. Deste modo, o que fazemos ¢ considerar um referencial que se
move em relacao a Alice com velocidade 7, e determinar a sua velocidade em relagao

A Terra, 97. Para este caso podemos aplicar (2.13) j& que as velocidades envolvidas sdo
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Figura 8 — Decomposi¢cio de uma velocidade qualquer em suas componentes. Disponivel

em [25]

paralelas, de onde obtemos,

o Ugn U1 vt U
B TU R T (2.38)

c2

c2
Com este boost teremos o referencial auxiliar se movendo com velocidade 79 em relacao
a Terra e Bob, se movendo em relacio ao referencial auxiliar, S°, com velocidade 9,

perpendicular a o9, conforme ilustrado na figura 2.8.

Figura 9 — Simplificacao do problema de velocidades quaisquer. Disponivel em [25]

Podemos obter 4§ a partir de #5,; verificando que sendo esta e U perpendiculares,

a velocidade ; nao causa contracao de comprimento na direcao de 7, mas ocorre
dilatacao de tempo. Como o tempo préprio é medido no referencial de 75,1, 0 tempo no

referencial auxiliar fica dilatado de

_ 1
T v3
1 Y

(2.39)

Entao a velocidade de Bob em relacao ao referencial auxiliar sera dada por

vy = Y21V211 (2.40)
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Podemos, agora, obter 0 utilizando a expressao (2.19), para composicao de velocidades
perpendiculares, obtida aplicando-se TL’s. O caso ilustrado na figura 2.8 ¢ idéntico
ao caso da figura (2.4) que deu origem & (2.19). Identificamos @ e 99 da figura (2.8),

respectivamente, com v; e Uy da figura (2.4). Deste modo,

L0
V2|1
Uy = Vi + 2_] vl + S va1i (2.41)
U TR
onde,
1 Uy - U
0_ 1 U2
= 1 . 2.42
71 1_( 02 72||171< + 2 > ( )

Com isso, substituindo (2.38) e (2.42) em (2.41) podemos obter uma expressao explicita

Ty = U1+U2||1 - o211 j

Finalmente, aplicando a defini¢ao de v; chegamos a

2
1%
LU + 112||1i n Y CQUQMj. (2.43)

b21 1 U1 -T 1 v1 v2
+ oL +

para T,

Com argumentos totalmente andlogos podemos obter uma expressao para viy, chegando

2
V1—3v
S U2+U1|l2i+ o) 1¢2j' (2.44)

V12 1 U2 1 v1 U2
+ ) +

ao seguinte resultado:

Nesta se¢ao vimos que as transformagoes de coordenadas para velocidades quaisquer
em condigoes relativisticas podem ser realizadas decompondo-se essa velocidade qualquer
em suas componentes perpendiculares e, entao, realizando-se duas transformagoes sucessivas
ao longo dessas dire¢oes. Com este procedimento chega-se as transformacoes de coordenadas
entre os referenciais e, delas, podemos obter as quantidades cinematicas associadas ao

movimento.

Pela andlise das equagoes (2.43) e (2.44) vemos que para o caso em que as velocidades
sao paralelas temos vy7 = 0 = v1 9. Nessas circunstancias, essas equagoes se reduzem a
equagao (2.13). Da mesma forma, para o caso em que as velocidades sao perpendiculares
entre si, temos vy1 = 0 = vy2, caso para o qual as equagoes (2.43) e (2.44) se reduzem
(2.19) e (2.28). Isto satisfaz a condi¢do que desejavamos, na qual os resultados para os
dois casos especificos de velocidades paralelas e perpendiculares sdo casos particulares do
resultado geral, no qual nao restringimos o espago de possibilidades do angulo entre as

velocidades.
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3 Rotacao e Boost de Lorentz

Na tltima se¢ao do capitulo 2 vimos que transformacoes relativisticas de veloci-
dades podem ser realizadas decompondo-se uma das velocidades em duas componentes,
uma paralela e outra perpendicular aquela que nao é decomposta e, assim realizando-se
transformacoes sucessivas nas duas direcoes utilizando-se os resultados ja conhecidos para
os casos paralelo e perpendicular. Naquela ocasiao os argumentos utilizados para se chegar
a este resultado foram baseados em dilatagao do tempo e contragao de comprimentos,
fenomenos relativisticos que aparecem em decorréncia das transformacoes de Lorentz que,

por sua vez, sao consequéncias dos postulados de Einstein,

Postulado 1 (Principio de Invaridncia das Leis da Fisica). As leis da fisica sio as mesmas

em todos os sistemas de referéncia inerciais.

Postulado 2 (Principio de Constancia da Velocidade da Luz). A velocidade da luz no
espaco livre é uma constante universal, independente de qualquer movimento relativo entre

fonte e observador.

Neste capitulo sistematizaremos este resultado e mostraremos a sua validade com
base no formalismo das transformacoes de Lorentz. Como veremos, os resultados implicarao

em uma rotacao no espaco de coordenadas, denomidada Rotagcdo de Wigner.

3.1 Composicao de Boosts Perpendiculares

Vamos considerar a composicao de dois boosts ao longo de direcoes mutuamente
perpendiculares. Queremos saber, em primeiro lugar, se a composicao é equivalente a um
unico boost ou se nao é. Devemos ter em mente que boosts sao matrizes simétricas. De fato,
a matriz de Lorentz (1.12) que representa um boost genérico em uma diregdo qualquer é
uma matriz simétrica, pois A;; = Aj; V ¢,5. Com isso, a matriz L, que representa um
boost na direcao x,

Yz _59[:’750 0

_61’730 YV 0
0 0 1

0 0 0

L, = (3.1)

= o O O
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obtida quando se faz 5, = 0 = 3, em (1.12) é uma matriz simétrica. O mesmo acontece
com a matriz L,
Yy 0 _By’Yy 0
0 1 0 0
L,= (3.2)
—Byyy 0y 0
0 0 0 1
obtida quando se faz §, = 0 = 3, em (1.12). Portanto, para que a composi¢ao de dois
boosts seja também um boost faz-se necessario que ela seja uma matriz simétrica. Vamos,

entdo realizar a composigao tomando o produto das matrizes (3.1) e (3.2):

Ty 0 _By'Yy 0 Ve —B:Y: 0 0
0 1 0 0 — B2V " 0 0
LyL, — PeYe
By, 0 4, O 0 0 10
0 0 0 1 0 0 01
Portanto
73/%& _'Vy'yzﬁa: _'Vyﬂy 0
Ly, —| K . (3.3)
_PYyﬁYmﬂy PYyﬁYmﬂyﬂx Yy 0
0 0 0 1

Com este resultado fica claro que o resultado do produto de dois boosts mutuamente
perpendiculares - que corresponde a aplicacdo destes dois boosts sucessivamente - fornece
como resultado uma matriz nao simétrica, o que responde a pergunta inicial: a composicao
néo é equivalente a um tnico boost. E claro que estamos a trabalhar com sistemas inerciais,
requisito necessario para a aplicacgdo da Teoria da Relatividade Restrita (TRR). Por
defini¢do o primeiro sistema é inercial; o segundo sistema inercial é o resultado da aplicagao
do primeiro boost sobre o primeiro sistema e o terceiro sistema inercial é obtido a partir

da aplicacao do segundo boost sobre o segundo sistema.

Com o objetivo de encontrar um boost, representado por uma matriz simétrica, na
composicao (3.3), vamos postular que este resultado, que é uma transformacao de Lorentz,
pode ser escrito como o produto de uma rotagdo no espago de coordenadas, R(f2), por um
boost, L,

L,L,=R(Q)L (3.4)
onde
1 0 0 0
0 Q Q0
R(Q) = cos sen (3.5)
0 —senf) cosQ) 0
0 0 0 1

¢ a matriz de rotagdo no espago-tempo. Naturalmente que essa matriz é inversivel, ja que,

sendo 7;; o termo da i-ésima linha e da j-ésima coluna da matriz,

det R = 1 det Ryp = cos> Q 4 sen*Q=1+#0
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e a inversa ¢é

" detR 1
entao
1 0 0 0
2 —senf)
R’l(Q) _ 0 cos sen 0 (3.6)
0 senf2 cosQ2 0
0 0 0 1
Podemos trabalhar com (3.4) e obter
L,L,=RQ)L .. R YQL,L,=R ' (Q)RQ)L
de onde
L=RYQ)L,L,. (3.7)
Substituindo-se (3.3) e (3.6) em (3.7) temos
1 0 0 0 Yy Va _’Yy%cﬁm _f)/yﬁy 0
I - 0 cos€2? —senQ) 0 — Yz B Ve 0 0
0 senf2 cos2 0 Y YeBy W VeByBe Yy 0
100 0 1 0 0 0 1
Yy Y _'7y'7x6:v _'7yﬁy 0
B —Yz Bz €08 0 + v,V By senQ) 7y, cos  — vy, 8, B senQd  —v, senf) 0 (3.8)
B — Y28z 5en€d — 7y Yz By cos vy senfd 4+ vy, By B cos 2y, cos2 0 .
0 0 0 1

Queremos que a matriz L seja um boost e, por isso, ela deve ser simétrica. Com essa
exigéncia vamos igualar os termos simétricos, ou seja, L;; = L;;, 0 que nos permitird obter

o angulo () da rotacao. Assim, pela condicao Lo = L3o

—yysenQd = v, senfd + v, V. By By cos Qo (Ve 4 yy) senQ = —v, 7,8, 8, cos 2
que nos da
tan ) = —M. (3.9)
’Yy + YV

Ja a condicao Ly3 = L3; nos conduz a

_'Yy/By = —7z [ senf) — ’Vy’yxﬁy cos 2

Yy By = VB 50 + Y, 723, cos (3.10)

mas, da equagao (3.9) temos

sen() . _ny%cﬁyﬁx cos ) — — Yy T Ve

= . sen{2 3.11
s Yy % Wby 311)
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substituindo-se, agora, a equagao (3.11) na equagao (3.10), temos

Yy T Va
YyBy = VaBrsenfd + (— SenQ>
o sl
= 7.0 senf) — Yyt sen()
portanto,
’Yyﬁyﬁx = (7965;% — Yz — ’Yy) sen(}
prosseguindo,

senf) = ’Yyﬁyﬁx E—— ,Yyﬁyﬁw%"’ _ ’Yy%vﬁyﬁx

'7366% — Yz — 7y B 73:(’796 + '7y - '7366%) B 72 + '79571/ - 7%692;

entao temos

senf) = — %%”fyﬁx . (3.12)
Yoy + 721 = 57)
lembrando que
1
w=1-F)F L 1-f=
Y
e utilizando isto em (3.12), temos
con() — _ vy%cﬁyﬂxl
/V:E’Yy + 75)2’
que nos conduz a uma expressao para o senf?
sen) = — 20=Pyls (3.13)
Yy Ve + 1
Para obter uma expressao para cos (2 basta substituir (3.13) em (3.11):
cosQ=— T g Ju T (—%%% a
Yy Yz By Be %%%% Yy Ve + 1
portanto,
cosQ = L Y (3.14)
Yy Ve +1

Finalmente podemos substituir os valores de seno e cosseno, dados pelas equagoes (3.13) e

(3.14) na matriz da equagdo (3.8). Para o termo Ly; obtemos

L21 = —’}/y’}/xﬁx (315)

Com este resultado vemos que, de fato, os termos Lis e Loy sao iguais. Em seguida
calcularemos os demais termos e mostraremos que ¢ valida a condigao L;; = L;; V  14,j
nesta matriz. Assim mostraremos que a matriz é simétrica e, portanto, consiste de um
boost de Lorentz. Aqui e no calculo dos préoximos elementos utilizamos, em alguns passos,

a substitui¢do expressa na equagao (2.35).
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Com manipulagoes algébricas, mostramos que o termo Loy é

2.2 732
Ly =14 020 (3.16)
Yy Yo + 1
e para o termo L3,
Lz = =By (3.17)

Em seguida, vamos calcular o termo Las.

2
Uy = —y, senf) = —, (_%ﬂx@ﬂz) — Vy%ﬂﬁyﬁz. (3.18)
Yy Ve 11 Yy Ve + 1
De tal forma que o termo Lss, sera
2
Ly — 10020 (3.19)
Yy Yz + 1
Por fim, o termo L33 sera
Lsg = yycost =, ( o ) - Y (3.20)
VYot 1 VyYe + 1
Substituindo-se, agora, as equagoes (3.15) a (3.20) na equagao (3.8) ficamos com
| Yy Yz —Yy Y Be —YyBy 0 ]
V2B YgYaBybBe
—YYele 1+ . :/y%nj‘l 0
L= (3.21)
"/2'me8 Bz (vy+7z)
_’Yyﬁy ’Z;y’Yz‘yF 1 ’Y%Yy’y’?;z +71 0
0 0 0 1

que uma vez comparada com a matriz de Lorentz arbitraria (1.12) nos leva a concluir que
representa uma transformacao de Lorentz ao longo de uma direcao contida no plano xy,
pois todos os termos que teriam (3, na matriz de Lorentz L sdo nulos. A matriz L obedece

ao requisito da simetria para ser uma TL.

Conclui-se, pois, que dois boosts mutuamente perpendiculares , L, e L,, aplicados
sucessivamente a um objeto equivale a uma rotagao, R(€2), no espago de coordenadas, cujo
angulo pode ser obtido, por exemplo, por (3.9), seguida de um boost liquido, L, dado pela
equagao (3.21). Esta operagao de rotagao é conhecida como Rotagao de Wigner e o dangulo
assim obtido, que é ilustrado, por exemplo, na figura 3| é denominado dngulo de Wigner
[36]. Devemos atentar-nos para que tal operagao aparece em decorréncia das simetrias
impostas pelas Transformagoes de Lorentz e nao possuem um anélogo classico que decorre
das Transformacoes de Galileu. Trata-se, portanto, de um processo geométrico que ocorre

no tecido do espacotempo.
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Comparando-se a equagao (3.13) com a (2.36), a equagao (3.14) com a (2.38) e a
equagao (3.9) com a (2.39) podemos concluir que o angulo de Wigner, que é a rotacao
no espacgo de coordenadas ¢ igual ao angulo entre as duas velocidades para as quais se
realizou a composicao. Na sequéncia vamos apresentar um argumento mais geral para

mostrar que esses dois angulos sao iguais.

3.2 Composicao de Boosts arbitrarios

Continuamos a trabalhar com o formalismo das matrizes de boost da Teoria da
Relatividade Especial. Especificamente nesta secao desenvolveremos a composicao de
velocidades para o caso geral por meio deste formalismo e compararemos com os resultados
obtidos na secdo 2.2.3, na qual o problema da composicao de velocidades foi abordado com
base em argumentos heuristicos de dilatagdo do tempo e contracao de comprimento. Com
isto feito, vamos mostrar que o angulo entre as duas velocidades compostas em ordem
diferentes v5; e U712 sdo iguais ao dngulo de Wigner confirmando, deste modo, os resultados

obtidos na secao 3.1.

Como foi mostrado na secao anterior, qualquer transformacao de Lorentz, L, pode

ser decomposto em um boost seguido de uma rotagao no espago de coordenadas,
L=RB (3.22)
Além disso, rotagoes tem a forma dada por (3.5), que pode ser escrita como

110
0| Rs

(3.23)

na qual R3 é uma matriz de rotagdo no espacgo tridimensional. Estamos lidando com o
problema mais geral possivel. Aqui ndo é necessario conhecer a forma da matriz de rotacao

no espago 3D, muito embora ela pode ser facilmente encontrada na literatura. [16]

Na situacao mais geral possivel, em que um boost arbitrario é feito de um referencial
S para um referencial S°, entre os quais a velocidade relativa ¢ ¥, a matriz A de boost que
faz a transformagao de coordenadas de S para SY; é a matriz (1.12) que pode ser reescrita

em forma particionada como

v | B ]:[7 —vﬁT]
—8 | T+ (v - 1) ~6 | Ps +7Qs

B= (3.24)

aqui 8 = (ﬁmaﬁyuﬁz)Ta [Pﬁ]ij = 0;j — 'Bgfj = 0;; — ”;Zj eQp=1-PFPs = Béfj. Aqui Ps
representa a projegao sobre o plano perpendicular a ¥ e (g representa a projegao sobre

o plano paralelo a v. Como em todos os pontos até aqui, §; = %. I representa a matriz
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identidade 3 x 3. Substituindo-se (3.23) e (3.24) en (3.22), temos

L:_l\O v—vBT]
0| Ry || =8| Ps+1Qs
N B T e e ] (3.25)
| —RsB ‘ R3(Ps +7Qp)

Podemos, finalmente, considerar o caso geral, em que as duas velocidades envolvidas na
composicao tém dire¢oes quaisquer, conforme na figura 3.1 que é uma reproducao da figura
2.6.

Figura 10 — Composi¢ao de velocidades em diregoes quaisquer. Adaptada de [25]

Agora vamos calcular como a transformacao de Lorentz liquida, Loy é para esta
situacdo, passando do referencial S para o referencial S°, realizando a composicao dos dois

boosts associados. Utilizaremos, para isto, a equagao (3.24).

L = ByB; =

v | s n | —wmAf
—Y2/32 ‘ Py 4 7202 —7151 ‘ Py 471G

v (1 + B3 Br) =B = Bl (P + Q)
=202 — 1 (P2 + 72Q2) 5 ‘ (P2 +72Q2) (P +71Q1) + 1271828

] (3.26)

Agora vamos utilizar (3.25) e (3.26) para decompor essa transformacao de Lorentz em

uma rotagao seguida de um boost, ou seja,

Ly = RBy = RByD,. (3.27)
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Assim,

Y21 ‘ —721551
—Y21R3521 ‘ R3(Py1 + 721Q91)
(3.28)

Yoyi (1 + B231) ‘ =BT — 7261 (P +711Q1)
— V27182 — 71 (P2 + 720Q2) A1 ‘ (Py +72Q2) (P +7Q1) + 72y B8] '

Sejam 0, 1,2, ... os nimeros que representam linhas e colunas de uma matriz. Deste modo,

comparando os termos 00 nos dois lados da equagao (3.28), temos

Uy U
Yor = Y21 (1 + Bafr) = 2 (1 + 5:)

de modo que

Uy - V.
Y21 = Y2 ( 102 2) =712 (3.29)
pois o produto escalar é comutativo. A equagao (3.29) equivale a equagao (2.44). Prosse-

guindo, vamos avaliar os termos 05 de (3.28). Fazendo isso, temos

~T =T ~T

U U U
—721551 = —’727151T - 7255(P1 + ’VlQl) _’721A = —72’71*1 - 72?2(]31 + 71@1)

¢ ¢
V1T, = Y1101 1+ 1205 (P + Q1)

Portanto

T Yonvi i+ 08 (Pr+mQ1)  oli+~ 05 P+ 13 Qs

21— - 21
721 Y172

0P} U v
mas, por (3.29) 2 =14 “32 e
o v, . .
v Pt =41 — prCCIRN B QU2 = vy
de tal maneira que

v2 U’
= v + T N V1— C—;vulj _ U 4+ 101 + (1 — 1)(7) - 02)*%
1+v1v2 1+v1v2 71(14_1)1’02)

(3.30)

resultado que coincide com a equacao (2.45), o que indica a validade dos argumentos
baseados em dilatacao de tempo e contragao de comprimento que foram utilizados na
obtengao desta expressao no capitulo 2. Com um argumento totalmente idéntico podemos
obter uma expressao para o, que serd idéntica a equagdo (2.46):
5 ~
S vg t oy,  \1-— U%Ulu B et (72 = 1)(@ - 2)%

v et Ha1—{— == 331
12 [ 1+ o2 J= 7(1+v1v2) (3.31)
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Para interpretar geometricamente a rotagao de Wigner vimos que pode-se definir

uma matriz de rotagdo R e um boost puro By tais que
ByBy = RByy (3.32)
mas como as matrizes By e By sdo simétricas e utilizando-se (3.32),
BBy = BB} = (ByB))" = (RBy»)" = BI,R"

Como visto nas equagoes (3.5) e (3.6), o fato de o determinante da matriz de rotagao ser

unitario implica que RT = R~! e como j4 sabemos a matriz By, ¢ simétrica. Assim,
BBy = BLR" = ByyR™' = R"Y(RBy R™)

para que o termo entre parénteses na equacao acima seja um boost puro, ¢ necessario que

ele represente uma matriz simétrica e, com isso,
(RByR™Y)' = RByyR™.
De (3.32) esperamos que
BBy = R™'By,. (3.33)

Portanto definimos
BIQ = RBQlRil. (334)

As equagdes (3.32) e (3.33) nos mostram que enquanto a Terra mede Bob se movendo com
velocidade 751, ela o enxergara rodado de €2, que é o Angulo geométrico associado & rotacao
R. Do mesmo modo, no caso simétrico, se a Terra mede Bob se movendo com velocidade

U2, ela verd o seu referencial girado de — que é o angulo associado a rotacao R~!.

Para relacionarmos os angulos entre as velocidades vo; e ¥, vamos considerar
(3.22) e (3.23). Entao o dngulo de Wigner é justamente o angulo envolvido na rotagao R,
que é uma rotacao tridimensional, R3, no espaco de coordenadas. Tomando o produto,

termo a termo, entre as equagoes (2.46) e (3.29), temos

Vo112 = Y2102 + 71 (Po + 72Q2)0). (3.35)
ja que

vij2j = Q201 Projecao de 7 na diregao paralela a .

v1121 = PU;  Projecdo de v na direcao perpendicular a 5.

Agora vamos comparar os termos i0 na matriz da equagao (3.26):

Vo1 R3tia1 = Yoy1Ua + Y1 (P + 72Q2) 1. (3.36)



Capitulo 3. Rotagdo e Boost de Lorentz 42

Da comparacao direta entre as equagoes (3.35) e (3.36), conclui-se que

MR3?721 = }21”1712

que nos fornece

R3?721 = 1712 (337)

Este resultado mostra que ¥, é obtida aplicando-se a Rotagao R (que roda um vetor de

um angulo 2) sobre ;. Assim o angulo entre U e U1 é justamente o dngulo de Wigner.

J& podiamos esperar estes resultados, pois as matrizes que representam boosts sao
hermitianas, enquanto que matrizes de rotacao sao unitarias; ja o produto de duas matrizes
hermitianas nao é outra matriz hermitiana, mas o produto de uma matriz unitaria e uma

matriz hermitiana.
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4 Célculo do Angulo de Wigner

Neste capitulo apresentaremos dois métodos para determinar o angulo de Wigner,
que aparece como consequéncia da Teoria da Relatividade Especial e que foram introduzidos
nos capitulos precedentes. Ja sabemos que este angulo ¢é igual aquele que aparece entre a
composicao Uy + Uy e Uy + 97 de duas velocidades U e U ndo colineares. Utilizaremos o
espaco hiperbolico para determinar este angulo no primeiro método. Em seguida, obteremos
os mesmos resultados introduzindo uma generalizacao no plano complexo para a Lei de

Adicao de Velocidades de Einstein para velocidades paralelas.

Vamos, como sempre, obter os resultados calculando velocidades a partir de coor-

denadas relacionadas por uma transformacgao de Lorentz. Lembrando que

i) a

é o fator de Lorentz associado a velocidade v, o resultado v5; da adi¢ao de duas velocidades

N

nao-colineares, v; e U5 pode ser escrito na forma
171 —+ 172 1 71 ’171 X ('172 X 171)
1+U1U2 62,}/1_’_1 1+v1v2 .

Vo1 =

(4.2)

Para verificar isto, comegaremos desenvolvendo o produto vetorial triplo na equacao (4.2).
Realizaremos esta tarefa utilizando a férmula de Lagrange, que é uma relagao vetorial

para o desenvolvimento deste produto triplo:
Ax(BxC)=B(A-C)—-C(A-B). (4.3)
Deste modo temos
T X (Ty X 1) = Ua(Ty - T)) — 01 (T) - Uy) = 020y — (U - o)W (4.4)
que, uma vez substituida em (4.2) nos d&
. U1 + Uy 1y vith — (0) - th)0h

v = -— — —— ——
AT RR 2yt 14 0E

que depois de ter numerador e denominador multiplicados por v, pode ser reescrita como
— 1 2 — — —
U1+ Y10 — 7277 5 (Vi T — () - V)]
M (1 + 4 UQ)
v2 2 o\ =
MU+ Vs — & P +1 Uy + 71Jrl(Ul < Up) Uy
M (1 + Ulc%)
— - B242 1 42 /o =\ =
VUL + Uy — R, + 5 (U - ) UL

_ v1+1 2 y1+1 (45)
@i (1 + vlc#)

V21 =
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e
pois “- = 3. Mas,

e T SR B RN (4.6

2
vi—1
51'71 = ’71 1 712 = 152 (4.7)
1

além disso,

1 47 14-1 1 Lo m-1) _n-1 (48)

Entl- @ B owtl Z Gt T o
Substituindo (4.6) a (4.8) em (4.5), chegamos a

. Y101 + 11Uz — %6’2 + (1 — 1)(0; - Ua)

" (1 + 10262)

YU + s — s + Ua + 1)(?71'172)%
" (1 + 17“72)

U+ N0+ (11— 1)(0 - 02) 3

M (1 + & UQ)

S

1

: (4.9)

que reproduz a expressao (3.30). Neste capitulo obteremos resultados para a composigao
de velocidades na forma da equagdo (4.2) que, com o resultado (4.9) poderemos dizer que
é o0 mesmo resultado da composicio realizada pelos métodos jé apresentados. E claro que
o médulo da velocidade combinada dada por (4.2) é facilmente obtida pela definigdo do

produto escalar,

5 5 5 ?71 + 172 gﬁl X (172 X 171> ’171 + 172 — 5171 X (172 X 171)
|1 |* = v3) = Uy~ Uy = i vm . - MQ (4.10)
onde .
M
= 4.11
¢ 2y +1 ( )
que resulta em
, Ul 43+ 20109 cos 6 — U%;)g sen?6

(157
De modo totalmente idéntico, quando todas as manipulagoes algébricas acima sao repetidas

para se obter o, resultado da adi¢ao simétrica das velocidades, teremos
5 171 + 172 1 Yo 172 X (171 X 172)

= — . 4.13
V12 = 1+vlv2 02’}/2—|'1 1+v1v2 ( )
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4.1 Obtenc3o do Angulo de Wigner pela Utilizacio de Geometria
Hiperbdlica

Neste topico vamos utilizar o espago de Lobachevsky para obter o angulo de Wigner
e outros resultados, tal como o médulo da velocidade combinada |Us|. De acordo com
Fock [15] , o elemento de linha no espago de rapidez obedece a geometria nao euclidiana de
Lobachevsky['] Bolyaf] e Gaus{’|. Vamos obter resultados de interesse pelo célculo de lados
e angulos de um triangulo hiperbdlico. Para tanto, sabendo-se que serao compostas as
velocidades U e U5 para obter a velocidade v, vamos comecar introduzindo uma notacao

que utilizaremos a partir de agora. Vamos definir A, B e C' como
1/2 1/2 1/2
1 1 1
A=1In [W] B=In lmml C =l [‘F(UU/C)] (4.14)
1 —(v1/c) 1 — (vg/c) 1 — (v12/c)
Com esta definicao temos
14+(v1/c 1/2 1+(v1/c 1/2
A_,—A  €Xp [ln (17201%) } — exp [— In (17&%) }

e
hA = =
sen 5 5

entao
senhA = By (4.15)

Repetindo os mesmos calculos para senhB e senhC', encontramos resultados tais que

todos podem ser assim expresso
senhA = v senhB = (57, senhC' = [12712. (4.16)

Da mesma forma, podemos calcular os cossenos hiperbélicos:

Lt /e) | /2 e (1+@i/e)\ /2
cosh A= et P {m (F6va) ] +exp [ In (70275)
- :

de onde,

cosh A =y (4.17)

Estes mesmos calculos feitos para cosh B e cosh C' nos conduz a

coshA =y cosh B = 7, cosh C' = 1. (4.18)

1 Nicolas Ivonovich Lobachevsky (1793-1856): Matematico Russo que revolucionou a geometria pelo

tratamento que deu a negagao do quinto postulado de Euclides, desenvolvendo a geometria hiperbdlica.
Janos Bolyai (1802-1860): Matemdtico hungaro que, assim com Lobachevsky, negou o quinto postulado
e desenvolveu a "Ciéncia Absoluta do Espago".

Carl Fridrich Gauss (1777 - 1855): Matemético alemao que foi um dos primeiros a visualizar uma
Geometria independente do "Quinto Postulado"e a desenvolver uma série de resultados da Geometria
Hiperbdlica, reconhecendo assim uma geometria diferente da euclidiana.
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Com as equagoes (4.16) e (4.18) podemos calcular as tangentes hiperbélicas. Por exemplo

senh A 61’}/1
a cosh A " b
Fazendo o mesmo para tanh B e tanh C', obtemos
tanh A = L. B tanh B = B Ba tanh C' = Y2 _ Bia. (4.19)
c c c

4.1.1 Determinacao do Médulo de s

Sejam A, B e C' lados de um triangulo hiperbdélico. Assim a lei dos cossenos para

o triangulo hiperbodlico relaciona os cossenos hiperboélicos de seus lados e é tal que
cosh C' = cosh A cosh B — senhA senhB cos ¢ (4.20)

em que ¢ é o angulo entre os lados A e B do triangulo. Para obter o médulo da velocidade
resultante, |Us1| = vy, devemos determinar o lado C' do tridngulo hiperbdlico uma vez
conhecidos os outros dois lados, A e B, e o angulo ¢ entre eles. Aplicando-se (4.1), (4.16)
e (4.18) em (4.20), obtemos

Yo1 = 1Y2 — P11 P22 cos ¢ = 1172(1 — 152 cos ¢) (4.21)
sendo ¢ =1 — 0,
cos ¢ = cos(m — 0) = cosmcos 0 +j@m"sgn9 = —cosf

De onde temos

—cos ¢ = cosf. (4.22)
utilizando, agora, (4.19) e (4.22) chegamos a
V10 V10
Y21 = N7V2 (1 - % cos ¢) =N <1 + % cos 0) (4.23)

Aplicando-se (4.1) em (4.23),
2 —-1/2 2\ —1/2 9\ —1/2
2 2 2 —2
— 2= ( - 02> ( - c2> (1 + 2 cos@) (4.24)

—

'171 * Vg
62

V() o
c2 2] 2 2 A )

portanto,

mas

1+vl—;j260$9: 1+ (4.25)
c
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substituimos, entao, (4.25) e (4.26) em (4.24) e chegamos a

— -\ —2
v2 V2 v vi? Uy - Uy
21 1 2 1V
—w -\t at a1t :
C C C C C

Prosseguindo,
2 2 2.2 2 v2 v2 v2v2
V] V5 ViV v1v2 _ 1 Z2 Z1°2
1121_1_ 2T a2t a _(1+ c? COS@) ( c? 62+C4)
2 AN AN
1+ 23 1T+ =5

2,2 2 2
V1V5 U5 vlvg

V102 20 _ ﬁ Z2 172
Z+270086+ C;cos 0 ,1'—1—}22/4—%

V21
4 (15

c2

, VP43 4 2vv;cosd + fui—gg(cos2 6—1)
U1 = N2

c2

de onde finalmente obtém-se o modulo de Uy :

’l}2’L)2
9 v} + v3 + 20 v cos ) — 132 sen?d

Vg1 = 170\ 2
(1+72)

(4.27)

A equacao (4.27) é idéntica a (4.12). Obtivemos, pois, o resultado ja esperado
para o modulo da velocidade resultante da composicao utilizando o espaco hiperbodlico
de Lobachevsky, o que valida este método e nos permite utiliza-lo para buscar outras

grandezas de interesse.

4.1.2 Calculo do Angulo o entre Uo; € U

As velocidades v e ¥ sao identificadas como os lados C' e A do tridngulo hiperbélico,
entre os quais hd um angulo « (Figura 4.1). Deste modo, utilizamos uma versao de (4.20)

aplicada a cosh B e em seguida utilizamos (4.16) e (4.18).
cosh B = cosh A cosh C' — senhA senhC' cos o

de tal modo que

cosh A cosh C — cosh B oMYt — Y2 Y2171 — )2

cosa = = = . 4.28
senh A senhC' Bivifaya  yanfabi ( )

Lembrando-se de (4.7), que nos diz que

V1= 2
verificando que
9 1 i 1 c? V? 1

— | = = s == ) 4.29
n l—é _é 2 —v? 2 2 —u? ( )

P c
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Figura 11 — Triangulo Hiperbolico de Velocidades

e multiplicando os dois lados de (4.23) por 71,
V1V
NY21 = V172 (1 + 2722 cos 9) . (4.30)
Agora vamos substituir (4.7), (4.29) e (4.30) em (4.28),

7%72 (1+ %cos@) — Y _%{712 (1+ %COSQ) — 1}

cosa = =

Y2y, (1 + %32 cos 0) 221 0L 7%%(1 + “132 cos 0) v
vf(lju’é%cos@)—l ﬁ(l—i—%cos@)—l
vglvlz—; (1 + 5% cos 9) U21U1ﬁ (1 + “52 cos 9)

B 02(1—1—%0080)—02—@% 27

=7 Va1U1 (1 + “132 cos 9)
_ /+vlv2c080—/+vf: p1(v1 + vg cosb)
V91 V1 (1 + “32 cos 9) vglp{(l + “52 cos 9)
finalmente,

v1 + vy cos

Va1 (1 + “52 cos 9) (4.31)

cos o =

4.1.3 Célculo do Angulo de Wigner

Da geometria hiperbdlica sabemos que, sendo «, 1 e & os trés angulos internos do

tridngulo, o defeito angular § é definido da seguinte maneira: (ver apéndice B)

at+n+E+o=m
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de tal modo que
d=m—(a+n+¢§) (4.32)

desta forma

send = sen[m — (a+n+¢&)]
= ,s&nﬂ"c%s(a#—n%—f) — sen(a—|—77+§)—0987f':_15€n(a+77+5)

entao,

send = senfa+ (n+&)] = senacos(n+ &) + sen(n + &) cos

= senafcosncos& — sennsené| + cos afsenn cos € + sené cos 7]
que resulta em

send = senacosncosé — senasennsené + (4.33)

+ cosasenn cos € + cos acos n sené

Considerando, ainda, a equagao (4.20), que é a lei dos cossenos da geometria hiperbdlica,

pode ser reescrita na forma

cosh A cosh B — cosh C

cos¢ = senh A senh B (4.34)
e a lei dos senos da geometria hiperbdlica é
senhA  senhB  senhC' 435
senn  sena  sen¢ (4.35)
Podemos obter, trabalhando com (4.33) a (4.35), realizando simplificagoes,
cong— send(cosh A=)/ (cosh 371)lc/js(;(j:&;:Xé)i/fe(ﬁzhj;gﬁJgsffsh A-1)Y/2(cosh B=1)1/2 cos 0 (4.36)

Nota-se, ainda que

2(cosh AcoshB+1) = (coshA+ 1)(coshB + 1)+ (coshA —1)(cosh B —1)
Mm+DO2+ D+ -D(r-1) (4.37)

e, utilizando-se (4.7), chegamos a

senhAsenhB = (1710272 = (6171)(5272) = (’Y% - 1)1/2(’73 - 1)1/2
(=D + D)V (e = 1) (e + 1)V (4.38)

Substituindo-se (4.16), (4.18), (4.37) e (4.38) em (4.36), obtemos

senf(y; — 1)/2(y, — 1)/2 {(71 + DY2(yy + DV2 4 (4 — D)V295 — 1)2 cos 9]
(7172 + 1) + (Bi71 272 cos 0) '

send =

(4.39)
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Utilizando (4.7), o fato de que
(m+ D +1) = (n+ D72y + )V + 12 + 1) (4.40)

e dividindo numerador e denominador de (4.39) por (v + 1)(7, + 1), chega-se a

CNY/2 o\ 1/2 SN2 i1\ 1/2 SN2 /o 1N\1/2
5 send) | (357) © (357) ] ) (Bh) + () (B5R) coso
Seno —
1 [(m+D)(e+D)+(n—1)(2—1) (m=DY2 (11412 (12— 1)1/ 275 +1)1/2
5[ BN sy }JF[ : Do D }COSQ
Portanto,
1 1
a2 GG G T T () () e
- 1

1
! 1/2 2 1/2 )
+1 —1 —1 —1 +1 1 +1
o >(W2+1)+<:‘Y/i+l>(13+1 ):|+ [(W’yll-Fl/) 24 1 <’}:y22+1/) %126059

e, definindo K como
1/2 1/2
/ -1 -1
K=" 7 (4.41)
M+ 1 Yo+ 1

2senf K [1 + k' cos 0]
send =
" 14+ K2 +2K'cosf

obtemos,

mas,

1+ K?24+2K cosf = 1+ K?(cos>8 + sen?d) + 2K cosf
= (142K cosf+ K?cos?6) + K'?sen’d
= (1+ K cosf)?+ K'%sen’d

de onde finalmente obtemos o angulo de Wigner,

2(1 + K cosf)K senf)
(14 K'cosf)? + K'?sen?0

send = (4.42)

4.2 Composicao de Velocidades no Plano Complexo

4.2.1 Lei de Adicdo de Velocidades Generalizada

Neste topico vamos utilizar um método para calcular a composicao relativistica
de velocidades nao-colineares por meio da generalizacao da expressao de Einstein para

composicao de velocidades paralelas, equagao (2.9), no plano complexo. Esta equacao é

v V1 + V2
12 = prope
14 =52
que pode ser reescrita como
vy v
vi2 _ ot
c ] — 22

c C
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na qual utilizaremos as equagoes (4.19) para obter

tanh A + tanh B
hC = 4.4
tanh ¢ 1 + tanh Atanh B (4.43)
portanto,
A B
tanhC = tanh(A+B) .. C=A+2B §=2+2.
Entao,
fanh(C/2) tanh(A/2) 4 tanh(B/2) (4.44)

1+ tanh(A/2)tanh(B/2)’
Para generalizar essa lei de adigao de velocidades paralelas para uma lei mais geral, que
nos da a adicao de velocidades nao colineares, vamos substituir cada velocidade por um

numero complexo na forma

A .
Vi = tanh 5@“‘. (4.45)

Com essa mudanca de variaveis, a tangente hiperbdlica é igual ao modulo da velocidade
U1 e a fase a relaciona-se ao angulo que v faz com o eixo x do plano que contem as duas
velocidades 7] e v5. Deste modo, pode-se escrever o produto de dois boosts ndo colineares

para o caso geral que inclui o angulo entre as duas velocidades na diferenca de fase, como

Vi+ Vs

Vo = — "2
21 1+ Vi,

(4.46)

em que V" representa o complexo conjugado de Vj. Aplicando equagoes na forma de (4.45)
em (4.46), chega-se a

tanh (%) e + tanh (g
1 4 tanh (%) e~ tanh (

' ) ib
tanh 56“ = N (4.47)
2

4.2.2 Calculo do Médulo de 7y

Para calcular o médulo da velocidade U5, em termos de ¥ e U, fazemos o produto

de (4.47) com o seu complexo conjugado:

C C . tanh?(A/2)e*®ftanh?(B/2)e’® tanh?(A/2)e "4 tanh?(B/2)e %
tanh Q%tanh Qy/_ 1+tanh(A/2)e—%@ tanh(B/2)et®  14+tanh(A/2)e?® tanh(B/2)e—

de tal modo que

tanh?(A/2)+tanh(A/2) tanh(B/2)e? (@) Ltanh(A/2) tanh(B/2)e~H2=b) L tann?(B/2)
1+tanh(A/2)et® tanh(B/2)e~ 0 ftanh(A/2)e =@ tanh(B/2)et?+tanh2(A/2) tanh2 (B /2)

tanh? (A/2)+tanh(A/2) tanh(B/2)[cos(a—b)+i senfar=Db)+cos(a—b) 7Ls.an—étzfﬁﬂ+tanh2 (B/2)
14tanh(A/2) tanh(B/2) [ei(a—b) +e—i(a—b)]]+mnh2 (A/2) tanh2(B/2)

tanh? % =

mas, aplicando-se a identidade de Euler,

€'Y = cos p + isenyp (4.48)
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temos
070 4 o710 — cos(a —b) +is =D) +cos(a—b) —is =) = 2cos(a — b)
e lembrando-se que a fungao cosseno é par e, por isso,
cos(b — a) = cos(a — b)
concluimos que
c tanh?®(A/2) + tanh?(B/2) + 2tanh(A/2) tanh(B/2) cos(a — b)

Y T T tanh(A/2) tanh(B/D2 cos(a — ) + tank(4/2) tank? (B 2)

_ tanh?(A4/2) + tanh®*(B/2) 4 2 tanh(A/2) tanh(B/2) cos(b — a) (4.49)
1+ tanh®(A/2) tanh*(B/2) + 2tanh(A/2) tanh(B/2) cos(b — a) *

De acordo com a definicao em (4.45), o angulo entre v e v é = b — a. Além disso,

(eA/2 4 e—A/Q) (eA/2 + e_A/2) ert1+14+e4 et +e +1 hA+1
_ _ = COS
2 2 ’

portanto,

2 =coshA+1

(eA/2 + 6—A/2> (eA/2 + e—A/Q)
2.2
A A
2 cosh 3 cosh 5= coshA+1

que resulta em

A o+l
h? = = : 4.50
cosh” 2 5 (4.50)
Da relagao fundamental para fungoes hiperbdlicas, temos
A A A A 1
tanh? — 4+ sech®’ = =1 . tanh®*= =1— sech’= =1 — —
2 2 2 2 cosh” 5
utilizando, agora, a expressao (4.50), chegamos a
A 1 2 1-2 -1
tanh2—:1—ﬁ:1— _ Nt _n
2 = 7+l m+1 7 +1
assim chega-se a
A 1\ 12
tanh = = [ 2 . (4.51)
2 m+1
Quando estes mesmos calculos sdo repetidos para tanh % e tanh %, obtém-se
1/2 1/2
B -1 C -1
tanh = = (22 e tanh— = (2 . (4.52)
2 Yo +1 2 Yor + 1

Agora vamos substituir as equagoes (4.51) e (4.52) na equagdo (4.49). Para facilitar,
devido ao tamanho da equagao, vamos trabalhar separadamente com o numerador, N, e

denominador D desta equagao. Deste modo, comecemos com o numerador,

N = tanh?*(A/2) + tanh®(B/2) + 2tanh(A/2) tanh(B/2) cos(b — a) (4.53)
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o desenvolvimento dos dois primeiros termos, do segundo membro, de (4.53) nos dé, quando
aplicamos (4.51) e (4.52),

tanh?(4/2) + tanh’(B/2) = (M - 1) * (v—l)

7 +1 72+ 1

(m=DOe+D+Mm+1)e—1)
(m+ 1Dy +1)

Nnyet+tA—F—l+mp— A+ -1
(M +1D(re+1)

— 2(7172 - 1) ] (454)

(m+1(e+1)

Ja o desenvolvimento do terceiro termo, utilizando-se (4.7), nos conduz a

tanh(A/2) tanh(B/2) = -<%_1> (72 )]

\n+1/\ e+l

- [(#50) ()
V- 13— 1)

(m+1D(2+1)

\V BIViB37s

(m+1)(2+1)

_ B1B27172 ‘ (4.55)

(m+1D(e+1)

Lembrando-se que b — a = @ e substituindo-se (4.54) e (4.55) em (4.53), obtém-se

2 -1 2
N — (7172 ) X B1B27172 cos 0

Mm+De+1)  (m+De+1)

2(7172 — 1+ B1P2y17y2 cos 9)
(m+1D(2+1)

Por outro lado, o denominador D de (4.49) é

(4.56)

D =1+ tanh®*(A/2) tanh®(B/2) + 2 tanh(A/2) tanh(B/2) cos(b — a) (4.57)
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de tal modo que o desenvolvimento dos dois primeiros termos do segundo membro nos da

1+ tanh®(4/2) tanh*(B/2) = 1+ (71 : 1) <32 ; D

(m+De+D+(n—1)he—1)
(m+1D(2+1)

NyetAH++l+mre—m—m+1
(m+ 1D +1)
2 1
_ 2owetD (4.58)
(m+ 1D +1)
O terceiro termo do segundo membro do denominador D é idéntico ao mesmo termo no

numerador N, de forma que o seu desenvolvimento é dado pela equagao (4.32). Por isso,
substituimos (4.55) e (4.58) em (4.57),

2 1 2
D — (72 +1) n BrBarye o8

m+De+1)  (m+De+1)

2(r1v2 + 1+ B1fayiy2 cosb)

_ . 4.59
(m+ 12 +1) 459)
Na sequéncia, substituimos (4.52), (4.56) e (4.59) em (4.49),
tonh? C  tanh®(A/2) + tanh®*(B/2) + 2tanh(A/2) tanh(B/2) cos(b — a)
anh” — =
2 1+ tanh?(A/2)tanh?(B/2) + 2tanh(A/2) tanh(B/2) cos(b — a)
para obter
(721 — 1) _ 2(nv2 — 1+ Bifemiyacost) o+ T]e+1]
Y +1 Lo+ TTe+1] Z(mye + 1+ Bifamiyacos )
Portanto,
Ya—1 e+ Bifamiyecosd — 1 (4.60)
Y+ 1 e+ fifaniyacost + 10 '
Utilizando (4.19), temos
ViV VU
by = 0 U
cc c
que substituida em (4.56) fica
Yo1—1  mye+ “PEmecostd —1 (4.61)

Y2y cosl + 1

Vo1 + 1 B Y172 +

Neste momento efetua-se a comparagao, numerador e denominador, dos dois lados da

1
&

igualdade. Esta comparagao nos leva a conjecturar que
V1Vg V1V2
Y21 = MNY2 + 2 2 cost = 1172 (1 + 2 0% 9) (4.62)
que coincide com (4.23). Deste ponto, para obter |ti;| os cdlculos a serem realizados sao os
mesmos daqueles que foram apresentados entre as equagoes (4.23) e (4.27), com os quais

obtem-se -
VTV
s U7 + 03+ 2uivp cos B — 52 sen®)
U1 = 2
(-5

c2
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4.2.3 Calculo do Angulo « entre @ e 7

Vamos, agora, calcular o angulo a = ¢ — a entre v e v;. Dividindo os dois lados

da expressao (4.47) por €, ficaremos com

tanh & i) tonh (§> - tanh (§> <b ’ (4.63)
2 1 + tanh (5) tanh (5> eib=a)
como § =b—a e a=c— a, podemos reescrever (4.63) como
tanh gem tanh (é) -+ tanh (E) i (4.64)

1 —l—tanh( )tanh( )eie

vamos, agora, reescrever (4.67) de modo que o seu denominador se torne um m'lmero real.

Para isto, multiplica-se e divide-se esta equacao por 1+ tanh(A/2)tanh(B/2)e ", ou seja,

tanh (é) + tanh (E) o0 14 tanh(A/2) tanh(B/2)e~
1+ tanh (4) tanh (£) e 1+ tanh(A/2) tanh(B/2)e~"

C
tanh —e'* =
2

tanh(A/2)+tanh(B/2) tanh2(A/2)e ™ ttanh(B/2)e? ftanh(A/2) tanh?(B/2)
1-+tanh(A/2) tanh(B/2)e~%0 +tanh(A/2) tanh(B/2)etf +tanh2(A/2) tanh2(B/2)

como
e 4 e = cosf — isermd + cos b + iserd = 2 cos 0
conclui-se que

tanh(A/2)+tanh2(A/2) tanh(B/2) cos §+tanh(B/2) cos +tanh(A/2) tanhQ(B/Q)

tanh(C’/Q) cos a4 tanh(C’/2) senav = 142 tanh(A/2) tanh(B/2) cos §+tanh2(A/2) tanh2(B/2)

Iitanh(B/Q)fta,nh2 (A/2) tanh(B/Q)] senf

+/L'1+2tanh(A/2) tanh(B/2) cos(9+ta11h2(A/2) tanh2(3/2) (465>
Comparando as partes real dos nimeros complexos na igualdade acima, temos
b
tanh(A/2)+tarlh2(A/2) tanh(B/2) cos §+tanh(B/2) cos 6+tanh(A/2) tanh?2 (B/2)
tanh(C/2) cos a= 142 tanh(A/2) tanh(B/2) cos 6 tanh2 (A/2) tanh2 (B/2) <4'66)

O denominador D de (4.66) é o mesmo que o de (4.49), e é dado por (4.59),

2(v172 + 1 + B1Poy172 cos )

D= Dt )

e o numerador, N, é

N = tanh(A/2) + tanh®*(A/2) tanh(B/2) cos @ + tanh(B/2) cos  + tanh(A/2) tanh?(B/2)
= tanh®(A/2)tanh(B/2) cos f + tanh(B/2) cos § + tanh(A/2) + tanh(A/2) tanh®(B/2)
= tanh(B/2) cosf |1 + tanh®(4/2)] + tanh(A4/2) [1 + tanh*(B/2)] . (4.67)

Vamos prosseguir trabalhando os termos entre colchetes na equagao (4.67):

Nn—=1_ m+l+mn—-1 2m

1 +tanh?(A/2) = 1+ = =
</) ’Y1+1 ’Yl—i-l ’Yl+1

(4.68)
Yo—1 m+l+yn—f 2%

1 +tanh®*(B/2) = 1+ = =
</) ’)/2—1‘1 ’72+1 ’YQ+1
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e ainda,
1/2 r 2 11/2 r 2 9 71/2
-1 -1
tanh(A/2) = (71 ) S T Y O
n+1 (1 +1)7] (71 +1)7] m+1
12 [ o T2 o 7172
-1 -1
tanh(B/2) = (2 S A 527722 _ Py
N2t 1 L(v2 + 1)?] L(72 + 1)?) Y2+ 1
1/2 1/2 1/2
tanh(C/2) = (721 . 1) " [7 —! ] . [531731 ] " _ B
Vo1 + 1 (Y21 + 1) (721 +1)2 Y21 +1
Substituindo (4.68) e (4.69) em (4.67), temos:
N — Bave cos 0 21 1 b1 272
Y2 +1 N+l nm+lr+l
227172 cos 0 20172
m+De+D)  (n+1D0:2+1)
2
= T2 (B + B2 cosB). (4.70)

(m+1(2+1)

Na sequencia substituimos (4.59) e (4.70) em (4.66) e obtemos

(AT 1T

Z(v1y2 + 1By cos O + 1)

tanh(C/2) cosa = AlNE (1 + B2 cosb) -

LT oe+T]

7172(B1 + B cos 0)
Y172 + B1Pay1y2 cos O + 1

(4.71)

Neste momento vamos comparar a terceira das equagoes (4.69) com (4.71) que vai nos

conduzir a

0
Ba1721 cos ar — Y1Y2(B1 + Ba cos 6) (4.72)

Vo1 + 1 (172 (14 22 cosf) +1]
introduzindo (4.62) em (4.72),

Ba1721 ~ M2(Br + BacosB)
cos a =
Do+ T

V1 + Vg
Ba21Y21 COS O = Y172 - cos

de onde segue que

U1 +U2

¢

V21

¢qq9,7<1+ Ul?cos@) cos :%1/’)‘2‘(
c

Finalmente obtemos

cos 9) .

V1 + V9 cos f

V21 (]. + % COS 9) (473)

cosa =

que é idéntica a equacao (4.31) obtida utilizando-se o espago hiperbdlico. Este fato mostra

que os dois métodos sao equivalentes para o calculo destas grandezas de interesse.
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4.2.4 Célculo do Angulo de Wigner

Por fim, desejamos utilizar este método do plano complexo para a determinagao do
angulo de Wigner, §. Como ja é sabido, as opercoes v + v € U + U7 nao sdo comutativas.
Sendo assim, denotemos por @12 € w91 0s angulos que U] + v e U5 + ¥ fazem com o eixo

x, respectivamente. Utilizando (4.46) e (4.47), podemos escrever

tanh(A/2)e + tanh(B/2)e®
1 + tanh(A/2) tanh(B/2)eib—a)

tanh(c/2)e"? =

tanh(A/2) + tanh(B/2)e!(*~%) .
1 + tanh(A/2) tanh(B/2)eib—a)

ia

_ tanh(A/2) + tanh(B/2)e?
= 1+ tanh(A/2) tanh(B/2)e? (4.74)

Isto porque, conforme dito antes, o angulo de fase é o angulo entre a velocidade em questao

e o eixo x. Além disso,

tanh(B/2)e® + tanh(A/2)e"
1 + tanh(B/2) tanh(A/2)ei(e=0)

tanh(c/2)e"?* =

tanh(B/2)e’ =% 4 tanh(A/2)
1+ tanh(B/2) tanh(A/2)e—i0-a)

ia

_ tanh(B/2)e” +tanh(A/2) |,
= 1 tanh(4/2) tanh(B/2)e*i96 . (4.75)

Dividindo-se, agora, (4.75) por (4.74), obtemos:

eI tanh(B/2)el+tamh(A/2) e, L tanh(4/2) tanh(B/2)e

taph(€77)eiv12 1+ tanh(A/2) tanh(B/2)e" tanh(A 72)ei
Logo,
i0
pilon—1) _ 1 + tanh(A/2) tanh(B/2)e | (4.76)
1 + tanh(A/2) tanh(B/2)e~%*
mas
o1 — P12 =0 (4.77)
onde 0 é o angulo de Wigner. Entao, de (4.76),
s 1+tanh(A/2)tanh(B/2)e? 1+ tanh(A/2) tanh(B/2)e
¢ T T tanh(A/2)tanh(B/2)e—® 1+ tanh(A/2) tanh(B/2)e
1+ 2tanh(A/2) tanh(B/2)e? 4 tanh®(A/2) tanh®(B/2)e*? (4.78)

1 + tanh(A/2) tanh(B/2)[ei + e=] 4 tanh*(A/2) tanh®(B/2)

e+ e = cos — isentl + cos § +isentf = 2cos (4.79)
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utilizando (4.79) em (4.78), temos

s 1+2tanh(A/2) tanh(B/2) cosd + tanh?(A4/2) tanh®(B/2) cos(26)
© = 1 + 2tanh(A/2) tanh(B/2) cos § + tanh*(A/2) tanh*(B/2)

2tanh(A/2) tanh(B/2) senf + tanh?(A/2) tanh?®(B/2) sen(26)

4.80
1 4 2tanh(A/2) tanh(B/2) cos @ + tanh*(A/2) tanh*(B/2) (4.80)

Naturalmente que

cosd = cos(pa — ¢12) = R{e®}
1 + 2tanh(A/2) tanh(B/2) cos  + tanh*(A/2) tanh®(B/2) cos(26) (4.81)
1+ 2tanh(A/2) tanh(B/2) cos  + tanh?*(A/2) tanh*(B/2) '
mas

cos(26) = cos®§ — sen?d (4.82)

assim, o numerador N de (4.81) fica

N = 1+ 2tanh(A/2)tanh(B/2)cosf + tanh*(A/2)tanh?(B/2) {cos2 60— senzﬁ}
= 1+ 2tanh(A/2)tanh(B/2) cosf + tanh?*(A/2) tanh®(B/2) cos® 6 —
— tanh?(A/2) tanh?(B/2) send
= [1+ tanh(A/2) tanh(B/2) cos f]* — tanh?(A/2) tanh?(B/2) sen®d (4.83)
e o seu denominador D ¢
D = 1+ 2tanh(A/2)tanh(B/2)cos@ + tanh?(A/2) tanh?(B/2)
= 1+ 2tanh(A/2)tanh(B/2) cosf + tanh?*(A/2) tanh?*(B/2) [cos2 0+ sengé}
= 1+ 2tanh(A/2) tanh(B/2) cos f + tanh®(A/2) tanh?(B/2) cos® § +
+tanh*(A/2) tanh?(B/2) sen®¢
= [1+ tanh(A/2) tanh(B/2) cos A]* + tanh?(A/2) tanh?(B/2) sen®f (4.84)
Substituindo, agora, (4.83) e (4.84) em (4.81), ficamos com

[1 + tanh(A/2) tanh(B/2) cos 6])* — tanh*(A/2) tanh®(B/2) sen?d

cosd = 5 5 5 (4.85)
[1 + tanh(A/2) tanh(B/2) cos §]” 4+ tanh”(A/2) tanh”(B/2) sen?6
Na sequéncia aplicamos (4.51) e (4.52) em (4.85). O resultado é
=1\ /2 g1\ /2 2 1 1
1+ ()" () oo ] - (331) (58) sens
cosd = 7 7 5 . (4.86)
-1 -1 —1 —1
[1 +(35) 7 (25) s 9} +(351) (257 sem20
Substituindo (4.41) em (4.86) obtemos a seguinte expressao compacta para cosd:
1+ K cosf)? — K'?send
cosd = (1+ K cosf) ven (4.87)

(1+ K'cosf)? + K"?sen?0



Capitulo 4. Cdlculo do Angulo de Wigner 59

Além disso,

send = sen(po; — @1z) = Im{e®}

2tanh(A/2) tanh(B/2) send + tanh*(A/2) tanh*(B/2) sen(26)
1 4 2tanh(A/2) tanh(B/2) cos  + tanh?*(A/2) tanh*(B/2)

(4.88)
Sendo que
sen(260) = sen(f + ) = 2senf cos (4.89)

. / A
Designemos como N' o numerador de (4.88), podemos desenvolvé-lo como se segue

N = 2tanh(A/2)tanh(B/2)senf + 2 tanh?(A/2) tanh?(B/2) senf cos
= 2tanh(A/2) tanh(B/2) send [1 + tanh(A/2) tanh(B/2) cos 0] (4.90)
para, entao, substituir (4.51) e (4.52) em (4.90),

9 (717—1)1/2 (727_1)1/2 senf {1 + (L_l)lm (72_1)1/2 o 8]

1+1 2+1 1+1 o+1
send = —— 71/2 72 2V i (4.91)
-1 p—1 11 (22—1
{1 T (11+1) (124-1) oS 9} * (31+1) (12-5-1) sen’y
Agora substituimos (4.41) em (4.91) e obtemos, finalmente
2(1 4 K cosf)K' senf
send = (14K cosf)K sen (4.92)

(1+ K'cosf)? + K'?sen?6’

que é idéntica a expressao (4.42), obtida para o angulo de Wigner com utiliza¢ao do espago
hiperbdlico da geometria de Lobachevsky. Isto mostra, mais uma vez, a equivaléncia entre

os dois métodos.
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5 Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho utilizamos as transformagoes de Lorentz para mostrar que a trans-
formagao relativistica de velocidades nao é comutativa tal qual acontece em mecanica
newtoniana. De inicio estudamos as transformacgoes de Lorentz gerais, equagao (1.12), que
pode ser encontrada, por exemplo, em [22]. Em seguida exploramos duas de suas consequén-
cias - dilatacao do tempo e contracao de comprimentos - que nos permitiu compreender,

mais para frente, os resultados de modo conceitual, com argumentos heuristicos.

Analisamos, em seguida, a combinacao relativistica de velocidades, primeiro nos
casos particulares de velocidades paralelas e perpendiculares e, por fim, no caso geral em
que as velocidades tém dire¢oes quaisquer. Mostramos que a combinagao de dois boosts
sucessivos de Lorentz, mutuamente perpendiculares, nao é um boost puro, mas equivale a
um boost seguido de uma rotacao no espaco de coordenadas. Este angulo foi definido como
o angulo de Wigner e mostramos que ele é o angulo entre as duas velocidades resultantes

obtidas pela composicdo de dois boosts em ordens diferentes.

Por fim, utilizamos dois métodos distintos para calcular o angulo de Wigner e

vimos que sao totalmente equivalentes.

O trabalho aqui desenvolvido abre novas perspectivas para pesquisas futuras. Pode-
se, por exemplo, analisar a rotacao do elétron em torno do nicleo de um atomo como uma

sucessao de boosts e verificar seu efeito sobre a precessao do spin do elétron.

Vejo claramente que o topico Teoria da Relatividade pode ser mais explorado do
que normalmente é em cursos de graduacao em fisica dada a sua relevancia. Fenomenos
como os aqui estudados nao sao frequentemente trabalhados e ao meu ver contribuem
expressivamente para aumentar a compreensao de estudantes sobre a teoria. Tenho a
esperanca de que isto mude com o tempo e que os futuros estudantes tenham acesso a um

curso mais refinado sobre Teoria da Relatividade.
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APENDICE A - Deducio de Algumas

Equacoes

A.1 Deducao da Equacao 2.35

Utilizando-se as definicoes de 3; = % e 7; = \/11_—52, para i = 1,2 e notando-se que,

gr=" (A1)

na equacao (2.34), obtemos

sen ) =

1
Bifa (1- 55)
Bt + B35 — Biss
Yiye—1
B (B5)
W-l -l (E-)0E-1)
Vi V2 vz

B (22
BE-D)+3E(E-1)-(3-1D)(3-1)
V23
5132 (%};I) %2( 7;
R — AR A2+ A+ -1

51527172(7172 - 1)
713 — 1

_ BrBanye(umr=T)
(u=T)(n72 +1)

de onde determina-se o dngulo entre as velocidades v9; € v15 por

sen ) =

B1B27172 (A.2)

senf) = .
MYz + 1
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A.2 Deducao da Equacao 2.36

Utilizamos a relacao trigonométrica fundamental,
sen’Q + cos’Q =1

e as equagoes (A.1) e (A.2) para desenvolver o calculo abaixo

BiBVvivs  Miva+2mme+ 1 — BifeiNs

2 2
cos”N=1—sen"Q=1— =
(7172 + 1)2 (7172 + 1)2

mas, por (2.35)

B2p2ins = 1 7; 72 R AR I B
desta forma,

v+ 2nr+1l—-(¥B -1 -4 +1)

2
cos“) =
(7172 + 1)2
_ A2t -2 it -4
(72 + 1)?
i+ 27172 + 73 _ (71 +72)?
(7172 + 1)? (7172 +1)?
2 2
cos? Q) = [% + e ] cos ) = [% T 1
1y + 1 Y172 + 1
portanto
Y1+ 2
cos{) = ———.
Y1v2 + 1

A.3 Deducao da Equacao 3.15

L21 - _'7z6$ cos 2 + ’Yy’yzﬂy sen)
y + Ve Yy Y ByBe
’mx+1 T e 1
Yy Ve + 1

—1
72/7:1:690 7x6$ yZVQ =
VyYe + 1

~VyValBe — 2B7 — V22 By + 2267
Yy Ve T 1

’Vy%cﬁac W _

= - W - _’Yy’)/zﬂx-

(A.3)

(A.4)
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A.4 Deducao da Equacao 3.16

Loy = Ya COS Q- f)/yf)/xﬁyﬁz sen()

Tyt _
Yyye + 1 'Vy'Vzﬁyﬁm (

Ve + Vs + 1B 5
VYo +1
w%+ﬁ+f%%rﬁ
Yy Ye + 1
YWe + V2 + Vev2BE — V262
Yy Ve + 1
%%+ﬁ+ﬁﬁ@—%%§
Yy Yz + 1
Vle e+ 1B — e+ 1
Yy Ve + 1
(VyYe + 1) + Vy V20
VYo + 1
_ et T Va2 B2
Dt T e+ 1
N R
TyVe +1

g ’YI

A.5 Deducao da Equacao 3.17

L31 = _’V:Jcﬁm sen{) — Wyfyzﬁy cos {2

o Yy YaPyPs
’Vxﬁac ( %ﬂx + 1) y I/By

Yy YaBy B — %3%:53; — W YaBy
VyYe + 1

’Vy%gﬁy% - 7;7163/ - 7y7§5y
Yy Yz + 1

Yy Yo By B
Yy Ve + 1

LBy — VyBy — VieBy — 2By

Yy Ve + 1

_ %@@ﬁﬁﬂjz_%%‘

Ayt T
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A.6 Deducao da Equacao 3.19

L3y = vz senQ + v,7.8, 8 cos

Yy Vae By Be Yy + Yz
= %<—£%11>+%%%&%%+1
B Be + 1 aByBe + 23850
N Ve + 1
2 2ByBe
B Yy Ve + 1

A.7 Deducao da Equacio 4.15

L[ /1+ @/ (14 (/)
senhA = = PN — |
2| 1 —(v1/c) 1 —(v1/c)
ot [irwe 1 | 1|t
2 1-— Ul/C 1+v1/c 2 1+(v1/c)
L 1_U1/C 1—(’[)1/0)
o 1 1+U1/C—1+U1/C 1
N 2 1+vy /c 1—U1/C
L 1-vi/c

o

v, J1-w/c o 1

1
= ic(l—vl/c) 1+U1/C_ c /1_0%/02_5171.
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A.8 Deducao da Equacao 4.17

(v1/e)\ /2 [ L+ (v1/c) | /2
edped P {ln (F43) } +exp | —In (£303)
coshA = = -
- 2 2 -
1 <1+(Ul/c)>1/2+(1—{—(1}1/0))—1/2
2 [\1—(v1/c) 1—(v1/c)
i 1+(vi/c
1 1+v1/c 1 évifcgﬂLl

2 1— Ul/C 14w /c n 5 1+(v1/c)
\/ 1-vi/c 1—(v1/c)
1 +%€+ 1—ute| 1
[14v1/c ]_—Ul/C
L 1-vi/c
1 2 J1-wu/c 1

N —

21—1)1/0\/1+U1/c B \/1—2)%/02
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APENDICE B - Geometria Hiperbdlica

B.1 Introducao

A Geometria Hiperbolica foi desenvolvida de forma independente e quase simultanea
pelos matematicos Lobachevsky e Janos Bolay. Etimologicamente, a palavra hipérbole
esta relacionada a excesso. O matematico Felix Klein, em 1871, deu o nome Geometria
Hiperbdlica porque, nela, o nimero de retas paralelas a uma reta dada por um ponto excede
a quantidade da geometria euclidiana (uma). Esta geometria é construida considerando-se
que, da mesma forma como proposto por Euclides, ponto, reta e plano sdo conceitos
primitivos e, portanto, indefiniveis. Além disso, admite-se como verdadeiros os mesmos

postulados da Geometria Fuclidiana, exceto o quinto que ¢é subsitituido pelo seguinte

Postulado 3 (Postulado de Lobachevsky). Por um ponto nao pertencente a uma reta
dada, podem ser tracadas pelo menos duas retas distintas que nao encontram a reta dada.

B.2 Hipérbole e Paralelismo

A hipérbole pode ser obtida pela interseccao de uma superficie conica circular com

um plano paralelo ao seu eixo principal. (Figura B.1)

Figura 12 — Hipérbole em segao conica (esquerda) e Definigdo de Hipérbole (direita).
Adaptada de [26]

Por definicao, a hipérbole é o lugar geométrico dos pontos de um plano, cuja
diferenca das distancias a dois pontos distintos fixos desse plano, denominados focos

da hipérbole, é constante Figura (B.1). Podemos perceber que os ramos da hipérbole
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aproximam-se infinitamente, sem jamais tocar, das suas assintotas. Em geometria hiperbo-
lica plana dizemos que a hipérbole e as suas assintotas sao paralelas, e estas curvas sao ditas
geodésicas coplanares. Portanto, diferente da geometria euclidiana, na qual retas paralelas
sempre mantém a mesma distancia entre si, em geometria hiperbodlica, geodésicas paralelas

nao mantém, necessariamente, distancia constante ao longo de toda a sua extensao. (Figura
B.2)

Figura 13 — Paralelismo em geometria hiperbélica. Adaptada de [20]

Chama-se Geodésica uma curva que representa a menor distancia entre dois pontos
em uma superficie. Por exemplo, na superficie plana, a geodésica é a reta. Geodésicas
paralelas sdo aquelas que nao se cruzam, como a hipérbole e suas assintotas na figura B.2.
Na Geometria Hiperbdlica (ou Geometria de Lobachevsky), a paralela que passa por um

ponto nao ¢ tnica (Postulado de Lobachevsky).

B.3 Teoremas e Figuras em Geometria Hiperbdlica

Assim como a geometria euclidiana é definida sobre uma superficie plana, a geome-
tria hiperbdlica é definida sobre a superficie de um hiperboldide, para o qual convencionamos

que existe uma curvatura negativa. Nesta geometria demonstra-se o seguinte teorema:

Teorema 1 (Soma dos Angulos Internos de um Tridngulo). Na Geometria Hiperbélica, a

soma das medidas dos dngulos internos de qualquer triangulo é menor do que 180°.

Este teorema é uma consequéncia natural de a Geometria de Lobachevsky ser
definida em um espago concavo, que é a superficie de um hiperboldide, conforme mostrado
na figura B.3. Nesta figura é mostrado, ainda, um tridngulo no espaco hiperbdlico. Em
consequéncia do Teorema 1, uma vez que a soma dos angulos internos de um triangulo
qualquer é menor que 180°, define-se o defeito angular, J, como sendo o suplemento da

soma dos seus angulos internos. Portanto, sendo «, n e v os angulos internos de um
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Curvatura Negativa

A+B+C <180

Figura 14 — Soma dos dngulos internos de um triangulo hiperbélico. Adaptada de [30]

triangulo qualquer, temos
a+n+E4+6=180°

ou, ainda,
§=180° = (a+n+¢&). (B.1)

E possivel mostrar [T1] que a rotagdo que um referencial sofre ap6s a aplicacao de
dois boosts nao colineares (rotagdo de Wigner) é igual ao defeito angular de um tridngulo

hiperbdlico na geometria de Lobachevsky, que corresponde a drea deste triangulo.
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