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Aı́ se encontra o obstáculo. Pois neste sonho de morte, os sonhos

que hão de vir quando nos tivermos desvencilhado insatisfatoriamente
da carne mortal que circunda a alma, obrigam-nos a hesitar.

Shakspeare

Deus, coa mão cheia de fulmı́neos dardos,
O arrojou de cabeça ao fundo do Abismo,
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RESUMO

Neste trabalho investigamos as propriedades espaciais e de freqüência do estado de

dois fótons gerados por conversão paramétrica descendente em cristais uniaxiais de compri-

mento arbitrário. Como ferramenta básica, empregamos a óptica de Fourier em meios bir-

refringentes. Apresentamos um estudo detalhado da óptica de Fourier em meios anisotrópicos

uniaxiais de comprimento finito. Determinamos o estado quântico gerado no processo da

Conversão Paramétrica Descendente Espontânea, levando em conta a anisotropia do cristal

não-linear. Com isso, estudamos em detalhe como a transferência das propriedades do feixe

bombeador para o estado de dois fótons depende da anisotropia do meio. Utilizamos este

estado para fazer um estudo do emaranhamento e da pureza, em polarização, e sua de-

pendência com o comprimento do cristal, a divergência do feixe bombeador, o ângulo de

aceitação e a largura de banda em freqüência dos detectores.
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ABSTRACT

In this work we investigate the spatial and frequency properties of the two-photon es-

tates generated by spontaneous parametric down-conversion in uniaxial crystals of arbitrary

length. As a basic tool we use Fourier optics in birefringent media. We present a detailed

study of the Fourier optics in uniaxial anisotropic media of finite length. We determine

the quantum states generated in the process of spontaneous parametric down-conversion,

considering the anisotropy of the non-linear crystal. We study in detail the transfer of prop-

erties from pump beam to the two-photon state and its dependence on anisotropy. We use

this state to study the purity and entanglement in polarization, and its dependence with the

crystal length, pump beam divergence, detector angular aperture and frequency bandwidth.
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para este ângulo podendo ser considerada como uma constante. O mesmo é
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dos eixos ópticos dos meios 1 e 2, respectivamente. . . . . . . . . . . . . . . . . 69



Capı́tulo 1

Introdução

Ao longo do anos, uma grande quantidade de trabalhos sobre a propagação de feixes lumi-

nosos em meios birrefringentes tem sido publicada [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12]. A ferra-

menta matemática amplamente empregada para o tratamento desta propagação é a Óptica

de Fourier, que consiste em escrever os campos eletromagnéticos em uma superposição de

ondas planas, o que permite uma simplificação na análise da propagação do feixe. Este

tratamento matemático permite um estudo detalhado da propagação de feixes em vários

meios. Aqui, estamos interessados em propagar campos em meios uniaxiais, ou seja, meios

birrefringentes que possuem apenas um único eixo óptico. Quando propagamos feixes

nestes meios podemos decompor a luz nas polarizações ordinária e extraordinária, definidas

através da orientação do eixo óptico do cristal e do vetor de onda das componentes de

onda plana do feixe. Propagar luz nestes meios dá origem a uma série de fenômenos

que são objetos de estudo em Óptica. Em nosso caso analisaremos o fenômeno da Con-

versão Paramétrica Descendente Espontânea (CPDE) que nos últimos anos tem sido fonte

de muitos estudos, por gerar pares de fótons em estados de dois fótons emaranhados em

diversos graus de liberdade, em particular os estados de Bell em polarização, o que per-

mitiu a realização de pesquisas sobre localidade, emaranhamento, criptografia, teletrans-

porte, [13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21] etc. Um estudo sobre a transferência das pro-

priedades transversais de pares de fótons gerados na CPDE, quando detectados em coin-

cidência, foi analisado por Monken et. al.[22] que mostrou que, para cristais finos, a trans-

ferência das propriedades de correlações transversais do feixe bombeador para os fótons

detectados ocorre praticamente de forma integral. Devido à pequena espessura do cristal,

a expressão matemática aproximada que descreve o estado quântico no processo da con-

1



Capı́tulo 1. Introdução 2

versão não contém termos que informam sobre a anisotropia da fonte geradora do par de

fótons.

Neste trabalho investigaremos as propriedades tranversais, espaciais e de freqüência do

estado gerado no processo da conversão paramétrica descendente quando produzido em

cristais de comprimento finito, não necessariamente pequeno. Neste caso o comprimento

do meio não pode ser desprezado e portanto, aparecerão efeitos de anisotropia no estado

que descreve o par de fótons gerado. Dependendo da posição do eixo óptico, alguns efeitos

deformarão o perfil transversal, modificando seu raio de curvatura, fase de Gouy e sua cin-

tura. A transferência do espectro angular do feixe incidente para o par de fótons detectados

em coincidência depende destes efeitos de anisotropia fora da aproximação de cristal fino.

Esta transferência depende em especial de um desvio do feixe na direção de uma das com-

ponentes transversais à direção de propagação do feixe. Este desvio chamamos de walk-off

que, dependendo de sua magnitude, poderá limitar a transferência do espectro angular. A

transferência fica dependendo tanto dos efeitos de anisotropia como da divergência do feixe

de entrada [23].

O emaranhamento do estado quântico dos fótons gêmeos é fortemente afetado quando

consideramos a espessura do cristal. Este emaranhamento depende da anisotropia do meio

tanto no estudo das variáveis discretas [24] quanto contı́nuas [25].

Esta tese se encontra estruturada na seguinte forma: O capı́tulo 2 explica a teoria da

propagação dos feixes eletromagnéticos em meios birrefringentes uniaxiais. Esta teoria é

um tratamento vetorial da óptica de Fourier em meios uniaxiais. Neste capı́tulo descreve-

mos o campo eletromagnético propagando-se através de um meio uniaxial e os efeitos de

anisotropia que aparecem nos campos. Determinamos uma matriz transferência que in-

forma a difração e o acoplamento do campo nas direções cartesianas para cada polarização

de campo incidente. Esta matriz de transferência é proveniente das condicões de contorno

na interface do vácuo e cristal uniaxial e com seu auxı́lio podemos escrever as funções propa-

gadoras dos campos. Isso servirá para a realização de uma série de trabalhos como estão

sugeridos ao final deste capı́tulo. Este capı́tulo é de fundamental importância pois nele

mostramos que podemos dar um tratamento escalar para a propagação dos campo eletro-

magnéticos para os ângulos de casamento de fase da CPDE dos tipos I e II. No capı́tulo

3 empregamos a teoria do capı́tulo 2 para determinar o estado quântico gerado pela CPDE

com os efeitos de anisotropia do cristal uniaxial que gerou fótons gêmeos. Neste capı́tulo es-

tudamos as propriedades espaciais e de freqüência do estado quântico gerados pela CPDE.

Analisamos a dependência da transferência do espectro angular, quando detectado em co-
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incidência, com os efeitos de anisotropia. Conhecendo detalhadamente o estado gerado

na CPDE poderemos estudar algumas propriedades desse estado como, por exemplo, o

emaranhamento do estado quântico em diversos graus de liberdade. No capı́tulo 4 in-

vestigamos a concorrência e a pureza, para o grau de liberdade de polarização, do estado

quântico determinado no capı́tulo 3. Ainda neste capı́tulo analisamos o quanto os estados

quânticos, gerados por algumas fontes de estados emaranhados, se aproximam dos estados

|ψ+〉 e |φ+〉 determinando a fidelidade do estado produzido. Duas construções de fontes

de pares de Bell são analisadas. Uma que gera cones cruzados e a outra através de dois

cristais com eixos ópticos dispostos perpendicularmente. Analisamos para quais conjuntos

de parâmetros como largura do cristal, divergência do feixe incidente, ângulo de aceitação

dos detectores e largura de banda dos filtros de interferência teremos alta fidelidade e pureza

de estados quando comparados ao singleto e tripleto. No capı́tulo 5 encontram-se as con-

clusões, algumas considerações finais e sugestões de trabalhos que poderão ser feitos com a

teoria aqui demonstrada.



Capı́tulo 2

Óptica de Fourier em Meios Anisotrópicos

A representação de feixes eletromagnéticos monocromáticos em um semi-espaço isotrópico

por meio do espectro de ondas planas, o espectro angular, vem sendo usada com grande

sucesso há várias décadas. O espectro angular de um feixe contém ondas planas, tanto ho-

mogêneas quanto evanescentes, e a expansão de feixes eletromagnéticos em ondas planas

dá origem à chamada óptica de Fourier, que é uma poderosa ferramenta para o tratamento de

problemas de propagação em diversas áreas da óptica e da teoria eletromagnética em geral.

Em se tratando do vácuo ou de meios isotrópicos homogêneos, a óptica de Fourier é em

geral uma teoria escalar, válida para qualquer uma das componentes do campo. A situação

muda totalmente quando lidamos com meios anisotrópicos, onde a propagação dos feixes é

fortemente dependente da polarização. Mesmo assim, o conceito de espectro angular con-

tinua válido, embora não seja mais uma quantidade escalar, conforme demonstrado por

Lalor [2].

Nos últimos anos, a aplicação da óptica de Fourier ao estudo da conversão paramétrica

descendente tem mostrado várias possibilidades de aplicações, quase todas ligadas à trans-

ferência do espectro angular do feixe bombeador para a estrutura espacial do estado de dois

fótons [22]. Porém, na maior parte dos tratamentos, a anisotropia dos cristais não-lineares é

desprezada e aproximações escalares são utilizadas. Neste capı́tulo, desenvolvemos a teo-

ria vetorial da óptica de Fourier em meios anisotrópicos, tal como aquele da figura 2.1, que

servirá de base para a formulação de um modelo mais completo para a geração de estados de

pares de fótons por conversão paramétrica descendente espontânea em cristais não-lineares

uniaxiais. Aqui consideraremos o campo monocromático com dependência harmônica no

tempo.

4
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Na secção 2.1 mostramos como expressar as polarizações ordinária e extraordinária do

feixe ao se propagar em um meio uniaxial através de seus vetores unitários e apresentamos

alguns efeitos de anisotropia que estarão presentes no campo do meio 3. Na secção 2.2 de-

terminamos a matriz transferência que relaciona as amplitudes espectrais dos meios 1 e 2,

com base nas condições de continuidade das componentes tangenciais dos campos ~E e ~H .

Na secção 2.3 determinamos o campo elétrico e o espectro angular propagados dentro do

meio uniaxial. Na secção 2.4 determinamos o campo no meio 3 e o seu respectivo espectro

angular. Mostramos também os propagadores dos campos, do meio 1 ao meio 3. Os re-

sultados apresentados aqui derivam de uma teoria geral que foi desenvolvida por Stamnes

e colaboradores, que fizeram uma formulação bastante geral para a propagação de feixes

eletromagnéticos em meios anisotrópicos [3, 4, 5, 6]. A aplicação dos resultados gerais de

Stamnes ao problema no qual estamos interessados e a dedução das fórmulas especı́ficas de

propagação do campo e do espectro angular em um meio uniaxial de comprimento finito

são contribuições originais desta tese.

Figura 2.1: Sistema contendo um meio anisotrópico uniaxial. Um feixe eletromagnético

incide pela esquerda do material (meio 1), propaga-se através deste meio (meio 2) cujo eixo

óptico está orientado no plano xz formando um ângulo agudo θ com a direção z, e emerge

na esquerda do cristal(meio 3). Os meios 1 e 3 são isotrópicos. O vetor ŝ representa o unitário

na direção do eixo óptico.
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2.1 As polarizações do campo e a aproximação paraxial

Figura 2.2: Representação de um meio uniaxial no espaço dos momentos. Aqui temos um

cristal uniaxial e negativo pois no > ne. A polarização extraordinária está na direção tan-

gente às linhas vermelhas. As linhas azuis indicam a direção da polarização ordinária. O

vetor ŝ é um unitário que aponta na direção do eixo óptico.

Em um meio opticamente anisotrópico, a velocidade de fase de uma onda plana não é,

em geral, univocamente definida e pode depender tanto da direção do seu vetor de onda ~k

quanto do seu estado de polarização. Além disso, o estado de polarização da onda pode

variar com a distância percorrida no meio. Em meios ditos uniaxiais, existe uma única

direção, chamada de eixo óptico, para a qual a velocidade de fase é independente do es-

tado de polarização da onda. Para todas as outras direções do vetor de onda, existem dois

autoestados de polarização conhecidos como polarização ordinária e polarização extraordinária,

que correspondem a duas velocidades de fase diferentes. Isso equivale a dizer que a cada au-

toestado de polarização corresponde um ı́ndice de refração: no para a polarização ordinária

e ne(~k) para a polarização extraordinária. Chamando de plano principal o plano definido

pelas direções do eixo óptico e do vetor de onda, a direção de polarização ordinária é aquela

perpendicular ao plano principal, enquanto que a direção extraordinária situa-se no plano

principal. O valor do ı́ndice de refração ordinário não depende da direção de propagação

e pode ser representado no espaço ~k por uma superfı́cie esférica. Já o ı́ndice extraordinário

depende da direção de ~k e pode ser representado no espaço~k por um elipsóide de revolução,

cujo eixo coincide com o eixo óptico. Na direção do eixo óptico, ne = no. A figura 2.2 ilustra

as superfı́cies no espaço dos momentos para os ı́ndices ordinário e extraordinário. No caso
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Figura 2.3: Representação bidimensional de um meio uniaxial no espaço dos momentos.

O cı́rculo representa a variação do ı́ndice ordinário e a elipse a variação do ı́ndice ex-

traordinário. Podemos observar que é na direção do eixo óptico que os ı́ndices ordinários

e extraordinário possuem o mesmo valor. Portanto, quando a luz se propaga na direção do

eixo óptico o meio comporta-se como se fosse isotrópico. Poderemos ter cristais dos tipos

negativos e positivo, tudo dependerá dos valores de no e ne. Em (a) no > ne com isso

teremos cristais negativo e em (b) no < ne, que são os cristais positivos.

ilustrado temos um cristal negativo, ou seja, aquele em que ne < no. O eixo óptico é determi-

nado por uma reta que vai da origem do sistema até o ponto onde o elipsóide toca a esfera.

Propagando luz em um meio uniaxial na direção do eixo óptico teremos uma propagação

isotrópica pois naquela direção os ı́ndices de refração são iguais. Se propagarmos um feixe

nesta direção, a propagação será aproximadamente isotrópica pois nesse caso terı́amos um

espectro de momentos propagando-se aproximadamente nessa direção. Na figura 2.3 temos

uma representação bidimensional das superfı́cies definidas pelos ı́ndices de refração no

plano (kx, ky). Normalmente, refere-se ao ı́ndice extraordinário ne como sendo aquele que

corresponde a uma direção de propagação normal ao eixo óptico. A figura 2.4 representa

um elétron ligado por um conjunto de molas fictı́cias, com diferentes constantes elásticas,

para cada direção. Esta figura ilustra a polarização de um meio anisotrópico. Aplicando-

se um mesmo campo elético para cada direção o meio manifestará diferentes polarizações.

Para um meio uniaxial as constantes elásticas de duas direções devem ser iguais e diferentes

da terceira.

Neste capı́tulo, adotaremos a seguinte convenção: o eixo óptico situa-se no plano xz,

fazendo um ângulo agudo θ com o eixo z positivo, isto é, −90o < θ ≤ 90o.
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Figura 2.4: Modelo representativo de um elétron em um meio anisotrópico.

Para que as ondas planas no meio uniaxial sejam compatı́veis com as equações de Maxwell,

as componentes dos vetores de onda devem satisfazer

k2
x + k2

y + k2
z

n2
o

=
ω2

c2
(2.1)

quando a polarização é ordinária e

k2
x

(
cos2 θ

n2
e

+
sin2 θ

n2
o

)
+

k2
y

n2
e

+ k2
z

(
cos2 θ

n2
o

+
sin2 θ

n2
e

)
+2kxkz

(
1
n2

e

− 1
n2

o

)
sin θ cos θ =

ω2

c2
(2.2)

quando a polarização é extraordinária.

Para especificar com precisão as direções de polarização no meio uniaxial, adotaremos

as seguintes definições: ŝ é um vetor unitário na direção do eixo óptico, fazendo um ângulo

agudo (θ) com o eixo z positivo; ~ko é o vetor de onda de uma onda plana com polarização

ordinária; ~ke é o vetor de onda de uma onda plana com polarização extraordinária; k̂o e k̂e

são os unitários de ~ko e ~ke, respectivamente; ε̂o e ε̂e são os vetores unitários das direções de

polarização ordinária e extraordinária, respectivamente. É possı́vel mostrar que [2, 5, 6]

ŝ = sen θx̂ + cos θẑ (2.3)

~ko = no
ω

c
k̂o, (2.4)

~ke =
none√

n2
o |k̂e × ŝ|2 + n2

e(k̂e · ŝ)2
ω

c
k̂e, (2.5)

ε̂o = Co ~ko × ŝ, (2.6)

ε̂e = Ce
[
( ~ko · ~ko)ŝ− (~ke · ŝ)~ke

]
, (2.7)
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Figura 2.5: O plano π representa o plano principal que é formado pelo vetor k̂ e a direção

do eixo óptico. Os vetores ε̂e, ŝ, k̂o e k̂e são coplanares e ortogonais ao vetor ε̂o. Os vetores

de polarização, ε̂e e ε̂o, indicam as direções das componentes extraordinária e ordinária do

campo elétrico. A magnitude dos vetores k̂o e k̂e são diferentes.

com

Co =
1

|~ko × ŝ|
, (2.8)

Ce =
1

|~ke × ŝ|
√

n4
o |~ke × ŝ|2 + n4

e(~ke · ŝ)2
. (2.9)

Conforme demonstrado por Lalor [2], um feixe eletromagnético propagando em um

meio anisotrópico, pode ser consistentemente descrito por uma expansão em dois tipos de

ondas planas: as de polarização ordinária e as de polarização extraordinária.

Devido à anisotropia, os campos ordinário e extraordinário possuirão vetores de onda

diferentes. A figura 2.6 mostra duas possibilidades de ~k. Em (a) temos a propagação

isotrópica e a onda plana que está polarizada no plano ortogonal ao plano principal percebe

o vetor de onda ~ko, ou seja, o vetor de onda ordinário. Em contrapartida, em (b), ilus-

tramos a propagação anisotrópica correspondente a uma onda plana de polarização copla-

nar ao plano principal cujo vetor de onda é aquele que chamamos de ~ke, ou seja, vetor de

onda extraordinário. O espectro angular do feixe terá então duas componentes, a saber:
~E = ~E o + ~E e, que correspondem às expansões em ondas planas com polarização ordinária

e extraordinária, respectivamente. Em concordância com esta afirmação, chamando de ~q a

componente transversal (kxx̂ + kyŷ) tanto de ~ko quanto de ~ke, podemos escrever

~E(~r) =
∫

R2

E eε̂e ei~ke·~rd~q +
∫

R2

E oε̂o ei~ko·~rd~q. (2.10)
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Com exceção de ~r, todos os termos dentro das integrais são funções de ~q. De acordo com as

Figura 2.6: Em (a) temos propagação isotrópica, os vetores k̂(vetor de onda unitário) e

~s(vetor de Pointing) têm a mesma direção. Em (b) a propagação é anisotrópica e os vetores

k̂ e~s estão em direções diferentes. O vetor~s sempre estará disposto, no elipsóide de ı́ndices,

de maneira que uma reta tangente à superfı́cie do elispsóide, no ponto perfurado pelo vetor

de onda, forme um ângulo reto com~s, ou seja,~s é sempre perpendicular à tangente da curva

em cada ponto.

equações (2.1) e (2.2),

~ko = ~q ±
√

k2 − q2 ẑ, (2.11)

~ke = ~q ±
(
αqx +

√
κ2 − βq2

x − γq2
y

)
ẑ, (2.12)

onde o sinal + (−) indica propagação no sentido do eixo z positivo (negativo), e

k = no
ω

c
, (2.13)

κ = η
ω

c
, (2.14)

η =
none√

n2
o sin2 θ + n2

e cos2 θ
, (2.15)

α =
(n2

e − n2
o) sin θ cos θ

n2
o sin2 θ + n2

e cos2 θ
, (2.16)

β =
(

none

n2
o sin2 θ + n2

e cos2 θ

)2

, (2.17)

γ =
n2

o

n2
o sin2 θ + n2

e cos2 θ
. (2.18)



Capı́tulo 2. Óptica de Fourier em Meios Anisotrópicos 11

Mantendo as formas (2.11) e (2.12) para ~ko e ~ke, a solução para o problema da propagação no

meio uniaxial só pode ser apresentada de forma generalizada, como feito por Stamnes. No

nosso caso, estamos interessados em obter expressões que nos permitam calcular os campos

transmitidos pelo meio em situações especı́ficas. Vamos portanto adotar a aproximação

paraxial e escrever

~ko ≈ ~q ±
(

k − q2

2k

)
ẑ, (2.19)

~ke ≈ ~q ±
(

αqx + κ − βq2
x + γq2

y

2κ

)
ẑ. (2.20)

O feixe é composto pelo espectro de ~k e portanto, para cada ~k individualmente existe um

plano principal associado. Na equação (2.20), as quantidades β e γ são, respectivamente,

magnificações nas componentes x e y do momento transversal. A quantidade κ é o módulo

do vetor de onda com anisotropia, η é o ı́ndice de refração na direção de propagação do

campo extraordinário e α é o termo de walk-off. Veremos, posteriormente, que o termo de

walk-off será de fundamental importância quando tratarmos de uma série de fenômenos

como, por exemplo, na tranferência do espectro angular de um feixe incidente para o estado

de dois fótons gerados em um processo paramétrico e detectados em coincidência.

Agora estamos em posição de calcular as amplitudes E o e E e do espectro angular trans-

mitido pelo meio.

2.2 A Matriz Transferência

Para determinarmos o campo que sai do meio uniaxial, após percorrer uma distância L,

temos primeiramente que calcular o campo que é transferido para o interior do cristal.

Para isso, devemos expressar as amplitudes espectrais fora do meio e depois, utilizando

as condições de contorno para os campos ~E e ~H , calcular o campo dentro do meio uniaxial.

Propagando os campos dentro destes meios, deveremos encontrar as expressões dos cam-

pos ordinários e extraordinários e logo após, utilizando novamente as condições de contorno

entre os meios, determinar o campo na saı́da do cristal.

Os espectros angulares dos campos elétricos incidente (i), refletido (r) e transmitido (t)

serão escritos na forma
~E m = E emε̂m

e + E omε̂m
o , (2.21)

onde m = i, r, ou t.
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Para os campos magnéticos, teremos uma expressão análoga:

~H m = H em(k̂em × ε̂m
e ) + H om(k̂om × ε̂m

o ). (2.22)

Vamos determinar a matriz transferência que relaciona os campos dentro e fora do meio

uniaxial. Para isso, vamos considerar inicialmente dois meios uniaxiais, meio 1 e meio 2,

com eixos ópticos orientados nas direções ŝ1 e ŝ2. Trataremos os meios isotrópicos como

meios uniaxiais no limite ne → no → 1. Na interface 1 − 2 (z = 0), que chamaremos de

interface I, as componentes tangenciais de ~E e ~H são contı́nuas [26, 27]. Considerando que

cada componente de onda plana deve satisfazer individualmente as condições de contorno

na interface,

ẑ × [ ~E i + ~E r − ~E t]z=0 = 0 (2.23)

e

ẑ × [ ~H i + ~H r − ~H t]z=0 = 0. (2.24)

Para facilitar os cálculos, é mais conveniente expressar o vetor ŝ que especifica o eixo óptico

em termos de uma base associada à componente transversal ~q do vetor de onda da seguinte

forma:

ŝm = σmẑ + amâ + bmb̂, (2.25)

com

â =
~q

q
(2.26)

b̂ = ẑ × â. (2.27)

Se m = i ou r, a equação (2.25) se refere ao meio 1, enquanto que se m = t, refere-se ao meio

2. Assim, ŝi = ŝr = ŝ1, ŝt = ŝ2, o mesmo valendo para am, bm e σm. A figura 2.7 ilustra o

plano em que se encontram os unitários â e b̂.

Multiplicando escalarmente (2.23) e (2.24) por â e por b̂, respectivamente, tendo em conta

(2.6)-(2.9) e (2.21)-(2.22) chegamos a um conjunto de quatro equações para a interface I (z =

0):
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Figura 2.7: Sistema representando a base formada pelos vetores diretores â, b̂ e ẑ. Os vetores

â, b̂ estão no plano ζ, mesmo plano xy.




Aor −Der(kor)2 −Aot Det(kot)2

−Dorkor
z Ber Dotkot

z −Bet

Dor(kor)2 Aer(kor)2 −Dot(kot)2 −Aet(kot)2

−Bor −Der(kor)2ker
z Bot Det(kot)2ket

z







E or
I

E er
I

E ot
I

E et
I




= E oi
I




−Aoi

Doikoi
z

−Doi(koi)2

Boi




+ E ei
I




Dei(koi)2

−Bei

−Aei(koi)2

Dei(koi)2kei
z




, (2.28)

onde

Apm = Cpm(σmq − amkpm
z ), (2.29)

Bpm = Cpm[apm(kom)2 − q(~kpm · ŝm)], (2.30)

Dpm = Cpmbm, (2.31)

com p = e, o, e m = i, r, t. A quantidade Cpm será dada por (2.8) e (2.9).
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Reescrevendo a equação matricial (2.28) na forma



Ω11 Ω12 Ω13 Ω14

Ω21 Ω22 Ω23 Ω24

Ω31 Ω32 Ω33 Ω34

Ω41 Ω42 Ω43 Ω44







E or

E er

E ot

E et




= E oi




Υ1

Υ2

Υ3

Υ4




+ E ei




Γ1

Γ2

Γ3

Γ4




, (2.32)

poderemos determinar o valor das amplitudes espectrais a partir da regra de Cramer

E or =
E oi det[ΩΥ

1 ] + E ei det[ΩΓ
1 ]

det[Ω]
(2.33)

E er =
E oi det[ΩΥ

2 ] + E ei det[ΩΓ
2 ]

det[Ω]
(2.34)

E ot =
E oi det[ΩΥ

3 ] + E ei det[ΩΓ
3 ]

det[Ω]
(2.35)

E et =
E oi det[ΩΥ

4 ] + E ei det[ΩΓ
4 ]

det[Ω]
, (2.36)

onde Ω é a matriz 4 × 4 de (2.32) e as matrizes ΩΥ
l e ΩΓ

l são encontradas trocando a l-ésima

coluna da matriz Ω pelas matrizes-colunas Υ e Γ, respectivamente. A demonstração da

expressão (2.28) está no apêndice A.

Sabendo as amplitudes dos campos incidente e transmitido, poderemos determinar o

campo na interface 2-3 (em z = L), e por fim calcular o campo no meio 3. As condições de

contorno são análogas, isto é,

ẑ × [ ~E i + ~E r − ~E t]z=L = 0 (2.37)

e

ẑ × [ ~H i + ~H r − ~H t]z=L = 0. (2.38)

Devemos então calcular E i
II. Agora, definiremos

ŝµ = σµẑ + aµâ + bµb̂. (2.39)

Se µ = i ou r, a equação (2.39) se refere ao meio 2, enquanto que se µ = t, refere-se ao meio

3. Assim, ŝi = ŝr = ŝ2, ŝt = ŝ3, o mesmo valendo para aµ, bµ e σµ.

2.3 O Campo Elétrico e o Espectro Angular no Meio 2.

De acordo com (2.10), o campo elétrico no meio 2 é dado por

~E(~r) =
∫

R2

E et
I ε̂e ei ~ke·~rd~q +

∫

R2

E ot
I ε̂o ei~ko·~rd~q, (2.40)
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onde ε̂e, ε̂o, ke
z e ko

z são calculados no meio 2, e ~ke deve ser calculado levando-se em conta

que a onda se propaga no sentido z crescente.

Já vimos que as amplitudes E ot
I e E et

I são dadas em função das amplitudes incidentes E oi
I

e E oi
I pelas equações (2.35) e (2.36), que reescreveremos como

E ot
I = AE oi

I + BE ei
I , (2.41)

E et
I = CE oi

I +DE ei
I , (2.42)

onde

A = det[ΩE
3 ]/det[Ω], (2.43)

B = det[ΩF
3 ]/det[Ω], (2.44)

C = det[ΩE
4 ]/det[Ω], (2.45)

D = det[ΩF
4 ]/det[Ω]. (2.46)

2.4 O Campo Elétrico Transmitido para o Meio 3

Fazendo z = L em (2.40) obteremos o espectro angular do campo incidente na interface

2-3 ( ~E i
II), na qual podemos aplicar o mesmo procedimento da seção 2.2 para obter o campo

no meio 3 ( ~E t
II) em função do campo incidente na interface 1-2 ( ~E i

I ). Em todos os cálculos,

estamos desprezando termos de ordem superior, isto é, o campo no meio 1 refletido pela

interface II e transmitido pela interface I e as reflexões múltiplas no interior do meio 2.

O espectro angular incidente na interface II será

~E i
II = E oi

II ε̂o + E ei
II ε̂e, (2.47)

onde ε̂o e ε̂e correspondem ao meio 2 e

E oi
II = E ot

I eiko
zL =

(AE oi
I + BE ei

I
)
eiko

zL (2.48)

E ei
II = E et

I eike
zL =

(CE oi
I +DE ei

I
)
eike

zL. (2.49)

Por um procedimento inteiramente análogo ao da seção 2.2, teremos o campo transmi-

tido para o meio 3 na forma

E ot
II = FE oi

II + GE ei
II , (2.50)

E et
II = LE oi

II +ME ei
II , (2.51)
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onde

F = det[ΛE
3 ]/det[Λ], (2.52)

G = det[ΛF
3 ]/det[Λ], (2.53)

L = det[ΛE
4 ]/det[Λ], (2.54)

M = det[ΛF
4 ]/det[Λ]. (2.55)

A matriz Λ tem expressão idêntica à expressão (2.28) para Ω, porém, levando-se em

conta que nas expressões para Apm, Bpm e Dpm, os ı́ndices m = i e m = r indicam que as

quantidades devem ser calculadas no meio 2 (uniaxial), enquanto que m = t refere-se ao

meio 3 (isotrópico).

Sendo os meios 1 e 3 isotrópicos, a escolha de ŝ1 e ŝ3 é arbitrária. Por exemplo, podemos

fazer ŝ1 = ŝ3 = ẑ. Essa escolha simplifica as matrizes Ω e Λ, já que faz Aor = Aer = Aoi =

Aei = 1, Dor = Der = Doi = Dei = 0 em Ω e Aot = Aet = 1, Dot = Det = 0 em Λ. Entretanto,

dependendo do estado de polarização do feixe incidente, outras escolhas para ŝ1 e ŝ3 podem

ser mais convenientes. Substituindo (2.48) e (2.49) em (2.50) e (2.51), chegamos a uma matriz

de transferência do meio 1 para o meio 3, na base ε̂o, ε̂e:
(

E ot
II

E et
II

)
=

(
T oo T oe

T eo T ee

)(
E oi

I

E ei
I

)
, (2.56)

onde

T oo = AFeiko
zL + CGeike

zL, (2.57)

T oe = BFeiko
zL +DGeike

zL, (2.58)

T eo = ALeiko
zL + CMeike

zL, (2.59)

T ee = BLeiko
zL +DMeike

zL. (2.60)

Chamaremos a matriz da equação (2.56) de matriz T , ou seja,

T =

(
T oo T oe

T eo T ee

)
. (2.61)

Para mostrar que as equações aqui estabelecidas descrevem de forma correta a propagação

dos campos através de meios uniaxiais, faremos a comparação entre o perfil transversal

teórico e experimental de um feixe quando atravessa estes meios. A figura 2.8 mostra a fo-

tografia do perfil de intensidade de um feixe gaussiano de comprimento de onda 632.8nm
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Figura 2.8: Fotografia tirada no laboratório de Óptica Quântica do Departamento de Fı́sica

da UFMG. Perfil de intensidade de um feixe gaussiano com λ = 632.8nm depois de atraves-

sar um cristal uniaxial, BBO do tipo I.

quando atravessa um cristal BBO do tipo I de comprimento 2mm. Esta imagem é obtida

com a montagem da figura 2.9. Na figura, um campo elétrico de polarização vertical ~E

passa pelo polarizador P1 polarizado a 45o com relação ao feixe incidente. Luz polarizada

a 45o atravessa um cristal não linear negativo (ne < no), cujo eixo óptico se encontra no

plano formado pela direção de propagação do feixe e a direção vertical. Ao atravessar o

cristal há um atraso da componente extraordinária com relação à ordinária. Para obser-

varmos a interferência entre os feixes extraordinário e ordinário necessitamos combiná-los

através do polarizador P2 que está polarizado identicamente a P1. Na figura 2.10 temos a

curva proveniente da equação (2.56) comparada com os màximos e mı́nimos da figura 2.8.

Vemos que os perı́odos das curvas teórica e experimental concordam de forma satisfatória.

Uma outra comprovação da expressão (2.56) é vislumbrada através da figura conoscópica

[28] representada na figura 2.11. A figura conoscópica é obtida através da equação (2.56)

quando o feixe incidente tem polarização linear a 45o com o eixo x da figura 2.1 e é alta-

mente focalizado. O cristal é um BBO de comprimento L = 10mm atravessado por um laser

de comprimento de onda λ = 632.8nm e divergência 2ϕ = 0.2rad. A luz atravessa o cristal
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Figura 2.9: Montagem para observar as franjas de interferência entre os feixes ordinário e

extraordinário. ~E é o campo incidente que tem polarização vertical. P1 e P2 são polar-

izadores orientados a 45o com relação ao campo incidente. CNL é um cristal não linear uni-

axial com eixo óptico orientado conforme indicado na figura, no plano formado pela direção

de propagação e a direção do campo incidente ~E. A figura de interferência é observada no

anteparo A.

na direção do eixo óptico. A equação (2.56) evidencia o caráter vetorial do espectro angular

em meios anisotrópicos, uma vez que os elementos Toe e Teo acoplam as duas componentes

ortogonais de polarização. A aproximação escalar será válida quando os elementos Toe e Teo

puderem ser desprezados.

As figuras 2.12, 2.13 e 2.14 mostram como variam as quantidades Too, Tee, Teo e Toe em

função de qx e qy para determinados ângulos θ do eixo óptico. Na figura 2.12 fazemos

θ = 45o e observamos que estas funções variam muito pouco em torno de um certo valor de

modo que poderemos considerá-las como constantes. Este comportamento é também obser-

vado para ângulos próximos a θ = 45o, que geralmente são os ângulos que permitem o casa-

mento de fase para a conversão paramétrica descendente [29]. Observamos que os termos

cruzados Teo e Toe são praticamente nulos e que os termos Too e Tee são muito próximos de 1.
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Figura 2.10: Perfil de intensidade de um feixe gaussiano com λ = 632.8nm depois de atrav-

essar um cristal uniaxial, BBO do tipo I. O feixe está ilustrado na figura 2.8. As franjas

de interferência estão aproximadamente em concordância entre as curvas experimental e

teórica.

Estes termos são como coeficientes de transmissão dos campos e eles não chegam à unidade

por conta da reflexão nas interfaces. Na figura 2.13 mostramos as variações das quantidades

Too, Tee, Teo e Toe com qx e qy, só que agora para θ = 90o. Observamos, novamente, que

poderemos considerar estas funções como constantes, com Toe e Teo desprezı́veis. Nestes

dois casos, onde podemos desprezar Toe e Teo, cada componente do espectro angular pode

ser tratada de modo independente.

A situação muda completamente quando fazemos θ = 0o. A figura 2.14 mostra que

Too, Tee, Teo e Toe variam muito com qx e qy, o que impossibilita um tratamento escalar

para a propagação. Neste caso há acoplamento entre os campos ordinário e extraordinário

dentro do meio birrefringente, ou seja, se o campo incidente tiver polarização extraordinária,

por exemplo, o campo de saı́da possuirá as componentes extraordinária e ordinária. Esta

componente ordinária não poderá ser desprezada e a formulação vetorial faz-se necessária

para explicar a propagação dos campos.
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Figura 2.11: Figura conoscópica de um laser de perfil gaussiano com λ = 632.8nm e

divergência total 2ϕ = 0.2rad, atravessando um cristal uniaxial BBO de comprimento

L = 10mm na direção do eixo óptico.

A equação (2.56) permite determinar o espectro angular no meio 3 conhecendo-se o es-

pectro angular incidente, proveniente do meio 1. A determinação do espectro angular no

meio 3 dos feixes que atravessam meios uniaxiais permite analisar o processo da propagação

de qualquer feixe eletromagnético nestes meios. O conhecimento da matriz de transferência

permite um estudo de vários fenômenos interessantes. Dentre eles, uma análise detalhada

do momento angular orbital dos feixes Laguerre-Gaussianos [30, 31, 32, 33]. Estes possuem

singularidade nas fases caracterizadas por seu perfil transversal que podem ser conser-

vadas, ou não, durante o processo de propagação [21]. Com a determinação do campo

no meio 3 (saı́da do cristal) poderemos analisar de forma detalhada a propagação destes

feixes não somente ao longo do eixo óptico [8, 9, 10] ou na direção perpendicular [11] a este

como também em uma direção qualquer. Poderemos também determinar os parâmetros

de Stokes de feixes Laguerre-Gaussianos e Hermite-Gaussianos ao atravessarem meios bir-

refringentes uniaxias [34]. O conhecimento da matriz T permite-nos saber informações dos

estados de polarização do campo por meio da distribuição de intensidade [27]. Poderemos
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Figura 2.12: Dependência das quantidades Too, Tee, Teo e Toe com qx e qy quando θ = 45o.

Todos as funções estão normalizadas sendo o valor máximo igual a 1. Em cima, da esquerda

para direita, temos Too e Tee. Vemos que para Too existe uma pequena variação em torno de

0.935, ou seja, a função varia muito pouco para este ângulo podendo ser considerada como

uma constante. O mesmo é verdade para Tee que tem uma pequena variação em torno de

0.945. Em baixo temos, da esquerda para a direita, Toe e Teo que são praticamente nulas para

este ângulo.
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Figura 2.13: Dependência das quantidades Too, Tee, Teo e Toe com qx e qy quando θ = 90o.

Todos as funções estão normalizadas sendo o valor máximo igual a 1. Em cima, da esquerda

para direita, temos Too e Tee. Vemos que para Too existe uma pequena variação em torno de

0.937, ou seja, a função varia muito pouco para este ângulo podendo ser considerada como

uma constante. O mesmo é verdade para Tee que varia em torno de 0.953. Em baixo temos,

da esquerda para a direita, Toe e Teo que são praticamente nulas para este ângulo.
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Figura 2.14: Dependência das quantidades Too, Tee, Teo e Toe com qx e qy quando θ = 0o.

Todos as funções estão normalizadas sendo o valor máximo igual a 1. Em cima, da esquerda

para direita, temos Too e Tee e em baixo Toe e Teo. Vemos que estas funções variam brusca-

mente com qx e qy.
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investigar as mudanças globais do perfil transversal de feixes de altas ordens quando propa-

gados em cristais uniaxias [35] e um estudo da dinâmica do momento angular nestes meios

[11]. Sabendo T , poderemos analisar as trocas de energia entre as componentes cartesianas

do campo elétrico [12].

2.5 Conclusões

Apresentamos as equações das superfı́cies de k, equações (2.1) e (2.2), de onde obtemos os

efeitos de anisotropia em meios uniaxiais dados por (2.13)-(2.18). Todos esses efeitos de-

saparecem quando propagamos luz na direção do eixo óptico. Isso ocorre quando θ = 0

o que leva a no = ne. O campo dentro do cristal poderá ser escrito na base de vetores

de polarizações ordinária e extraordinária e as ondas planas do espectro angular possuirão

duas componentes distintas de polarização. Determinamos a matriz transferência, represen-

tada pela equação (2.28), que relaciona os campos entre dois meios. Isso possibilitou uma

forma de determinarmos o espectro angular na saı́da do cristal conhecendo-se o espectro

angular incidente. Observamos o comportamento das quantidades Too, Tee, Teo e Toe em

função de qx e qy e analisamos em quais casos poderemos dar um tratamento escalar ou

vetorial para a propagação dos feixes eletromagnéticos em meios uniaxiais.



Capı́tulo 3

Propriedades Espaciais e de Frequências da Conversão Paramétrica

Descentente

A transferência do espectro angular do feixe incidente para o estado gerado pela conversão

paramétrica descendente espontânea (CPDE) é a base de vários efeitos de correlações espaci-

ais de fótons. Estas correlações revelam efeitos não clássicos do processo. Vários fenômenos

podem ser estudados tais como a conservação e emaranhamento do momento angular dos

fótons [21, 36, 37, 38, 39, 40]. A CPDE ocorre em meios anisotrópicos tais como β-BaB2O4

(BBO), LiIO3 (Iodato de Lı́tio) e KTiOPO4 (KTP). A birrefringência destes meios implica em

distribuições de vetores de onda, correlações e emaranhamento espacial transverso do es-

tado de dois fótons [41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48]. Neste capı́tulo determinaremos o estado

quântico gerado no processo da conversão paramétrica descendente espontânea (CPDE)

quando consideramos um cristal uniaxial de comprimento L com o eixo óptico no plano

xz e formando um ângulo agudo θ com a direção de propagação z. Por conta da posição

do eixo óptico do cristal, a amplitude do estado possuirá informações sobre a anisotropia

do meio que já foram demonstradas no capı́tulo 2 e expressas pelas equações (2.13)-(2.18).

Utilizaremos a aproximação paraxial escrevendo o estado como uma superposição de ondas

planas que se propagam, aproximadamente, na direção z. Trataremos do caso do casamento

de fases colinear e mostraremos como ocorre a transferência do espectro angular incidente

quando fazemos a detecção em coincidência do par de fótons gêmeos. Apresentaremos, de

uma forma detalhada, o estado gerado por CPDE com casamento de fases dos tipos I e II.

Na secção 3.1 faremos algumas considerações cujo objetivo é simplificar a expressão da

amplitude do estado gerado e facilitar o tratamento da CPDE. Na secção 3.2 determinaremos

e analisaremos a amplitude do estado para o casamento de fases do tipo I. Na secção 3.3

25
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analisaremos o processo de detecção para o casamento de fases do tipo II com geração e −→
eo e e −→ oe. A última secção constitui uma explicação da montagem experimental para a

detecção em coincidência dos fótons gerados. Apresentaremos os resultados experimentais

e mostraremos que estes concordam muito bem com os cálculos.

3.1 Estado de Dois Fótons Gerados pela Conversão Paramétrica

Descendente Espontânea

O hamiltoniano de interação que descreve o processo óptico não-linear da CPDE em cristais

birrefringentes é escrito em termos de uma forma bastante simplificada para o campo quan-

tizado na matéria [29, 49]. Os modos do campo que participam do processo são acoplados

pelo tensor suscetibilidade de segunda ordem que estão presentes em cristais que não pos-

suem simetria de inversão [50, 51, 52]. Por conta das condições de casamento de fases, o

acoplamento ocorre somente para determinados tipos de polarizações conhecidas como tipo

I e tipo II. Em cristais negativos (ne < no) tais como o BBO (β-BaB2O4) e o Iodato de Lı́tio

(LiIO3) o processo de conversão do tipo I será da forma e −→ oo, o que significa que o fóton

incidente, de polarização extraordinária, se converteu em dois fótons com polarizações or-

dinárias. No casamento de fases do tipo II, o processo será representado na forma e −→ oe

o que significa que um fóton de polarização extraordinária se converteu em dois fótons, um

com polarizações ordinária e o outro com polarização extraordinária.

Em uma aproximação perturbativa, o estado de dois fótons gerados pela CPDE é escrito

na forma [49]

|Ψ〉 =
∑
σ1,σ2

∑

~k1,~k2

Φkpk1k2σpσ1σ2 |~k1, σ1〉|~k2, σ2〉, (3.1)

onde ~k1 e ~k2 são vetores de onda dos fótons convertidos e ~kp é o vetor de onda do fóton a ser

convertido, cuja frequência é ωp. σj indica a polarização de cada campo e pode ser ordinária

(o) ou extraordinária (e). |~kj , σj〉 representa o estado de um fóton no modo de onda plana ~kj

e σj [29, 49, 41]. O módulo ao quadrado do coeficiente Φkpk1k2σpσ1σ2 dará a probabilidade de

registrar dois fótons nos modos ~k1, σ1 e ~k2, σ2. A amplitude do estado será dada por [53]

Φ~kp
~k1

~k2σpσ1σ2
= g~kpσp

g∗~k1σ1
g∗~k2σ2

τeiΩ(t− τ
2 ) sinc

(
Ωτ

2

)
×

∑

i,j,l=x,y,z

χ̃
(2)
ijl

(
ε̂~kp,σp

)
i

(
ε̂~k1,σ1

)∗
j

(
ε̂~k2,σ2

)∗
l
E~kpσp

∫

I
e−i~K·~rd~r, (3.2)
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onde
~K = ~k1 + ~k2 − ~kp, (3.3)

Ω = ω1 + ω2 − ωp, (3.4)

g~kj ,σj
= i

[
~ωj

2ε0V n2(~kj , σj)

] 1
2

, (3.5)

τ é o tempo de interação, χ̃
(2)
ijl é o tensor suscetibilidade elétrica de segunda ordem, V é o

volume de quantização, I é o volume de interação (LxLyLz), n(~kj , σj) é o ı́ndice de refração

correspondendo ao modo ~kj , σj , (ε̂~ki,σi
)j (j = x, y, z) são as componentes cartesianas do

vetor unitário de polarização, e E~kp,σp
é a amplitude do campo incidente no modo ~kp, σp.

Com o objetivo de simplificar a expressão (3.2) faremos as seguintes aproximações e

considerações:

1. A frequência do laser bombeador ωp é bem definida e o tempo de interação é grande de

modo que o termo sincΩτ/2 é relevante somente quando ω1+ω2 = ωp. As frequências

ω1 e ω2 poderão, portanto, ser escritas na forma

ω1 =
1 + ν

2
ωp, (3.6)

ω2 =
1− ν

2
ωp. (3.7)

Esta suposição pode ser justificada pelo uso de laser contı́nuo onde o intervalo de

tempo entre duas conversões é grande quando comparado ao tempo de detecção.

2. A largura de banda de frequência dos campos convertidos é pequena quando com-

parada à frequência central (ν ¿ 1), de modo que a variação do ı́ndice de refração em

torno da frequência central ωp/2 seja pequena e uma aproximação linear para a dis-

persão possa ser usada. Esta suposição é justificada pelo uso de filtros de interferência

de banda estreita (∆λ ≈ 10 nm) na frente dos detectores.

3. Os termos g~kj ,σj
e χ̃

(2)
ijl são funções de ~kj que variam tão lentamente que podem ser

consideradas constantes dentro da aproximação paraxial.

4. O feixe bombeador propaga-se ao longo da direção z de forma que o seu perfil transver-

sal está completamente contido no cristal, no plano xy. Assim, poderemos estender Lx

e Ly até o infinito. Além disso, vamos considerar que a face de entrada do cristal situa-

se no plano xy. Então, a integral
∫
I e−i~K·~rd~r será proporcional a

δ(k1x + k2x − kpx)δ(k1y + k2y − kpy)
∫ L

0
e−iKzzdz (3.8)
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onde L = Lz é o comprimento do cristal na direção z, e δ é a função delta de Dirac.

5. O volume de quantização é muito grande, de forma que poderemos trocar as so-

matórias em ~k por integrais.

6. O feixe bombeador possui apenas polarização extraordinária e o cristal é negativo.

Com as considerações acima, a equação (3.1) tornar-se-á

|Ψ〉 =
∑
σ1,σ2

∫
dν

∫
d~q1

∫
d~q2 Φσ1σ2(~q1, ~q2, ν)|~q1, ν, σ1〉|~q2,−ν, σ2〉, (3.9)

onde |~qj , ν, σj〉 representa um estado de um fóton no modo definido pela componente do

vetor de onda transversa à direção de propagação, ~qj , pela frequência (1 + ν)ωp/2 e pela

polarização σj .

A amplitude do estado gerado poderá ser escrita na forma

Φσ1σ2 ≈ Cσ1σ2G(ν)E (~q1 + ~q2)
∫ L

0
e−iKzzdz

= Cσ1σ2G(ν)E (~q1 + ~q2)Le−
i
2
KzL sinc

KzL

2
, (3.10)

onde Cσ1σ2 é uma constante de acoplamento que depende do tensor suscetibilidade, G(ν) é

uma função definida pelo perfil espectral dos filtros colocados em frente aos detectores e Ẽ
é o espectro de ondas planas do feixe incidente Ẽ(~qp), com ~qp trocado por ~q1 + ~q2.

Se a anisotropia do meio for desprezada e se o campo convertido for aproximadamente

monocromático, para casamento de fases colinear, a quantidade Kz terá uma forma simples

em termos de ~q1 e ~q2, com as componentes kjz =
√
|~kj |2 − |~qj |2. Na aproximação paraxial,

kjz ≈ |~kj | − |~qj |2/2|~kj |. Nestas condições, teremos

sinc
KzL

2
= sinc

(
L

4|~kp|
|~q1 − ~q2|2

)
, (3.11)

que aparece na referência [22]. Em casos mais gerais devemos levar em consideração a

anisotropia do meio.

A geometria do problema a ser tratado está ilustrada na figura 3.1. O fóton incidente

chega a interface z = 0 e enquanto atravessa o cristal, por meio de um processo não-linear

óptico, é convertido em dois fótons gêmeos. A amplitude do estado quântico que descreve

os fótons gêmeos é dada pela equação (3.10).
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Figura 3.1: Geometria do problema. Um meio uniaxial tem a forma de paralelepı́pedo. Seu

comprimento na direção z é L e possui suas faces paralelas ao plano xy. O eixo óptico está

no plano xz e forma um ângulo agudo θ com a direção z positiva.

Nas seções seguintes discutiremos o termo

∆ =
KzL

2
, (3.12)

já que ele determina boa parte das propriedades dos campos convertidos.

3.2 Casamento de Fases do Tipo I

No casamento de fases do tipo I teremos um feixe incidente com polarização linear (ε̂e

para cristais negativos ou ε̂o para cristais positivos) e a conversão em dois outros feixes

de polarizações iguais e perpendiculares ao feixe de entrada. Em um cristal negativo,

|Ψ〉 =
∫

dν

∫
d~q1

∫
d~q2 Φoo(~q1, ~q2, ν)|~q1, ν, ε̂o〉|~q2,−ν, ε̂o〉. (3.13)

A figura 3.2 ilustra o processo de produção dos fótons gêmeos e o espectro de cores

observado. Os fótons convertidos possuem uma certa correlação, observadas na detecção

em coincidências. Na detecção de quarta ordem ou detecção em coincidência dos fótons

convertidos, poderemos observar uma série de fenômenos. Veremos que, dependendo de
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Figura 3.2: Conversão paramétrica descendente tipo I. O feixe incidente tem polarização

extraordinária e gera dois fótons com polarizações ordinárias.

como movimentamos os detectores, no processo de detecção poderemos reproduzir as pro-

priedades do feixe incidente e que as propriedades de anisotropia do meio são transferidas

para o par de fótons da conversão.

Utilizando as equações (2.19) e (2.20), considerando que o fóton incidente tem polarização

extraordinária (ε̂e) e o par de fótons convertidos têm polarizações ordinárias (ε̂o), obtemos

kpz ≈ κp + αpqpx − 1
2κp

(βpq
2
px + γpq

2
py)

k1z ≈ k1 −
q2
1x + q2

1y

2k1

k2z ≈ k2 −
q2
2x + q2

2y

2k2
.

onde

αp = − n2
e − n2

o

n2
o sen 2θ + n2

e cos2 θ
sen θ cos θ,

βp =
n2

en
2
o

(n2
o sen 2θ + n2

e cos2 θ)2
,

γp =
n2

o

n2
o sen 2θ + n2

e cos2 θ
,

κp = ηp
ωp

c
,

ηp =
neno√

n2
o sen 2θ + n2

e cos2 θ
.

(3.14)

Nas expressões acima, os ı́ndices de refração no e ne são calculados na frequência ωp.
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Vamos agora nos concentrar no cálculo de ∆, definido em (3.12), para o casamento de

fases do tipo I, que chamaremos de ∆oo. Na proximação paraxial podemos escrever

∆oo ≈
[
k1 − q2

1

2k1
+ k2 − q2

2

2k2
− κp + αpqpx +

1
2κp

(βpq
2
px + γpq

2
py)

]
L

2
, (3.15)

com

k1 = no1
ω1

c
→ k1 =

n̄o (1 + aν) (1 + ν) ωp

2c
(3.16)

e

k2 = no2
ω2

c
→ k2 =

n̄o (1− aν) (1− ν) ωp

2c
, (3.17)

onde n̄o corresponde à frequência ωp/2. Para determinar as expressões acima utilizamos as

equações (3.6) e (3.7). A quantidade αp é o termo de walk-off e mostraremos, posteriormente,

que este termo limita a transferência do espectro angular. O fator a nos dá uma medida da

variação linear da dispersão e será

a =
ωp

2n̄o

dno

dω

∣∣∣∣
ω=

ωp
2

. (3.18)

Como assumimos que ν ¿ 1 os ı́ndices no1 e no2 podem ser escritos como uma aproximação

linear na forma

no1 = n̄o(1 + aν), (3.19)

no2 = n̄o(1− aν). (3.20)

Como

qpx = q1x + q2x, (3.21)

qpy = q1y + q2y, (3.22)

κp = ηp
ωp

c
, (3.23)

ficaremos com

∆oo ≈
{

k1 − q2
1

2k1
+ k2 − q2

2

2k2
− κp + αp (q1x + q2x)

+
1

2κp

[
βp (q1x + q2x)2 + γp (q1y + q2y)

2
]} L

2
(3.24)

O termo k1 + k2 − κp será

k1 + k2 − κp =
n̄oωp

c

(
1 + aν2

)− ηp
ωp

c

=
ωp

c

[
n̄o

(
1 + aν2

)− ηp

]

= Kµoo,
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onde

K =
ωp

c
µoo = n̄o

(
1 + aν2

)− ηp.

A quantidade µoo é o termo que dá o casamento de fase. Para a geração colinear, µoo = 0.

Trabalhando o último termo da equação (3.24), onde usaremos as relações para K, k1, k2 e

κp, teremos

∆oo ≈ [Kµoo + αp (q1x + q2x)]
L

2

− L

2n̄oK

[
q2
1

(1 + aν)(1 + ν)
+

q2
2

(1− aν)(1− ν)
− b

2
(q1x + q2x)2 − g

2
(q1y + q2y)

2

]
, (3.25)

onde

b = βp
n̄o

ηp
,

g = γp
n̄o

ηp
.

Podemos ainda escrever a equação (3.25) em termos dos ângulos de saı́da dos fótons

gêmeos. Observando a figura 3.3 vemos que

Figura 3.3: Componentes angulares dos campos convertidos durante o processo de lumi-

nescência paramétrica.

tan ξ =
qx

k
→ tan ξ =

c

ω
qx. (3.26)

Em geral os detectores são posicionados de forma que os ângulos de interesse são bastante

pequenos, ou seja os campos propagam-se com pequenos ângulos com relação ao eixo z.
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Considerando ξ muito pequeno, podemos aproximar tan ξ ≈ ξ. Aqui definimos os vetores
~ξ1 = (ξ1x, ξ1y) e ~ξ2 = (ξ2x, ξ2y), como ilustrado na figura 3.3. Com isso

ξ1j ≈ c

ω1
q1j (3.27)

ξ2j ≈ c

ω2
q2j (3.28)

onde j = x, y.

Utilizando as expressões (3.6) e (3.7), além da definição de K = ωp/c, temos que

~q1 ≈ 1 + ν

2
K~ξ1, (3.29)

~q2 ≈ 1− ν

2
K~ξ2. (3.30)

Substituindo as expressões (3.29-3.30) em (3.25), chegamos a

∆oo ≈ KLfoo, (3.31)

onde

foo =
µoo

2
+

αp

4
[ξ1x(1 + ν) + ξ2x(1− ν)]−

1
8n̄o

{
ξ2
1(1 + ν) + ξ2

2(1− ν)− b

2
[ξ1x(1 + ν) + ξ2x(1− ν)]2 − g

2
[ξ1y(1 + ν) + ξ2y(1− ν)]2

}
.

(3.32)

Podemos agora calcular a amplitude (3.10) do estado para o casamento de fases do tipo

I em termos dos ângulos de saı́da:

Φoo ≈ Cσ1σ2G(ν)E (~q1 + ~q2)Le−i∆oo sinc∆oo

= NG(ν)A(~ξ1, ~ξ2, ν)e−iKLfoo sinc (KLfoo), (3.33)

onde N é uma constante de normalização, foo é dado pela equação (3.32), e

A(~ξ1, ~ξ2, ν) = E

(
1 + ν

2
K~ξ1 +

1− ν

2
K~ξ2

)
. (3.34)

Para mostrar que a equação (3.33) descreve corretamente a dependência de Φoo com

a frequência e com os ângulos de saı́da, a figura 3.4 mostra a dependência de ξx com o

comprimento de onda dos fótons convertidos para um cristal de Iodato de Lı́tio de largura

15 mm e bombardeado por um feixe de laser de 325 nm para três diferentes ângulos θ de

casamento de fases.

Para θ = 59.217◦ e θ = 59.185◦, os resultados encontrados concordam muito bem com

dados experimentais obtidos por Bogdanov et al. [1]. Resultados análogos são obtidos por



Capı́tulo 3. Propriedades Espaciais e de Frequências da Conversão Paramétrica Descentente 34

Figura 3.4: Ângulo de saı́da em função do comprimento de onda do campo convertido para

um cristal de Iodato de Lı́tio bombeado por um feixe de laser de comprimento de onda

λ = 325 nm, para três ângulos de casamento de fases θ (à esquerda). Esses resultados foram

obtidos da equação (3.33). A escala horizontal foi ajustada para permitir a comparação direta

com os dados experimentais de Bogdanov et al. [1] (à direita).

Baek et al. [46] ao estudar as propriedades espectrais do par de fótons emaranhados do tipo

I na CPDE.

Uma outra representação útil para Φoo é escrita quando fazemos a seguinte mudança de

representação:

~ξs =
1
2
(~ξ1 + ~ξ2) (3.35)

~ξd =
1
2
(~ξ1 − ~ξ2). (3.36)

Agora poderemos escrever a equação (3.33) na forma

Φoo = NE
(
K~ξs + Kν~ξd

)
sinc (KLFoo)e−iKLFoo , (3.37)
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onde

Foo =
µoo

2
+

αp

2
(ξsx + νξdx)

− 1
4n̄o

[
(1− b)ξ2

sx + (1− g)ξ2
sy + ξ2

d + (2− b)νξsxξdx + (2− g)νξsyξdy

]
.

Quando os parâmetros b e g são aproximados por 1, teremos

Foo ≈ µoo

2
+

αp

2
(ξsx + νξdx)− 1

4n̄o
(ξ2

d + ν~ξs · ~ξd). (3.38)

No caso de frequência degenerada (ν = 0), teremos

Foo ≈ µoo

2
+

αp

2
ξsx − ξ2

d

4n̄o
. (3.39)

Quando os detectores se movem em sentidos opostos de modo que ~ξs = 0, a probabili-

dade de detecção em coincidência (para ν = 0) será proporcional a

|Φoo|2d ≈
∣∣∣∣NE (0) sinc

[
KL

4n̄o
(R2 − ξ2

d)
]∣∣∣∣

2

, (3.40)

onde R =
√

2n̄oµoo. Vemos que a probabilidade de detecção em coincidências é máxima

quando o vetor ~ξd descreve um cı́rculo de raio R.

Quando os detectores são escaneados na mesma direção e sentido, de modo que |~ξd| = R,

teremos

|Φoo|2s ≈
∣∣∣∣NE (K~ξs) sinc

(
1
2
KLαpξsx

)∣∣∣∣
2

. (3.41)

A equação (3.41) ilustra a possibilidade de transferência do espectro angular E (~q) do feixe

bombeador para o campo convertido E (K~ξs) = E (~q1 + ~q2) [22] e sua dependência com o

comprimento do cristal L e o efeito da anisotropia do sistema. A quantidade αp, que quan-

tifica o walk-off, limita a transferência do espectro angular. Se o argumento da função sinc [...]

for muito pequeno, a dispersão dessa função será grande. Em contrapartida, para grandes

valores deste argumento, teremos pequena dispersão e um afinamento nesta função. Para

que não haja limitação na transferência do espectro angular é necessário que a largura da

função sinc [...] seja maior que a largura do espectro angular. Para que isso ocorra, a magni-

tude do argumento sinc [...] deve ser o menor possı́vel, o que fará com que esta função tenha

grande dispersão. Dependendo então da magnitude do número de onda K = ωp/c, de αp e

do comprimento L, poderemos transferir todo o espectro angular ou não. Quando o campo

incidente é Gaussiano, a transferência será satisfatória somente quando sua cintura w0 for

muito maior que Lαp/2π. Para um BBO de L ∼ 1 mm, temos Lαp/2π ∼ 10µm. Este corte na
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tranferência do espectro angular, causado pelo termo de walk-off αpξsx, tem consequências

na anisotropia de emaranhamento nas variáveis espaciais do estado de dois fótons [25]. Na

figura 3.5 temos as comparações entre resultados experimentais e aqueles obtidos através da

equação (3.41) para o BBO com L = 5 mm, no regime colinear, para o tipo I, bombeado com

um laser de 405 nm com cintura w0 ≈ 25 µm. No gráfico da esquerda, os dois detectores são

deslocados no mesmo sentido, na direção x. A linha tracejada mostra o perfil esperado do

espectro angular do laser bombeador. No gráfico da direita, os dois detectores são deslo-

cados no mesmo sentido, na direção y. Aqui, utilizamos filtros de interferência de 10 nm,

em frente aos detectores. Vemos claramente que nas condições do experimento o espectro

angular do feixe bombeador só é transferido para o estado de dois fótons na direção y.

Figura 3.5: Comparação entre resultados experimentais e predições da equação (3.41) (linha

sólida) para o BBO com L = 5 mm no regime colinear para o casamento de fases do tipo

I, bombeado por feixe de laser de 405 nm com w0 ≈ 25µm. No gráfico da esquerda, os

dois detectores são deslocados no mesmo sentido, na direção x. A linha tracejada mostra

um perfil gaussiano correspondente ao espectro angular do laser bombeador. No gráfico da

direita, os dois detectores são deslocados no mesmo sentido, na direção y.

3.3 Casamento de fases do Tipo II

No casamento de fases do tipo II em um cristal negativo temos um feixe com polarização

extraordinária convertendo-se em dois campos de polarizações perpendiculares entre si,
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sendo que a polarização de um deles é igual à polarização do feixe de entrada. A conversão

pode ocorrer no seguinte esquema: e → eo ou e → oe, onde e corresponde ao fóton de

polarização extraordinária e o corresponde ao fóton de polarização ordinária. A figura 3.6

representa esquematicamente o processo de conversão, ao sairem dois cones de luz com um

espectro de cores. Trataremos inicialmente do caso em que temos um fóton de polarização

extraordinária se convertendo na ordem ordinária e extraordinária (e → oe) e em seguida

trataremos do outro caso. Nos dois casos os cálculos são completamente análogos pos-

suindo apenas alguns remanejamentos de ı́ndices. Para contemplar as duas possibilidades,

escreveremos a função de onda na forma

|Ψ〉 =
∫

dν

∫
d~q1

∫
d~q2 (Φoe|~q1, ν, ε̂o〉|~q2,−ν, ε̂e〉+ Φeo|~q1, ν, ε̂e〉|~q2,−ν, ε̂o〉) (3.42)

onde deveremos determinar as amplitudes Φoe e Φeo.

Figura 3.6: Conversão paramétrica descendente tipo II. O feixe incidente tem polarização

extraordinária e gera dois fótons com polarizações ordinária e extraordinária.

3.3.1 Conversão e → oe.

Neste processo de conversão, teremos que

kpz ≈ κp − αpqpx − 1
2κp

(βpq
2
px + γpq

2
py), (3.43)

k1z ≈ k1 − q2
1

2k1
, (3.44)

k2z ≈ κ2 − ᾱq2x − 1
2κ2

(β̄q2
2x + γ̄q2

2y), (3.45)
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onde

k1 = n̄o (1 + aν) (1 + ν)
ωp

2c
, (3.46)

κ2 = η̄
(
1− a′ν

)
(1− ν)

ωp

2c
, (3.47)

κp = ηp
ωp

c
, (3.48)

e

a′ =
ωp

2η̄

dη

dω

∣∣∣∣
ω=

ωp
2

. (3.49)

Com a ajuda das equações (3.43-3.45), ficaremos com

∆oe ≈
[
k1 − q2

1

2k1
+ κ2 − ᾱq2x − 1

2κ2

(
β̄q2

2x + γ̄q2
2y

)− κp + αpqpx +
1

2κp

(
βpq

2
px + γpqpy

)] L

2
,

(3.50)

ou

∆oe =
[
koe − q2

1

2k1
− ᾱq2x − 1

2κ2

(
β̄q2

2x + γ̄q2
2y

)
+ αpqpx +

1
2κp

(
βpq

2
px + γpqpy

)] L

2
, (3.51)

com

koe = k1 + κ2 − κp. (3.52)

Temos agora αp e ᾱ, que são, respectivamente, o walk-off do feixe incidente e o walk-off de

um dos feixes convertidos.

No regime colinear, a equação (3.52) deverá ser nula. Substituindo as equações (3.46-

3.48) em (3.52), ficaremos com

koe = no (1 + aν) (1 + ν)
ωp

2c
+ η̄

(
1− a′ν

)
(1− ν)

ωp

2c
− ηpωp

c
→

koe =
n̄oωp

2c

(
1 + ν + aν + aν2

)
+

η̄ωp

2c

(
1− ν − a′ν + a′ν2

)− ηpωp

c
. (3.53)

Como a ¿ 1, a′ ¿ 1 e ν2 ¿ ν, a equação (3.53) ficará

koe ≈ n̄oωp

2c
(1 + ν) +

η̄ωp

2c
(1− ν)− ηpωp

c
,

koe ≈ ωp

c

[
1
2
(n̄o + η̄) +

1
2
(n̄o − η̄)ν − ηp

]
,

koe ≈ Kµoe, (3.54)

onde

µoe =
1
2
(n̄o + η̄) +

1
2
(n̄o − η̄)ν − ηp. (3.55)
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Neste caso, o termo de casamento de fases µoe apresenta uma dependência linear com ν,

enquanto que no casamento de fases do tipo I o termo µoo apresenta uma dependência com

ν2, conforme (3.25).

Substituindo as expressões (3.46)-(3.48) em (3.51) e lembrando que a ¿ 1, a′ ¿ 1 e

ν2 ¿ ν, ficaremos com

∆oe ≈ [Kµoe + αpq1x + (αp − ᾱ)q2x]
L

2

+
L

2

{
− cq2

1

n̄o(1 + ν)ωp
+

c

2ηpωp

[
βp(q1x + q2x)2 + γp(q1y + q2y)2

]− c

η̄(1− ν)ωp

(
β̄q2

2x + γ̄q2
2y

)}
,

ou

∆oe ≈ [Kµoe + αpq1x + (αp − ᾱ)q2x]
L

2

+
L

2n̄oK

{
b

2
(q1x + q2x)2 +

g

2
(q1y + q2y)2 − q2

1

(1 + ν)
− n̄o

η̄(1− ν)
(
β̄q2

2x + γ̄q2
2y

)}
, (3.56)

onde

b =
n̄oβp

ηp
,

g =
n̄oγp

ηp
.

Os dois últimos termos entre chaves da expressão (3.56) ficarão

q2
1

(1 + ν)
+

n̄o

η̄(1− ν)
(
β̄q2

2x + γ̄q2
2y

)
=

η̄q2
1 − η̄νq2

1 + n̄oβ̄q2
2x + n̄oνβ̄q2

2x + n̄oγ̄q2
2y + n̄oνγ̄q2

2y

η̄(1− ν)(1 + ν)
.

O denominador da equação acima será aproximadamente igual a η̄ e assim ficaremos com

q2
1

(1 + ν)
+

n̄o

η̄(1− ν)
(
β̄q2

2x + γ̄q2
2y

)
= q2

1 +
n̄oβ̄q2

2x

η̄
+

n̄oγ̄q2
2y

η̄
+

(
n̄oβ̄q2

2x

η̄
− q2

1 +
n̄oγ̄q2

2y

η̄

)
ν.

(3.57)

Com isso a expressão (3.56) ficará

∆oe ≈ [Kµoe + αpq1x + (αp − ᾱ)q2x]
L

2

+
L

2n̄oK

[
b

2
(q1x + q2x)2 +

g

2
(q1y + q2y)2 − b̄q2

2x − ḡq2
2y − q2

1 + (q2
1 − b̄q2

2x − ḡq2
2y)ν

]
, (3.58)

onde

b̄ =
n̄oβ̄p

ηp
,

ḡ =
n̄oγ̄p

ηp
.
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Para alguns casos é mais útil escrever a equação (3.58) em termos dos ângulos de saı́da.

Para tanto, tal como foi feito para o casamento de fases do tipo I,

ξ1j ≈ cq1j

ω1
=

2q1j

(1 + ν)K
→ q1j ≈ 1 + ν

2
Kξ1j (3.59)

ξ2j ≈ cq2j

ω2
=

2q2j

(1− ν)K
→ q2j ≈ 1− ν

2
Kξ2j . (3.60)

Substituindo as expressões (3.59) e (3.60) na (3.58), teremos

∆oe = KLfoe, (3.61)

com

foe =
µoe

2
+

αp

4
(1 + ν)ξ1x +

(αp − ᾱ)
4

(1− ν)ξ2x

+
1

8n̄o

{
b

2
[(1 + ν)ξ1x + (1− ν)ξ2x]2 +

g

2
[(1 + ν)ξ1y + (1− ν)ξ2y]

2

}

− 1
8n̄o

{
(1− ν)(1 + ν)2ξ2

1 + (1 + ν)(1− ν)2ξ2
2xb̄ + (1 + ν)(1− ν)2ξ2

2y ḡ
}

.

Lembrando novamente que a ¿ 1, a′ ¿ 1 e ν2 ¿ ν, ficaremos com

foe =
µoe

2
+

αp

4
(1 + ν)ξ1x +

(αp − ᾱ)
4

(1− ν)ξ2x

+
1

8n̄o

{
b

2
[(1 + ν)ξ1x + (1− ν)ξ2x]2 +

g

2
[(1 + ν)ξ1y + (1− ν)ξ2y]

2

}

− 1
8n̄o

[
(1 + ν)ξ2

1 + (1− ν)(b̄ξ2
2x + ḡξ2

2y)
]
. (3.62)

Portanto, em termos dos ângulos de saı́da ~ξ1 e ~ξ2, poderemos reescrever a expressão para a

amplitude dos campos na forma

Φoe = NG(ν)Ẽ
(

1 + ν

2
K~ξ1 +

1− ν

2
K~ξ2

)
sinc (KLfoe)e−iKLfoe . (3.63)

Em termos das variáveis ~ξs e ~ξd, definidas em (3.35) e (3.36), escrevemos

Φoe = NG(ν)Ẽ
(
K~ξs + Kν~ξd

)
sinc (KLFoe)e−iKLFoe , (3.64)

com

Foe ≈ µoe

2
+

[αp

2
+

ᾱ

4
(1 + ν)

]
ξsx +

[αp

2
ν − ᾱ

4
(1− ν)

]
ξdx −

ξ2
d

4n̄o
+

(1 + ν)~ξs · ~ξd

4n̄o
, (3.65)

onde as quantidades b, b̄, g e ḡ foram aproximadas por 1. Caso contrário, a expressão para

Foe fica excessivamente complicada.
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3.3.2 Conversão e → eo.

Na conversão do tipo e → eo, os cálculos são completamente similares àqueles desenvolvi-

dos na subseção anterior, bastando trocar as posições de ~ξ1 e ~ξ2 e substituir ν por−ν. Assim,

teremos

Φeo = NG(ν)Ẽ
(

1 + ν

2
K~ξ1 +

1− ν

2
K~ξ2

)
sinc (KLfeo)e−iKLfeo , (3.66)

com

feo =
µeo

2
+

αp − ᾱ

4
(1 + ν)ξ1x +

αp

4
(1− ν)ξ2x

+
1

8n̄o

{
b

2
[(1 + ν)ξ1x + (1− ν)ξ2x]2 +

g

2
[(1 + ν)ξ1y + (1− ν)ξ2y]

2

}

− 1
8n̄o

[
(1 + ν)(b̄ξ2

1x + ḡξ2
1y) + (1− ν)ξ2

2

]
, (3.67)

µeo =
1
2
(n̄o + η̄)− 1

2
(n̄o − η̄)ν − ηp. (3.68)

Em termos de ~ξs e ~ξd,

Φeo = NG(ν)Ẽ
(
K~ξs + Kν~ξd

)
sinc (KLFeo)e−iKLFeo , (3.69)

com

Feo ≈ µeo

2
+

[αp

2
+

ᾱ

4
(1− ν)

]
ξsx +

[αp

2
ν +

ᾱ

4
(1 + ν)

]
ξdx −

ξ2
d

4n̄o
− (1− ν)~ξs · ~ξd

4n̄o
. (3.70)

A figura 3.7 mostra gráficos da contagem simples de fótons em função do ângulo de

saı́da para um cristal BBO com casamento de fases do tipo II, com L = 1 mm (esquerda) e

L = 0.25 mm (direita), bombeado por um laser de 407 nm. Esses gráficos foram obtidos das

equações (3.69) e (3.66) integrando-as em uma das variáveis e em ν, supondo que existe um

filtro de interferência com largura de 10 nm em frente ao detector. Os resultados concordam

perfeitamente com os dados experimentais obtidos por Lee et al. [54]. Vemos que os padrões

produzidos pela emissão de fótons gêmeos dependem do comprimento do cristal.

Vejamos agora quais são os resultados previstos para as contagens em coincidência em

experimentos nos quais os detectores se deslocam em sentidos opostos e no mesmo sentido.

Se deslocarmos os detectores em sentidos contrários, isto é, ~ξ1 = −~ξ2 teremos ~ξs = 0. Na

ausência de polarizadores, a taxa de contagens em coincidências será proporcional a

Pd =
∫
|Φoe|2d + |Φeo|2d dν =

∫ ∣∣∣NG(ν)Ẽ(Kν~ξd)
∣∣∣
2 [

sinc 2(KLF ′
oe) + sinc 2(KLF ′

eo)
]
dν,

(3.71)
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Figura 3.7: Densidades de contagens simples obtidas da equação (3.74), integrada em um

dos ângulos de saı́da e em ν, com um filtro de interferência de 10 nm, para o BBO de com-

primentos L = 1 mm e L = 0.25 mm, com um feixe incidente de 407 nm e θ = 42.5◦.

onde

F ′
oe =

µoe

2
+

[αp

2
ν +

ᾱ

4
(1− ν)

]
ξdx −

ξ2
d

4n̄o
, (3.72)

F ′
eo =

µeo

2
+

[αp

2
ν − ᾱ

4
(1 + ν)

]
ξdx −

ξ2
d

4n̄o
. (3.73)

Rearranjando os termos em (3.72) e (3.73) e considerando que os filtros de frequência são

muito finos (ν → 0), podemos escrever Pd como

Pd ≈
∣∣∣N Ẽ(0)

∣∣∣
2
{

sinc 2

[
KL

4n̄o
(R2 − |~ξd − Cx̂|2)

]
+ sinc 2

[
KL

4n̄o
(R2 − |~ξd + Cx̂|2)

]}
, (3.74)

onde

R2 = 2n̄oµoe +
n̄2

oᾱ
2

4
, (3.75)

C =
n̄oᾱ

2
. (3.76)

Vemos que a taxa de contagens em coincidências só é relevante quando o vetor ~ξd descreve

ou um cı́rculo de raio R centrado em x = C ou em x = −C , revelando assim a estrutura
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espacial da função de casamento de fases na CPDE tipo II degenerada (ν = 0). Note que se

µoe = µeo = 0, teremos R = C, o que significa que os dois cı́rculos se tangenciam em x = 0.

Este é o caso da geração colinear. Se µoe = µeo ≈ −n̄oᾱ
2/8, teremos R ≈ 0, caso conhecido

como beam-like, onde são produzidos apenas dois feixes finos com separação angular de

2C = n̄oᾱ.

Quando os detectores são escaneados na mesma direção, de modo que ~ξd = 0, a proba-

bilidade de detecção em coincidências é

Ps =
∫
|Φoe|2s + |Φeo|2s dν =

∣∣∣N Ẽ(K~ξs)
∣∣∣
2
∫

G2(ν)
[
sinc 2(KLF ′′

oe) + sinc 2(KLF ′′
eo)

]
dν,

(3.77)

com

F ′′
oe =

µoe

2
+

[αp

2
+

ᾱ

4
(1 + ν)

]
ξsx ≈ µoe

2
+

(αp

2
+

ᾱ

4

)
ξsx, (3.78)

F ′′
eo =

µeo

2
+

[αp

2
+

ᾱ

4
(1− ν)

]
ξsx ≈ µeo

2
+

(αp

2
+

ᾱ

4

)
ξsx. (3.79)

Vamos nos concentrar na geração quase-colinear, isto é, quando (n̄o + η̄)/2 = ηp e µoe =

−µeo = (n̄o − η̄)ν/2. Neste caso particular,

F ′′
oe ≈ 1

4
[(2αp + ᾱ)ξsx + (n̄o − η̄)ν] , (3.80)

F ′′
eo ≈ 1

4
[(2αp + ᾱ)ξsx − (n̄o − η̄)ν] . (3.81)

Pelas expressões (3.77), (3.80) e (3.81), vemos que a transferência de espectro angular na

CPDE tipo II quase-colinear sofre , em princı́pio, do mesmo problema que ocorre no tipo

I: O espectro angular só é completamente transferido na direção y. Entretanto, devido à

dependencia linear de µoe e µeo com ν, um efeito interessante acontece. Podemos reescrever

(3.77) aproximadamente como

Ps ∝
∣∣∣Ẽ(K~ξs)

∣∣∣
2
∫

G2(ν)
{

sinc 2

[
KL

4

(
ξsx

m
+ ν

)]
+ sinc 2

[
KL

4

(
ξsx

m
− ν

)]}
dν, (3.82)

onde m = (2αp − ᾱ)/(n̄o − η̄). Supondo que G(ν) é uma função par, a expressão (3.82) é

equivalente a

Ps ∝
∣∣∣Ẽ(K~ξs)

∣∣∣
2
H

(
ξsx

m

)
, (3.83)

onde H(x) é a convolução de G2(x) com sinc 2(KLx/4). Nas condições experimentais mais

comuns, a largura de H é praticamente igual à largura de G2. Vemos assim, que embora o
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Figura 3.8: Comparação entre os resultados experimentais (•) e as predições da equação

(3.83) (linha sólida) para o BBO com L = 5 mm, casamento de fases do tipo II no regime

colinear, bombeado por um laser de λp = 405 nm e w0 ≈ 25µm. Os dois detectores se

movem na mesma direção e mesmo sentido, e são equipados com filtros de interferência

com largura de linha de 10 nm (∆ν ≈ 0.012). A gaussiana coincide com o perfil do espectro

angular do laser. A linha pontilhada indica o perfil esperado para o caso monocromático

(∆ν → 0).

espectro angular E (~ξ) do feixe incidente não seja completamente transferido para o estado

de dois fótons na CPDE tipo II, poderemos ter uma a transferência perfeita, da imagem do

feixe, se a largura dos filtros de interferência G(ν) dividida pelo fator de magnificação m for

muito maior que a largura de E na direção x.

O efeito de transferência de imagem ora descrito foi testado experimentalmente, com os

resultados apresentados na figura 3.8. Um cristal BBO com L = 5 mm foi bombeado por

um feixe de laser com λp = 405 nm e w0 ≈ 25 µm. O cristal foi orientado para casamento

de fases colinear, com θ = 41.7◦. Nessas condições, m ≈ 1.5. Em frente aos detectores,

foram colocados filtros de inteferência com largura de linha de 10 nm, centrados em 810 nm

(∆ν ≈ 0.012). Vemos claramente que a imagem do perfil de espectro angular do laser foi

completamente transferida para o estado de dois fótons nas duas direções ortogonais.
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3.4 Montagem Experimental

Figura 3.9: Montagem experimental para a detecção em coincidência e no regime colinear

no processo da conversão paramétrica descendente espontânea.

A montagem experimental necessária para se medir a transferência do espectro angular,

está representada na figura 3.9. Um laser contı́nuo de comprimento de onda λ = 405 nm,

com polarização linear vertical, libera um feixe. I1 deixa passar somente a parte mais central

do feixe. A lente L1 focaliza o feixe na ı́ris I2 e esse conjunto forma um filtro espacial que

elimina os modos mais altos do espectro angular e torna o feixe completamente gaussiano.

A lente L2 expande o perfil do feixe e I3 é utilizada como marcador de caminho. L4 serve

para colimar o feixe no cristal não-linear BBO que dará casamento de fases dos tipos I e II.

O cristal produz dois fótons gêmeos de frequências degeneradas ω1 = ω2 = 810 nm. Um

espelho é colocado logo após o cristal para refletir toda a luz ultravioleta e deixar atravessar

somente a luz infravermelha. Os pares de fótons, gerados no regime colinear, atravesam

a lente L3, e passam por um divisor de feixe (DF ) para serem distribuı́dos nos sistemas

de detecção D1 e D2. O objetivo da lente L3 é focalizar o feixe na região de detecção para

assim tomarmos a transformada de Fourier dos perfis transversais de campo dos fótons

convertidos. A estes sistemas de detecção existem ainda acoplados, orifı́cios de 300µm e

filtros de interferência de (810± 10) nm.

Podemos movimentar os detectores D1 e D2 de várias formas em uma direção transver-
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sal à propagação dos fótons convertidos. Os detectores D1 e D2 são montados em estágios

de deslocamento nas direções horizontal (y) e vertical (x).

3.5 Conclusões

Obtemos as expressões para os estados quânticos gerados na CPDE para os casamentos de

fase dos tipos I e II para o caso não-monocromático com feixe incidente de freqüência bem

definida. Os estados foram gerados em um cristal birrefringente uniaxial de espessura L.

Alguns efeitos de anisotropia estão presentes no estado quântico gerado. O termo de walk-off

α influencia fortemente nas propriedade espacias quando transferidas para o par de fótons

detectados em coincidência. Os termos β e γ têm pouca influência no casamento de fase.

Vimos que para a CPDE do tipo I a transferência do espectro angular está fortemente ligada

ao termo de walk-off e a espessura L do cristal conforme a equação (3.41). Neste sincronismo

de fase, quando varremos os detectores na direção x, vemos claramente que o efeito do

walk-off achata o espectro angular quando observado neste plano de detecção e pode limitar

sua transferência o que influenciará no emaranhamento, em variáveis espaciais, do estado

de dois fótons. Quando varremos os detectores na direção y transferimos completamente o

espectro angular para os par de fótons gerados. As curvas experimentais concordam muito

bem a previsão teórica conforme visto pela figura 3.5. Para o casamento de fase do tipo II

vemos através de (3.83) que no caso monocromático o espectro angular não é completamente

transferido na direção x. A transferência ocorre completamente quando a analisamos na

direção y. No entanto, a imagem do feixe será completamente transferida quando a largura

de banda dos filtros de interferência, dividida pelo fator de magnificação m, for muito maior

que o espectro angular na direção x. Os gráficos ilustrados na figura 3.8 mostram a boa

concordância entre as previsões teóricas e os dados experimentais.
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Pureza, Fidelidade e Emaranhamento em Polarização na CPDE

O processo de conversão paramétrica descendente espontânea (CPDE) é muito importante

na preparação de estados de fótons gêmeos com alta fidelidade e pureza [54, 55, 56, 57, 58,

59, 60, 61, 62, 63, 64]. Os estados de dois fótons gerados por CPDE dos tipos I e II, determi-

nados no capı́tulo anterior, nos informam sua dependência com os efeitos de anisotropia do

meio e como esses efeitos, juntamente com o filtros de interferência, influem na transferência

do espectro angular do feixe bombeador para o estado de dois fótons. Neste capı́tulo,

mostraremos a dependência da pureza e do emaranhamento dos estados gerados pelo pro-

cesso supracitado com os parâmetros do cristal, tais como seu comprimento, divergência

do feixe incidente e ângulo de aceitação dos detectores. Começaremos o capı́tulo com uma

rápida revisão sobre o emaranhamento em sistemas bipartidos e sua quantificação.

4.1 O Emaranhamento

Desde a publicação do famoso trabalho de Einstein, Poldolsky e Rosen (EPR)[65], em 1936,

que questiona se a função de onda fornece uma descrição completa da realidade, o emaran-

hamento e a não-localidade têm sido pontos essenciais em várias discussões relacionadas

aos fundamentos e interpretações da Mecânica Quântica. Em 1964, John Stuart Bell escreveu

um trabalho de fundamentos de Mecânica Quântica sobre as limitações de uma teoria lo-

cal de variáveis ocultas que supostamente forneceria uma descrição completa da realidade

fı́sica conforme definida por EPR [66, 67]. Bell deduziu uma desigualdade que deveria ser

obedecida por qualquer teoria local de variáveis ocultas [68]. Desde então vários trabalhos

referentes a desigualdades de Bell foram desenvolvidos [69, 70, 71], sendo a violação de

47
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algumas dessas desigualdade a primeira maneira de se detectar emaranhamento. Com o

passar dos anos, muito se avançou na compreensão do emaranhamento, e surgiram várias

outras formas de detectá-lo e de quantificá-lo.

4.1.1 Emaranhamento de estados puros

Vamos analisar aqui somente o emaranhamento de sistemas de duas partes ou sistemas

bipartidos. Iniciemos então analisando o emaranhamento para estados puros [16, 58, 72].

Sejam dois sistemas quânticos que chamaremos de A e B. O estado fı́sico do sistema A

será descrito por um operador no espaço de Hilbert HA de dimensão dA, e o sistema B será

descrito em HB de dimensão dB . O estado (supostamente puro) do sistema composto será

descrito por um vetor |ψ〉 no espaço H = HA ⊗HB :

|ψ〉 =
da,dB∑

i,j

cij |ai〉 ⊗ |bj〉 ∈ HA ⊗HB, (4.1)

com a matriz complexa C = cij de dimensão dA × dB .

Um estado puro |ψ〉 é chamado estado produto, ou separável, se pudermos encontrar

estados |ψA〉 ∈ HA e |ψB〉 ∈ HB tais que

|ψ〉 = |ψA〉 ⊗ |ψB〉. (4.2)

Se isso não for possı́vel, o estado é chamado de emaranhado. Um estado produto pode ser

preparado de uma maneira local, ou seja, o sistema A é preparado no estado |ψA〉 e o sistema

B é preparado independentemente no estado |ψB〉.
Uma maneira de descrever o emaranhamento de estados puros para sistemas bipar-

tidos é através da decomposição de Schmidt [73, 69, 74]. Se pensarmos no estado descrito

pela equação (4.1), poderemos dizer que existe um conjunto ortonormal {|αi〉} de HA e um

conjunto ortonormal {|βi〉} de HB tais que

|ψ〉 =
R∑

k=1

λk|αk〉 ⊗ |βk〉 ∈ HA ⊗HB (4.3)

com coeficientes reais e positivos λk. Esses coeficientes são unicamente determinados como

a raiz quadrada dos autovalores da matriz CC†, onde C é a matriz formada pelos coefi-

cientes da equação (4.1). O número R ≤ mı́n{dA, dB} é chamado de posto de Schmidt de

|ψ〉.



Capı́tulo 4. Pureza, Fidelidade e Emaranhamento em Polarização na CPDE 49

4.1.2 Emaranhamento de estados mistos

Geralmente descrevemos um sistema quântico através de seu operador estatı́stico ou matriz

densidade, ρ ∈ H, representado na forma

ρ =
∑

i

pi|ψi〉〈ψi|, (4.4)

com
∑

pi = 1 e pi ≥ 0. Esta matriz é positiva e hermiteana pois todos os operadores

|ψi〉〈ψi| são positivos e hermiteanos. Isso significa que seus autovalores são não-negativos.

Em virtude da condição imposta em pi, teremos que Tr(ρ) = 1. Qualquer matriz positiva de

traço igual à unidade poderá ser interpretada como uma matriz densidade de algum estado.

A combinação convexa de dois estados ρ1 e ρ2, ρ = αρ1 + (1− α)ρ2 com α ∈ [0, 1], também

é um estado, como é o caso dos estados de Werner e os estados diagonais de Bell [75, 18].

Seja ρ uma matriz densidade para um sistema composto e pertencente ao espaço de

Hilbert H. Dizemos que ρ é um estado produto se existirem os estados ρA ∈ HA e ρB ∈ HB

tais que

ρ = ρA ⊗ ρB. (4.5)

O estado é dito separável quando pode ser expresso como uma soma convexa de estados

produtos ρA
i ⊗ ρB

i onde todos os pi são positivos, ou seja,

ρ =
∑

i

piρ
A
i ⊗ ρB

i (4.6)

com ∑

i

pi = 1.

Se isso não for possı́vel, o estado é dito emaranhado.

4.1.3 Medida de Emaranhamento

Existem diversas maneiras de se quantificar o emaranhamento de um estado bipartido.

Neste capı́tulo utilizaremos a concorrência, ou concordância. A concorrência é uma medida

de emaranhamento muito popular e que para estados puros é dada por

C(|ψ〉) =
√

2[1− Tr(ρ2
A)], (4.7)

onde ρA é o estado reduzido de |ψ〉 para o subsistema A [76]. Para estados mistos de dois

qubits, a concorrência é dada por

C(ρ) = máx{0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4}, (4.8)
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onde os λi são os autovalores da matriz R ≡ √√
ρρ̃
√

ρ em ordem decrescente [77]. A matriz

ρ̃ é dada por ρ̃ = σy ⊗ σyρ
∗σy ⊗ σy.

A seguir vamos determinar a pureza e a concorrência dos estados emaranhados em

polarização, gerados pela CPDE, para observarmos como se dá a dependência dessas quan-

tidades com a anisotropia do cristal e com os parâmetros básicos de um experimento e

também o quanto estes mesmos estados se aproximam dos estados |ψ+〉 e |φ+〉, analisando

a fidelidade dos estados gerados.

4.2 A Matriz Densidade Efetiva

Para determinarmos a pureza e o emaranhamento em polarização dos estados de fótons

gêmeos, vamos representá-los na forma do operador de estado ρ. Entretanto, como os esta-

dos gerados pela CPDE são multimodais, a definição de polarização dos fótons não é única.

Conforme vimos no capı́tulo 1, cada direção de propagação û define um sistema de vetores

unitários de polarização ε̂o(û) e ε̂e(û). Assim, é formalmente impossı́vel separar o estado

multimodal em uma parte espacial e uma parte de polarização. A solução para o trata-

mento da polarização de estados multimodais é a utilização da chamada matriz densidade

efetiva, definida da seguinte forma [78]

ρef = Zef




〈Pxxxx〉 〈Pxxyx〉 〈Pyxxx〉 〈Pyxyx〉
〈Pxxxy〉 〈Pxxyy〉 〈Pyxxy〉 〈Pyxyy〉
〈Pxyxx〉 〈Pxyyx〉 〈Pyyxx〉 〈Pyyyx〉
〈Pxyxy〉 〈Pxyyy〉 〈Pyyxy〉 〈Pyyyy〉




, (4.9)

onde

Pijlm = Pij ⊗ Plm, (4.10)

com

Pij =
∑

~k∈D

|~k, ε̂i(ẑ)〉〈~k, ε̂j(ẑ)|, (4.11)

onde |~k, ε̂i(ẑ)〉 representa o estado de um fóton transmitido por um polarizador com a

direção de polarização ε̂i = x̂ ou ŷ ortogonal ao eixo z. D é o conjunto dos vetores de

onda ~k admitidos pelo sistema de detecção, e Zef é a constante de normalização que levará

o traço de ρef a ser igual à unidade. Trocando a soma por uma integral na definição de Pijlm,

teremos

Pijlm =
∫∫

QD

d~ξ1d~ξ2

∫∫

BD

dν1dν2 M
(1)
ij (~ξ1, ν1)⊗M

(2)
lm (~ξ2, ν2), (4.12)
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onde

M
(1)
ij (~ξ1, ν1) = |~ξ1, ν1, ε̂i(ẑ)〉〈~ξ1, ν1, ε̂j(ẑ)| (4.13)

M
(2)
lm (~ξ2, ν2) = |~ξ2, ν2, ε̂l(ẑ)〉〈~ξ2, ν2, ε̂m(ẑ)|. (4.14)

Aqui, |~ξj , νj , ε̂i(ẑ)〉 representa um estado de 1 fóton propagando na direção definida por

ξj (veja o Cap. 2), com frequência dada por ωj = ωp(1 + νj)/2. QD e BD são a abertura

angular e a largura de banda espectral dos detectores, respectivamente, onde consideramos

que a largura de banda BD é muito maior que a largura de banda dos filtros de interferência

normalmente utilizados.

Vamos analisar a partir daqui os casos em que temos a geração de estados de dois fótons

por CPDE com casamento de fases dos tipos I e II e observar como alguns efeitos influenciam

o grau de fidelidade, pureza e emaranhamento desses estados.

4.3 Fontes de Estados Emaranhados em Polarização Gerados por

CPDE

Vamos analisar as fontes de estados bipartidos de dois fótons emaranhados em polarização

gerados por CPDE com casamento de fases dos tipos I e II.

O estado de dois fótons para o casamento de fases do tipo I, na aproximação paraxial, é

idealizado por

|Ψ〉 =
∫∫

|~ξj |≤1

d~ξ1d~ξ2

1∫

−1

dν φoo|~ξ1, ν, ε̂o〉|~ξ2,−ν, ε̂o〉, (4.15)

onde

Φoo = NG(ν)A(~ξ1, ~ξ2, ν) sinc [∆oo(~ξ1, ~ξ2, ν)] exp[−i∆oo(~ξ1, ~ξ2, ν)]. (4.16)

Para o casamento de fases tipo II, teremos

|Ψ〉 =
∫∫

|~ξj |≤1

d~ξ1d~ξ2

1∫

−1

dν
(
φoe|~ξ1, ν, ε̂o〉|~ξ2,−ν, ε̂e〉+ φeo|~ξ1, ν, ε̂e〉|~ξ2,−ν, ε̂o〉

)
, (4.17)

onde as amplitudes são dadas por

Φoe = NG(ν)A(~ξ1, ~ξ2, ν) sinc [∆oe(~ξ1, ~ξ2, ν)] exp[−i∆oe(~ξ1, ~ξ2, ν)] (4.18)
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e

Φeo = NG(ν)A(~ξ1, ~ξ2, ν) sinc [∆eo(~ξ1, ~ξ2, ν)] exp[−i∆eo(~ξ1, ~ξ2, ν)]. (4.19)

Os significados de ~ξ1, ~ξ2, N , G(ν), A, e as expressões para ∆eo(~ξ1, ~ξ2, ν), ∆oe(~ξ1, ~ξ2, ν) e

∆oo(~ξ1, ~ξ2, ν) são dados no capı́tulo anterior e na referência [23].

Consideraremos o feixe bombeador gaussiano, ou seja,

A(~ξ) ∝ e−|kpw0
~ξ|2/4 (4.20)

onde w0 é a cintura do feixe. A divergência do feixe será

Qp =
2λ

πw0
. (4.21)

Note que empregamos o dobro do valor normalmente definido para a divergência do feixe

[79], pois aqui estamos trabalhando com o seu diâmetro angular. A equação (4.20) poderá

ser reescrita na forma

A(~ξ) ∝ e−4|~ξ|2/Q2
p , (4.22)

e assim,

A(~ξ1, ~ξ2, ν) ∝ e−|(1+ν)~ξ1+(1−ν)~ξ2|2/Q2
p . (4.23)

4.3.1 Fontes com Casamento de fases do tipo I

Shih e Alley [80] empregaram fontes de pares de fótons emaranhados nas quais o estado

quântico era gerado através de um cristal uniaxial preparado para o casamento de fases

do tipo I, onde eles mudavam a polarização de um dos feixes através de uma placa de

onda e utilizavam um interferômetro de Hong- Ou-Mandel para gerar estados de Bell pós-

selecionados. Outras maneiras de gerar pares de fótons emaranhados com polarizações

ortogonais foram feitas por Kwiat et. al [62] e Altepeter[55]. Kwiat et al. [62] propõem uma

forma de gerar fótons gêmeos através de uma fonte composta por dois cristais uniaxiais

tendo seus respectivos eixos ópticos situados em planos perpendiculares entre si. A geome-

tria do problema proposto por Kwiat et al. está ilustrada na figura 4.1. Com essa fonte,

os autores produzem todos os pares, de uma determinada cor, emaranhados. Utilizando

cristais com casamento de fases do tipo I e um feixe de entrada polarizado a 45◦ com relação

à direção x, a componente do campo incidente que vibra no plano contendo o eixo óptico

do primeiro cristal (xz) gera fótons com polarização ordinária, enquanto que a componente

perpendicular ao plano xz passa livremente no primeiro cristal, como se propagasse em um
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Figura 4.1: Fonte de pares de fótons emaranhados. Dois cristais são acoplados para produzir

fótons gêmeos no processo da conversão paramétrica descendente. As linhas nos cristais

representam as direções de seus eixos ópticos

meio isotrópico. Esta componente, que tem polarização extraordinária no segundo cristal,

dará origem a fótons com polarização ordinária neste cristal. As duas polarizações, geradas

no primeiro e segundo cristal, são perpendiculares entre si e dão origem a um estado que

é da forma (em polarização) HH + eiφV V . Controlando-se a fase φ, podem-se produzir es-

tados de Bell do tipo φ+ = HH + V V e φ− = HH − V V e estudar o emaranhamento do

sistema via visibilidade na coincidência [61].

O estado correspondente à combinação descrita acima, onde ambos os cristais têm es-

pessura L, é

|ψ〉 =
∫∫

|~ξj |≤1

d~ξ1d~ξ2

1∫

−1

dν
(
Φooe

iζ′ |~ξ1, ν, ε̂o〉|~ξ2,−ν, ε̂o〉+ Φ⊥ooe
iζ′′ |~ξ1, ν, ε̂e〉|~ξ2,−ν, ε̂e〉

)
, (4.24)

onde

ζ ′ = kpL

{
η̄ − ᾱp

2
[(1 + ν)ξ1y + (1− ν)ξ2y]

}
−

kpL

4η̄

[
(1 + ν)(β̄ξ2

1y + γ̄ξ2
1x) + (1− ν)(β̄ξ2

2y + γ̄ξ2
2x)

]
,

ζ ′′ = kpL

[
no − 1

8no
|(1 + ν)~ξ1 + (1 + ν)~ξ2|2

]
,

e a amplitude Φ⊥oo é obtida trocando x por y em Φoo. O ı́ndice de refração ordinário no

é calculado na frequência ωp. As fases ζ ′ e ζ ′′ aparecem devido aos seguintes fatos: (a)
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Os fótons gêmeos gerados no primeiro cristal têm polarização extraordinária no segundo

cristal, sofrendo assim o efeito de walk-off, além de ganhar uma fase de propagação. (b)

A componente de polarização y do feixe bombeador ganha uma fase de propagação no

primeiro cristal antes de gerar fótons no segundo. A diferença nas fases entre as duas com-

ponentes do estado gerado nesta fonte significa que os cones de luz estão deslocados, um

com relação ao outro de δx = αpL/2 e δy = (2ᾱ−αp)L/2 nas direções x e y, respectivamente.

No cálculo de δx e δy, devemos levar em conta, além de ζ ′ e ζ ′′, as fases de Φoo e Φ⊥oo. Va-

mos assumir aqui que δx e δy são compensadas pelo uso de cristais anisotrópicos auxiliares

colocados no caminho dos fótons gêmeos.

Para o cálculo dos elementos da matriz densidade efetiva, levamos a expressão para o

estado de dois fótons (4.24) nas expressões (4.9) e (4.12). Os únicos termos que sobrevivem

são:

〈Pxxxx〉 = C

∫∫

QD

d~ξ1d~ξ2

∫

BD

dνA2 sinc 2∆⊥
oo (4.25)

〈Pyyyy〉 = C

∫∫

QD

d~ξ1d~ξ2

∫

BD

dνA2 sinc 2∆oo (4.26)

〈Pyxyx〉 = C

∫∫

QD

d~ξ1d~ξ2

∫

BD

dνA2 sinc∆oo sinc∆⊥
oo (4.27)

〈Pxyxy〉 = 〈Pyxyx〉∗. (4.28)

Como as expressões de ∆oo e ∆⊥
oo diferem apenas por uma rotação de 90◦ em torno do eixo

z , os termos 〈Pxxxx〉 e 〈Pyyyy〉 são iguais, ambos diferentes de 〈Pyxyx〉. A constante C não

precisa ser explicitada. A matriz densidade efetiva é então da forma

ρef =
1
2




1 0 0 r

0 0 0 0

0 0 0 0

r 0 0 1




, (4.29)

onde r = 〈Pyxyx〉/〈Pxxxx〉. A desigualdade de Cauchy-Schwarz garante que |r| ≤ 1. Natu-

ralmente, o estado que se busca gerar com essa fonte é

ρ =
1
2




1 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 1




. (4.30)
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Logo, vemos que quanto maior for o valor de r, mais o nosso estado se aproximará de um

estado de Bell puro |φ+〉, cuja matriz densidade é dada pela expressão (4.30).

Figura 4.2: Fonte de dois fótons construı́da com um único cristal do tipo I e bombeado pelos

dois lados. Os campos convertidos são superpostos com a ajuda de um espelho esférico.

A polarização do campo convertido é girada pela dupla passagem nas placas de quarto de

onda.

Uma outra forma de gerar estados de Bell do tipo HH + V V utiliza o esquema ilustrado

na figura 4.2, onde através de um espelho esférico e duas placas de λ/4 o feixe bombeador

gera fótons gêmeos nos dois sentidos, sendo que os feixes convertidos na primeira passagem

são refletidos de volta no cristal, mas com polarização girada de 90◦, e se superpõem com

os feixes convertidos na segunda passagem do bombeador pelo cristal. Neste caso, o estado

de dois fótons será

|Ψ〉 =
∫∫

|~ξj |≤1

d~ξ1d~ξ2

1∫

−1

dνΦoo

[
eiζ′ |~ξ1, ν, ε̂o〉|~ξ2,−ν, ε̂o〉+ ei(ζ′′+φ)|~ξ1, ν, ε̂e〉|~ξ2,−ν, ε̂e〉

]
, (4.31)

onde

ζ ′ = kpL
{

ηp +
αp

2
[(1 + ν)ξ1x + (1− ν)ξ2x]

}

− kpL

8

{
βp

2ηp
[(1 + ν)ξ1x + (1− ν)ξ2x]2

}

+
kpL

8

{
γp

2ηp
[(1 + ν)ξ1y + (1− ν)ξ2y]

2

}
(4.32)
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e

ζ ′′ = kpL

{
η̄ +

ᾱ2
2

[(1 + ν)ξ1x + (1− ν)ξ2x]
}

− kpL

4η̄

{
βp

2ηη

[
(1 + ν)(β̄ξ2

1x + γ̄ξ2
1y) + (1− ν)(β̄ξ2

2x + γ̄ξ2
2y)

]}
. (4.33)

Como os feixes não são colineares, a fase φ pode ser controlada pela posição z do espelho

esférico. Agora, os cones de luz convertida são deslocados na direção x apenas por (αp −
ᾱ)L/2, que é uma quantidade desprezı́vel. Assim, as fases ζ ′ e ζ ′′ podem ser descartadas

da expressão (4.31). As expressões para 〈Pxxxx〉, 〈Pyyyy〉 e 〈Pyxyx〉 serão idênticas e o estado

de dois fótons gerado por esta fonte é praticamente igual ao estado de Bell |φ+〉 (ou |φ−〉,
dependendo de φ).

4.3.2 Fontes com Casamento de Fases do Tipo II

Para o caso do casamento de fases do tipo II, a fonte empregada será aquela representada

na figura 4.3. O estado quântico gerado pelo processo paramétrico será aquele da equação

Figura 4.3: Fonte de dois fótons construı́da com um único cristal com casamento de fases do

tipo II.

(4.17). Como já discutido nos capı́tulos anteriores, as quantidades αp, ᾱ, βp, β̄, γp, γ̄, ηp e η̄

são termos devidos à anisotropia do cristal. Os termos αp e ᾱ são responsáveis pelo walk-off

do feixe bombeador e do feixe convertido extraordinário, respectivamente. As quantidades

βp, β̄, γp, γ̄ deformam o feixe nas direções x e y. Os termos ηp e η̄ são os ı́ndices de refração

que correspondem a ondas planas com polarização extraordinária propagando na direção

z. Utilizando a equação (4.17), podemos escrever as expressões para os elementos da matriz
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densidade efetiva. Supondo que a diferença de fase entre Φoe e Φeo é anulada por meio de

cristais compensadores, os seguintes termos sobreviverão:

〈Pxxyy〉 = B

∫∫

QD

d~ξ1d~ξ2

∫

BD

dνA2 sinc 2∆eo (4.34)

〈Pyyxx〉 = B

∫∫

QD

d~ξ1d~ξ2

∫

BD

dνA2 sinc 2∆oe (4.35)

〈Pyxxy〉 = B

∫∫

QD

d~ξ1d~ξ2

∫

BD

dνA2 sinc ∆eo sinc∆oe (4.36)

〈Pxyyx〉 = 〈Pyxxy〉∗, (4.37)

onde B é uma constante que não necessita ser explicitada. Através das equações do capı́tulo

anterior vemos que os termos diagonais 〈Pxxyy〉 e 〈Pyyxx〉, das equações (4.34-4.35), são

iguais. Os termos fora da diagonal são diferentes daqueles da diagonal principal. Como

o efeito da anisotropia afeta diferentemente cada componente do campo, os termos sinc∆oe

e sinc∆eo sofrem distorções diferentes. Essa diferença se torna desprezı́vel se o domı́nio

de integração QD for muito menor que a largura da função sinc [...] na direção afetada pelo

walk-off, como acontece se as aberturas dos detectores forem muito pequenas. A matriz den-

sidade efetiva resultante será da forma

ρef =
1
2




0 0 0 0

0 1 r 0

0 r 1 0

0 0 0 0




, (4.38)

onde r = 〈Pyxxy〉/〈Pxxyy〉. Idealmente, esta fonte geraria o estado de Bell |ψ+〉, cuja matriz

densidade é

ρ =
1
2




0 0 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0 0




. (4.39)
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4.4 Pureza, Fidelidade e Emaranhamento

Pela forma das matrizes densidade (4.29) e (4.38), vemos imediatamente que a pureza dos

estados de polarização P = Trρ2
ef em ambos os casos é dada por

P =
1 + r2

2
. (4.40)

As fidelidades dos estados representados por (4.29) e (4.38) devem ser calculadas com

relação aos estados de Bell |φ+〉 e |ψ+〉, respectivamente, cujas matrizes densidade são dadas

pelas expressões (4.30) e (4.39). A Fidelidade entre dois estados ρa e ρb é definida como

[74, 64] F (ρa, ρb) = Tr
√√

ρbρa
√

ρb. Quando ρa e ρb comutam, F (ρa, ρb) =
∑

i

√
aibi, onde ai

e bi são os autovalores de ρa e ρb. Teremos então, que para ambos os casos,

F =

√
1 + r

2
. (4.41)

Para determinarmos a concorrência, empregaremos o método utilizado por Wootters

para um estado arbitrário de dois qubits [77]. Primeiramente devemos calcular a matriz

ρ̃ = σy ⊗ σyρ
∗σy ⊗ σy e logo após o produto ρρ̃. As raı́zes quadradas dos autovalores da

matriz ρρ̃ fornecerão os valores das quantidades que entrarão na operação da equação (4.8).

A matriz σy édada por

σy =

(
0 −i

i 0

)
(4.42)

e o produto σy ⊗ σy será

σy ⊗ σy =




0 0 0 −1

0 0 1 0

0 1 0 0

−1 0 0 0




. (4.43)

As duas matrizes densidade efetivas (4.29) e (4.38) são reais (ρ∗ = ρ) e comutam com σy⊗σy.

Portanto, para ambos os casos, ρ̃ = ρ. Logo, os autovalores a serem levados à expressão (4.8)

serão os de ρ2
ef, isto é, λ1 = (1 + r)2/4, λ2 = (1− r)2/4, λ3 = λ4 = 0. Com isso, teremos

C = r (4.44)

para ambos os casos.

Pode-se mostrar também que a máxima violação possı́vel da desigualdade de Clauser-

Horne- Shimony-Holt em um experimento utilizando os estados (4.29) e (4.38) é dada por
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Figura 4.4: Diagramas representativos da situações para as quais poderemos ter o valor

do parâmetro r ≥ 0.90 e r ≥ 0.98 para conversão do tipo II. As quantidades QP , QD e

L representam, respectivamente, a divergência, o ângulo de aceitação e o comprimento do

cristal. O valores de QP , QD e L para os quais teremos r ≥ 0.90 e r ≥ 0.98 são aqueles que,

combinados, possuem pontos dentro dos volumes das caixas do diagrama.
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Figura 4.5: Diagramas representativos das situações para as quais poderemos ter o valor

do parâmetro r ≥ 0.90 e r ≥ 0.98 para conversão do tipo I. As quantidades Qp, Qd e L

representam, respectivamente, a divergência, o ângulo de aceitação e o comprimento do

cristal. O valores de Qp, QD e L para os quais teremos r ≥ 0.90 e r ≥ 0.98 são aqueles que,

combinados, possuem pontos dentro dos volumes das caixas do diagrama.

√
1 + r2 [75, 81], isto é,

Smáx = 2
√

1 + r2, (4.45)

sendo que o limite de Cirel’son é Smáx = 2
√

2.

4.5 Simulações Numéricas

Para termos uma idéia das caracterı́sticas dos dois tipos de fontes estudadas nas seções

anteriores em função do comprimento do cristal, da divergência do laser, do ângulo de

aceitação dos detectores e da largura de banda dos filtros de interferência, realizamos várias

simulações numéricas onde foi calculado o parâmetro r para cada caso. No primeiro grupo

de simulações, consideramos um cristal uniaxial BBO cortado para o casamento de fases do

tipo II, bombeado por um laser de comprimento de onda λp = 351 nm. O casamento de

fases foi ajustado para θ = 50.18◦, que gera feixes na configuração de cones cruzados (CC)

com um ângulo total de 7◦ entre os dois pontos de interseção. Consideramos cristais de

comprimentos (L) de 0.50 mm a 5.0 mm, divergência do feixe (Qp ) de 0.50 mrad a 5.0 mrad

e ângulos de aceitação dos detectores (QD) de 0.50 mrad a 5.0 mrad. Consideramos filtros

de interferência gaussianos de largura de banda de 1, 3 e 5 nm. Para o segundo conjunto
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Figura 4.6: Dependência do parâmetro r com o parâmetro s definido na equação (4.46) para

todos os casos analisados. Os pontos correspondem a soluções numéricas das equações

(4.34)-(4.37) e (4.25)-(4.28).

de simulações utilizamos a fonte de dois cristais cortados para o casamento de fases do tipo

I, com θ = 34.04◦. Na tabela 4.1 temos os valores de todos os parâmetros utilizados nas

simulações. Os resultados numéricos estão apresentados na forma de diagramas 3D. As

figuras 4.4 e 4.5 representam situações em que temos o parâmetro r ≥ 0.90 e r ≥ 0.98 para

casamento de fases do tipo I e tipo II. Os eixos x, y e z correspondem aos parâmetros L,

Qp e QD , respectivamente. A cada diagrama está associado um valor de largura de banda

BW dos filtros de interferência. Os pontos dentro dos blocos verticais correspondem aos

conjuntos desses valores para os quais a concorrência (r) assume valores acima daqueles

indicados nas figuras.

As perdas de pureza e emaranhamento nestas fontes são provocadas pelas assimetrias

das funções (4.25)-(4.28) e (4.34)-(4.37) com relação às direções x e y. As assimetrias ocorrem

principalmente por causa do walk-off transverso quando feixes extraordinários atravessam o

meio uniaxial. Para o sistema de cones cruzados (CC), casamento de fases do tipo II, vemos

na figura 4.4 que ocorre uma degradação do estado à medida que aumentamos a largura de

banda dos filtros de interferência utilizados na detecção. Isto se deve à dependência linear

dos ı́ndices de casamento de fases µeo e µoe com a dessintonia ν. No caso de geração do
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Parâmetro Valor

θ (graus) CC: 50.18, DC: 34.04

λp (nm) 351

no (351 nm) 1.7068

ne (351 nm) 1.5774

n̄o (702 nm) 1.6640

n̄e (702 nm) 1.5471

L (mm) de 0.50 a 5.0

Qp (mrad) de 0.50 a 5.0

QD (mrad) de 0.50 a 5.0

BW (nm) 1, 3 e 5

Tabela 4.1: Valores dos parâmetros utilizados nas simulações numéricas.

Fonte BW (nm) a1 a2 a3 a4

CC 1 1.0× 10−4 3.3 −0.33 3.1

CC 3 1.2× 10−3 2.8 −0.11 2.0

CC 5 2.2× 10−3 2.6 −0.058 2.0

TC todos 2.0× 10−5 3.3 1.2 2.5

Tabela 4.2: Valores das constantes de ajuste do parâmetro s.

tipo I, nas fontes de dois cristais, a dependência do termo de casamento de fases µoo com

ν é quadrática, fazendo com que os filtros de interferência tenham pouca ou praticamente

nenhuma influência sobre a degradação do estado. A tendência geral dos resultados aparece

no diagrama na figura 4.6, onde os valores de r, obtidos numericamente, são comparados

com o parâmetro s definido empiricamente da forma

s =
1

1− a1La2Qa3
p Qa4

D

, (4.46)

onde L é dado em milı́metros e Qp e QD são dados em miliradianos. A função s foi de-

terminada através de várias tentativas de um certo ajuste linear com r. As constantes

aj(j = 1, ..., 4) são ajustadas para cada caso e são listadas na tabela 4.2.
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4.6 Conclusões

Analisamos dois tipos de fontes de pares de fótons emaranhados utilizando a CPDE. No

primeiro tipo de fonte geramos o estado de Bell do tipo |φ+〉 utilizando a configuração de

dois cristais do tipo I para gerar o estado. Uma vez gerado, analisamos a fidelidade desse

estado quando comparado ao estado de Bell puro |φ+〉. Analisamos também a concorrência

do estado afim de termos uma medida de emaranhamento para compararmos a |φ+〉. A alta

pureza e fidelidade do estado está fortemente vinculada à divergência do feixe incidente,

do comprimento do cristal, da largura de banda dos filtros de interferência e do ângulo de

aceitação dos detectores. À medida que focalizamos o feixe e diminuimos a espessura do

cristal, para uma dada largura de banda de filtro, produziremos estados de Bell com alta

fidelidade e pureza. Para fontes com casamento de fase do tipo II (fontes de cones cruzados)

que geram estados de Bell na forma |ψ+〉, a alta fidelidade e pureza dos estados produzidos,

dependerão fortemente da largura de banda dos filtros de interferência. Quanto menor for

a largura do filtro maior a possibilidade de produzir estados com alta fidelidade e pureza.

Uma vez fixa a largura de banda dos filtros vimos, através da figura 4.4, que a pureza e

fidelidade do estado dependem sensivelmente da espessura do cristal.



Capı́tulo 5

Conclusões Gerais e Perspectivas

5.1 Conclusões Gerais

Vimos que podemos determinar o campo eletromagnético de um feixe que atravessa um

meio birrefringente uniaxial. A expressão desse campo é determinada através da equação

(2.56) que informa a anisotropia e a refração do feixe ao transpassar o meio. Conhecendo

esta função poderemos, em trabalho futuros, estudar a dinâmica do momento angular or-

bital da luz dentro de meios birrefringentes, a propagação de feixes de altas ordens em meios

uniaxiais e a evolução dos parâmetros de Stokes dentro desses meios. Através da matriz

transferência obtida no capı́tulo 2 poderemos determinar as funções de Green que propa-

garão os campos em meios uniaxiais. Analisando a dependência da matriz de transferência

com a componente ~q do vetor de onda e com o ângulo θ de corte do cristal, estabelece-

mos os limites de validade da aproximação escalar para a propagação em meios uniaxiais,

que é utilizada no modelo teórico para a CPDE. Os efeitos de anisotropia dados pelas ex-

pressões (2.11)-(2.18) influenciarão fortemente na transferência do espectro angular para o

par de fótons gerados na CPDE quando detectados em coincidência e no emaranhamento

do estado quântico que descreve estes fótons quando analisamos as variáveis espaciais e a

polarização do estado.

Para a CPDE do tipo I, analisamos a probabilidade de detecção em coincidência em

dois esquemas. O primeiro quando deslocamos os detectores em sentidos opostos. Neste

caso detectamos a função sinc [...] que nos dá os cones de luz devido à conversão. Estes

cones podem ser deslocados dependendo da condição de casamento de fase µoo, que tem

dependência com ν2. O termo de casamento de fase não afeta a largura dos cones que de-

64
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pende somente da espessura do cristal. Quando deslocamos os detectores no mesmo sentido

mostramos a transferência do espectro angular do feixe incidente para o estado detectado

em coincidência. Essa transferência depende tanto da divergência do feixe incidente como

dos efeitos de anisotropia do cristal que gerou o estado. O walk-off juntamente com o com-

primento do cristal e o número de onda do feixe incidente, possuem grande importância

nessa transferência pois, dependendo da magnitude de cada um deles, a função sinc [...]

poderá ser mais fina ou mais larga que o espectro angular incidente. Quando o argumento

da função sinc [...] é tal que ela é mais larga que o espectro angular, então conseguimos trans-

ferir todo o espectro incidente para o feixe detectado em coincidência. Para que isso ocorra

o argumento da função sinc [...] deve ser muito pequeno. Isso ocorrerá quando a cintura do

feixe, w0, for muito maior que Lzαp/2π.

Para a CPDE do tipo II, temos os termos de casamento de fase µeo e µoe completamente

diferentes daquele determinado para o tipo I. Neste caso teremos uma dependência linear

com ν o que leva a um espectro de freqüência completamente diferente daquele do tipo I.

Quando deslocamos os detectores em sentidos contrários, para detectarmos os cones de luz,

vemos novamente que a largura dos cones não depende do termo de casamento de fase.

Sua largura depende do comprimento do cristal e do walk-off. No caso monocromático e

detecção colinear a largura dos cones ainda dependem do termo de walk-off e o sinc [...]

continua sofrendo um deslocamento no plano de detecção. Quando deslocamos os detec-

tores na mesma direção vemos que a transferência do espectro angular fica dependente de

ν através dos termos de casamento de fase, que desloca a função sinc [..], e dos termos de

walk-off. A transferência do espectro angular ficará por conta da largura de banda dos

filtros de interferência que se for grande, para cristais longos, poderá ocorrer toda a trans-

ferência. Nas duas situações, casamentos de fase dos tipos I e II, os resultados teóricos aqui

apresentados concordam muito bem com os resultados experimentais.

Utilizando os estados quânticos determinados no capı́tulo 3 fizemos uma análise de seu

emaranhamento, pureza e fidelidade quando comparados aos estados de Bell |ψ+〉 e |φ+〉
por meio da concorrência. Vimos que o comprimento do cristal, a divergência do feixe

incidente, a largura de banda dos filtros de interferência e o ângulo de aceitação dos detec-

tores influenciam fortemente no emaranhamento do estado produzido. Teremos alta fideli-

dade e pureza para um certo conjunto das quantidades anteriormente mencionadas. O uso

de cristais longos, largos filtros de interferência e feixes de grande divergência contribuem

enormemente para a degradação da pureza e emaranhamento dos estados produzidos pelas

fontes. A focalização do feixe incidente tem um papel fundamental na produção de um es-
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tado de alta fidelidade e pureza principalmente quando utilizamos cristais longos. Para a

configuração de dois cristais onde produzimos o estado do tipo I, a alta fidelidade e pureza

do estado produzido não depende de forma tão sensı́vel da combinação entre a focalização

do feixe incidente e do comprimento do cristal como no caso da configuração de cones cruza-

dos que produzem o estado do tipo II. Para as fontes do tipo II, a produção do estado com

alta fidelidade e pureza é drasticamente afetada pela largura de banda dos filtros de inter-

ferência. Quanto maior a largura dos filtros menor é a possibilidade da escolha do conjunto

de parâmetros para produzir o estado com alta fidelidade.

Com o estado quântico para a CPDE do tipo II, mostrado no capı́tulo 3, poderemos de-

terminar o grau de emaranhamento nas variáveis espaciais deste estado e como ele se vin-

cula aos efeitos de anisotropia oriundos do cristal uniaxial. Poderemos proceder de forma

análoga, àquela de Fedorov [25, 82, 83, 84, 45], para quantificarmos o emaranhamento nas

variáveis espaciais na CPDE do tipo II, levando em consideração os efeitos de anisotropia

do meio não-linear que gera os par de fótons emaranhados.

5.2 Perspectivas

Chan e Eberly[85] demonstraram que o emaranhamento em variáveis espaciais pode ser

determinado através da largura do pacote de onda quando a função é um produto de

duas funções Gaussianas, uma na direção x e outra na direção y. Esta dupla-Gaussiana

é função para partı́culas livres que, a priori, é emaranhada nas coordenadas espaciais x e y

e este emaranhamento é controlado pela largura dos pacotes cujo estado se torna separável

quando essas larguras são iguais. A partir disso e da proposta de Fedorov [25, 45] propomos

uma análise do emaranhamento nas variáveis espaciais no casamento de fase do tipo II. A

seguir explicaremos, de forma sucinta, como determinar o emaranhamento nas variáveis

espaciais conforme proposto por Fedorov.

5.2.1 Análise do emaranhamento do estado de dois fótons no casamento de fase
do tipo II

Para determinarmos o grau de emaranhamento nas variáveis espaciais do estado e como

a dispersão dos fótons convertidos durante o processo da CPDE influencia na separabil-

idade do sistema, poderemos partir das propostas feitas por Chan [85] e Fedorov et. al

[82, 83, 84, 25, 45] que resolvem o problema do emaranhamento para variáveis espaciais
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e a sua dependência com a anisotropia do meio que gera os fótons gêmeos na CPDE do

tipo I. Deveremos, portanto, medir as dispersões condicionais e incondicionais nos graus

de liberdade a serem trabalhados. Chan e Eberly [85] mostraram que, para uma função

que é representada como o produto de duas funções Gaussianas, o quociente entre as dis-

persões do momento, quando temos detecção simples e a detecção em coincidência, é igual

ao número de Schmidt, ou seja,

Rp ≡ ∆kc.s.
1

∆kc.c.
1

= K. (5.1)

Na equação (5.1) a quantidade ∆k1 representa a dispersão da curva de detecção da partı́cula

1. O ı́ndice p rotula que as dispersões são calculadas para o momento e as abreviações c.s. e

c.c. indicam contagem simples e contagem em coincidência, respectivamente. K é o número

de Schmidt que é igual a 1 para sistemas não-emaranhados e diferente de 1 para sistemas

emaranhados. O valor de R também poderia ser obtido determinando as dispersões na

posição ou qualquer outro grau de liberdade vinculado aos dois primeiros. As medidas das

dispersões sempre são feitas utilizando apenas uma das variáveis do sistema, por exemplo,

a variável k1 ou a variável k2. Temos portanto que

K = Rp ≡ ∆kc.s.
1

∆kc.c.
1

≡ ∆xc.s.
1

∆xc.c.
1

= Rx. (5.2)

Chamamos, também, a detecção simples de detecção incondicional e a detecção em co-

incidência de detecção condicional. Se temos, portanto, um sistema de duas partes, uma

nos graus de liberdade da partı́cula 1 e a outra parte nos graus de liberdade da partı́cula

2, e desejamos determinar a dispersão incondicional da partı́cula 1, tomamos a densidade

de probabilidade do estado e a integramos com relação ao grau de liberdade trabalhado da

partı́cula 2, ou seja, para determinarmos a dispersão incondicional ∆xc.s.
1 deveremos calcu-

lar a integral [84] ∫
dx2 |Ψ(x1, x2)|2 . (5.3)

Agora, para determinarmos a dispersão condicional, devemos apenas obter a expressão de

|Ψ(x1, x2)|2.

Conhecendo-se a solução de (5.3) e a densidade de probabilidade, poderemos tomar as

dispersões das curvas obtidas nas detecções simples e em coincidência e calcular o quociente

entre elas para obtermos o valor de R. No problema do trabalho de Fedorov et al. [45],

foi necessária uma análise bi-dimensional das dispersões. Ele determinou as dispersões

condicional e incondicional nas direções paralela e perpendicular ao plano principal de um
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cristal uniaxial. Ele definiu o quantificador de emaranhamento como sendo o produto

R = R⊥R‖, (5.4)

onde R⊥ e R‖ significam medidas tomadas para as direções perpendicular e paralela ao eixo

óptico.

Como sabemos a expressão para o estado de dois fótons para a CPDE do tipo II, pode-

mos determinar, de forma análoga àquela feita por Fedorov [45], a dependência do emaran-

hamento do estado com a anisotropria do meio uniaxial.



Apêndice A

A Matriz de Transferência

Seja o sistema ilustrado na figura A.1. Os meios 1 e 2 são separados por uma interface

posicionada em z = z0. Uma onda eletomagnética atravessa essa fronteira z = z0, entre dois

meios uniaxias, passando do meio 1 para o meio 2. Na interface as componentes tangenciais

de ~E e ~H são contı́nuas[26, 27]. Portanto

Figura A.1: Interface entre dois meios uniaxiais. Os vetores ŝ1 e ŝ2 indicam as direções dos

eixos ópticos dos meios 1 e 2, respectivamente.

ẑ × [ ~E i(~r, t) + ~E r(~r, t)− ~E t(~r, t)]z=z0 = 0 (A.1)

e

ẑ × [ ~H i(~r, t) + ~H r(~r, t)− ~H t(~r, t)]z=z0 = 0 (A.2)

69
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que são válidas, também para suas respectivas transformadas de Laplace-Fourier. Os ve-

tores unitários ŝ1 e ŝ2 indicam, respectivamente, as direções dos eixos ópticos dos meios 1

e 2. θ1 e θ2 são os ângulos entre os eixos ópticos e a direção z. Como estamos tratando de

ondas planas e ~B = µ ~H , poderemos relacionar os campos na forma

~H =
1

µω
~k × ~E . (A.3)

Substituindo a equação (2.21) na (A.1) e utilizando as relações (2.6) e (2.7), teremos

ẑ × [koi2ŝ1 − (~kei · ŝ1)~kei]CeiE ei + ẑ × (~koi × ŝ1)CoiE oi +

ẑ × [kor2ŝ1 − (~ker · ŝ1)~ker]CerE er + ẑ × (~kor × ŝ1)CorE or −
ẑ × [kot2ŝ2 − (~ket · ŝ2)~ket]CetE et − ẑ × (~kot × ŝ2)CotE ot = 0. (A.4)

Multiplicando escalarmente a equação (A.4) por b̂, o primeiro termo será

b̂ · {ẑ × [koi2ŝ1 − (~kei · ŝ1)~kei]CeiE ei} = Cei(b̂× ẑ) · [koi2ŝ1 − (~kei · ŝ1)~kei]E ei

= Ceiâ · [koi2ŝ1 − (~kei · ŝ1)~kei]E ei

= Cei[a1k
oi2 − q(~kei · ŝ1)]E ei

= BeiE ei (A.5)

onde

Bei = Cei[a1k
oi2 − q(~kei · ŝ1)], (A.6)

q =
√

k2
x + k2

y (A.7)

e ŝ1, â e b̂ são definidos, respectivamente, pelas equações (2.25), (2.26) e (2.27). O segundo

termo de (A.4), será

b̂ · [ẑ × (~koi × ŝ1)CoiE oi] = b̂ · [(ẑ · ŝ1)~koi − (ẑ · ~koi)ŝ1]CoiE oi = −Doikoi
z E oi, (A.8)

onde

Doi = Coib1. (A.9)

Utilizando o mesmo procedimento para os outros termos da equação (A.4), teremos

−Dorkor
z E or + BerE er + Dotkot

z E ot −BetE et = Doikoi
z E oi −BeiE ei. (A.10)
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Se, por outro lado, multiplicarmos escalarmente a equação (A.4) por â, o primeiro termo

será

â · {ẑ × [koi2ŝ1 − (~kei · ŝ1)~kei]CeiE ei} = Cei(â× ẑ) · [koi2ŝ1 − (~kei · ŝ1)~kei]E ei

= −Ceib̂ · [koi2ŝ1 − (~kei · ŝ1)~kei]E ei

= −Deikoi2E ei (A.11)

onde

Dei = Ceib1. (A.12)

O segundo termo ficará

â · [ẑ × (~koi × ŝ1)CoiE oi] = Coiâ · [(ẑ · ŝ1)~koi − (ẑ · ~koi)ŝ1]E oi

= Coi[σ1q − a1k
oi
z ]E oi

= AoiE oi, (A.13)

onde

Aoi = Coi[σ1q − a1k
oi
z ] (A.14)

e σ1 é a magnitude da componente z do vetor ŝ1. Procedendo da mesma forma para os

outros termos, teremos

AorE or −Derkor2E er −AotE ot + Detkot2E et = −AoiE oi + Deikoi2E ei. (A.15)

Substituindo a equação (A.3) na equação (A.2) e multiplicando escalarmente a equação

resultante por â e b̂, ficaremos com as seguintes expressões

Dorkor2E or + Aerkor2E er −Dotkot2E ot −Aetkot2E et = −Doikoi2E oi −Aeikoi2E ei (A.16)

e

−BorE or −Derkor2ker
z E er + BotE ot + Detkot2ket

z E et = BoiE oi + Deikoi2kei
1 E ei (A.17)

onde

Apm = Cpm[σmq − amkpm
z ] (A.18)

Bpm = Cpm[amkom2 − q(~kpm · ŝm)] (A.19)

Dpm = Cpmbm, (A.20)

com p = e, o e m = i, r, t.
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O sistema de equações composto pelas expressões (A.10), (A.15), (A.16) e (A.17) poderá

ser escrito em forma matricial e ficará



Aor −Der(kor)2 −Aot Det(kot)2

−Dorkor
z Ber Dotkot

z −Bet

Dor(kor)2 Aer(kor)2 −Dot(kot)2 −Aet(kot)2

−Bor −Der(kor)2ker
z Bot Det(kot)2ket

z







E or
I

E er
I

E ot
I

E et
I




= E oi
I




−Aoi

Doikoi
z

−Doi(koi)2

Boi




+ E ei
I




Dei(koi)2

−Bei

−Aei(koi)2

Dei(koi)2kei
z




. (A.21)

Representando a matriz (A.21) de forma mais compacta



Ω11 Ω12 Ω13 Ω14

Ω21 Ω22 Ω23 Ω24

Ω31 Ω32 Ω33 Ω34

Ω41 Ω42 Ω43 Ω44




︸ ︷︷ ︸
Ω




E or

E er

E ot

E et




= E oi




Υ1

Υ2

Υ3

Υ4




︸ ︷︷ ︸
Υ

+E ei




Γ1

Γ2

Γ3

Γ4




︸ ︷︷ ︸
Γ

, (A.22)

as amplitudes espectrais poderão ser determinadas a partir da regra de Cramer

E or =
E oi det[ΩΥ

1 ] + E ei det[ΩΓ
1 ]

det[Ω]
(A.23)

E er =
E oi det[ΩΥ

2 ] + E ei det[ΩΓ
2 ]

det[Ω]
(A.24)

E ot =
E oi det[ΩΥ

3 ] + E ei det[ΩΓ
3 ]

det[Ω]
(A.25)

E et =
E oi det[ΩΥ

4 ] + E ei det[ΩΓ
4 ]

det[Ω]
(A.26)

onde as matrizes ΩΥ
j e ΩΓ

j são encontradas trocando a j-ésima coluna da matriz Ω pelas

matrizes Υ e Γ, respectivamente, e j = 1, 2, 3, 4.
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