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RESUMO

Neste trabalho investigamos as propriedades espaciais e de freqiiéncia do estado de
dois fétons gerados por conversdo paramétrica descendente em cristais uniaxiais de compri-
mento arbitrdrio. Como ferramenta bdsica, empregamos a 6ptica de Fourier em meios bir-
refringentes. Apresentamos um estudo detalhado da 6ptica de Fourier em meios anisotrépicos
uniaxiais de comprimento finito. Determinamos o estado quantico gerado no processo da
Conversao Paramétrica Descendente Espontanea, levando em conta a anisotropia do cristal
ndo-linear. Com isso, estudamos em detalhe como a transferéncia das propriedades do feixe
bombeador para o estado de dois fétons depende da anisotropia do meio. Utilizamos este
estado para fazer um estudo do emaranhamento e da pureza, em polarizagdo, e sua de-
pendéncia com o comprimento do cristal, a divergéncia do feixe bombeador, o angulo de

aceitagdo e a largura de banda em freqiiéncia dos detectores.



ABSTRACT

In this work we investigate the spatial and frequency properties of the two-photon es-
tates generated by spontaneous parametric down-conversion in uniaxial crystals of arbitrary
length. As a basic tool we use Fourier optics in birefringent media. We present a detailed
study of the Fourier optics in uniaxial anisotropic media of finite length. We determine
the quantum states generated in the process of spontaneous parametric down-conversion,
considering the anisotropy of the non-linear crystal. We study in detail the transfer of prop-
erties from pump beam to the two-photon state and its dependence on anisotropy. We use
this state to study the purity and entanglement in polarization, and its dependence with the

crystal length, pump beam divergence, detector angular aperture and frequency bandwidth.
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Capitulo 1

Introducao

Ao longo do anos, uma grande quantidade de trabalhos sobre a propagacado de feixes lumi-
nosos em meios birrefringentes tem sido publicada [2, 3, 4, 5, 6,7, 8,9, 10, 11, 12]. A ferra-
menta matematica amplamente empregada para o tratamento desta propagagdo é a Optica
de Fourier, que consiste em escrever os campos eletromagnéticos em uma superposicao de
ondas planas, o que permite uma simplificacdo na andlise da propagagdo do feixe. Este
tratamento matematico permite um estudo detalhado da propagacdo de feixes em vérios
meios. Aqui, estamos interessados em propagar campos em meios uniaxiais, ou seja, meios
birrefringentes que possuem apenas um tnico eixo 6ptico. Quando propagamos feixes
nestes meios podemos decompor a luz nas polarizagdes ordindria e extraordindria, definidas
através da orientagdo do eixo 6ptico do cristal e do vetor de onda das componentes de
onda plana do feixe. Propagar luz nestes meios dd origem a uma série de fendmenos
que sdo objetos de estudo em Optica. Em nosso caso analisaremos o fenémeno da Con-
versao Paramétrica Descendente Espontanea (CPDE) que nos tltimos anos tem sido fonte
de muitos estudos, por gerar pares de fétons em estados de dois fétons emaranhados em
diversos graus de liberdade, em particular os estados de Bell em polarizagdo, o que per-
mitiu a realizagdo de pesquisas sobre localidade, emaranhamento, criptografia, teletrans-
porte, [13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21] etc. Um estudo sobre a transferéncia das pro-
priedades transversais de pares de fétons gerados na CPDE, quando detectados em coin-
cidéncia, foi analisado por Monken et. al.[22] que mostrou que, para cristais finos, a trans-
feréncia das propriedades de correla¢des transversais do feixe bombeador para os fétons
detectados ocorre praticamente de forma integral. Devido a pequena espessura do cristal,

a expressdo matemadtica aproximada que descreve o estado quantico no processo da con-
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versdo ndo contém termos que informam sobre a anisotropia da fonte geradora do par de
fotons.

Neste trabalho investigaremos as propriedades tranversais, espaciais e de freqiiéncia do
estado gerado no processo da conversdo paramétrica descendente quando produzido em
cristais de comprimento finito, ndo necessariamente pequeno. Neste caso o comprimento
do meio ndo pode ser desprezado e portanto, aparecerdo efeitos de anisotropia no estado
que descreve o par de fétons gerado. Dependendo da posicao do eixo 6ptico, alguns efeitos
deformardo o perfil transversal, modificando seu raio de curvatura, fase de Gouy e sua cin-
tura. A transferéncia do espectro angular do feixe incidente para o par de f6tons detectados
em coincidéncia depende destes efeitos de anisotropia fora da aproximacgao de cristal fino.
Esta transferéncia depende em especial de um desvio do feixe na diregdo de uma das com-
ponentes transversais a dire¢do de propagacdo do feixe. Este desvio chamamos de walk-off
que, dependendo de sua magnitude, podera limitar a transferéncia do espectro angular. A
transferéncia fica dependendo tanto dos efeitos de anisotropia como da divergéncia do feixe
de entrada [23].

O emaranhamento do estado quantico dos fétons gémeos é fortemente afetado quando
consideramos a espessura do cristal. Este emaranhamento depende da anisotropia do meio
tanto no estudo das variaveis discretas [24] quanto continuas [25].

Esta tese se encontra estruturada na seguinte forma: O capitulo 2 explica a teoria da
propagacdo dos feixes eletromagnéticos em meios birrefringentes uniaxiais. Esta teoria é
um tratamento vetorial da 6ptica de Fourier em meios uniaxiais. Neste capitulo descreve-
mos o campo eletromagnético propagando-se através de um meio uniaxial e os efeitos de
anisotropia que aparecem nos campos. Determinamos uma matriz transferéncia que in-
forma a difracdo e o acoplamento do campo nas diregdes cartesianas para cada polarizagao
de campo incidente. Esta matriz de transferéncia é proveniente das condicdes de contorno
na interface do vacuo e cristal uniaxial e com seu auxilio podemos escrever as fung¢des propa-
gadoras dos campos. Isso servird para a realizacdo de uma série de trabalhos como estdo
sugeridos ao final deste capitulo. Este capitulo é de fundamental importancia pois nele
mostramos que podemos dar um tratamento escalar para a propagagdo dos campo eletro-
magnéticos para os angulos de casamento de fase da CPDE dos tipos I e II. No capitulo
3 empregamos a teoria do capitulo 2 para determinar o estado quantico gerado pela CPDE
com os efeitos de anisotropia do cristal uniaxial que gerou fétons gémeos. Neste capitulo es-
tudamos as propriedades espaciais e de freqiiéncia do estado quéntico gerados pela CPDE.

Analisamos a dependéncia da transferéncia do espectro angular, quando detectado em co-
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incidéncia, com os efeitos de anisotropia. Conhecendo detalhadamente o estado gerado
na CPDE poderemos estudar algumas propriedades desse estado como, por exemplo, o
emaranhamento do estado quantico em diversos graus de liberdade. No capitulo 4 in-
vestigamos a concorréncia e a pureza, para o grau de liberdade de polarizagdo, do estado
quantico determinado no capitulo 3. Ainda neste capitulo analisamos o quanto os estados
quanticos, gerados por algumas fontes de estados emaranhados, se aproximam dos estados
|YT) e |¢T) determinando a fidelidade do estado produzido. Duas construcdes de fontes
de pares de Bell sdo analisadas. Uma que gera cones cruzados e a outra através de dois
cristais com eixos Opticos dispostos perpendicularmente. Analisamos para quais conjuntos
de pardmetros como largura do cristal, divergéncia do feixe incidente, angulo de aceitagdo
dos detectores e largura de banda dos filtros de interferéncia teremos alta fidelidade e pureza
de estados quando comparados ao singleto e tripleto. No capitulo 5 encontram-se as con-
clusdes, algumas consideragdes finais e sugestdes de trabalhos que poderdo ser feitos com a

teoria aqui demonstrada.



Capitulo 2

Optica de Fourier em Meios Anisotrépicos

A representagdo de feixes eletromagnéticos monocrométicos em um semi-espaco isotrépico
por meio do espectro de ondas planas, o espectro angular, vem sendo usada com grande
sucesso hé varias décadas. O espectro angular de um feixe contém ondas planas, tanto ho-
mogéneas quanto evanescentes, e a expansdo de feixes eletromagnéticos em ondas planas
dé origem a chamada dptica de Fourier, que é uma poderosa ferramenta para o tratamento de
problemas de propagagdo em diversas areas da Optica e da teoria eletromagnética em geral.
Em se tratando do vdcuo ou de meios isotrépicos homogéneos, a 6ptica de Fourier é em
geral uma teoria escalar, vélida para qualquer uma das componentes do campo. A situacgdo
muda totalmente quando lidamos com meios anisotrépicos, onde a propagagdo dos feixes é
fortemente dependente da polarizacdo. Mesmo assim, o conceito de espectro angular con-
tinua vélido, embora nado seja mais uma quantidade escalar, conforme demonstrado por
Lalor [2].

Nos ultimos anos, a aplicagdo da 6ptica de Fourier ao estudo da conversdo paramétrica
descendente tem mostrado vdrias possibilidades de aplicagdes, quase todas ligadas a trans-
feréncia do espectro angular do feixe bombeador para a estrutura espacial do estado de dois
fétons [22]. Porém, na maior parte dos tratamentos, a anisotropia dos cristais ndo-lineares é
desprezada e aproximagdes escalares sdo utilizadas. Neste capitulo, desenvolvemos a teo-
ria vetorial da 6ptica de Fourier em meios anisotrépicos, tal como aquele da figura 2.1, que
servira de base para a formula¢do de um modelo mais completo para a geracdo de estados de
pares de f6tons por conversdo paramétrica descendente espontanea em cristais ndo-lineares
uniaxiais. Aqui consideraremos o campo monocromatico com dependéncia harmoénica no

tempo.
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Na secgdo 2.1 mostramos como expressar as polariza¢des ordindria e extraordindria do
feixe ao se propagar em um meio uniaxial através de seus vetores unitdrios e apresentamos
alguns efeitos de anisotropia que estardo presentes no campo do meio 3. Na secgdo 2.2 de-
terminamos a matriz transferéncia que relaciona as amplitudes espectrais dos meios 1 e 2,
com base nas condigdes de continuidade das componentes tangenciais dos campos E e H.
Na secgdo 2.3 determinamos o campo elétrico e o espectro angular propagados dentro do
meio uniaxial. Na sec¢do 2.4 determinamos o campo no meio 3 e o seu respectivo espectro
angular. Mostramos também os propagadores dos campos, do meio 1 ao meio 3. Os re-
sultados apresentados aqui derivam de uma teoria geral que foi desenvolvida por Stamnes
e colaboradores, que fizeram uma formulagdo bastante geral para a propagacdo de feixes
eletromagnéticos em meios anisotrépicos [3, 4, 5, 6]. A aplicagdo dos resultados gerais de
Stamnes ao problema no qual estamos interessados e a dedugdo das férmulas especificas de
propagacdo do campo e do espectro angular em um meio uniaxial de comprimento finito

sdo contribui¢des originais desta tese.

X

eixo optico

ANEAN

Figura 2.1: Sistema contendo um meio anisotrépico uniaxial. Um feixe eletromagnético
incide pela esquerda do material (meio 1), propaga-se através deste meio (meio 2) cujo eixo
Optico estd orientado no plano zz formando um angulo agudo 6 com a diregdo z, e emerge
na esquerda do cristal(meio 3). Os meios 1 e 3 sdo isotrépicos. O vetor 5 representa o unitdrio

na direcdo do eixo 6ptico.
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2.1 As polariza¢des do campo e a aproximacao paraxial

Figura 2.2: Representagdo de um meio uniaxial no espago dos momentos. Aqui temos um
cristal uniaxial e negativo pois n, > n.. A polarizacdo extraordindria estd na diregdo tan-
gente as linhas vermelhas. As linhas azuis indicam a dire¢do da polariza¢do ordinéria. O

vetor § é um unitdrio que aponta na diregdo do eixo 6ptico.

Em um meio opticamente anisotrépico, a velocidade de fase de uma onda plana néo ¢,
em geral, univocamente definida e pode depender tanto da direcdo do seu vetor de onda k
quanto do seu estado de polarizacdo. Além disso, o estado de polarizagdo da onda pode
variar com a distancia percorrida no meio. Em meios ditos uniaxiais, existe uma tnica
direcdo, chamada de eixo dptico, para a qual a velocidade de fase é independente do es-
tado de polarizacdo da onda. Para todas as outras dire¢des do vetor de onda, existem dois
autoestados de polarizagdo conhecidos como polarizagio ordindria e polarizagio extraordindria,
que correspondem a duas velocidades de fase diferentes. Isso equivale a dizer que a cada au-
toestado de polariza¢do corresponde um indice de refragdo: n, para a polarizacao ordindria
e ne(E) para a polarizagdo extraordinaria. Chamando de plano principal o plano definido
pelas direcdes do eixo 6ptico e do vetor de onda, a diregdo de polarizacdo ordindria é aquela
perpendicular ao plano principal, enquanto que a direcdo extraordindria situa-se no plano
principal. O valor do indice de refracdo ordindrio ndo depende da direcdo de propagagdo
e pode ser representado no espago k por uma superficie esférica. Ja o indice extraordindrio
depende da dire¢ao de ke pode ser representado no espago k por um elipséide de revolugéo,
cujo eixo coincide com o eixo 6ptico. Na dire¢do do eixo 6ptico, n. = n,. A figura 2.2 ilustra

as superficies no espago dos momentos para os indices ordindrio e extraordindrio. No caso
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X X
N> N, eixo Ne >N, eixo
optico dptico
0 ]
Ne z z
N N
N
@ ()

Figura 2.3: Representagdo bidimensional de um meio uniaxial no espago dos momentos.
O circulo representa a variacdo do indice ordindrio e a elipse a variagdo do indice ex-
traordindrio. Podemos observar que é na direcdo do eixo 6ptico que os indices ordindrios
e extraordindrio possuem o mesmo valor. Portanto, quando a luz se propaga na dire¢do do
eixo 6ptico o meio comporta-se como se fosse isotrépico. Poderemos ter cristais dos tipos
negativos e positivo, tudo dependera dos valores de n, e n.. Em (a) n, > n. com isso

teremos cristais negativo e em (b) n, < n., que sdo os cristais positivos.

ilustrado temos um cristal negativo, ou seja, aquele em que n. < n,. O eixo 6ptico é determi-
nado por uma reta que vai da origem do sistema até o ponto onde o elipséide toca a esfera.
Propagando luz em um meio uniaxial na dire¢do do eixo 6ptico teremos uma propagacao
isotropica pois naquela direcao os indices de refracdo sdo iguais. Se propagarmos um feixe
nesta diregdo, a propagacao serd aproximadamente isotrépica pois nesse caso terfamos um
espectro de momentos propagando-se aproximadamente nessa dire¢do. Na figura 2.3 temos
uma representagdo bidimensional das superficies definidas pelos indices de refragdo no
plano (k;, k). Normalmente, refere-se ao indice extraordinario n. como sendo aquele que
corresponde a uma direcdo de propagacao normal ao eixo 6ptico. A figura 2.4 representa
um elétron ligado por um conjunto de molas ficticias, com diferentes constantes elasticas,
para cada direcdo. Esta figura ilustra a polarizagdo de um meio anisotrépico. Aplicando-
se um mesmo campo elético para cada direcdo o meio manifestard diferentes polarizagdes.
Para um meio uniaxial as constantes eldsticas de duas dire¢des devem ser iguais e diferentes
da terceira.

Neste capitulo, adotaremos a seguinte convengdo: o eixo éptico situa-se no plano zz,

fazendo um angulo agudo 6 com o eixo z positivo, isto é, —90° < § < 90°.
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Figura 2.4: Modelo representativo de um elétron em um meio anisotrépico.

Para que as ondas planas no meio uniaxial sejam compativeis com as equacdes de Maxwell,

as componentes dos vetores de onda devem satisfazer

ki4kl+k2 W2
a2 @D
o

quando a polarizagdo é ordindria e

2 in2 k2 2 in? 11 §
kg(“59+$n9>+,g+k§C“59+$n9>+2@¢z( >mum%9:“g(zm
n C

2 2 2 2 n2 2
ne nO e nO ne ne nO

quando a polarizagdo é extraordindria.

Para especificar com precisdo as dire¢des de polarizagdo no meio uniaxial, adotaremos
as seguintes defini¢des: 5 é um vetor unitario na diregao do eixo 6ptico, fazendo um angulo
agudo (0) com o eixo z positivo; k° é o vetor de onda de uma onda plana com polarizagdo
ordindria; k¢ é o vetor de onda de uma onda plana com polariza¢do extraordindria; k° e k¢
sd0 0s unitarios de k° e Ee, respectivamente; €, e €. sdo os vetores unitarios das diregdes de

polarizacdo ordindria e extraordindria, respectivamente. E possivel mostrar que [2, 5, 6]

§ = senfz 4 cosfz (2.3)

i :7%%#, (2.4)

ke = Hofte © e, (2.5)
V2 lke x 32 4+ n2(ke - 8)2 ©

& = C°K°x 3, (2.6)

b = Gﬂ@@@ﬁ—@ﬂgﬁy 2.7)
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o>

wv>
w>

90°

Figura 2.5: O plano 7 representa o plano principal que é formado pelo vetor £ e a dire¢do
do eixo 6ptico. Os vetores €., 3, k° e k° sdo coplanares e ortogonais ao vetor é,. Os vetores
de polarizagdo, €. e €,, indicam as dire¢des das componentes extraordindria e ordindria do

campo elétrico. A magnitude dos vetores k° e k¢ sdo diferentes.

com

C’ = —- ! : (2.8)
|ko x §|
1
ce = . (2.9)

ke x 3|y/nd ke x §|2 + nd(ke - §)2

Conforme demonstrado por Lalor [2], um feixe eletromagnético propagando em um
meio anisotrépico, pode ser consistentemente descrito por uma expansdo em dois tipos de
ondas planas: as de polarizagdo ordindria e as de polarizagdo extraordindria.

Devido a anisotropia, os campos ordindrio e extraordindrio possuirdo vetores de onda
diferentes. A figura 2.6 mostra duas possibilidades de k. Em (a) temos a propagacdo
isotropica e a onda plana que estd polarizada no plano ortogonal ao plano principal percebe
o vetor de onda EO, ou seja, o vetor de onda ordindrio. Em contrapartida, em (b), ilus-
tramos a propagagdo anisotrépica correspondente a uma onda plana de polariza¢do copla-
nar ao plano principal cujo vetor de onda é aquele que chamamos de ke, ou seja, vetor de
onda extraordindrio. O espectro angular do feixe terd entdo duas componentes, a saber:
&= &0+ &, que correspondem as expansdes em ondas planas com polarizagdo ordindria
e extraordindria, respectivamente. Em concordéancia com esta afirmagdo, chamando de ¢'a

componente transversal (k,Z + k,9) tanto de ko quanto de k¢, podemos escrever

B = | &°%.eF gt / &°¢, T4 (2.10)
R2 R2
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Com excegdo de 7, todos os termos dentro das integrais sdo fun¢des de ¢. De acordo com as

.
5

Z A

>

ZA

(a)

>

sy

=
Q
Y

Y

(b)

Figura 2.6: Em (a) temos propagacdo isotrépica, os vetores k(vetor de onda unitario) e

§(vetor de Pointing) tém a mesma dire¢do. Em (b) a propagagdo é anisotrépica e os vetores

k e § estdo em diregdes diferentes. O vetor 5 sempre estard disposto, no elipséide de indices,

de maneira que uma reta tangente a superficie do elispséide, no ponto perfurado pelo vetor

de onda, forme um angulo reto com §, ou seja, § é sempre perpendicular a tangente da curva

em cada ponto.

equagoes (2.1) e (2.2),

.
o=

onde o sinal + (—) indica propagagdo no sentido do eixo z positivo (negativo), e

k

Ve

n2sin’ 6 + n2 cos? 0

T+ — @2, 2.11)
7+ (age +\/52 - B2 — a2 ) 2, 212)
= n,2, (2.13)
c
= 2, (2.14)
c

- folte , (2.15)

v/nZsin? 6 + n2 cos? 0
_ (n2 —n?2)sinfcost (2.16)
~ n2sin?6 +n2cos? 6’ '

2
NoNe

- , 2.17

<ng sin? @ + n2 cos? 9) (217)

2

— fo (2.18)
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Mantendo as formas (2.11) e (2.12) para k° e k¢, a solugio para o problema da propagacéo no
meijo uniaxial s6 pode ser apresentada de forma generalizada, como feito por Stamnes. No
nosso caso, estamos interessados em obter expressdes que nos permitam calcular os campos
transmitidos pelo meio em situagdes especificas. Vamos portanto adotar a aproximacdo

paraxial e escrever

2 2
X T + o
k¢ =~ q+ (aqm + s — M) z. (2.20)
P

O feixe é composto pelo espectro de k e portanto, para cada k individualmente existe um
plano principal associado. Na equagdo (2.20), as quantidades 3 e y sdo, respectivamente,
magnificagdes nas componentes = e y do momento transversal. A quantidade sz é o médulo
do vetor de onda com anisotropia, n é o indice de refracdo na dire¢do de propagagdo do
campo extraordindrio e a é o termo de walk-off. Veremos, posteriormente, que o termo de
walk-off serda de fundamental importancia quando tratarmos de uma série de fendémenos
como, por exemplo, na tranferéncia do espectro angular de um feixe incidente para o estado
de dois fétons gerados em um processo paramétrico e detectados em coincidéncia.

Agora estamos em posicdo de calcular as amplitudes £° e &° do espectro angular trans-

mitido pelo meio.

2.2 A Matriz Transferéncia

Para determinarmos o campo que sai do meio uniaxial, apds percorrer uma distancia L,
temos primeiramente que calcular o campo que é transferido para o interior do cristal.
Para isso, devemos expressar as amplitudes espectrais fora do meio e depois, utilizando
as condigdes de contorno para os campos E e H, calcular o campo dentro do meio uniaxial.
Propagando os campos dentro destes meios, deveremos encontrar as expressdes dos cam-
pos ordindrios e extraordindrios e logo apo6s, utilizando novamente as condigdes de contorno
entre os meios, determinar o campo na saida do cristal.

Os espectros angulares dos campos elétricos incidente (), refletido (r) e transmitido ()

serdo escritos na forma

—

Em = gemem 4 gomen, (2.21)

ondem =i, r,out.
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Para os campos magnéticos, teremos uma expressdo andloga:
™ = A (T X €M) A (EO™ X ém). (2.22)

Vamos determinar a matriz transferéncia que relaciona os campos dentro e fora do meio
uniaxial. Para isso, vamos considerar inicialmente dois meios uniaxiais, meio 1 e meio 2,
com eixos Opticos orientados nas dire¢des 51 e 5. Trataremos os meios isotrépicos como
meijos uniaxiais no limite n. — n, — 1. Na interface 1 — 2 (z = 0), que chamaremos de
interface I, as componentes tangenciais de E e H sdo continuas [26, 27]. Considerando que
cada componente de onda plana deve satisfazer individualmente as condi¢des de contorno

na interface,
Ex[E 4+ E —EYmg=0 (2.23)

2 x [+ AT — A —p = 0. (2.24)

Para facilitar os calculos, é mais conveniente expressar o vetor § que especifica o eixo 6ptico

em termos de uma base associada a componente transversal ¢'do vetor de onda da seguinte

forma:
§™ =™z + a™a+ b™b, (2.25)
com
g = 4 (2.26)
q
b = 2xa. (2.27)

Se m = i our, aequagdo (2.25) se refere ao meio 1, enquanto que se m = t, refere-se ao meio
2. Assim, § = §" = §;, § = §5, 0 mesmo valendo para a™, b e o™. A figura 2.7 ilustra o
plano em que se encontram os unitarios a e b.

Multiplicando escalarmente (2.23) e (2.24) por a e por b, respectivamente, tendo em conta
(2.6)-(2.9) e (2.21)-(2.22) chegamos a um conjunto de quatro equagdes para a interface I (» =
0):
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y

Figura 2.7: Sistema representando a base formada pelos vetores diretores a, b e 2. Os vetores

i, b estdo no plano ¢, mesmo plano zy.

Aor _per (kor)2 _Aot Det (kot)Q éalov"
—_Dorjor Ber Dotk.ot _Bet ébler
Dor(kor)2 Aer(kor)Q _Dot(k.ot)Q _Aet(k.ot)Q éalot
—Ber _Der(km‘)2k§r Bot Det(kot)2k§t glet

[ _Aoi i [ Dez’(koi)Q i
) Doikoi ) _Bei

= & T o (2.28)

_Doz(koz)2 _Aez(koz)Q

Boi Dei (koi)2k§i

onde

AP = OPM(g™g — g™ EP™), (2.29)
BP = CPMaP (k) — g(BPT - 5], (2.30)
prmo = oPmpm, (2.31)

comp =e,o,em =1,7t. Aquantidade C?" sera dada por (2.8) e (2.9).



Capitulo 2. Optica de Fourier em Meios Anisotrdpicos 14

Reescrevendo a equagdo matricial (2.28) na forma

Q1 Q2 iz Qua ET Ty I'h
Q Q Q Q & T | T
21 oo Qg Qo v 2 | | pei 2 | (2.32)
Q31 Q32 Q33 Q34 &° T3 I's
I Qa1 Q2 Uz Qg 1L &t | I Ty | I Iy |

poderemos determinar o valor das amplitudes espectrais a partir da regra de Cramer

&0 det[Qf ] + &€ det[Q]]

ET = det[)] (2.33)
0i T ci r

oo _ & det[QQd]e;iiQ@T det[€s5] (234)
0i T ei r

oo _ & det[Q?)d]e :EQ(Q(]& det[QL] 2.35)
oi T ei r

PR det[Qz]e;EQé]a et[0f] 236

onde €2 é a matriz 4 x 4 de (2.32) e as matrizes QZT e Qf sdo encontradas trocando a [-ésima
coluna da matriz ) pelas matrizes-colunas YT e I', respectivamente. A demonstracdo da
expressdo (2.28) esta no apéndice A.

Sabendo as amplitudes dos campos incidente e transmitido, poderemos determinar o
campo na interface 2-3 (em z = L), e por fim calcular o campo no meio 3. As condigdes de

contorno sao andlogas, isto é,

Ex[E 4+ E —EY,op =0 (2.37)

2x [+ AT — Aoy =0 (2.38)
Devemos entdo calcular &. Agora, definiremos
8" = oMz + ata + bPb. (2.39)

Se i =i our, a equagdo (2.39) se refere ao meio 2, enquanto que se p = t, refere-se ao meio

t

3. Assim, §' = §" = §9, § = §3, 0 mesmo valendo para a”, b* e o¥.

2.3 O Campo Elétrico e o Espectro Angular no Meio 2.

De acordo com (2.10), o campo elétrico no meio 2 é dado por

E(F) _ / éalet€e eikﬂehfd(j’—i-/ éalotéo eiEO-qu—: (240)
R2 R2
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onde é, €, kS e k¢ sdo calculados no meio 2, e k° deve ser calculado levando-se em conta
que a onda se propaga no sentido z crescente.
Ja vimos que as amplitudes &' e &' sdo dadas em fungdo das amplitudes incidentes &

e & pelas equagdes (2.35) e (2.36), que reescreveremos como

(g)lot — .A(oﬁIOi—i-Béaei, (241)

éalet — C(galoi_'_fpéalei’ (242)
onde

A = det[QF]/ det[Q)], (2.43)

B = det[Qf]/det[Q], (2.44)

C = det[Q¥]/ det[Q)], (2.45)

D = det[Qf]/det[Q)] (2.46)

2.4 O Campo Elétrico Transmitido para o Meio 3

Fazendo z = L em (2.40) obteremos o espectro angular do campo incidente na interface
2-3 (é”?i), na qual podemos aplicar o mesmo procedimento da segdo 2.2 para obter o campo
no meio 3 (gﬁ) em fungdo do campo incidente na interface 1-2 (@‘_"I"'). Em todos os célculos,
estamos desprezando termos de ordem superior, isto é, o campo no meio 1 refletido pela
interface II e transmitido pela interface I e as reflexdes multiplas no interior do meio 2.

O espectro angular incidente na interface II sera
i = Efieo + Eiec, (2.47)
onde ¢, e é, correspondem ao meio 2 e
&9 = goteihel = (Aéoloi i Béalei) koL (2.48)
& = &eteihil — (C(gioz‘ n Dgiei) oikEL (2.49)

Por um procedimento inteiramente andlogo ao da se¢do 2.2, teremos o campo transmi-

tido para o meio 3 na forma

G = FE+G4 (2:50)
& = L&+ MET, (2.51)



Capitulo 2. Optica de Fourier em Meios Anisotrdpicos 16

onde
F = det[A]/ det[A], (2.52)
G = det[AL]/det[A], (2.53)
L = det[AF]/ det[A], (2.54)
M = det[AL]/ det[A] (2.55)

A matriz A tem expressdo idéntica a expressdo (2.28) para €2, porém, levando-se em
conta que nas expressdes para AP, BP™ e DP'™, os indices m = ¢ e m = r indicam que as
quantidades devem ser calculadas no meio 2 (uniaxial), enquanto que m = t refere-se ao
meio 3 (isotrépico).

Sendo os meios 1 e 3 isotrépicos, a escolha de 31 e 33 é arbitraria. Por exemplo, podemos
fazer 3; = 33 = 2. Essa escolha simplifica as matrizes 2 e A, j& que faz A" = A" = A% =
A¢ =1,D" = D" = D% = D¢ =0 em Qe A% = A = 1, D° = D = () em A. Entretanto,
dependendo do estado de polarizacdo do feixe incidente, outras escolhas para 5, e 53 podem
ser mais convenientes. Substituindo (2.48) e (2.49) em (2.50) e (2.51), chegamos a uma matriz

de transferéncia do meio 1 para o meio 3, na base €, €.:

Cg)ot oo Toe goi
)= L, (2.56)
gﬁt Teo Tee glez

onde
T = AFe*:L 4 cgetl, (2.57)
T°¢ = BFe*L 4 DGetk:l, (2.58)
T = ALe™E 4 cMetr:l, (2.59)
T = BLe*l 4 DMe*:L (2.60)

Chamaremos a matriz da equagéo (2.56) de matriz 7', ou seja,

TOO TOG
T = . (2.61)
TCO TEC

Para mostrar que as equagdes aqui estabelecidas descrevem de forma correta a propagagao
dos campos através de meios uniaxiais, faremos a comparacado entre o perfil transversal
tedrico e experimental de um feixe quando atravessa estes meios. A figura 2.8 mostra a fo-

tografia do perfil de intensidade de um feixe gaussiano de comprimento de onda 632.8nm
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Figura 2.8: Fotografia tirada no laboratério de Optica Quantica do Departamento de Fisica
da UFMG. Perfil de intensidade de um feixe gaussiano com A\ = 632.8nm depois de atraves-

sar um cristal uniaxial, BBO do tipo L.

quando atravessa um cristal BBO do tipo I de comprimento 2mm. Esta imagem é obtida
com a montagem da figura 2.9. Na figura, um campo elétrico de polarizagio vertical E
passa pelo polarizador P1 polarizado a 45° com relagdo ao feixe incidente. Luz polarizada
a 45° atravessa um cristal ndo linear negativo (n. < n,), cujo eixo 6ptico se encontra no
plano formado pela diregdo de propagacdo do feixe e a dire¢do vertical. Ao atravessar o
cristal hd um atraso da componente extraordindria com relacdo a ordindria. Para obser-
varmos a interferéncia entre os feixes extraordinario e ordindrio necessitamos combinéa-los
através do polarizador P2 que esta polarizado identicamente a P1. Na figura 2.10 temos a
curva proveniente da equacado (2.56) comparada com os maximos e minimos da figura 2.8.
Vemos que os periodos das curvas tedrica e experimental concordam de forma satisfatéria.
Uma outra comprovagdo da expressdo (2.56) é vislumbrada através da figura conoscépica
[28] representada na figura 2.11. A figura conoscépica é obtida através da equagdo (2.56)
quando o feixe incidente tem polarizagdo linear a 45° com o eixo x da figura 2.1 e é alta-
mente focalizado. O cristal é um BBO de comprimento L = 10mm atravessado por um laser

de comprimento de onda A\ = 632.8nm e divergéncia 2¢p = 0.2rad. A luz atravessa o cristal
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Figura 2.9: Montagem para observar as franjas de interferéncia entre os feixes ordindrio e
extraordindrio. E é o campo incidente que tem polarizagio vertical. P1 e P2 sio polar-
izadores orientados a 45° com relagdo ao campo incidente. CNL é um cristal ndo linear uni-
axial com eixo Optico orientado conforme indicado na figura, no plano formado pela dire¢ao
de propagacao e a dire¢do do campo incidente E. A figura de interferéncia é observada no

anteparo A.

na direcdo do eixo 6ptico. A equagdo (2.56) evidencia o carater vetorial do espectro angular
em meios anisotrépicos, uma vez que os elementos 7. e T;, acoplam as duas componentes
ortogonais de polariza¢do. A aproximacdo escalar serd vélida quando os elementos T, € T¢,
puderem ser desprezados.

As figuras 2.12, 2.13 e 2.14 mostram como variam as quantidades 75, Tee, Teo € The €m
fungdo de ¢, e ¢, para determinados angulos ¢ do eixo 6ptico. Na figura 2.12 fazemos
§ = 45° e observamos que estas fun¢des variam muito pouco em torno de um certo valor de
modo que poderemos considera-las como constantes. Este comportamento é também obser-
vado para dngulos préximos a 6 = 45°, que geralmente sdo os angulos que permitem o casa-
mento de fase para a conversdo paramétrica descendente [29]. Observamos que os termos

cruzados T, e Ty, sdo praticamente nulos e que os termos 7T, e T¢. sdo muito proximos de 1.
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Figura 2.10: Perfil de intensidade de um feixe gaussiano com A = 632.8nm depois de atrav-
essar um cristal uniaxial, BBO do tipo I. O feixe esta ilustrado na figura 2.8. As franjas
de interferéncia estdo aproximadamente em concordancia entre as curvas experimental e

tedrica.

Estes termos sdo como coeficientes de transmissdo dos campos e eles ndo chegam a unidade
por conta da reflexdo nas interfaces. Na figura 2.13 mostramos as varia¢des das quantidades
Toor Tee, Teo € The com g, € gy, 6 que agora para f = 90°. Observamos, novamente, que
poderemos considerar estas fun¢des como constantes, com 7, e T¢, despreziveis. Nestes
dois casos, onde podemos desprezar 75, e T¢,, cada componente do espectro angular pode
ser tratada de modo independente.

A situacdo muda completamente quando fazemos # = 0°. A figura 2.14 mostra que
Too, Tee, Teo € Tpe variam muito com ¢, e ¢g,, 0 que impossibilita um tratamento escalar
para a propagacdo. Neste caso ha acoplamento entre os campos ordindrio e extraordindrio
dentro do meio birrefringente, ou seja, se o campo incidente tiver polarizagdo extraordindria,
por exemplo, o campo de saida possuird as componentes extraordindria e ordindria. Esta
componente ordindria ndo poderd ser desprezada e a formulagdo vetorial faz-se necessaria

para explicar a propagacdo dos campos.
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Figura 2.11: Figura conoscépica de um laser de perfil gaussiano com A = 632.8nm e
divergéncia total 2¢ = 0.2rad, atravessando um cristal uniaxial BBO de comprimento

L = 10mm na direc¢do do eixo 6ptico.

A equacdo (2.56) permite determinar o espectro angular no meio 3 conhecendo-se o es-
pectro angular incidente, proveniente do meio 1. A determinagdo do espectro angular no
meio 3 dos feixes que atravessam meios uniaxiais permite analisar o processo da propagacao
de qualquer feixe eletromagnético nestes meios. O conhecimento da matriz de transferéncia
permite um estudo de varios fendmenos interessantes. Dentre eles, uma andlise detalhada
do momento angular orbital dos feixes Laguerre-Gaussianos [30, 31, 32, 33]. Estes possuem
singularidade nas fases caracterizadas por seu perfil transversal que podem ser conser-
vadas, ou ndo, durante o processo de propagacdo [21]. Com a determinacdo do campo
no meio 3 (saida do cristal) poderemos analisar de forma detalhada a propagacdo destes
feixes ndo somente ao longo do eixo 6ptico [8, 9, 10] ou na diregdo perpendicular [11] a este
como também em uma direcdo qualquer. Poderemos também determinar os pardmetros
de Stokes de feixes Laguerre-Gaussianos e Hermite-Gaussianos ao atravessarem meios bir-
refringentes uniaxias [34]. O conhecimento da matriz 7" permite-nos saber informagdes dos

estados de polarizagdo do campo por meio da distribuicdo de intensidade [27]. Poderemos
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Figura 2.12: Dependéncia das quantidades T,,, Tee, Teo € The com ¢, € g, quando 6 = 45°.

Todos as fungdes estdo normalizadas sendo o valor mdximo igual a 1. Em cima, da esquerda

para direita, temos T, e T,.. Vemos que para 7,, existe uma pequena variagdo em torno de

0.935, ou seja, a fungdo varia muito pouco para este dngulo podendo ser considerada como

uma constante. O mesmo é verdade para T¢. que tem uma pequena variagdo em torno de

0.945. Em baixo temos, da esquerda para a direita, T, e T¢, que sdo praticamente nulas para

este angulo.
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Figura 2.13: Dependéncia das quantidades T,,, Tee, Teo € The com g, € g, quando 6 = 90°.

Todos as fungdes estdo normalizadas sendo o valor maximo igual a 1. Em cima, da esquerda
para direita, temos 7T,, e T,.. Vemos que para T, existe uma pequena variagdo em torno de
0.937, ou seja, a fungdo varia muito pouco para este angulo podendo ser considerada como
uma constante. O mesmo é verdade para 7., que varia em torno de 0.953. Em baixo temos,

da esquerda para a direita, 7, e T¢, que sdo praticamente nulas para este &ngulo.
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Figura 2.14: Dependéncia das quantidades T;,, T¢e, Teo € Tpe com ¢, € gy quando ¢ = 0°.
Todos as fungdes estdo normalizadas sendo o valor maximo igual a 1. Em cima, da esquerda
para direita, temos 7T,, e Tt e em baixo T, e Tr,. Vemos que estas fun¢des variam brusca-

mente com g, € gy.
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investigar as mudangas globais do perfil transversal de feixes de altas ordens quando propa-
gados em cristais uniaxias [35] e um estudo da dindmica do momento angular nestes meios
[11]. Sabendo T', poderemos analisar as trocas de energia entre as componentes cartesianas

do campo elétrico [12].

2.5 Conclusoes

Apresentamos as equagdes das superficies de k, equagdes (2.1) e (2.2), de onde obtemos os
efeitos de anisotropia em meios uniaxiais dados por (2.13)-(2.18). Todos esses efeitos de-
saparecem quando propagamos luz na dire¢do do eixo 6ptico. Isso ocorre quando 6 = 0
o que leva a n, = n.. O campo dentro do cristal podera ser escrito na base de vetores
de polarizagdes ordindria e extraordindria e as ondas planas do espectro angular possuirdo
duas componentes distintas de polarizagdo. Determinamos a matriz transferéncia, represen-
tada pela equagédo (2.28), que relaciona os campos entre dois meios. Isso possibilitou uma
forma de determinarmos o espectro angular na saida do cristal conhecendo-se o espectro
angular incidente. Observamos o comportamento das quantidades 15, Tee, Teo € Toe €M
funcdo de ¢, e ¢, e analisamos em quais casos poderemos dar um tratamento escalar ou

vetorial para a propagacdo dos feixes eletromagnéticos em meios uniaxiais.



Capitulo 3

Propriedades Espaciais e de Frequéncias da Conversao Paramétrica

Descentente

A transferéncia do espectro angular do feixe incidente para o estado gerado pela conversao
paramétrica descendente espontdnea (CPDE) é a base de vdrios efeitos de correlagdes espaci-
ais de fétons. Estas correlagdes revelam efeitos ndo classicos do processo. Varios fendmenos
podem ser estudados tais como a conservagdo e emaranhamento do momento angular dos
fétons [21, 36, 37, 38, 39, 40]. A CPDE ocorre em meios anisotrépicos tais como 3-BaB2O4
(BBO), LilO3 (Iodato de Litio) e KTiOPO, (KTP). A birrefringéncia destes meios implica em
distribui¢des de vetores de onda, correlacdes e emaranhamento espacial transverso do es-
tado de dois fétons [41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48]. Neste capitulo determinaremos o estado
quantico gerado no processo da conversdo paramétrica descendente espontanea (CPDE)
quando consideramos um cristal uniaxial de comprimento L com o eixo 6ptico no plano
xz e formando um angulo agudo 6 com a dire¢do de propagacdo z. Por conta da posi¢do
do eixo 6ptico do cristal, a amplitude do estado possuird informagdes sobre a anisotropia
do meio que ja foram demonstradas no capitulo 2 e expressas pelas equacdes (2.13)-(2.18).
Utilizaremos a aproximagao paraxial escrevendo o estado como uma superposicao de ondas
planas que se propagam, aproximadamente, na diregdo z. Trataremos do caso do casamento
de fases colinear e mostraremos como ocorre a transferéncia do espectro angular incidente
quando fazemos a detecgdo em coincidéncia do par de fétons gémeos. Apresentaremos, de
uma forma detalhada, o estado gerado por CPDE com casamento de fases dos tipos I e II.
Na secgdo 3.1 faremos algumas considerag¢des cujo objetivo é simplificar a expressdo da
amplitude do estado gerado e facilitar o tratamento da CPDE. Na sec¢ao 3.2 determinaremos

e analisaremos a amplitude do estado para o casamento de fases do tipo I. Na secc¢do 3.3

25
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analisaremos o processo de detec¢do para o casamento de fases do tipo Il com geracdo e —
eo e e — oe. A tltima secg¢do constitui uma explicacdo da montagem experimental para a
deteccdo em coincidéncia dos fétons gerados. Apresentaremos os resultados experimentais

e mostraremos que estes concordam muito bem com os célculos.

3.1 Estado de Dois Fétons Gerados pela Conversao Paramétrica

Descendente Espontanea

O hamiltoniano de interacdo que descreve o processo 6ptico ndo-linear da CPDE em cristais
birrefringentes é escrito em termos de uma forma bastante simplificada para o campo quan-
tizado na matéria [29, 49]. Os modos do campo que participam do processo sdo acoplados
pelo tensor suscetibilidade de segunda ordem que estdo presentes em cristais que ndo pos-
suem simetria de inversdo [50, 51, 52]. Por conta das condi¢oes de casamento de fases, o
acoplamento ocorre somente para determinados tipos de polarizagdes conhecidas como tipo
I e tipo II. Em cristais negativos (n. < n,) tais como o BBO (3-BaB2O,) e o Iodato de Litio
(LiIO3) o processo de conversdo do tipo I serd da forma e — 0o, 0 que significa que o féton
incidente, de polarizagdo extraordindria, se converteu em dois fétons com polarizagdes or-
dindrias. No casamento de fases do tipo II, o processo serd representado na forma e — oe
o que significa que um féton de polarizagdo extraordindria se converteu em dois fé6tons, um
com polarizag¢des ordindria e o outro com polarizacdo extraordinaria.
Em uma aproximacao perturbativa, o estado de dois fétons gerados pela CPDE é escrito
na forma [49]
U) = > > Opkikaoyoron K1, 01) K2, 02), (3.1)
01,02 E1’E2
onde El e Eg sdo vetores de onda dos f6tons convertidos e lgp é o vetor de onda do f6ton a ser
convertido, cuja frequéncia é wj,. o; indica a polarizacdo de cada campo e pode ser ordindria
(0) ou extraordindaria (e). ]Ej, o) representa o estado de um féton no modo de onda plana Ej
e 0 [29,49,41]. O médulo ao quadrado do coeficiente @y 1, ky0,0,0, dard a probabilidade de

registrar dois fé6tons nos modos El, o1 e 122, o2. A amplitude do estado sera dada por [53]

L _ . * * iQ(t—%) : &
(I)kpklk-gapalag = gkpapgglolg%mTe sinc 5 X

~(2) (- . (s * iR
Z Xijl (6];:;)70-1))2‘ (6];1701) ) (6];;2702)[ 8,—5})01? /Ze dT’, (32)

i7j7l:$7ya2
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onde

TéO

K= ];1 + EQ — Ep, (3.3)
Q =wi +ws — wp, (3.4)
1
hew; :
Gy = || (35)
7 280vn2(kj,0j)

tempo de interagao, )25321) é o tensor suscetibilidade elétrica de segunda ordem, V é o

volume de quantizagdo, 7 é o volume de interagao (L, L,L.), n(l%-, ;) é o indice de refracao

correspondendo ao modo kj, oj, (¢ ,); (j = x,y,2) s@o as componentes cartesianas do

vetor unitario de polarizagdo, e £; € aamplitude do campo incidente no modo £y, 0.
P 9p

Com o objetivo de simplificar a expressdo (3.2) faremos as seguintes aproximagoes e

consideragdes:

1.

A frequéncia do laser bombeador w), ¢ bem definida e o tempo de interagdo é grande de
modo que o termo sinc 27 /2 é relevante somente quando w; +ws = wp. As frequéncias

w1 € w2 poderéo, portanto, ser escritas na forma

1

W = %wp, (3.6)
1_

Wy = zy“”” (3.7)

Esta suposi¢do pode ser justificada pelo uso de laser continuo onde o intervalo de

tempo entre duas conversdes é grande quando comparado ao tempo de detecgdo.

A largura de banda de frequéncia dos campos convertidos é pequena quando com-
parada a frequéncia central (v < 1), de modo que a variagdo do indice de refracdo em
torno da frequéncia central w,/2 seja pequena e uma aproximacdo linear para a dis-
persdo possa ser usada. Esta suposicdo é justificada pelo uso de filtros de interferéncia

de banda estreita (AX ~ 10 nm) na frente dos detectores.

(2)

Os termos g e X;;; sdo fun¢bes de k; que variam tdo lentamente que podem ser
7%

consideradas constantes dentro da aproximacgéo paraxial.

O feixe bombeador propaga-se ao longo da direcdo = de forma que o seu perfil transver-
sal esta completamente contido no cristal, no plano zy. Assim, poderemos estender L,
e L, até o infinito. Além disso, vamos considerar que a face de entrada do cristal situa-

se no plano zy. Entdo, a integral [ e~*"di serd proporcional a

L
5(k1$ + k?m - kpm)(s(kly + k2y - kpy)/ e_Z’szdz (38)
0
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onde L = L, é o comprimento do cristal na diregdo z, e § é a fungdo delta de Dirac.

5. O volume de quantizagdo é muito grande, de forma que poderemos trocar as so-

matorias em k por integrais.
6. O feixe bombeador possui apenas polarizacdo extraordindria e o cristal é negativo.

Com as consideragdes acima, a equagao (3.1) tornar-se-a

’\I/> = Z /dl/ / dq—i /dq_é q’znoz(ila (727 V)‘@b v, O—1>‘(727 -V, 02>7 (39)
01,02
onde |gj, v, 0;) representa um estado de um féton no modo definido pela componente do
vetor de onda transversa a direcdo de propagacdo, ¢j, pela frequéncia (1 + v)w,/2 e pela
polarizagédo o;.

A amplitude do estado gerado podera ser escrita na forma

L
Bogy ~ Cog,GWE(T + ) /0 o—iKez g,
K.L

= Cu0, GW)E(G + @) Le~ 2L sine = (3.10)

onde Cy,, 5, € uma constante de acoplamento que depende do tensor suscetibilidade, G(v) é
uma fungao definida pelo perfil espectral dos filtros colocados em frente aos detectores e £
é 0 espectro de ondas planas do feixe incidente £(g,), com g, trocado por ¢ + .

Se a anisotropia do meio for desprezada e se o campo convertido for aproximadamente
monocromdtico, para casamento de fases colinear, a quantidade K, terd uma forma simples
em termos de ¢ e ¢b, com as componentes k;, = 1/ \Ej|2 —|¢j|?. Na aproximagdo paraxial,

kj. ~ ]Ej| —|q;l?/ 2\Ej|. Nestas condigoes, teremos

. KL . L .
sinc —— = sinc | —|@1 — @[ | , (3.11)
2 Ak

que aparece na referéncia [22]. Em casos mais gerais devemos levar em consideracdo a
anisotropia do meio.

A geometria do problema a ser tratado esta ilustrada na figura 3.1. O féton incidente
chega a interface z = 0 e enquanto atravessa o cristal, por meio de um processo ndo-linear
6ptico, é convertido em dois fétons gémeos. A amplitude do estado quantico que descreve

os fétons gémeos é dada pela equacao (3.10).
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Figura 3.1: Geometria do problema. Um meio uniaxial tem a forma de paralelepipedo. Seu

comprimento na dire¢do z é L e possui suas faces paralelas ao plano zy. O eixo 6ptico esta

no plano zz e forma um angulo agudo 6 com a direcado z positiva.

Nas secdes seguintes discutiremos o termo

(3.12)

ja que ele determina boa parte das propriedades dos campos convertidos.

3.2 Casamento de Fases do Tipo I

No casamento de fases do tipo I teremos um feixe incidente com polarizagdo linear (€.
para cristais negativos ou €, para cristais positivos) e a conversdo em dois outros feixes

de polarizag¢des iguais e perpendiculares ao feixe de entrada. Em um cristal negativo,

) = [av [ dd; [ s ®on(i ) s, o), 0.0 (3.13)

A figura 3.2 ilustra o processo de produgdo dos fétons gémeos e o espectro de cores
observado. Os fétons convertidos possuem uma certa correlagdo, observadas na deteccao
em coincidéncias. Na deteccdo de quarta ordem ou detecgdo em coincidéncia dos fétons

convertidos, poderemos observar uma série de fendmenos. Veremos que, dependendo de
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, h
Polarizagao
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Figura 3.2: Conversdo paramétrica descendente tipo I. O feixe incidente tem polarizacdo

extraordindria e gera dois fétons com polariza¢des ordindrias.

como movimentamos os detectores, no processo de deteccdo poderemos reproduzir as pro-
priedades do feixe incidente e que as propriedades de anisotropia do meio sdo transferidas

para o par de fétons da conversao.
Utilizando as equagdes (2.19) e (2.20), considerando que o f6ton incidente tem polarizacao

extraordindria (é.) e o par de fétons convertidos tém polariza¢des ordindrias (€,), obtemos

1
kpz R p + 0pQpr — T(ﬁp%gm + 'quzy)
*p

2 2
~ A1y + qu
1
2 2
~ a2, + q2y
kQZ ~ ]CQ — T
2
onde
2 _ 2
a = —— 721@ n; 5 sen 6 cos 0,
nZsen 20 + nz cos* ¢
2,2
B, = Nty
P 2
(n2sen 260 + n? cos? )
ny
T nZsen 26 + nZcos? 0’
w
_ P
np = Up?a

Nello
V/n2sen 20 + n2 cos? §

(3.14)

Nas expressoes acima, os indices de refracdo n, e n. sdo calculados na frequéncia w;,.



Capitulo 3. Propriedades Espaciais e de Frequéncias da Conversio Paramétrica Descentente 31

Vamos agora nos concentrar no calculo de A, definido em (3.12), para o casamento de

fases do tipo I, que chamaremos de A,,. Na proximacdo paraxial podemos escrever

a g 1. , L
Aoo = |k — Tkl + ko — 27]{:2 — p + apgpz + %(ﬁpqﬂg + 7}7pr) 57 (315)
com
o (1 1
kl:nolﬂ_)klzn A+a)d+v)wy (3.16)
c 2c
e
o (1 — 1-—
ko = 7102g — ko = mo(l=av) {1~ v) wp’ (3.17)
c 2c

onde 7, corresponde a frequéncia w,/2. Para determinar as expressoes acima utilizamos as
equagdes (3.6) e (3.7). A quantidade «, é o termo de walk-off e mostraremos, posteriormente,
que este termo limita a transferéncia do espectro angular. O fator a nos da uma medida da

variagao linear da dispersao e serd

o= Lo dno . (3.18)

2n, dw w=22

Como assumimos que v < 1 os indices 1,1 e 1,2 podem ser escritos como uma aproximagao

linear na forma

Mol = No(l+av), (3.19)
Ne2 = Mol —av). (3.20)
Como
Gz = qiz + Gox, (3.21)
oy = iyt G2y, (3.22)
o = ML, (3.23)

ficaremos com

2
Ny =~ {kl—ql—{—kz—%—%p+ap(q1x+q21)

2k 2ks
o [ 10+ 420+ a1y + 2% 5 (3.24)
» 2
O termo k1 + ko — 5, serd
/ﬂ—i—kg—%p = %(1+av2)—np%
Wp

= ? [T_Lo (1 + cw2) — np]

= K,uoo’
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onde
K = %
c
too = 7o (l + au2) — Np-

A quantidade i, é 0 termo que déd o casamento de fase. Para a geracgdo colinear, p,, = 0.
Trabalhando o dltimo termo da equagédo (3.24), onde usaremos as relagdes para K, ki, k2 e

»,, teremos

Ago & [K oo + ap (q1z + G2)] g
__ L ai + e L (q10 + @20)? = 2 a1y + q2,)° (3.25)
2K |(1+av)(1+v) (1 —-av)(1—-v) 27 x o \dly y) |
onde

No

b = ﬂp%a

_ "o

g = ’an*p'

Podemos ainda escrever a equagdo (3.25) em termos dos angulos de saida dos fétons

gémeos. Observando a figura 3.3 vemos que

Abertura
T~ _ do detector

Figura 3.3: Componentes angulares dos campos convertidos durante o processo de lumi-

nescéncia parameétrica.

tané = & _, tané = qu. (3.26)
k w

Em geral os detectores sdo posicionados de forma que os dngulos de interesse sdo bastante

pequenos, ou seja 0s campos propagam-se com pequenos angulos com relagdo ao eixo z.
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Considerando ¢ muito pequeno, podemos aproximar tan§ ~ £. Aqui definimos os vetores

& = (E12,&1y) € & = (€22, €2y), como ilustrado na figura 3.3. Com isso

c
§1j ~ o 1 (3.27)
c
R —(9, 3.28
523 2 q2; ( )
onde j = x,y.
Utilizando as expressoes (3.6) e (3.7), além da defini¢ao de K = w,/c, temos que
. 1+v -
@~ —— K, (3.29)
. l—v_ -
2R —5 K¢&o. (3.30)

Substituindo as expressdes (3.29-3.30) em (3.25), chegamos a
Ao = KLfoo, (3.31)

onde

foo =552+ L [1s(1 4 1) + 21— )]

1
8No

b
{00+ 80— - Flann) + =P - Jlay140) + a1 - )
(3.32)
Podemos agora calcular a amplitude (3.10) do estado para o casamento de fases do tipo

I em termos dos dngulos de saida:

S, =~ Cuo,GW)E(Q + (jQ)LeiiAOO sine Age
= NGv)A(&, &, v)e KLl sine (K Lf,,), (3.33)

onde N é uma constante de normalizacdo, f,, é dado pela equacéo (3.32), e

A(é,é,y):g<1;”K5+1;”Ké>. (3.34)

Para mostrar que a equagdo (3.33) descreve corretamente a dependéncia de ®,, com
a frequéncia e com os angulos de saida, a figura 3.4 mostra a dependéncia de {, com o
comprimento de onda dos fétons convertidos para um cristal de Iodato de Litio de largura
15mm e bombardeado por um feixe de laser de 325nm para trés diferentes angulos ¢ de
casamento de fases.

Para 0 = 59.217° e 0 = 59.185°, os resultados encontrados concordam muito bem com

dados experimentais obtidos por Bogdanov et al. [1]. Resultados analogos sdo obtidos por
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Figura 3.4: Angulo de saida em fungdo do comprimento de onda do campo convertido para
um cristal de Iodato de Litio bombeado por um feixe de laser de comprimento de onda
A = 325 nm, para trés dngulos de casamento de fases 6 (a esquerda). Esses resultados foram
obtidos da equagdo (3.33). A escala horizontal foi ajustada para permitir a comparagdo direta

com os dados experimentais de Bogdanov et al. [1] (a direita).

Baek et al. [46] ao estudar as propriedades espectrais do par de fétons emaranhados do tipo
I'na CPDE.
Uma outra representacao util para ®,, é escrita quando fazemos a seguinte mudanga de

representagao:

(& + &) (3.35)

(& — &). (3.36)

1
N =N

Agora poderemos escrever a equacao (3.33) na forma

D,, = N&E (K{ n Kufd> sine (K LE,)e K LFeo, (3.37)
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onde

«
Foo = M;O + Ep(gsr + ngr)

1
4n,

(1= b)&2, + (1 — 9)&2, + &5+ (2 — b)vésaban + (2 — g)vEsylay] -
Quando os pardmetros b e g sdo aproximados por 1, teremos

Foo ~ ILL;O

Q 1 -
+ 5 (oo + VEar) = (&G + VG - €a)- (3:38)
No
No caso de frequéncia degenerada (v = 0), teremos

&
4n, "

Foo ~ Hoo + %gsz’ - (339)

2

Quando os detectores se movem em sentidos opostos de modo que £, = 0, a probabili-
dade de deteccdo em coincidéncia (para v = 0) serd proporcional a

2
, (3.40)

. KL
|Pool ~ ‘Néa(()) sinc [47_%

(72 - )

onde R = /2n,/t0o. Vemos que a probabilidade de detecgdo em coincidéncias é maxima
quando o vetor £; descreve um circulo de raio R.
Quando os detectores sdo escaneados na mesma direcdo e sentido, de modo que || = R,

teremos )

B, ~ (3.41)

N&(KE,) sinc <;KLap§Sx>

A equacao (3.41) ilustra a possibilidade de transferéncia do espectro angular &'(¢) do feixe
bombeador para o campo convertido & (K é;) = &(q1 + ¢2) [22] e sua dependéncia com o
comprimento do cristal L e o efeito da anisotropia do sistema. A quantidade a;, que quan-
tifica o walk-off, limita a transferéncia do espectro angular. Se o argumento da fungéo sinc |...]
for muito pequeno, a dispersdo dessa fungdo serd grande. Em contrapartida, para grandes
valores deste argumento, teremos pequena dispersdo e um afinamento nesta fungdo. Para
que ndo haja limitagdo na transferéncia do espectro angular é necessario que a largura da
fungdo sinc[...] seja maior que a largura do espectro angular. Para que isso ocorra, a magni-
tude do argumento sinc [...] deve ser o menor possivel, o que fard com que esta fung¢do tenha
grande dispersdo. Dependendo entdo da magnitude do ntimero de onda K = w),/c, de o, e
do comprimento L, poderemos transferir todo o espectro angular ou ndo. Quando o campo
incidente é Gaussiano, a transferéncia serd satisfatéria somente quando sua cintura wy for

muito maior que Loy, /27. Para um BBO de L ~ 1 mm, temos Lo, /27 ~ 10 um. Este corte na



Capitulo 3. Propriedades Espaciais e de Frequéncias da Conversio Paramétrica Descentente 36

tranferéncia do espectro angular, causado pelo termo de walk-off &s,, tem consequéncias
na anisotropia de emaranhamento nas varidveis espaciais do estado de dois f6tons [25]. Na
tigura 3.5 temos as comparagdes entre resultados experimentais e aqueles obtidos através da
equacao (3.41) para o BBO com L = 5 mm, no regime colinear, para o tipo I, bombeado com
um laser de 405 nm com cintura wy ~ 25 um. No grafico da esquerda, os dois detectores sdao
deslocados no mesmo sentido, na dire¢do z. A linha tracejada mostra o perfil esperado do
espectro angular do laser bombeador. No gréfico da direita, os dois detectores sdo deslo-
cados no mesmo sentido, na diregdo y. Aqui, utilizamos filtros de interferéncia de 10 nm,
em frente aos detectores. Vemos claramente que nas condi¢des do experimento o espectro

angular do feixe bombeador s6 é transferido para o estado de dois fétons na direcao y.

3007\\\\\\\\uuuu‘uuuu||uu||7 0% 1 .5 0 2 0 5 ey 5 R
2 0, i é
< r 1 S L i
o N ] ™ 100 - g
2 2000 E - 100F ]
(5] r ] 5 C ]
g . : ° 80F =
2 150 7 g :
& C 1 = 60 -

«Q
S T :
=R - g 40p ¢
S 50 = S 2oL E
0: : ] U: ]
-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20
Angulo de saida &g, (mrad) Angulo de saida &, (mrad)

Figura 3.5: Comparacao entre resultados experimentais e predi¢des da equacao (3.41) (linha
solida) para o BBO com L = 5 mm no regime colinear para o casamento de fases do tipo
I, bombeado por feixe de laser de 405 nm com wy ~ 25 um. No gréfico da esquerda, os
dois detectores sdo deslocados no mesmo sentido, na direcdo x. A linha tracejada mostra
um perfil gaussiano correspondente ao espectro angular do laser bombeador. No grafico da

direita, os dois detectores sdo deslocados no mesmo sentido, na direcao y.

3.3 Casamento de fases do Tipo II

No casamento de fases do tipo II em um cristal negativo temos um feixe com polarizagao

extraordinaria convertendo-se em dois campos de polarizagdes perpendiculares entre si,
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sendo que a polarizacdo de um deles é igual a polarizagdo do feixe de entrada. A conversado
pode ocorrer no seguinte esquema: ¢ — eo ou e — oe, onde e corresponde ao féton de
polarizagdo extraordindria e o corresponde ao féton de polarizacdo ordindria. A figura 3.6
representa esquematicamente o processo de conversao, ao sairem dois cones de luz com um
espectro de cores. Trataremos inicialmente do caso em que temos um féton de polarizacdo
extraordindria se convertendo na ordem ordindria e extraordindria (e — oe) e em seguida
trataremos do outro caso. Nos dois casos os calculos sdo completamente analogos pos-
suindo apenas alguns remanejamentos de indices. Para contemplar as duas possibilidades,

escreveremos a fun¢ao de onda na forma

) = / d / dii / Ay (Do |1, 1, E0) G, 1, 20) + Beo @i v, e\ —1,60))  (3:42)

onde deveremos determinar as amplitudes @, e ®.,.

Polarizagéo extraordinaria

cristal
néo-linear

Feixe bombeador

Polarizagao
extraordinaria

Polarizacdo ordinaria

Figura 3.6: Conversdo paramétrica descendente tipo II. O feixe incidente tem polariza¢ao

extraordindria e gera dois fétons com polariza¢des ordindria e extraordindria.

3.3.1 Conversao e — oe.

Neste processo de conversdo, teremos que

kpz N My — QpQpr — 2.0 (ﬂp(ﬁ)x + 'ypngy)a (3.43)
P
a
k. ~ ky— O 44
1 T (3.44)
_ L~ _
ko, = 00— aqay — (ﬁq%:c + f)/qu)a (3.45)

219
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onde
ki = no(1+av)(l+ V);—z, (3.46)
sy = (1—dv)(1- 1/)%, (3.47)
o = ML, (3.48)
© d
w
o = 2—%% . (3.49)

Com a ajuda das equacgdes (3.43-3.45), ficaremos com

Aoe ~ [kl - 2(151 + 52 — Qg — 2; By +745,) — #p + Qe + 2; (Bpaps + 'VPpr):| g
(3.50)
ou
d 1o 1 § L
Ape = [koe "ok, Mz T o (893, +745y) + ppz + 2y (Bptpe + 'quPy)] 97 (3.51)
com
koe = k1 4 500 — 32, (3.52)

Temos agora oy, e &, que sdo, respectivamente, o walk-off do feixe incidente e o walk-off de
um dos feixes convertidos.
No regime colinear, a equagao (3.52) deverd ser nula. Substituindo as equagdes (3.46-

3.48) em (3.52), ficaremos com

w, Wy Mpw
foe = 1 1+v) 22+ q(l—-dv)(1-v)ZE - 22
oe 70( +G/l/)( +I/)2C+T](_ al/)( V)2C c -
koe = %(1+I/+CLV+CLV2)+772&(1*V*CL/V+CL,V2) il (3.53)
c c c

Comoa<1l,d <lev?<v,a equacao (3.53) ficara

NoWp Nwp TlpWp
k ~ —=(1 —(1-v) - —=
oe 5, (L+v)+ 5= (1—v) ===,
wy |1 1
koe ~ ?p §(ﬁ0+ﬁ)+§(ﬁ0_f/)y_np ;
koe =~ K pige, (3.54)

onde

S
Hoe = 5 (o +71) + 5 (7 = v = 1. (3.55)
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Neste caso, o termo de casamento de fases 1, apresenta uma dependéncia linear com v,
enquanto que no casamento de fases do tipo I o termo 1., apresenta uma dependéncia com
2, conforme (3.25).

Substituindo as expressdes (3.46)-(3.48) em (3.51) e lembrando que a < 1, d’ < 1e

v? < v, ficaremos com

L
Age = [Kﬂoe + opqia + (ap - a)qQI] 5
fEf et e by T )] -~ (B + 7
2 no(1+v)wp  2mpw, 7 PR Y (1 —v)wp v v [
ou
B L
Aoe ~ [KMOC + Oépq1;v + (ap - CE)qu] 5
L b 2 g 2 q% Mo 32 ~ 02
o 9 _ _ 3.56
+2’FLOK {2 (Q1x + QQx) + 9 (q1y + QQy) (1 T I/) ﬁ(l — V) (ﬂ(h:v + 'YQQy) ) ( )
onde
) _ T
Mp
g = ﬁo’Yp'
Mp

Os dois ultimos termos entre chaves da expressao (3.56) ficardo

@7 (B, +7a2,) = nat — vat + moBal, + novBa3, + noVal, + novyas,
(1+v)  pl—p) 7200 2 (1 —v)(1+v)

O denominador da equagdo acima serd aproximadamente igual a 7 e assim ficaremos com

2 T 7 Bo2 i a2 = 3.2 7~
q n 5 _ Noq NV 45 noq noY G5
(1+1V)+77(1i,,) (Baz, +7d3,) = @i + oﬁ2x+ ; y+< g

(3.57)

Com isso a expressdo (3.56) ficard

Sl

Aoe = [K proe + 0pqiz + (ap — @)qoq]

L b g - _ - _
o | 5(q1e + q22)* + 5 (quy + 42y)° — b5, — G5, — @i + (4 — b3, — Gg3,)v|, (3.58)
MoK |2 2
onde
o= Mobp
Tp
g = e

Tp
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Para alguns casos é mais ttil escrever a equagdo (3.58) em termos dos dngulos de saida.

Para tanto, tal como foi feito para o casamento de fases do tipo I,

cq1; 2q15 1+v
S = — q1; K .
&1 ) A &1 (3:59)
cq2; 2q9j 1—v
2 o A—nk BN Ty K (3.60)

Substituindo as expressdes (3.59) e (3.60) na (3.58), teremos

Aoe = K Lfoe, (3.61)
com
foe = “oe + Zp(l +v)éie + (a”;a)(l — V)&
n {;’ (14060 + 1 -Vl + 510+ 06y + (- e

{0+ + (0401 0)Bb+ (01— v)E,5)

Lembrando novamente que a < 1, a < 1ev? < v, ficaremos com

(ap — @)

foe = Hoc (1+V)£1:):+ 1

ST
1 (b
— (1
+ ﬁo{Q[( +v
1

87

(1 - V)é.?x

1o+ (1— ) + 2 (14 )y + (1— u)&ayf}

L9
2
]

)
(14 )& + (1 —v)(b¢3, + 53,) (3.62)

Portanto, em termos dos angulos de saida £ e >, poderemos reescrever a expressdo para a

amplitude dos campos na forma

1 » 1-v_ = ‘
;L K& + 2VK§2> sine (K L fo.)e K Efoc, (3.63)

oo = NG(v)E (

Em termos das varidveis ES e 5(1, definidas em (3.35) e (3.36), escrevemos

B, = NG(1)E (KE + Kygd) sine (K LEF,g)e KL e (3.64)
com
e [0 @ o A & 4vE &
Foe ™= +[2 +4(1+”)} Ssa + [ v—50 ”)] T T )

onde as quantidades b, b, g e g foram aproximadas por 1. Caso contrario, a expressdo para

F,. fica excessivamente complicada.
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3.3.2 Conversiao ¢ — eo.

Na conversdo do tipo e — eo, os cdlculos sdo completamente similares aqueles desenvolvi-

dos na subsegao anterior, bastando trocar as posigdes de {; e &> e substituir v por —v. Assim,

teremos
Do = NG(1)E (1 ; KE + 1_2”K€2> sinc (KL foo)e K Lfeo, (3.66)
com
_ Heo - M
1 (b
+ g G+ -+ S+ ey + - vl
o | 2 2
- g [+, +5€,) + (1= v)&] (3.67)
1, 1,
Heo = 5(”0 +17) — 5(”0 - 77)” — Tp- (3.68)
Em termos de 55 e Ed,
B0 = NG(v)E (Kg + Kygd) sinc (K LE,,)e K Feo, (3.69)
com
L o, @ L& (v
Feore 57+ [ > 70 ”)} bsa F [ 2 VT 4(1+”)] Sde = Jne - 870

A figura 3.7 mostra graficos da contagem simples de f6tons em fun¢do do dngulo de
saida para um cristal BBO com casamento de fases do tipo I, com L = 1 mm (esquerda) e
L = 0.25 mm (direita), bombeado por um laser de 407 nm. Esses graficos foram obtidos das
equagdes (3.69) e (3.66) integrando-as em uma das varidveis e em v, supondo que existe um
filtro de interferéncia com largura de 10 nm em frente ao detector. Os resultados concordam
perfeitamente com os dados experimentais obtidos por Lee et al. [54]. Vemos que os padrdes
produzidos pela emissdo de fétons gémeos dependem do comprimento do cristal.

Vejamos agora quais sdo os resultados previstos para as contagens em coincidéncia em
experimentos nos quais os detectores se deslocam em sentidos opostos e no mesmo sentido.

Se deslocarmos os detectores em sentidos contrarios, isto é, 51 = —52 teremos Es = 0. Na
auséncia de polarizadores, a taxa de contagens em coincidéncias serd proporcional a
‘2 [sinc?(KLF.,) + sinc*(KLF.,)] dv,

Pd:/yq>oe§+y<peoy§dy:/\NG(V)S(Kygd)
(3.71)
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Figura 3.7: Densidades de contagens simples obtidas da equagdo (3.74), integrada em um
dos angulos de saida e em v, com um filtro de interferéncia de 10 nm, para o BBO de com-

primentos L = 1 mm e L = 0.25 mm, com um feixe incidente de 407 nm e 6 = 42.5°.

onde
F = Hoe_’_|:apy+a(1_y)}§dm_£§ (3.72)
oe 2 2 4 4Ry’
— 2
) Heo [ Q@ _ Sa
R, = % +[2V 4(1+u)} 6as — 1 (3.73)

Rearranjando os termos em (3.72) e (3.73) e considerando que os filtros de frequéncia sdo

muito finos (v — 0), podemos escrever P; como

Py~ )Nﬁf(O)‘Q { sinc 2 [KL(R2 — & — 0552)] + sinc? [KL(R2 — &+ C§3|2)} } ., (3.74)
4n, 4n,

onde
—2=2
R = oftoe + ~2—, (3.75)
C = ";O‘. (3.76)

Vemos que a taxa de contagens em coincidéncias s6 € relevante quando o vetor {; descreve

ou um circulo de raio R centradoem x = C ouem z = —C , revelando assim a estrutura
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espacial da funcdo de casamento de fases na CPDE tipo II degenerada (v = 0). Note que se
Hoe = fteo = 0, teremos R = C, o que significa que os dois circulos se tangenciam em z = 0.
Este é 0 caso da geragdo colinear. Se pipe = fteo = —n,a? /8, teremos R ~ 0, caso conhecido
como beam-like, onde sdo produzidos apenas dois feixes finos com separacdo angular de
2C = Tyau.

Quando os detectores sdo escaneados na mesma diregdo, de modo que Ed = 0, a proba-

bilidade de deteccdo em coincidéncias é

Po= [ 02 (ol = |NEGE)

2
/ G*(v) [sinc?(KLF).) + sinc*(KLE!)] dv,

(3.77)
cCoOm
R ST PR O P ;
Frro= P 1% Y e B 4 (C2 L X e, 79
eo 2+[2+4( ”)}5 2+(2+4>5 (3.79)

Vamos nos concentrar na geragao quase-colinear, isto é, quando (7, + 7)/2 = 1 € e =

—pteo = (o — 7)v/2. Neste caso particular,

1A
F, =

[(20@ + O_‘)gsm + (ﬁo - 77)7/] ) (380)

N N

F, = [(20p + Q)85 — (Mo — M)V - (3.81)

Pelas expressdes (3.77), (3.80) e (3.81), vemos que a transferéncia de espectro angular na
CPDE tipo II quase-colinear sofre , em principio, do mesmo problema que ocorre no tipo
I: O espectro angular s6 é completamente transferido na diregdo y. Entretanto, devido a
dependencia linear de yio € pteo cOm v, um efeito interessante acontece. Podemos reescrever

(3.77) aproximadamente como

Q/GQ(V){SH]CZ [IZL <§;j +V>:| + sinc? VZL <£;f - Vﬂ}d% (3.82)

onde m = (2o, — @) /(7o — 7). Supondo que G(v) é uma fungdo par, a expressdo (3.82) é

‘H (5"”) , (3.83)
m

onde H(x) é a convolugdo de G?(x) com sinc?(K Lz /4). Nas condigdes experimentais mais

P, o |E(KE)

equivalente a

P, o |E(KE,)

comuns, a largura de H é praticamente igual a largura de G2. Vemos assim, que embora o
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Figura 3.8: Comparacdo entre os resultados experimentais (e) e as predi¢des da equagdo
(3.83) (linha solida) para o BBO com L = 5mm, casamento de fases do tipo II no regime
colinear, bombeado por um laser de A\, = 405nm e wy ~ 25um. Os dois detectores se
movem na mesma dire¢do e mesmo sentido, e sdo equipados com filtros de interferéncia
com largura de linha de 10nm (Av ~ 0.012). A gaussiana coincide com o perfil do espectro

angular do laser. A linha pontilhada indica o perfil esperado para o caso monocromdtico
(Av — 0).

espectro angular & (5) do feixe incidente ndo seja completamente transferido para o estado
de dois fétons na CPDE tipo II, poderemos ter uma a transferéncia perfeita, da imagem do
feixe, se a largura dos filtros de interferéncia G(v) dividida pelo fator de magnificacdo m for
muito maior que a largura de & na diregédo =.

O efeito de transferéncia de imagem ora descrito foi testado experimentalmente, com os
resultados apresentados na figura 3.8. Um cristal BBO com L = 5mm foi bombeado por
um feixe de laser com A, = 405nm e wy ~ 25 um. O cristal foi orientado para casamento
de fases colinear, com # = 41.7°. Nessas condi¢des, m ~ 1.5. Em frente aos detectores,
foram colocados filtros de inteferéncia com largura de linha de 10 nm, centrados em 810 nm
(Av =~ 0.012). Vemos claramente que a imagem do perfil de espectro angular do laser foi

completamente transferida para o estado de dois fé6tons nas duas dire¢des ortogonais.



Capitulo 3. Propriedades Espaciais e de Frequéncias da Conversdo Paramétrica Descentente 45

3.4 Montagem Experimental

Laser
\. : DF
| _; ot

L3
= = T Filtros de
BBO tipo | = Interferéncia
- - 12 Smm ~ & Espacial
Filtro ;
Espacial_} (i \
1 W —...
Eletrénica de Contagem

Figura 3.9: Montagem experimental para a deteccdo em coincidéncia e no regime colinear

no processo da conversdo paramétrica descendente espontanea.

A montagem experimental necessaria para se medir a transferéncia do espectro angular,
estd representada na figura 3.9. Um laser continuo de comprimento de onda A = 405nm,
com polarizacdo linear vertical, libera um feixe. I; deixa passar somente a parte mais central
do feixe. A lente L; focaliza o feixe na iris Iy e esse conjunto forma um filtro espacial que
elimina os modos mais altos do espectro angular e torna o feixe completamente gaussiano.
A lente Ly expande o perfil do feixe e I3 é utilizada como marcador de caminho. L, serve
para colimar o feixe no cristal ndo-linear BBO que dara casamento de fases dos tipos I e II.
O cristal produz dois fétons gémeos de frequéncias degeneradas w; = wy = 810nm. Um
espelho é colocado logo ap6s o cristal para refletir toda a luz ultravioleta e deixar atravessar
somente a luz infravermelha. Os pares de fétons, gerados no regime colinear, atravesam
a lente L3, e passam por um divisor de feixe (DF) para serem distribuidos nos sistemas
de deteccdo D e Dy. O objetivo da lente L3 é focalizar o feixe na regido de detecgdo para
assim tomarmos a transformada de Fourier dos perfis transversais de campo dos fétons
convertidos. A estes sistemas de deteccdo existem ainda acoplados, orificios de 300 um e
filtros de interferéncia de (810 + 10) nm.

Podemos movimentar os detectores D1 e D2 de vérias formas em uma direcao transver-
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sal a propagacdo dos fétons convertidos. Os detectores D1 e D2 sdo montados em estagios

de deslocamento nas dire¢des horizontal (y) e vertical (x).

3.5 Conclusoes

Obtemos as expressdes para os estados quanticos gerados na CPDE para os casamentos de
fase dos tipos I e II para o caso ndo-monocromatico com feixe incidente de freqiiéncia bem
definida. Os estados foram gerados em um cristal birrefringente uniaxial de espessura L.
Alguns efeitos de anisotropia estdo presentes no estado quéantico gerado. O termo de walk-off
« influencia fortemente nas propriedade espacias quando transferidas para o par de f6tons
detectados em coincidéncia. Os termos 3 e v tém pouca influéncia no casamento de fase.
Vimos que para a CPDE do tipo I a transferéncia do espectro angular esta fortemente ligada
ao termo de walk-off e a espessura L do cristal conforme a equagdo (3.41). Neste sincronismo
de fase, quando varremos os detectores na dire¢cdo =, vemos claramente que o efeito do
walk-off achata o espectro angular quando observado neste plano de deteccdo e pode limitar
sua transferéncia o que influenciard no emaranhamento, em varidveis espaciais, do estado
de dois fétons. Quando varremos os detectores na dire¢do y transferimos completamente o
espectro angular para os par de fétons gerados. As curvas experimentais concordam muito
bem a previsdo tedrica conforme visto pela figura 3.5. Para o casamento de fase do tipo II
vemos através de (3.83) que no caso monocromatico o espectro angular ndo é completamente
transferido na diregdo x. A transferéncia ocorre completamente quando a analisamos na
direcdo y. No entanto, a imagem do feixe serd completamente transferida quando a largura
de banda dos filtros de interferéncia, dividida pelo fator de magnificacdo m, for muito maior
que o espectro angular na diregdo x. Os graficos ilustrados na figura 3.8 mostram a boa

concordancia entre as previsdes tedricas e os dados experimentais.



Capitulo 4

Pureza, Fidelidade e Emaranhamento em Polariza¢ao na CPDE

O processo de conversdo paramétrica descendente espontanea (CPDE) é muito importante
na preparacdo de estados de fétons gémeos com alta fidelidade e pureza [54, 55, 56, 57, 58,
59, 60, 61, 62, 63, 64]. Os estados de dois fétons gerados por CPDE dos tipos I e II, determi-
nados no capitulo anterior, nos informam sua dependéncia com os efeitos de anisotropia do
meijo e como esses efeitos, juntamente com o filtros de interferéncia, influem na transferéncia
do espectro angular do feixe bombeador para o estado de dois fétons. Neste capitulo,
mostraremos a dependéncia da pureza e do emaranhamento dos estados gerados pelo pro-
cesso supracitado com os pardmetros do cristal, tais como seu comprimento, divergéncia
do feixe incidente e angulo de aceitagdo dos detectores. Comegaremos o capitulo com uma

répida revisdo sobre o emaranhamento em sistemas bipartidos e sua quantifica¢ao.

4.1 O Emaranhamento

Desde a publicacdo do famoso trabalho de Einstein, Poldolsky e Rosen (EPR)[65], em 1936,
que questiona se a fungdo de onda fornece uma descrigdo completa da realidade, o emaran-
hamento e a ndo-localidade tém sido pontos essenciais em vérias discussdes relacionadas
aos fundamentos e interpreta¢des da Mecanica Quantica. Em 1964, John Stuart Bell escreveu
um trabalho de fundamentos de Mecénica Quéntica sobre as limita¢des de uma teoria lo-
cal de varidveis ocultas que supostamente forneceria uma descrigdo completa da realidade
tisica conforme definida por EPR [66, 67]. Bell deduziu uma desigualdade que deveria ser
obedecida por qualquer teoria local de varidveis ocultas [68]. Desde entdo varios trabalhos

referentes a desigualdades de Bell foram desenvolvidos [69, 70, 71], sendo a violagdo de

47
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algumas dessas desigualdade a primeira maneira de se detectar emaranhamento. Com o
passar dos anos, muito se avangou na compreensao do emaranhamento, e surgiram varias

outras formas de detecta-lo e de quantifica-lo.

4.1.1 Emaranhamento de estados puros

Vamos analisar aqui somente o emaranhamento de sistemas de duas partes ou sistemas
bipartidos. Iniciemos entdo analisando o emaranhamento para estados puros [16, 58, 72].

Sejam dois sistemas quanticos que chamaremos de A e B. O estado fisico do sistema A
serd descrito por um operador no espago de Hilbert H 4 de dimensdo d 4, e o sistema B sera
descrito em Hp de dimensao dg. O estado (supostamente puro) do sistema composto serd
descrito por um vetor |¢)) no espago H = H4 ® Hp:

da,dB
W) = > cijlai) @ |bj) € Ha @ M, (4.1)
irj

com a matriz complexa C' = ¢;; de dimensdo d4 x dp.

Um estado puro |¢) é chamado estado produto, ou separdvel, se pudermos encontrar
estados [) € Ha e [¢B) € Hp tais que

v) = [v*) ® |[vP). (4.2)

Se isso nao for possivel, o estado é chamado de emaranhado. Um estado produto pode ser
preparado de uma maneira local, ou seja, o sistema A é preparado no estado [)*) e o sistema
B é preparado independentemente no estado [1/?).

Uma maneira de descrever o emaranhamento de estados puros para sistemas bipar-
tidos é através da decomposigio de Schmidt [73, 69, 74]. Se pensarmos no estado descrito
pela equacdo (4.1), poderemos dizer que existe um conjunto ortonormal {|a;)} de H4 e um
conjunto ortonormal {|3;)} de Hp tais que

R
) =) Ailaw) ® |Br) € Ha® Hp (4.3)

k=1
com coeficientes reais e positivos \i. Esses coeficientes sdo unicamente determinados como
a raiz quadrada dos autovalores da matriz CCT, onde C' é a matriz formada pelos coefi-

cientes da equagdo (4.1). O nimero R < min{d4,dp} é chamado de posto de Schmidt de

|¥).
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4.1.2 Emaranhamento de estados mistos

Geralmente descrevemos um sistema quéntico através de seu operador estatistico ou matriz

densidade, p € H, representado na forma
p=Y_pilti)(Wil, (4.4)

com ) p; = 1 ep; > 0. Esta matriz é positiva e hermiteana pois todos os operadores
[1i) (1i| sdo positivos e hermiteanos. Isso significa que seus autovalores sdo ndo-negativos.
Em virtude da condigdo imposta em p;, teremos que Tr(p) = 1. Qualquer matriz positiva de
trago igual a unidade poderd ser interpretada como uma matriz densidade de algum estado.
A combinacédo convexa de dois estados p; € p2, p = ap1 + (1 — a)p2 com « € [0, 1], também
é um estado, como é o caso dos estados de Werner e os estados diagonais de Bell [75, 18].

Seja p uma matriz densidade para um sistema composto e pertencente ao espago de
Hilbert H. Dizemos que p é um estado produto se existirem os estados p* € H4 e pP € Hp
tais que

p=ptep”. (4.5)

O estado é dito separdvel quando pode ser expresso como uma soma convexa de estados
produtos p* ® pP onde todos os p; sdo positivos, ou seja,

p=> pipi®pf (4.6)

)

Zpi =1
i

Se isso néo for possivel, o estado é dito emaranhado.

com

41.3 Medida de Emaranhamento

Existem diversas maneiras de se quantificar o emaranhamento de um estado bipartido.
Neste capitulo utilizaremos a concorréncia, ou concordancia. A concorréncia é uma medida

de emaranhamento muito popular e que para estados puros é dada por

C(l)) = /201 = Tr(p%)]. (4.7)

onde p4 é o estado reduzido de [¢) para o subsistema A [76]. Para estados mistos de dois

qubits, a concorréncia é dada por

C(p) = max{0, \1 — A2 — A3 — As}, (4.8)
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onde 0s \; sdo os autovalores da matriz R = //pp/p em ordem decrescente [77]. A matriz
p é dada por p = oy ® oyp oy ® 0y

A seguir vamos determinar a pureza e a concorréncia dos estados emaranhados em
polarizagdo, gerados pela CPDE, para observarmos como se d4 a dependéncia dessas quan-
tidades com a anisotropia do cristal e com os pardmetros basicos de um experimento e
também o quanto estes mesmos estados se aproximam dos estados [¢T) e |¢ 1), analisando

a fidelidade dos estados gerados.

4.2 A Matriz Densidade Efetiva

Para determinarmos a pureza e o emaranhamento em polarizacdo dos estados de fétons
gémeos, vamos representa-los na forma do operador de estado p. Entretanto, como os esta-
dos gerados pela CPDE sdo multimodais, a defini¢do de polariza¢do dos fétons ndo é tinica.
Conforme vimos no capitulo 1, cada dire¢do de propagacao @ define um sistema de vetores
unitarios de polarizacdo é,(a) e é.(4). Assim, é formalmente impossivel separar o estado
multimodal em uma parte espacial e uma parte de polarizacdo. A solucgdo para o trata-
mento da polariza¢do de estados multimodais é a utilizagdo da chamada matriz densidade

efetiva, definida da seguinte forma [78]

(Prozz) (Prayz) (Pyaez) (Pyoye)
ot = Zuf (Proay) (Prayy) (Pyeay) (Pyayy) | (49)
(Poyoz) (Poyya) (Pyyaa)  (Pyyya)
(Payay)  (Poyyy)  (Pyyay)  (Pyyyy)
onde
Pijim = Pij @ Py, (4.10)
com
Pij = Z |k &(2 k ,€(2)], (4.11)
keD

onde |k, & (2)) representa o estado de um féton transmitido por um polarizador com a
direcdo de polarizagdo ¢; = & ou y ortogonal ao eixo z. D é o conjunto dos vetores de
onda k admitidos pelo sistema de deteccio, e Z,s € a constante de normalizagdo que levara
o trago de p,r a ser igual a unidade. Trocando a soma por uma integral na definigdo de Py,

teremos

Pyt = / / d€,dé, / / dvrdis M) © M) (6, 00), (4.12)
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onde
MOEm) = |, &2 E i, &(2)) (4.13)
M2 (Eva) = 1o va, @(2))(Err vay ém(2). (414)

Aqui, |€,v},é(2)) representa um estado de 1 féton propagando na direcdo definida por
&; (veja o Cap. 2), com frequéncia dada por w; = wy(1 + v;)/2. Qp e Bp sdo a abertura
angular e a largura de banda espectral dos detectores, respectivamente, onde consideramos
que a largura de banda Bp é muito maior que a largura de banda dos filtros de interferéncia
normalmente utilizados.

Vamos analisar a partir daqui os casos em que temos a geragado de estados de dois fétons
por CPDE com casamento de fases dos tipos I e Il e observar como alguns efeitos influenciam

o grau de fidelidade, pureza e emaranhamento desses estados.

4.3 Fontes de Estados Emaranhados em Polarizacdao Gerados por
CPDE

Vamos analisar as fontes de estados bipartidos de dois fétons emaranhados em polarizagdo
gerados por CPDE com casamento de fases dos tipos I e II.
O estado de dois fétons para o casamento de fases do tipo I, na aproximagéo paraxial, é

idealizado por

1
) = [[ a6y [ dvoumléiov. el -, (4.15)
1&51<1 -1
onde
Doo = NG() A1, &2, v) SinC [Aoo (€1, &2, )] exp[ iAo (€1, &2, 1)) (4.16)

Para o casamento de fases tipo I, teremos

1
W) = [[ déidés [ dv (duéim el e + 6uléimilin-min),  @17)

|&1<1 -1

onde as amplitudes sdo dadas por

Boe = NG(V)A(EL, &, v) sine [Age (€1, £, V)] exp[—iAoe (€1, &2, V)] (4.18)
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Do, = NG(v)A(E1, &2, v) sinc [Aco (€1, 2, V)] exp[—ileo (€1, E2, V)] (4.19)

Os significados de 51, 52, N, G(v), A, e as expressdes para Aeo(é,é,u), Aoe(é,é,y) e
Aoo(gl, 52, v) sdo dados no capitulo anterior e na referéncia [23].

Consideraremos o feixe bombeador gaussiano, ou seja,
A() o e Ikowotl/4 (4.20)

onde wy é a cintura do feixe. A divergéncia do feixe serd

2

TWwo

Qp = (4.21)

Note que empregamos o dobro do valor normalmente definido para a divergéncia do feixe
[79], pois aqui estamos trabalhando com o seu didmetro angular. A equagdo (4.20) podera
ser reescrita na forma

A(E) 6_4@2/(21‘2’, (4.22)

e assim,
A&, &, v) o~ |(1+)&+(1-1)E2/QE (4.23)

4.3.1 Fontes com Casamento de fases do tipo I

Shih e Alley [80] empregaram fontes de pares de f6tons emaranhados nas quais o estado
quantico era gerado através de um cristal uniaxial preparado para o casamento de fases
do tipo I, onde eles mudavam a polarizagdo de um dos feixes através de uma placa de
onda e utilizavam um interferdmetro de Hong- Ou-Mandel para gerar estados de Bell p6s-
selecionados. Outras maneiras de gerar pares de fétons emaranhados com polariza¢oes
ortogonais foram feitas por Kwiat et. al [62] e Altepeter[55]. Kwiat ef al. [62] propdem uma
forma de gerar fétons gémeos através de uma fonte composta por dois cristais uniaxiais
tendo seus respectivos eixos 6pticos situados em planos perpendiculares entre si. A geome-
tria do problema proposto por Kwiat et al. esta ilustrada na figura 4.1. Com essa fonte,
o0s autores produzem todos os pares, de uma determinada cor, emaranhados. Utilizando
cristais com casamento de fases do tipo I e um feixe de entrada polarizado a 45° com relacdo
a dire¢do x, a componente do campo incidente que vibra no plano contendo o eixo 6ptico
do primeiro cristal (xz) gera fé6tons com polarizagdo ordindria, enquanto que a componente

perpendicular ao plano xz passa livremente no primeiro cristal, como se propagasse em um
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Feixe bombeador
polarizado a 45°

7

Figura 4.1: Fonte de pares de f6tons emaranhados. Dois cristais sdo acoplados para produzir
fétons gémeos no processo da conversdo paramétrica descendente. As linhas nos cristais

representam as diregdes de seus eixos 6pticos

meio isotrépico. Esta componente, que tem polarizacdo extraordindria no segundo cristal,
dara origem a fétons com polarizacdo ordindria neste cristal. As duas polarizagdes, geradas
no primeiro e segundo cristal, sdo perpendiculares entre si e ddo origem a um estado que
é da forma (em polarizagdo) HH + €!*VV. Controlando-se a fase ¢, podem-se produzir es-
tados de Bell do tipo ¢+ = HH + VV e ¢ = HH — VV e estudar o emaranhamento do
sistema via visibilidade na coincidéncia [61].

O estado correspondente a combinagdo descrita acima, onde ambos os cristais tém es-

pessura L, é

1

= // d1dé / v (@ooe |1, v, 0|2 =1 &) + |G 16 |G v &) ) (424)

IGi1<1 -1
onde
¢ = ko {n- 104+ (- v | -
B (1 + ) (B, + 6k + (1 = V) (B, + 765
" =yl no = |10+ (L DEE]

e a amplitude CI)&, é obtida trocando z por y em ®,,. O indice de refracdo ordindrio n,

é calculado na frequéncia w,. As fases (' e (" aparecem devido aos seguintes fatos: (a)
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Os fétons gémeos gerados no primeiro cristal tém polarizagdo extraordindria no segundo
cristal, sofrendo assim o efeito de walk-off, além de ganhar uma fase de propagacdo. (b)
A componente de polarizacdo y do feixe bombeador ganha uma fase de propagacdo no
primeiro cristal antes de gerar f6tons no segundo. A diferenca nas fases entre as duas com-
ponentes do estado gerado nesta fonte significa que os cones de luz estdo deslocados, um
com relagdo ao outrode §, = o, L/2 e 6§y = (2&— o) L /2 nas direcdes x e y, respectivamente.
No célculo de 6, e §,, devemos levar em conta, além de ¢’ e (", as fases de ®,, e dL. Va-
mos assumir aqui que ¢, e d, sdo compensadas pelo uso de cristais anisotrépicos auxiliares
colocados no caminho dos fétons gémeos.

Para o calculo dos elementos da matriz densidade efetiva, levamos a expressdo para o

estado de dois fétons (4.24) nas expressoes (4.9) e (4.12). Os tinicos termos que sobrevivem

sao:

(Prgaz) = C / / d€1dé, / dvA?sinc AL (4.25)
Qp Bp

(Pyyyy) = C// dgldf;/dVAQ sinc®Agg (4.26)
Qp Bp

(Pyeye) = C// déd{g/dl/.AQ sinc AoosincA(fo (4.27)
Qp Bp

<nyry> = <Pymygc>*~ (4.28)

Como as expressdes de A,, e AL diferem apenas por uma rotacdo de 90° em torno do eixo
z , 0s termos (Pypyqa) € (Pyyyy) sd0 iguais, ambos diferentes de (Py;,.). A constante C' ndo

precisa ser explicitada. A matriz densidade efetiva é entdo da forma

, (4.29)

—
oS O =

Pef = B

o o o o
o o o o
o o 3

r

onde r = (Pyyyz)/(Praaz). A desigualdade de Cauchy-Schwarz garante que |r| < 1. Natu-

ralmente, o estado que se busca gerar com essa fonte é

(4.30)

—
= o O =
_ o O

0 0
0 0
0 0
0 0
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Logo, vemos que quanto maior for o valor de r, mais o nosso estado se aproximard de um

estado de Bell puro |¢T), cuja matriz densidade é dada pela expresséo (4.30).

T A
Laser

P

Placas A\/4

% y

Espelho esférico

Figura 4.2: Fonte de dois f6tons construida com um tnico cristal do tipo I e bombeado pelos
dois lados. Os campos convertidos sdo superpostos com a ajuda de um espelho esférico.
A polarizagdo do campo convertido é girada pela dupla passagem nas placas de quarto de

onda.

Uma outra forma de gerar estados de Bell do tipo HH + V'V utiliza o esquema ilustrado
na figura 4.2, onde através de um espelho esférico e duas placas de A\/4 o feixe bombeador
gera fétons gémeos nos dois sentidos, sendo que os feixes convertidos na primeira passagem
sdo refletidos de volta no cristal, mas com polarizacido girada de 90°, e se superpdem com
os feixes convertidos na segunda passagem do bombeador pelo cristal. Neste caso, o estado

de dois fétons sera

1
“m:// ity / Aoy | 61,1, E0) 2 —v, &) + € HE v &) |G —v )], (431)

€51<1 !
onde
¢ = L {mp+ L[+ v)rs + (1= v)én]}
- B a0 - e
v B e, + (- vt 32
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a2
C// = ka {77 + 7 [(1 + V)fla: + (1 - V)f?x]}
= BL L Bty (B 4 A€ + (1= v)(BEL, + A€ 433
- [( + ) (B, +¥E1,) + (1 —v) (B8, + ’Yfzy)] : (4.33)
4 2my

Como os feixes ndo sdo colineares, a fase ¢ pode ser controlada pela posi¢do z do espelho
esférico. Agora, os cones de luz convertida sdo deslocados na dire¢do = apenas por (o, —
@)L /2, que é uma quantidade desprezivel. Assim, as fases ¢’ e (" podem ser descartadas
da expressao (4.31). As expressoes para (Prazz), (Pyyyy) € (Pyaya) serdo idénticas e o estado

de dois fétons gerado por esta fonte é praticamente igual ao estado de Bell |¢™) (ou |¢7),
dependendo de ¢).

4.3.2 Fontes com Casamento de Fases do Tipo II

Para o caso do casamento de fases do tipo II, a fonte empregada serd aquela representada

na figura 4.3. O estado quantico gerado pelo processo paramétrico serd aquele da equagdo

T A

Figura 4.3: Fonte de dois fétons construida com um tnico cristal com casamento de fases do

tipo IL

(4.17). Como ja discutido nos capitulos anteriores, as quantidades «,, &, 3,, B, Yor Vo Mp € 1]
sdo termos devidos a anisotropia do cristal. Os termos «, e & sdo responsaveis pelo walk-off
do feixe bombeador e do feixe convertido extraordindrio, respectivamente. As quantidades
By, B, vp, 7 deformam o feixe nas dire¢des z e y. Os termos 7, e 7 sdo os indices de refragdo
que correspondem a ondas planas com polarizacdo extraordindria propagando na direcado

z. Utilizando a equacéo (4.17), podemos escrever as expressoes para os elementos da matriz
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densidade efetiva. Supondo que a diferenca de fase entre ®,. e ®, é anulada por meio de

cristais compensadores, os seguintes termos sobreviverao:

(Prayy) = B / / dé}dé’z / dv A% sinc?A,, (4.34)
@b Bp

(Pyyze) = B// dgldé / dvA? sinc?A,, (4.35)
@b Bp

(Pyzay) = B / / dgldgg / dv A? sine A, sine A, (4.36)
()5} Bp

(Poyye) = (Pyazy)”, (4.37)

onde B é uma constante que nao necessita ser explicitada. Através das equagdes do capitulo
anterior vemos que os termos diagonais (Pyyyy) € (Pyyaz), das equacdes (4.34-4.35), sdo
iguais. Os termos fora da diagonal sdo diferentes daqueles da diagonal principal. Como
o efeito da anisotropia afeta diferentemente cada componente do campo, os termos sinc A,
e sinc A., sofrem distor¢des diferentes. Essa diferenca se torna desprezivel se o dominio
de integragdo ()p for muito menor que a largura da funcao sinc|[...] na dire¢do afetada pelo
walk-off, como acontece se as aberturas dos detectores forem muito pequenas. A matriz den-

sidade efetiva resultante serd da forma

Py = : (4.38)

© o o o
= =
<

o o o o

0 0

onde r = (Pyay)/(Prayy)- Idealmente, esta fonte geraria o estado de Bell |[¢1), cuja matriz

densidade é

00 00
110110
_ - 4.39
p20110 (4.39)
00 00
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4.4 Pureza, Fidelidade e Emaranhamento

Pela forma das matrizes densidade (4.29) e (4.38), vemos imediatamente que a pureza dos
estados de polarizagdo P = Tr,ogf em ambos o0s casos é dada por
1+7r2

P= (4.40)

As fidelidades dos estados representados por (4.29) e (4.38) devem ser calculadas com
relacdo aos estados de Bell [¢1) e [¢)), respectivamente, cujas matrizes densidade sdo dadas
pelas expressdes (4.30) e (4.39). A Fidelidade entre dois estados p, e p, é definida como
[74, 64] F(pa, pp) = Tr\/\/Popar/Ps- Quando p, e p, comutam, F(pa, pp) = >, Va;b;, onde a;
e b; sdo os autovalores de p, e p;. Teremos entdo, que para ambos os casos,

147

F =y (4.41)

Para determinarmos a concorréncia, empregaremos o método utilizado por Wootters
para um estado arbitrdrio de dois qubits [77]. Primeiramente devemos calcular a matriz
p =0y ®oypo, ® oy elogo apds o produto pp. As raizes quadradas dos autovalores da

matriz pp fornecerdo os valores das quantidades que entrardo na operacdo da equagao (4.8).
0 —i

oy = ! (4.42)
i 0

(4.43)

A matriz o, édada por

e o produto oy ® o, serd

Oy Q oy =

= o O
o O = O

-1 0

As duas matrizes densidade efetivas (4.29) e (4.38) sdo reais (p* = p) e comutam com o, ® 7.
Portanto, para ambos os casos, p = p. Logo, os autovalores a serem levados a expressao (4.8)

serdo os de pff, istoé, \; = (1 +7)2/4, \a = (1 —7)%/4, \3 = A4 = 0. Com isso, teremos
C—r (4.44)

para ambos 0s casos.
Pode-se mostrar também que a méxima violacdo possivel da desigualdade de Clauser-

Horne- Shimony-Holt em um experimento utilizando os estados (4.29) e (4.38) é dada por
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BW = lnm r =080

Qe (mrod)

€25 (mrad)

0

.. A
50 i Qp
mrad) ) {mrad)

BW = 3um k: BW=3m r>=098

(mm) o ‘ {

e (mrad)
€ (mmrad)

50 i
(man) {mrad)

BW = nm r=080
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Figura 4.4: Diagramas representativos da situagdes para as quais poderemos ter o valor
do pardmetro » > 0.90 e » > 0.98 para conversdo do tipo II. As quantidades Qp, @p e
L representam, respectivamente, a divergéncia, o angulo de aceitagdo e o comprimento do
cristal. O valores de @Qp, @p e L para os quais teremos r» > 0.90 e r > 0.98 sdo aqueles que,

combinados, possuem pontos dentro dos volumes das caixas do diagrama.
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Qp (mrad)
Qp (mrad)

(mm) l (mrad) (mm) ’ (mrad)

Figura 4.5: Diagramas representativos das situagdes para as quais poderemos ter o valor
do pardmetro » > 0.90 e » > 0.98 para conversdo do tipo I. As quantidades @), Qq e L
representam, respectivamente, a divergéncia, o dngulo de aceitacdo e o comprimento do
cristal. O valores de ), @p e L para os quais teremos r» > 0.90 e » > 0.98 sdo aqueles que,

combinados, possuem pontos dentro dos volumes das caixas do diagrama.

V1+r2[75,81], isto 6,
Sy = 2V/1 + 12, (4.45)

sendo que o limite de Cirel’son é Sy, = 2v/2.

4.5 Simula¢des Numéricas

Para termos uma idéia das caracteristicas dos dois tipos de fontes estudadas nas se¢des
anteriores em func¢do do comprimento do cristal, da divergéncia do laser, do angulo de
aceitagdo dos detectores e da largura de banda dos filtros de interferéncia, realizamos varias
simulagdes numéricas onde foi calculado o pardmetro r para cada caso. No primeiro grupo
de simulagdes, consideramos um cristal uniaxial BBO cortado para o casamento de fases do
tipo II, bombeado por um laser de comprimento de onda A\, = 351nm. O casamento de
fases foi ajustado para # = 50.18°, que gera feixes na configuracdo de cones cruzados (CC)
com um angulo total de 7° entre os dois pontos de intersecdo. Consideramos cristais de
comprimentos (L) de 0.50 mm a 5.0 mm, divergéncia do feixe (@, ) de 0.50 mrad a 5.0 mrad
e angulos de aceitacdo dos detectores (()p) de 0.50 mrad a 5.0 mrad. Consideramos filtros

de interferéncia gaussianos de largura de banda de 1, 3 e 5nm. Para o segundo conjunto
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Figura 4.6: Dependéncia do parametro r com o parametro s definido na equacéo (4.46) para
todos os casos analisados. Os pontos correspondem a solugdes numéricas das equagdes
(4.34)-(4.37) e (4.25)-(4.28).

de simulagdes utilizamos a fonte de dois cristais cortados para o casamento de fases do tipo
I, com 6 = 34.04°. Na tabela 4.1 temos os valores de todos os pardmetros utilizados nas
simulacdes. Os resultados numéricos estdo apresentados na forma de diagramas 3D. As
figuras 4.4 e 4.5 representam situagdes em que temos o parametro r > 0.90 e » > 0.98 para
casamento de fases do tipo I e tipo II. Os eixos x, y e z correspondem aos parametros L,
Qp e Qp , respectivamente. A cada diagrama estd associado um valor de largura de banda
BW dos filtros de interferéncia. Os pontos dentro dos blocos verticais correspondem aos
conjuntos desses valores para os quais a concorréncia (r) assume valores acima daqueles
indicados nas figuras.

As perdas de pureza e emaranhamento nestas fontes sdo provocadas pelas assimetrias
das funcoes (4.25)-(4.28) e (4.34)-(4.37) com relacdo as dire¢des z e y. As assimetrias ocorrem
principalmente por causa do walk-off transverso quando feixes extraordindrios atravessam o
meio uniaxial. Para o sistema de cones cruzados (CC), casamento de fases do tipo II, vemos
na figura 4.4 que ocorre uma degradagdo do estado a medida que aumentamos a largura de
banda dos filtros de interferéncia utilizados na detec¢do. Isto se deve a dependéncia linear

dos indices de casamento de fases jic, € jioe cOm a dessintonia v. No caso de geragdo do
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Parametro Valor
0 (graus) | CC:50.18, DC: 34.04
Ap (nm) 351
ne (351 nm) 1.7068
ne (351 nm) 1.5774
N (702 nm) 1.6640
Ne (702 nm) 1.5471
L (mm) de 0.50 a 5.0
Qp (mrad) de 0.50a 5.0
Qp (mrad) de 0.50 a 5.0
BW (nm) 1,3e5

Tabela 4.1: Valores dos parametros utilizados nas simula¢des numéricas.

Fonte | BW (nm) ay as as a4
CC 1 1.0x107% | 33| —0.33 | 3.1
CcC 3 12x1073 | 2.8 | —0.11 | 2.0
CC 5 2.2x 1073 | 2.6 | —0.058 | 2.0
TC todos 2.0x107° | 3.3 1.2 |25

Tabela 4.2: Valores das constantes de ajuste do parametro s.

tipo I, nas fontes de dois cristais, a dependéncia do termo de casamento de fases p,, com
v é quadrética, fazendo com que os filtros de interferéncia tenham pouca ou praticamente
nenhuma influéncia sobre a degradagdo do estado. A tendéncia geral dos resultados aparece
no diagrama na figura 4.6, onde os valores de r, obtidos numericamente, sdo comparados

com o pardmetro s definido empiricamente da forma

1
11— a1 L2QpQY

onde L é dado em milimetros e ), e Qp sdo dados em miliradianos. A fungdo s foi de-

s (4.46)

terminada através de vdrias tentativas de um certo ajuste linear com r. As constantes

a;(j =1,...,4) sdo ajustadas para cada caso e sdo listadas na tabela 4.2.
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4.6 Conclusoes

Analisamos dois tipos de fontes de pares de fétons emaranhados utilizando a CPDE. No
primeiro tipo de fonte geramos o estado de Bell do tipo |¢™) utilizando a configuracdo de
dois cristais do tipo I para gerar o estado. Uma vez gerado, analisamos a fidelidade desse
estado quando comparado ao estado de Bell puro |¢1). Analisamos também a concorréncia
do estado afim de termos uma medida de emaranhamento para compararmos a |¢"). A alta
pureza e fidelidade do estado estd fortemente vinculada a divergéncia do feixe incidente,
do comprimento do cristal, da largura de banda dos filtros de interferéncia e do angulo de
aceitagio dos detectores. A medida que focalizamos o feixe e diminuimos a espessura do
cristal, para uma dada largura de banda de filtro, produziremos estados de Bell com alta
tidelidade e pureza. Para fontes com casamento de fase do tipo II (fontes de cones cruzados)
que geram estados de Bell na forma |¢)), a alta fidelidade e pureza dos estados produzidos,
dependerao fortemente da largura de banda dos filtros de interferéncia. Quanto menor for
a largura do filtro maior a possibilidade de produzir estados com alta fidelidade e pureza.
Uma vez fixa a largura de banda dos filtros vimos, através da figura 4.4, que a pureza e

tidelidade do estado dependem sensivelmente da espessura do cristal.
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Conclusdes Gerais e Perspectivas

5.1 Conclusoes Gerais

Vimos que podemos determinar o campo eletromagnético de um feixe que atravessa um
meio birrefringente uniaxial. A expressdo desse campo é determinada através da equagao
(2.56) que informa a anisotropia e a refragdo do feixe ao transpassar o meio. Conhecendo
esta fun¢do poderemos, em trabalho futuros, estudar a dindmica do momento angular or-
bital da luz dentro de meios birrefringentes, a propagacao de feixes de altas ordens em meios
uniaxiais e a evolugdo dos pardmetros de Stokes dentro desses meios. Através da matriz
transferéncia obtida no capitulo 2 poderemos determinar as fun¢des de Green que propa-
gardo os campos em meios uniaxiais. Analisando a dependéncia da matriz de transferéncia
com a componente ¢ do vetor de onda e com o angulo 6 de corte do cristal, estabelece-
mos os limites de validade da aproximagédo escalar para a propagagdo em meios uniaxiais,
que é utilizada no modelo teérico para a CPDE. Os efeitos de anisotropia dados pelas ex-
pressdes (2.11)-(2.18) influenciardo fortemente na transferéncia do espectro angular para o
par de fétons gerados na CPDE quando detectados em coincidéncia e no emaranhamento
do estado quéntico que descreve estes fétons quando analisamos as varidveis espaciais e a
polarizacdo do estado.

Para a CPDE do tipo I, analisamos a probabilidade de deteccdo em coincidéncia em
dois esquemas. O primeiro quando deslocamos os detectores em sentidos opostos. Neste
caso detectamos a fungdo sinc|...] que nos da os cones de luz devido a conversdo. Estes
cones podem ser deslocados dependendo da condi¢do de casamento de fase i,,, que tem

dependéncia com 2. O termo de casamento de fase ndo afeta a largura dos cones que de-

64
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pende somente da espessura do cristal. Quando deslocamos os detectores no mesmo sentido
mostramos a transferéncia do espectro angular do feixe incidente para o estado detectado
em coincidéncia. Essa transferéncia depende tanto da divergéncia do feixe incidente como
dos efeitos de anisotropia do cristal que gerou o estado. O walk-off juntamente com o com-
primento do cristal e o nimero de onda do feixe incidente, possuem grande importancia
nessa transferéncia pois, dependendo da magnitude de cada um deles, a fungdo sinc]|...]
podera ser mais fina ou mais larga que o espectro angular incidente. Quando o argumento
da fungdo sinc |...] é tal que ela é mais larga que o espectro angular, entdo conseguimos trans-
ferir todo o espectro incidente para o feixe detectado em coincidéncia. Para que isso ocorra
o argumento da fung¢do sinc |[...] deve ser muito pequeno. Isso ocorrerd quando a cintura do
feixe, wo, for muito maior que L oy, /27.

Para a CPDE do tipo II, temos os termos de casamento de fase ji¢, € ftoe cOmpletamente
diferentes daquele determinado para o tipo I. Neste caso teremos uma dependéncia linear
com v o que leva a um espectro de freqiiéncia completamente diferente daquele do tipo L
Quando deslocamos os detectores em sentidos contrarios, para detectarmos os cones de luz,
vemos novamente que a largura dos cones ndo depende do termo de casamento de fase.
Sua largura depende do comprimento do cristal e do walk-off. No caso monocromadtico e
detec¢do colinear a largura dos cones ainda dependem do termo de walk-off e o sinc]|...]
continua sofrendo um deslocamento no plano de detecgdo. Quando deslocamos os detec-
tores na mesma direcdo vemos que a transferéncia do espectro angular fica dependente de
v através dos termos de casamento de fase, que desloca a fungdo sinc .., e dos termos de
walk-off. A transferéncia do espectro angular ficard por conta da largura de banda dos
filtros de interferéncia que se for grande, para cristais longos, podera ocorrer toda a trans-
feréncia. Nas duas situagdes, casamentos de fase dos tipos I e II, os resultados teéricos aqui
apresentados concordam muito bem com os resultados experimentais.

Utilizando os estados quanticos determinados no capitulo 3 fizemos uma analise de seu
emaranhamento, pureza e fidelidade quando comparados aos estados de Bell [¢) e |¢T)
por meio da concorréncia. Vimos que o comprimento do cristal, a divergéncia do feixe
incidente, a largura de banda dos filtros de interferéncia e o dangulo de aceitacdo dos detec-
tores influenciam fortemente no emaranhamento do estado produzido. Teremos alta fideli-
dade e pureza para um certo conjunto das quantidades anteriormente mencionadas. O uso
de cristais longos, largos filtros de interferéncia e feixes de grande divergéncia contribuem
enormemente para a degradagao da pureza e emaranhamento dos estados produzidos pelas

fontes. A focalizagdo do feixe incidente tem um papel fundamental na produgdo de um es-
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tado de alta fidelidade e pureza principalmente quando utilizamos cristais longos. Para a
configuracdo de dois cristais onde produzimos o estado do tipo I, a alta fidelidade e pureza
do estado produzido ndo depende de forma tado sensivel da combinagao entre a focalizagdo
do feixe incidente e do comprimento do cristal como no caso da configuragdo de cones cruza-
dos que produzem o estado do tipo II. Para as fontes do tipo II, a produgao do estado com
alta fidelidade e pureza é drasticamente afetada pela largura de banda dos filtros de inter-
feréncia. Quanto maior a largura dos filtros menor é a possibilidade da escolha do conjunto
de pardmetros para produzir o estado com alta fidelidade.

Com o estado quéntico para a CPDE do tipo II, mostrado no capitulo 3, poderemos de-
terminar o grau de emaranhamento nas varidveis espaciais deste estado e como ele se vin-
cula aos efeitos de anisotropia oriundos do cristal uniaxial. Poderemos proceder de forma
analoga, aquela de Fedorov [25, 82, 83, 84, 45], para quantificarmos o emaranhamento nas
varidveis espaciais na CPDE do tipo II, levando em consideragdo os efeitos de anisotropia

do meio ndo-linear que gera os par de fétons emaranhados.

5.2 Perspectivas

Chan e Eberly[85] demonstraram que o emaranhamento em varidveis espaciais pode ser
determinado através da largura do pacote de onda quando a fungdo é um produto de
duas fungdes Gaussianas, uma na dire¢do x e outra na direcdo y. Esta dupla-Gaussiana
é fungdo para particulas livres que, a priori, é emaranhada nas coordenadas espaciais = e y
e este emaranhamento é controlado pela largura dos pacotes cujo estado se torna separdvel
quando essas larguras sdo iguais. A partir disso e da proposta de Fedorov [25, 45] propomos
uma andlise do emaranhamento nas varidveis espaciais no casamento de fase do tipo II. A
seguir explicaremos, de forma sucinta, como determinar o emaranhamento nas varidveis

espaciais conforme proposto por Fedorov.

5.2.1 Anaélise do emaranhamento do estado de dois fotons no casamento de fase
do tipo II

Para determinarmos o grau de emaranhamento nas varidveis espaciais do estado e como
a dispersdo dos fétons convertidos durante o processo da CPDE influencia na separabil-
idade do sistema, poderemos partir das propostas feitas por Chan [85] e Fedorov et. al

[82, 83, 84, 25, 45] que resolvem o problema do emaranhamento para varidveis espaciais
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e a sua dependéncia com a anisotropia do meio que gera os fétons gémeos na CPDE do
tipo I. Deveremos, portanto, medir as dispersdes condicionais e incondicionais nos graus
de liberdade a serem trabalhados. Chan e Eberly [85] mostraram que, para uma fungao
que é representada como o produto de duas fun¢des Gaussianas, o quociente entre as dis-
persdes do momento, quando temos detecgdo simples e a detecgdo em coincidéncia, é igual

ao nuimero de Schmidt, ou seja,
_ ARPS

= Aki.c. -

Na equacdo (5.1) a quantidade Ak; representa a dispersdo da curva de detecgdo da particula

R, (.1)

1. O indice p rotula que as dispersdes sdo calculadas para 0 momento e as abreviagdes c.s. e
c.c. indicam contagem simples e contagem em coincidéncia, respectivamente. K é o nimero
de Schmidt que é igual a 1 para sistemas ndo-emaranhados e diferente de 1 para sistemas
emaranhados. O valor de R também poderia ser obtido determinando as dispersdes na
posigdo ou qualquer outro grau de liberdade vinculado aos dois primeiros. As medidas das
dispersdes sempre sdo feitas utilizando apenas uma das varidveis do sistema, por exemplo,
a variavel k; ou a variavel k2. Temos portanto que

Akfs _ Axflzs
Ak’fc - A:L,(l:c

K—Ry = - R.. (5.2)

Chamamos, também, a deteccdo simples de detec¢do incondicional e a detec¢do em co-
incidéncia de detecgdo condicional. Se temos, portanto, um sistema de duas partes, uma
nos graus de liberdade da particula 1 e a outra parte nos graus de liberdade da particula
2, e desejamos determinar a dispersao incondicional da particula 1, tomamos a densidade
de probabilidade do estado e a integramos com relagdo ao grau de liberdade trabalhado da
particula 2, ou seja, para determinarmos a dispersao incondicional Az{* deveremos calcu-

lar a integral [84]
/da:z W (21, 29) % . (5.3)

Agora, para determinarmos a dispersao condicional, devemos apenas obter a expressdo de
| (21, 22) .

Conhecendo-se a solucao de (5.3) e a densidade de probabilidade, poderemos tomar as
dispersdes das curvas obtidas nas detec¢des simples e em coincidéncia e calcular o quociente
entre elas para obtermos o valor de R. No problema do trabalho de Fedorov et al. [45],
foi necessdria uma anélise bi-dimensional das dispersdes. Ele determinou as dispersdes

condicional e incondicional nas dire¢oes paralela e perpendicular ao plano principal de um
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cristal uniaxial. Ele definiu o quantificador de emaranhamento como sendo o produto
R=R|Ry, (54)

onde R, e R significam medidas tomadas para as dire¢des perpendicular e paralela ao eixo
optico.

Como sabemos a expressdo para o estado de dois fétons para a CPDE do tipo II, pode-
mos determinar, de forma analoga aquela feita por Fedorov [45], a dependéncia do emaran-

hamento do estado com a anisotropria do meio uniaxial.



Apéndice A

A Matriz de Transferéncia

Seja o sistema ilustrado na figura A.1. Os meios 1 e 2 sdo separados por uma interface
posicionada em z = zp. Uma onda eletomagnética atravessa essa fronteira z = 2y, entre dois
meijos uniaxias, passando do meio 1 para o meio 2. Na interface as componentes tangenciais

de & e A sdo continuas[26, 27]. Portanto

meio uniaxial 1 meio uniaxial 2
Y

Zy

Figura A.1: Interface entre dois meios uniaxiais. Os vetores §; e §2 indicam as dire¢des dos

eixos 6pticos dos meios 1 e 2, respectivamente.

-,

2% [EUF ) + E(Ft) — ENT )] amzy = 0 (A1)

—

2 x [T ) + A (7, t) — AT 1)) amzy = 0 (A.2)

69
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que sdo validas, também para suas respectivas transformadas de Laplace-Fourier. Os ve-
tores unitarios §; e §2 indicam, respectivamente, as dire¢des dos eixos Opticos dos meios 1
e 2. 01 e 03 sdo os angulos entre os eixos Opticos e a dire¢gdo z. Como estamos tratando de

ondas planas e # = us¢, poderemos relacionar os campos na forma

= LixéE (A.3)
Uw

Substituindo a equagdo (2.21) na (A.1) e utilizando as rela¢des (2.6) e (2.7), teremos

3% [koi2§1 _ ( el §1)_’ei]cei(gaei + 3% (Eoi % §1>Coigoi +

2% [k25y — (K - 52)kY Ot & — 2 x (KO x 82)C°1E = 0. (A4)
Multiplicando escalarmente a equacdo (A.4) por b, o primeiro termo sera
I;- {2 « [/{Oi2§1 _ (l;,’ei . §1)Eei]ceiéaei} _ Cei(i) « 7:,) . [koi2§1 _ (Eei . él)Eei]éaei
- % - [k,oi2§1 _ (Eei . gl)];’ei]éaei
_ Cei[alkoﬂ o q(Eei . §1)]éaei
= Bege (A.5)
onde

Be — Cei[alkoi2 N q(Eei . §1)]7 (A6)

¢ = \Jk2+E2 (A7)

e 31, a e b sdo definidos, respectivamente, pelas equagdes (2.25), (2.26) e (2.27). O segundo

termo de (A.4), serd

b-[2x (K% x 8,)CUE%) =b-[(2-51)k” — (2 k°)§,]C7E” = —DOKIE, (A.8)

onde
D% = C%,. (A.9)

Utilizando o mesmo procedimento para os outros termos da equagédo (A.4), teremos

_Dorkjgrtgaor 4+ BT 4 Dotkgtéaot _ Betéaet — Doik,giéooi _ Beiéaei. (A]O)
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Se, por outro lado, multiplicarmos escalarmente a equagdo (A.4) por a, o primeiro termo

sera
Q- {2 « [koi2§1 . (Eei . §1)Eei]cei@(aei} _ Cei(& « 2) . [koi2§1 . (Eei . §1)E€Z’}g6’i
_ _Ceii)_ [koi2§1 _ (];ei . §1)Eei]@@ei
= —DYkPE” (A.11)
onde
D% = C%p,. (A.12)
O segundo termo ficara
Q-2 x (K% x 3)CU€% = C%-[(2-81)k% — (2-k°)5,]&”
— COi[qu — alkgi]gm
= A%E&, (A.13)
onde
A% = C%o1q — a1k (A.14)

e 01 é a magnitude da componente z do vetor 3;. Procedendo da mesma forma para os

outros termos, teremos
A°T gor _ Derkorﬂger . Aot@(aot + DetkotZéoet — _Aoigoi + Deikoi2£>ei' (A].S)

Substituindo a equagédo (A.3) na equagao (A.2) e multiplicando escalarmente a equagdo

resultante por a e b, ficaremos com as seguintes expressoes

Dork,or2(g;or + Aerk,or2@@er o Dotkot2éaot _ AetkotQ(get — _DoikoiQ@@oi _ Aeikoi2@@ei (A16)

e
_ Borgor _ Derkor2k§réoer + Botéaot + DetkotZkztéoet _ Boigoi 4 DeikoiQkTi@(aei (A17)
onde
AP = CP g g — am kP (A.18)
BP" = CP"[a, koM — q(KP™ - 3,,)] (A.19)
D = CPMp,, (A.20)

comp=-e,oem=1,r,t.
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O sistema de equagdes composto pelas expressdes (A.10), (A.15), (A.16) e (A.17) podera

ser escrito em forma matricial e ficara

[ A°r _Der (kor)2 _Aot Det(kot)Q 17T glm' i
_Dorkgr Ber DOtk‘gt _Bet éaler
Dor(kor)2 Aer(kor)Q _Dot<k0t)2 _Aet<k0t)2 éalot
—_RBor _Der(kor)Qk.gr Bot Det(kOt)2k§t éalet
i _Aoi i [ Dei(koi)Z i
) Doi kgz ) _Bei
— éaloz ) 4 + éaiel ] ) (A21)
_Doz(koz)2 _Aez(koz)Q
Boi Dei(koi)QkEi
Representando a matriz (A.21) de forma mais compacta
Q1 Q2 Qg Quy & T, Iy
Q Q Q Q & T | T
21 22 23 24 = Lol 2 L 2 , (A.22)
Q31 Q32 Q33 Q34 &E° T3 I3
Q1 Qa2 Uz Qu &t Ty Iy
L g 4L i L i L i
Q T r
as amplitudes espectrais poderdo ser determinadas a partir da regra de Cramer
&% det[QT] + & det[Q]]
& = A2
det[()] (A.23)
&1 det[QF] + &€ det[QF]
& = A24
det[)] ( )
&1 det[QF] + &€ det[QF]
éaot — 3 3 A2
det[)] (A.25)
&1 det[Qf ] + &€ det[QF]
& = § 1 A2
det [ (A.26)

onde as matrizes Q} e Qg sdo encontradas trocando a j-ésima coluna da matriz ) pelas

matrizes T eI, respectivamente, e j = 1, 2, 3, 4.
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