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Resumo

O estudo de familias assimétricas é muito importante, ja que a suposicao de normalidade,
muitas vezes considerada na descricao do comportamento de dados estatisticos ¢, em algu-
mas situacoes, inadequada. Além disto, em alguns casos, estamos interessados em variaveis que
assumem somente valores positivos e, assim, as distribui¢oes skew-normais podem nao ser apro-
priadas. Esta dissertagao apresenta uma extensao da familia de distribuicoes log-skew normal
multivariada introduzida por Marchenko e Genton (2010), chamada de familia de distribuigoes
log-skew-normal fundamental canonica, onde a funcao usada para assimetrizar a distribuicao
normal passa a ser uma funcao de distribuicao acumulada m-variada. Ela é obtida através
da transformacao da familia de distribui¢oes skew-normal fundamental canonica multivariada,
definida por Arellano-Valle e Genton (2005), e algumas de suas propriedades, tais como momen-
tos, distribuicoes marginais e condicionais e representacoes estocasticas, sao discutidas neste
texto.

Outra contribuigao desta dissertacao ¢ o estudo do comportamento da entropia nas familias
assimétricas. Calculamos a entropia e informacao mitua na familia de distribuicoes log-skew-
normal fundamental canonica multivariada, relacionando estes resultados com os ja existentes
para as distribui¢oes normal e skew-normal multivariadas. Com o objetivo de compararmos esta
nova familia e a definida por Marchenko e Genton (2010), também encontramos uma expressao
para a entropia relativa entre elas.

A nova distribuicao é usada no ajuste de bancos de dados que assumem somente valores
positivos, através da abordagem bayesiana. Dois modelos sao propostos e comparados quanto
a qualidade de ajuste quando variamos a dimensao m da funcao responsavel por assimetrizar
a distribuicao normal na familia log-skew-normal fundamental canonica.



Abstract

The study of asymmetric families is very important, since the normality assumption often
considered in describing the statistical behavior of data is, in some cases, inadequate. Moreover,
sometimes, we are interested in variables that do not take values in the negative reals and thus
the skew-normal distributions may not be appropriate. This work introduces a generalization
of the family of multivariate log-skew normal distributions defined by Marchenko and Genton
(2010), called canonical fundamental log-skew normal distribution, where the function used
to asymmetrise the normal distribution becomes a m-variate cumulative distribution function.
It is obtained via a transformation of the family of multivariate canonical fundamental skew
normal distribution, defined by Arellano-Valle and Genton (2005). Some of its properties,
such as moments, marginal and conditional distributions and stochastic representations, are
discussed in this text.

Another contribution of this work is the study of entropy in asymmetric families. We
calculate the entropy and mutual information for the canonical fundamental log-skew normal
distribution, relating these results with existing ones for multivariate normal and skew-normal
distributions. Aiming to compare this new family and the one introduced by Marchenko and
Genton (2010), we also find an expression for the relative entropy between them.

The new distribution is used to model databases that take only positive values, using baye-
sian inference. Different models are proposed and compared by the goodness of fit when we
change the dimension m of the function responsible for asymmetrise normal distribution in the
family of canonical fundamental log-skew normal distributions.
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Introducao

A familia de distribuicoes normal é amplamente utilizada para descrever o comportamento
de fenomenos diversos, mas, muitas vezes, a suposi¢ao de normalidade nao é adequada. Existem
dados que apresentam caracteristicas que nao sao apropriadamente descritas pela distribuicao
normal, tais como caudas pesadas, bimodalidade e assimetria. Por esta razao, a construcao
de outras familias de distribui¢oes com tais caracteristicas vem sendo abordada na literatura.
Azzalini (1985) constréi uma familia de distribui¢oes assimétrica, denominada por familia de
distribuicoes skew-normal univariada, que, além de incluir a distribuicao normal como caso
particular, é capaz de captar graus de assimetria relativamente fortes. Azzalini e Dalla Valle
(1996) generalizam esta ideia e constroem a familia de distribuigoes skew-normal multivariada.
Branco de Dey (2001) generalizam a classe de distribuicoes elipticas, introduzindo a familia de
distribuigoes skew-eliptica multivariada. Em todos estes casos, a assimetria é introduzida pela
multiplicacao da funcao densidade de probabilidade de uma variavel aleatoria n-dimensional
por uma fungao de distribui¢do acumulada univariada. Arellano-Valle e Genton (2005) definem
uma familia ainda mais ampla de distribuicoes skew-normal, chamada fundamental canonica.

O suporte destas distribuigoes assimétricas com niucleo normal é o conjunto dos nimeros
reais, no caso univariado, ou o R", no caso multivariado. Para situacoes em que as variaveis
nao podem assumir valores negativos, o uso de tais distribui¢oes pode nao ser adequado. Com
o objetivo de tentar descrever mais apropriadamente o comportamento de fenomenos desta
natureza, surge a necessidade de obter distribuicoes de probabilidade que colocam massa nula
em valores negativos. Marchenko e Genton (2010) introduzem uma familia de distribuigoes
log-skew eliptica multivariada, gerada a partir da transformacao da familia de distribuigoes
skew-eliptica multivariada, e estudam algumas de suas propriedades. A familia generaliza em
alguns sentidos a familia de distribuigoes log-skew normal definida em Azzalini et al. (2003)
e a familia log-normal que é construida a partir de transformacoes similares da familia de
distribui¢oes normal.

A motivacao para definirmos uma nova familia de distribui¢oes do tipo log partindo de
transformacoes mais gerais que as de familias skew-normal vem dos resultados obtidos em
Santos et al. (2013). Eles estao interessados na interpretagdo dos parametros do modelo
logistico misto quando distribui¢cbes mais flexiveis que a normal sao assumidas para modelar
o comportamento dos efeitos aleatérios. No modelo logistico misto, a razao de chances (OR)
usada para interpretar os parametros ¢ uma quantidade aleatéria que é funcao dos efeitos
aleatérios (ver Larsen et al. (2000) para detalhes). Portanto, sua interpretacdo dependera da
distribuicao adotada para tais efeitos. Se assumimos que os efeitos aleatorios sao independentes
e identicamente distribuidos com distribuicao skew-normal com locacao u, escala o2 e parametro
de assimetria « (a qual serd definida no Capitulo 1) e se assumimos que apenas o intercepto do
modelo logistico é aleatdrio, Santos et al. (2013) provam que a distribuigao da razao de chances
para comparar dois individuos com mesmas caracteristicas localizados em clusters diferentes
tem a seguinte fungao densidade de probabilidade (fdp):

Ffor(r) = §¢(lnr|202)<1>2 (5;;7" ( _11 ) 1, - %2 ( _11 _11 )) , (0.1)

onde § = a(1+a) 2 e ¢,(-|2) e ®,(-|X) denotam a fdp e a funcio de distribuicio acumulada




(fda) de uma distribuigao normal n-variada com média zero e matriz de covariancias 3. A fami-
lia definida na Expressao (0.1) ndo pertence a classe de distribuigoes log-skew-normal definidas
em Marchenko e Genton (2010), uma vez que a fun¢ao que introduz assimetria na fdp nao é a
fda de uma distribui¢do normal univariada. Sendo assim, a familia obtida na Expressao (0.1)
precisa ser formalmente definida e suas propriedades necessitam ser exploradas. Da mesma
forma que em Marchenko e Genton (2010), definimos uma nova familia de distribuigdes a partir
da transformacao da familia proposta por Arellano-Valle e Genton (2005), chamada de log-
skew-normal fundamental canonica. Esta familia generaliza a familia proposta por Marchenko
e Genton (2010) no caso de normalidade e inclui a familia encontrada em Santos et al. (2013)
como caso particular.

Uma das caracteristicas das familias de distribuicoes é a entropia, que pode ser ser entendida
como uma medida matematica da informagao necesséria, em média, para descrever o compor-
tamento de uma quantidade aleatéria. Arellano-Valle et al. (2011) estudaram o conceito de
entropia nas familias de distribuicoes eliptica e skew-eliptica multivariadas, apresentando resul-
tados particulares para as familias de distribuicoes skew-normal multivariada. Neste trabalho,
encontraremos expressoes e estudaremos as propriedades da entropia nas familias de distribui-
¢oes skew-normal fundamental candnica e log-skew-normal fundamental canonica multivaria-
das. Com o objetivo de compararmos as familias de distribuicoes log-skew-normal fundamental
canonica multivariada e log-skew-normal, também encontraremos uma expressao para a entro-
pia relativa entre estas duas familias.

Alguns aspectos relacionados a questao da inferéncia na familia de distribuicoes log-skew-
normal fundamental canonica univariada, do ponto de vista bayesiano, sao apresentados nesta
dissertacao. Usaremos esta distribuicao para modelar o comportamento do indice de precipi-
tagdo (PCP) nos Estados Unidos. Ajustaremos modelos considerando alguns valores distintos
para o componente m da funcao que assimetriza a distribuigao normal nesta familia. O ob-
jetivo é avaliar se ha melhoria na qualidade de ajuste ao aumentarmos o valor de m. Desta
forma, como subproduto, também discutimos procedimentos bayesianos para fazer inferéncia
na familia log-skew-normal introduzida por Marchenko e Genton (2010). Os modelos estatisti-
cos descritos foram implementados no software gratuito Winbugs e os resultados obtidos foram
analisados utilizando o software gratuito R.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma. No Capitulo 1 apresentamos as fami-
lias de distribuig¢oes skew-normal e log-skew-normal univariadas, originadas de transformacoes
da distribuicao normal. No Capitulo 2, faremos uma revisao sobre as distribuicoes elipticas
e esféricas e apresentaremos as familias de distribuicoes skew-eliptica e log-skew-eliptica mul-
tivariadas e algumas de suas propriedades. O Capitulo 3 é destinado a introduzir a familia
de distribui¢oes skew-normal fundamental canonica e definir a nova familia de distribuigoes
log-skew-normal fundamental canonica e ao estudo de suas propriedades. O Capitulo 4 apre-
senta resultados sobre a entropia e informacao mutua nas familias assimétricas. No Capitulo 5
abordaremos a questao da inferéncia nas familia de distribui¢oes log-skew-normal fundamental
canonica univariada, do ponto de vista bayesiano. Também ajustaremos modelos assimétricos
para um banco de dados reais sobre o indice de precipitacao nos EUA.



Capitulo 1

Distribuicoes Univariadas Originadas
de Transformacoes da Distribuicao
Normal

A suposicao de normalidade, muitas vezes considerada na descricao do comportamento de dados
estatisticos é, em algumas situacoes, inadequada. Nao é pouco comum encontrarmos dados que
indicam a presenca de caudas pesadas, assimetria, bimodalidade e outras caracteristicas que
nao sao apropriadamente descritas ou capturadas pela distribuicao normal.

Para tratar adequadamente dados estatisticos com tais caracteristicas, alguns caminhos vém
sendo considerados amplamente na literatura. Entre eles estao métodos nao paramétricos (ver
Escobar e West (1998), por exemplo), a consideracao de mistura discreta de distribuigoes (West,
1987) e a busca por familias de distribuigoes de probabilidade flexiveis o bastante para capturar
tais caracteristicas. Esta ultima abordagem é bastante atrativa, pois, em geral, obtemos mode-
los mais parcimoniosos. Existem varios procedimentos encontrados na literatura para construir
distribuigoes paramétricas mais flexiveis. De uma forma geral, Azzalini (1985) prova que uma
fungao densidade de probabilidade (fdp) assimétrica pode ser construida a partir de uma fdp
fo simétrica ao redor de zero e de uma fungao de distribui¢ao acumulada (fda) H, com fdp h
também simétrica ao redor de zero, da seguinte forma:

f(x) =2f,(x)H(az),z € R, (1.1)

onde « € R é o parametro responsavel por controlar o grau de assimetria da nova fdp. Ao
fazermos isso, estamos construindo uma familia mais geral de probabilidade que inclui a distri-
bui¢ao f, como caso particular, quando o = 0. Partindo desta ideia, Azzalini (1985) introduz
a familia normal assimétrica, denominada familia skew-normal (SN) ao longo deste texto, ao
assumir, na Expressao (1.1), que f, e H sdo, respectivamente, a fdp e a fda da distribuicao
normal padrao.

Se f, é também unimodal com segundo momento finito dado por by = [ 2*f,(x)dx, por
exemplo, uma familia assimétrica bimodal pode ser construida a partir das funcoes f, e H, com
fdp dada por

f(x):2<1+cmc2

T(wz) fo(x)H (apz), x € R, (1.2)
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onde ap € Re a > 0. Se ag = o = 0, entado voltamos a distribuicao f,(z) (Elal-Olivero et al.,
2009).

Neste capitulo faremos uma revisao detalhada de algumas distribuigoes de probabilidade uni-
variadas originadas de transformacoes da distribuicao normal univariada, as quais sao relevantes
para o estudo que faremos nos capitulos seguintes. Na Secao 1.1 definiremos, formalmente, a
familia de distribui¢oes skew-normal univariada introduzida por Azzalini (1985) e mostraremos
algumas de suas propriedades. Na Segao 1.2, apresentaremos a distribuigao log-skew-normal
obtida a partir de uma transformacao da varidvel skew-normal, estudada por Azzalini et al.
(2003).

Ao longo deste trabalho, denotaremos por ¢, (- |, 2) e ®,(- |p, 2), respectivamente, a fdp
e a fda de uma variavel aleatoria com distribui¢do normal n-variada com vetor de médias u e
matriz de covariancias 3. Se o vetor de médias é zero, p serd omitido da notagao. Se, além
disso, a matriz de covariancias for a identidade, g e X serao omitidos. No caso univariado,
denotaremos da mesma forma, apenas omitindo n da notacao.

1.1 Distribuicao Skew-Normal Univariada

Em 1985, Azzalini constréi uma familia de distribuicoes de probabilidade com niicleo normal
que, além de incluir a familia normal como caso particular, também é capaz de descrever o
comportamento de variaveis aleatérias cujas distribuigoes possuem grau de assimetria razoa-
velmente forte se comparadas a distribuicao normal. Esta familia é denominada skew-normal
univariada e é definida a seguir.

Definicao 1.1. Se uma varidvel aleatoria X tem funcao densidade dada por
flz | a) =2¢(x)P(ax), x € R, (1.3)

com parametro de assimetria o, dizemos que X tem distribuicao skew-normal padrao, a qual
denotamos por X ~ SN(«).

Para tornarmos a classe de distribui¢oes dada na Expressao (1.3) ainda mais flexivel, é
possivel adicionarmos parametros de locacao e escala a tal familia através da transformagcao
Z=0X + p, onde p € R e o > 0. Neste caso, a fdp da variavel transformada Z serd dada por

f<zyu,a,a):§¢('2;“>q>(a<:“)>,zeR, (1.4)

onde p é parametro de locagao, o é parametro de escala e a € R é parametro de assimetria.
A distribuicao definida na Expressdo (1.4) é denotada ao longo deste texto por Z ~ SN(u, 0%, @).

A Figura 1.1 a seguir mostra o comportamento da fdp de uma variavel Z com distribuicao
skew-normal para diferentes parametros de assimetria quando assumimos a forma padrao dada
na Expressao (1.3) em que g = 0 e 0% = 1. Percebemos que quanto maior o valor absoluto
de a, maior o grau de assimetria da distribuicao. Além disto, valores positivos de o induzem
uma assimetria positiva na curva e valores negativos, uma assimetria negativa. Destaca-se
que quando o — —o0, obtemos uma distribui¢ao assimétrica que coloca quase certamente a
totalidade de sua massa nao-nula em valores negativos.
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Figura 1.1: Densidades da distribuicao skew-normal padrao para diferentes parametros de
assimetria.

A distribuigao skew-normal definida na Expressao (1.4) possui propriedades importantes,
algumas das quais, estudadas por Azzalini (1985), sdo enumeradas a seguir.

1. Se Z ~ SN(u,0?,0), entdo Z ~ N(u,c?). Isto decorre diretamente da Expressao (1.4),
por notarmos que ¢(0) = 1/2.

2. Quando o — oo, temos que f(z | p, 0, ) — %¢(Z;“)I{Z>O}, que é a fdp de uma varidvel
aleatéria com distribui¢do half-normal. Isto ocorre pois ®(az) — 1, se z > 0, e P(az) — 0, se

z < 0.
3. A fdp dada na Expressao (1.4) é fortemente unimodal, isto é, sua fdp é log-concava.

As propriedades 4, 5 e 6, que apresentaremos mais a frente neste texto, sao consequéncia
da identidade que apresentaremos agora. Denotemos por ®gy(- | ) a fda da distribui¢ao
skew-normal padrao com parametro de assimetria «. Para todo z € R, tal fda pode ser escrita
como

CIJSN(Z]Oé):/_Z 2q§(t)<b(at)dt:/_z /_at 2¢(t) o (u)dudt. (1.5)

Note que a regiao de integracao da Expressao (1.5) é denotada por A na Figura 1.2, para z
e « positivos.

Para obtermos propriedades especiais de ®gy(z | «), vamos relaciond-la com a funcao
T(z,a) que é definida em Owen (1956) como a integral de uma distribui¢ao normal padrao
bivariada com correlacao nula na regiao dada por t > 2z, u = 0 e u = at, para z e « positivos.
Desta forma, Owen (1956) define
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Figura 1.2: Regiao de integragao para ®gn(z | a).

\

Wy(z, 0) = //2¢ Ddudt. (1.6)

Consequentemente, segue das Expressoes (1.5) e (1.6) que
Wy(z0) = / 26(1)(®(at) — B(0))dt

:/Z O (at)dt — /¢

= 1—@31\7( ) — 1+ ()
— B(2) — Bgn(z | ). (1.7)

Algumas propriedades de T'(z, a) sdo conhecidas, tais como

—T(z,a) =T(z,—), T(—z,0)=T(z,a), 2T(z,1)=P(2)P(—2). (1.8)

Sendo assim, como consequéncia, obtemos das Expressoes (1.7) e (1.8) que, na familia de
distribuicoes skew-normal, as seguintes propriedades sao verificadas:

4. 1= Pgy(—2 | a) = Pgn(z | —a).

5. gn(z ] 1) = (P(2))2

6. Se Z ~ SN(0,1,a), entao Z2 ~ 2.

Para calcularmos os momentos da varidvel Z ~ SN (u, 02, «), primeiramente, calculamos os

momentos da varidvel X ~ SN(«) e, em seguida, usamos a tranformagao Z = ¢X + p para

obtermos o resultado geral. Para isso, sera necessario o seguinte lema que pode ser encontrado
em Zacks (1981).

Lema 1.1. Seja Z ~ N,(0,1,). Entdo, para qualquer vetor u € R™ e qualquer matriz A €
R™*™ " temos

11



Ez(®,,(u+ AZ|T)) = &, (uS + AA). (1.9)

Os momentos de X, e consequentemente de Z, podem ser mais facilmente obtidos a partir
da fungao geradora de momentos (fgm) e suas propriedades. Sendo assim, inicialmente, vamos
calcular a fungao geradora de momentos de X ~ SN(«a). Para todo t € R, segue que

9] 0 1 2
Mx(t) = E(e'*) = / 2e" ¢(2)®(ax)dr = 2etx—27r67®(ax)dx

—(z—t)?

2 o0 1
= ¢z e 2 ®lax)dr.
/_oo v 2T ( )

Considerando a seguinte transformagao y = z — t e aplicando o Lema (1.1), obtemos que a
ferm de X é

1
V2T

at

\/ﬁ) . (1.10)

Mx(t) = 2 /_oo e B(aly+t)dy = 2% B@(a(Y +1)) = 25 (

Usando propriedades da fgm, segue da Expressao (1.10) que E(X) = \/g WiEreis Var(X) =

2a?
L= m(l4+a?)"

Agora, considere Z ~ SN (u, 02, a). Segue, de propriedades da esperanca e variancia, que

E(Z) = p+ a\/g\/% e Var(Z) = o (1 - W(%"zﬂ)) . (1.11)

1.2 Distribuicao Log-Skew-Normal Univariada

Em algumas situagoes, estamos interessados em varidveis que assumem somente valores posi-
tivos. Nestes casos, a distribuicao skew-normal pode nao ser apropriada, mesmo quando seu
comportamento se aproxima da distribuicao half-normal. Fazendo um paralelo com a teoria
desenvolvida a partir da distribuicdo normal, Azzalini et al. (2003) constroi, através da trans-
formacao Y = e, onde Z ~ SN(u,0?, ), uma familia de distribuicdes que coloca massa
apenas em valores positivos, a qual é chamada distribuicao log-skew-normal e é, formalmente,
definida como segue.

Definicao 1.2. Dizemos que Y tem distribuicao log-skew-normal com parametro de loca¢ao
i € R, parametro de escala o > 0 e parametro de assimetria o € R se, e somente se, Z =InY
~ SN(u,c% a). Denotamos por Y ~ LSN(u,0? ).
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Considere a transformacao Y = e¢Z. Entdo, considerando a fdp da Expressao (1.4) e o
método jacobiano, mostramos que Y tem fdp dada por

ly | 1) = —0 (h”“’T_“) @ (a (MT_“)) y>0. (1.12)

Assim como a familia de distribuigoes skew-normal contém a familia de distribui¢oes normal
como caso particular, a familia de distribuicoes log-skew-normal apresentada na Expressao
(1.12) contém a familia de distribuigoes log-normal como caso particular quando assumimos
a = 0. Dizemos que uma variavel aleatéria X tem distribuigao log-normal com parametro de
locagio p e parametro de escala o2, denotada por X ~ LN (u,o?), se sua fdp é dada por

2
Fe(@) = —— ™ s, (1.13)
2rox
A Figura 1.3 apresenta a fdp da distribuigao log-skew-normal definida na Expressao (1.12),
com parametros g = 0 e 02 = 1 e alguns valores distintos para a. Percebemos que a fdp pode
assumir diversas formas quando variamos o parametro de assimetria, colocando mais massa
préximo do zero se & — 0 ou massa praticamente nula préximo da origem se o — 0.

0.8

0.6

[}
[}
Q Q QQQ

&)
0.4
[T

= 0N - O

P
L}

0.2

-~
-—~ -
—_— e, =

0.0

Figura 1.3: Densidades das distribuicoes log-skew-normal com pu=0 e o?=1 e diferentes valores

para o parametro de assimetria a.

Usando o Lema 1.1 e alguns resultados do cédlculo de probabilidade, decorre que a esperanca
de uma varidvel aleatéria com a distribuigao log-skew-normal dada na Expressao (1.12) é
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(e (7)) o

o () (e (50 e

u+“’2)/ (x_ pto )q><a(x;“))exdx

= ( 1+a2> (1.14)

Usando argumentos similares, também se prova que o segundo momento de Y ~ LSN(u, 02, )

q“\:’\c\
8
Qo Qo

6 BE(Y?) = 2e(2820°) G (%) e, consequentemente, temos que a variancia de Y é

w260 %0 () 2 o (775 )] |

No préoximo capitulo apresentaremos a familia de distribuigoes log-skew-eliptica multivariada
introduzida por Marchenko e Genton (2010). Alguns dos conceitos e propriedades discutidos
neste capitulo serao utilizados no estudo de tal familia.
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Capitulo 2

Distribuicao Log-Skew-Eliptica
Multivariada

Nos ultimos anos, cresce o interesse em novas familias de distribui¢oes com parametros adi-
cionais que nos permitem regular assimetria e peso das caudas. Generalizacoes de familias
ja existentes na literatura, como aquela definida por Azzalini (1985) apresentada na Expres-
sao (1.3), sao feitas para que tenhamos familias ainda mais flexiveis, capazes de descrever
comportamentos de objetos aleatérios em um nimero maior de situacoes do que as familias
previamente definidas. Azzalini e Dalla Valle (1996) constroem uma familia de distribuigoes
skew-normal multivariada, de forma analoga ao que foi feito no caso univariado. Branco e Dey
(2001) e Azzalini e Capitanio (2003) introduzem, independentemente, a familia de distribuigao
skew-t multivariada, a qual foi construida multiplicando-se a fdp de uma distribuicao t-Student
n-variada pela fda de uma distribuigao t-Student univariada. Como ocorre na distribuicao
t-Student, na familia skew-t, o numero de graus de liberdade também é um parametro que
nos permite controlar o peso das caudas. Branco de Dey (2001) vao mais além, construindo
a familia de distribuicoes skew-elipticas. Outros exemplos de distribuicoes assimétricas podem
ser encontrados em Genton (2004), por exemplo.

O suporte destas distribui¢oes assimétricas pode ser o conjunto de nimeros reais ou R",
nos casos multivariados. Para dados que nao podem ser negativos, o uso de tais distribuigoes
pode nao ser adequado. Para tantar descrever mais apropriadamente o comportamento de
dados com este perfil, distribuicoes de probabilidade que nao colocam massa nos niimero reais
negativos sao construidas. Marchenko e Genton (2010) introduzem uma familia de distribuigdes
log-skew-eliptica multivariada e estudam algumas de suas propriedades. Azzalini et al. (2003)
ja havia trabalhado com casos particulares desta familia, definindo as familias de distribuicoes
log-skew-normal e a log-skew-t univariadas, mas sem explorar formalmente suas caracteristicas
e propriedades.

Neste capitulo, revisaremos algumas familias de distribui¢oes multivariadas e algumas de
suas propriedades. Na Secao 2.1, estudaremos as principais caracteristicas das distribuigoes
esféricas e elipticas, baseadas em Fang et al.(1990). Na Secao 2.2, apresentamos formalmente
a familia de distribui¢oes skew-eliptica multivariada, introduzida por Branco e Dey (2001),
restringindo-nos apenas aquela sub-familia de distribuicoes que tem fdp. Na Secao 2.3, apre-
sentaremos a familia de distribuicoes log-skew-eliptica multivariada, definida por Marchenko e
Genton (2010).
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2.1 Distribuicoes Esféricas e Elipticas

Entre as familias de distribuicoes mais flexiveis que a familia de distribui¢oes normal estao,
por exemplo, as familias de distribuicoes esféricas e elipticas. Ambas incluem a familia de
distribui¢oes normal como caso particular. As distribuigoes esféricas sao aquelas invariantes com
respeito a transformacoes ortogonais. Elas formam uma classe de distribuigbes com simetria
esférica, na qual se encontra a distribuicao normal padrao multivariada. Ja as distribuigoes
elipticas sao obtidas a partir de transformacoes lineares das distribuigoes esféricas. Uma maneira
de definir as distribuigoes esféricas pode ser encontrada em Fang et al. (1990) e é feita da
seguinte forma:

Definicao 2.1. Um vetor aleatorio X de dimensao n x 1 tem distribuicao esférica n-variada

se, para toda matriz A ortogonal, de dimensao n X n, tem-se que X 4 AX, onde 2 denota
wqualdade em distribuicado.

Nem toda distribuigao esférica possui fdp. Segundo Fang et al. (1990), quando a fdp existe,
esta é da forma

px(x) = g(x'x),x € R",

onde g é uma fungao nao negativa definida de R em RT. Além disso, para que px(z) seja, de
fato, uma fdp n-dimensional, a expressao r"'g(r?) deve ser integravel em [0, 00).

Da Definicao 2.1, derivam-se condigoes, baseadas na funcao caracteristica, para que um vetor
aleatério tenha distribuicao esférica. Na demonstragao do Teorema 2.1 a seguir utilizaremos o
conceito de invariante maximal apresentada na pagina 15 de Fang et al. (1990).

Teorema 2.1. Um vetor aleatorio X de dimensdo n x 1 tem distribuicao esférica se, e somente
se, a sua func¢ao caracteristica px(t), t € R", satisfaz a uma das sequintes condigoes equiva-
lentes:

i) px (A't) = ¢x(t) para toda matriz A , n X n, ortogonal,

i1) Eziste uma funcgdo escalar ¢ tal que px(t) = ¥(t't).

Demonstragdo. i) Se X é esférica, entdo px(t) = F(e*X) = F(etAX) = E(ANX) =
vx(A’t). Por outro lado, se px(A't) = ¢x(t), entdo pax(t) = px(t) e, pela unicidade

da funcao caracteristica, segue que AX <X

ii) Admita que exista uma funcdo ¢ tal que ¥(t't) = ¢x(t). Como A é uma matriz
ortogonal, segue que

px(A't) = ¥((A't)'(A't)) = V(E'AA'L) = P(t't) = x(t).

Logo, por (i), temos que X tem distribuicao esférica. Por outro lado, do resultado dado em (%),

temos que px(t) é uma func¢do invariante no grupo O(n) (ver Fang et al (1990), Segao 1.3),

cujo invariante maximal é t't. Por isso, ¢x(t) deve ser uma fungao de t't, o que implica (7).
]
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Exemplo 1.1 Seja X ~ N,(0,0%I,). Entao X tem funcio caracteristica dada por

ex(t) = e2 7V = y(t't), t € R™.

Logo, pelo item (ii) do Teorema 2.1 concluimos que o vetor aleatério X tem distribuigao

esférica, com (t't) = e Tt

Suponha, agora, um vetor aleatorio X de dimensao m x 1 com distribuicao esférica e cuja
fungao caracteristica é px(s), s € R™. Neste caso, definimos a distribuigao eliptica através de
uma transformacao linear deste vetor como se segue.

Definicao 2.2. Sejam Z um vetor aleatorio de dimensdo n X 1 definido pela transformagcao
linear Z = p + AX, onde A € uma matrizn X m, p € R", e X é um vetor com distribui¢cao
esférica. Entao o vetor Z tem distribuicao eliptica n-variada com vetor de locagdo p e matriz
de dispersao X = A’ A, positiva definida, denotada por Z, ~ El,(u, 3, ).

Quando a fdp de Z existe, segundo Fang et al. (1990), ela é dada por

pz(zlp, E) = S| g((z — p)S"'(z — p),z € R,

onde ¢ é uma funcao nao negativa, definida de R™ em RT. Neste caso, podemos substituir ¢
pela funcao geradora de densidade g na nossa notagao.

A funcao caracteristica de Z pode ser calculada facilmente, como pode ser visto na seguinte
proposicao:

Proposicao 2.1. Se o vetor aleatorio Z ~ El,(w, 3, @), entdo a func¢ao caracteristica de Z é
da forma A
palt) = VY (E'SH), 2.1)

para alguma fungao v tal que Y (u) € R,u > 0.
Demonstracao. Da Definicao 2.2 e usando propriedades da funcao caracteristica, temos que
@z(t) _ E(eit’(pl,JrAX)) _ eit’pl,E(eit’AX) _ €it/lllgpx(A/t).

Como X tem distribuicao esférica, existe uma fungao ¢ tal que ¢x(t) = ¥(t't). Desta
forma, podemos escrever oz (t) = ¥ H1)(t'St), onde ¥ = AA’.
0

Exemplo 1.2 Se Z ~ N,,(u, ¥), entdo sua fungao caracteristica é
pz(t) = eit/“e%t,z}“,t e R".

Portanto, segue da Proposicao 2.1 que Z é um vetor aleatério com distribuigao eliptica,
onde (t't) = e 72t

A Figura 2.1 mostra as curvas de nivel de duas distribui¢oes normais bivariadas centra-
das em zero. O grafico a esquerda é de uma distribuicao eliptica cuja matriz de correlacao é
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Figura 2.1: Curvas de nivel de distribui¢oes normais bivariadas centradas em zero, com p = 0.5
(esquerda) e p = 0 (direita).

Y= ( 015 0’15 ) e, o grafico a direita é de uma distribuigao esférica, com ¥ = I,.
)

Muitas das propriedades associadas a familia de distribui¢oes normal também sao estendidas
para a familia de distribuicoes elipticas. Vamos enumerar algumas destas propriedades que
julgamos serem importantes para o desenvolvimento deste trabalho e que podem ser encontradas
em Fang et al. (1990).

Assuma que X ~ El,(p, X, ), onde p € R™, ¥ é uma matriz de dispersao, n X n, ndo-nula
e com posto(X)=k < n, e ¢ é a fungao caracteristica que define a familia de distribuigdes
eliptica de interesse. Para esta familia, as seguintes propriedades sao verificadas:

1. E(X)=peCov(X)=rX, onde k =2¢'(0) e ¢'(0) = dfli“) lu=0, desde que existam.

2. Sejam m € R™ um vetor e A uma matriz m x n. Entao, a transformacao linear
Y=n+AX~El,(n+Au, AXA’ ¢).

3. Todas as distribuicoes marginais de X pertencem a familia de distribuicoes eliptica.
Considere a particao de X, p e 3 como sendo

X 1231 Y X
X_ = s = e E = y
( X ) a ( Ho ) ( Y1 X
onde X; e p, sao vetores de dimensao m x 1 e 37 é matriz m x m com 1 < m < n. Entao,
Xl ~ Eﬁm(u’la 23117 (10)

4. Assumindo a particao definida na Propriedade 3, a distribuicao condicional de X; dado
Xy = X9, € a seguinte distribuicao eliptica m-variada:

X, ‘ Xg =X ~ Eﬁm(u1(x2), Ell.?agq(xg))>
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onde [J,l(X2> = My + 21222_21<X2 — l,l,2>, 211.2 = 211 — 21222_21212 € gq(x2) é uma fun(;éo de X9
através da forma quadrética q(x2) = (X2 — ) X0y (X2 — 1), N0 caso em que a fdp de X existe.

2.2 Distribuicao Skew-Eliptica Multivariada

Com o objetivo de generalizar a classe das distribuicoes elipticas de forma a acomodar distribui-
gOes assimétricas com caudas mais pesadas, Branco e Dey (2001) introduzem as distribuigoes
skew-elipticas multivariadas. A assimetria é introduzida pela multiplicagao da fdp de uma va-
riavel aleatéria n-dimensional com distribuicao eliptica multivariada pela fda de uma variavel
com a mesma distribuicao eliptica univariada.

Como na Secdo 2.1, denotaremos a familia de distribuicdes eliptica n-variada por EZ,(u, X, g™),
onde g™ (u) é funcdo geradora de densidade que identifica cada familia. Nos casos em que a fdp
existe, temos que esta sera da forma f, (x; u, 2, ¢™) = |22 (x—p) S (x—p)), x € R?
(Fang et al. (1990)). Seguindo Branco e Dey (2001), a familia de distribuicoes skew-elipticas
que possui fdp é definida como se segue (ver também Genton (2004)).

Definicao 2.3. Um wvetor aleatorio X, de dimensao n x 1, tem distribuicao skew-eliptica mul-
tivariada, com vetor de forma o € R™, vetor de locagao p € R™ e matriz de dispersao ¥ de
ordem n x n, se sua fdp é dada por

onde w = diag(X)?, f.(x;u, 3, 9™) denota a fdp de um vetor aleatério n-variado com
distribuicao El,(p, 3, g™) e F(u;gox)) € a fda de uma varidvel aleatéria com distribuicdo
El1(0,1, gg(x)), onde fungdo geradora € definida por gou(u) = ¢ (u+ Q(x)) /9™ ((Q(x)) e
Q(x) = Qx|p, X) = (x—p) X ' (x—p). Esta distribuicdo é denotada por SEL,(u, 3, ar, g +1).

Dois casos particulares importantes desta familia sao as familias de distribuicao skew-normal
multivariada também e skew-t multivariada, encontradas, respectivamente, em Azzalini e Dalla-
Valle (1996) e Azzalini e Capitanio (2003).

A construcao de um vetor aleatério Z com distribuicao skew-normal multivariada partindo
da Equagao (2.2) é feita ao tomarmos g(u) = cexp(—u/2), onde ¢ é uma constante positiva.
Neste caso, gow)(u) = cexp(—(u + Q(x))/2)/cexp(—Q(x)/2) = exp(—u/2) e chegamos a se-
guinte fdp:

fon, (2) = 200 (2, 1, )P (d'w ™ (z — p)), z € R", (2.3)

onde ¢, (-) e ®(-) sao definidas como no Capitulo 1. Denotamos a familia de distribui¢es skew-
normal multivariada por Z ~ SN, (u, X, a).

A Figura (2.2) apresenta as curvas de nivel de distribuigdes skew-normal bivariadas padrao,
considerando graus diferentes de assimetria, e também nos mostra como a escolha do vetor a
influencia na assimetria da curva. Quando as entradas de a sao negativas, a curva é deformada
colocando mais massa no quadrante negativo e, quando suas entradas sao positivas, a massa
se concentra no quadrante positivo. Vemos também que quanto maior as entradas do vetor em
modulo, maior é a deformagao da curva.
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Figura 2.2: Curvas de nivel de distribuigoes skew-normais bivariadas padroes, com a = (2,2)’
(esquerda superior), a = (—1,—2)" (direita superior), a = (5,2)" (esquerda inferior) e a =
(=5, —5)" (direita inferior).

De forma andloga se da a construcao de um vetor aleatério W com distribuicao skew-t
multivariada. Para isto, tomamos g(u) = ¢ (1 + %)_(VJrn)/z
v > 0. Desta forma, a fdp de W é dada por

, onde ¢ é uma constante positiva e

fLSTn (W) = 2tn(wa M, 27 V)T , W € Rn, (24)

1/2

onde t,(w, 1, 2, v) = T{(v+n)/2}[1 +(w — p) S (W — p) /o]~ R{B) V2 (wm) 2T (v/2) )
é a fdp de uma distribuicao t-Student n-variada com v graus de liberdade, com vetor de forma
a € R", vetor de locagdo p € R™, matriz de escala 3 de ordem n x n, e T'(-; v + n) denota a
funcao de distribuicao acumulada da distribuigao t-Student padrao univariada com n + v graus
de liberdade. Denotamos a familia de distribuicoes skew-t multivariada, dada na Expressao
(2.4), por ST, (i, X, o, v). Esta notacdo serd usada ao longo de todo este texto.

2.3 Distribuicao Log-Skew-Eliptica Multivariada

Em algumas situagoes praticas, estamos interessados na modelagem do comportamento de dados
que assumem apenas valores positivos. Ja vimos na Secao 1.2 que as familias de distribuigoes
log-normal e log-skew-normal univariadas definidas nas Expressoes (1.12) e (1.13) satisfazem
tal requisito. Com o objetivo de criar uma classe de distribui¢oes multivariada que nao coloca
massa em valores negativos, geral e flexivel, e que é capaz de descrever diferentes graus de
assimetria, Marchenko e Genton (2010), partindo da familia skew-eliptica definida por Branco

20



e Dey (2001), introduzem a familia de distribui¢oes log-skew-eliptica multivariada, a qual vamos
rever nesta secao.

Para este fim, defina In(X) = (In(X3), ...,In(X,,)) e exp(X) = (exp(X1), ...,exp(X,,))’, res-
pectivamente, como sendo o logaritmo e a exponencial do vetor aleatério X = (X, ..., X,,)".

Definicao 2.4. Dizemos que o vetor aleatorio X tem distribuicao log-skew eliptica com vetor
de forma o € R™, vetor de locacao p € R™, matriz de escala 3 de dimensdo n X n e func¢ao
geradora de densidade g™tV denotada por LSEL,(p, X, o, g™ t)), se, e somente se, Y =
InX ~ SEl,(u, E, o, g™ com fdp dada na Ezpressio (2.2).

Através da Expressao (2.2) e do método jacobiano, obtemos que a fdp de X é da forma

fLSEn =2 (sz> fn lIlX “’72 g )>F( _I(IHX— IJ’)agQ(X))7 X > 0 (25)

Quando tomamos a = 0, a familia de distribui¢des dada na Expressao (2.5) se reduz a
familia de distribuicoes log-eliptica.

Da Definicao 2.4, obtemos a fdp da distribuicao log-skew-normal multivariada se conside-
rarmos g™ como a funcdo geradora da distribuicdo normal, como na Expressdo (2.3). Esta
familia de distribuigoes é denotada por LSN, (u, X, &) e sua fdp é dada por

fLSNn =2 (H ZL}) ¢n IDX‘M/, ) (a,w_l(lnx - H))? X > 07 (26)

onde os parametros sao os mesmos especificados na Expressao (2.3).
Quando o = 0, a Expressao (2.6) se reduz a

(HJ;Z) On(Inx|p, ), x > 0, (2.7)

que é a fdp de um vetor da familia de distribui¢oes log-normal multivariada com vetor de loca-
¢ao p de dimensao n x 1 e matriz de escala positiva definida ¥ de dimensao n x n, denotado
por X ~ LN, (p, X).

A Figura 2.3 mostra os graficos com as curvas de niveis da fdp de algumas distribuicoes log-
skew-normal padrao bivariadas considerando diferentes valores para o parametro de assimetria
«. Notamos que quanto maior o valor das entradas de a, maior a dispersao. Quando a
assimetria é positiva, a tendéncia é termos uma distribui¢ao colocando massa quase nula em
valores proximos de zero. Quando a assimetria é negativa, ha concentragao de massa préximo
da origem.

Da mesma forma, se considerarmos ¢*Y como a funcdo geradora da familia de distri-
buigoes t-Student, como na Expressao (2.4), obtemos a distribuicao log-skew-t, denotada por
LST,(p, %, o, v), cuja fdp é dada por
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Figura 2.3: Curvas de nivel da distribuigao log-skew-normais padrao bivariadas com a = (0,0)’
(esquerda superior), o = (0.5, 2)" (centro superior), a = (—2, —2)’ (direita superior), a = (2, 2)’
(esquerda inferior) o = (—0.5, —0.5)" (centro inferior) e & = (0.5,0.5)" (direita inferior).

frst, () = 2<Hx,> to(Inx; p, 3, v)

/ 1 v+n 1/2
T “(Inx — _— :
dw (Inx — ) [V—i—@(lnx)] v+n|, x>0,

onde os parametros sao os mesmos especificados na Expressao (2.4).

Exploraremos algumas propriedades que nos ajudarao a compreender o comportamento das
distribuicoes log-skew-elipticas. Tais propriedades foram apresentadas em Marchenko e Genton
(2010), onde suas demonstragoes podem ser encontradas.

Proposicao 2.2. Se X ~ LSEl,(u, X, a, g"V) e se 0s momentos mistos existem para t =
(tl, ...,td)/, t; € N, entao

n

E(H X" = My, x(¢),

i=1

onde My, x(.) € a fungdo geradora de momentos da varidvel aleatoria In X, que tem distribui¢do
SEC, (1, %, a, gt D).
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Uma consequéncia importante da Proposicao 2.2 é que os momentos de primeira e segunda
ordem de uma varidvel aleatoria com distribuigao log-skew-normal sao facilmente obtidos. Seja
X ~ LSN,(p, X, ). Entao, de resultados obtidos por Genton (2004) para a distribuicao
skew-normal e da Proposicao 2.2, segue que

E(H X1 = 2exp(p/'t + t'Et/2)0(a’Swt /(1 + o/'Za)'/?),

i=1

onde ¥ = w'Sw™! e w = diag(X)"/?. Como consequéncia, temos que os dois primeiros
momentos de uma varidvel aleatéria X~ LSN (u,w?, o) sao

E(X) = 2exp(pu + w?/2)®(aw/(1 + o*)/?),

E(X?) = 2exp(2u 4 20?)®(20w/(1 + o?)'/?).

Algumas caracteristicas da familia de distribuicoes log-skew-elipticas sao herdadas da fa-
milia de distribuicoes eliptica como, por exemplo, o fato de que se um vetor tem distribuicao
log-skew-eliptica, entao as distribuicoes marginais de todos os seus componentes também tém
distribuicoes log-skew-elipticas. Este resultado é formalmente apresentado na seguinte propo-
sicao.

Proposicao 2.3. Considere as sequintes particoes dos vetores X, p e a e da matriz de escala

by
X4 Hq (03] Y X
X_: y f— y f— E: y
(3 )= )a=() == (50 52)

onde X1, a1 € py sao vetores de dimensio m X 1, Xa, as € py sao vetores de dimensdao (n —
m)x1 e Xy e Xoy sdo, respectivamente, matrizes de ordens mxm e (n—m)x (n—m), com 1 <

m < n. Defina as matrizes quadradas wy = diag(w}{Q, o w},{?n) ewy = diag(wiﬁ_lmﬂ, o w%f)
de ordens m x m e (n—m) X (n —m), respectivamente. Entao, Xy ~ LSE,,(u,, X11, af, g" ™)

e Xy ~ LSE, (g, Xoo, b, g™ 1), onde

. o +w B S w, a
al - ~ )
/
(1 + 062222_1042)1/2

11 1

of — Qy +wrdlpy Xy wy oy

2 = = )
(1+ ajXi000)1/?

Y1 = w2_1(222 - 22121_11212)402_1,
Yo = w1—1<211 — 2122521221)wf1~
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Apesar de ser fechada sob marginalizagao, a familia de distribuigoes log-skew-eliptica nao é
fechada sob condicionamento. Para determinarmos a distribuigao de X, | Xy, precisaremos da
defini¢do da familia de distribuigdes skew-eliptica estendida (Arellano-Valle e Genton (2009),
Arellano-Valle e Azzalini (2006), Arellano-Vale et al.(2006)), dada a seguir:

Definicao 2.5. Um vetor aleatorio X tem distribuicao skew-eliptica estendida multivariada,
denotada por X ~ SEE,(u, X, o, 7; gV, se sua densidade é da forma

fo%5 1,3, g™ F(odw™ (x — p) + 75 9gx)), x € R, (2.8)

1
e ) T s )

onde T € R e os demais parametros sao definidos como na Ezpressao (2.2).

A partir da Expressao (2.8), Marchenko e Genton (2010) definem a familia de distribuigdes
log-skew-eliptica estendida, denotada por X ~ LSEE, (p, X, at, 75 g(”+1)) e cuja fdp é

IHX; K, Ea g(n))F(a/w_l(lnX_u)+T7 gQ(X))7 X € Rn+'

n -1 1
fuowe () = <H> Fir/Vis asa g ™

Proposicao 2.4. Seja X ~ LSEE,(u, X, a, 1;9™)). Considere as particoes definidas na
Proposicao 2.3. Entao, a distribuicao de Xy dado X1 =x; €

Xs | Xy =x1 ~ LSEE,(Hy.1, Eo2.1, a277'39g&11)))7

onde M2(~1 :) Pt Bo1 D1 (X1 —p11), Bz = Bop— 01 071 Bio, 7 = (w1 B Bipw) o) wi (x1—
n+1

K1) € 9ox,) € definido como na Expressio (2.2).

No préximo capitulo, apresentaremos a familia de distribui¢oes skew-normal fundamental
canonica multivariada, definida por Arellano e Genton (2005), e definiremos uma nova fami-
lia de distribuigoes denotada por log-skew-normal fundamental canénica multivariada, obtida
pela transformacgao adequada de um vetor com distribuigao skew-normal fundamental canonica
multivariada. Também exploraremos as principais propriedades desta nova familia.
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Capitulo 3

Distribuicao Log-Skew-Normal
Fundamental Multivariada

Existem familias de distribuigoes assimétricas muito mais gerais do que aquelas definidas por
Azzalini (1985) ou por Marchenko e Genton (2010) e que foram revistas nos Capitulos 1 e 2.
Generalizacoes dos processos de assimetrizar fungoes de densidade de probabilidade foram pro-
postas por diversos autores, entre os quais citamos Genton e Loperfido (2005) que introduziram
uma classe mais geral de distribuigoes skew-elipticas com fdp da forma

f(z| Q) =2fo,(2)Q(2),z € R", (3.1)

onde fy, ¢é a fdp de uma varidvel com distribuigao eliptica n-dimensional (ver Capitulo 2) e
@ é a fungao responsédvel por introduzir assimetria e tal que Q(z) > 0 e Q(—2z) = 1 — Q(z)
para todo z € R™. Note que a Expressao (3.1) generaliza a familia introduzida por Branco
e Dey (2001), uma vez que Q nao é necessariamente a fda univariada associada a familia a
qual pertence fy . Outras discussoes sobre familias de distribui¢oes mais gerais podem ser
encontradas em Gonzéles-Farfas et al. (2004), onde também se define a familia de distribuigdes
normal assimétrica canodnica, cuja fdp é dada por

¢n(2) P (Dz)
0,,(0 | I, + DD’

f(z | ®,,D) = z € R", (3.2)

onde D é uma matriz de dimensao m x n. A familia de distribuicoes definida na Expressao
(3.2) contém as familias definidas na Expressao (1.3), quando tomamos m = 1 en =1, e na
Expressao (2.3), quando tomamos m = 1.

Uma maneira ainda mais geral de obtermos a fdp de uma distribuicao assimétrica é dada
por

f(z|Qn) =K. fo,(2)Qn(z),z € R", (3.3)

onde K, = P(X >0), Qn(z) = P(X >0|Z =12z) e X e Z sao vetores com dimensoes m x 1 e
n x 1, respectivamente, com distribuicao conjunta tal que a distribuicao marginal de Z ¢ f;, .
Este procedimento de construcao de distribuigoes assimétricas é conhecido como mecanismo
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de selecao e foi amplamente discutido em Arellano-Valle et al.(2006). Este mecanismo ¢é utili-
zado por Arellano-Valle e Genton (2005) para construir a familia de distribui¢oes skew-normal
fundamental canonica.

Neste capitulo, faremos uma revisao da distribuicao skew-normal fundamental canonica,
denotada por CFUSN, definida em Arellano-Valle e Genton (2005). Esta familia pode ser vista
como uma generalizagdo da familia skew-normal multivariada definida na Expressao (2.3) do
Capitulo 2. Partindo desta familia e seguindo Marchenko e Genton (2010), definiremos uma
nova familia de distribui¢oes chamada familia log-skew-normal fundamental canonica, que sera
denotada por LCFUSN. A familia LCFUSN é obtida através da transformacao apropriada da
familia de distribuicoes CFUSN. Além disso, estudaremos algumas propriedades e caracteristi-
cas desta familia, tais como sua funcao geradora de momentos, suas distribui¢oes marginais e
condicionais e critérios para independéncia.

Na Secgao 3.1 apresentaremos a definicao da familia CFUSN considerando o caso padrao
em que o vetor de médias p de dimensao n x 1 é igual a zero e matriz de dispersao X de
dimensao n x n é igual a identidade e suas propriedades mais relevantes. A seguir, definire-
mos uma transformagao que gera uma distribuicao CFUSN com vetor de médias p e matriz
positiva definida de escala 3. Na Sec¢ao 3.2 apresentaremos uma das principais contribuigoes
deste trabalho. Considerando a familia de distribuicoes CFUSN e a transformacgao de variaveis
usada, por exemplo, em Marchenko e Genton (2010), construiremos uma familia de distribui-
¢oes que coloca massa apenas em valores positivos e que generaliza a familia de distribuigoes
log-skew-normal multivariada definida no Capitulo 2, Expressao (2.6). Nesta secdo também
estabeleceremos algumas de suas propriedades.

3.1 Distribuicao Skew-Normal Fundamental Multivari-
ada

Arellano-Valle e Genton (2005) introduzem uma classe mais ampla de distribuigoes skew-
normal, chamada de fundamental, a qual é denotada por FUSN. Esta nova familia de distribui-
¢oes é construida utilizando o mecanismo de sele¢ao discutido em Arellano-Valle et al.(2006)
dado na Expressao (3.3). O uso do mecanismo de selegdo permite a construgao de uma nova
distribuicao de probabilidade por truncamento e, para a familia FUSN, é definido a seguir.

Definigao 3.1. Seja Z* = [Z|X > 0|, onde Z é um vetor aleatorionx 1, tal que Z ~ N, (p,3) e
X ¢ um vetor aleatorio m x 1. Dizemos que Z* tem uma distribuicao skew-normal fundamental
n-variada (FUSN), denotada por Z* ~ FUSN,, (1, 3, Qum), se sua fdp é da forma

fz+(2) = K 6, (2|, £)Q(z), 2z € R, (3.4)

onde Q(z) = P(X >0|Z=1z) e K} = E(Qn(Z)) = P(X > 0).

E possivel verificar que, através do condicionamento [Z|X > 0], realmente obtemos a fdp
dada na Expressao (3.4). De maneira geral, usando o mecanismo de sele¢ao, segue que a fda
de Z* é
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Fz(z) = P(Z* <z)
P(Z <2z,X >0)
P(X > 0)

f_zoo fooo fzx(t, w)dwdt
P(X >0)

J7 I fxizms (W) fz(t)dwdt

P(X > 0)
I2 fz(6) [fy” fxjz=e(wW)dw] dt
P(X >0)

JZ fz(6)P(X > 0] Z =t)dt
P(X >0) '

(3.5)

Derivando a funcdo de distribuigdo acumulada Fz«(z) na Expressao (3.5), temos, como
consequeéncia, que a fdp de Z* é

P(X>0|Z=2)

fZ* (Z) = fZ(Z) P(X > 0)

Entéo, se Z ~ N, (@, 2), segue que fz+(z) = ¢pn(2)P(X > 0| Z =2)[P(X >0)]"".

Um caso particular da distribuicao definida na Expressao (3.4) é obtido quando tomamos

Z 0 I, A ) :
ovetor(X)N n+m(<0>, <A Im>),ondeAeumamatrlznxmtalque

||Aa|| < 1, para todo vetor unitdrio a € R™. Consequentemente, Z ~ N, (0,I,) e X |Z =2z ~
N (A'z, I, — A’A). A partir destas distribuigoes, obtemos a versao candnica da familia de
distribui¢oes FUSN, introduzida por Arellano e Genton (2005), que é definida como se segue.

Definicao 3.2. Dizemos que Z* tem distribuicao skew-normal fundamental canonica n-variada
(CFUSN) com matriz de assimetria A de ordem n x m, denotada por Z* ~ CFUSN, ,(A),
se sua fdp € da forma

fz+(z) = 2" ¢ (2) @, (A2 I, — A’A),z € R", (3.6)
onde A € tal que ||Aal| < 1, para todo vetor unitdirio a € R™.

A familia definida na Expressao (3.6) unifica algumas classes de distribuigdes skew-normal
conhecidas na literatura. Por exemplo, a familia skew-normal definida na Expressao (1.4) por
Azzalini (1985) ¢ obtida da Expressao (3.6), se considerarmos 1 = 0, w = 1 ¢ n=m=1. Neste

caso, apenas reparametrizamos a familia, assumindo A = § = \/117 Como a relagao entre

a€Red e (—1,1) é injetiva, temos que a familia de distribuigdes skew-normal univariada,
com fdp dada por f(z) = 2¢(2)®P(az),z € R,a € R, e a familia de distribuigdes skew-normal
fundamental canonica univariada, com fdp dada por f(z) = 2¢(2)®(dz|1 — %),z € R,|d| < 1,
sao equivalentes.
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Além disto, note que a matriz A pode ser construida como sendo A = A(I,, + A’A)~/?
para alguma matriz real A de dimensao n x m e com entradas finitas. Neste caso, temos
a identidade I, — A’A = (I,, + A'/A)~! e podemos reescrever a fdp associada & familia de
distribuicoes CFUSN da seguinte forma:

2o (2) = 270 (2) B (I + AA) " A'z|(I, + A'A)Y), 2 € R™. (3.7)

A Figura 3.1 mostra a fdp de uma variavel aleatéria com distribuicao na familia CFUSN
quando n = 1 e quando consideramos quatro valores distintos de m. Percebemos que é possivel
obter diferentes graus de assimetria nesta distribuicao modificando a dimensao m.

0.6
|

0.5
|

1
|
3333

04
moTTT
AN R

f(x)
0.3
|

0.1

0.0

Figura 3.1: Funcao densidade de probabilidade da CFUSN com n=1, para m=1 e A = 0.4, m=2 e
A = (0.4,0.4), m=3 ¢ A = (0.4,0.4,0.4) e m=4 ¢ A = (0.4,0.4,0.4,0.4).

As Figuras 3.2 e 3.3 mostram os graficos com as curvas de nivel de um vetor aleatério com
distribuicao CFUSN quando consideramos n = 2 e m = 2 e m = 3, respectivamente, e seis
valores distintos do parametro de assimetria A. A primeira figura mostra as curvas de nivel

da distribuicao CFUSN bivariada com m=2, para A = 82 83 (esquerda superior), A =
0.1 0.1 ) 0.4 0.8 .. . -0.3 —0.3
( 01 01 ) (centro superior), A = ( 0.3 03 ) (direita superior), A = ( 03 -03 )

. . —-0.1 —-0.1 : : —-04 -0 .
(esquerda inferior), A = ( 01 —01 ) (centro inferior) e A = ( 03 —03 ) (direita
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inferior). J4 a segunda mostra as curvas de nivel da distribuicaio CFUSN bivariada com m=3,
0.3 0.3 0.3 0.2 0.2 0.2

para A = 03 03 03 (esquerda superior), A = 0.2 02 0.2 (centro superior),
0.1 0.1 0.1 . ) -0.3 =03 -0.3 : :
A = ( 01 01 01 ) (direita superior), A = ( 03 —03 —03 ) (esquerda inferior),

-0.2 =02 —-0.2 . . -0.1 -0.3 —-0.2 e .
A= ( 02 —02 —09 ) (centro inferior) e A = ( 01 —03 —09 ) (direita inferior).

Percebemos que quando o vetor A é composto de entradas positivas, a curva se desloca para a
direita e coloca mais massa onde X, é positivo. Ja para entradas negativas, a curva se desloca
para a esquerda. Além disto, obtemos assimetria mais acentuada para m = 3.

Figura 3.2: Curvas de nivel da distribuicgago CFUSN bivariada com m=2 e diferentes valores
para A.

X1
-3 -2 -1 0 1 2 3

X
3 -2 -1 0 1 2 3
X1
-3 -2 -1 0 1 2 3

vvvvvvv

X1
-3 -2 -1 0 1 2 3

X1
-3 -2 -1 0 1 2 3
X1
-3 -2 -1 0 1 2 3

vvvvvvv

Figura 3.3: Curvas de nivel da distribuigago CFUSN bivariada com m=3 e diferentes valores
para A.
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Apresentaremos agora algumas propriedades desta familia de distribuigdes que foram in-
troduzidas por Arellano-Valle e Genton (2005). Todas estas sdo extensoes das propriedades
apresentadas no Capitulo 2 para a fdp definida na Expressao (2.3). A proposicao seguinte
fornece a funcao de distribuicao acumulada de uma distribuicao na familia CFUSN.

Proposigao 3.1. Se Z* ~ CFUSN,, ,(A), entao sua fung¢ao de distribui¢io acumulada é dada
por

Fy-(2) = 27Dy (7, 0Y|2), 2 € RY, (3.8)

I, —-A
ondeﬂ—(_A, I )

. ) ) U -z I, —-A
Demonstracao. Considere U e V', tais que ( % ) ~ n+m( ( 0 ) , ( A T, ) )

Entéo, como consequéncia, temos que V|U =u ~ N,,(=A(u+z),I,,—A’A), U ~ N, (—z,1,)
e que a fdp conjunta de (U, V) é fuv)(u,v) = ¢y (u+2)dy(v+ A'(u+2) I, — A'A).

Agora, usando o resultado da Expressao (3.6), temos que Fz«(z) = [,_, 2" ¢n(t) @, (A't| L, —

A’A)dt. Considerando a transformagao t = u+ z e a representagao estocdstica que acabamos
de mencionar, Fz:(z) torna-se

Fz:(z) = /<0 2" ¢, (u+2)P,, (A (u+2)|I,, — A'A)du

= 2m/ On(u+2z)pm (v + A'(u+z) |1, — A’A)dvdu
u<0 Jv<0

— 2m"P(U <0,V <0).

Portanto, segue que
m z I, -—-A

Se Z* ~ CFUSN, (A), entdo, segundo Arellano-Valle ¢ Genton (2005), Z* pode ser

representado estocasticamente da seguinte forma:

]

Z* L A|X|+ (I, - AA)?Y, (3.9)
onde X ~ N, (0,I,), Y ~ N,(0,I,), X e Y sado vetores aleatérios independentes e |X| =
(|X1], ..y | Xin])'. A representagao dada na Expressao (3.9) é chamada de representagao mar-
ginal. Além disso, uma outra representacao estocastica para Z* pode ser obtida se definirmos

Z L AX + (I, — AA)Y2Y e considerarmos Z* < [Z|X > 0], onde Z ~ N,(0,1,). Esta

representacao ¢ denominada representacao condicional.
Da representacao estocastica dada na Expressao (3.9) podemos encontrar a esperanca e a

variancia de Z*. Usando o fato de que E(|X]) = \/glm e Var(|X|) = I, — 2AA’, onde 1,, ¢
um vetor de uns de ordem m X 1, segue que
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2 2
E(Z") = \/;Alm e Var(Z*) =1, — ;AA'. (3.10)

A funcao geradora de momentos de um vetor aleatério Z* com distribuicao CFUSN ¢é apre-
sentada a seguir. Propriedades adicionais da familia de distribuigoes CFUSN, tais como con-
digoes para a independéncia e distribuigoes de transformagoes lineares nesta familia podem ser
obtidas através desta funcao. Além disto, a fgm nos fornece um procedimento alternativo para
obtermos a média e a variancia de Z*.

Proposigao 3.2. Se Z* ~ CFUSN,, »,(A), entao sua funcdo geradora de momentos é dada
por
Mgz (t) = 2meM/I¥tD (A't), t € R™. (3.11)

Demonstracio. Usando a definicio de fgm e uma vez que et'?¢,(z) = e1/2¥t¢, (z — t), temos
que
Mg-(t) = E[et%] = 2™ / €2 (2) P, (A'z| I, — A'A)dz
= M2 [ 4. (z—t)D,,(AZ| T, — A'A)dz
RTL

= 2met2 [ 4 (X) D (A (x + t) |1, — AA)dx
Rn
= 2meUDt R, (At + A'X|T,, — A'A)],

onde X ~ N, (0, I,). Entao, segue do Lema 1.1, Capitulo 1, que E[®,,(At+A'Y|I,,—A’A)] =
®,,(A't), concluindo a prova.
]

Em muitas situagoes, o uso de transformacoes lineares de vetores aleatérios se faz necessario.
Caracterizaremos agora a distribuicao da transformacao linear AZ* + b por meio da funcao
geradora de momentos de Z* e, quando A for uma matriz nao singular, também através de sua
fdp.

Proposigao 3.3. Se Z* ~ CFUSN,, »,(A), entdo, para quaisquer matriz A de dimensao k x n
e b vetor de dimensao k X 1, teremos

Mazeip(t) = 2met PH/2ATAA G (AA't) t € RE. (3.12)

Além disso, se k =n e A for uma matriz nao singular, entdo a fdp de AZ* + b existe e €
dada por

fazeib(z) = 2™|det(A)| o (A7 (z — b)) P (A'A7(z — b) I, — A’A),zc R*.  (3.13)
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Demonstracao. Usando o resultado da Proposicao 3.2 e propriedades da fgm, temos que para
todo t € R¥,

MAZ*+b(t) _ E[et/(AZ*—i-b)] _ E[et’AZ*—i-t’b] _ et’bE[et’AZ*] _ 6t/sz* (A/t)
2m€t/b+(1/2)tlAA,t®m(A/A/t).

Agora, usando o fato de que faz+ip(z) = |det(A)| "z (A~(z — b)), obtemos a fdp dada
na Expressao (3.13).
[

Um resultado de grande interesse no estudo da estrutura ds dados que estamos modelando
sao as distribuigbes marginais. Assim como todas as familias apresentadas nos Capitulos 1
e 2, a familia de distribuigoes CFUSN também ¢é fechada sob marginalizacao. O resultado é
consequencia direta da Proposicao 3.3 e é dado na seguinte proposicao.

Proposigao 3.4. Seja Z* ~ CFUSN, ,(A). Considere as parti¢oes Z* = ( ;1 ) e A =
2

1 . ~ . .
( A ), onde Z} e A; tem dimensoes n; x 1 en; xm, 1 = 1,2, respectivamente, e ny+ny = n.
2

Entao o componente Z, i = 1,2, da parti¢ao € tal que Z} ~ CFUSN,, m(A;), i = 1,2, com

fdp dada por

Demonstragao. O resultado segue diretamente da Proposi¢ao 3.3, se tomarmos A = ( I, O )
parai=1e A = ( 01, ) para ¢ = 2.
m

Suponha agora que m > 1 e particione as matrizes A;,;i = 1,2 como A; = (A1, Ajp), onde
A;; tem dimensao n; X mj, j = 1,2 e my +mg = m. E possivel obtermos independéncia entre
os componentes Zj e Z3 do vetor aleatério Z* a partir da matriz A, como pode ser visto na
Proposicao 3.5.

Proposigao 3.5. Seja Z* ~ CFUSN,,,(A) e considere a parti¢io assumida na Proposi¢do
3.4. Para cada uma das condigoes sequintes sobre a matriz A, os vetores Z; e 2 sao indepen-
dentes:

i) Ao = A9 =0 e, neste caso, Zf ~ CFUSN,, m,(Ay),i = 1,2;

ii) Ay =0,i=1,2 e, neste caso, Z; ~ CFUSN,, my(A12) € Zs ~ CFUSN, m, (A21).

Demonstragao. Como Z* ~ CFUSN, ,(A), segue da Expressao (3.6) que a fdp conjunta de
(Z3,73) é dada por

f2:,25(21,22) = 2" T2 (20) iy (22) Ponsy ma (A1 20+ A3Zo| Ly iy — AJAL = ALA,). (3.14)
1242
Além disso, se considerarmos A; = (Ay;, Ajpp),i = 1,2, temos que

/ /
Az + Ajzy = ( Ay 21+ Ay 2y )

!/ !/
A12Z1 + A22Z2
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e, também que

/ !/ / !/
Lovms — AJA — ALA, ( L = (B Ant Agda) - —(Ay A + 8 o) ) .

—(AllgAn + A,22A21 I, — (ApApn+ A§2A22

Para que a Expressao (3.14) fatore no produto das distribui¢bes marginais de Z7 e Z;,
é necessario que A3 = 0 e Ay = 0 ou que Aj; = 0 e Ay, = 0. No primeiro caso, temos
O, (A'z|I,,—A'A) =, (A]121|1,,, — AL A1) P, (AL Zo| I, — AG Agy), € no segundo caso,
temos D, (A'z|I,, — A'A) = D, (A521 | Ly — Ay A1) P, (AL 22| I, — AY; Agy), concluindo
a prova.

]

Apesar de ser fechada sob marginalizagao, a familia de distribuigoes CFUSN nao é fechada
sob condicionamento. Porém, as distribui¢oes condicionais derivadas a partir da familia CFUSN
pertencem a uma familia mais geral de distribui¢coes denominada familia de distribuigoes skew-
normal, a qual é denotada por FUSN;, e cuja fdp é dada na Expressao (3.2).

Proposigao 3.6. Se Z* = (Z3,Z%) ~ CFUSN,, .,(A), entao a fdp de Z} dado Z5 =z é

_ ¢n1(zl>q)m(A/1Z1‘ - A/2Z27 I, — A/A)
fz1125=2,(21) = By (AT — ALAY) : (3.15)

onde as matrizes Ay e Ay sao definidas na Proposicdo 3.4.

Demonstragao. Temos que @,,(A'z|I,, — A'A) = &, (Alz) + ALzo|I,, — A'A) = O, (Al z| —
ALz, I, — A’A). Entao, considerando o resultado da Proposicao 3.4,

27 Py (21) Py (22) P (A 24| — Az, I, — A'A)
PO (Z2)(I)m(A/2Z2|Im - A/2A2>

Oy (21) Py (A 21| — ASzo, I, — A'A)
B (Dol Ty, — DGA)

fz:125-2:(21) =

]

Dado que Z* ~ CFUSN,, »(A), é possivel também adicionarmos locacao e escala a distri-
buicao através da transformagao linear

W* = pu + 2277, (3.16)

onde p denota o vetor de locacao de ordem n x 1 e 3 denota a matriz de escala, positiva definida
de dimensao n x n. Neste caso, dizemos que W* tem distribuicao skew-normal fundamental
canodnica com locacao e escala, denotada por W* ~ CFUSN,, ,,(p, £; A). Se £ > 0, a fdp de
W+ existe e é obtida através da Expressao (3.13). Sua funcao geradora de momentos pode ser
obtida da Expressao (3.12). Estas sdo dadas, respectivamente, por

fwe(w) = 27|22, (27 V3 (w — )P (A'S"Y2(w — p)| I, — AA),w R, (3.17)
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M- (t) = 2met B¢ g  (AIS1/24) ¢ e R, (3.18)

Segue da Expressao (3.10) que a esperanga e a variancia de um vetor aleatério W* ~
CFUSN,, (1, 3; A) sao, respectivamente, dadas por

2 2
E(W*) =p+ \ﬁzmmm e Var(W*) = ¥ — =Z2AA'SY2, (3.19)
™ ™

A escolha da transformacao linear na Expressao (3.16) envolve a raiz quadrada da ma-
triz 3. Isto pode apresentar alguns problemas, ja que esta raiz nao é tunica. A unicidade
ocorre, por exemplo, quando X é diagonal. Além disto, a derivacao de distribuicoes marginais
e condicionais no caso geral é bastante complicada. Apresentaremos aqui as propriedades de
W* ~ CFUSN, (@, 2; A) para o caso particular em que ¥ é uma matriz positiva definida
diagonal.

Para este fim, considere as partigoes

Wi Al M
W* = : 7A = y b= ! )
(wi)a=(a)n= ()
onde W7, u, e A; tém dimensoes n; X 1, n; X1 en; xm, i = 1, 2, respectivamente, e ny +ng = n.
Considere também a particao
o 211 0
(% =)
onde X;; tem dimensao n; X n;.
Entao, segundo Arellano-Valle e Azzalini (2006), temos que a distribui¢do marginal de W
é dada por
Fwi (W) = 27, (W = 1, 2) @ (A (w — )| L — AJAG), W € R, (3.20)
e a distribuigao condicional de Wi|W} = wy é dada por

fW*|W*— (Wl) _ ¢n1 (Wl - “1’211)¢m(A,22;21/2<W2 — HZ) + A/12;11/2(W1 . [«l‘l)’[m _ A/A)

q)m(A/222_21/2(W2 - M2)|1m - A/2A2>
(3.21)

wi; € R™ e wy € R"2,
Na préxima secao, alguns resultados obtidos aqui serao utilizados na construcao de uma

nova familia de distribuigoes: a familia log-skew-normal fundamental canonica. Também estu-
daremos suas principais propriedades.
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3.2 Distribuicao Log-Skew-Normal Fundamental Cané-
nica Multivariada

Nesta secao introduziremos uma nova familia de distribuicoes log-skew-normal fundamental,
a qual chamaremos de familia de distribuigoes log-skew-normal fundamental canonica. Esta
nova familia é obtida através da transfomacao da familia de distribuicoes skew-normal funda-
mental canénica apresentada na Expressao (3.6) e generaliza algumas familias de distribuigoes
log-skew-normal ja existentes na literatura. A familia de distribuicoes log-skew-normal funda-
mental canonica também é capaz de descrever o comportamento de varivaveis aleatérias com
diferentes graus de assimetria e que colocam massa apenas em valores positivos. Derivaremos
algumas de suas propriedades probabilisticas partindo dos resultados apresentados nas propo-
sicoes demonstradas na Secao 3.1, incluindo distribuicoes marginais, condicionais, momentos e
representacoes estocasticas. Veremos que a distribuicao log-skew-normal multivariada definida
por Marchenko e Genton (2010) na Expressao (2.6) no Capitulo 2 é um caso particular dessa
distribuicao, quando tomamos m = 1.

Como definido anteriormente, sejam In(Y) = (In(Y7), ..., In(Y,)) e exp(X) = (exp(Y1), ...,exp(Y,))’,
respectivamente, o logaritmo e a exponencial do vetor aleatério Y = (Y7,..., Y, ).

Definicao 3.3. Dizemos que Y tem distribuicao log-skew-normal fundamental candnica padrao
com vetor de assimetria A, que denotaremos por LCFUSN,, ,(A), se, e somente se, Z* =In'Y
¢ um vetor aleatorio n x 1 com distribuicao CFUSN,, ,,(A).

Considerando o método jacobiano e a transformagao Y = exp(Z*), temos que a fdp de Y é
dada por

" -1
fy(y)=2" (H y,-) én(Iny)®,, (A Iny|I,, — A'A),y € R"", (3.22)
i=1
onde A é tal que ||Aal| < 1, para todo vetor unitario a € R™.

A familia log-skew-normal multivariada definida por Marchenko ¢ Genton (2010) (ver Ca-
pitulo 2, Expressao (2.6)) é um caso particular da familia definida na Expressao (3.22), quando
tomamos m = 1 e fazemos o = (I, — A’A) 2 A,

[lustramos na Figura 3.4 o comportamente da fdp de uma varidvel com distribuigao na fa-
milia LCFUSN univariada para diferentes valores de m. O caso m=1 ¢ incluido, permitindo a
comparacao com a familia estudada no Capitulo 2. Percebemos da Figura 3.4 que a assimetria
introduzida pela multiplicacao de uma funcao de distribuicao acumulada m-variada a distri-
buicao log-skew-normal convencional possui formas mais flexiveis, com caudas mais pesadas a
direita.
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Figura 3.4: Funcao densidade de probabilidade da distribuicao LCFUSN padrao com n = 1,
param =1e A =04, m =2e A = (04,04), m =3 e A =(04,04,04) em =4e
A =1(0.4,04,0.4,0.4).

As Figuras 3.5 e 3.6 mostram os graficos com as curvas de nivel de um vetor aleatério com dis-
tribuicao LCFUSN quando consideramos n = 2 e, respectivamente, m = 2 e m = 3. Seis valores
distintos do parametro de assimetria A sao considerados. A Figura 3.5 mostra as curvas de nivel

da distribuicao LCFUSN bivariada com m=2, para A = gg 8; (esquerda superior), A =
( 81 8} ) (centro superior), A = 8;1 82 ) (direita superior), A = :82 :82 )

. : —-0.1 —-0.1 : : —-04 —-0.8 T
(esquerda inferior), A = ( 01 —01 ) (centro inferior) e A = ( 03 —03 ) (direita in-
ferior). J& a Figura 3.6 mostra as curvas de nivel da distribui¢ao LCFUSN bivariada com m=3,

para A = ( 8; 82 82 ) (esquerda superior), A = ( 8; 8; 8; ) (centro superior),

0.1 01 01Y ,.,. . . 0.3 —0.3 —0.3 L
A= <0.1 0.1 0.1 ) (direita superior), A = ( 03 —0.3 —0.3 ) (esquerda inferior),

—02 —0.2 —02 o 0.1 =03 —02\ .. . ...
A= ( —02 —0.2 —0.2 ) (centro inferior) e A = ( 0.1 —0.3 —0.2 ) (direita inferior).

Assim como vimos na Figura 2.3 do Capitulo 2, quando as entradas do parametro A sao po-
sitivas, a curva se afasta da origem a medida que as entradas de A assumem valores maiores.
Quando as entradas da matriz A sao negativas, a curva tende a colocar mais massa proximo
da origem, havendo maior concentracao proximo de zero quanto menor forem os componentes

de A.
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Figura 3.5: Curvas de nivel da distribuicao LCFUSN bivariada com m=2, para diferentes
valores de A.
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Figura 3.6: Curvas de nivel da distribuicao LCFUSN bivariada com m=3, para diferentes
valores de A

Uma representacao estocastica para o vetor aleatorio Y pode ser obtida através da repre-
sentacao estocéstica para o vetor Z*, dada na Expressao (3.9), e da transformacao exponencial.
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Assim, temos que Y pode ser escrita como

v 2 (AT AN W), (3.23)

onde X ~ N,,(0,I,), W ~ N,(0,1,), X e W sao vetores aleatérios independentes e |X| =
(X, - [Xom])'

A partir dos resultados vistos na Secao 3.1, é possivel derivar a forma da funcao de distri-
buicao acumulada para a familia LCFUSN, como mostrado na Proposi¢ao 3.7.

Proposigao 3.7. Se Y ~ LCFUSN, ,(A), entdo sua funcao de distribui¢io acumulada é
dada por

Fy(y) =2"®,,m((Iny’,0')|Q),y € R*" (3.24)
I, —-A
ondeQ:(_A, Im)'

Demonstracio. Temos que P(Y <y) = P(e? <y)= P(Z* <Ilny) = Fz-(Iny). O resultado
segue imediatamente da Proposicao 3.1.
]

Os momentos mistos do vetor Y podem ser expressos usando a funcao geradora de momentos
da familia de distribui¢oes skew-normal fundamental candnica, dada na Expressao (3.12). Este
resultado é provado na seguinte proposi¢ao:

Proposigao 3.8. Se Y ~ LCFUSN,, ,(A) et = (t1,...,ta), t; € N, entao

E(][vi") = 2me/?¥4,,(A't). (3.25)

=1

Demonstragdo. Temos que E([[,Yi") = E([[,ei"Y) = E(eXintiln¥s) = p(ethY) =
Myy(t). ComoY ~ LCFUSN, ,(A), temos que InY ~ CFUSN, »,(A) e o resultado da
Proposicao 3.2 conclui a prova.

[]

Utilizando o resultado na Expressao (3.25), podemos calcular os momentos de um vetor ale-
atério com distribui¢ao na familia LCFUSN. Para o caso particular em que a varidvel aleatoria
Y ~ LCFUSN; ,,(A), temos que

E(Y) = 2me?0,,(A)
E(Y?) = 2"%®,,(2A)
E(Y?) = 2m%%d,,(3A)
E(Y?") = 27e*,,(4A).

Como ocorre com a familia de distribuicoes CFUSN, é razoavel pensarmos que as dis-
tribuigdes marginais dos componentes de Y ~ LCFUSN,, ,,(A) também terao distribuigao
LFUCSN, uma vez que cada marginal de Z* ~ CFUSN,, ,,(A) também tem distribui¢ao na
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familia CFUSN. A Proposicao 3.9 formaliza este fato e sua prova sera omitida, pois é con-
sequencia direta da Definicao 3.3 e da Proposicao 3.4 da Secao 3.1, onde se prova que Z* é
fechada sob marginalizacao.

Proposigao 3.9. Seja Y ~ LCFUSN,, ,,(A). Considere as particoes Y = ( hA ) e A =

Ay
parai=1,2,Y; ~ LCFUSN,, n(A;), e a fdp de Y; € dada por

A . . . . .
( ,onde Y; e A; tém dimensoes n; X 1 e n; X m, respectivamente, e nq+n9 = n. Entao,

-1
Iy, (yi) =2m (H yj> G, (INy) P (AL Iny, | I — ALA,), y; € R™ (3.26)

E possivel obtermos independéncia entre os componentes Y; e Y, de uma particao qualquer
do vetor aleatério Y a partir da matriz A, como pode ser visto na Proposicao 3.10. A prova
deste resultado segue diretamente da Proposicao 3.5, onde se mostram as condicoes sobre A
para que Zj e Z3 sejam independentes, e, por isso, sera omitida.

Proposigao 3.10. Seja Y um vetor aleatorio n x 1 tal que Y ~ LCFUSN,, ,,(A) e considere
a particao assumida na Proposicao 3.9. Para cada umas das sequintes condigoes sobre a matriz
A, os vetores Y1 e Yo sao independentes:

i) Ajs = A9y =0 ¢, neste caso, Y; ~ LCFUSN,, m,(Ayi), i =1,2;

ii) Ay =0,i=1,2 e, neste caso, Y1 ~ LOCFUSN,, m,(A12) e Yo ~ LCFUSN,, 1, (Agy).

Assim como ocorre na familia de distribuigoes CFUSN;, a familia de distribui¢oes LCFUSN
também nao é fechada sob condicionamento. Isto pode ser visto na seguinte proposicao:

Proposigao 3.11. Seja Y ~ LCFUSN,, ,(A). Considere as particoes Y = ( ¥1 ) e A=
2

A . . . .

( Al >, onde Y; e A; tem dimensoes n; X 1 e n; X m, respectivamente, e ny +ng =n. Entao
2

a densidade condicional de Y1 dado Yo =y, yo € R";, ¢ dada por

y1 € R, (3.27)

-1
Gny, (Iny )P, (Al Iny;| — AjInyy, I, — A’A)

Demonstracao. Considerando a particao do vetor Y e da matriz A acima mencionados, dado

y2 € R™ | temos que @y, (A Iny|I,,—A'A) = &, (A, Iny, +A, Iny,|I,,—A'A) = &, (A} Iny,|—
ALInyy, I, — A’A). Entao, usando os resultados da Proposigao 3.9 segue que

-1
2 (T 05) - Gun(0¥1)00, (0y2) (Al Inya| = AjInys, Iy — A'A)
—1
2 (T 95) Gna(0y2) B (A Iyl T — AL A)

—1
_ (H?H ya) On, (INy1) @ (A Inyy| — AYInys, I, — A'A) (3.28)

fY1 [Yo=y2 (yl) =
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concluindo a prova.

]

Familias de distribuicoes sem locacao e escala podem ser bastante limitadas, nao descrevendo
o comportamento de dados adequadamente em muitas situagoes. Para tornarmos a familia que
construimos mais flexivel, vamos incorporar estes parametros a ela. Faremos isto considerando
a transformacao de uma variavel com distribuicao CFSUN com locagao e escala. Seja W* um
vetor aleatério n x 1 tal que W* ~ CFUSN,, ,,(p, £; A). Definimos a transformagio U = eV,
Entdo U ~ LOFUSN,, (s, 3; A), onde p é um vetor de locagdo n x 1 e ¥ é uma matriz de
escala positiva definida de dimensao n x n. A fdp de U é obtida através da Expressao (3.17) e
para todo u € R"", é dada por

-1

fu(u) = 2m|x| 712 (Hu ) (T2 (Inu — p) P, (A2 (Inu — p)|I,, — A'A). (3.29)

Pelas mesmas razoes mencionadas na Secao 3.1, a determinagao de distribuigdes marginais e
condicionais associados a um vetor U com distribuicao log-skew-normal fundamental canonica
multivariada com locacao e escala nao é simples. Da mesma forma como foi feito na Secao
3.1, podemos estudar o caso particular da fdp dada na Expressao (3.29) quando a matriz X é
diagonal. Considerando as mesmas parti¢oes usadas nas Expressoes (3.20) e (3.21) para U e
para os parametros e considerando a transformacio eV, temos que a distribuicao marginal do
vetor aleatério U; é dada por

fu, (Hu> Gn, (U g2, |2) @ (ATS 2 (Inu— ) [T, — AA), u € R™, (3.30)

e a distribuigao condicional de U;|Uy = uy é dada por

Gy (111 — g1 [S11) @, (AL T3, 2 (Inup — pry) + ATE P (Inwy — py)|L — A'A)
(H”I ) B (AL (I — )| I — ALA,)

7 1

fUl\UQ =uz (ul)

Y

(3.31)
u; € Rnir € Uy € Rn;

Perceba que a familia definida na Expressao (3.22) é caso particular desta familia quando
pu=0eX¥=1,.

No proximo capitulo, apresentaremos os calculos para a entropia e o indice de informagao
mutua para a familia de distribuigoes log-skew-normal fundamental canonica multivariada,
definida na Secao 3.2, e para a familia de distribuicoes log-skew-normal multivariada, definida
por Marchenko e Genton (2010).
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Capitulo 4

Entropia e Informacao Mitua em
Familias de Distribuicoes Assimétricas

A teoria da informacao, também conhecida como teoria da comunicacao, foi introduzida por
Shannon (1948) para lidar com problemas das dreas de sistemas da comunicagao, transmissao
de dados criptografados e compressao de dados, entre outros. Esta area do conhecimento busca
quantificar a informacao de um sistema e, para isto, Shannon definiu uma medida chamada
entropia, que é atribuida a incerteza da informacgao e pode ser entendida como uma medida
matematica da informacao necessaria, em média, para descrever o comportamento de uma
quantidade aleatéria. A entropia de um vetor aleatério Z € R”, cuja fdp é fz(z), é definida
como

g = ~E(fa(2)] = = | fal2) (o). (4.1)

A necessidade de comparar a informacao trazida por duas quantidades aleatérias fez com
que se buscassem medidas mais efetivas para compara-las. Uma destas medidas é o indice
de informacao mutua, que mede a quantidade de informagao que um vetor aleatério contém
acerca do outro. Formalmente, sejam X € R" e Y € R™ vetores aleatérios com distribuigoes
marginais dadas, respectivamente, por fx(x) e fy(y), e cuja distribuicao conjunta é fx v(x,y).
A informagao miutua entre X e Y é definida como

Ixy = —E {m (%)} __ / L vxm (%) dxdy.  (4.2)

Note que a informagao mutua fornece o ganho esperado de informacao por se incluir a
correlacao entre X e Y se comparado a independéncia entre eles. Mostra-se que Ixy pode ser
expressa em fungao das entropias marginais de X e Y e da entropia conjunta de (X,Y), da
seguinte forma:

Ixy = Hx + Hy — Hxv, (4.3)

Da Expressao (4.2), vemos que se X e Y sao independentes, entdo Ixy=0. Por outro lado,
Ixy cresce com o aumento da dependéncia entre X e Y. Além disto, Ixy > 0, para quaisquer
vetores X e Y.
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Outro conceito importante, neste contexto, é o de entropia relativa entre duas distribuicoes
de probabilidade Fx e Fy, a qual mede a ineficiéncia em se assumir que uma distribuicao é fx
quando a verdadeira distribuigao é fy. A entropia relativa, denotada por D(fx||fy), é uma
generalizacdo do conceito apresentado em (4.2), e sua expressao é dada por

s - (B Lo

Muitos autores ja calcularam os valores das entropias de Shannon e os indices de informacao
mutua para as distribuigoes mais conhecidas na literatura. Kullback (1978) faz os cdlculos
para a distribuigao normal, Ahmed e Gokhale (1989) encontram expressoes para distribuigoes
multivariadas, Javier e Gupta (2008, 2009) estudam a informagdo mutua para distribuigoes
nao-normais que pertencem a familia de distribui¢oes continuas multivariadas de locacao e
escala. Arellano-Valle et al. (2011) estudam os conceitos de entropia e informagao mutua
na familia de distribuigoes eliptica multivariada e também na familia de distribuicoes skew-
eliptica multivariada, apresentando resultados particulares para as familias de distribuigoes
skew-normal e skew-t multivariadas. Além disto, aplicam o conceito de informacao mutua
dentro das familias assimétricas para modelar o comportamento de estacoes de monitoramento
de ozonio em Santiago de Chile.

Neste capitulo, faremos uma revisao sobre a entropia das familias de distribuicoes estu-
dadas ao longo deste trabalho. Na Secao 4.1, apresentaremos os resultados para familias de
distribui¢oes univariadas e tentaremos relacionar sua entropia com a entropia de uma variavel
aleatéria com distribuicao normal. Na Se¢ao 4.2, faremos uma revisao sobre a entropia nas
familias de distribuigoes elipticas e skew-elipticas, estudadas por Arellano-Valle et al. (2011),
e também calcularemos a entropia para a familia de distribuigoes log-skew-normal multivari-
ada, estudada por Marchenko e Genton (2010). A seguir, encontraremos expressoes para a
entropia da familia de distribuigoes skew-normal fundamental canonica multivariada. Na Secao
4.3, daremos nossa maior contribuicao nesta area, calculando a entropia e informacao mutua
na familia de distribuicoes log-skew-normal fundamental canonica multivariada, introduzida no
Capitulo 3 e definida na Expressao (3.17), e buscaremos relaciona-la com a entropia de algumas
familias de distribuicoes, tais como a CFUSN, SN e normal, por exemplo. Com o objetivo de
compararmos as familias de distribuicoes log-skew-normal fundamental canonica multivariada
e log-skew-normal, também encontraremos uma expressao para a entropia relativa entre estas
duas familias e estudaremos seu comportamento.

Para simplificar, ao longo deste capitulo, usaremos a notacao A* = I, — A’A. Também
consideraremos as notacoes usadas nos capitulos anteriores.

4.1 Entropia nas Familias de Distribuicoes Univariadas
Nesta secao vamos rever os resultados do cdlculo da entropia para variaveis univariadas ja vistas
ao longo deste trabalho e buscaremos entender a relacao entre elas. Nesta secao Hp denotara

a entropia de um objeto aleatorio com distribuigao D.

Nosso interesse esta em obter a entropia de distribuigoes que se relacionam com a distribui-
¢ao normal, como as familias de distribuicao log-normal, skew-normal e log-skew-normal, por
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exemplo. Comecaremos mostrando um resultado para a entropia da familia de distribuicoes
normal univariada e buscaremos relaciona-lo com os resultados seguintes. Se X é uma variavel
aleatoria com distribui¢ao normal padrao, entao a entropia de X é dada por

HN(O,l) = %(1 + IH(ZW)). (45)

Podemos adicionar escala e locagao a distribuicao normal e calcular a entropia desta variavel.
Entao, se X ~ N(u,0?), temos que

1 1
Hypo2y = 5 Ino? + 5(1 + In(27)). (4.6)

Note que a entropia da distribuicao normal com escala e locagao nao depende do parametro
de locagao pu.

Nosso interesse esta particularmente voltado para distribuigoes que nao colocam massa em
valores negativos, como é o caso da distribuicao log-normal univariada, definida na Expressao
(1.13). Na seguinte proposi¢ao obtemos o valor da entropia para esta varidvel.

Proposigao 4.1. Se X ~ LN(u,0?), entao a entropia da varidvel aleatéria X ¢é dada por

HLN(u,a2) = HN(M7J2) + u, (4.7)
onde Hy 02 € a entropia da distribuicao normal univariada com média p e variancia o’

Demonstrag¢ao. Considere a definigdo de entropia dada na Expressao (4.1), a fdp da varidvel
log-normal dada na Expressao (1.13) e a transformagcao y = Inz. Segue que

<1 1
HLN(,U,,JQ) = _/0 E¢(1H$|,U,,O'2) In |:E¢(1nx|lu’uo-2):| dx

_ _/_ Sylp. o) In [ d(y|p, 0%)] dy

= —/_Oo Sylp, 0®) n [¢(y|p, o%)] d?/+/ yo(ylu, o*)dy

—00

= Hyoz) + 1
O

Como pode ser visto, a entropia da distribuicao log-normal univariada é obtida a partir da
entropia da distribui¢cao normal univariada. Contrario ao que ocorria na familia de distribuicoes
normal, e entropia da distribui¢cao log-normal univariada dependerd também do parametro de
locagao .

Considere agora a familia de distribuigoes skew-normal univariada definida na Expressao

1.3 do Capitulo 1. A Proposicao 4.2 nos mostra o resultado sobre a entropia nesta familia de
distribuigoes.
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Proposigao 4.2. Se X ~ SN(u,0? «), entio a entropia da varidvel aleatéria X € dada por
HSN(,u,oQ,a) = HN(,u,aQ) - E[ln(zq)(&XO))]v (48)

onde Xog ~ SN(«) e Hy(uo2) € a entropia da distribuicao normal univariada com média i e

variancia o?.

Demonstracao. Considere a definicdo de entropia dada na Expressao (4.1), a fdp dada na
Expressao (1.12) e a transformagao o = “=#. Segue que

e = 3o o ()l (5 o ()

_ / " 26(20)®(amo) In E(b(mo)@(amo)} divo

—00

[e.o]

= [ 26 ®(ae) In [6ao)] o — | 26(n0)® (o) In | 2(amo) | dag
/ / B

& — 1

- /00 20(x0)P(axo) In [®(ax)] dro + %ln o’

1 1 1
= 3 In 27 + 3 Ino? + §E(X§) — E[In(2®(aXy))]
Como X, ~ SN(a), entao E(X2) =1, o que conclui a prova.
[

Novamente vemos que a entropia da distribuicao skew-normal univariada é funcao da en-
tropia da distribuigdo normal univariada e, além disto, depende da func¢ao ®(-) responsével por
assimetrizar a distribuicao.

Outra distribuicao que coloca massa apenas em valores nao-negativos é a distribuicao log-
skew-normal univariada, definida na Expressao (1.12) quando n = 1. A entropia desta distri-
buicao é dada a seguir na Proposigao (4.3).

Proposigao 4.3. Se X ~ LSN(u,0?, ), entdo a entropia da varidvel aleatéria X € dada por

HLSN(;,L,O'2,OC) = HSN(M,JQ,OJ) + E(Y)7 (49)

onde Hyo2) € a entropia da distribuigao normal uniwariada com média p e variancia o2,

Y ~ SN(u, 02 ) e E(Y) € dada na Expressao (1.11).

Demonstragao. Considere a definigdo de entropia dada na Expressao (4.1) e a transformacao
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y = Inz. Segue que
2 2
Hussiore) = = [ 2ollnali, o)) (ine - ) hn | Zoflnzle, oo (n - )| da
o 7T x

- /OO 20(y |, 0*) (a0 (y — ) In [26 26yl )@ (a0 (y — )] dy

[e.9]

. / " 26yl o) @0y — ) In 260yl 0*)B(ao (y — )] dy

[e.9]

+ /OO 2y (ylu, o*)®(ao ™ (y — u))dy

oo

= HSN(M7J27Q) + E(Y)
[l

Percebemos que esta entropia esta relacionada com a entropia da distribuicao skew-normal
univariada e, consequentemente, estd relacionada com a entropia da distribuicao normal uni-
variada. Ela segue o mesmo padrao encontrado na entropia da distribuicao log-normal dada
na Expressao (4.15), sendo a entropia da distribui¢ao original sem a transformacao logaritmica
adicionada da esperanca de uma variavel aleatéria também com distribuicao na familia original.
Substituindo a expressao para a entropia da distribuicao skew-normal univariada e o valor de
E(Y) dado no Capitulo 1 na Expressao (1.11), temos que a Expressao (4.9) pode ser escrita
como

«

2
Hisn(uo20) = Hy(uo?) — E[In(2®(aXy))] + 1+ U\/;——l —

Note também que a entropia da distribuicao log-skew-normal univariada se relaciona com a
entropia da distribuicao log-normal, como se segue.

2 a
Hisn(uo20) = Hine) — E[In(2®(aX)))] + 0\/;—_1 —

4.2 Entropia nas Familias de Distribuicoes Multivaria-
das

Apresentaremos, nesta secao, resultados relacionados a entropia das familias de distribuicoes
multivariadas que discutimos ao longo deste trabalho. Assim como na Segao 4.1, procuraremos
relaciond-las com a entropia da familia de distribuigoes normal multivariada e avaliar a sua
dependéncia em relagao aos parametros.

Lema 4.1. Seja Z vetor aleatorio com distribuicao normal multivariada com escala e locagao.
Entao a entropia de Z ~ N, (@, %) € dada por

1 n
Hy,pz) = 5 [E] + 5 (1 +In(2m)). (4.10)
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Temos também que Hy, 01,) = 2(14+In(27)) e Hy, (p,x) = 5 In|Z|+Hy, (0,1,), onde Hy, (0.1,)
¢ a entropia de um vetor aleatério com distribuicao normal padrao multivariada. Note que a
entropia da distribuigao normal nao depende do parametro de locagao p, assim como ocorre no
caso univariado.

No Capitulo 1, vimos que Azzalini (1985) mostra que se Z ~ SN(«), entdo Z? ~ x? para
qualquer valor do parametro de assimetria «. Este resultado também foi generalizado por
Azzalini e Dalla Valle (1996) para a familia de distribuigdes skew-normal multivariada, onde se
prova que se Z ~ SN, (0, X, a), entdo a forma quadrética Z'S"'Z ~ x2. Note que, em ambos
os casos, a forma quadratica ndo depende da funcdo de assimetria ®(-). Segundo Genton e
Loperfido (2005), esta propriedade se estende para familias de distribui¢oes ainda mais gerais,
como, por exemplo, para a familia de distribuicoes skew-eliptica generalizada definida a seguir.

Definicao 4.1. Um wvetor aleatorio Z € R™ tem distribuicdo skew-eliptica generalizada multi-
variada com vetor de locacdo p € R™, matriz de escala positiva definida 3 de ordem n x n e
fungao de assimetria 7, denotada por Z ~ GSE,(u, %, 7, g), se sua fdp € da forma

f2(z) =2/ 2g(S72 (z — )7 (B2 (z — ),z €R", (4.11)

onde g € a fdp de um vetor com distribuicao esférica e m € tal que 0 < 7(z) < 1 e n(—2z) =
1 —mn(z),VzeR"

Genton e Loperfido (2005) mostram que para um vetor aleatério Z ~ GSFE,(0,X,7,g) e
qualquer funcdo par 7(-) de Z (isto é, qualquer fungao tal que 7(—z) = 7(2z),V z € R"), a dis-
tribuicao do objeto aleatério 7(Z) ndo dependerd da fungao de assimetrizagao m. A Proposicao
4.4 apresenta este resultado.

Proposicao 4.4. Se Z ~ GSE,(0,X,g, ), entdo a funcao de distribuicio de T7(Z), onde T €
uma funcao par, nao depende da func¢dao de assimetria .

Como consequeéncia da Proposicao 4.4, segue que, para qualquer vetor aleatorio Z da familia
de distribuicoes skew-eliptica generalizada, a distribuicao da forma quadratica Z’'Z nao depende
da funcio de assimetria m. Por exemplo, se X ~ E(,(0,I,,9™) e Zy ~ SE(,(0,1,, a, g™),

entao X, Xo 4 Z\Z,. Este resultado é importante para a obtencao da entropia de um vetor ale-
atério com distribuigao skew-eliptica multivariada, encontrada por Arellano-Valle et al. (2011),
e que é fornecido na Proposicao 4.5.

Proposicao 4.5. A entropia de um vetor aleatorio n x 1 com distribuicao skew-eliptica mul-
tivariada Z ~ SEL,(u, X, o, g™ +Y) ¢ dada por

Hspe, (3,00 = Hpe,us) — E[2F(@'Zo; gM)]], (4.12)

onde Hpy,(ux) € a entropia de um vetor aleatorio com distribuigio X ~ Bl (p, 2, g ),
Zo ~ SEL,(0,I,, 0, ¢") ea = Sza.

Demonstracao. Considere a definicdo de entropia dada na Expressdo (4.1) e transformagao
Zo =X Y*(Z — ). Temos que
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Hgp,(pzo) = _/ 2 fu(x; 1, 2, " F (0 (x — p); g™)

e}

In2f,(x; p, B, ") F( (x — p); gM)]dx

= —/ an(zo;g(nﬂ))F(a/El/QZo;9(1))ln[fn(zo;g(n+l))]dzo—

o0

/ 2 fn(2z0; g ") F (' B2 gV In[2F (o BV %2 g1V dz.

Como f,(zo) = h"* ) (z{zy) é uma funcio par, segue da Proposicio 4.4 que a sua distribuicdo
nao depende da funcio de assimetria F(a/2Y?z; ¢V). Entéo, temos que

Hspe,(usoy = —/ 2 fo(2o; ¢ V) In[ £, (20; ") dzo —

—00

/ 2f,(20; 9OV F (! 5220, V) nf2F (0! 5220 )] dz

— HEZ,L(I,LE) - E[ln[QF(a,21/2ZO’g(l)>]]
= Hp,qus) — E[In[2F (a'Zo; g(l))]],

onde & = E%a. O

Segue da Proposigao 4.5 que para calcularmos a entropia de um vetor aleatério com dis-
tribuicao skew-eliptica multivariada basta conhecermos as distribuicoes de U = a@'Zg e de
S = Z{Z,. Particularmente, se consideramos a familia de distribuicoes skew-normal multiva-
riada definida na Expressao (2.2), decorre diretamente de (4.12) que a entropia de um vetor
aleatério X ~ SN, (u, 3, ) é dada por

HSNH([,I,,E,CX) = HNH(M,X) — E[ln(2®(6’Z0))], (413)
onde Hy,(u,x) ¢ a entropia de Z ~ N, (p, %) e Zg ~ SN, (0, I, @).

Nosso interesse estd também voltado para familias de distribui¢des multivariadas que colo-
cam massa nula em valores negativos, como as familias de distribuigoes log-normal e log-skew-
normal multivariadas. Na proposi¢ao seguinte obtemos a entropia de um vetor de dimensao
n x 1 com distribuigao log-skew-normal multivariada, definida na Expressao (2.6).

Proposicao 4.6. A entropia de um wvetor aleatorio n x 1 com distribuicdo log-skew-normal
multivariada X ~ LSN,(p, X, o) € dada por

Hisn,(uzo) = Hsn,(u,z,a0) + Z E(Y;), (4.14)
=1

onde Hsn, (p,=,00) € a entropia de um vetor aleatorio X com distribuicao na familia SN, (p, 3, o)
e Y; € ai-ésima componente do vetor aleatorio Y ~ SN, (u, X, o).
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Demonstragao. Considere a definicdo de entropia dada na Expressao (4.1), a fdp dada na
Expressao (2.6) e a transformacao y = Inx. Segue que

Hisx, o) = / (H) én(InX|p2, Z)B(’ew (Inx — pr))

In 2<H%> Gn(Inx|p, B)P(d/w H(Inx — p)) | dx

= - /_OO 20n(y, 1, B)P(w ™ (y — p)) In [26— ZE gy, B)R(ew ™ (y - ”’))] oy

o0

= - /_OO 20 (y, 1, ) P('w ™ (y — ) In [2¢,(y, o, )P ('w ™ (y — )] dy +

Z yi] dy
i=1

/ 20, (y, 1, B)®(d'w Hy —

—00

= Hsnuso) + Z E(Y;

i=1
[l

Segue diretamente das Expressoes (4.13) e (4.14) a relagdo entre a entropia da familia
de distribuicoes log-skew-normal e normal multivariada. Como a familia de distribuicoes log-
normal multivariada, definida na Expressao (2.7), é caso particular desta familia quando a = 0,
obtemos que a entropia de X ~ LN, (pu, %) é

n
Hin,puzo) = Hy,us) + ) i (4.15)
i=1
Como pode ser visto, a entropia de um vetor na familia de distribuicoes log-normal multi-
variada é obtido a partir da entropia da distribuicao normal padrao multivariada e, contrario
ao que ocorria na familia de distribui¢oes normal, dependera dos parametros de locacao ;s da
distribuicao normal da qual foi obtido.

Outra familia importante neste estudo é a familia de distribuicoes skew-normal fundamental
canbnica n-variada, definida na Expressao (3.6). O calculo da entropia para a familia CFUSN
¢ introduzido na proposicao que se segue.

Proposigao 4.7. Se X ~ CFSUN,, (i, 3; A), entdo sua entropia € dada por

Hersunps.a) = —1n27r—|— 1n|z|+ ZE X2) — Ex,[In(2"®,,(A'X,|A%))],  (4.16)

onde Xo; € a i-ésima componente do vetor aleatdorio Xo ~ CFUSN,, ,,(0, I, A).
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Demonstragao. Considere a definicdo de entropia dada na Expressao (4.1), a fdp dada na
Expressio (3.17) e a padronizacio xo = £~ /%(x — p). Segue que

Horsovpsay = = [ 2B 20,82k - )0 (AS 2 (x— )| A)
In [zmmyfl%n(z—l/?(x — W) (AEV2(x — u)\A*)] dx

= = [ o) (A A I [27 26, (x0) o (A0 A7)

o0

= —/ 2" D (X0) P (A'x0| A¥) It [y, (x0)] dxo + %ln 1% —

o0

/OO 2" b (%0) Dy (A'x0|A*) In 27D, (A'x| A¥)] dxg

[ee)

_ /_ " 9m (x0) B (A0 A In {(27) n/2e” ]dxo—

o0

E(In [278,,( Ao A%)]) + % In|5|
n 1 1 < m .
= Sh2r+ o3+ 2; E(X2) — Ex,[In(2"®,,(A'Xo|AY))].

]

Na Expressao (4.16), podemos substituir os valores para E(X2) obtidos da Expressao (3.10)
e obtemos o seguinte resultado

n m

HCFSUN([,L,E,A) = 11127T + —111 |2| + + - A + Z (Z AU)
1

=1 j=

Ex,[In(2"®,,(A'Xo|AY))], (4.17)
onde A;; sao as componentes da matriz A.

Se ¥ for matriz de covariancias, a Expressao (4.17) ainda pode ser escrita em funcao da
entropia da distribui¢ao normal multivariada como

Heorpsun, . (us,a) = Hy,(u,s)+ Z Z AZ + Z (Z Aw> —Ex,[In(2"®,,,(A"Xo|A%))].

=1 j=1

Em muitas situacoes praticas buscamos a construcao de modelos mais parcimoniosos. Uma
maneira de fazermos isto é considerando estruturas particulares para a matriz de covariancias
Y ou para a matriz A, responsavel pela assimetria no modelo. Um caso particular interessante
¢ apresentado no seguinte corolario:
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Corolério 4.1. Se Z ~ CFUSN,, (1, X, A), onde A € tal que A’A € uma matriz diagonal
de ordem m X m, entao a entropia de Z €

n 1 n
HCFUSNn,m(M,Z,A) = 5 ln 27T =+ § ln |E| + 5 — E[ln(?m@m(A/XOHm — A/A))], (418)

onde Xo ~ CFUSN;, (0, I, A).
Demonstracao. Note que

n m

—iiA; +i (iAij) ==Y Y A} +i (iAfj +2zminkAjk) . (4.19)

i=1 j=1 i=1 j=1 k=1

Se A’A é diagonal, a parcela 2" | AjxA i é nula para todo ¢ e j. Logo, a Expressao (4.19)
também vale zero e substituindo este resultado na Expressao (4.16), concluimos a prova.
m

4.3 Entropia na Familia de Distribuicoes Log-Skew-Normal
Fundamental Canonica Multivariada

Nesta secao apresentaremos alguns resultados relacionados ao estudo da entropia na familia
log-skew normal fundamental canonica multivariada, as quais, juntamente com os resultados
da Proposicao 4.7, sao as principais contribuigoes deste capitulo. Vamos calcular a entropia
de um vetor aleatorio com distribui¢ao log-skew-normal fundamental canonica multivariada,
introduzido na Secao 3.2, e investigar sua relacao com as entropias das familias de distribuicgoes
normal, skew-normal, skew-normal fundamental canonica e log-normal multivariadas.

O resultado sobre a entropia de um vetor na familia de distribuigoes log-skew-normal fun-
damental canonica multivariada é exibido na seguinte proposicao.

Proposigao 4.8. Seja Z ~ LCFUSN,, (s, 3, A). Entdo, a entropia do vetor aleatorio Z de
dimensao n X 1 € dada por

Hicrusn, m(pu,s,a) = Horsun, .(u,s,a) + Z E(X;), (4.20)

=1

onde X; € a i-ésima componente do vetor aleatorio X ~ CFUSNy, m(p, 3, A) e Hopsun, ,.(u.2.4)
€ a entropia de um vetor X ~ CFUSN,, ,,(p, 2, A).

Demonstragao. Considere a definicao de entropia dada na Expressao (4.1), a fdp dada na
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Expressao (3.29) e a transformagao x = Inz. Segue que
00 n -1
Hiorusnam(ppna) = — / m (H zl-) 12" 2¢, (2 2 (Inz — p)) P (AT 2 (Inz — p)|A*)
0 i=1

n —1

=1

= - [ ime s e e - w]AY)

—00

In |27 (=) |3 2 (575 (x — )@ (A'S 5 (x — )| A | dx

_ / 28| 56,8 (x — )P (AS (x — p)|AY)

—00

In [ 2735 6,(Z78 (x = 1)) @ (A'SH (x - u)|A*)] dx

[ s e )t aE - wlaY) (Z)

o0

= Horsun, .(u,s.a) + Z E(X

i=1
concluindo a prova. O

Substituindo na Expressao (4.20) a entropia encontrada na Proposigao (4.7) e a expressao
para y ., E(X;) obtida através da Expressao (3.19), segue que

Hicrusn, m(pu,s,.a) = %1n|2|~|— ln27r+ +— ZZA +Z<ZA,]) +

=1 j5=1
n 9 1/2
S i+ <;> (Lo ASY?)L, - By, [In(27®,,(A'Xo| A%))|(4.21)
i=1

onde 1,, ¢ um vetor de uns de ordem n x 1.
Se a matriz X é de covariancias, ainda é possivel relacionar a Expressao (4.21) com a entropia
da distribuicao normal multivariada.

Hicrusn, m(u,s,8) = HNu2)+— ZZA +Z(ZAU> +

=1 j5=1

n 1/2
> it (%) (1, AZ2)1, — Ex, [In(27®,,(AX,|A%))].
=1
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Da mesma forma como feito no caso da distribuicio CFUSN, a entropia na familia de
distribuicoes LCFUSN é simplificada quando a matriz A’A é diagonal. O corolério a seguir
mostra este resultado e a prova é omitida por ser igual a prova do Corolario 4.1.

Corolario 4.2. Se Z ~ LCFUSN,, (1, 2, A), onde A € tal que A'A é uma matriz diagonal
de ordem m x m, entdo a entropia de Z ¢

Hiorusn, mps.a) = Hy,qum) + Y E(X:) = EIn(27"®,,(A'X|1,, — A'A))],  (4.22)

i=1

onde Xo ~ CFUSN,, (0,1, A) e X; € ai-ésima componente do vetor aleatorio
X ~ CFUSNym(p, %, A).

Além da entropia das familias de distribui¢coes multivariadas, estamos interessados em obter
medidas que nos auxiliam a entender o que ocorre com o nosso conhecimento sobre uma particao
de um vetor quando temos informacao sobre a outra particao. Dado um vetor aleatério Z e
uma particao Z; e Zs deste vetor, a informacao mutua Iz, z, mede a quantidade de informacao
que o vetor aleatério Z; contém acerca do vetor aleatorio Z,, ou seja, quantifica a reducao
da incerteza de Zsy por conhecimento de Z;. A Proposicao 4.9 nos mostra um resultado sobre
o calculo da informacao de um vetor aleatério com distribuicao log-skew-normal fundamental
canonica multivariada.

Proposigao 4.9. Sejam Z ~ LCFUSN,, ,,(A), Zy e Zy particio do vetor Z, tais que Zy ~
LCFUSN,, m(A1) € Zy ~ LCFUSN,, n(As). Entao, a informagdo do vetor aleatorio Z =
(Zy,7Z5) € dada por

O, (A'X|I,, — A'A)
I, 5 = Eyx |1 42
Zzy = X {n <2m<1>m(A’1X1|Im CATAND (A X T, — ALAS) )| (4.23)

onde X ~ CFUSN, n,(A) e Xy e Xy formam uma particio de X, tais que Xy ~ CFUSN, (A1)
¢ Xy ~ CFUS Ny, m(As).

Demonstragao. Temos, da Expressao (4.3) que a informagao mitua do vetor aleatério Z é dada
por Iz, z, = Hz, + Hz, — Hz. Substituindo as entropias pelo resultado da Expressao (4.20),
temos que

Iz, = — ln py Z E(X?) + Z E(X;) — Ex,[In(27®,, (A, X, |1, — AAY))]
1 n9 n2
+% m2r+ 5 > E(XD)+ Y B(X) - Ex,[In(2" @ (AYXs| L — AbA,))]
i=ni1+1 i=ni-+1

n 1 - 2 m ! /
—§1n2w—§;E(X ZE ) 4+ Ex[In(2"®,,(A'X|I,, — A’A))]

cbm(A'Xum ~A'A)
= EX ln 7 7 7 7 .
o, (AKX I, — ALA ) (ALX,|T,, — ALA,)
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Uma medida para comparacao entre duas distribuicoes é dada pela entropia relativa, que
mede a ineficiéncia de se assumir que uma distribuicao é fx quando a verdadeira distribuicao
¢ fy. Podemos calcular a entropia relativa entre a familia de distribuicoes log-skew-normal
fundamental canénica multivariada, definida na Expressao (3.17), e a familia de distribuigoes
log-skew-normal multivariada, definida em (2.5). A Proposigao 4.10 traz este resultado.

Proposigao 4.10. Sejam Z ~ LCFUSN,, (@, %, A) e Y ~ LSN,(p, X, ). Entdo, a entro-
pia relativa D(fz||fy) entre Y e Z € dada por

In (leq)m(AXlOlA*))] , (4.24)
d(ad'w132X)

D(fyl||fz) = Ex,

onde Xo ~ CFUSN, ,(A).

Demonstrag¢ao. Da Expressao (4.4), temos que a entropia relativa entre as distribuigoes de Z e
Y ¢

DUl ) = [ty |45 aw

fr(w)
= [ f2w)Inlfa(w)ldw - / fz(w) In[fy (w)]dw

= —HLCFUSN, m(4.2,A) — Jz(w) In[fy(w)]dw.
R’I’L

O primeiro termo da Expressao (4.25) é dado na Proposicao (4.20). O segundo termo ¢ calculado
como se segue. Considere a transformacao x = Inw. Com isto, segue que

/0 " fp(w) Inlfy (W)jdw = / Tom (H wz-) = E0u(S o w — 1)B, (ASH (Inw — )| A7)

In |27 (sz> |E|_%¢n(§]*%(lnw—u))@(a’w‘l(lnw—p)) dw
i=1

-/ OS2 (x — )P (A (x — )] AY)

[e.9]

In [Qme_(zz;l D)

S 560(T7H (x - ) @(alw ! (x - )] dx

- / MBS (x - )@ (A (x — ) A7)

[e.e]

In [60(5 30— )] dx = 37 B, (%) — 5 n 3

- S (B (x — )P (A (x — )] AY)

—00

In [2"®(a/w ™! (x — p))] dx.
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Segue de (4.25) e da padronizacao Xy = 2_%(X — W) que

| atw il =[S ) (A A [(%)"/ze%f“] dx—gEXAXi)

[e.9]

—%m = +/ 25, (%) Py (A x0| A™) In [ZCI)(a’w’lE%XO)} dx.

o0

1 — ) n n 1
- _§;E(X0i) - 5“127?— ;Exi(Xi) - §1n|2|

+ / " 9m (x0) B (A3 | A In [2¢(a'w-12%x0)] dxo. (4.26)

—00

onde X ~ CFUSN,, n,(A), Xo; é a i-ésima componente do vetor X, e X; é a i-ésima compo-
nente de um vetor X ~ CFUSN,, ,,(p, X, A).

Substituindo o resultado dado na Expressao (4.26) na Expressao (4.25) e considerando o
resultado sobre a entropia da familia de distribuigoes log-skew-normal fundamental canonica
multivariada dado na Expressao (4.20) , temos:

D(fyl|fz)

—Hrcrusn — fz(X) lﬂ[fY(X)]dX
Rn
1 1 n n
—5 In |E| — g In 27 — 5 ; E(XEO) — Z E(XZ) + Ex, [IH(QWCI)(A’XolA*>>]

=1

1 & n - 1
+5 Zl E(X§) + 5 n2m + Zl E(X;) — Ex, [m @(a’w—lzéxo)] + 53|

Ex

0

1 (27 B (AX|A)
n
d(w137X,)

]

No préximo capitulo apresentaremos um breve estudo sobre inferéncia bayesiana nas familias
CFUSN e LCFUSN. Serao obtidas as distribuicoes condicionais completas para os parametros
de interesse e variaveis latentes. Também ajustaremos dois modelos para um banco de dados

reais.
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Capitulo 5

Inferéncia Bayesiana em Modelos
Assimétricos

Este capitulo se destina a discutir alguns aspectos relacionados a questao da inferéncia na
familia de distribuicoes log-skew-normal fundamental candnica, no caso em que n = 1, do
ponto de vista bayesiano. Aplica-se a distribuicao proposta para modelar o comportamento do
indice de precipitagao (PCP) nos Estados Unidos. Dados semelhantes ji foram analisados em
Marchenko e Genton (2010). Ajustaremos modelos considerando alguns valores distintos para
o componente m da funcao que assimetriza a distribuicao normal nesta familia. O objetivo
¢ avaliar se ha melhoria na qualidade de ajuste ao aumentarmos o valor de m. O modelo,
quando assumimos m = 1, retorna ao modelo log-skew-normal multivariado. Assim, também
se fornece, neste trabalho, uma abordagem para estimar os parametros em tal modelo diferente
daquela considerada por Marchenko e Genton (2010).

Do ponto de vista tedrico, na Secao 5.1, apresentaremos o modelo e serao calculadas as dis-
tribuicoes condicionais completas para todos os parametros da familia LCFUSN e da CFUSN.
Na Secao 5.2, ilustramos a metodologia proposta aplicando-a a dados de precipitacao nos EUA.
Foram usados métodos MCMC para obter uma amostra da distribuicao a posteriori dos para-
metros.

5.1 Modelo Estatistico

Considere uma amostra x = (x1, s, ..., ,,) que foi aleatoriamente selecionada de uma populagao
que possui distribuigao LCOFUSNy (1,02, A), cuja fdp é dada na Expressdo (3.29). Desta
forma, tem-se que a funcao de verossimilhanca de x é dada por

f(x|p, 0 A) = 270 N a) T Tplo (Ina; — )@ (A'o ™ Inw; — p) |1, — A'A)]
=1
" - (nag—w?
n nT;—p
= 2"™(2rg?) 2 (H wz) e” Zi=1 202 H O (Alc Y (nz; — p)|I,, — A’A).
i=1 i=1

(5.1)
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Para completar a especificacao do modelo, é necessario especificar a distribuicao a priori
para os parametros. Neste trabalho, a dimensao m é fixada. O parametro p pode assumir
qualquer valor real e 02 qualquer valor real positivo. Por isso, a priori, se pode considerar que
p~ N(m,v)eoc?~GI(a,3). O parametro A é um vetor de dimensio 1 x m e deve ser tal que
||Aa|| < 1, para todo vetor unitario a € R™, o que torna o processo de escolha da distribuigao
a priori para A bastante dificil. Para contornar este problema, podemos usar a parametrizacao
alternativa dada na Expressao (3.7) do Capitulo 3, onde A = A(I,, + A’A)~'/2 para alguma
matriz real A de ordem n x m e com entradas finitas. Uma escolha possivel para a distribuicao
a priori deste parametro é A ~ N,,(A,B). Considera-se também que todos os parametros sao
independentes entre si.

Para se fazer inferéncia considerando a nova parametrizacao, a fungao de verossimilhanca
deve ser reescrita em funcao de A e torna-se

202

Pl o? A) = 20?2 (2m) 2 (Hw) exp( Z?zlﬂnxi—u))

f[ (L + AA) A o7 (Inay — p)|(T + AVA)TY). (5.2)
=1

Considerando as especificacoes a priori anteriormente mencionadas e a funcao de verossi-
milhanga dada na Expressao (5.2), segue que as distribuigoes condicionais completas para p,
0? e A sao dadas, respectivamente, por

n (na:l ) —# m2v
Flulx, 0%, A) o« e Tim ot T Hcp I, +ANA) 'No ng; — p)|(I, + AA)7Y)

—p%(nv? + 0?) + 2u( S Ina; + mo?)
o exp ( S E

n

[[on(Tm + AN Ao (Ina; — )| (I, + A'A)T
nv? + o V23" Inz; +mo?)’
o eP LT 20202 a nv? + o2
[[on(Tm + AN N (Ina; — )| (T, + A'A))

X ¢<u

onde V; = (I, + AA)"'A’c™(Inx; — p) é um vetor de dimensao m x 1 e A ® B representa o
produto de Kronecker entre as matrizes A e B,

V230 Inz; +mo?  v?o?
nv? + o2 " nv? 4 g2

) B (V1 oy, VoI @ (I + AA)71),(5.3)
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F@?x, A o (0%)7 D exp <g> (o)™ exp <_ > w>

: 202
=1
[[on((Tm + AN Ao (Ina; — p)|(T, + A'A))
=1
o (0%) ) (— Y — ) + 2ﬁ)

202

n

[[on((Tm + AN Ao (Ina; — p)|(T, + A'A))
i=1
o (02>—(§+a+1) exp ( Zz:l( n2$02 :u) + ﬁ)

@ (Vi , VoI @ (I, + AN, (5.4)

n

FAx 0% o< ] @ml((Tm + AA) ' No™ (Inw; — p)|(In + AA))

=1

- <_ (8~ AYBI(A - A))

x H(AA, B, (V... V)T, & (I, +A'A)7Y). (5.5)

Note que as distribuicoes condicionais completas de p e A pertencem a familias de distri-
buicoes normal assimetrizadas e a distribuicao condicional completa de o2 estd na familia de
distribuicoes gama invertida assimetrizada, onde a fungao de assimetrizagao em todos os casos
é a fda de uma distribuicao normal mn-variada.

Apesar de ser possivel o reconhecimento das familias as quais pertencem as distribuigoes con-
dicionais completas, suas dependéncias da fda de distribui¢oes normais multivariadas tornam
os métodos de amostragem da distribuicao a posterior: muito caros do ponto de vista com-
putacional. Para se contornar este problema, uma possibilidade é utilizar uma representacao
estocastica para a familia LCFUSN.

Seja o vetor z = (21, ..., z,), onde cada componente z; possui distribuicao CFUSN1 (11, 0%, A).
Pode-se estimar os parametros da distribuicaio LCFUSNj (11, 0%, A) a partir do modelo cons-
trufdo para a distribuigao CFUSN} (11, 0%, A). Para isto, basta aplicar a transformagao lo-
garitmica nos dados originais e ajustar um modelo CFUSN com os dados transformados.

Assim, o0 modelo dado na Expressao (5.1) pode ser hierarquicamente representado como se-
gue. Se W; ~ LOFUSN; (11,02, A), entao Z; = InW; ~ CFUSNy (1, 0%, A). De Arellano-
Valle e Genton (2005), segue que

Z: L o AIX;| + (1 — AA)2Y, + p, (5.6)
onde X; ~ N,,(0,1,,), Y; ~ N(0,1), X; e Y; sao vetores aleatérios independentes e |X;| =
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(|Xi1, -, [ Xim])'. Consequentemente, temos que o modelo assumido na Expressao (5.1) é equi-
valente a

Zi = In Wl
ZZDCZ:[L'Z ~ N(M+0A|XZ’,O2(1—AAI)>
X; ~ Nuy(0,I,,), (5.7)
onde X; é uma varidvel latente (ndo-observada). Esta estratégia é conhecida como técnica de

aumento de dados (van Dyk e Meng, 2001) e facilita bastante a parte computacional. Usando
esta representacao, a funcao de verossimilhanca é, agora, dada por

7 (i = p = oAl
s = 11 oo (ot —aay )

1=

() () o (B2 ey

Pelos mesmos motivos considerados anteriormente, usaremos a parametrizacao A = A(I -+
) m
A/A) 1/2. Desta forma, a EXpI'GSSéO (58) pode ser reescrita como

e = (L) (LEANNT S (i oA, - AA)
—x(z) = [ — —— ] & :
21X~ o o2 P 202(1+ AA)
Considerando as mesmas distribuigoes a priori para os parametros definidas anteriormente,
as distribuicoes condicionais completas para o2, A e u sao, respectivamente, dadas por:

F(0?|p, A Z,X) o <Jz(1_1m>;eXp<_Z?21;525_M;Z'?’Xi|)2)‘(c:?)aﬂexp <;§>

1 [0} n
- < 1 >2+ +1exp (‘Zi1(zi—H—UA|Xi|)2 B 5)
2
o

202(1 — AA) o2
1) S 20— WA 28(In — AA) + T8 (2 — p)?
> <02> eXp( w0l AAN) 207(1 — AN) )
(5.9)
I\ 5 —S (i — oA, TA)-1/2(x, )2
f(A’,U,U,Z,X) X (1+UAA) exp( Zl:l( /2‘02(1‘6(1[‘1&;;‘? A) ’ |) )
—(A—AYB YA — A)
()
. "z p—oA(I + ANA)T2x)2 (A—-AYBHA-A
(14 AADE ex (_z W /~L202(1£A;/)_1) ) (A= AyB >>7
(5.10)
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— iz — p = oAlx)? —(p—m)?
fplo, A,Z,X) o< exp < 202(1— AA exp | — 55
— 2 A 2u Y (2 - gAXi) | —p? A+ 2mp
o exp ( 202(1 — AA) LT
2 2 / AN 2 /
5 [(nv*+0°(1— AA') v (2 — oAlxg]) + mo(1 — AAT)
— 2
o exp ( a < 20202(1 — AA) +2u 20202(1 — AA)
e nv? + o2(1 — AA') S (2 — cAlx]) + mo?(1 — AAY)\
xp | — — :
P 20202(1 — AA) nv? +o2(1 — AA’)

(5.11)

Note da Expressao (5.11) que a distribuigao condicional completa para p é

plo?, AZ, X ~ N <”2 2ii(z —oAxi|) + mo®(1 - AA")  o*’(1 - AA) )

nv? +o2(1 — AA") "nu? +02(1 — AAY)

Além disto, para a variavel latente X, temos que o nicleo da distribuicao condicional com-
pleta é

— i (2 = n— o Alxi])” 'x;
F(X|p0®, A Z) o exp( Sii(zi—p—o |XZ|)).eXp(—X12XZ)

202(1 — AA)
B Z?:1<Zi — U — O-A‘XZD2 X;Xi
X  exp ( 202(1 — AA) > )

As Expressoes (5.9), (5.11) e (5.12) podem ser reescritas em termos do parametro A, como
se segue:

%-&-Oé exp (Z?:l(zz - M)A(Im + A,A)_1/2|Xi| 26(1 + AA,)_l + 2?21(21‘ - M)2>
B B Y

1
Yu, A Z,X =
f(U ’M? s Hy )OC o2 0_(1 —f—AA/)*l 20_2(1 —I—AA/)fl

230 (2= oA (L + AA) " x; 21+ AN) Y
Fulo® A Z.X) O(exp<_v<u_vzz:1<z ALy + AR + mo(1 4 >> |

nv? + o2(1+ AA')!

_ nv2+02(1+AAl)*1
onde V= 20202(1+A A1’ ©

— iz = p = o AL + AA) TP )P ngj) .

2
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Perceba que as distribuicoes condicionais completas para u, o, A e X nao dependem mais
da fda das distribui¢coes normais multivariadas, tornando o processo de amostragem destas
distribui¢oes um pouco mais simples. O amostrador de Gibbs pode ser usado para amostrar da
distribuicao condicionais completa de p e o algoritmo Metropolis-Hastings pode ser usado para
amostrar das demais distribui¢oes. Usando a representacao hierarquica dada em (5.7), também
podemos usar o Software Winbugs para obtermos amostras das distribuicoes a posteriori. Isto
serd feito na proxima secao.

5.2 Estudo de Casos: Precipitacao Mensal nos EUA

Nesta secao, apresentam-se os dados relacionados a precipitacao mensal nos Estados Unidos no
periodo de 1895 a 2007. Dados semelhantes foram analisados em Marchenko e Genton (2010).
O banco de dados estéd disponivel no National Climatic Data Center (NCDC) e é composto
por 1344 observagbes sobre o indice de precipitagdo americana (PCP), coletadas por més ao
longo dos anos de 1895 e 2007. O principal objetivo aqui é ajustar modelos dentro da familia
de distribuicoes log-skew normal fundamental canonica univariada, variando a dimensao m da
funcao de assimetrizacao, e compara-los. Dois modelos sao considerados: o Modelo 1, em que
m = 1, e o Modelo 2, em que m = 2. Na Tabela 5.1 pode-se ver algumas estatisticas descritivas
do indice de precipitagdo americano, como o minimo (Min), mediana (Md), média (Me), a
variancia (Var) e maximo (Max).

Tabela 5.1: Estatisticas descritivas do PCP
PCP Min Md Me Var Max
054 244 242 0.30 4.21

Para facilitar o ajuste, trabalha-se com o logaritmo dos dados, e por isto ajusta-se um modelo
dentro da familia de distribui¢oes skew normal fundamental candnica univariada. Assim, os
dados nao transformados terao distribuicao na familia log-skew normal fundamental canonica
univariada, mantendo os mesmo parametros de locagao p e de escala o. A Figura 5.1 mostra o
histograma dos dados transformados (esquerda) e dos dados originais (direita). Percebe-se que
existe assimetria a esquerda em ambos os casos, indicando que as curvas assimétricas estudadas
podem ser um modelo promissor para analise destes dados.

As distribuicoes a priori escolhidas foram sempre as pouco informativas. Considera-se que,
a priori, i ~ N(0,100) e 02 ~ Gama(0.1,0.1) para os dois modelos. Quando m = 1, assumiu-se
A ~ U(—1,1). Japaraocasom = 2, em decorréncia da suposicao de que A é tal que ||Aal| < 1,
para todo vetor unitario a € R™, escolhe-se reduzir o suporte de A = (A, Ay). Considera-
se que cada entrada do vetor pode assumir apenas valores entre -0.5 e 0.5, satisfazendo a
condigdo imposta, para qualquer vetor unitdrio a. Entao, assume-se que A; ~ U(—0.5,0.5) e
Ay ~ U(—0.5,0.5).

Para o MCMC gera-se uma amostra de tamanho 10.000, descarta-se como burn-in as 1000
primeiras amostras, considera-se lag de 50, resultando em uma amostra a posterior: de tama-
nho 1000. A analise de convergeéncia foi realizada através do teste de convergéncia de Geweke
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Figura 5.1: Histograma do In [PCP]| (esquerda) e do PCP (direita) mensal nos Estados Unidos.

(Geweke (1992)), existente dentro do pacote CODA do R, do grafico do trago e do grafico da
média ergddica das amostras das distribuicoes a posteriori.

A Tabela 5.2 apresenta média (Me), mediana (Md) e desvio padrao (DP) das distribuigdes
marginais a posteriori de cada um dos parametros e, também, os respectivos intervalos de mais
alta densidade (HPD) a posteriori com 95% de probabilidade, para ambos os modelos ajustados.

Tabela 5.2: Resumo das distribui¢oes marginais a posteriori dos parametros nos Modelos 1 e 2
Me Md DP HPD

Modelo m =1

o 1139  1.140 0.010  [1.118, 1.156]

o 0.375 0.375 0.010  [0.355, 0.395]

A -0.947 -0.947 0.008 [-0.961 , -0.928]
Modelo m = 2

po 1.082 1.083 0.015 [1.060 , 1.105]

o 0.291 0.291 0.007 [0.279, 0.304 |

Ay -0.481 -0.488 0.029 [-0.500, -0.455 |

Ay -0.480 -0.488 0.039 [-0.500, -0.443]

Da Tabela 5.2, observa-se que as estimativas para p estao proximas nos dois modelos, as-
sumindo valores positivos, como esperado da andlise dos histogramas da Figura 5.1. Para o
parametro de escala o, as estimativas também se encontram préximas, sendo o Modelo 2 o que
apresenta menor valor. Para o parametro de assimetria, como esperado, o valor estimado foi
negativo e o HPD nao inclui o valor zero, evidenciando a presenca de assimetria no indice de
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precipitacao americano pelos dois modelos. No Modelo 1, este parametro é facilmente inter-
pretavel, pois quanto mais préximo de 1 ou -1 o valor de A, mais acentuada é a assimetria.
Nota-se que o valor estimado a posteriori para este parametro é muito proximo de -1, indicando
forte assimetria negativa no PCP como indicam os dados observados exibidos na Figura 5.1.
Para o Modelo 2, percebe-se que os valores estimados para as entradas do vetor A sempre se
aproximam do minimo permitido e sao sempre negativas.

Com o objetivo de se comparar os dois modelos, calculam-se a esperanca e variancia a
posteriori do PCP para as duas distribuigoes. A Tabela 5.3 mostra que o indice de precipitagao
esperado estimado por ambos modelos é bem proxima e as variancias sao pequenas, sendo, em
média, maiores sob o Modelo 2. Se comparadas com a média e variancia dos dados observados,
nota-se que os modelos estao subestimando estas duas medidas.

Tabela 5.3: Resumo a posteriori da esperanga e variancia nos modelos tedricos
Me Md DP
Modelo 1
E(Y) 1.352 1.352 0.013
Var(Y) 0.015 0.015 0.001
Modelo 2
E(Y) 1.273 1.273 0.014
Var(Y) 0.035 0.033 0.001

A Figura 5.2 mostra as curvas da fdp estimada usando o método plug-in com as médias
para os dois modelos sobrepostas ao histograma.
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Figura 5.2: Histograma e fungoes de densidade ajustadas do PCP.

A Tabela 5.4 apresenta os resultados para o teste de Kolmogorov-Smirnov (KS). Este teste é
usado para verificar a bondade do ajuste e consiste em calcular a estatistica D,,, definida como
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o valor absoluto da méaxima diferenca entre a distribuicao empirica e a curva estimada. Neste
caso, a hipétese nula é a de que os dados seguem a distribuicao log-skew-normal fundamental
canonica. O p-valor é calculado como em Lin et al. (2007).

Tabela 5.4: Teste de Kolmogorov-Smirnov para os modelos ajustados
Modelo 1 2
D, 0.0227 0.0567
p-valor  0.66 0.01

Observa-se que as duas curvas sao muito préximas e se adequam visualmente aos dados,
indicando um bom ajuste. Percebe-se que a distribuicao fornecida pelo modelo onde m = 1 estéa
mais proxima da distribuicao empirica, dando evidéncias de que o Modelo 1 é o mais indicado
para descrever o comportamento dos dados. Isto é corroborado pelo teste de Kolmogorov-
Smirnov (K-S), cujos resultados estao na Tabela 5.4. Porém, através da Figura 5.2, verificamos
que a cauda do Modelo 2 é mais pesada e ele apresenta maior assimetria, o que pode ser
interessante para o ajuste de dados com estas caracteristicas.

63



Conclusoes e Discussoes

Neste trabalho, motivados por resultados obtidos em Santos et al. (2013), foi definida
uma nova familia de distribuig¢oes log-skew-normal fundamental candnica multivariada, obtida
através da transformacao da familia definida em Arellano-Valle e Genton (2005). Esta é uma
distribuicao assimétrica com ntucleo normal que coloca massa nao nula apenas em valores po-
sitivos e generaliza a familia definida em Marchenko e Genton (2010) no caso de normalidade.
Também foram estudadas propriedades e caracteristicas desta familia.

Estudou-se a entropia para cada uma das distribui¢oes consideradas ao longo deste trabalho
e encontrou-se relacoes entre elas. Relacionaram-se todas as entropias estudadas com a entro-
pia da distribuicao normal. A principal contribuicao nesta direcao foi o estudo da entropia nas
familias CFUSN, LSN multivariada e LCFUSN aqui definida. Para obter um método de com-
paracao entre as distribuicoes, obteve-se a entropia relativa entre as familias de distribuigoes
log-skew-normal fundamental canonica multivariada e log-skew-normal.

Em relacao a inferéncia, utilizou-se uma abordagem bayesiana e encontrou-se as distribui-
¢oes condicionais completas para os parametros de interesse. Para verificar a aplicabilidade da
familia de distribuigoes proposta, utilizou-se um banco de dados reais e ajustou-se dois mode-
los univariados variando a dimensao m da funcao responsavel por assimetrizar a distribuicao
normal. No Modelo 1, quando foi usado m = 1, retornou-se a familia definida por Marchenko
e Genton (2010), e observou-se que esta distribui¢do se ajustou bem ao banco de dados. Para
m = 2 nao se verificou um bom ajuste pelo teste de Kolmogorov-Smirnov. Porém, ao construir
a curva tedrica, conclui-se que a segunda possui cauda mais pesada e parece ser mais assimé-
trica do que o primeiro modelo, podendo ser mais eficiente para o ajuste de dados com estas
caracteristicas.

Para trabalhos futuros, sugere-se a implementacao de modelos utlizando as distribuicoes
condicionais completas apresentadas no Capitulo 5. Desta forma, nao havera problemas na
estimacao do parametro A, como os que foram encontrados aqui, em decorréncia da suposi¢ao
de que A é uma matriz n x m tal que ||Aa|| < 1, para todo vetor unitdrio a € R™. Pode-
se utilizar a parametrizacio A = A(I,, + A’A)~"/2 e obter uma amostra a posteriori para o
parametro A, que é uma matriz com entradas finitas reais e nao apresenta nenhum tipo de
restricao em seu dominio. Pretendemos ainda estudar o comportamento tedrico e comparar
as distribuicoes log-skew-normal fundamental canonica, quando mudamos a dimensao m, em
outros aspectos, tais como assimetria, entropia e peso das caudas. Acredita-se que em alguns
casos o aumento de m pode trazer melhorias nos ajustes.

Além disto, esta dissertacdo deu origem a dois artigos que ainda estdo em construcgao:
Entropy and Mutual Information in Asymmetric Distributions and its Applications e The Log
Canonical Fundamental Skew Normal Distribution and its Applications.
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