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Resumo

Nos tltimos anos, houve um grande interesse em modelos de grafos aleatérios para mo-
delar redes complexas nas mais diversas areas como Ciéncias Sociais, Fisica, Biologia,
Economia, Ecologia e Ciéncia da Computacao. Uma classe de modelos que vém sendo
muito utilizados s@o os modelos de grafos aleatdrios exponenciais (ERG), que formam uma
familia abrangente de modelos que inclui modelos de arestas independentes e diadicos, os
grafos aleatorios de Markov e muitas outras distribuicoes de grafos, além de permitir a
inclusao de covariaveis que podem levar a um ajuste melhor do modelo. Outra classe de
modelos cada vez mais popular na analise estatistica de redes sao os modelos de blocos
estocasticos (SBMs) . Eles podem ser usados para fins de agrupamento dos vertices em
comunidades ou descobrir e analisar uma estrutura latente de uma rede. O modelo de
bloco estocastico é um modelo generativo para grafos aleatérios que tende a produzir
grafos contendo subconjuntos de vértices caracterizados por serem conectados uns aos
outros, chamados comunidades. Muitos pesquisadores de varias areas vém usando ferra-
mentas computacionais para o ajuste desses modelos sem, no entanto, fazer uma anélise
da adequacao deles aos dados de redes que estao estudando. A complexidade envolvida no
processo de estimacao e nas metodologias de verificacao de qualidade de ajuste pra esses
modelos podem ser fatores que dificultam a andlise de adequacao e um possivel descarte
de um modelo em favor de outro. E é claro que os resultados obtidos através de um
modelo nao adequado podem levar o pesquisador a conclusoes bastante equivocadas sobre
o fenomeno estudado. A proposta deste trabalho é apresentar uma metodologia simples,
baseada em Testes de Hipdteses, para verificar se ha erro de especicificagao de modelo
para esses dois casos bastante utilizados na literatura para representar redes complexas:
o ERG e o SBM. Acreditamos que essa ferramenta pode ser bastante 1til para aqueles
que querem utilizar esses modelos de uma forma mais cuidadosa, verificando antes se os

modelos sao adequados aos dados em estudo.

Palavras-chave: Modelagem de redes complexas. Modelos de Blocos Estocasticos. Mo-

delos de Grafos Exponenciais. Erro de especificacao de modelo. Testes de Hipoteses.



Abstract

In recent years, there has been a great interest in random graph models to model complex
networks in the most diverse areas such as Social Sciences, Physics, Biology, Economics,
Ecology and Computer Science. A class of models that have been widely used are the
exponential random graph (ERG) models, which form a comprehensive family of models
that include independent and dyadic edge models, Markov random graphs, and many
other graph distributions, in addition to allow the inclusion of covariates that can lead to a
better fit of the model. Another increasingly popular class of models in statistical network
analysis are stochastic block models (SBMs). They can be used for the purpose of grouping
nodes into communities or discovering and analyzing a latent structure of a network. The
stochastic block model is a generative model for random graphs that tends to produce
graphs containing subsets of nodes characterized by being connected to each other, called
communities. Many researchers from various areas have been using computational tools
to adjust these models without, however, analyzing their suitability for the data of the
networks they are studying. The complexity involved in the estimation process and in
the goodness-of-fit verification methodologies for these models can be factors that make
the analysis of adequacy difficult and a possible discard of one model in favor of another.
And it is clear that the results obtained through an inappropriate model can lead the
researcher to very wrong conclusions about the phenomenon studied. The purpose of this
work is to present a simple methodology, based on Hypothesis Tests, to verify if there is
a model specification error for these two cases widely used in the literature to represent
complex networks: the ERGM and the SBM. We believe that this tool can be very useful
for those who want to use these models in a more careful way, verifying beforehand if the

models are suitable for the data under study.

Keywords: Complex Network Modeling. Stochastic Block Models. Exponential Graph
Models. Miss-Specification Error. Hypothesis Testing.
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Capitulo 1

Introducao

A compreensao dos mecanismos de interagao em redes complexas do mundo real através
de modelos de grafos aleatorios é um tema que ganhou muita atencao na literatura nos
utimos anos [20].

Aplicagoes praticas de grafos aleatdrios sao encontradas em todas as areas em que
redes complexas precisam ser modeladas, alguns exemplos sao Ciéncias Sociais, Fisica, Bi-
ologia, Economia, Ecologia e Ciéncia da Computacao. As interagoes econdmicas ou sociais
geralmente também estao organizadas em estruturas de redes complexas. Fenomenos se-
melhantes sao observados em redes de comunicac¢ao como a internet ou no fluxo de trafego.
Nos problemas atuais em Biociéncias, as redes de proteinas na célula sao exemplos im-
portantes, e também as redes moleculares no genoma. Em escalas maiores encontram-se
redes de células como em redes neurais, até a escala de organismos em teias alimenta-
res ecologicas. Muitos modelos de grafos aleatérios tentam espelhar os diversos tipos de
redes complexas encontradas em diferentes areas. Para uma descricao mais abrangente
sobre o tema e aplicagoes, indicamos a leitura de Newman (2010)[21] e Reuven e Shlomo
(2010)[24].

O grafo aleatério de Erdés e Rényi[10] é um dos modelos de rede mais bem es-
tudados, no entanto, para redes do mundo real, como redes sociais, a Internet ou redes
biolégicas, nao ¢ um bom modelo, pois algumas propriedades basicas nao se encaixam bem.
Redes complexas costumam apresentar caracteristicas topoldgicas nao triviais que dife-
rem dos grafos aleatérios de Erdods Renyi, como cauda pesada na distribuicao de graus,
alto coeficiente de agrupamento, estruturas hierarquicas e comprimento médio de cami-
nhos curtos. Dois modelos de grafos aleatérios bastante usados para modelar fenomenos
naturais que tentam capturar essas caracteristicas sao as redes livres de escala, proposto
por Barabési e Albert (1999)[5] e os modelos de Small-World introduzidos por Watts e
Strogats (1998)[31].

Nos tltimos anos, houve um grande interesse em modelos de grafos aleatérios
exponenciais para modelar redes, principalmente redes sociais(Frank e Strauss, 1986[11],
Frank, 1991[14], Wasserman e Pattison, 1996[33]; ver também Pattison e Wasserman,
1999[22], Robins et al., 1999[25]). A classe de modelos de grafos aleatérios exponenciais é

uma familia abrangente de modelos que inclui modelos de arestas independentes e diddicos,



os grafos aleatérios de Markov de Frank e Strauss (1986)[11] e muitas outras distribuigoes
de grafos, além de permitir a inclusao de covariaveis que podem levar a um ajuste melhor
do modelo. A estimacao dos parametros desse modelo é feita de através de métodos
computacionais e esta implementada em varias linguagens de programacao, no software
R, por exemplo, tem o pacote chamado ERGM implementado [16].

Outra classe de modelos cada vez mais popular na analise estatistica de redes sao
os modelos de blocos estocasticos (SBMs) introduzidos por Holland et al (1983)[15]. Eles
podem ser usados para fins de agrupamento dos vértices em comunidades ou descobrir e
analisar uma estrutura latente de uma rede. Houve um desenvolvimento rapido no tema
de agrupamento baseado em modelos de grafos aleatérios nos ultimos dez anos. Citando
apenas alguns, temos os dois trabalhos de Abbe e Sandom ( 2015)[1][2] e o de Karrer e
Newman (2011)[18]. O modelo de bloco estocéstico ¢ um modelo generativo para grafos
aleatorios que tende a produzir grafos contendo subconjuntos de vértices caracterizados
por serem conectados uns aos outros, chamados comunidades. Esse modelo é hierarquico
no sentido que primeiro sorteamos os vértices que pertecem a cada grupo, depois sor-
teamos as arestas entre os vértices. Cada um desses sorteios é governado por uma lei
que depende de parametros especificos. Devido a complexidade da verossimilhanca desse
processo em dois estagios, a estimacao dos parametros de um SBM também é baseada em
métodos computacionais que estao implementados em varias linguagens. Por exemplo,
no software R estd implementado o pacote Stochastic Block Model (SBM) implementado
por Leger (2016)[13]. Uma revisao detalhada sobre os SBM’s pode ser encontrada em Lee
e Wilkinson (2019)[17] e uma extensao muito interessante aplicada para redes grandes é
apresentada em Peixoto (2014)[23].

Muitos pesquisadores de varias areas véem usando ferramentas computacionais para
o ajuste de modelos sem, no entanto, fazer uma andlise critica a respeito da adequacao do
mesmo aos dados que estao sendo analisados, principalmente nos casos em que o modelo
escolhido ¢ um ERG ou um SBM. Para o ERG citamos, por exemplo, os procedimentos
de verifica¢ao baseados em reamostragem apresentados em Kolaczyk e Csardi (2014)[19].
No caso do SBM, uma das metodologias de verificacao de ajuste de modelo sao baseadas
no Akaike Information Criterion, AIC ([3] e [4]) e estao implementadas no pacote SBM do
R. A complexidade envolvida no processo de estimagao e nas metodologias de verificagao
de qualidade de ajuste pra esse modelos podem ser fatores que dificultam a andlise de
adequagao e um possivel descarte de um modelo em favor de outro. E é claro que os
resultados obtidos através de um modelo nao adequado podem levar o pesquisador a
conclusoes bastante equivocadas sobre o fendomeno estudado.

A proposta deste trabalho é apresentar uma metodologia simples, baseada em
Testes de Hipoteses, para verificar se hé erro de especicificagao de modelo para esses dois
casos bastante utilizados na literatura para representar redes complexas: o ERG e o SBM.

Acreditamos que essa ferramenta pode ser bastante 1til para aqueles que querem utilizar
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esses modelos de uma forma mais cuidadosa, verificando antes se os modelos sao adequados
aos dados em estudo. Destacamos a vantagem desse tipo de metodologia em relacao aos
processos de selegao de modelos do tipo AIC ou BIC ([29]) e outros com a mesma proposta,
pois nessas ferramentas nao temos uma indicacao quanto a adequacao dos modelos, mas
uma selecao entre os candidatos propostos, que podem ser todos inadequados.
Derivaremos os testes levando em conta as verossimilhancas desses dois modelos,
utilizando estimadores de maxima verossimilhanca ja propostos na literatura, para o ERG
citamos Schmid e Desmarais (2017)[30] e para o SBM, citamos Celisse, Daudin e Pierre
(2012)[7]. Seguiremos de perto o trabalho apresentado por White (1982)[32], onde é
proposto um teste de verificacao de ajuste de modelos para varidaveis aleatérias cujas
densidades satisfazem um conjunto geral de condicoes de regularidade. Mostraremos que
os modelos ERG e SBM satisfazem essas condigoes e explicitaremos as estatisticas que
devem ser calculadas para realizar os testes em cada um desses modelos. Desenvolveremos
um pacote no R com a implementacao dos testes para os dois modelos e apresentaremos

um estudo de simulacao mostrando que os testes propostos atigem os propoésitos desejados.
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Capitulo 2

Principais Definicoes

2.1 Alguns modelos para grafos aleatdrios

2.1.1 Grafos Aleatorios de Erdos Rényi

Um grafo aleatério G é uma variavel aleatéria que assume valores em uma familia
de grafos G. O estudo de tais grafos remonta a década de 1950, quando Paul Erdos e
Alfréd Rényi, derivaram uma série de resultados sobre grafos aleatérios. Os grafos a que
nos referimos aqui sao todos rotulados, i.e., os vértices sao distintos (por exemplo, ha (g)
grafos com n vértices e exatamente uma aresta).

Existem duas formas de definir o modelo de grafos aleatérios Erdos-Rényi:

Definicao 1 O modelo de Erdos-Rényi denotado por G(n, M), representa um grafo es-

colhido de forma aleatoria da colecao de todos os grafos com n vértices e M arestas.

Por exemplo, no modelo G(3, 2) cada uma das trés possibilidades de grafos de trés vértices

e duas arestas sao incluidos com uma probabilidade de 3

Definigao 2 O modelo de Erdos-Rényi-Gilbert denotado por G(n,p), representa um grafo

com n vértices cujas arestas existem ou nao com probabilidade p.

Dessa forma para cada par u, v de vértices de G = G(n, p), a aresta uv é aleatdria(
existe ou nao existe), independentemente de qualquer outra aresta. Usa-se uma varidvel
aleatoria independente de Bernoulli de parametro p para decidir quanto a presenca da
aresta uv; a aresta uv estd no grafo se, e s6 se, a varidvel resulta em sucesso. Pela
independéncia entre as arestas, a probabilidade de um grafo G, com n vértices e M

arestas, €

P(G) = pM(1—p)B)~V. (2.1)
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Vérias propriedades dos grafos de Erdos-Rényi sao hoje bem conhecidas. Esse
modelo é por vezes usado como referéncia para avaliacao de outros, representando o papel
de rede com comportamento aleatério uniforme.(Veja Frank e Strauss (1986)[11])

Vérios outros modelos de grafos aleatoérios sao estudados na literatura. Eles aten-
dem a necessidade de modelos mais complicados e realistas (do que o modelo ER) que des-
crevam as redes reais, observadas na pratica. Algumas caracteristicas tidas como tipicas
de redes reais s@o a presenca de um grande nimero de vértices n, poucas arestas(e(G)
= O(n)), diametro pequeno (diam(G) = O(logn), i.e., dois vértices tomados ao acaso
estao ligados por um caminho curto), graus de vértices distribuidos segundo uma lei de
poténcias (o niimero de vértices com grau k é proporcional a k~#, para alguma constante
B), e efeito de agrupamento (clustering, ou transitividade das ligagoes: vértices com vizi-
nhanc¢a comum tém maior probabilidade de estarem ligados). O niimero de publicagoes
e estudos de redes complexas e grafos aleatérios é grande. Para uma introducgao a area,
citamos Chatterjee e Diaconis (2011)[9] e Robins, Pattison, Kalish e Lusher(2007)[27].

2.1.2 Grafos Aleatdérios Exponenciais (ERG)

O modelo ERG, também conhecido como (px)modelo, foi primeiro proposto por
Holland e Leinhardt (1983)[15], e foi construido com base nas fundamentagdes estatisticas
estabelecidas por Besag (1974)[6]. Esses modelos constituem uma familia de modelos es-
tatisticos que vém sendo bastante utilizados para modelar redes sociais. A importancia
deste modelo esta em sua capacidade de representar os efeitos estruturais sociais comum-
mente observados em muitas redes sociais humanas, incluindo efeitos gerais baseados no
grau de cada vértice, como reciprocidade e transitividade, ou ainda, atividade baseada
em atributos e efeitos de popularidade.

Desenvolvimentos substanciais foram feitos por Frank e Strauss (1986)[11], e conti-
nuaram a ser feitos por outros autores em toda a década de 1990 . E ainda hoje sao objeto
de estudo de varios pesquisadores, sempre na tentativa de tornar o ERG um modelo ainda
melhor, mais aplicdvel a dados de rede reais. Uma revisao detalhada do assunto é apresen-
tada em Wasserman and Pattison (1996)[33]. O modelo proposto por Besag, no contexto
de Estatistica Espacial, por sua vez, é centrado no Teorema de Hammerserley-Clifford
(1971)[12], nascido na Fisica Estatistica, que mostra que um modelo probabilistico para
grafos, com certa estrutura de dependéncia tem, necessariamente, que pertencer a uma
familia exponencial. Mais que isso, Esse importante Teorema também mostra quais sao
as informacoes da rede que devem ser usadas para o calculo das probabilidades de uma

determinada configuracao.
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O problema que surge ao considerarmos estruturas de dependéncias entre os vér-
tices, ainda que sejam estruturas consideravelmente simples como as consideradas no ar-
tigo referido acima, é que o nimero de parametros a serem estimados no modelo é muito
grande, como detalharemos mais a frente neste texto. As inferéncias propostas para os
parametros desse modelo sao baseadas em pseudo méxima verossimilhanga, usando uma
analogia com o modelo de regressao logistica, o que torna as inferéncias pouco confidveis.
Na tentativa de superar esses e outros problemas, na década de 2000 novas especificacoes
sobre a estrutura de dependéncia dos vértices foram prospostas por pesquisadores, como
as encontradas na série de artigos publicados por Snijders(1997)[28]. A ideia principal
nesses trabalhos é diminuir a dimensao do vetor de parametros dos modelos e preservar
as caracteristicas da rede. Surgem também, os modelos ERG que permitem que carac-
teristicas exogenas da rede possam ser usadas para modelar a probabilidade de ocorréncia
de uma configuracao, melhorando assim as inferéncias para a rede. Um modelo ERG
alternativo aos propostos pelos artigos de Snijders e colaboradores, mas com objetivo se-
melhante em relacdo a diminuicdo no numero de parametros, foi proposto por Hunter e
Handcock(2009) [16].

Definicao 3 Um modelo de grafo aleatorio é um ERG se, para todo grafo G € G, podemos

expressar a probabilidade de sua ocorréncia por

P(G;0) = exp (Z 0,T,(G) — 90(9)> = exp (Z ‘9iTi(G)) /2(0).

=1

onde 0 = (0y,...,0,) é um vetor de parametros reais conhecido e T;(G) sao funcgoes de
G (como o nimero de arestas, triangulos, estrelas, circuitos, etc.); i.e., se a distribui¢do

sobre o espaco dos grafos € membro da familia exponencial de distribuicoes.

Como no modelo de Erdos-Rényi, consideramos fixado o nimero n de vértices de G.

O fator e=#®) = 271 () é por vezes chamado constante de normalizacdo.

Duas dificuldades no uso de grafos aleatérios exponenciais sao a estimacgao de z(0)
e o fato de que valores muito distintos de 6 dao origem a distribuigoes essencialmente

iguais no espaco dos grafos (Veja Chatterjee e Diaconis, 2011).

e (Caso de arestas independentes
Suponhamos que as ligagoes entre os vértices ocorram independentemente umas das
outras, ou seja, que nao haja dependéncia dentro da rede. Nesse caso, a funcao
T;(G) se torna apenas a indicadora da aresta Y;; da matriz de adjacéncias Y de
G, dessa forma, modelo ERG geral se simplifica bastante, pois os parametros do
modelo se reduzem aos coeficientes de ligacao 75 e o ERG se reduz ao modelo de
Erdos-Renyi.
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e Modelo de Grafos de Markov
Seguindo o trabalho de Besag (1974)[6] na area de Estatistica Espacial, Frank e
Strauss(1986)[11] propuseram uma dependéncia de Markov em um Grafo, postu-
lando que uma possivel ligacao de i para j é assumida como dependente de qualquer
outro vinculo possivel envolvendo i ou j, mesmo que todos as outras ligagoes na
rede sejam fixos. A dependéncia de Markov implica que duas possiveis arestas
de uma rede sao condicionalmente independentes, a menos que compartilhem um
vértice comum. Eles mostraram que essa suposicao resultou em modelos para gra-
fos nao direcionados que envolvem parametros associados a estatisticas simples da
rede como nimero de arestas, de estruturas em forma de estrelas e de triangulos.
Nesse modelo, dois vértices sao considerados vizinhos se compartilham uma aresta.
Um subconjunto do conjunto de vértices, v, onde todos os elementos sao vizinhos é

chamado de clique.

Observamos que todas as especificacoes do modelo envolvem estatisticas que sao
apenas funcgoes da propria rede Y , apenas efeitos enddgenos sao considerados. Ainda
assim é natural esperar que a probabilidade de ocorrer uma ligagao entre dois vértices
pode depender também de caracteristicas, atributos dos préprios vértices. Entao,
permitir a incorporacao de efeitos exdgenos pode levar a inféncias mais acuradas
sobre a rede. Podemos incorporar atributos que foram medidos nos vérties, sob a

forma de estatisticas adicionais na funcao dentro da exponencial.

2.1.3 Modelo de Blocos Estocasticos (SBM)

Ao analisar redes complexas, uma tarefa basica na area de deteccao de comunidades
(ou clusterizacdo) consiste em particionar os vértices de um grafo em clusters que sao
mais densamente conectados. Mais geralmente, estruturas comunitarias também podem
se referir a grupos de vértices que se conectam de forma semelhante ao resto do grafo, sem
ter, necessariamente, uma maior densidade interna. No contexto mais geral, a detecgao
da comunidade refere-se ao problema de inferir relacoes de similaridade entre os itens de
uma rede, observando suas interagoes locais.

A detecgao da comunidade é um dos problemas centrais em redes e das ciéncias
de dados. O Modelo de Blocos Estocasticos (SBM) tem sido amplamente utilizado como

modelo canonico para estudar estas questoes.

Definicao 4 O modelo de blocos estocdsticos é uma familia de distribuicao de probabili-

dade para um grafo em blocos G com conjunto de vértices {1,...,n} e conjunto de blocos
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{1,...,m}, tal que:

1. Os parametros sao o vetor 0 = (64, ...,0,,), das probabilidades de blocos e a matriz

N = (M) 1<p<icm: das probabilidades das arestas bloco-dependentes.

2. O wvetor do conjunto de blocos consiste das (X;);_, varidveis aleatdrias independentes

e indenticamente distribuidas, onde P(X; = k) =6y, parak =1 ... m.

3. Condicional ao bloco do vértice X;, as arestas Y;; sao independentes com Y;j ~

Bernoulli(nx, x;,)-

Se (X,Y) representa um grafo em blocos G, a fungao de probabilidade é dada por:

PO.m XYy =00 o T o= mayes,

1<k<I<m

onde ng = > ¢ I(X; = k) denota o nimero de vértices de G que pertencem ao bloco k,

e =Y Yil(z;=kI(x;=1)
1<ij<n
denota o numero de arestas de G que tem um vértice no bloco k e um vértice no bloco j,

e

ngny  sek #1
Ny =
i (”’“) se k=1,

2

Um grafo G no conjunto de vértices v(G) pode ser representado pela sua matriz

de adjacéncia Y = {V] onde

J }1§i¢j§n’

v { 1 se existe uma aresta entre os vértices 7 e j
ij =

0 caso contrario,

onde Y;; = 0 para todo ¢, i.e., nao ha ligacao do vértice consigo mesmo.

Consideramos um grafo cujos vértices pertencem a m categorias diferentes. Essas
categorias chamaremos de blocos. Seja X = (X;);_,, em que X; = k, se o vértice ¢
pertence ao bloco k, para todo ¢ € {1,...,n} e k € {1,...,m}. Entao o grafo em blocos
pode ser representado por (Y, X), X é chamada a estrutura de bloco do grafo G.

Para um grafo aleatério em blocos, o niimero de vértices n é fixo, mas a matriz de
adjacéncia Y e a estrutura de bloco X sao aleatérias.

Seja o conjunto de vértices {1,...,n} e as seguintes condigdes:

2. Existe uma particao dos n vértices em m blocos tal que para todos i,j,h com
i # j # h, se i e h pertencem ao mesmo bloco, entao Y;; e Y},; sao identicamente
distribuidos.
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A distribuigao condicional do grafo em blocos dado o vetor de blocos (X;)!; é um
modelo de blocos estocéasticos com arestas independentes em que os blocos sao funcao dos
parametros. No geral o nimero de parametros do modelo tende a infinito juntamente
com n, o que dificulta a estimacao dos mesmos. Varias propriedades estocasticas dos
modelos de blocos estocdsticos s@o estudadas na literatura.( Veja Snijders (1997)[28] e
Celisse, Daudin e Pierre (2012)[7])

2.2 Estimacao de Maxima-Verossimilhanca

2.2.1 Estimacao de Maxima-Verossimilhanca para ERG

Suponha que Xi,...,X, sao variaveis aleatérias independentes e identicamente

distribuidas seguindo distribuicao f(-|f).

Definicao 5 Dados os valores observados 1, ..., x, a funcao de verossimilhanca é:

n

L0z, x,) = | [ f(zil6).

i=1
Esta fungao é a densidade conjunta de x4, ..., x,, mas em funcao de 6.
Definicao 6 Sejaé o valor de 6 correspondente ao mdzrimo global da fungao, 0 ¢ chamado

o estimador de mazximaverossimilhanca do modelo.

6 = max L(0;xq, ..., x,)
0cO

Uma maneira mais facil de descobrir 6 é fazendo uso da funcao log-verossimilhanca. Esta
funcao tem o mesmo estimador de maxima verossimilhanca ¢ como na fun¢ao de verossi-

milhanga.

Definicao 7 A funcao log-verossimilhanca é dada por:

00; 21, .., x,) =log {H f(xi|9)} = Zlog [f(:]0)] .

No caso do ERG temos que
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O que implica em

n
(O; Ty, ..., Tn) = > _6:Ti(G) —log {Z exp [(%Ti(y)]} (2.2)
i=1 yeQ
em que €2 é o conjunto de todos possiveis grafos de n vértices.

Quando estamos lidando com redes muito grandes, é muito dificil diferenciar o
segundo termo da equagao 2.2 e a complexidade computacional aumenta conforme o
numero de estatisticas suficientes ultilizadas. Em ambos os casos o estimador obtido é
consistente.

Alguns métodos sao usados na literatura, como por exemplo o método de estimacao
por pseudo-verossimilhanga ou método Monte Carlo Markov Chain’s(MCMC) que é mais
usado e implementado atualmente.(Veja Corander e Dahmstrom (1998)[8])

Nos casos mais simples, como por exemplo no modelo de apenas um parametro, 6,
e com a fungao T'(G) igual ao nimero de arestas do grafo, a maximizagao direta é facil

de ser obtida e vai ser discutida com detalhes nesta tese.

2.2.2 Estimacao de Maxima-Verossimilhanca para SBM

No caso do SBM, temos que a funcao de verossimilhanca é dada por

£, me.y) =111 {H gl(lm-:z) IT »a- Ukz)”“_e“} ,

i=1 j=1 Li=1 1<k<I<m

O que implica em

1(9, n; T, y) = Z Z log ({625@—1 S {ewt log(nkl)+(1—ep) log(1—nri) } H Ql(lzi:l) }) .

=1

Essa funcao nao ¢ facil de ser maximizada, primeiro pelo fato de que Y;; sao
independentes apenas condicionalmente aos X; e X;, segundo que o nimero de vériaveis

aleatorias na expressao

l m
) A{ewlog(nkl) + (1 — e)log(1 — )} (2.3)
k=1 I=1
é (g), bem maior que n o niimero de vértices.
Vérias tecnicas sao usadas nesse caso. Uma maximizacao direta pode ser feita
computacionalmente aplicando uma transformacao a log-verossimilhanca que passa a ex-

pressao 2.3 de um problema com (g) variaveis para um problema com n variaveis. O
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algoritmo Maximizacao da Esperanga(EM) pode ser aplicado, para isso, é preciso tomar o
vetor X como o vetor de dados faltantes e maximizar a esperanca log-verossimilhanga res-
trita & P(Y, X, 0,n|Y,0,7n). Pode-se ainda usar métodos MCMC. Todos os métodos geram
estimadores consistentes, no entanto na pratica, a estimacao s6 pode ser feita para grafos
com n e m razoavelmente pequenos e geram estimativas de n geralmente instéveis.(Veja
Snidjers (1997)[28])

Um método de estimacao utilizando EM e técnicas variacionais, chamado EM
Variacional, foi proposto e vem sendo o mais usado no estudo dos SBM. O método ainda
pode gerar estimativas instaveis para 7, mas é bastante 1til na pratica, pois consegue
estimar os parametros para grafos com n e/ou m grandes e os estimadores obtidos sao
consistentes.(Veja Celisse, Daudin e Pierre(2012)[7]). O pacote blockmodels do software
R utiliza o EM Variacional para estimar os parametros do SBM (Leger, 2016[13]).

2.3 Estimacao de Quase-Verossimilhanca para Erro

de Especificacao

Desde que Fisher postulou o método de méaxima verossimilihanca na década de 20,
o método tornou-se uma das ferramentas mais importantes para estimativa e inferéncia
disponivel para estatisticos.

Uma hipotese fundamental subjacente aos resultados classicos sobre as proprie-
dades do estimador de méaxima verossimilhanca é que a lei estocastica que determina o
comportamento dos fenémenos investigados (a estrutura verdadeira) é conhecida dentro
de uma familia paramétrica especificada de distribui¢oes de probabilidade (o modelo). Em
outras palavras, o modelo de probabilidade é considerado especificado corretamente. Em
muitas (sendo na maioria) circunstancias, pode-se nao ter total confianca de que é assim.
Se nao se assume que o modelo de probabilidade esta corretamente especificado, é natural
perguntar o que acontece com as propriedades do estimador de maxima verossimilhanca.
Ainda converge para algum limite assintoticamente, e esse limite tem algum significado?
Se o estimador é de alguma forma consistente, ele também é assintoticamente normal? O
estimador tem propriedades que podem ser usadas para decidir se a familia especificada
de distribuigoes de probabilidade contém ou nao a estrutura verdadeira? White (1982)[32]
deu resposta a essas perguntas.

Sob algumas condigoes, o estimador de quase-méxima verossimilhanca (QMLE)
¢ um estimador natural para os parametros que minimizam o critério de informacao de

Kullback-Leibler, assim o estimador de maxima verossimilhanca converge para um limite
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bem definido, mesmo quando o modelo de probabilidade nao é especificado corretamente.
Uma caracteristica interessante desse resultado é que, com a especificacao errada, a matriz
de covariancia assintética do QMLE nao é mais igual ao inverso da matriz de informacao
de Fisher. No entanto, a matriz de covariancia pode ser estimada de forma consistente
e, como esperado, simplifica a forma familiar na auséncia de erros de especificagao. Esta
propriedade é explorada para produzir um novo teste para erros de especificagao, aplicavel
a uma ampla gama de problemas, nesse trabalho estenderemos para ERG e SBM. ( Veja

White (1982)[32] )

Definicao 8 A funcdo de quase-log-verossimilhanca da amostra € a fungao:
La(U,0) =n~"> log f(Ur,0)
t=1

e o estimador de quase-mdzima verossimilhan¢a(QMLE) € o vetor de parametros 0, que
¢ solucao da equacao:
0, = max L, (U, 0)
Ie)
A seguir, apresentamos as suposicoes que serao necessarias para mostrar os resultados de
existéncia e convergéncia de QMLE, essas suposicoes forma inicialmente apresentados em
White (1982) [32]. As provas dos Teoremas enunciados nesta segdo também podem ser

encontradas no artigo de White (1982) [32].

Suposicao 1 Os vetores aleatorios independentes 1 x M, U, comt =1,...,n, tém funcao

de distribuicao conjunta comum H € €.

Como H é desconhecido a priori, escolhemos uma familia de funcoes de distribuigao
que pode ou nao conter a estrutura verdadeira, H. Geralmente, é facil escolher essa familia

para satisfazer a proxima suposicao.[32]

Suposicao 2 A familia de funcgéoes de distribuicao F(u,0) tem densidades f(u,0) =
dF (u,0)/dv.

Teorema 1 Dados os pressupostos 1 e 2, para todo n existe um QMLE én

Uma vez garantida a existéncia de um QMLE, passamos a examinar suas proprie-
dades. Quando F' contém a verdadeira estrutura H (isto é, H(u) = F(u, ) para algum
0y € ©) a teoria geral dos estimadores de méaxima verossimilhanca garante que o MLE é
consistente para 6, sob condicoes de regularidade adequadas. No entanto, sem essa res-
tri¢ao, observou que, como L, (U, 0) é um estimador natural para E(log f(Uy,0)), 6, é um
estimador natural para 6,, o vetor de parametro que minimiza o Critério de Informacao

de Kullback-Leibler (KLIC),

10 1.0)= £ (1og | 115 )
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Aqui as esperancas sao tomadas com relacao a distribuicao verdadeira. Portanto,

I(h: ,0) = / log(h(u))dH (1) — / log(f (1, 0))dH (1).

O oposto de I(h: f,0) é chamado de entropia da distribui¢ao H(u) em relagao a F'(u, 6).
Intuitivamente, I(h : f,0) mede nossa ignorancia sobre a verdadeira estrutura[32]. Para

~

0, ser um estimador natural de 6,, impomos a seguinte condi¢ao
Suposicao 3  a) E(log(h(U;)) existe e |log f(Uy, 0)| < m(u) para todo 6 € O,
b) I(h: f,0) tem minimo unico em 6, € O.
A suposigao 3 garante que o KLIC estd bem definido[32].

Teorema 2 Dados os pressupostos 1 até 3, 0, — 0, quando n — o0 para quase toda
sequéncia (Uy).
@,%50,).

Em outras palavras, o QMLE é geralmente um estimador fortemente consistente
para o vetor de parametros que minimiza o KLIC[32].

O proximo passo é mostrar a normalidade assintética do QMLE e, para isso, pre-
cisamos definir algumas matrizes auxiliares, quando as derivadas parciais existem:

S [8%1og f(UL, 0)
An(0) =nt {—7 ] ,
; 99:00;

dlog f(Uy,0) 0log f(Ut,9)}

EURERT (
Bal6) =n H{ 20, 09,

E consideramos as esperancas,

L (Plog £(U,0)
A(9>_E( 90,00; )

_ dlog f(Ut,0) Olog f(Us, 0)
b0y - p (L8L00) Dhe 010))

Quando as inversas apropriadas existem, definimos:

Cn(e) = Anw)ian(Q)An(e)ila
C(0) = A(0) " B(0)A(6) .

Suposigao 4 dlog f(u,0)/06;,i=1,...,p, sdo fungoes continuamente diferencidveis de

0 para cada u em S2.

Suposigao 5 |0*log f(u,0)/06,00;| e |0log f(u,0)/06;.01og f(u,0)/06;], i,5 = 1,...,p

sao dominadas por fungoes integraveis com respeito a H para todos os u em ) e 8 em ©.
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Suposigao 6  a) 6. € ponto interior de O,

b) B(0.) é nao-singular,

c) 0. é ponto regular de A(0).

A suposicao 4 assegura que as duas primeiras derivadas com relacao a 6 existam.

Estas condigoes nos permitem aplicar um teorema do valor médio para fungoes aleatorias.
A premissa 5 garante que as derivadas sejam dominadas por fungoes integraveis com
relagdo a H, o que garante que A(6) e B(f) sejam continuas em 6 e que possamos aplicar
uma lei dos grandes nimeros para A,(0) e B,(0) . Na suposigao 6, definimos um ponto
regular da matriz A(f) como um valor para 6 tal que A(6) tem rank constante em alguma

vizinhanga aberta de . Com essas suposigoes adicionais, o Teorema a seguir garante que

o QMLE tem distribuicao assintéticamente normal[32].

Teorema 3 (Normalidade Assintdtica)Dadas as suposicoes de 1 até 6:
Vi (.- 0.) & N(0,C(6.)).
Além disso C(0,) < C(8,), elemento por elemento.

Temos normalidade assintotica desde que

9% log f(u, ) _ dlog f(u,0) dlog f(u,6)
/W.f(u,ﬁ)du— —/ T S (u, 0)dv (2.4)

A equacao 2.4 é a igualdade familiar na teoria da maxima verossimilhanca que assegura a
equivaléncia da Hessiana(lado esquerdo) e inverso da Matriz de Informagao de Fisher(lado
direito). No presente caso, essa equivaléncia geralmente nao serd vélida. No entanto,
quando o modelo é especificado corretamente e a proxima suposicao é valida, obtemos
um resultado de equivaléncia da matriz de informagao[32].

As suposicoes a seguir sao necessarias para enunciar o Teorema 4 a respeito da

Informagao de Fisher associada a 6.

Suposicao 7 0[0log f(u,0)/00;.f(u,0)|/00;, i,5 =1,...,p, sao dominadas por fun¢ies

integraveis com respeito a v para todo 6 € ©.

Juntas, as condi¢oes dadas de 1 até 7 e h(u) = f(u, ) para algum 6y em O, podem
ser consideradas como as condicoes usuais de reqularidade de mdzrima verossimilhanca, ja

que asseguram que todos os resultados familiares se mantém|32].

Teorema 4 (Matriz de Informacgao)Dadas as suposicoes de 1 até 7, se g(u) =
f(u,0y) para algum 6y em O, entdo 0, = 0y e A(6y) = —B(6y) , dai C(0y) = —A(6y)~' =

B(0o)™t, em que —A(6y) € a matriz de informacao de Fisher.
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O Teorema 4 diz essencialmente que, quando o modelo é especificado corretamente,
a matriz de informagao pode ser expressa na forma de Hessiana, —A(fy) ou na forma de
produto, B(fp). Equivalentemente, A(6y) + B(6y) = 0. Quando essa igualdade falha,
segue-se que o modelo é mal-especificado e essa especificacao errada pode ter sérias con-
sequéncias quando técnicas inferenciais padrao sao aplicadas. Desse modo A(6,) + B(0.)
¢ um indicador 1util para erros de especificacao!

A matriz A(6,)+ B(6.) nao é observavel, mas pode ser consistentemente estimada

A~ A~

por A,(0,) + B(6,). Para obter uma estatistica de teste, consideramos a distribui¢ao
assintdtica dos elementos de \/ﬁ(An(GAn) + B ((9;1)), antecipando que, sob condicoes apro-
priadas, esses elementos tem assintoticamente uma distribuicao normal, com média zero,
na auséncia de erros de especificacao. Dado um estimador consistente para a matriz de
covariancia assintotica, podemos obter uma estatistica de teste assintoticamente ng para
um ¢ especificado[32].

Definimos agora outras matrizes auxiliares neccessarias para a construgao da es-
tatistica do teste de especificagdo. Consideremos [ = 1,...,p(p+1)/2;i = 1,...,p;j =
1

E seja

,-..,p,onde p é o nimero de coordenadas do vetor § (niimero de parametros do modelo).

~ Olog f(U,0) 0log f(U,0) | 9*log f(Uy,0)
WSO =500, '+ o608,

Definimos também

Dln(én) = n_l Z dl(Uta én)a
t=1

~ ~

que s@o os elementos de A, (0,,) + B,(0,).

n
~

Dy(6n) =n"' > d(U,,0)

t=1

Quando as derivadas parciais e esperancas existem, definimos:

0y 31 20

VD(6) = E (M)

00y,
As suposicoes a seguir sao necessarias para construir uma quantidade com uma dis-
tribuicao assintotica que sera usada na construgao de um teste de hipéteses para verificar

se existe erro de especificacao em relacao a familia H.

Suposigao 8 9d;(u,0)/00k, | = 1,...,q, k = 1,...,p, existem e sao func¢oes continuas

de 0 para cada u.



2.3. Estimacao de Quase-Verossimilhanca para Erro de Especificagao 23

SupOSigéo 9 |dl(u7 Q)dm(uu 9)|7 |adl<Ut7 8)/89k|7 € |dl<u’ 0>810g<u7 0)/80k|7
Im=1,...,q, k=1,...,p sao dominadas por fung¢oes integraveis com respeito a H para
todo u e em ©.

Essas suposicoes desempenham papéis analogos as suposicoes 4 e 5. A hipotese 8
requer terceiras derivadas continuas para a funcao de quase-log-verossimilhanga. Entre
outras coisas, a hipdtese 9 garante que VD(0) seja finito para todos os § em ©[32].
Definimos:

V() =E ([d(Ut, 0) — VD(0)A(0)"'V log £ (Uy, 0)] . [d(Us, 0) — VD(0) A(6) "'V log (U, 9)}’)

~

V(6,) é a matrix de covariancia assintética de /nD,(6,) e temos:
Suposicao 10 V (6.) é nao-singular.

Um estimador consistente para V' (6,) é

n

V,(6,) = n! {[d(Ut,én)—VDn(én)An(én)—lwogf(Ut,én)}.

t=1

' [d(Ut, 0,) — VD, (0,)A,(0,)" 'V log f (U, 9n)} /}

Temos entao que

Teorema 5 (Teste para erro de especificagdo) Satisfeitas as suposigoes de 1 a 10,
se g(U) = f(U,6y), para 6y € O, entdo

i) /Dy (6,) ~ N(0,V(60)):
i) Vin(0,) 5 V(0y), € V,(6,) € nio singular quase certamente para todo n suficiente-
mente grande;

iii) O teste para erro de especifica¢ao:

~ ~ ~

T, = nDy(6,) (Vi (6,)) " D,(6,) (2.5)

tem distribuicao assintotica X?]'

Para realizar o teste calcula-se Z,, e compara-se com o valor critico da distribuicao
x3 para um dado tamanho de teste. Se 2.5 nao exceder este valor, nao se pode rejeitar a

hipétese nula de que o modelo foi especificado corretamente[32].
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Capitulo 3

Testes de Erro de Especificacao para
Modelos de Grafos Aleatdrios

Neste trabalho construimos testes de erros de especificagao para os modelos ERG e SBM a
partir dos testes desenvolvidos por White (1982)[32] apresentados na se¢ao anterior. Esses
testes sao importantes pois ambos os modelos tem sido bastante utilizados na pratica para
modelar redes sociais e esta ferramenta que propomos podera ser usada para verificar se
o modelo ¢é realmente adequado para o banco de dados

Mostraremos primeiro que os modelos ERG e SBM satisfazem as condicoes de re-
gularidade descritas nas suposicoes de 1 a 10. Desta forma, provaremos que as estatisticas
7T, podem ser usadas para construir testes de hipdteses para verificar a adequagao desses
modelos a bancos de dados de redes. Em seguida, encontraremos as matrizes auxiliares
necessarias para a construgao das estatisticas dos teses em cada um dos casos e apresen-
taremos os testes para cada modelo.

A construcao dos testes de especificacao é possivel devido a dois motivos: Primeiro
Observamos que as fungoes de verossimilhanmga desses modelos podem ser escritas em
funcao das distribuicoes de probabilidades de seus vértices e arestas, dessa forma uma
unica amostra de uma rede pode ser tomada como a amostra de n vértices ou m ares-
tas dessa rede. Segundo E possivel obter estimadores de maxima verossimilhanca as-
sintéticamente consistentes tanto para o ERG quanto para o SBM, como descrito na
Secao 2.2.

3.1 Testes de Erro de Especificacao para modelos de

Grafos Aleatérios Exponenciais

Nesta secao vamos construir um teste de erro de especificacao para o ERG. Vi-

mos que foi possivel escrever a distribuicao de probabilidade de um ERG em funcao das
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distribuicoes de probabilidades de suas arestas, o que possibilitou a obten¢ao de uma
funcao de quase-verossimilhanca para o modelo. Verificamos que todas as condi¢os de
regularidade da funcao do ERG sao validas, assim foi possivel obter um estimador de
quase-verossimilhanca, estimadores assintoticamente consistentes para as matrizes auxi-
liares e um teste de erro de especificacao para o modelo.

Consideramos o modelo com apenas um parametro, 0, e com a funcao T'(G) =

e(G) = k igual ao nimero de arestas do grafo.

Proposicao 1 Para o ERG a distribuicao de probabilidade de um grafo G € igual ao

produtorio das distribuicoes de probabilidade de suas arestas. Ou seja,

(3)
P(k;0) = (1 + 69)*(3) — HeUte(l 4!

Demonstracao 1
Resolvendo a equacao 1 = ZGEQ P(6;G), encontramos a constante de norma-

lizagao (0):

() )
1= exp(i — p(0)) = e—?0) Z <(§))€9i — =) (1 + 69)(2) _

i=0 GeG(e(G)=i)

Seque que e~ = 271 () = (1 + 69)_(3) . Entdo, a funcao de probabilidade de

um grafo particular G, com k arestas € dada por:

P(G;0) =€" (1 +69)‘(3) _ ( e’ )k (1 el )(2)—’9

1+ ef 1 4ef

que € a expressao 2.1 do modelo Erdos-Rényi com parametro p = <%> Assim,
os modelos ER com p # 0,1 sao grafos aleatorios exponenciais.
Nesse caso, a fungao de probabilidade de um grafo particular G, com k arestas é
dada por:
P(k:0) = (1 + %)),

Vamos usar como amostra Uy, t =1,..., (g‘) , 08 (g) elementos abaizo da diagonal principal
0

da matriz’Y em que Y;; € a varidvel aleatoria de Bernoulli o
e

), varidvel indicadora
da existéncia da aresta entre os vérticest e j, parat=1,....,nej=1,...,n. Tomaremos
os elementos abaixo da diagonal principal de Y na sequinte ordem: coluna por coluna, da
coluna 1 até a coluna n — 1, no sentido da linha de menor indice para a linha n. Dessa

forma:
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Ur=y21

Uz =ys1 Umn—1)+1 = ¥3,2

Us =ya1 Un—1)42 = Ya,2 Un—-1)+(n-2)+1 = Y4,3

Us =ys51 Un-1)+3 = ¥s5,2 Un-1)+(n-2)+2 = Y5,3 Uln—1)+(n—2)+(n—3)+1 = Y5,4

Us = y6,1 Un—1)+4 = Y62 Un—1)+(n—2)+3 = ¥6,3 Un—1)+(n—2)+(n—3)+2 = Y6,4

Un-1=Yn1 Un-1)rtm-2) =Yn2 Un-1)+n-2)+(n-3) =¥n3 Umnm-1)+m—-2)+(n-3)+(n—4) = Yn,a

(3)
Assim, temos que k = Z U e

(3)
P(k:0) = (1 + 69)—(3) — HeU‘0(1 +e)

(3)
ou seja, P(k;0) = Hf(Ut;Q) em que f(Ug;0) = eV9(1 + )L

t=1
Proposicao 2 As condicoes de reqularidade dadas nas suposicoes 1 a 10 sao vdlidas para
f(Us; 6) no ERG.

Demonstracao 2

1. Como H ¢ desconhecida, a priori, escolhemos uma familia de funcoes de distri-

buicao que pode ou ndao conter a estrutura verdadeira, H. No caso do ERG, H tem
0

) para todo Uy, satisfazendo a suposi¢ao 1.

distribuicao Bernoulli
1+ ¢

2. Para o ERG, f(U;,0) = e"%(1 + €)1 € continua em 0 para cada U; € {0,1},

satisfazendo a suposicao 2.
3. E(log(h(Uy)) existe e |log f(Uy, 0)| = |0U; —log(1+¢€%)| para todo 6 € R é integravel
com respeito a H.

Desse modo, a suposicao 3 € salisfeita.

00 1+ef
¢ continuamente diferencidvel em 0 para cada Uy € {0,1}, satisfazendo a suposi¢ao

/.

dlog f(Uy, 6) _ (Ut B e? )

2
5. Temos que Plog ()| _ e ¢ ‘alogf(u’e) alogf(u’e)‘ = <Ut - %) sao domina-

962 (1+e%)2 90 00
das por fungoes integrdveis com respeito a H para todos os Uy em {0,1} e 6 em R.

Assim suposicao 5 satisfeita.
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6. No caso do ERG 0, € R, B(0.) € nao-singular e 0, € ponto regular de A(0) o que
satisfaz a suposi¢ao 6.
o[BI f(u, 0 U0 (2U2 — 2U, — 1)e® + (U, — 1)%e?
7. Notemos que - J(u, 9) = (20 ! Je + (U Je
00 (1+€%)3
¢ integrdvel com respeito a v para todo 8 € R sendo verificada a suposi¢ao 7.

dq(u, 0 0 o1
8. No ERG %;k’) = (—2Utﬁ + ¢’ (3(1—69)3)) ¢ uma fungao continua de

0 para cada Uy, sendo satisfeita a suposicdao 8.

9. As fungoes:

0 0 2
9 e 0 e’ —1
|d1(u,9)d1(u,9)| = |:Ut _2Ut1+69 te ((1+€9)2)} ’

dy (U, 0)| B ef J 3¢/ — 1 .
= ot ()|

dlog(u,0)| 9 e’ of -1 e’
di(u, 0)- =255 ‘HUi_QUtHee*e (14 €%)? S R

sao integraveis com respeito a H para todo U, e 0 em R, sendo satisfeita a suposi¢ao
9.

10. No ERG, V(0,) € ndao-singular, sendo verificada a suposi¢ao 10.

Como sao validas as suposicoes de 1 a 10, obtemos um QMLE, estimadores assintotica-
mente consistentes para as matrizes auxiliares e um teste de erro de especificagao para o

ERG.
Teorema 6 Dados os pressupostos 1 e 2, para todo n existe um QMLE 0,.

Demonstragao 3
De fato para o ERG,
) e
_ _ ) —
L,(U,0) = (2) ;logf(Ut,H) = (2> > (60U, —log(1+€”)) =

t=1
)
1

S,
=10
(5)

—log(1 + €%

possui maximo para 6 € R.

Nesse caso o mdximo € dado por 6, = log
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Teorema 7 (Teste para erro de especificacao em Grafos Aleatérios Exponen-
ctais) Satisfeitas as suposicoes de 1 a 10, se h(U) = f(U,0y), para 0y € ©, entao

1 (3) o0 P
B 1 n _ eé e’ —1
7, = TG (2) ;1 (U 20~ o (—(1 " eé)2>) (3.1)

tem distribuicao assintdtica x3.

2

Para um teste de hipdteses com «a de significancia, calcula-la se 3.1 e usa-se o
critério: se Z, < X7, 4y, em que X, ;y ¢ o valor da distribui¢do acumulada da xj em a, o

modelo foi bem especificado, caso contrario o modelo foi mal especificado.

Demonstragao 4

Seja 0 = 0,,, vamos definir as sequintes matrizes auxiliares:

A0 :< ) 1% [8210g8J;2Ut, 0)

t=1

1 (3) 5 ;
n dlog f(Uy, 0) Olog f(Uy,0)
) Z [ 00 ' 00

Vamos definir

810gf(Ut, ) 810g f(Utae) + 82 IOg f(Utve)

WU.0) = —55 a0, 00:00,

l=1,...;p(p+1)/2;i=1,....,p;i=1,...,p. Em que p é o nimero de coordenadas do
vetor 6.

No caso do ERG, temos apenas um parametro, dessa forma calculamos o dy, dado

por
dlog f(Uy,0) Olog f(U,0)  0*log f(U,0) e’ o ¢ —1
(U, ) 00 o0 o UimUqra e \ oy
O teste serd baseado em D, ( ( ) Zdl Ut, , que sao os elementos de

A, (0) + B(6).
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Sejal=1,...q=p(p+1)/2, defina o vetor d(Uy, ), de dimensao q x 1, assim

6 9_1
AU 0) =U2 —2U,— 4 ¢ [
(U, 0) = U, Hrer 7€ ((1+€9)2

~

Entio D,(0) = (2)™ &) 4(1,.6). Para o ERG,

1 (3) 6 o
2 n 2 € b e’ —1
D)= (5) 2 (Ut STt (m))

1 (3) P ) o
()% (i (555))

A partir de D, (0), definimos:
(3

V(0,) € a matriz de covariancia assintdtica de /nD,(0) e temos que um, estimador

consistente para V (0,) é

~

ody (U, 0)
00

VD,(6) = (Z) B 3

t=1

V() = (") . [d(Ut, 0) — VD, (0)An(0) "V log f(Ut,é)] . [d(Ut, 0) — VD (0) A () "V log f(Us, é)]' .

tem distribuicao assintdtica x3.

3.2 Testes de Erro de Especificacao para modelos de

Blocos Estocasticos

Nesta secao vamos construir um teste de erro de especificacao para o SBM. Vi-

mos que foi possivel escrever a distribuicao de probabilidade de um SBM em funcao das
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distribuicoes de probabilidades de suas arestas, quando sao dadas as classes e o nimero
de ligagoes de cada um dos seus vértices, o que possibilitou a obtencao de uma fungao
de quase-verossimilhanca para o modelo. Verificamos que todas as condigos de regu-
laridade da funcao SBM sao vialidas, assim foi possivel obter um estimador de quase-
verossimilhancga, estimadores assintoticamente consistentes para as matrizes auxiliares e
um teste de erro de especificacao para o SBM.

A funcao de distribuicao de probabilidade para um grafo no SBM ¢é dada por:

PO X.Y) =00 T i — ),
1<k<I<m
onde ny = Y1 I(X; = k) denota o ntimero de vértices de G que pertencem ao bloco k,
e =Y Yil(z;=k)I(x;=1)
1<izj<n

denota o nimero de arestas de G que tem um vértice no bloco k e um vértice no bloco 7,

e
{ ngny  se k #1
Nkl = n
k .
( 2) se k=1,
Para construirmos o Teste de Erro de Especificacao no caso do SBM precisamos
reescrever

P(0,n; X,Y) em fungao da variavel aleatéria U;. A Proposigao a seguir mostra como fazer

1SS0.

Proposicao 3 Para o SBM, a distribuicao de probabilidade de um grafo G € igual ao
produtorio das distribuicoes de probabilidade de suas arestas, quando sao dadas os blocos

e o numero de ligacoes de cada um dos seus vértices. Ou seja,

PO,m X,Y) = Hf(Ut,Q,n) - H (9k "0 ) M’ (1 — )70,

t=1 t=1

Demonstragao 5

Vamos construir o vetor amostral Uy, t =1, ..., (Z), para cada aresta do grafo G,
vamos associar a cada aresta t dois vértices i* (vértice i da arestat) e j'(vértice j da aresta
t), U, serd obtido a partir das matrizes amostrais X e Y.

O wvetor U, de 5 dimensoes, para cada aresta t, deve conter as sequintes in-

formacaoes:
e 0 bloco k do vértice it, denotaremos este bloco por k;
e 0 bloco 1 do vértice 3, denotaremos este bloco por I*;

e o mimero de ligagoes do vértice i': ni =" | Yip;
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® o numero de ligagoes do vértice j': n' =3 | y;;

e a varidvel aleatdria yj; de Bernoulli(ny)( varidvel indicadora da aresta t entre os

vértices i* e j*.)

Ou seja, Uy = (K, 1", n! nj,yw), t=1,...,(5).

Essa construcao de Uy € plausivel pois € possivel associar a cada aresta t dois
vértices, i (vértice i da aresta t) e j'(vértice j da aresta t), basta notar que para os (})
elementos y;; que estio abaizo da diagonal principal da matriz Y, o seu vértice i* estd
no bloco x;( onde i € o indice da linha do elemento y;;) e o vértice j* estd no bloco x; (
onde j € o indice da coluna do elemento y;;), para cada t. Dessa forma mais uma vez
tomaremos os elementos abaizo da diagonal principal de Y na sequinte ordem: coluna por

coluna, da coluna 1 até a coluna n — 1, no sentido da linha de menor indice para a linha

n. Assim:
U = (w2, 21,n2,n1,¥2,1)
Uz = (x3,%1,n3,n1,Y3,1) Um—1)+1 = (x3,22,n3,n2,y3,2)
Us = (x4, ®1,M4,M1,Y4,1) Un—1)+2 = (T4, T2,n4, M2, y4,2) Un-1)4(n-2)41 = (T4, T3,M4,M3,Y4,3)
Us = (25,21, 05,01, Ys,1) Um—1)+3 = (x5, 22,15, N2, Ys5,2) Un—1)+(n—2)+2 = (¥5,23,n5,13,953)
= (ws,T1,Mn6,M1,Y6,1) Umn—1)44 = ($67$2,n6,n2,ye 2)

Un-1)4(n-2)+3 = (T6, T3, M6, M3, Y6,3)

Unfl = (377“ T1,Nn, N1, yn,l) U(n—1)+(n—2) = (Iny T2, Nn, N2, yn,2) U(n—1)+(n—2)+(n—3) - (xna 3, Mn, N3, yn,S)

Uln—1)+(n—2)+(n—3)+1 = (T5, T4, 15, M4, Y5.4)

U(n—1)+(n—2)+(n—3)+2 = (ws, T4, M6, M4, y6,4)

Utn—1)+(n—2)+(n—3)+(n—4) = (Tn, Ta, M, N4, Yna) - - - Uy = (Tn, T(n—1), P> N (n—1)> Yn,n—1)

Dai, temos que

PO XYy =0 o T o —mom o =116 6,7 ny (1 —n)070)
1§k§l§m t=1
oy seja, P<977]7X7 Y) = Hf(Ut,977])

I,  —p z =l

em que f(UL0,m) = (0, 6, | ngy (1= )7

Para simplificar um pouco a notagao vamos usar
U, = (k;t I*, nt n],yw) = (k,l,ni,n,v:5), ou seja, vamos omitir o subscrito t em todos os
elementos de Uy, sabendo que cada um deles depende de t.

I, _
Ia’,‘i:k L]—l

Desse modo f(Uy,0,n) = | 0,™ 0, | ni (1 — npy)L-ve)
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Proposicao 4 As condicoes de reqularidade dadas nas suposi¢oes 1 a 10 sao validas para

f(U,0,m) no SBM.
Demonstracao 6

1. Como H é desconhecido a priori, escolhemos uma familia de fungoes de distribui¢cao
que pode ou nao conter a estrutura verdadeira, H. Para o SBM, H tem distribuicdo
conjunta P(0,m; X,Y) com P(x; = k) =0 € (0,1) e ng € (0,1), para todo k,l =

1,...,m, satisfazendo a suposicao 1.

Para simplificar a notagdo, denotaremos o conjunto (6,m) apenas por 6 desse ponto

em diante.

Ixi:k

2. Para o SBM, f(Uy,0) = <0k ", ) nel (1—m)1=%49) ¢ continua em 0 para cada

Izj:l

U, € Q, satisfazendo a suposicio 2.

3. E(log(h(Uy)) existe e

I, _ I,
106 105,01 = | (2252 ) tou(00) + () tou(0) -+ 5y 0s(oma) + (1 = ) g1 = )
i J

para todo 0 € © € integravel com respeito a H. Desse modo, a suposicao 3 €

satisfeita.

4. As funcgoes

Olog f(U,,0) (%)

Izj:l
dlog f(U,0) _ ( n; )
895 gl
dlog f(U;,0) _ Y (1 —wij)
0Nk M 1 — N

sao continuamente diferencidvel em 6 para cada Uy € §2, satisfazendo a suposi¢do 4.

5. Vejamos que o modulo dos produtos das derivadas de primeira ordem e o modulo das
derivadas de sequnda ordem de log f(Uy,0) em relagdo a cada um dos parametros,
sao dominadas por funcoes integraveis com respeito a H para todos os Uy em §2 e 0

em ©. Assim a suposicao 5 serd satisfeita. Sequem as fungoes:

dlog f(U,0)\*
( 0y >

‘alogf(Ut,H) 8logf(Ut,9)‘ _ (Iznj ) <Iznj_jl>
00, 00,
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L,
'8logf(Ut,9)6logf(Ut,9)': ( ni ) (%_(1—%;'))
00y, O O, M 1 — 1w

‘alogf(Utﬁ)@lng(Utﬂ)‘ _ (Ixfijk> (Ig;jj:l>
00, 00,

dlog f(Uy, 6) 2 B
< 06, ) Bl

Izj:l
Dlog J(U,.0) 9log 1(0,.0) | () (1 =)
00, O 0, Mma 1 — M

Izi:k
dlog f(U;,0) 0log f(Uy,0) (& (- yu)) ("_)
0Ny 00y, Ml I — Oy,

Iacj=l
‘mogf(Ut,@)@logf(Ut,@)‘ _ (@ ~a —yz-j)> ( " >
0Ny 00, ma 1=

(alogfwt,e))? _ (y__ (1—%1))2
Oy ma 1=
- (%)
9*log f(Uy,0) _ i 0 log f(Uy, 0) 0 9 log f(Uy,0) —0
80]% 0,% ’ 80;4‘901 ’ 60k8nkl
I:tj:l
0Plog f(U0)| _ | log [(U,6)| _ -5 12 10e s w0) Ly
00,00, ’ 007 6? ’ 00,0m

9" 10g f (U, 0) ‘ 0

0 logf(Ut,Q)‘ _ '_yij _ (1 —wij)
Ok 06,

8771%1 771%1 (1 —n)?

9%log f(Uy,0) ‘ _
0N 00,

que sao todas dominadas por funcgoes integraveis com respeito a H.

6. No caso do SBM 6, € R, B(0,) € nao-singular e 0, € ponto regular de A(f) o que

satisfaz a suposicao 6.

7. Notemos que

"D f (UL O (L [ Loe w2
() (Bt ) (0



3.2. Testes de Erro de Especificacao para modelos de Blocos Estocésticos 34

0lo Ut I, _ Iz]~:l_
R N ((U)) (Ixj:l) (Ixj:l_l) ng;ﬁ@( i~ )

1— (1~yij)
0, n; l 77kz ( Mkt

dlog f(U0) L _, o= .
N F U0 _ o g '~ (v — ) <yz'j - 77kl> N
0Ny F : L — g Mol — My

1 ((1 - Ukz) 77}213) (yij (277kl - 1) - U%l)}
L — (1-— ’flkl)2 ki

sao integrdveis com respeito a v para todo 6§ € © sendo verificada a suposi¢ao 7.

8. No SBM )
Loj=k L=k
Ody(u,0) _ [ <n—) . 2( ni ) Oy (u,0) _  9da(u.0) _
0, 03 03 T 90, T Onw ’
Loj=k L= AV
adz(u,ﬁ) _ - (n_2> < n; > 8d2(u,9) _ ( ng ) ( n; >
90, 020, T 09, 007 ’
Izi:k
O T 06y 03 M 1 —1nu T 00, ’
(%)
8d3(u,9) _ n; (_yij _ (1 — yij) ) 8d4(u,9) _ 0
O O my (I—mw)?/) ] 06k ’
L= 2 I =
Od(u, ) _ —2< g ) +2( g ) Oda(u,0) _
801 913 49[3 ’ ankl ’
Izj:l
00y, T 06, 07 M 1 —nu
Izj:k
0Ny 7 ny 1—nw)?) | 06k T 00, ’

Odg(u,0) vii  (I—wi)\ (v (1—yy) 2y 2(1 —yy)
—— = \|2( - 5 2 ) T T 3 )
D e 1=k Mg (1= 1w) My (1= 1w)

sao fungoes continuas de 0 € © para cada U; € ), sendo satisfeita a suposicao 8.

9. Todas as fungoes:
di(u,8)d;(u,0),

0log(u,0
di(u,0). —Eﬁm )

8d; (Uy 0)
90,

ad; (U,0)
06,

od; (Uy,0) Olog(u,0)
0| | (u, 6). 21os)

0 log(u,0
200 dy(u, 0). 28l

) ) ) )

)
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sao produtos de fungoes integraveis com respeito a H, logo essas fungoes sao in-
tegrdveis com respeito a H para todo 1 < i < 6, U, e § € O, sendo satisfeita a

suposicao 9.

10. No SBM, V (0.) é ndo-singular, sendo verificada a suposi¢ao 10.

Como sao validas as suposicoes de 1 a 10, obtemos um QMLE, estimadores assin-
toticamente consistentes para as matrizes auxiliares e um teste de erro de especificacao
para o SBM.

Teorema 8 Dados os pressupostos 1 e 2, para todo n existe um QMLE 0,.

Demonstracao 7

1 ()
De fato para o SBM, L, (U,0) = (;l) Zlog f(U,0) =
t=1

<Z> B t(i); K%) log(6y) + (Ij;l> log(0:) + yij log(nw) + (1 — yi;) log(1 — 1)

¢ mensurdvel e possui mdzimo para 6 € ©.

Nesse caso o maximo pode ser obtido via EM Variacional e nesse trabalho usaremos

as estimativas via EM Variacional, obtidas pelo pacote blockmodels do software R.

Teorema 9 (Teste para erro de especificacdio em SBM) Satisfeitas as suposi¢oes
de 1 a 10, se h(U) = f(U,0y), para 6y € O, entdo

L, = nDu(0) (Va(9)) ' Du(9) (3.2)
tem distribuicao assintdtica xz.

Para um teste de hipdteses com « de significancia, calcula-la se 3.2 e usa-se o
critério: se Z,, < X%a 6)) €M que X%a 6) é o valor da distribuigao acumulada da x2 em a;, o

modelo foi bem especificado, caso contrario o modelo foi mal especificado.

Demonstracao 8

Seja 0 = 0,,, vamos definir as sequintes matrizes auxiliares:

le:k

dlog f(U,0) ( i )

00y, 0 If.k:z

Viog f(U,0) = | Zesflted) | | (57
dlog £(Uy0) e

Ok <yi _ (1_yij)>

Mkl 1—mk
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- 5 20 t,A n\— 5 20 t,A n\ 5 20 t7A—
()7 o), [Pleped] (7 ) [PoeiCd] (7t i) [2lon 0]
) ny—1 5 % 1o .0 ny—1 5 ®lo +,0 ny—1 H ?lo +,0) ]
Au0) = | ()7 o) [leswed] ()7 (B [leagwid] ()7t (D) [0 lee (0]
ny—1 5 2 4,0 n)—1 5 2 +,0 ny—1 2 ? 0.0) |
()7 ) [Zleid] ()7 o) [Zeergd] (7 o) [Penod
_ Imi:k
08 ( G4 >) : :
~ Iy =1
An(e) = n\ — 5 B 7JL
: o (GF) :
n\—1 5 —Yig —Yij
0 0 ()7 S (58 - )

Vamos definir

a(0.6) — PR (U0) Dlog [(U,6) | 7log (UL, 0)
BT T e 0, 96,00,

l=1,...;p(p+1)/2;i=1,....,p;j=1,...,p. Em que p é o nimero de coordenadas do
vetor 6.
No caso do SBM, temos os parametro 0y, 0; e ng para cada Uy, ou seja

3 parametros, dessa forma calculamos os d;, paral =1,2,...,6 dados por

I, . \?
_ Dlog f(U,6) Dlog f(UL) | Flogf(U0) _ ()

I, - I,
(U, ) = dlog f(Uy,0) dlog f(Uy,0) N 0% log f(Uy, 0) _ ( T ) ( " )
e 00y, ' 00, 060,,00, 0,0,
Izi:k
ds (U, 0) = dlog f(Uy, 8) Olog f(Uy,0) N 0?log (U, 0) _ ( n; ) Yij (1 —yij)
3\Vi, a@k : 877kl 39k377kz 9k Mil 1— Mt
Izj:l 2 Izj:l
d (U 0) _ 8logf<Ut79) 8logf(Ut,9) + 82 lng(Ut,H) _ ( n; ) n - <T>
(U, 00, . 00, 8912 012 912
Iacj:l
05(U).0) = dlog f(U,,0) dlog f(Uy,0) N 0% log f(Us, 0) _ ( ry ) vy (1—yy)
5\Ut, 00, : O 00,0ny 0, Nkt 1—

_ Olog f(U:,0) Dlog f(U0) 9 log f(Ut,0) (yg e _yij))2 i (L—vij)
U (1 —mw)?

de(Uy,0) = : _
(U, 6) 0N 0Nk gy Mkl 1 —
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O teste serd baseado em D, ( ( ) Zdl Ut, , que sao os elementos de

A, (0) + B,(0).
Sejal=1,... ¢ =p(p+1)/2 =6, defina o vetor d(Uy,0), de dimensiao gx1 =6x1,

asstm

<yi _ a yw))
d(Ut’ 9) — O 277kl 17

(y” _ (-wiy) ) e VR e 72)

Nkl 1—np

Entio D, (0) = (5)~ Z( )d(Ut,Q) Para o SBM,

2

I — 2 (L=
(Z)_l t(i) ( ;,f) + (9: )
o () (5
o s (B2
()" (2) (Iz”j <yu _ O=wyg) )
Dn(én) _ 2 t=1 O Nkt 1=
I"'Cj: 9“1
B (< ;;;2 )

w1 G) (s 0w\ w0
(5) Zt:l((nka N 1_777ch) o T )

A partir de D, (0 ) definimos VD, (0) (g)_l Ztg)l [%{?é)} ‘
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(7 () @) S (2et) o ()7 o (252 <o
BTTE () @7 SE (M) 07 S (%) =0
VD,(0) = (Z)_l;f(g)l(adg(ﬁi’év (3)_13917(%%%75)):0 (2) 1291(“57‘72[‘”)
O (262) -0 o7 (2e2) @' ()
o' (20) 0 e () 'l (e
078 (252) 0 07 (200) -0 7 2 (25)

As fungoes que devem ser somadas nas componentes de VD, (0) sao as fungoes

que foram obtidas na suposicao 8.
V(0.) é a matriz de covariancia assintdtica de /nD,,(0) e temos que um estimador
consistente para V(0,) é

Vi () = (;‘) Z[d(Ut,é)—VDn(é)An(é)*lwogf(Ut,é)} . [d(Ut,é)—VDn(é)An(é)*lwogf(Ut,é)] .

No SBM, para cada um dos vetores U; vamos obter
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ N
Vi(0) = [d(Ur. ) = VDu(0)A,(8) ' V1og £(U1,6)| . [A(U,0) = VD, (0)4,(8) 'V 1og £(UL.0)]

Vi(0) ¢ uma matriz de dimensio 6 x 6, e V,(A) serd a matriz 6 x 6, cujas entradas sio a

média das entradas respectivas das V,(6).
Entao,

I, = nDn(é),(VN(é))_an(é)

tem distribuicao assintdtica xa.
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Capitulo 4
Simulacoes

Nas secoes anteriores construimos testes de erro de especificacao para o ERG e o SBM,
especificando as estatisticas de teste e suas respectivas distribuicoes. Nesta Secao iremos
apresentar simulacoes para verificar o comportamento dos testes propostos em cenarios
conhecidos.

Os testes foram aplicados em amostras de grafos que foram gerados variando os
valores de cada parametro dos modelos, do nimero de vértices e quantidade de classes,
no caso do SBM. Para aplicar os testes, simulamos amostras aleatérias de grafos em dois
cendrios: (1) grafos gerados a partir de cada um dos modelos e (2) grafos gerados com
outros modelos. A partir das amostras estimamos os parametros via maxima verossi-
milhanca e construimos os vetores amostrais Uy, que serao utilizados em cada teste. Em
seguida, encontramos as matrizes auxiliares d(Uy, 0), Dy,(0), VD, (), An(6), V log f(Uy, 6)
para calcular V,, (é) e por fim, obter Z,, e comparar com o valor da distribui¢ao acumulada
da xZ, fixado um a.

Os codigos foram implementados em R, versao 4.1.2, e executados em um com-
putador com processador AMD Ryzen 5 3,6 GHz, 16GB de meméria ram e 512G B de
SSDM2. O tempo das simulagoees em cada cenario teve relagao direta com o ntimero
de vértices e quantidade de classes, no caso do SBM. Alguns testes foram executados em
segundos enquanto outros levaram alguns minutos.

Para cada um dos cendrios, fizemos replicagdes de Monte Carlo(MC) e investigamos
se os testes aceitavam ou rejeitavam a hipotese do modelo como bem especificado. Nas
Tabelas 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 é possivel observar a quantidade dos testes simulados que

indicam, ou nao, um modelo bem especificado em cada um dos cenarios.
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4.1 Comportamento dos Testes de Erro de

Especificacao para ERG

Para o ERG, consideramos testes em que os grafos estao divididos em dois cenarios.
No cenario 1, geramos os grafos com distribuicao do ERG com apenas um parametro 6,
ja no cendrio 2, vamos gerar grafos que, intencionalmente, nao tem distribuicao do ERG
com apenas um parametro ¢. Em ambos os cenarios variamos o nimero de vértices dos
grafos, fizemos 1000 ou 10000 replicac¢oes de Monte Carlo(MC) e investigamos se os testes

simulados indicam o modelo como bem especificado.

1. Cenério 1: Em cada replicagao geramos um « aleatério no intervalo (0, 1), os grafos
tem n = 50, n = 100, n = 200, n = 1000, ou n = 10000 vértices. A probabilidade
de um vértice ¢ se ligar a outro vértice qualquer j é exatamente o para quaisquer
vértices i e j, ou seja, teoricamente, estamos em um grafo com distribuicao do ERG

com apenas um parametro # = log (ﬁ)

2. Cenario 2: Em cada replicagao geramos um « aleatério no intervalo (0, 1), os grafos
tem n = 50, n = 100, n = 200, n = 1000 ou n = 10000 vértices. A probabilidade
de um vértice 7 se ligar a outro vértice j é py.a para cada {5 vértices, em que py, ¢
um valor aleatério no intervalo (0,1), para k = 1,2,...,10, ou seja, geramos grafos
cuja probabilidade para cada grupo de {5 vértices é uma porcentagem aleatéria de
«, assim, teoricamente, estamos em um grafo cuja distribui¢ao nao é a do ERG com

parametro 6 = log (ﬁ)

O teste para erro de especificacao do modelo ERG tem as seguintes hipdteses:
Hy : o grafo gerador tem distribuicao ERG(6),
contra
H, : o grafo gerador nao tem distribuigao ERG(6).
Vamos tomar como estimativa de 6 o estimador de méxima verrosimilhanca dado

por

Em ambos os cenarios, seguindo o processo descrito na secao 3.1, encontramos os
vetores amostrais U, e as matrizes auxiliares d(Uy, 6), D, (0), VD,(0), A,(0), V log f(U,, 0)

A~

para calcular V,,(0). Por fim, obtemos Z,, e comparamos com o valor da distribui¢ao acu-

mulada da x? em o = 0,05. Se Z,, for menor ou igual ao valor da distribui¢ao acumulada
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da x? em a = 0,05, nao rejeitamos Hy, ou seja, o teste de hipdteses indica que o modelo
foi bem especificado.

A Tabela 4.1 apresenta os testes simulados, no cendario 1, podemos inferir que para
diversos valores de 8 em grafos com 50, 100, 200, 1000 e 10000 vértices o teste de hipdteses

com nivel de 5% de significancia, indicou boa adequacdo, como era esperado.

Numero de vértices | Replicacoes | Aceitaram Hy, | Rejeitaram H
50 1000 998 2
100 1000 999 1
200 1000 999 1
1000 1000 1000 0

10000 1000 1000 0
50 10000 9984 16
100 10000 9993 7
200 10000 9999 1
1000 10000 10000 0

10000 10000 10000 0

Tabela 4.1: Testes de hipdteses simulados no Cenario 1 para o ERG.

A Tabela 4.2 apresenta os testes simulados, no cendario 2, podemos inferir que para
diversos valores de 8 em grafos com 50, 100, 200, 1000 e 10000 vértices o teste de hipoteses

com nivel de 5% de significancia, indicou mé adequacao, como também era esperado.

Numero de vértices | Replicacoes | Aceitaram Hy, | Rejeitaram H
50 1000 0 1000
100 1000 0 1000
200 1000 0 1000
1000 1000 0 1000

10000 1000 0 1000
50 10000 29 9971
100 10000 14 9986
200 10000 6 9994
1000 10000 0 10000

10000 10000 0 10000

Tabela 4.2: Testes de hipéteses simulados no Cenario 2 para o ERG.
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4.2 Comportamento dos Testes de Erro de

Especificacao para SBM

Para o SBM também consideramos testes em que os grafos estao divididos em dois
cendrios: no Cenério 1, geramos os grafos com distribuicao do SBM com os parametros
(0,m). No Cenério 2, geramos grafos aleatérios perturbando os parametros originais (6, 7).
Em ambos cendrios, variamos o nimero de vértices e o nimero de blocos dos grafos,
fizemos 100 ou 1000 replicagoes de Monte Carlo(MC) e investigamos qual a porcentagem

dos testes indicava quando o modelo estava bem especificado.

1. Cenario 1: Em cada replicacao geramos a matriz n em que 7y; aleatorio no intervalo

(0,1) e ny = mg, para k= 1,2,....mel =1,2,...,m, em que m é o nimero de
blocos existéntes e geramos o vetor X tal que, para i = 1,2,...,n, z; é aleatério
entre {1,2,...,m} e representa a classe do vértice i. A probabilidade de um vértice

¢ se ligar a outro vértice qualquer j é exatamente 7y, se o vértice ¢ é da classe k e o

vértice 7 é da classe [, ou seja, um grafo com distribuicao do SBM com parametro

2ica Loy=k

(0,m) em que n é formado pelos ny e 0, = =

Geramos grafos comn =90em =3oum=6,n=120em =4 oum = 6, n = 200
em=4oum=10,n=300e m =3 oum =10 ou m = 15, n = 1000 e m = 4 ou

m = 10 ou m = 20 ou m = 100.

2. Cendrio 2: Em cada replicagao geramos a matriz n em que 7; aleatorio no intervalo

(0,1) e gy = mg, para k= 1,2,....mel =1,2,...,m, em que m é o nimero de
blocos existéntes e geramos o vetor X tal que, para i = 1,2,...,n, x; é aleatério
entre {1,2,...,m} e representa a classe do vértice i. A probabilidade de um vértice

i se ligar a outro vértice j € py.n para cada {5 vértices, em que p;, ¢ um valor aleatorio
no intervalo (0,1), para k = 1,2,...,10, ou seja, geramos grafos cuja probabilidade
para cada grupo de 5 vértices é uma porcentagem aleatéria de 7, assim, um grafo
cuja distribuigao nao é a do SBM com os parametro (0,7n) em que n é formado pelos
Nk € O = % Geramos grafos em quen =90 em =3 oum=6,n =120 ¢
m=4oum=6,n=200em=4oum=10en =300 e m =3 oum = 10 ou

m = 30.

O teste para erro de especificacao do SBM tem as seguintes hipdteses:
Hj : o grafo gerador tem distribui¢ao SBM(6, 1),
contra

H, : o grafo gerador nao tem distribuigao SBM(6, ).
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Vamos tomar como estimativa de (6,7) o estimador de méxima verrosimilhanca
(é, ﬁ) obtido via EM Variacional pelo pacote blockmodels do software R,

Em ambos os cendrios, seguindo o processo descrito na secao 3.2, construimos os
vetores amostrais U;. Em seguida, construimos as matrizes auxiliares d(Uy, ), D, (0),
VD,(0), A.(0), Viog f(U,,0) para calcular V, () e por fim, obter Z, e comparar com o
valor da distribuigao acumulada da yZ em a = 0,05. Se Z, for menor ou igual ao valor
da distribuigao acumulada da xZ em a = 0, 05, aceita-se Hy, ou seja, o teste de hipdteses
indica que o modelo foi bem especificado como um SBM.

A Tabela 4.3 apresenta os testes simulados, no cenario 1, podemos inferir que para
diversos valores de (6,7) em grafos com variagoes do nimero de blocos e vértices o teste

indicou boa adequagao como era esperado.

Numero de vértices | Numero de blocos | Replicacées | Aceitaram Hy Rejeitaram Hy
90 3 100 100 0
90 6 100 99 1
120 4 100 100 0
120 6 100 98 2
200 4 100 99 1
200 10 100 97 3
300 3 100 100 0
300 10 100 100 0
300 30 100 99 1
90 3 1000 963 37
90 6 1000 972 28
120 4 1000 968 32
120 6 1000 981 19
200 4 1000 971 29
200 10 1000 982 18
300 3 1000 983 17
300 10 1000 989 11
300 30 1000 991 9

Tabela 4.3: Testes de hipdteses simulados no Cenario 1 para o SBM.

A Tabela 4.4 apresenta os testes simulados, no cenario 2, podemos inferir que para
diversos valores de (0,7n) em grafos com variagdes do niimero de blocos e vértices o teste

indicou ma adequagao como também era esperado.
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Nimero de vértices | Nimero de blocos | Replicagbes | Aceitaram Hy Rejeitaram Hy
90 3 100 0 100
90 6 100 2 98
120 4 100 0 100
120 6 100 1 99
200 4 100 0 100
200 10 100 2 98
300 3 100 1 99
300 10 100 2 98
300 30 100 2 98
90 3 1000 42 958
90 6 1000 54 946
120 4 1000 36 964
120 6 1000 44 956
200 4 1000 31 969
200 10 1000 38 962
300 3 1000 22 978
300 10 1000 24 976
300 30 1000 32 968

Tabela 4.4: Testes de hipdteses simulados no Cenario 2 para o SBM.

4.3 Conclusoes

As simulacoes foram feitas com amostras aleatérias de grafos em dois cendrios
para cada um dos modelos analisados: ERG e SBM: (1) No primeiro cenério, os grafos
foram gerados a partir de cada um dos modelos especificados. (2) No segundo cendrio,
os grafos foram gerados com outros modelos. Foram feitas as estimativas dos parametros
via maxima verossimilhanca e calculamos as estatisticas de teste para cada amostra. As
Tabelas 4.1 e 4.3 sao referentes ao Cenario 1, onde foram gerados grafos de acordo com
os modelos ERG e SBM, mostram que a maioria dos testes simulados indicam que o
modelo é adequado aos dados. Mas quando os grafos gerados nao sao gerados seguindo os
modelos, os resultados mostrados nas Tabelas 4.2 e 4.4, referentes ao cendrio 2, mostram
que a maioria dos testes aplicados indicam que o modelo nao é adequado aos dados.

Entao, observamos que quando o teste é aplicado a uma amostra que, de fato, foi
gerada de acordo com os modelos testados, ele acerta ( aceita Hy) em praticamente todas
as simulagoes. Tanto para o ERG, quanto para o SBM , Tabelas 4.1 e 4.3.

No caso do teste para erro de especificacao do ERG, notamos pela Tabela 4.2 que,
mesmo que o nimero de vértices seja consideravelmente grande, a proporgao de erros é
muito pequena, menos que 1% em todos as réplicas.

Observamos pela Tabela 4.4 que, mesmo quando temos um grande nimero de
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vértices, e de blocos, a proporcao de erro do teste proposto também é bem pequena,
menor do que os 5% esperados do erro tipo I.

Com essas simulagoes ilustramos a eficacia dos testes propostos para verificar erro
de especificacao dos modelos ERG e SBM.

Os coédigos em R utilizados para gerar os grafos e calcular os testes podem ser
encontrados no endereco:

https://drive.google.com/drive/folders/1epDTdqS42853_Arrg7TzMsz3oNaLQfbG


https://drive.google.com/drive/folders/1epDTdqS42853_Arrg7TzMsz3oNaLQfbG

46

Referéncias

[10]
[11]
[12]

[13]

ABBE, E.; SANDOM, C. ( 2015) ”Community detection in general stochastic block

models: fundamental limits and efficient recovery algorithms”. arXiv:1503.00609.

ABBE, E.; SANDOM, C. ( 2015) . ”Recovering communities in the general stochastic
block model without knowing the parameters”. arXiv:1506.03729.

AKAIKE, H. (1973). Information theory and an extension of the maximum likelihood
principle. In B. N. Petrov & B. F. Csaki (Eds.),Second International Symposium on
Information Theory, (pp. 267-281). Academiai Kiado: Budapest.

AKAIKE, H. (1974). A new look at the statistical model identification.IEEE Tran-
sactions on Automatic Control, AC-19, 716-723.

BARABASI A.L., ALBERT,R. (1999) Emergence of scaling in random networks.
Science 286: 509-512.

BESAG, J. (1974) Spatial interaction and the statistical analysis of lattice systems.
J. Roy. Stat. Soc. Ser. B 36(2), 192-236.

CELISSE, A. , DAUDIN, J. J. AND PIERRE, L. (2012) Consistency of maximum-
likelihood and variational estimators in the stochastic block model. Electronic Journal
of Statistics 6: 1847-1899.

CORANDER, J. , DAHMSTROM, K. AND DAHMSTROM, P. (1998) Maximum
likelihood estimation for Markov graphs. Research report. Stockholm: Department
of Statistics, Stockholm University.

CHATTERJEE, S. AND DIACONIS, P. (2011) Estimating and understanding ex-

ponential random graph models. ArXiv e-prints.

ERDOS, P. , RENYT A. (1959) On Random Graphs I. Budapest.

FRANK, O. AND STRAUSS, D. (1986) Markov graphs. JASA.

HAMMERSLEY, J.M.; CLIFFORD, P. (1971) , Markov fields on — (unpublished).

LEGER, J. (2016). Blockmodels: A R-package for estimating in Latent Block Model
and Stochastic Block Model, with various probability functions, with or without
covariates, arXiv:1602.07587.



Referéncias 47

[14]

[15]

[16]

[18]

[19]

[23]

[24]

[25]

[20]

[27]

FRANK,O. (1991), Statistical analysis of change in networks O. Frank, Statistica
Neerlandica, Volume45, Issue3, 283-293.

HOLLAND. P.W.; LASKEY K.Laskey, K. B.; LEINHARDT, S., S, (1983). ”Sto-
chastic blockmodels: First steps”. Social Networks. 5 (2): 109-137.

HUNTER, D.R., HANDCOCK, M.S., BUTTS, C.T., Steven M. GOODREAU, S.M.
and Martina MORRIS, M. (2009) ergm: A package to fit, simulate and diagnose

exponential-family models for networks- Journal of statistical Software, 24(3), 1-29.

LEE, C. and WILKINSON, D. J. (2019) A review of stochastic block models and
extensions for graph clustering. Applied Network Science, 4:122.

KARRER, B; NEWMAN, M. E. J. (2011). ”Stochastic blockmodels and community

structure in networks”. Physical Review E. 83 (1).

KOLACZYK, E.D.: CSAARDI, G. (2014) Statistical Analysis of Network Data with
R, Springer.

NEWMAN, M.E.J., STROGATZ, S. H and WATTS, D. J (2001) Random graphs
with arbitrary degree distributions and their applications, Physical review E, Vol
64,no 2: 026-118.

NEWMAN, M. E. J. (2010). Networks: An Introduction. Oxford.

PATTISON, P. ANDP WASSERMAN;, S.( 1999), Logit models and logistic regres-
sions for social networks: II. Multivariate relations, British journal of mathematical
and Statistical Psychology. Volumeb2, Issue2, 169-193.

PEIXOTO, T. (2014). "Hierarchical block structures and high-resolution model se-

lection in large networks”. Physical Review X. 4 (1).

REUVEN, C. and SHLOMO, H. (2010). Complex Networks: Structure, Robustness

and Function. Cambridge University Press.

ROBINS, G., PATTISON, S, WASSERMAN (1999) Logit models and logistic regres-

sions for social networks: III. Valued relations, Psychometrika, 64, 371-394.

ROBINS, G. AND MORRIS, M. (2007) Advances in exponential random graph (p*)
models. Social Networks 29: 169-172.

ROBINS, G. , PATTISON, P. , KALISH, Y. AND LUSHER D. (2007) An introduc-
tion to exponential random graph (p*) models for social networks. Social Networks
29: 173-191.



Referéncias 48

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

SNIJDERS, T. (1997) Estimation and prediction for stochastic blockmodels for
graphs with latent block structure. Journal of Classification 14: 75-100.

SCHWARZ, G. E. (1978), ”Estimating the dimension of a model”, Annals of Statis-
tics, 6 (2): 461-464.

SCHMID, C. S. and DESMARAIS, B.A. Desmarais (2017) ”Exponential random
graph models with big networks: Maximum pseudolikelihood estimation and the
parametric bootstrap,” IEEE International Conference on Big Data (Big Data), 2017,
pp. 116-121.

WATTS D.J., STROGATZ, S.H. (1998) Collective dynamics of small-world networks.
Nature 393: 440-442.

WHITE, H. (1982) Maximum Likelihood estimation of misspecified models, Econo-
metrica 50: 1-2.

WASSERMAN; S. e PATTISON, P.( 1996) Logit models and logistic regressions for
social networks: I. An introduction to Markov graphs and p, Psychometrika, 1996 -
Springer.



	Introdução
	Principais Definições
	Alguns modelos para grafos aleatórios
	Grafos Aleatórios de Erdos Rényi
	Grafos Aleatórios Exponenciais (ERG) 
	Modelo de Blocos Estocásticos (SBM)

	Estimação de Máxima-Verossimilhança
	Estimação de Máxima-Verossimilhança para ERG
	Estimação de Máxima-Verossimilhança para SBM

	Estimação de Quase-Verossimilhança para Erro de Especificação

	Testes de Erro de Especificação para Modelos de Grafos Aleatórios
	Testes de Erro de Especificação para modelos de Grafos Aleatórios Exponenciais
	Testes de Erro de Especificação para modelos de Blocos Estocásticos

	Simulações
	Comportamento dos Testes de Erro de Especificação para ERG
	Comportamento dos Testes de Erro de Especificação para SBM
	Conclusões

	Referências

