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Resumo

Com o crescente volume de dados disponiveis atualmente, é fundamental ter métodos eficien-
tes para organizar, explorar e extrair conhecimento desses dados. A andlise de agrupamento €
uma abordagem poderosa para lidar com essa grande quantidade de informagdes e identificar
padrdes tteis e ganhou mais notoriedade com a popularizacdo do aprendizado de maquina. Este
trabalho fornece um método flexivel de agrupamento ndo supervisionado que incorpora carac-
teristica de repulsdo no comportamento dos parametros de locagdo que representam os grupos,
também chamados de clusters. Foi desenvolvido um Modelo de Mistura Finita de Distribuicdes
Normal/Independente considerando o comportamento dos parametros de locacio como uma
realizagcdo de um Processo Pontual por Determinante (PPD), distribui¢do de probabilidade que
evita a criac@o de grupos redundantes através de sua caracteristica natural de repulsdo de pontos.
A proposta estende um modelo conhecido na literatura fornecendo, ainda, estrutura de incerteza
a priori aos parametros do PPD propondo uma abordagem para sua estimacao. A proposta €
apresentada para estimagao de densidade com um estudo de simulacdo que exalta a capacidade
do modelo em estimar corretamente o nimero de grupos e a alocacdo dos individuos nestes
grupos, além de uma aplicacdo em dados de demanda de agronegocio no plantio de banana. O
modelo também foi utilizado no contexto de regressao linear para lidar com grupos latentes e
reducdo de dimensionalidade, especialmente para varidveis categdricas com muitos niveis. A
proposta oferece uma alternativa ao uso de penalidades como as do tipo LASSO. Foram ava-
liados os efeitos da especificacdo dos parametros do modelo na reducao de dimensionalidade,
comparando-o com modelos existentes na literatura para anélise de dados de educacdo. O mo-
delo apresentou agrupamentos robustos € se mostrou parcimonioso na estimag¢do do nimero
de grupos em relacido aos outros modelos com os quais foi comparado. Além disso, foi de-
senvolvido um algoritmo Markov Chain Monte Carlo (MCMC) completo para a estimagao dos
parametros do modelo, seguindo o paradigma Bayesiano, e € disponibilizada a implementagao

em R.

Palavras-chave: Anadlise de Agrupamento, Processo Pontual por Determinante, Modelo de

Mistura Finita, Reducao de Dimensionalidade, Distribui¢ao Normal/Independente.



Abstract

With the increasing volume of data currently available, it is essential to have efficient methods
to organize, explore and extract knowledge from this data. Cluster analysis is a powerful appro-
ach to dealing with this large amount of information and identifying beneficial patterns, which
have gained more notoriety with the popularization of machine learning. This work provides
a flexible unsupervised clustering method that incorporates the repulsion characteristic in the
behavior of the location parameters, the clusters representing: a Finite Mixture Model of Nor-
mal/Independent Distributions developed considering the behavior of the location parameters
as a realization of a Determinantal Point Process (DPP) probability distribution that avoids the
creation of redundant groups through its natural characteristic of repulsion of points. The pro-
posal extends a known model in the literature providing an uncertainty structure a priori to
the PPD parameters, proposing an approach for its estimation. We introduce the proposal for
density estimation with a simulation study that exalts the model’s ability to correctly estimate
the number of groups and the allocation of individuals in these groups, in addition to an appli-
cation in agribusiness demand data in banana plantations. The model was also used in the linear
regression context to deal with latent groups and dimensionality reduction, especially for cate-
gorical variables with many levels. The proposal offers an alternative to the use of LASSO-type
penalties. The effects of specifying the model’s parameters were evaluated on dimensionality
reduction, comparing it with existing models in the literature for analyzing education data. The
model allows robust grouping and proven parsimonious estimating of the number of groups
compared to the other models. Furthermore, we developed a complete Markov Chain Monte
Carlo (MCMC) algorithm to estimate the model parameters, following the Bayesian paradigm,

and we available its implementation in R.

Keywords: Clustering, Determinant Point Process, Finite Mixture Model, Dimensionality Re-

duction, Normal/Independent Distribution.
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Capitulo 1

Introducao

Problemas préticos que envolvem classificacdo e agrupamento sdo muito comuns nas mais di-
versas dreas. Podemos citar aplicacdes em reconhecimento de imagem [71, 93], controle de
pragas em lavouras [72, 38], mapeamento de doengas [95, 23, 107, 31], e monitoramento de
incéndios em florestas [12, 112, 110]. A Analise de Agrupamento ( do inglé€s clustering) € ttil
na visualizacdo dos dados permitindo assim entender os padrdes espaciais [50] além de reduzir
o efeito de possiveis valores atipicos e de diferencas populacionais no processo de inferéncia,
entre outras contribuigdes [57].

A Andlise de Agrupamento € uma area de estudo que pretende classificar os individuos/
objetos em categorias as quais ndo sio pré-determinadas. Existem vdrias técnicas para este fim,
as quais sdo, em geral, baseadas no seguinte principio: particionar um conjunto de N objetos
em K grupos (clusters), de forma que haja homogeneidade dos objetos dentro dos grupos com
respeito a uma ou mais caracteristicas de interesse, enquanto diferentes grupos sejam marcados
por uma heterogeneidade entre eles segundo a estas mesmas caracteristicas. Outra forma de
interpretagdo € que estes grupos representam sub-populacdes ndo observaveis, as quais sao
tratadas como uma caracteristica latente dos objetos estudados [101].

Entre os métodos propostos para agrupamento, existem os métodos ndo-estocasticos ba-
seados em heuristicas de particionamento ou agrupamento hierdrquico. Estes métodos sao,
em geral, construidos prefixando-se o nimero de grupos e considerando algum critério de
otimizacao, de tal forma que os clusters sdo obtidos quando o critério € atingido. Para citar
uns poucos exemplos, em problemas de regionalizacdo, o método AMOEBA (A Multidirecti-
onal Optimum Ecotope-Based Algorithm) proposto por [4] parte de uma area inicial e novas
areas vizinhas a esta sdo agregadas até que a autocorrelacio espacial pare de crescer. O método
SKATER ( Spatial ‘K’luster Analysis by Tree Edge Removal) proposto por [7] baseia-se em
remover arestas de um grafo que representa 0 mapa de interesse até que a variancia ou outra
medida de dissimilaridade interna do cluster seja minimizada.

Dois métodos de agrupamento que se tornaram muito populares sdo o algoritmo k-
médias e o algoritmo DBSCAN (Density-Based Spatial Clustering of Applications with Noise)
[36]. Ambos sdo considerados algoritmos nao-supervisionados. O k-médias parte de um
nimero prefixado de clusters, em geral, um valor grande, em seguida, encontrard os centroi-

des dos grupos e, para induzir a redu¢do de variabilidade, re-aloca cada objeto ao cluster cujo
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centroide estd mais proximo a ele motivando assim, uma nova clusterizagdo. O processo € re-
petido até que um critério de otimalidade seja atingido. J4 o DBSCAN define clusters como
areas com muita densidade de pontos separados por dreas de baixa densidade. Inicialmente,
escolhe-se um ponto arbitrario, em seguida encontra-se todos os seus pontos vizinhos ao ponto
escolhido em uma distancia pré-fixada. Se o nimero de vizinhos for menor que o nimero
minimo pré-definido, este ponto € marcado como ruido e passa-se para o préximo ponto. Caso
contrério, cria-se um novo cluster e adicione o ponto atual e seus pontos vizinhos ao cluster.
Expande-se o cluster repetindo recursivamente esses passos.

A partir de métodos de agrupamento ndo-estocdsticos pode-se obter uma alocacio ou
particao dos dados, no entanto, sem possibilidade de avaliacio de erro. Assim, qualquer resul-
tado € muito afetado por ambos, pelas escolhas iniciais do nimero de clusters e pela alocagcao
inicial dos objetos aos clusters. Esses métodos também podem nao conseguir lidar com dados
ausentes levando a resultados tendenciosos ou incompletos ou apresentar capacidade reduzida
de modelar distribuicdes complexas como aquelas com formas ndo lineares ou nao convexas.
Além disso, uma das grandes limita¢des destes métodos € a impossibilidade de atribuir-se uma
medida de incerteza sobre o nimero e a posi¢ao dos clusters.

Para contornar estes problemas, os métodos probabilisticos sao de grande valia, pois
além de serem reprodutiveis, permitem realizar inferéncia estatistica completa, incluindo a in-
feréncia sobre o nimero de clusters e a realiza¢do de teste de hipéteses, o que pode fornecer
uma andlise mais rigorosa dos dados. O Modelo de Mistura Finita de distribuicdes (MMF)
[109, 115] e métodos Bayesianos ndo-paramétricos t€ém se mostrado métodos muito competi-
tivos para a identificacdo de clusters. Em MMEF, as estimativas sdo obtidas principalmente a
partir de método de maxima verossimilhanca ou considerando-se métodos de inferéncia Baye-
siana [76].

O Modelo de Mistura Finita ¢ um dos modelos estatisticos mais utilizados para in-
feréncia em populagdes heterogéneas e assume que o numero de clusters é finito e igual a

um numero K, em geral, pré-fixado, de forma que

K
yi~ Y wiG(yil6o (1.1)

k=1
em que as caracteristicas de interesse para cada individuo i denotada por y;,, i = 1,...,N,

¢ descrita por uma distribui¢cdo de probabilidade diferente para cada subpopulagdo k tal que
y;lk ~ G(y;|6;). Em geral, 6, é um parametro de loca¢do, e assume-se que o individuo i pertence
a um grupo ( cluster) k com uma probabilidade wy, k = 1,..., K. Isto induz um particionamento
dos individuos em clusters e esta particdo pode ser considerada uma caracteristica latente no
modelo. A inferéncia consiste em estimar os parametros dos componentes da mistura e os
pesos, mas também pode ser de interesse recuperar a distribui¢do original de cada observagao,
o que € conhecido como classificacdo ndo supervisionada [109].

Este modelo tem sido amplamente utilizado, ndo apenas para a identificacao de cluster,

mas com diferentes propdsitos. Por exemplo, devido a sua flexibilidade, o modelo de mistura
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finita € muito aplicado a estimativa de densidade [27]. Em suas primeiras aparicdes forneceu
estrutura para construir distribui¢des de probabilidade mais complexas, [81] e com heteroge-
neidade [86].

O apelo pratico e vantajoso do algoritmo EM (Estimation Maximization) [30] contribuiu
para popularizar ainda mais a modelagem baseada em misturas de distribui¢des. Isto é eviden-
ciado pelas varias publicagdes relacionadas ao tema em diversas dreas [79, 106, 60, 68, 74, 69]
inclusive amplas revisdes [109, 75] e editoriais como [16]. Além disso, nas ultimas qua-
tro décadas, com o aumento da capacidade computacional disponivel e de novos métodos
como MCMC (Monte Carlo Markov Chain) surgiram trabalhos com maior apelo computaci-
onal [55, 56, 42] e considerando distribuicoes diferentes da normal para os componentes da
mistura [67, 70].

O uso de MMF de distribui¢cdes normais mostrou-se inadequado quando, por exemplo,
os dados apresentavam observagdes atipicas (outliers) ou oriundos de distribui¢des com caudas
pesadas. Nestes casos, observou-se que as estimativas para a média e variancia dos componentes
da mistura eram seriamente afetadas [37, 76] indicando uma inadequag¢ao do modelo. Por ser
mais sensivel a dados com tais caracteristicas, o ajuste do modelo de mistura de distribuicdes
normais pode levar a uma superestimagdo do nimero de componentes da mistura numa tentativa
de melhorar a aproximacdo da distribuicao real dos dados. Isto, consequentemente, afeta a
parcimdnia da modelagem [94, 75].

A distribuig@o t-Student tem sido amplamente utilizada como uma alternativa a distribu-
icao normal para modelar dados que apresentam observacoes atipicas. A distribui¢do t-Student
compartilha com a distribuicdo normal a propriedade de simetria com relagdo ao parametro
de locacdo. No entanto, ela é mais robusta e flexivel por incluir um parametro de forma, cha-
mado grau de liberdade, que regula o peso das caudas da distribui¢ao, proporcionando melhores
ajustes a dados que possuem valores extremos ou outliers [87]. Além de gerar modelos mais
flexiveis, os MMF’s possuem muitas vantagens tais como tratabilidade analitica simples, boas
propriedades assintoticas e 6tima capacidade de aproximagdo para qualquer funciao de densi-
dade continua [85, 109].

A distribuicdo t-Student pertence a uma subclasse de distribui¢des elipticas que tem sido
muito utilizada na constru¢do de modelos estatisticos mais flexiveis e robustos. Esta subclasse é
denominada distribui¢des Normais/Independentes (NI) [65, 97, 5] a qual € construida a partir de
uma mistura na escala da distribuicdo Normal da seguinte forma. Seja U uma varidvel aleatéria
ndo-negativa com distribui¢do Fyj,. Um vetor aleatorio Y possui distribui¢ao pertencente a

familia de distribui¢cdes Normal/Independente(NI) se sua fun¢do densidade de probabilidade é

00 n/2
Frieza(¥) = fo PR { - S -wE(y - m}dFUm(u), (12)

em que u é o parametro de locagdo, X € um parametro de escala e 7 € um parametro de forma.
Diferentes distribui¢des para Y s@o obtidas considerando-se diferentes modelos para U. Se

U ~ Gama(n/2,n/2), (1.2) seguird uma distribuicdo 7-Student com prametro de locacdo u, de
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escala X e i graus de liberdade. Se U € uma variavel aleatdria degenerada tal que P(U = 1) = 1,
(1.2) terd uma distribui¢do normal com média u e variancia X. Outras distribui¢cdes de cauda
pesada, como, por exemplo, a slash e normal contaminada, podem ser obtidas assumindo-se
outros modelos para U.

Se o vetor aleatério Y possui distribuicdo Normal/Independente n-variada dada em (1.2),

pode-se utilizar a representacdo estocastica a seguir
Y = p+ U'PEPT, (1.3)

em que T ~ N,(0,1,) e U € uma varidvel aleatéria positiva com f.d.p. fy, (Ver Apéndice
A para mais detalhes). Esta representacdo estocdstica permite a modelagem de dados com
caudas pesadas de forma elegante e com aspectos praticos que facilitam a sua implementagdo
computacional em modelos Bayesianos. Esta representacdo serd utilizada neste trabalho.

Sob a perspectiva Bayesiana, para completar a especificacao do modelo (1.1), atribui-se
uma distribuicao a priori ao vetor @ = (6, .. .,0) e para os pesos W = (wy, ..., wg). Hieraqui-

camente, 0 modelo de mistura finita é assim representado:

ind.

yilw,0,K '~ G(-6y); (1.4)
0K "™ p() (1.5)
wiK ~ TI(). (1.6)

A distribui¢ao de 6, ~ p(6;y), em que y denota um hiperparametro, pertence a uma
familia de distribui¢cdes conhecidas e, usualmente, assume-se uma distribui¢do Dirichlet para
os pesos. O nimero de componentes da mistura pode ser considerado infinito, isto €, K = oo, 0
que € assumido em modelos Bayesianos nao paramétricos.

Geralmente, 6 é considerado um parametro de loca¢do e, em uma abordagem nao-
paramétrica, atribui-se a ele uma medida de probabilidade a priori modelada por um Processo
Dirichlet DP(a, Gy) em que a € o parametro de dispersao e Gy uma distribuicdo paramétrica
basal conhecida [92]. O processo Dirichlet (PD) é o mais popular e tem sido amplamente uti-
lizado com diferentes propositos além da identificac@o de cluster [6, 40]. Hierarquicamente, o
modelo de mistura via processo Dirichlet pode ser representado por

yi16: " G(-19;) com

ind.
0, ~' F,

em que F € uma medida de probabilidade, cuja incerteza € descrita por um Processo Di-
richlet, isto é, F ~ DP(a, Gy), em que e G, € uma distribui¢c@o basal conhecida, a é o parametro
de precisdo que controla a variabilidade em torno de G e o ntimero de clusters. Se « € grande,

entdo tem-se alta probabilidade de se particionar a populagao em um nimero grande de clusters.
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Uma das criticas mais severas com respeito ao uso do DP para a estimacao de clusters
€ que este processo tende a superestimar o nimero real de clusters. Isso ocorre porque seu
uso pressupde independéncia entre os parametros de locacdo. Por exemplo, se em (1.4) G

¢ uma distribui¢io normal com média 6; e variancia o

e assume-se um DP para modelar o
comportamento de §; em que a normal € escolhida como a distribuicao basal G, pressupde-se
independéncia entre os componentes 6;’s. Dessa forma, componentes podem ser considerados
diferentes e, na verdade, serem muito similares e, portanto, redundantes. Isso pode acarretar
inumeros problemas em aplica¢des que demandam separacdo real entre os grupos como, por
exemplo, ocorre quando se deseja agrupar individuos segundo suas caracteristicas bioldgicas
(ver [118, 117] para uma discussdo detalhada).

Motivados por este tipo de problema, surgiu a necessidade de se construir modelos
capazes de separar grupos que sejam realmente diferentes. Em Estatistica Bayesiana nao-
paramétrica, este tipo de problema é abordado a partir da construcao de distribui¢cdes de probabi-
lidade com caracteristicas repulsivas, ou seja, que atribuam probabilidades mais altas para agru-
pamentos bem separados, evitando redundancias. Mudangas no modelo de mistura que induzem
repulsdo foram propostos recentemente na literatura a partir da penalizagdo de componentes
proximos. Modelos de mistura repulsivos foram propostos por [89], [118] e [13]. O modelo
proposto por [89] utiliza uma convolucao de um kernel continuo com alguma medida de pro-
babilidade aleatéria discreta definida como uma mistura infinita de &tomos. Uma penaliza¢ao
imposta por uma medida de Gibbs controlando o nivel de repulsdo com um parametro foi pro-
posta por [90]. Além desses, [88] também definiu outra distribui¢do a partir de uma fungao
penalidade. No entanto, estas distribuicdes a priori dependem da defini¢do explicita de uma
métrica de penalizagdo e os cdlculos das distribui¢cdes a posteriori resultantes podem ser bas-
tante complexos.

Uma maneira alternativa de induzir repulsdo € considerada no modelo de Processos
Pontuais por Determinante - PPP (Determinantal Point Process) que foi descrito em 1975 [73]
para modelar o comportamento dos férmions, particulas quanticas que obedecem ao principio
de exclusdo de Pauli, ou seja, dois férmions no mesmo nivel de energia nao podem ocupar uma
mesma posi¢ao do espaco no mesmo instante. Entdo por defini¢do os PPD’s jd incorporam a
caracteristica de repulsdo.

Antes de [73], esse processo foi apenas citado de forma implicita em trabalhos de teoria
de matrizes aleatdrias [34]. O caso discreto foi primeiro discutido em exercicios do livro [28]
e um estudo mais geral com caso discreto e continuo foi publicado por [102, 103]. Os PPD’s
vem sendo estudados em vadrias dreas como probabilidade [54], teoria dos nimeros [98], fisica
estatistica [84] e, nos ultimos anos, para selecdo de itens em aprendizado de maquina [63].
O caso de espaco de estados discretos foi, primeiramente, discutido em exercicios do livro
[28] e um estudo mais geral com caso discreto e continuo foi publicado por [102, 103]. Alguns
fendmenos naturais, tais como a localizac¢ao de arvores e formigas em uma floresta, que também

apresentam padrdes repulsivos, foram analisados utilizando o PPD por [63]. Entre os exemplos
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tedricos de processos pontuais por determinante estao os passeios aleatdrios sem interse¢ao[58],
os valores préoprios de matrizes aleatérias [48, 77], os ladrilhos de diamante asteca [59], entre
outros.

Entre as caracteristicas relevantes do PPD pode-se citar condi¢des de existéncia, mo-
mentos conhecidos, densidade com forma analitica fechada num conjunto compacto em relagcao
ao Processo de Poisson e facilidade de uso em modelos paramétricos [66].

O trabalho de [3] foi pioneiro em propor o PPD como uma alternativa ao DP em mode-
los de mistura para fazer-se andlise de agrupamento. Em seu modelo, esses autores consideram
que os dados s@o modelados por uma mistura de distribuicdes normais com diferentes médias e
variancias e utilizam o PPD para modelar a incerteza sobre as médias destas distribui¢cdes nor-
mais. Se no modelo em (1.1) G € uma distribuicdo normal com média 6, e variancia 0']%, [118]
mostraram que o uso do Processo Pontual por Determinante como uma distribui¢do a priori para
0, contribui para uma melhor estima¢dao das medidas de locacdo do modelo de mistura e evita
criacao de grupos redundantes. Isto acontece porque amostras do PPD sdo conjuntos de pontos
que naturalmente se espalham pelo espaco de estados [66]. Consequentemente, este compor-
tamento leva a uma melhor estimacdo do ndmero de clusters evitando a sua superestimacao se
comparado ao que estimado utilizando-se o Processo Dirichlet e fornece bons resultados e na
presenca de covaridveis que influenciam a varidvel resposta [13].

Mesmo com tantas propriedades interessantes, a estimacao dos parametros do PPD ainda
€ pouco discutida. Essa tarefa € bastante desafiadora, uma vez que a funcio de probabilidade
ndo € convexa e o célculo da funcdo de verossimilhanca e seu gradiente podem ser invidveis
em muitos cendrios [1]. Mesmo no caso de espaco de estados discreto, em que a distribuicdo
de probabilidade possui férmula analitica conhecida, a estimagdo dos parametros pode ser con-
siderada um problema NP dificil devido a alta dimensionalidade e capacidade computacional
exigida [63].

[66] fez uma primeira tentativa de estimar os parametros da funcido de similaridade
do kernel utilizando a otimizacdo Nelder-Mead. Embora seja uma alternativa razodvel, esse
método ndo garante convergéncia para um ponto estaciondrio e, assim como em outros métodos
de otimizacao, depende do cdlculo exato da probabilidade, o que nem sempre € possivel para
esse processo. [1] conduziu um estudo mais amplo de métodos Bayesianos em modelos en-
volvendo um kernel em que a func¢io de similaridade depende de um parametro e a fungao
qualidade depende de dois parametros. Neste estudo, [1] propde uma alternativa para limi-
tar a verossimilhanga e assim contornar a ndo-convexidade da funcdo. A limitacdo também
permitiu utilizar o algoritmo “ slice-sampler”. Sua ideia consiste em usar um ponto de corte
u ~ Unif(0, 1) pré-computado e compard-lo com os limitantes. Se u estd fora do intervalo limi-
tado, uma decisdo é tomada se esta entre o limitante superior e o inferior, o algoritmo recalcula
os limitantes tentando melhorar a acuracia. Contudo, o espaco paramétrico original ndo € limi-
tado e ndo ha garantias de que a convergéncia alcancada seja real [66]. [47] explora a estimagao

dos parametros do kernel de um PPD discreto utilizando o algoritmo EM num contexto nao-
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paramétrico. Os autores mostram que seus resultados convergem mais rapidamente e sao mais
robustos que a maximizacdo da verossimilhanca via gradiente projetado e ilustram o seu uso
em aplicacdes de dados de recomendacdo de produtos. [66] propde contornar o problema da
estimagdo dos parametros, a partir de uma aproximagdo para a funcdo densidade do PPD com
base em transformada de Fourier.

Mais recentemente, [20] realizou uma extensa investigacao sobre as propriedades geomé-
tricas da funcdo de verossimilhancga que esclarece problemas enfrentados na estimagdo de pa-
rametros do kernel para o PPD discreto. Este estudo chamou a atencdo para uma possivel
“maldicao de dimensionalidade” uma vez que a variancia assintética do estimador de maxima
verossimilhan¢a aumenta exponencialmente com a dimensdo do problema. Além disso, mos-
tra que a funcdo de verossimilhanga pode exibir um niimero exponencial de pontos de sela e
evidéncias de que esses podem ser os inicos pontos criticos.

Em geral, as pesquisas e mesmo os pacotes estatisticos utilizam uma funcao qualidade
constante [8] em que o parametro também representa a intensidade do processo. Sob essa
configuracdo, [15] mostram que um estimador pontual baseado na mediana é mais robusto na
presenca de outliers se comparado ao estimador padrdo que, em processos pontuais por deter-
minante estaciondrios, € a quantidade de pontos observados por unidade de volume. Apesar
do PPD ser muito utilizado em modelos de mistura, ndo houve uma investigacao do impacto
da estimacao dos seus parametros na estimagdo dos outros parametros do modelo. Além disso,
o uso de uma funcdo qualidade constante dificulta o uso do sentido original definido por [64]
como medida de preferéncia dos valores gerados pelo processo. Esse sentido condiz com o
paradigma Bayesiano e serd explorado nesse trabalho com uma fun¢do qualidade baseada na
distribui¢do Gaussiana como sugerido em [118].

Se as observagdes dentro dos clusters tiverem distribuicdes com caudas pesadas, o
modelo de mistura de normais via PD pode levar a uma superestima¢cdo do nimero de clusters.
Um dos objetivos deste trabalho é desenvolver um Modelo de Mistura Finita de Distribuigdes
Normal/Independente em que a incerteza sobre os parametros de locacdo dos componentes da
mistura serdo modeladas pelo Processo Pontual por Determinante. Serd considerado o PPD que
depende da fun¢do kernel C, uma fun¢do de covariancia definida por dois hiperparametros como
serd detalhado no Capitulo 2. O modelo deste trabalho estende o modelo proposto por [118]
também por atribuir uma estrutura de dependéncia e distribuicdes a priori a estes parametros.

Além disto, visa dar as seguintes contribui¢cdes:

e apresentar um estudo do kernel Gaussiano utilizado Processo Pontual por Determinante,
no contexto do modelo de mistura, a fim de melhorar a compreensao do seu comporta-

mento como distribui¢do a priori dos parametros de locacao;

e fornecer um modelo de mistura com mais flexibilidade para o ajuste dos dados e estimacao

de densidade a partir de uma distribuicdo com caudas pesadas baseado na familia de
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distribui¢des Normal/Independente, obtendo um método de inferéncia mais robusto que

0 Modelo de Mistura de Normais;

e investigar a influéncia das distribui¢des a priori atribuidas aos parametros do PPD na

inferéncia a posteriori do modelo proposto;

e desenvolver um algoritmo MCMC ( Monte Carlo Markov Chain) completo para estimagao
dos parametros do modelo sob o paradigma Bayesiano e fornecer sua implementagdo no

programa R [91].

Os modelos de mistura finita também t€m sido amplamente utilizados em modelos de
regressao linear em que as varidveis sdo originarias de grupos latentes desconhecidos. Nes-
tes estudos, misturas finitas de distribuicdes sdo utilizadas para modelar os erros em modelos
de regressao [10, 105]. Outro problema, no contexto de modelos de regressao linear, em que
os métodos de agrupamento podem ser uteis € na reducdo de dimensionalidade. Este pro-
blema € particularmente relevante quando o modelo envolve varidveis categdricas com muitos
niveis. Este tipo de problema pode surgir em situagdes de classificacdo de profissdes como a
Classificacao Internacional de Ocupacgodes (HISCO: Historical International Standard Classifi-
cation of Occupations); em classificacdo de individuos segundo a diversidade étnica e cultural,
quando houverem muitos niveis diferentes de nacionalidade; em estudos sobre preferéncias por
tipos de alimento em pesquisas alimentares; ou em problemas nos quais a varidvel resposta é
influenciada pela localizagdao geografica (paises, estados, municipios, codigos postais, etc) do
individuo pesquisado.

Usualmente, este tipo de varidvel € tratada por meio de varidveis dummy e, quando
esta tétm muitos niveis, a estimacdo dos coeficientes pode se tornar instavel, tornando os re-
sultados dificeis de serem interpretados. Este problema tem sido tratado utilizando técnicas de
regularizagdo as quais adicionam um termo de penalizacdo na soma dos quadrados dos residuos
a partir da qual os efeitos sdo estimados. Estes métodos visam “encolher” para zero coeficientes
que sdo nao-significativos. Este principio € a base do método LASSO introduzido por [108].

Do ponto de vista Bayesiano, este problema tem sido tratado construindo-se uma distri-
buicdo a priori de encolhimento para os efeitos das covaridveis as quais t€ém papéis similares
aqueles das fun¢des de penalizagdo na estimacao dos parametros. Para o tratamento de varidveis
categoricas com muitos niveis, o método tipo LASSO proposto por [46] e o Effect Fusion Prior,
um método de regularizacdo alternativo introduzido por [85], mostram-se bastante eficientes
para a reducdo de dimensionalidade. [46] propoem métodos de encolhimento de efeitos para
varidveis preditoras categoricas usando dois tipos de penalidade L1, uma para preditores nomi-
nais e a outra para preditores em escala ordinal, que selecionam fatores e agrupam categorias.
Recentemente, [26] propuseram um modelo de agrupamento para reducdo de dimensionalidade
de variaveis categéricas. O modelo proposto por estes autores modela o efeito das varidveis
categdricas usando um modelo particdo produto [51] e quando comparado com modelos ante-

riormente propostos mostrou-se muito eficiente. [26] utilizam drvores geradoras aleatdrias em
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modelos de parti¢cao produto para agrupar efeitos de categorias semelhantes considerando uma
estrutura de vizinhanga entre as diferentes categorias.
Inspirado por estes trabalhos, outra meta deste projeto é propor um modelo para reducao

de varidveis categéricas com muitos niveis usando o PPD, contribuindo nas seguintes direcoes:

e Introducdo de um modelo de regressao via mistura de distribuigdes Normal/Independente
para tratar varidveis categdricas com muitos niveis, serd assumido que o efeito desta co-

variavel € modelado por um PPD;

e Avaliacao dos efeitos da especificacdo de parametros deste modelo na redu¢do de dimen-

sionalidade;
e Comparac¢do do modelo proposto a modelos da literatura na andlise de dados de educagao;

e Desenvolvimento de um algoritmo MCMC ( Monte Carlo Markov Chain) completo para
estimacdo dos parametros do modelo sob o paradigma Bayesiano e sua implementacao

no programa [91].

O trabalho esta organizado da seguinte forma. No Capitulo 2, apresenta-se o PPD como
distribuicdo a priori para o parametro de locacdo no modelo de mistura de Normais como de-
finido na literatura. Apresenta-se também um estudo do comportamento do kernel Gaussiano
neste contexto. No Capitulo 3, é desenvolvido o modelo de mistura Normal/Independente via
PPD para estimagao de densidade estendendo o modelo de mistura proposto por [118]. Também
¢ apresentada a proposta para modelar a incerteza sobre os parametros do modelo PPD. Para
ilustrar o uso do modelo proposto, sao apresentados um estudo envolvendo dados simulados
e uma aplicacdo a dados de imagem de satélite para avaliar o comportamento de biomassa no
plantio de banana. No Capitulo 4, o modelo de regressao linear que considera uma mistura de
distribuicdes Normal/Independente via PPD para reducdo de dimensao de varidvel categdrica
com muitos niveis € introduzido. Este modelo € aplicado a dados educacionais visando identifi-
car 0s cursos com mesmo efeito no rendimento académico do aluno. E realizado, também, um
estudo de sensibilidade visando avaliar o efeito de modificacdes na estimagdo dos pardmetros.
O modelo proposto € comparado a modelos previamente introduzidos na literatura. O Apéndice
A, contém propriedades e aspectos matematicos que auxiliaram no trabalho, demonstragdes que
permitiram obter a fundamenta¢do do modelo, como as distribui¢des condicionais completas.
Além disso, no Apéndice B, sdo fornecidas as rotinas computacionais utilizadas para obtengao
das estimativas desenvolvidas no programa R [91] com linguagem C** a partir do pacote Rcpp
[35].
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Capitulo 2

Estudo do Kernel do PPD

Nesse capitulo sera discutido o Processo Pontual por Determinante (PPD) como distribuicdo a
priori para o parametro de locacdo do Modelo de Mistura Finita (MMF) de Normais [118]. A
distribui¢do do PPD depende do determinante de matrizes tendo como base uma fungao kernel.
Nesse caso, sera utilizado a funcdo kernel exponencial quadratica definida por duas funcoes:
funcdo de similaridade e fun¢ao qualidade, e seu comportamento € ilustrado graficamente. Di-
ferentemente do que € assumido em [118], uma estrutura de dependéncia é proposta para os

parametros do kernel.

2.1 Processo Pontual por Determinante no contexto de
Modelo de Mistura

O processo Dirichlet (PD) € um dos modelos mais usados como distribuicao a priori para
os parametros de locagdo, 6, no Modelo de Mistura Finita (MMF) dado em (1.1). No entanto, o
PD induz independéncia sobre os componentes de 6, podendo causar uma redundancia no vetor
de parametros de locagdo e, consequentemente, uma superestimagcao do nimero de grupos. Isso
ocorre porque podem ser estimados 6 e 8, com valores muito proximos e, neste sentido, serao
semelhantes, mas sdo considerados pelo modelo como dois componentes diferentes da mistura.
A alocagdo dos individuos aos componentes relacionados a 6, e 8- serd comprometida, podendo
haver sobreposi¢ao das regides que os dois componentes ocupam no espaco das observagdes. O
Processo Pontual por Determinante (PPD) € um processo repulsivo que passou a ser utilizado
como alternativa ao PD visando produzir modelos com uma melhor estimativa para o niimero
de componentes da mistura.

Sejay; = (yi1,--.,Yip) um vetor aleatério D-dimensional representando as caracteristi-
cas de interesse (resposta) para o individuo i e seja a varidvel latente z; em que z; = k indica
que o individuo i pertence ao componente k, k = 1,...,K,i =1,...,N. No modelo em (1.1),

assuma que, dado z; = k, y; tem uma distribui¢do normal D-variada com média y, e variancia



25

X para todos os K componentes da mistura. Assuma que os parametros de locagdo y, seguem

um PPD. Este MMF pode ser representado considerando a seguinte estrutura hierdrquica:

Yilzi = k ~ Np(u., Xy,
p(zi = k) =wy, 2.1
pw=,...,p1g) ~ PPD(C).

A fim de simplificar o modelo, a Decomposi¢do de Valores Singulares (DVS) foi aplicada a
matriz de covariancia resultando em X; = ETAE, em que E € uma matriz ortogonal constante
e Ay = diag{dy, ..., 4p}, em que D € a dimensdo dos dados. A partir desta estrutura, para

completar a especificacdo do modelo considere as seguintes distribui¢des a priori

w=w,...,wolK,8 ~ Dir(S,,...,0¢),0. > 0,k=1,...,K;
K, a0, bo ™~ 1G(ag,bo), d = 1,...,D.k=1,...,...,K. (2.2)

Nesse caso, /G representa a distribui¢do Inversa-Gama. Defini¢cOes necessarias para entender o
PPD siao dadas a seguir e uma discussdo sobre as distribui¢des a priori relacionadas serdo dadas
na Subsec¢ao 2.5.

Um processo pontual ¢ um modelo estocdstico que descreve o comportamento de padroes
de pontos em uma determinada regido. Nesse caso, tanto o nimero de pontos quanto a loca-
lizagdo especifica dos pontos sdo varidveis aleatérias [32]. Uma realizacdo desse processo,
¢ uma colecdo de pontos, dentro da regido. Dessa forma, um PPD pode ser descrito como
uma distribuicao de probabilidade definida em subconjuntos de um conjunto base fixo, € [73].
Além de ser um processo pontual regular, sua principal caracteristica € que os subconjuntos com
maior probabilidade possuem diversidade, ou seja, contém observa¢des menos semelhantes em
algum sentido [64]. Suas probabilidades sdo resultados de determinantes de uma matriz kernel
calculada para configuragdes de pontos, {xi, x3, ..., Xk}, tais que x; € Q, K > 0, inteiro.

Para o modelo em (2.1) € utilizado PPD continuo definido para um conjunto de Borel
qualquer, B € R?, considere X um processo pontual espacial simples e localmente finito em
RP, ou seja, suas realizagdes podem ser vistas como subconjuntos localmente finitos de B. An-
tes de outras formalizacdes para o PPD € necessario estabelecer o conceito do kernel necessario

para definir o processo.

Definicao 2.1.1. Fungdo e matriz kernel

A funcdo complexa C é dita uma fungdo kernel se é definida como C : Bx B — C. E
a matriz Cx, de X = (xy,...,x,) € uma matriz kernel, [C](xy, ..., x,), com dimensdo n X n se
sua (i, j)-ésima entrada é calculada por uma fungdo kernel aplicada aos pontos x; e xj, ou seja,

C(x;, xj), com x; e xj € B.

A func¢@o kernel C esta definida no plano complexo, C, no entanto, para a maioria das

aplicacdes, C € uma fungio real. Neste caso, se C for simétrica, isto €, C(x;, x;) = C(x}, x;), ¥ i, J,
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C € considerada uma func¢do de covariancia. No caso complexo, C serd uma funcao de co-
variancia apenas se for Hermitiana. Considere-se a partir deste ponto do trabalho o kernel como
funcdo de covariancia real.

Diferente das varidveis aleatdrias comuns, para as quais os momentos sao valores (ge-
ralmente) reais, 0s processos pontuais possuem momentos que sio, na verdade, medidas o-
aditivas, sendo representados como func¢des de borelianos, B ¢ R? [22]. A seguir, sdo dadas
algumas defini¢cdes desses momentos que descrevem as caracteristicas das distribui¢des espa-
ciais de pontos em um espaco continuo. Considere para uma matriz quadrada complexa A e

denote por det(A) o seu determinante.

Definicao 2.1.2. Fungdo densidade produto
O processo X é um processo pontual por determinante com kernel C, denotado por

X ~ PPD(C), se suas fungoes de densidade produto satisfazem
PP (x, ..., x,) =det[Cxy, ..., x)n=1,2.... (2.3)

Nesse caso, hd a restri¢do de que p™(xy, ..., x,) = 0 se x; = x; para algum i # j e C deve ser

ndo negativa definida para que p™ > 0 [66]

A funcdo densidade produto de ordem n de X representa a probabilidade de que, para

cadai=1,...,n, X tenha um ponto na regidao em torno de x; de volume dx;. .

Definicao 2.1.3. Funcdo intensidade
Em particular, se n = 1 na Definicdo 2.1.2, entdo p = pV é conhecida como funcdo

intensidade ou funcgdo densidade produto de ordem 1:
p(x) = C(x,x),x € RP. (2.4)

Pela Defini¢do da Funcao Intensidade (2.4), se n = 2, a funcao kernel serd dada por

C(xi, xj) =

p(x;) C(xi;x j)]
C(Xj; X;) P(xj)
Além disso, C(+) é simétrica, portanto, p®(x;, x;) que é o determinante da matriz C(x;, x;) serd

dado por

PP (xi, xj) = plx)p(x;) — Clxi; x))%. (2.5)

Os elementos de C fora da diagonal principal determinam correlacdo negativa entre os
pares de elementos (x;, x;) com i # j, pois reduzem o valor final do determinante. Valores

grandes de C(x;, x;) implicam que os pontos x; € x; tendem a ndo ocorrer juntos [63].

Definicao 2.1.4. Funcgdo de correlacdo par

Sejam x; e x; € B a fungdo de correlagdo par é dada por
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Pm(xi, x;)
p(xpp(x))’
em que g(x,y) = 0 se p(x) =0, se p(y) =0, ou se p(")(x,-, e xy) =0.

g(Xi,Xj) =

De (2.5), tem-se que
C(x;, x j)2

 pxp(x))’
em que g(x;, x;) = 1 se C(x;, x;) = 0, ou seja, a correlagdo par € maior quando a fungao kernel €

g(x;, xj) =1

zero para aquele par de pontos.
A repulsividade do PPD ¢ refletida pelo seguinte resultado. Se C for Hermitiana (ca-
racteristica que generaliza as propriedades de uma fun¢do de covaridncia real para vetores no

conjunto dos numeros complexos), entdo g < 1 e, para qualquer n = 2,3, .. ., resultara

P, x) < p(x) . p(x)

geralmente < pode ser substituido por <. O determinante de uma matriz de covariancia com-
plexa é menor ou igual ao produto de seus elementos diagonais. Se C for continua, o™ também
é, e p"(xi,...,x,) — 0amedida que a distancia Euclidiana entre x; e x ; se aproxima de O para
algum i # j, isso € determinado pela Defini¢do 2.1.2.

O Processo Pontual por Determinante tém varios resultados que enfatizam suas vanta-
gens tais como: estabilidade por restri¢dao, por complementagao e por condicionamento, ou seja,
sob estas operagdes o resultado continua sendo um PPD, além de unicidade, momentos finitos,
entre outras. Para mais detalhes ver [606].

Neste trabalho serd utilizado o kernel exponencial quadrético, um dos poucos que apre-
sentam forma analitica disponiveis para seus autovalores. Além disso, serd considerada a
decomposicao proposta por [64]. Esta proposta constroi a funcao kernel a partir de uma func¢ao

similaridade, ¢(x;, x;) € de uma fun¢do qualidade, g(x;) na forma

C(xi, xj) = q(x)(x;, xj)Cl(xj)- (2.6)

em que a funcdo qualidade, ¢g(-) : R" — R,, mensura a importancia (ou intensidade de pre-
feréncia) de um par de pontos, e a funcio similaridade, ¢(:,-) : R" — [0, 1], é responsavel pela
correlagdo entre esses pontos.

A decomposi¢do serve tanto para impor implicitamente a restri¢ao de que C deve ser po-
sitiva semidefinida quanto permitir uma interpretacao amigavel da funcao kernel e a modelagem

de forma independente da qualidade e da similaridade.
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2.2 Conjuntos L

Apesar da definicao formal de processos pontuais serem obtidas pelas densidades pro-
duto, para modelagem de dados a constru¢do mais relevante é por meio de conjuntos L. Os
conjuntos L ( L ensembles), sao um caso particular de PPD’s introduzidos por [19]. Nesse caso,
os conjuntos L nao definem um PPD através do kernel marginal como em (2.3), mas por uma
matriz real positiva semidefinida, L, indexada pelos elementos de X c X. Dessa forma, L en-
sembles modelam diretamente as probabilidades de observar cada subconjunto de X, eventos
atdmicos diretamente, o que € vantajoso para otimizagao e para a interpretacao.

No caso de espaco de estados continuo, para os conjuntos L a matriz é construida por
uma funcdo de covariancia Cy de ordem K X K com entradas C(i, j) dadas por uma fungdo
de covariancia continua C(x;, x;) € os autovalores A’s da funcdo kernel associados ao operador
fS C(x,y)h(y)dy. Além das vantagens ja citadas, as condicdes de existéncia do PPD definido
por conjuntos L se resumem a C ser positiva semidefinida, e os autovalores associado serem
limitados superiormente. A seguir, € apresentada a funcdo densidade de probabilidade de PPD

L-ensembles.

Definicao 2.2.1. L-emsembles, caso continuo
Seja o conjunto limitado S C RP no qual estd definido o processo pontual X. A funcdo
densidade de probabilidade de X = {x, ..., xx}, xx € S VY k, uma realizacdo de X, é dada por
det(Cy)

pxX) = ———,
[ Jew+1)
h

em que Cxy = C(xy,...,xx) € uma matriz de ordem K X K definida por uma funcdo kernel,

(2.7)

fungdo de covaridncia no caso real, para os pontos de X.

As quantidades Ap,, Ap,, ... sdo chamados autovalores do operador kernel (funcdo de

covariancia continua complexa) e sao indexados pelo indice multivariado h, oriundos da decom-
posi¢do espectral C(X,y) = Z Ahe(X)p(y), X,y € S X S, em que ¢(y) é o conjugado complexo
h

de ¢(y). Os valores de Aj, dependem da fungdo C(-) e seus possiveis parametros.

Uma das dificuldades relacionadas aos PPD’s em espagos de estados continuos € lidar
com suas fun¢des densidade de probabilidade, pois os autovalores A, em (2.7) sdo, geralmente,
desconhecidos. Métodos numéricos foram desenvolvidos para se obter resultados aproximados
para tais funcdes densidade [66].

Considerando o modelo de mistura finita via PPD apresentado em (2.1), a distribui¢do a
priori de u|C) ~ PPD(C), € dada por

det(C,)
p(ulo, o) = m—”,

[ Jew+D)
h=1
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com g = {uy,...,ux}, ix € RP V k. Esta fung¢do densidade de probabilidade é definida
pela funcdo de covaridncia que pode assumir muitas formas, contanto que mantenha as ca-
racteristicas que a definem como tal. Na Secdo 2.3, serd detalhada a funcdo considerada neste
trabalho.

2.3 Kernel Gaussiano

O Kernel Exponencial Quadratico ou Kernel Gaussiano é amplamente conhecido ndo
apenas na definicao de PPD, mas em Processos Pontuais em geral. Sua utilidade € muito rele-
vante devido as suas propriedades analiticas entre elas a facilidade de se obter os seus autova-
lores por uma forma analitica fechada [2, 39].

Neste trabalho, serd utilizado o Kernel Exponencial Quadratico definido por [118] consi-
derando a decomposi¢ao proposta por [64] em que ambas, as funcdes qualidade e similaridade,

sdo definidas a partir da distribui¢do normal.

Definicao 2.3.1. Kernel Gaussiano

Sejam p, = (Uxt,- .. Mip) € 1y = Wiy .., tp) € B € RP. O kernel Exponencial
Quadrdtico do PPD assume forma Cgp o2 (py, p;) = q(p )y, )q(p,) em que a fungdo de qua-
lidade, q(-), ¢ dada por

D 2
1 Hid
q(uy) = exp{ — —}, (2.8)
1‘;[ \/ﬂaq 207,
e a fungdo similaridade é dada por
D
_ )2
() = exp{ -y e (2.9)
d=1

Os autovalores do Kernel Exponencial Quadratico, Defini¢cao 2.3.1, sdao conhecidos e

podem ser obtidos em funcdo de 6 e o utilizando a férmula

D/2 SR (hg=1)
2a b =
A = 2.10
" (a+b+c) (a+b+c) (2.10)
1 1
emquea = —,b=—ec= Va*+2ab e, ainda, h = (h,...,hp) é um indice multivariado

402’ 6?
. ~ 4q , . .
de dimensdo D com componentes, h,; € Z/*, que representam o ndmero de autovalores iguais.

A partir das expressoes (2.8) e (2.9), o kernel C(u;, ;) = q(u)e(py, p)g(1;) assume a

seguinte forma

6> + 2072 o)
( q)(ﬂid n :Uzzd) _ ,de,uld]}. @2.11)

20262 =

D
Co.oo (o 1) = Qro) PP exp{ -

d=1
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Para o kernel Gaussiano a fung@o intensidade, p(y,), e a fung@o correlagdo par, g(u;, ;) =
1- [C(yi;uj)z]/[p(yi)p(pj)], sdo dadas por

D 2
) = [g@ T = ro?)™” exp{ - ”—k;’}
q

d=1

2 (Hkd — Hia)*
kd — MlId
gy py) =1 —<P2(Ili,ﬂj) =1 —exp{—Z E T}
d=1

O valor do kernel depende da fun¢ao similaridade e da funcao qualidade. A funcdo qua-

lidade controla a ocorréncia de pontos, por estar relacionada a fungdo intensidade do processo.

2
q

pontos no espaco em torno da média.

Consequentemente, o parametro o controla a variabilidade e a extensdo de ocorréncia desses

A funcgdo qualidade utilizada neste trabalho é o produto de densidades da distribui¢ao
normal centrada em zero e com variancia 0'3. Mudangas na locagdo desta fun¢do podem levar
a melhores estimativas. Por exemplo, no contexto de estimagao de densidade poderia ser mais
eficiente centrar a distribuicdo na média dos dados. Mas, no contexto mais geral, em que os
parametros representam efeito de covaridveis, manter a média zero faz mais sentido por que,
geralmente, € melhor permitir que os efeitos possam ser negativos ou positivos. A mudanga na
médias das fun¢des normais utilizadas em ¢(-) tem a vantagem de ndo alterar os autovalores do
kernel Gaussiano [54].

A funcdo similaridade se refere ao relacionamento dos pontos entre si. Essa func¢do
carrega a estrutura de repulsdo e seu parAmetro 6° pode ser utilizado para ajustar a distancia
minima de ocorréncia entre os pontos. A relacdo entre esses dois parametros € discutida na
proxima secao.

A funcdo densidade de probabilidade dada em (2.7) € obtida para o kernel Gaussiano
substituindo os elementos da matriz Cx pelos valores da fun¢do dada em 2.11. Uma forma fe-
chada para o determinante ndo € acessivel para a maioria dos casos, devido a necessidade de re-
cursao no célculo para matrizes de dimensdes maiores. Apesar disso, € possivel ilustrar o com-
portamento da funcdo kernel Gaussiana para o caso bidimensional considerando um vetor de
médias u = (ua, U, fcs Up» e, ) = (=6,22; =7,63); (=3, 14; -8, 82);(=8,32; 2,17); (=5, 10;
5,11);(0,36; 0,35); (9, 11; —0,49)), por exemplo. A configuragdo dessas médias no plano bi-
dimensional pode ser conferida na Figura 2.1. A mudanca de comportamento da fun¢do kernel
para o caso D = 2, a partir da varia¢do dos valores de 6 e o-f] ¢ apresentada na Figura 2.2.

Na Figura 2.2, os quadriculados mais claros possuem menor valor para a fun¢do kernel,
ou seja, uma menor covariancia entre os pares de médias da linha e da coluna a qual se associam,
assumindo valor zero na cor branca. Enquanto os quadriculados mais azuis escuro mostram
maior covariancia representadas pela fungdo kernel entre as médias.

Identifica-se que, em todos os graficos da Figura 2.2, o quadriculado mais escuro € o da

diagonal referente a média E, assumindo o maior valor de covaridncia em cada um dos nove
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Figura 2.1: Vetor de médias usado como exemplo para ilustrar o comportamento da fun¢do
kernel Gaussiana.
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Fonte: Elaborado pela autora.

casos mostrados. Esta é a média mais proxima da origem, Figura 2.1, portanto tem o maior
valor de fun¢do qualidade. Isso acontece porque as distribui¢des normais utilizadas em ¢g(-) sdao
centradas no zero, ponto de maximo para a funcao.

Valores menores de #* impdem uma estrutura de covariancia préxima a independéncia
(ndo correlacdo) como pode ser visto nas Figuras 2.2a, 2.2b e 2.2c. Enquanto valores maio-
res de 6> impdem maior covariincia, consequentemente, maior dependéncia entre os pares de
médias: mais quadriculados com cores mais azul escuras fora da diagonal como nas Figuras
2.2g, 2.2h e 2.2i. Além disso, quanto maior os valores de 02 maiores sao as covariancias em
geral, comparando relativamente ao quadriculado mais azul em cada grafico.

A Figura 2.2 mostra também que os pares de médias mais préximos sdo os que apresen-
tam valores maiores da fungdo kernel no PPD com o kernel Gaussiano. Por exemplo, na Figura
2.2f, os pares de médias A e B com distancia 3,3; ¢ C e D com distancia 4,4 que sdo 0os mais
proximos entre si, tem quadriculados com azul mais escuro. Enquanto o par de médias C e F
com a maior distancia 17,6, possui valor da fun¢do kernel praticamente nulo.

O calculo analitico e a visualizagao geral da funcdo densidade em dimensdes maiores é
comprometida em funcdo da limitagdo tridimensional. No entanto, é possivel mostrar o com-
portamento utilizando as curvas de niveis da funcao.

Os PPD’s oferecem muitas vantagens praticas, tais como: serem processos pontuais
regulares [73], apresentarem auséncia de ocorréncias multiplas, possuirem todos os seus mo-

mentos finitos e propriedades de suavidade. No entanto, existem muitas dificuldades em termos
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Figura 2.2: Matriz de calor da fun¢do kernel, considerando o vetor de médias (ua, ug, tc, Up,
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de estimacgdo dos seus parametros. Num caso geral continuo, seria necessario estimar a fungdo

kernel para todos os possiveis conjuntos de pontos do espaco de estados onde o processo é

definido.
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2.4 Distribuicao a priori de u

No entanto, para o caso bivariado g = (u;, ;) pode ser obtida a func¢do densidade pro-
druto de ordem 2.

A distribui¢io a priori marginal para u|(6°, 0'2) ¢ obtida da distribuicdo dada em (2.7).
Isto implica no célculo do determinante, ou seja, um cdlculo iterativo que depende da dimensao
da matriz C. Na préxima defini¢do, serd apresentada a distribui¢do a priori marginal para
1|(6%, 0'3) no caso bivariado, g = (p;, 1;), em que cada média € um vetor D-dimensional, p; =

Uity - - 5 HiD)-

Definicao 2.4.1. Densidade Marginal a priori para u
A densidade produto de ordem 2, marginal, para p = (u;, 1), € dada por

pulb, o) o« ae’[1-e], (2.12)
1 \2p D\ wg+ ﬂ?d 2\ (tia — p1ja)?
emquea=—— b= ——)ec=2 —_—
() o= B =2 3 2

Figura 2.3: Curvas de nivel da distribuicdo marginal de u, caso unidimensional, utilizando o
kernel exponencial quadritico para 6 = 25 e o7, = 12,5.

(a) 6 = 5e o, = 100. (b) 6> =50 e o7 = 100. (c) 6> =100 e o = 100.
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Considerando D = 1, a Figura 2.3 mostra o comportamento da distribuicao marginal a
priori de p para o kernel Gaussiano no caso bivariado, duas médias. As curvas de nivel sao
mostradas para dois valores de 0'5 e trés valores de 6>. O comportamento bimodal fica evidente,
e é esperado por serem duas médias. Além disso, as regides mais claras (modas da distribui¢do)
tendem a serem mais afastadas com o aumento do valor de 6° isso ilustra o comportamento
repulsivo do PPD. As regides mais escuras sdo de baixa densidade, ou seja, a probabilidade de
duas médias muito proximas ocorrerem conjuntamente nesta distribuicdo é quase nula. Além
disso, a regido mais clara aumenta de tamanho a medida que o valor de 0'(21 aumenta, tornando
possivel a ocorréncia das médias em regides maiores, mas ainda distantes de acordo com o valor
de 6*. Se houver interesse em diminuir a repulsio valores de 8 — 0 sdo interessantes. Dessa

forma, um estrutura préxima a indepenéncia serd obtida.

2.5 Equilibrio entre a intensidade e a repulsao

Segundo [8], um PPD vélido s6 € possivel se houver equilibrio entre a intensidade de
ocorréncia de pontos e o intervalo de repulsdo neste tipo de kernel. Considerando um func¢éo
(x-y)*

intensidade, p(x), e a funcdo de correlagdo R(X,y) = exp{ — T} um PPD definido pela

funcao kernel

C(x,y) = VpX)p(Y)R(X,y)

é valido se

1
p(x) < v (2.13)

No contexto do kernel de similaridade Gaussiano em (2.11), 8 € parametro de escala
e pode ser interpretado como a distancia minima entre os pontos para que uma probabilidade
razodvel de ocorréncia seja obtida em um espaco limitado. Dessa forma, grandes valores de 6,
exigem pontos separados por uma grande distancia e num espaco limitado isso pode inviabilizar
probabilidades positivas de ocorréncia de pontos.

Assim, é necessario impor um limite & funcdo intensidade p(-) = ¢*(-) e a fungdo qua-
lidade ndo deve ser considerada independente de 6%>. Nesse sentido, considerando a funcao
intensidade definida em (2.4) é possivel definir uma condi¢do que garanta a validade do PPD.
A proposta fornece um meio de relacionar os parametros do kernel exponencial com equilibrio
entre a funcdo intensidade e o parametro de repulsdo, 6. Na proposicao é obtida uma condi¢@o

para se ter um PPD valido com kernel exponencial quadrético.
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Proposicao 2.5.1. Considerando que para o kernel exponencial quadrdtico a fungdo intensi-
dade é dada por p(u) = ¢*(1), a restricdo que garante um PPD vdlido para o modelo proposto

em (2.7) e (2.2) com o kernel exponencial quadrdtico é dada por

2no2)P
03923( ) . (2.14)
T

A condicdo em (2.14), para D = 2, torna-se 0 < 6> < 47r0'2 e,paraD=1,60< 6> < 20'3. Esta

condi¢do serd considerada no processo de estimagao ao longo desse trabalho.
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Capitulo 3

Modelo de Mistura Normal Independente
via PPD

Neste capitulo, serd considerada a familia de distribui¢des Normal/Independente (NI) para a
modelagem do comportamento das observacdes em um Modelo de Mistura Finita (MMF). Além
disso, o Processo Pontual por Determinante (PPD) € utilizado como distribuicao a priori para
o parametro de escala. O objetivo € obter boas alocacdes dos individuos aos grupos latentes
representados pelos componentes da mistura a que pertencem. O ganho em flexibilidade pro-
porcionado pela NI permite acomodar o comportamento disperso de observacdes mais afastadas
e ainda mantém caracteristicas analiticas vantajosas em relagcdo como sua estrutura estocastica
que ajuda a obtencdo de infeR6encia a posteriori por conjugacdo de familias de distribui¢des
conhecidas. Alem disso, foi implementado um algoritmo de Monte Carlo para estimacao de

todos os parametros do modelo, inclusive do kernel Gaussiano.

3.1 Introducao

Com a quantidade de dados geradas na atualidade € comum observar conjuntos que
apresentam outliers e caudas pesadas. Problemas praticos que envolvem classificagdo e agru-
pamento ocorrem nas mais diversas areas. Desde aplicacdes em marketing digital, reconheci-
mento de imagem para diagndstico e acompanhamento de doengas, até controle de pragas em
lavouras e monitoramento de incéndios em florestas. Conhecida como andlise de agrupamento
(ou clustering) a teoria envolve vérios e diferentes métodos, alguns baseados em algoritmos de
particionamento como o k-médias [52] ou agrupamento hierarquico [104]. Estas heuristicas, no
entanto, t€ém algumas limitag¢des. O k-médias, por exemplo, estd mais voltado para a constru¢@o
de grupos que gozam de maior homogeneidade interna, do que para uma boa separacio en-
tre eles. Em outros casos, tais métodos sdo sensiveis a escolha de sementes de inicializa¢ao
ou de medidas de similaridade, como ocorre com o agrupamento hierdrquico, por exemplo.

Além disso, precisam de um nimero pré-definido de grupos, geralmente escolhido arbitraria-
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mente sem levar em conta o problema ou o comportamento dos dados. J4 os métodos baseados
em densidades [62] s@o algoritmos ndo supervisionados que definem grupos como uma regiao
contigua no espaco dos dados com alta ocorréncia de pontos. Estas regides sdo consideradas
separadas por outras regides com baixa ocorréncia de pontos. O principal exemplo é o DBS-
CAN ( Density Based Spatial Clustering of Application with Noise) [36], muito utilizado por
ser, segundo os autores, aplicdvel a qualquer base de dados de um espago métrico usando uma
func¢do da distancia. Estes métodos, apesar de serem muito difundidos, principalmente por sua
velocidade computacional, as vezes sdo menos interpretdveis e ndo quantificam a incerteza do
agrupamento devido a falta de uma base probabilistica. Para fornecer os elementos necessarios
a inferéncia, os modelos estatisticos sdo essenciais.

Um exemplo atual e pertinente da analise de agrupamento € o acompanhamento do plan-
tio comercial da bananeira e seu acometimento pelo mal-do-Panama. Essa praga € causada pelo
fungo de solo Fusarium oxysporum f. sp. cubense (Foc) e é considerada uma das dez doencas
mais importantes da historia da agricultura mundial [24]. Grandes prejuizos foram relatados
desde 1904 quando a raga 1 de Foc causou o desaparecimento dos plantios comerciais da vari-
edade de tipo exportacdo Gros Michel. A Unica solu¢do encontrada foi substitui-la por clones
do subgrupo Cavendish que € resistente a essa raca do fungo. Apesar de existirem inimeras
variedades de banana para cultivo doméstico, atualmente apenas a Cavendish, tem potencial
de comercio internacional. Nas dltimas décadas uma nova cepa do fungo, a Raca 4 Tropical -
R4T ( Tropical Race 4 - TR4), tem se espalhado a partir da Asia ameacando a Cavendish. Nio
existem controles quimicos da doenca e o R4T pode causar estragos irrepardveis na América

Latina e Caribe, os maiores produtores da fruta [18].

Figura 3.1: Plantio de banana em La Guajira - Colombia, dezembro de 2019.

Fonte: Projeto Bananaex, [11].

A Figura 3.1 mostra o acompanhamento das plantacdes (destacadas em amarelo) de
banana em La Guajira, um dos 32 departamentos da Colombia, onde R4T chegou no ano de
2019, os locais de infec¢do sdo destacados em rosa. O fungo foi registrado trés meses antes,

no acompanhamento de junho de 2019. O controle da praga € feito por exterminio das plantas
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contaminadas e abandono dos campos afetados. Isto ocorre com a regido abaixo da drea central
a esquerda no mapa. Uma parte dessa regido de plantil ja ndo apresenta sequer resquicios. Uma
importante contribui¢do tanto para a estatistica tedrica quanto préitica € um modelo eficiente na
determinacdo dos agrupamentos que representam os plantios afetados e que seja capaz de lidar
com as margens dessas regides quando se mostram dispersas, mas ainda pertencem ao grupo.
No entanto, modelos de agrupamento que levem em consideracdo caudas mais pesada ainda sao
poucos, [107, 82], por exemplo.

Neste capitulo, uma extensao da proposta de [118] € desenvolvida assumindo que cada
individuo pertence a um grupo ou subpopulacdo e que sua resposta tem comportamento mo-
delado por uma distribuicao da familia Normal/Independente. Além disso, foi realizado um
estudo sobre o comportamento do kernel exponencial quadratico para o modelo de mistura NI,
o que permitiu fornecer uma metodologia de inferéncia completamente Bayesiana por meio de
um algoritmo MCMC para a estimagdo de todos os parametros do modelo, inclusive aqueles
que definem o kernel. A organiza¢do do trabalho se da da seguinte forma: na Se¢do 3.2, é de-
senvolvido o modelo de mistura Normal/Independente via Processo Pontual por Determinante
(NIPPD); a Secao 3.3 detalha a estrutura do método Bayesiano utilizado; o algoritmo MCMC
para estimagdo dos parametros € apresentado na Segdo 3.4; a Se¢@o 3.5 mostra um estudo de
simulacdo em vérios cendrios; 3.6 é dedicada a uma aplicagdo pratica do modelo em dados de

plantio de banana; e, finalmente, a Secdo 3.7 expde discussdes e conclusdes do trabalho.

3.2 Modelo Proposto

SejaY =(y;,....¥y)Y,; € RP,i=1,...,N, um conjunto de observacdes independentes

de um modelo de mistura finita D-dimensional, D > 1, com K componentes cuja densidade é

dada por
K
pOy) = > wip(y 160,
k=1
em que wy, k= 1,..., K, sdo os pesos da mistura com 0 < wy, < 1 e sob a restricao Z,{il wy = 1.

A funcdo densidade, p(y|6;), do componente k € definida por uma familia paramétrica indexada

pelo vetor de parametros 6;. A densidade utilizada neste trabalho € da forma:
Pz = ko B = det (') P m) "
U; I —
X exp{ = 20— ) T (v~ 1) 3.1)

i=1,...,N, k =1,...,K, em que det(-) representa o determinante de uma matriz, g, é o

parametro de locacdo, X; € o pardmetro de escala e u; é uma varidvel misturadora. O ve-
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tor de parametros é denotado por @ = (u,X,u) com pu = (U,... . l1g), & = (Xq,...,2Xk),
u = (uy,...,uy). Para o parametro de escala, a representacdo X; = ET E’ pode ser obtida
através da Decomposi¢do em Valores Singulares ( Singular Value Decomposition - SVD) [ver
[113]] proposta por [119] para facilitar o processo de estimagdo de matrizes de variancia re-
duzindo o nimero de parametros no caso de dimensao D > 2. Neste caso, 7 = diag(ty),
com Ty = (Tx1,...,Tkp) € usado para simplificar a notacdo e £ é uma matriz ortogonal cons-
tante de dimensdo D x D. Em particular, esta decomposicdo retorna a forma X; = o2, no caso
unidimensional. Os detalhes sdo fornecidos no Apéndice A.

Além disso, serd usada a notacio w = (wWy,...,wg) e Z = (z1,...,2y), emque z; = k é
uma varidvel latente que indica que a i-€sima observagdo pertence ao k-ésimo componente da
mistura, k=1,...,K.

O Modelo de Mistura de distribui¢cdes Normais/Independentes via Processo Pontual por
Determinante (NIPPD) serd desenvolvido a partir de uma estrutura modificada que conta com
uma variavel misturadora, u = (uy, ..., uy) possibilitando o uso da Familia de Distribuicdes e

suas propriedades estocasticas:

yilzi = ko, i, T i, K ...~ Np(uy,u;"ET (E'); (3.2)
P(zi = klw,K) = wy; 3.3)
W= wi,...,wx)lK ~ Dirichlet(6),6 = (6y,...,06x); (3.4)
u = (uy,...,uy) comu;n i Fypy 3.5
T = (Thts .., Tip) cOM 750 % Gama(ag, bo),k=1,...,K,d=1,....D;  (3.6)
=, ... w6, 00, K ~ PPD(C,6%,07) (3.7)

2 2\D
Plo> ~ GamaT(ay, by, 1),0% € 1 :(0;( ) ) (3.8)

T

o2 ~ Gama(ay, by). 3.9

q

Em (3.8), GamaT (a,, b, t;) indica que serd usada a distribuicdo Gama Truncada com
parametros ap, b; e intervalo de truncamento dado por ¢;.

Nesse caso, o vetor aleatorio yilz; = k, yy, X, u; tem distribuicdoo na classe NI, com
parametros de locagdo puy, de escala X; e de forma 7, ou seja, yilz; = &, ., Xp, u; ~ NI(ug; Xy;
Fuy.), e sua distribui¢do tem fun¢do densidade de probabilidade dada em (1.2). A média e a

variancia da distribuicao na classe NI sdo dadas, respectivamente, por
Elyilzi = koo Do wi]l = e € VIyilz = kot Do ;] = E(u; )Zy.

A escolha do comportamento probabilistico de u; leva a diferentes distribui¢des para yj.
A seguir serdo apresentados trés exemplos, e para simplificar a notagcdo a dependéncia de z; = k

e os indices i, k serdo omitidos.

1. Se uln ~ Gama(n/2;n/2) entdo y tem distribui¢do ¢ de Student multivariada com parame-

tros de locagio u € RP, de escala X € RP*P e com graus de liberdade 1 > 0. Sera usada a
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notacdo T),(u; X;n7) e sua f.d.p. é dada por

fylp,E,u,r](Y) =

)

I'((n+ D)/2) (y — ) 5 P
[Z[12AP2T (5/ 2)nPr 7

paran > 2, em que a matriz de covariancia de y é dada por

VIy] = (L)z paran > 2.
n-—2

2. Se uln ~ Beta(n,1) entdo y tem distribuicdo Slash multivariada com parametros de

locacio u € RP, de escala £ € RP*P e forma n > 0. A notagio y ~ SLp(u,X,n)

serd usada e sua a f.d.p. dada por

1
Suzun(y) =1 f U i (ylp, u ' E)du,
0

em que ¢(-) € a funcdo densidade da distribuicdo Normal e a matriz de covariancia de y é

dada por
n

Viyl = (—)Z, paran > 1.
n—1
3. Se fip) = mlyzy, + (1 — n)1y=1) entdo y tem distribui¢do Normal Contaminada
multivariada com parametros de locacao u, de escala X e em que 7; e 17, sdo parametros

de forma, a nota¢do utilizada serdy ~ NCp(u, X, 11, 1m,) € cuja a f.d.p. é dada por
Fouzamm ¥ = mép(yle,m5'Z) + (1 = 1)¢p(p, X)

e a matriz de covariancia de y é dada por

Viyl = (ﬂ +1- m)z.
Upl

Sem perda de generalidade, neste trabalho, serd mostrado o caso em que u|n ~ Gama(n/2
n/2) resultando em y;|z; = k, pu; ;1 ~ Tp(py; Xi; 1), distribuigdo ¢ de Student com 7 graus de
liberdade. Assim, o vetor g, serd o parametro de locagdo e a matriz X; serd o pardmetro de es-
cala. Para obter os demais modelos probabilisticos apenas serd necessario mudar a distribui¢cdo
Fyp.

Dessa forma, as principais diferengas entre o modelo (3.2) - (3.9) e o de [118] se devem
a representagdo estocastica da familia NI [65], definida em (1.2) e a estrutura dependéncia dos
parametros 6> e 0'31 proposta e desenvolvida nesta tese e que serd mais detalhada na Subsecdo
3.2.1. Esta extensao resulta num modelo mais flexivel que permite caudas pesadas para o
comportamento estocdstico das observagdes, além de uma melhor estimacdo do pardmetro de
locacdo em consequéncia da estimg¢do dos parametros do Kernel.

A metodologia completamente Bayesiana implica que as quantidades desconhecidas

K,z,w,u, 6%, 0'5, u, 7 devem ser estimadas a partir de distribuicdes a posteriori , no entanto,

2
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para isso € necessario a definicao de distribui¢des a priori adequadas. A densidade conjunta de

todas as varidveis mencionadas no modelo € dada por

p(K,z, w1, 6", 0,0, T,y) = p(K)p(WIK)p(zlw, K)p(ul6*, o, K)p(6°|o)
X p(o)pp(T1K). (3.10)

Algumas consideragdes sobre as distribuicdes de probabilidade a priori sao apresentadas
a seguir enquanto os cdlculos relacionados estdo no Apéndice A. A distribui¢do a priori do
parametro de locag@o necessita de uma caracterizacdo maior assim serd apresentada na Se¢do
3.2.1.

A maioria das distribui¢des a priori consideradas para os parametros do Modelo de
Mistura NI em (3.2) sdo bem conhecidas e com informagdes consolidadas como € o caso do
indicador de alocagdo, z = (zy,...,2y), € sua distribuicdo a priori discreta, independente e
identicamente distribuida para cada individuo i: P(z; = klw,K) = w,i = 1,...,Nek =
1,...,K; com Z,If:l P(z; = klw,K) = Z,Ile wr = 1. O mesmo ocorre com os pesos dos gru-
pos, w = (wy,...,wg), a priori, sdo identicamente distribuidos para todos os individuos e sua
distribuicdo depende apenas de K, o nimero de grupos para definir sua dimensdao: w|K ~
Dirichlet(9), com 6 = (6y,...,0k), 0, > 0,i=1,...,K.

Sobre a varidvel misturadora, ele € o que garante maior flexibilidade para o modelo em
termos de caudas pesadas. Seus componentes u = (uy,...,uy), sdo considerados, a priori,
independentes entre si e dos demais pardmetros do modelo. E exigido que u; seja positiva,
i =1,...,N. Sua distribui¢do, neste caso, € dada por: u; i Gama(n/2,n/2).

A matriz escala, ET E’, é uma decomposicao SVD em que E é uma matriz ortogonal
constante, 7, = diag(t;) é matriz diagonal de autovalores, dados por 7, = (741, ..., Tkp). Dessa
forma, a estimacao se resume as componentes do vetor 7; que sao considerados independentes

a priori.

3.2.1 Processo Pontual por Determinante

O vetor escala é modelado a priori por um Processo Pontual por Determinante. Um
processo pontual representa o comportamento de uma configuragdo aleatéria de pontos espago
limitado que € determinado principalmente pela sua densidade produto e funcao intensidade
definidas no Capitulo 2.

Para o modelo dado em (3.2)-(3.8), o parametro de escala u = (uy, ..., 1ux)lK, 6, 0'2 ~
PPD(ng,Ué), distribucdo do PPD para conjuntos L. A distribui¢do depende da fungdo kernel,
C, que por sua vez é indexada pelos hiperparimetros 6° e 0'3 e do nimero de grupos, K. Sua

func¢ao densidade de probabilidade € dada por
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det(Cp o3 (1))
[ @ o2 +1)

h

p(ule*, o2, K) = (3.11)

em que Cg ,2(p0), ¢ uma matriz kernel, K X K, para a qual seus elementos sdo obtidos a partir
do kernel Gaussiano detalhada na Definicao 2.3.1 (Secao 2.2, Capitulo 2). Os elementos da
matriz ng’(,g(,u) serdo representados por Cy; = q(u )i, gy, kel € {1,..., K} em que g(-)
e ¢(-,-) sao definidas em (2.8) e (2.9), respectivamente.

Utilizando a particdo g = (u_y, j1), em que p_, = {p;}jz4, € 0 vetor g sem a k-€sima

componente, a matriz Cy (1) pode ser particionada da seguinte forma

Clu_,puy) Clu,p )
Clup )  Clepy) |

e seu determinante pode ser obtido usando uma identidade de Schur (detalhes em (A.2) no

Cor, () = (3.12)

Apéndice A). Dessa forma, além da distribuicdo a priori do vetor u, pode-se considerar a
distribui¢do a priori condicional de uma de suas componentes, y,, dadas as demais, y_, =

{u j} Jjke
Para y,, o k-ésimo componente do vetor y, o nicleo da sua distribui¢do condicional é

p(ﬂk'ﬂ—ka 03 O-q’ K) & C,le - C(Ilk9 ﬂ—k)c;}kc(llka I'l—k),7 (3 13)

em que C,, = C(uy, p;) € umescalar, C,, , = C(u_;, u_;) € matriz (K — 1) X (K — 1) e C(uy, p1_;)
€ vetor 1 X (K — 1) composto por C(gy, p1)), j # k.

Segundo [8], o parAmetro 6* controla a repulsdo em um PPD, determinando uma dis-
tancia minima para que os pontos sejam validos como realizagdo do processo. A partir disto,
os autores apresentaram uma limitacao para o caso em que a funcdo intensidade é constante
garantindo assim o que chamam de validade do PPD. No entanto, o PPD com kernel Gaussiano
definido em 2.3.1 ndo possui intensidade constante.

Uma das contribuicdes desta tese € trazer para o contexto do PPD com kernel Gaus-
siano a garantia de equilibrio entre a intensidade de ocorréncia de pontos que € influenciada
diretamente pelo parametro 0'5 (funcdo qualidade) e o intervalo de repulsido controlado pelo
parametro 67 (funcdo similaridade).

Dessa forma, uma condicao que garante a validade do PPD para o kernel utilizado no
modelo (3.2)-(3.8), considerando uma fun¢do qualidade nos termos de (2.8) através de sua

funcio intensidade p(u) = ¢*(u) é fornecida na Proposicio 3.2.1.

Proposicao 3.2.1. Restricdo do Kernel Gaussiano.
A existéncia de um PPD vdlido é garantida se [p(t)] < 1/(n6*),¥ t € B C RP. Para o

modelo proposto em (3.2) - (3.8) com o kernel exponencial quadrdtico a restri¢cdo é dada por

0 <6 <Qop)Pr".
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A Proposig¢ao 3.2.1 foi desenvolvida pela autora, bem como sua prova presente no Apéndice A.
Em particular, para os casos de dados unidimensional e bidimensional, pode ser mos-

trado que
e se D = 1, arestrigdo serd dada por 0 < 6* < 207,
e se D = 2, arestri¢do serd dada por 0 < 6> < 40'371

Pela Proposicdo 3.2.1 fica claro que 6* e 0'3 ndo podem ser considerados independen-
tes. Devido a restri¢ao, os parametros do kernel sdo considerados dependentes a priori sendo

modelados a partir das distribui¢des Gama Truncada e Gama, respectivamente:

&l ~ Gamar(a,, by, 1),6° € 1, = (0; (20'2)D7TD’1) (3.14)
e

o, ~ Gama(ay, by), o, > 0, (3.15)

comt, = (0; 2o?)PrP _1) sendo o intervalo em que p(6*lo;) > 0. Assim, a densidade de 6* é

dada por
2 2 2l 2 2\D_D-1
0 =——0<6" <2 -,
PEI) [y(ai, b1, 1) (o)
em que [';(a, B, x) = 6" 'e?dp é chamada Fungio Gama Incompleta Inferior. E a densi-
{Oex}
ap
2 . n_ P2t b 2 . 2y _ @&
dade de o, € dada por ploy) = @aqz e, 0, > 0, ou seja, E(oy) = b_2

Definidas as distribui¢des a priori, passaremos a determinacdo das distribui¢des condi-

cionais completas essenciais a inferéncia do modelo.

3.3 Estrutura Bayesiana para o modelo de mistura NIPPD

Inicialmente temos a fungdo de verossimilhanca de y;lz; = k,puy,, 71, K ... ~ Np(i,
u;' ET E’) dada por

K
LzpuT.K..) = [|]]det@ ETE) " @mP?
k=1 i:z;=k
Ui ’ ’N—
X exp{ ~ —(y; — ) (ETAE) (v - ) (3.16)
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Para a particdo z = (zy,...,2zy) a distribuicdo a priori e a posteriori sao discretas. As
componentes z;,i = 1,..., N sdo consideradas independentes e sua distribuicao é obtida direta-

mente pela normalizagdo do nucleo abaixo

plzi=kl...) <« pzi=kLz,uu,xK,...)
Mk M_D/Zdet(E‘TkE')_]/2

(zﬂ-)nkD/Z i
U I—
xexp{~ 2 (v~ )T (v~ 1) (3.17)
A constante de normalizacao € obtida pela soma das quantidades acima paratodok =1,...,K

para cada um dos individuos.
Para os pesos w a distribui¢do Dirichlet é de familia conjugada a considerada na funcao

de verossimilhanga, assim a sua distribuicao a posteriori € dada por

N
POWL...) ~ Dir(8 + ny,..., 6 + n), em que m = Iy, (3.18)
i=1

Os autovalores da matriz escala possuem distribuicdo Gama a priori que é de familia

conjugada a Normal na verossimilhanca. Assim,

ey >y, = ) (¥, = )ea

— —(a —1)—n — it ,':k _
(Tl ) T exp { ~ (bo/DTig — — > rk;}-
Logo,
_ aop + ny by + €S ey )
... ~ Gama( , L), emque S = D wily, —p)y—m) . (3.19)
2 2 i:zi=k
Para as varidvies misturadoras, uy, ..., uy, a distribui¢do a priori é da distribuicao Gama

que € conjugada a familia Normal na verossimilhanga

_ —u: u, ’ I\ —
Pl e u* Ve udexp { = Sy, - ) (ETGE) (v~ o))

Logo, a distribui¢ao condicional completade u; ,i = 1,...,n, € dada por
+D n+S;
pul...)~ Gama(’7 7 1 > ) (3.20)

em que S; = (y; — ) (ET (E)' (¥ = 1e)-
Com respeito ao vetor de parametros de locacdo yu, sua condicional completa € des-

conhecida. Assim, é necessdrio utilizar o algoritmo de Metropolis-Hastings para amostragem
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indireta desta distribuicao. O nucleo da condicional foi obtido e € apresentado abaixo.

pul...) o« det(Cos, ()L(z,pu, 0, L, K, ...)

K
o< det(Cor, () | | exp{- %(uk ~ M)V (e~ M), (3.21)
k=1

em que My = [ Y. ui]_l( Dk UiYi) € Vie = [ Xisak ui]_](E T «E). Neste caso, a verossimi-
lhanga se torna o nicleo de uma normal D-dimensional com média M, e matriz de variancia Vj,
ul...~ Np(Mg, Vi).

Assim como na distribui¢do a priori, a identidade de Schur pode ser usada sobre a
parti¢do (3.12) da matriz Cy, (u) para decompor o determinante que aparece em (3.21) p(y| . ..)
considerando Ay, = C(uy, p;). A menos das constantes que ndo dependem do k-ésimo com-
ponente do vetor de médias, o nucleo da distribui¢cdo de probabilidade condicional de y,,
k=1,...,K, édada por

Piyl...) o (Cuk - C(llk,ﬂ_k)C,IlkC(ﬂk,ﬂ_k)’)

x exp(- %(,uk — M) Vi (1 - My, (3.22)

em que Cy, = C(p ) € Cp, = CQu_y, p_y), com p_y = {1} jar.
Para os parametros do kernel as distribui¢des condicionais completas sao dadas por

det(C,ué)(r )
— e 6*|o2), (3.23
T @ o2 + P01 )

P& :

=
det(Cp,v,G,O'q)
[Tt (0%, 09) + 1)

2\D/2
em que 92|0'f] ~ Gamar(ay, by, t,),0* € t| = (O, Qo) ) o

ploy]..) p(ol67), (3.24)

(CAY N

em que 0'3 ~ GamaT(az,bz,tz),Gg Et = ( Vor

, 00). Assim como a distribui¢do conjunta é

dada por

p@.oll..) = p@lo,..)p@;)..)

det(Cpg2 2)
[T (@2, 02) + 1)

Para a maioria dos parametros é possivel amostrar diretamente das condicionais com-

p(&lo)p(o). (3.25)

pletas. A excecdo sdo os parametros de locacdo e do kernel que terdo amostragem realizada via
Metropolis-Hastings com a distribuicdo normal como geradora de candidatas. A amostragem
dos parametros do kernel serd realizada conjuntamente em bloco devido a sua correlacdo. No
que concerne a implementag¢do computacional do modelo proposto, os detalhes serdo abordados
a seguir na Subsecdo 3.4. Detalhes sobre a obtencao das distribui¢des condicionais completas

sdo fornecidos no Apéndice A.
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3.4 Algoritmo MCMC para o MNIPPD

O algoritmo MCMC para estimacdo dos parametros do Modelo de Mistura NIPPD
¢ composto de passos de Metropolis-Hastings [53], para o pardmetro de locacdo e para os
pardmetros do Kernel, e passos de Amostrador de Gibbs [45] para os demais parimetros. E
considerado um valor maximo para o nimero de grupos, K, para o Modelo de Mistura Finita.
No entanto, dependendo do processo de alocacdo, controlado pelo parametro z, alguns grupos
podem estar vazios em um conjunto de iteracdes. O que € perfeitamente natural, afinal o verda-
deiro nimero de grupos deve ser alcangado pelo modelo e espera-se que seja menor que K.
A amostra a posteriori para K, é dada pelo nimero de grupos nao vazios nas iteracoes. Desta
forma, mesmo para os grupos vazios, sdo gerados valores para todos os parametros a partir
das distribuicdes a priori, possibilitando assim que individuos sejam alocados nestes grupos em
outras iteragoes.

No algoritmo serd utilizado K., = 2log(N), N nimero de observagdes. O valor de
Ky = N seria o melhor, mas aumenta consideravelmente o custo computacional e pode gerar
erros numéricos. A funcdo log diminui o valor de K,,,, em relacdo a N consideravelmente,
e o dobro desse valor é uma alternativa mais conservadora. No entanto, se um ajuste inicial
mostrar muitos valores proximos ao maximo este pode ser aumentado para garantir a eficicia
na estimacao de K.

Como muitos modelos de mistura este sofre com a troca de rétulos dos clusters ge-
rados, problema conhecido como label switching. Para verificar a convergéncia das cadeias
a ordenacdo das medidas de locacao foi utilizada. Mas para a verificagdo da eficiéncia da
alocacao foram construidas cadeias para cada individuo utilizando os z;’s e as estimativas em
cada iteragdo.

Nesse trabalho 7 é considerado um hiperparametro, no entanto, uma anélise de sensibi-
lidade € construida para a escolha do melhor modelo segundo seu valor. Os valores utilizados

foram:
e 17 =2,1; que é um menor valor para que exista média e varidncia no modelo ¢ de Student;
e 717 = 5; valor que ainda fornece caudas pesadas;
e 717 = 100; uma aproximacao da distribuicao normal.

O algoritmo do MCMC consiste nos seguintes passos:

1. Inicializacdo das cadeias:

a) Kyux = 2[log(N)1;
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b) Calculo da matriz E, a partir da decomposi¢do SVD da matriz de covariancia dos
1 < _ _
dados: S = —— Yi—YTYi—Y;
ados N1 ;( ) ( )
c) Utilizar o método k-médias para fornecer valores iniciais de z@, w®, u® serdo os
centroides dos grupos;
d) u®=(1,1,...,),79=q,1,...,1),

e) §%0, 0'5(0), consistentes com a distribui¢do a priori ou de acordo com seus estima-
dores de momento:
6*©: mediana da distancia Euclidiana dos dados e

0'3(0): numero de observac¢des por unidade de volume ocupada pelos dados.

2. Atualizagao da alocacdo, z?l), i =1,...,N viadistribui¢ao condicional completa (3.17);

a) Obter a distribui¢do de z para cada individuo, P(z; = k),k = 1,..., K, a partir da
condicional completa em (3.17).

b) Amostrar da distribui¢do do item (a), uma alocagdo para cada individuo armazenado
no vetor z.

3. Atualizacdo do vetor de pesos, w, via distribui¢do condicional completa em (3.18);

a) Calcular tamanho dos grupos, ny, ..., ng, a partir de z;

b) Amostrar da distribui¢do condicional completa (3.18), atualizada pelo tamanho dos
grupos;

¢) Grupos vazios possuem n; = 0, assim seus pesos sdo gerados como os demais
componentes na distribuicao Dirichlet, mas com os parametros definidos a priori.

4. Atualizagdo da matriz escala Xy = ET E’.

a) Atualizar os autovalores da matriz escala, ng), k=1,....,Ked =1,...,D, via

distribui¢ao condicional completa em (3.19);

b) Calcular a matriz escala a partir de £, = ET (E’.
5. Atualizagao da varidvel misturadora, u,

a) Calcular S; = (y, — ,) (ET +E")"'(y; — u;) para cada individuo;

b) Amostrar da distribui¢ao em (3.20) para cada individuo.

6. Atualizacdo dos componentes do vetor de locacdo, u = (uy, . . . , iix), na m-ésima iteracao.

a) Obter um valor proposto yﬁ(”), novo, para k = 1, a partir de uma distribuicao N D(pj{"’_]),
2

2 I, em que y(k") ¢ o valor do componente na (m — 1)-ésima iteragdo, antigo, 0,

0-[77'0
€ a variancia da proposta.
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b) Calcular a probabilidade de aceitaciao do valor proposto

i. Se o grupo k estd vazio, n; = 0, entdo a probabilidade de aceitacdo € baseada

no nucleo da distribuicao a priori dada em (3.13);

Cuor = C” )G Cu” Y

(o)  (m)
p(ﬂk s My, ) = o 5
Cuo = C )G Y

ii. Se o grupo k € ndo vazio, n; > 0, entdo a probabilidade de aceitacao é baseada

no nucleo da distribuicao condicional completa a posteriori em (3.22):

Cun = cwz"%u_k)c,;}kcw;”),u_k>'l
r
Cuor = Cly”, ﬂ_k)CI;_lkC(”](CO)’ Ty

P, m") =

W™y . ..
em que [r = 1(;;2’)) € a razdo das verossimilhangas calculadas no valor proposto

k
e no valor da (m — 1)-ésima iteracdo.

¢) Amostrar p de uma distribui¢do Unif(0,1) e se p < min{l, p(y,(f),u,((”))} aceita-se

(n)
u
atual.

como valor atual da cadeia, caso contrario, repete-se o valor anterior na iteracao

d) Repetir 6.(a) - 6.(c) parak =2,...,K.

7. Atualizagdo em bloco dos componentes do kernel do PPD, Gxm e 0'3('"), na m-€ésima

iteragao.

a) Obter valores propostos 6™ e o,"”, novos, a partir das distribuigdes 0 r0p ~ N(O" D, v))

2 2(m-1) 5 CAL 2(m—1)
€ Toiprop) ™ N(o, ,V2), em que v; € v, sdo as variancias das propostas, 6% e
Am—1) = . . ..
o'q('" ) sd0 os valores das cadeias de 6% e de 0'3, respectivamente, na (m — 1)-ésima
iteragao.

b) Calcular a probabilidade de aceitacdo dos valores propostos com base na distribuicao
conjunta do modelo (3.10) e C(-), matriz kernel calculada para os valores atuais do

parametro de locagdo, u. Para o bloco (020'5), calcula-se

det[C(u, 2, o™ TTiy ((0*@, a7 ”) + 1)
det[C(u, 62, )N TTiy (@™, ™) + 1)
pE*®, 0" g6, o))

p(6*, ) 46, 09

2(0) pn2(0) 2(n) p2(n)

2 2(n)
p*".o")

em que ———5~ € a razdo das prioris conjuntas dadas em (3.25) calculadas nos
P(HZ(U),(T‘ZI(O))

q@02) |,
q(6*,09)
razio das distribuicdes propostas utilizadas para gerar valores de (6, 0'5), neste caso

valores propostos e nos valores da (m — 1)-ésima iteracdo. Enquanto

distribui¢des normais truncadas no zero.
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¢) Amostrar p de uma distribuicio Unif(0,1) e se p < min{l, p((UfI((’),GfI(")), (03("),

2 . 2 ) L.
Hq("))) aceita-se o bloco 8°™ e 0'q<") como valores das cadeias, caso contrario, repetem-

se os valores anteriores na iteracao atual.

8. Repetir os passos 1 — 7 até obter m iteragdes.

O algoritmo foi implemenado no R [91] e as rotinas computacionais estao disponiveis no
Apéndice B. Nas Secdes 3.5 e 3.6, o algoritmo € utilizado para o ajuste do Modelo de Mistura
NIPPD, para estimagdo de densidade em dados simulados e em uma aplicacao real em dados

de plantio de banana, respectivamente.

3.5 Dados Simulados

Foram considerados conjuntos de dados unidimensionais, D = 1, simulando quatro

cenarios distintos com 300 individuos cada:
a) Cendrio base: médias separadas, variancias constantes € pesos proximos;
b) Pesos diferentes, demais caracteristicas do cendrio base mantidas;
¢) Duas medidas de locacdo proximas, demais caracteristicas do cendrio base mantidas, e
d) Variancias diferentes, demais caracteristicas do cenario base mantidas.

O cendrio a) foi considerado base para os demais sendo construido com K = 3 grupos,
pesos w =(0,30; 0,35; 0,35), u = (18,35,55), u; ~ Gama(5/2,5/2), ou 5 graus de liberdade,
o?=(1,2;1,2;1,2).

Tabela 3.1: Cenarios simulados.

Cenirio u o’ w u N

a (18,35,55) | (1,2;1,2;1,2) | (0,30;0,35;0,35) | Gama(5/2, 5/2) | (97; 102, 101)
b (18,35,55) | (1,2:1,2:1,2) | (0,5;0,3;0,2) | Gama(5/2,5/2) | (152395, 53)
c (18,25,55) | (1,2;1,2;1,2) | (0,30;0,35;0,35) | Gama(5/2, 5/2) | (97; 102, 101)
d (18,35,55) | (5,0;7,0;15,5) | (0,30; 0,35;0,35) | Gama(5/2, 5/2) | (97; 102, 101)

As cadeias do MCMC foram obtidas com 50000 iterag¢des, aquecimento de 10000, saltos
de 20 observagdes resultando em uma amostra de tamanho 2000. Para as distribuicdes a priori
foram considerados os seguintes valores de hiperparametros: 6 = 1, equivalente a distribui¢ao
uniforme a priori para os pesos das componentes, ay = by = 0,01, equivalente a uma priori

vaga (sem média ou variancia finita) para os parametros de escala 0',%, k=1,....K, Ky = 6



3.5. Dados Simulados 50

Figura 3.2: Histogramas e fun¢des densidade dos cendrios simulados pelos dados artificiais. As
observacdes sao representadas pelos tragos verticais (|) abaixo, no eixo horizontal.

(a) Cenario base. (b) Cendrio com pesos diferentes.
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Fonte: Elaborado pela autora.

e n = 5. A convergéncia foi verificada por teste de Geweke e funcdo de autocorrelagcdo, os
graficos relacionados bem como as taxas de aceitacio sdo apresentadas no Apendice B.

Para a estimativa da alocagdo dos clusters, a matriz de similaridade foi computada a
partir do modelo NIPPD através de z. Esta matriz estima as probabilidades de dois individuos
quaisquer do conjunto de dados estarem no mesmo cluster [41]. A partir da matriz de simi-
laridade, foram calculadas trés fun¢des de perda recomendadas na literatura para determinar a
melhor particdo dos efeitos dos cursos: a Perda Variacdo de Informacgdo (VI) [78], a Perda de
Binder N-invariante (B) [14] e a Perda omARI (One minus Adjusted Rand Index), denotada
neste trabalho por ARI [114].

Sejam z e 2 duas configuragdes de alocacdo, ou seja, z = (zy,...,2y), tal que z; = k
indica que o individuo i foi alocado no cluster k. Além disso, defina K e K o nimero de clusters
em z e Z, respectivamente, e n; ; o nimero de individuos no grupo i da configuracio z que estd no
grupo j da configuracdo Z, e n,; o nimero de individuos que estdo no grupo j da configuragio
Z,comi=1,...,Ke j= 1,....K.

Perda de Binder N-invariante
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K K K
- R _ N \2 Nyjy\2 nij\2
B(z,7) = Z(W) +]Z(W) _ZZZ(N) . (3.26)
Indice de Rand (1971):
R(z,2) = ——
(z.2) = —F.
em que A € o numero de concordancias entre pares de observagdes (A + D = (g)) J4 o Indice

R — E[R]
max[R] — E[R]’

de Rand Ajustado (Adjusted Rand Index) é dado por ARI(z,Z) =
Perda Variagcao de Informacao (VI)

VI(z,Z2) = H(z) + H(Z) — 21(z,%), (3.27)

em que H(z) é a medida de entropia para a configurac¢do z e 1(z,Z) uma medida de informacado
miutua (entropia relativa ou ainda a Divergéncia de Kullback-Leibler do produto das distribui¢cdes
marginais para a distribui¢io conjunta) entre as duas configuragdes de clusters z e z’ e sdo dadas
por I(z,Z) = Z Z’; Y "I’V’ lo (hn ) e H(z) = — Zf‘”l i log(””) com log = log,.

As perdas de Binder e ARI estao relacionadas, sendo que a ARI possui uma corre¢do que
compensa alocacdes completamente por acaso, enquanto a perda de Binder permite penalizagdes
em diferentes erros de alocacdo. A perda VI, baseada na teoria da informacao, favorece alocacoes

com menor entropia, resultando em clusters estimados mais homogéneos (mais detalhes em
[114]).

3.5.1 Resultados

A Tabela 3.2 mostra o nimero de clusters estimado pela moda da distribuicao a poste-
riori para os cendrios simulados, a probabilidade associada a esse valor e o intervalo Highest
Posterior Density (HPD) de 95% de probabilidade, calculado considerando os valores de K com
as maiores probabilidade em ordem decrescente. Em todos os casos o nimero verdadeiro de
clusters foi recuperado pelo modelo e os intervalos sdo precisos. Quanto as alocagdes, a tabela
também apresenta um nimero muito baixo de individuos classificados incorretamente, sendo
no maximo 4 considerando a perda VI e, no méximo 5, considerando todas as perdas.

Para o Cenadrio base (a) e o Cenario (b), que foi simulado considerando pesos diferentes,
as alocacodes tiveram 100% de acerto usando qualquer uma das funcdes de perda: VI, Binder
e ARI. Na alocacdo dos individuos para o Cenarios (c), que considera duas médias proximas e

para o Cenério (d), que considera variancias diferentes ocorreram 3 e 4 erros, respectivamente,
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Tabela 3.2: Numero de alocacdes incorretas segundo a perda VI, e estatisticas a posteriori para
o nimero de clusters.

Cendrio | Alocagdo Incorreta Moda HPD 95%
VI Binder ARI | (prob.) Inf Sup

(a) 0 0 0 |3(@©,63) 3 4
(b) 0 0 0 |3@©99 3 3
(c) 2 3 2 13099 3 3
(d) 4 5 4 130,99 3 3

utilizando a perda VI. Ainda no Cenério (¢) com duas médias proximas, a perda de Binder
apresentou 3 erros de alocacdo dos individuos e a perda ARI apresentou 2 erros.

O cenario (d) apresentou o maior nimero de alocacdes incorretas, mesmo assim, um
numero bem pequeno correspondendo a no maximo 1,7% das observagdes. A Tabela 3.3 mostra
as alocacdes segundo as trés perdas e a comparacao com os verdadeiros clusters para o Cenario
(d). A perda de Binder apresentou o maior nimero de alocac¢des incorretas, 5 individuos, e a

perda ARI alocou incorretamente 4 individuos.

Tabela 3.3: Avaliacdo da alocac@o das observagdes nos clusters para o cendrio (d).

Alocado
VI Binder ARI
Verdadeirio 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3
1196 1 0]95 0 0 2196 1 0
21 0 100 21 0 100 2 0| 0 100 2
310 1 100 O 1 100 0| O 1 100

As matrizes de similaridade estimadas pelo modelo sdo representadas na Figura 3.3
pelos gréficos de calor. Os eixos horizontal e vertical representam os individuos ordenados se-
gundo a alocacdo produzida pela Perda VI. Um padrao bloco-diagonal representa uma alocagao
bem definida, esse padrdo estd presente nos graficos de todos os cendrios. O grafico € formado
por pequenos quadriculados e a intensidade da sua cor € proporcional a probabilidade da dupla
de individuos associados (na linha e na coluna) estarem no mesmo cluster, cores mais escuras
representam maiores probabilidades. Como em outros modelos de mistura, é possivel ocorrer
troca de rétulos (label switching) entre os clusters estimados e os clusters reais. As legendas
das Figuras 3.3a, 3.3b, 3.3c e 3.3d especificam os rétulos dos blocos diagonais em relagiao aos
verdadeiros componentes simulados pelos cendrios.

Para o Cendrio base (a), Figura 3.3a, as alocagdes estdo bem definidas como mostra o
padrdo bloco-diagonal. A alocacdo estimada conta com altas probabilidades dentro dos clusters:
no minimo 0,687 entre os individuos do cluster 1, no minimo 0,692 entre os individuos do
cluster 2 e 0,746 entre os individuos do cluster 3. Enquanto as probabilidades entre os clusters
sdo baixas, por exemplo, os individuos alocados no cluster 1, tem no miximo probabilidade
de 0,193 de estar com as observagdes dos clusters 2 ou 3. Observacoes do cluster 2 tem no

maximo 0,209 de probabilidade de estarem no mesmo cluster que observacdes alocadas nos
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clusters 1 ou 3. O mesmo valor 0,209, foi estimado para as observagdes do cluster 3 de estarem

no mesmo cluster que observagdes alocadas no cluster 1 ou 2.

Figura 3.3: Gréfico de calor da matriz de similaridade estimada pelo modelo para os dados de
todos os cendrios considerando a ordem de alocacio da perda VI. Rétulos dos bloco-diagonais:
Cendrio base-Rotulos dos blocos-diagonais (de baixo para cima), correspondem aos compo-
nentes simulados com médias 18, 35 e 55; Cendrio com pesos diferentes - de baixo para cima,
correspondem aos componentes com médias 55, 18 e 35; Cendrio com duas médias préximas:
de baixo para cima, correspondem aos componentes com médias 55, 18 e 25, respectivamente;
Cenario com variancias diferentes - de baixo para cima, correspondem aos componentes com
médias 55, 18 e 35, respectivamente.

(a) Cenario base. (b) Cenario com pesos diferentes.

(c) Cendrio com duas médias préximas. (d) Cendrio com variancias diferentes.

Fonte: Elaborado pela autora.

O Cendrio (b), Figura 3.3b, também tem um padrao bem definido e os diferentes tama-
nhos dos blocos na diagonal refletem os diferentes pesos considerados na simula¢ido. Possui
probabilidades altas entre os individuos no mesmo cluster: no minimo 0,617; 0,746 e 0,631

para os clusters 1, 2 e 3, respectivamente. Também possui probabilidades baixas entre os in-
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dividuos de clusters diferentes: no mdximo 0,203; 0,315 e 0,315 para os individuos dos clusters

1, 2 e 3, respectivamente.

Figura 3.4: Medianas e Intervalos HPD de 95% de probabilidade (linhas horizontais) da dis-
tribui¢do a posteriori de u. As cores dos intervalos representam a alocacdo estimada pela
perda VI. Os pontos representam as respostas observadas e suas diferentes cores mostram os
verdadeiros clusters a que pertencem.

(a) Cenario base. (b) Cenério com pesos diferentes.

$eed
$oed

(c) Cendrio com duas médias préximas. (d) Cenério com variancias diferentes.

seei
\AAS!

Fonte: Elaborado pelo autor(a).

Para o Cendrio (c), a Figura 3.3c mostra padrio de aloca¢do bem definido, mas as proba-
bilidades de alocacdo entre os diferentes clusters estimados sdo maiores considerando aqueles
simulados com médias proximas. As probabilidades dentro dos clusters estimados sdao: 0,642
para o cluster 1 que € relacionado ao componente de média 55, 0,487 para o cluster 2 que €
relacionado ao componente com média 25 e 0,492 para o 3, sendo relacionado a0 componente
com média 18. As probabilidades entre observacdes de clusters diferentes sdo: no maximo
0,230 entre o cluster 1 e os demais, mas € no maximo 0,534 entre os clusters 2 e 3, que pos-
suem médias préximas. Esse comportamento € esperado devido a caracteristica dos dados com

médias préximas, o que pode gerar algum confundimento na alocacdo dos clusters. Mesmo
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assim foi possivel diferenciar as observacdes e realizar alocacao muito proxima a real. As duas
observacdes alocadas incorretamente, 66 e a 268, deveriam estar no cluster 2, mas foram alo-
cadas no cluster 3. Suas probabilidades eram realmente maiores com as das observacdes do
cluster 3: no minimo 0,558 para a 66 e 0,546 para 268, enquanto com o cluster 2 eram no
maximo: 0,490, para a 66 e 0,509 para a 268.

O Cendrio (d), Figura 3.3d, que considera variancias diferentes e com valores mais altos,
também apresentou probabilidades maiores entre os clusters estimados, mas também apresenta
um padrdo bloco-diagonal e probabilidades moderadas dentro dos clusters: no minimo 0,422
para o cluster 1, relacionado ao componente que considerada variancia de 5; 0,414 para o
cluster 2, relacionado ao componente que considera variancia de 7; e 0,482 para o cluster 3,
relacionado ao componente que considera variancia de 15,5. Entre os individuos de clusters
diferentes as probabilidades foram no maximo 0,471 entre os clusters 1 e 2; 0,517 entre os
clusters 2 e 3; € 0,305 entre os clusters 1 e 3.

A Figura 3.4 apresenta as estimativas de u pela mediana da distribuicdo a posteriori e
seus intervalos HPD de 95% de probabilidade. Os pontos sdo as observac¢des dos dados simu-
lados e as cores deles sdo os clusters verdadeira alocacao Nos cendrios (a), Figura 3.4a, e (b),
Figura 3.4b, possuem estimativas bem proximas aos verdadeiros valores das medidas de locagcao
(18, 35 e 55) e intervalos sdo mais precisos, com amplitudes menores. O cendrio (c), Figura
3.4c, também apresenta estimativas proximas aos valores verdadeiros das medidas de locacao
(18, 25 e 55), mas o intervalos s@o mais amplos entre o cluster 1 (verde) e cluster 2 (azul),
sendo os que possuem médias proximas. O cendrio (d), Figura 3.4d, apresenta mais intervalos
amplos devido as varidncias maiores, mas também estimam bem as medidas de locacdo. Em
todos os cendrios os valores observados, representados pelos pontos, estdo dispostos em torno
dos valores estimados para as medidas de locacgdo.

As variancias dos clusters também sdo estimadas pelo modelo tendo sido mostradas
na Figura 3.5. O modelo permite diferentes valores de varidncias para cada cluster, o7,k =
1,..., K, mas na maioria dos cendrios os dados foram gerados com variancias iguais a 1,2. O
modelo apresenta flexibilidade nas estimativas, com diferentes valores de variancias para cada
cluster, além de intervalos HPD 95% e estimativas com valores préximos para individuos do
mesmo cluster. Em todos os cendrios os valores reais estdo contidos nos intervalos HPD de
95% de probabilidade e com excecao do Cendrio base (a) o modelo estima valor com pouco

erro (proximo do verdadeiro) para pelo menos um cluster.
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Figura 3.5: Medianas da distribui¢do a posteriori e Intervalos HPD de 95% de probabilidade
para o7 em todos os cendrios. As cores dos intervalos representam a alocag¢do estimada pela
perda VI e na cor preta estd o verdadeiro valor de 0.

(a) Cenario base. (b) Cendrio com pesos diferentes.

teed

IARS

Fonte: Elaborado pela autora.

3.5.1.1 Comentarios adicionais sobre a parte computacional

Os parametros do kernel, 6 e 0'2, apresentaram taxas de aceitacdo entre 31% e 49%.
O parametro de locacdo, possui caracteristicas especificas quanto a taxa de aceitacdo ao fixar
K. ax, 0 maximo do niimero de grupos, em valor maior do que realmente os dados apresentam.
Taxas mais baixas ocorrem para as cadeias de componentes da mistura associados a médias
verdadeiras de clusters, essas cadeias tendem a ter quase sempre individuos alocados a elas ao
longo das iteracdes. Enquanto isso as cadeias que ndo apresentam valores proximos aos valores
de médias reais dos clusters tendem nao ter individuos alocados a elas (vazias) e suas taxas de
aceitacdo sdo maiores, atingindo 88%. Se a variancia da distribui¢do proposta € inflada para
controlar a taxa de aceitacio das cadeias de grupos vazios, isso diminui excessivamente a taxa

de aceitag@o das outras cadeias. Esta caracteristica pode ser contornada usando propostas com
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Figura 3.6: Cadeias para o parametro de locacdo e os tamanhos de grupos no Cendrio d). Linhas
vermelhas sdo verdadeiros valores dos parametros, grupo 1 com valor do u; =, grupo 4 com
valor de 3, grupos 2, 3 e 6 com valores de y,. A linha amarela é a média dos dados como
referéncia na cadeia do grupo 5 (predominantemente vazio).

(a) Cadeia para u do grupo 1. (b) Cadeia para u do grupo 2. (c) Cadeia para u do grupo 3.
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(d) Tamanho do grupo 1. (e) Tamanho do grupo 2. (f) Tamanho do grupo 3.
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(g) Cadeia para u do grupo 4. (h) Cadeia para u do grupo 5. (i) Cadeia para u do grupo 6.
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(j) Tamanho do grupo 4. (k) Tamanho do grupo 5. (1) Tamanho do grupo 6.

Fonte: Elaborado pela autora.

variancias diferentes para as cadeias vazias e para as cadeias ndo vazias, ou podem ser utilizadas
como indicac¢do do nimero de clusters: cadeias ndo vazias.

Para ilustrar o comportamento das cadeias vazias e ndo vazias, os dados simulados no
cendrio (d) também foram ajustados utilizando uma modificacdo do kernel. a priori foi ba-

seada numa funcdo qualidade centrada no valor da média dos dados: 36,23. Dessa forma,

-_— 2 . ~ . .

q(u;) = \/_' exp{ - M} Na Figura 3.6, sdo apresentadas as cadeias para este ajuste
2noy 207

com os parametros de locagdo e os respectivos tamanhos de grupos ao longo das iteracdes para

o Cendrio (d). Os verdadeiros valores do vetor de parametros, (u;, i, u3) = (18, 35, 55), fo-

ram mostradas como linhas de referéncia nas cadeias que mais se adequavam. Com exce¢ao

da cadeia do grupo 5 (Figura 3.6h), sendo predominantemente vazia. Nesse caso, o valor de
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referéncia foi a média dos dados. Os comportamentos evidenciam que as cadeias quando vazias
sdao dominadas pela distribuicdo designada a priori e que a distribui¢cdo do PPD ¢ influenciada
diretamente pela func¢do qualidade, g(-), e, consequentemente, pelo valor central nela especifi-

cado.

3.6 Aplicacao: analise da biomassa no plantio de banana

A biomassa é responsavel pela decomposi¢dao e mineralizacdo de residuos vegetais e
organicos, esses sao fonte de energia e nutrientes para sua manutengdo e multiplicacdo [43]. A
partir da sua quantificagdo € possivel avaliar alteracdes na quantidade de matéria organica que
o sistema de cultivo pode causar [44], isto permite identificar possiveis mudancas no funciona-
mento do ciclo de nutrientes e, consequentemente, na produtividade do sistema de plantio [111].
Além disso, os niveis baixos de biomassa mostram sinais de empobrecimento do solo que po-
dem ser associados a pragas como o mal-do-Panamd, um grande vildo do cultivo de banana em
larga escala.

O Indice de Vegetagio da Diferenca Normalizada (Normalized Difference Vegetation
Index) - NVDI, possui uma forte correlagdo com a biomassa e serve como um indicador de
atividade fotossintética, ou seja, crescimento de vegetacdo sadia. Ele ¢ muito ttil no monitora-
mento das lavouras, na obtencao de estimativas de potencial de produgdo agricola e na tomada
de decisdes associadas ao manejo da cultura. E possivel obter valores de NVDI a partir de ima-
gens de satélite, evitando medi¢Oes extensas e demoradas, no entanto, geralmente € necessario
um tratamento da imagem para uso da informacao, por exemplo, com valores para a biomassa.
Na Figura 3.7b, € possivel observar a propor¢ao de cada nivel de biomassa segundo as cores
para a propriedade. Neste caso, os valores estdo no intervalo de 19,71 a 85, a maioria da 4rea
permanece saudavel. As cores azul, laranja e amarela representam menores niveis de biomassa,
logo, sdo consideradas mais ligadas a presen¢a do mal-do-Panama. Enquanto os tons de verde
possuem nivel de biomassa saudavel.

Nesse contexto, serdo analisados dados referentes a drea plantada de uma fazenda de-
dicada ao plantio de banana. Esta fazenda estd localizada na regido central de Minas Gerais,
e as informacdes sdo referentes a imagem de satélite obtida em julho de 2021, mostrando a
distribuicdo da biomassa segundo o NVDI na area plantada (Figura 3.7a). A fazenda é dividida
em partes aproximadamente quadriculadas chamadas talhdes. No entanto, algumas regides
possuem construgdes humanas, como a estrada que aparece como uma linha laranja na parte
central da Figura 3.7a. Estas regides foram excluidas das andlises, pois ndo sdo dreas plantaveis
e tem baixa biomassa por motivos alheios a0 mal-do-Panama. Dessa forma, foram removidos
os talhdes: CABOS FS1 AM1, CABO 5 FS1 AM2, CABO 5 FS1 AM3, CABO 5 FS1 AM4,
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Figura 3.7: Imagem original da biomassa segundo o NVDI medidas por talhdes.

(a) Imagem de satélite referente ao NVDI
na propriedade. (b) Niveis de biomassa na fazenda.

19,71 - 51,76

91,76 - 70,00

70,00 - 75,00

75,00 -78,00

78,00 - 80,00

80,00 - 85,00

(c) NCABO 4 POS 4.

Fonte: Inceres https://inceres.com.br/

CABO 5 FS1 AMS, CABO 5 FS2 POS1 e CABO 5 FS2 POS2 e CABO 3 POS3, resultando em
92 talhdes na amostra.

Os dados foram obtidos via tratamento da imagem de satélite para fornecer a cada um
dos talhdes uma medida da biomassa segundo o NVDI. Cada talhdo foi separado em uma ima-
gem individual e lido para identificar nimero de pixeis de cada cor. Este trabalho foi realizado
com o pacote png do programa R [91]. As propor¢des de cores foram usadas para o célculo de
uma média ponderada dos valores centrais dos intervalos que representam as cores da Figura
3.7b. Valores baixos serdo considerados relacionados a presenca do mal-do Panamé. Em cada
talhdo, a cor indica o nivel médio de biomassa medido pelo NVDI. Um tratamento prévio foi
realizado com o talhdo CABO 4 FS2 POS4, por possuir um formato nao retangular, dificultando

o tratamento da imagem contigua. Para obter uma melhor leitura, o talhdo foi separado em parte
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Figura 3.8: Biomassa segundo o NVDI na fazenda.

(a) Imagem tratada.

Biomass
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60
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Linha

1C9 2C8 3C7 4C6 5C5 6C4 7C3 8C2 9C1 FCA
Coluna

(b) Distribui¢ao da biomassa.

Fonte: Elaborado pela autora.

1 e 2, conforme a Figura 3.7c, no entanto, a média ponderada obtida como resposta das duas
partes ndo apresentou diferenga, comprovando que as partes podem ser tratadas como um talhdo
apenas. Além desse, os talhdes CABO 7 FS1 AM.6 e CABO 7 FS1 AM.EXP foram conside-
rados um s6 talhdo, por serem dreas menores praticamente equivalentes, juntas, a um talhdo da
coluna em que estdo localizados e suas medidas de biomassa eram muito semelhantes.

Este estudo visa analisar os dados da drea onde ocorre o plantio de banana para determi-
nar possiveis agrupamentos que identifiquem a presenca do mal-do-Panam4 caracterizado pelo
declinio da biomassa. E possivel observar na Figura 3.8b, que hd uma cauda mais alongada na
distribui¢do dos dados, assim serd utilizado o ajuste do modelo de mistura Normal/Independente
apresentado na Se¢do 3.2. Além disso, a biomassa apresenta grande heterogeneidade dentro de
um mesmo talhdo (unidade amostral) essa é uma dificuldade inerente dos dados. A imagem
tratada, Figura 3.8a, mostra dados mais homogéneos por ter sido contruida pelas médias das

medidas das cores.
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3.6.1 Resultados

Para o conjunto de dados da Biomassa foi considerado K,,,, = 5, 6=1,0, ay = by =0,01,
a, =105, b, = 150, a, = 170, b, = 130. Os valores iniciais foram 6*® = 2,6, a mediana das
distancias entre os dados, 0'3(0) = 125, u=(76,4; 59,6; 78,4; 73,0; 67,8), centroides definidos
pelo método de k-médias com 5 grupos. As cadeias foram geradas com 100000 itera¢des, 40000
iteragdes iniciais foram descartadas como aquecimento e realizados saltos a cada 30 valores para
evitar autocorrelacdes fortes. Dessa forma, foram utilizadas 2000 amostras para estimagao dos
parametros de todos os modelos. A convergéncia foi verificada por teste de Geweke e fungdo
de autocorrelacdo, os graficos das cadeias, bem como as taxas de aceitacdo sdo apresentadas no
Apendice B.

A Tabela 3.4 mostra, para os modelos ajustados com n = 2.1, n =5 e n = 100, as
distribui¢des dos nimeros de clusters bem como seus intervalos HPD de 95% de probabilidade
em que se verifica que todos os ajustes estimam 4 clusters com probabilidades maiores que 0,5.
A avaliacdo dos modelos sera realizada utilizando o DIC ( Deviance Information Criterion)
observado [21]. O calculo do DIC refere-se ao interesse em um parametro especificado, 6,
sendo obtido por DIC = —2D(0) — D(f) em que D(0) = —2log f(y|0) e O é uma estimativa para 6
a posteriori , por exemplo, a média ou a mediana a posteriori . Para o modelo NIPPD é dado

por
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em que ¢(-) € a funcdo densidade de probabilidade de uma distribui¢ao normal e g(-) € a fungdo
densidade da distribui¢do gama. Segundo o DIC, o melhor modelo € o de = 100 com menor

valor.

Tabela 3.4: Distribui¢do do nimero de grupos e DIC para os modelos de mistura NIPPD ajus-
tados aos dados de biomassa.

K HPD 95% DIC
T 1 2 3 4 5 Inf Sup

2.1 10,00 0,00 0,20 0,52 0,28 3 S 4103568
5.0 | 0,00 0,00 035 0,53 0,12 3 5 21425,06
100 | 0,00 0,00 0,01 0,66 0,34 4 5 -42038,41
Fonte: Elaborado pela autora.

Na Figura 3.9, as cores representam a intensidade da biomassa observada na fazenda e a

biomassa mediana estimada pelos modelos para cada um dos talhdes, quanto mais verde-escuro
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¢ a cor, maior € o valor da biomassa, quanto mais amarela é a cor, menor € o valor da biomassa.
As medidas de locacdo apresentam coeréncia com os valores reais da Biomassa para a fazenda,
Figura 3.9a. Nas Figuras 3.9b, 3.9c e 3.9d, € possivel visualizar que os talhdes localizados nas
bordas da fazenda tiveram medianas estimadas com valores menores, assim como nos dados
originais.

Figura 3.9: Biomassa observada pelo NVDI para cada talhdo da fazenda e estimativas pelas
medianas a posteriori para cada talhdo obtidas pelos modelos NIPPD para  =2,1; 5,0 e 100.

(b)

(a) Fazenda.
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Fonte: Elaborado pela autora.

As fungdes de perda, VI, ARI e de Binder, utilizadas para resumir a alocacao dos clus-
ters, z, definiram diferentes nimeros de clusters. A perda ARI foi a Gnica que apresentou 4
grupos como estimado pelos modelos, mesmo assim, sé para os modelos com 7 =2,1 e com
n = 100. A concordéncia da alocacdo definida pelas perdas € apresentada ma Tabela 3.5. Uni-
camente, para o modelo com 17 = 5 as trés perdas concordam, ndo apenas com o nimero de

clusters, como também sobre os talhdes alocados a eles.
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Tabela 3.5: Concordancia da alocacdo pelas trés perdas VI, ARI e de Binder para os modelos
NIPPD ajustados com 1 = 2,1; 5; 100 para os dados da biomassa.

n Binder ARI
vij1 2 3 4 5,1 2 3 4
21 1 141 0 O O O0}j41 O O O
’ 2 0 11 3 3 2| 0 11 36 2
1 [41 O O 41 0 O
5,00 2 0 11 O 0 11 0
3 0 0 38 0 0 38
1 139 0 0 0 241 0 0 O
100 2 0O 3 8 00| 0 3 8 0
3 0 10 0 28 0| O 10 O 28

Fonte: Elaborado pela autora.

As Figuras 3.10, 3.11 e 3.12, apresentam as matrizes de similaridade estimada pelos mo-
delos. As matrizes representam as probabilidades das observacdes estarem no mesmo cluster e
as observagdes foram ordenadas conforme as perdas consideradas para a estimagao de alocacao:
Perda VI, Perda ARI e Perda de Binder. Considerando as diferentes perdas, a mudanga € na
alocacdo e ordenacdo dos talhdes nos graficos, ndo nos valores das probabilidades estimadas
pelas matrizes de similaridade para cada um dos trés modelos. Todas as figuras mostram um
padrao bloco-diagonal, que define a forma de alocacdo das observacdes nos clusters, mas alguns
sdao melhor definidos que outros.

Considerando a perda VI, Figura 3.10, um dos clusters é melhor identificado em todos
os modelos (canto inferior esquerdo), com observacdes com probabilidades mais altas de esta-
rem no mesmo cluster entre si: no minimo 0,563 para o modelo com n = 2,1, no minimo 0,505
para o modelo com 1 =5,0 € no minimo 0,461 para o modelo com 1 = 100. As probabilidades
mais baixas em todos esses casos sao relacionadas aos talhdes C6PO1 e CSAM?2, que possuem
probabilidades razodveis de estarem alocadas com talhdes de outros clusters, mas que mesmo
assim sdao menores que as dos talhdes no cluster 1. Estes dois talhdes repetiram esse compor-
tamento em todos os modelos para todas as perdas. Enquanto isso, dentro dos outros clusters
encontram-se observacdes com probabilidades menores entre si de estarem no mesmo cluster.
Para o modelo com 7 = 2,1, Figura 3.10a, o segundo cluster possui probabilidade de no minimo
0,133 até 0,758 entre as observacdes que o compdem. Entre talhdes de clusters diferentes essa
probabilidade € de até 0,418, entre observacdes do cluster 1 e do cluster 2.

Nos modelos com n = 5 e n = 100, a perda VI definiu 3 clusters. Para o modelo com
n =5,0, Figura 3.10b, o cluster 2 tem probabilidade de no minimo 0,491, entre observacoes
do mesmo cluster de serem alocadas juntas, e probabilidade de no minimo 0,457 para as
observacdes do cluster 3. Mas entre observacoes de clusters diferentes, tem-se que, entre o
cluster 1 e o 2 as probabilidades sdo mais baixas e estdo no intervalo 0,001-0,157, e entre as
observacdes do cluster 1 e do cluster 3, as probabilidades estdo no intervalo [0,008—0,409].

Ainda sob a perda VI, para o modelo com n = 100, Figura 3.10c, nos dois outros clus-
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Figura 3.10: Grafico coroplético das Matrizes de similaridade, estimadas pelo modelo NIPPD
para estimacdo de densidade ajustado considerando valores de graus de liberdade n = 2,1; 5,0
e 100, para os dados da biomassa nos talhdes. A ordenagdo dos talhdes foi obtida segundo a
perda VL.

(a) n = 2,1. Dois clusters identificados. (b) n = 5. Trés clusters identificados.

Prot
1.00
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025

Talhdes

(c) n = 100. Trés clusters identificados.

Talhoes

Fonte: Elaborado pela autora.

ters, os talhdes possuem probabilidades de alocacdo entre talhdes do mesmo cluster, variando
muito. Dentro do cluster 2 as probabilidades estdo no intervalo [0,260—0,835], e no cluster 3
[0,042—0,871]. Os clusters 1 e 2 tem observacdes com pouca probabilidade de estarem agru-
padas, no méaximo 0,046, os clusters 1 e 3 tem probabilidade até de 0,453. Enquanto entre
os individuos dos clusters 2 e 3 tem algumas probabilidades maiores de serem alocadas juntas
variando entre 0,004 ¢ 0,711.

Para o modelo que considera n = 5, tanto a perda ARI, Figura 3.11b, quanto a perda de
Binder, Figura 3.12b, definiram 3 clusters, nestes casos, os clusters foram os mesmos definidos
pela perda VI, consequentemente, cabem as mesmas consideragdes. Enquanto isso, foram defi-
nidos 4 clusters para o0 modelo considerando n = 2,1, a partir da perda ARI. O primeiro cluster
€ o que apresenta melhores resultados de definicdo, assim como nos casos da perda VI. Para

o modelo com 1 = 2,1, este primeiro cluster tem probabilidade no minimo de 0, 563 entre as
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Figura 3.11: Gréfico coroplético da Matriz de similaridade, para os grupos de talhdes pela
biomassa, valores de graus de liberdade n = 2,1; 5 e 100, ordenacdo dos talhdes segundo a
perda ARI.

(a) n = 2,1. Quatro clusters identificados pela perda

ARI: cluster 1 a esquerda em baixo e cluster 2, me- (b) n = 5. Trés clusters identificados pela perda
nor no meio com 11 talhdes, o cluster 3 com 36 ARIL: cluster 1 (41 talhdes), a esquerda em baixo,
talhdes, e o cluster 4 direita e acima composto por cluster 2, menor no meio (11 talhdes), e cluster 3 a
2 talhdes. direita e acima (38 talhdes).

Talhge: Talhces

(c) n = 100. Quatro clusters identificados pela
perda ARI: cluster 1 a esquerda em baixo e clus-
ter 2, no meio abaixo com 13 talhdes, o cluster 3 é
o menor no meio com 8 talhdes, e o cluster 4 direita
e acima, a direita, composto por 28 talhoes.

Talhdes

Fonte: Elaborado pela autora.

observagdes que o compdem, no maximo 0, 156 de probabilidade de alocagdo com os talhdes
no cluster 2 e no maximo 0,419 de probabilidade de alocacdo com os talhdes no cluster 3. Os
demais clusters, apresentam probabilidades de no minimo 0,483 entre os talhdes no cluster 2,
entre si, € no minimo 0,336 entre os talhdes no cluster 3, entre si, e 0,513 para o cluster 4.
J4 as probabilidades entre talhdes desses diferentes clusters sao de até 0,469, entre talhdes do
cluster 2 e 3, e 0,511 entre os talhdes dos clusters 3 e 4. Esta probabilidade 0,469 ¢é referente

ao talhdo C7AMS, do cluster 2, mas as probabilidades de alocacdo com os outros talhdes do
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mesmo cluster ainda sdo maiores que esta, no minimo 0,484. O cluster 4 foi definido com
os talhdes C7PO3, C8AMS e C9AM2, que na perda VI estavam no cluster 2 e na perda ARI
estavam no cluster 3. Enquanto o cluster 5 foi definido com os talhdes COAMS e COPOS.

Sobre o modelo considerando = 100 e sob a perda ARI, a alocagdo de talhdes ao
primeiro cluster foi comum ao modelo com n = 2,1 para esta perda, com probabilidade minima
de 0,477, de seus talhdes estarem no mesmo cluster. A probabilidade de talhdes do cluster 1
estarem no mesmo cluster que talhdes de outros clusters foi no maximo 0, 186 com talhdes do
cluster 2,0,021 com talhdes do cluster 3 e 0,439 com talhdes do cluster 4. Para os componentes
dos outros trés clusters, a probabilidade minima de seus talhdes estarem juntas foi de 0,410,
0,639 e 0,485, respectivamente. Entre talhdes de clusters diferentes a probabilidade mdxima
foi de 0,622 entre os clusters 2 e 3; 0,703 entre os clusters 2 e 4; ¢ 0,198 entre os clusters 3 e 4.
Para o cluster 2 as probabilidades mostram que houve dificuldade na locagdo pela perda ARI.
Por exemplo, a probabilidade maxima 0, 622 € relacionada ao talhdo C1AM3 do cluster 2 com
o talhdo C9PO4 do cluster 3, as probabilidades de C1AM3 estar alocado com outros talhdes do
cluster 2 sdo todas abaixo deste valor exceto duas 0,712 e 0,695 que devem ter influenciado
sua alocacao ao cluster 2. Algo parecido ocorre entre o cluster 2 e 4, a probabilidade 0,703 é
relacionada ao talhdo C8POS5 do cluster 2 com o C4AMS do cluster 4, mas as probabilidades
relacionadas ao talhao C8POS5 estar agrupado com os outros de seu préoprio cluster sio em sua
maioria maiores que 0, 703.

Considerando a perda de Binder, o modelo com 7 = 5 j4 foi comentado. Para os modelos
comn =2,1 e n = 100 a perda de Binder identificou 5 clusters. O modelo considerando n =2,1
possui 0 mesmo cluster 1 com os mesmos 41 talhdes de perdas anteriores e mesma probabili-
dade minima entre seus talhdes de 0,563 de estarem no mesmo cluster. Entre suas observacoes
e as de outros clusters, 2 a 5, as probabilidades méximas sdo de 0,156; 0,418; 0,200 e 0,228;
respectivamente. Os outros clusters apresentam probabilidades de seus talhdes, entre si, de
estarem no mesmo cluster de no minimo 0,484; 0,411; 0,492 e 0,485; para os clusters 2 a 5,
respectivamente. Esta configuracdo para a alocagdo dos talhdes foi a que permitiu probabilida-
des mais altas de talhdes estarem com talhdes de clusters diferentes: no maximo 0,418 para os
clusters 2 e 3, 0,481 para os clusters 2 e 4, 0,469 para os clusters 2 e 5, 0,522 para os clusters 3
e 4 0,504 e 0,482 para os clusters 4 e 5.

O modelo com i = 100, sob a perda de Binder, possui 39 talhdes no cluster 1. Compa-
rando com as outras perdas, as duas observacdes que tinham menos probabilidade de estarem
alocadas com os outros deste cluster foram separadas num cluster 5. Nesta configuracdo, a
probabilidade minima entre os talhdes do cluster 1 serem alocadas juntas € de 0,878, com pro-
babilidades bem pequenas de seus talhdes serem alocados com os de outros clusters: 0,024 no
maximo com os talhdes do cluster 2; 0,003 no maximo com os talhdes do cluster 3; 0,062 no
maximo com os talhdes do cluster 4 e maiores com os talhdes do cluster 5 no maximo 0,499.
Os outros clusters tem probabilidades relacionadas aos seus talhdes entre si, de no minimo

0,409 para o cluster 2, no minimo 0,639 para o cluster 3, no minimo 0,485 para o cluster 4 e
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Figura 3.12: Gréfico coroplético da Matriz de similaridade, para os grupos de talhdes pela
biomassa, valores de graus de liberdade n =2,1; 5 e 100, ordenacao dos talhdes segundo a perda

de Binder.

(a) n = 2,1. Cinco clusters identificados pela perda
de Binder: cluster 1 a esquerda em baixo e cluster
2, no meio abaixo com 11 talhdes, o cluster 3 € o
maior no meio com 33 talhdes, o cluster 4 direita e
acima, composto por 3 talhdes e o cluster 5 com-
posto por 2 talhdes.
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(b) n = 5. Trés clusters identificados pela perda de
Binder: cluster 1 (41 talhdes) a esquerda em baixo,
cluster 2, menor no meio (11 talhdes), e cluster 3 a
direita e acima (38 talhoes).

Pre

1.00
075
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025

Talhdes

(c) n = 100. Cinco clusters identificados pela perda
de Binder: cluster 1 a esquerda em baixo com 39
talhGes, cluster 2, no meio abaixo com 13 talhdes,
o cluster 3 € o menor no meio com 8 talhdes, o
cluster 4 direita e acima, composto por 28 talhdes
e o cluster 5 composto por 2 talhdes.

Prob.
1.00
075
050
025

0.00

Talhoes

Fonte: Elaborado pela autora.

no minimo 0,549 para o cluster 5. Ja as probabilidades de talhdes de clusters diferentes serem

alocados juntos sdo no maximo 0,622 entre o cluster 2 e o cluster 3, 0,703 entre o cluster 2
e 4, 0,186 entre o cluster 2 e 5, 0,198 3 e 4, 0,021 3 e 50,439 4 e 5. Os casos mais dificeis

de alocacdo sdo em relacdo ao cluster 2, mas se referem as mesmas observacoes discutidas na

perda ARI. A novidade é probabilidade de 0,439 entre os clusters 4 e 5, mas que sd0 menores

que aquelas entre os talhdes do cluster 4 entre si e as do cluster 5 entre si.
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Figura 3.13: Intervalos HPD de 95% e a mediana como estimador pontual da medida de Bio-
massa para cada talhdo. Grupos de talhdes estimados pelas Perdas de Binder, VI e ARI para
n = 2,1. Matriz de similaridade ordenada pelas medianas a posteriori estimadas pelo modelo.

(a) Perda de Binder. (b) Perda VI.
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Fonte: Elaborado pela autora.

Além das alocagdes, as estimativas dos demais parametros foram avaliadas e serdo dis-
cutidas. As medidas de locagdo do modelo foram estimadas usando as medianas das distribuicdes
a posteriori e sao apresentadas nas Figuras 3.13, 3.14 e 3.15 para os modelos com n = 2,1,
n =5en = 100. Sdo apresentados os intervalos HPD de 95% de probabilidade para as medidas
de locagdo de cada talhdo. Além disso, as matrizes de similaridade foram ordenadas segundo
a ordem das medianas a posteriori para discutir os diferentes nimeros de clusters segundo as
perdas e a estima¢do do modelo NIPPD.

Para todos os modelos as matrizes de similaridade ordenadas pelas medianas a poste-
riori possuem um cluster bem definido com altas probabilidades de alocacdo conjunta (cores
mais escuras) e pouca probabilidade de alocagdo com talhdes fora deste grupo, os que é condi-
zente com as matrizes ordenadas segundo as perdas. Além disso, os intervalos HPD de 95% de

probabilidade sdo mais precisos, com amplitudes menores para os talhdes que coincidem com
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Figura 3.14: Intervalos HPD de 95% e a mediana como estimador pontual da medida de Bio-
massa para cada talhdo. Grupos de talhdes estimados pelas Perdas de Binder, VI e ARI para
n = 5. Matriz de similaridade ordenada pelas medianas a posteriori estimadas pelo modelo.

(a) Perda de Binder. (b) Perda VI.
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Fonte: Elaborado pela autora.

este cluster mais bem definido. Os outros talhdes apresentam intervalos HPD que, em geral,
tem suas amplitudes aumentamdo de acordo com a dimnui¢ao do valor da mediana. Esse com-
portamento ndo ocorre para o modelo com n = 100 que possui intervalos HPD mais amplos
para os talhdes no meio dos gréficos, Figuras 3.15b, 3.15c e 3.15a.

Considerando o modelo NIPP com n=2,1, os intervalos HPD de 95% de probabilidade
sd0 os mais amplos entre os trés modelos, Figuras 3.13b, 3.13c e 3.13a, podendo chegar ao
comprimento de 17 unidades da medida de biomassa. Os clusters sdo contiguos em relacdo a
ordenagdo pelas estimativas das medianas da distribui¢do a posteriori apenas segundo a perda
VI. Para perda ARI, o talhdo C9AMS foi separado do seu cluster e para perda de Binder ha
uma mistura entre os talhdes do cluster 4 e 5. Pela matriz de similaridade ordenada, Figura
3.13d, pelas medianas a posteriori , € possivel identificar além do cluster mais bem definido

um outro com probabilidades de alocag¢do conjunta mais fracas ou dois clusters com uma carga
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Figura 3.15: Intervalos HPD de 95% e a mediana como estimador pontual da medida de Bio-
massa para cada talhdo. Grupos de talhdes estimados pelas Perdas de Binder, VI e ARI para
n = 100. Matriz de similaridade ordenada pelas medianas a posteriori estimadas pelo modelo.

(a) Perda de Binder. (b) Perda VI.
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Fonte: Elaborado pela autora.

de confundimento, ou seja, com probabilidades maiores entre talhdes desses diferentes clusters.

O modelo com n = 5, Figuras 3.14b, 3.14c e 3.14a, apresenta, em geral, intervalos HPD
de 95% de probabilidade mais curtos que o modelo com n = 2,1. No entanto, para os talhdes
CI9POS5 e C9AMS os intervalos HPD foram bem maiores que os outros com amplitudes de 31
e 18.5 unidades de biomassa, respectivamente. Os outros talhdes apresentaram intervalos HPD
de no maximo 14.9 unidades. A matriz de similaridade ordenada pelas medidas das medianas a
posteriori , Figura 3.14d, mostra trés clusters de forma mais clara que no modelo com n = 2,1,
mas ainda com algumas probabilidades de alocacdo entre os talhdes que alocados a diferentes
clusters para os dois abaixo no grafico.

O modelo que considera n = 100, apresenta intervalos HPD com amplitudes mais
homogéneas que os outros dois, isto desconsiderando os talhdes associados ao cluster mais

bem definido que possuem intervalos HPD muito menores em amplitude. Os talhdes COPOS5
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e C9AMS, assim como no modelo com n = 5, apresentam intervalos HPD com amplitudes
discrepantes, bem maiores. Seus intervalos possuem amplitudes de 34,2 para o talhdao C9POS e
26,3 para o talhdo C9AMS. Os outros talhdes possuem intervalos com amplitude de no maximo
15.3 unidades. Esstes talhOes foram separados dos outros em um cluster pela perda ARI para o
modelo com n =2,1.

Os parametros de escala do modelo, o2, sdo apresentados na Figura 3.16, com seus
intervalos HPD de 95% de probabilidade e a alocagdo fornecida pela perda de Binder para os
modelos com 7 = 2,1, 5 e 100. Nesse caso, os intervalos HPD tem amplitudes que diminuem
com a diminui¢do do valor de 7. Para o modelo com 17 =2,1 os intervalos possuem cumprimento
de no maximo 30, Enquanto para o modelo com 7 = 100 os intervalos sdo, em sua maioria, de
amplitude até 150, mas dois talhOes se destacam novamente: C9AMS com amplitude maior que
300 e C9POS, com amplitude maior que 600,

Figura 3.16: Intervalos HPD de 95% e a mediana como estimativa pontual das medidas dos
pardmetros de escala, o, para cada talhdo. As cores sdo relacionadas ao clusters estimados
pela Perda de Binder paran = 2,1; 5 e 100.

(@) n=2.1. (b)n = 5.0. (c) 17 = 100.
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Fonte: Elaborado pela autora.

A Tabela 3.6 mostra as estimativas para os parametros do kernel utilizando as medianas
das distribui¢es a posteriori com seus respectivos intervalos HPD de 95% de probabilidade.
Os valores das estimativas sao proximos para os trés modelos, bem como os limites dos in-
tervalos HPD. O fato da estima¢do nao apresentar grandes mudancas € coerente com nivel
hierdrquico desses pardmetros no modelo. O kernel do PPD define a distribuicdo do vetor de
locagdo e seu comportamento e as estimativas de g ndo apresentaram muita variagdo em relacao
aos trés modelos.
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Tabela 3.6: Estimativas pelas medianas das distribui¢des a posteriori e Intervalos HPD de 95%
de probabilidade para os pardmetros do kernel do PPD, 6 e .

0 oy
n Mediana HPD 95% Mediana HPD 95%
Inf  Sup Inf Sup
2,1 0,83 0,75 0,91 127,34 125,18 128,67
5 0,84 0,76 0,92 129,25 127,29 130,46
100 0,84 0,76 0,91 126,32 124,52 128,78

Fonte: Elaborado pela autora.

3.7 Conclusoes

Neste capitulo desenvolvemos um modelo de mistura finita para estimacao densidade
com base na distribuicdo Normal/Independente para os dados e Processos Pontuais por De-
terminante para modelar o vetor de parametros de locacdo. O modelo consegue estimar os
parametros de locagdo, escala e de alocacdo das observacdes nos clusters, além de estimar os
parametros do kernel do PPD. Todo o processo de estimacdo permite avaliacdo de incerteza a
partir das distribui¢des a a posteriori dos parametros fornecidas por um MCMC proposto e
implementado.

Um estudo de simulacdo foi conduzido no qual se verificou que o modelo retorna o
numero de clusters e a alocacdo para os dados simulados, além disso, apresenta bons resultados
de estimagdo e ajuste aos dados. Apesar de ndo possuir uma estrutura espacial, mostrou bons
resultados de ajuste para os dados de aplicacdo em biomassa obtido por imagens em que as
observacdes sao subdreas definidas de uma fazenda.

Para os parimetros do kernel do PPD, ¢ e ag, foi proposta uma configuracao de de-
pendéncia. A distribui¢do de 6 a priori é limitada tanto inferior quanto superiormente € 0 uso
da mediana das distancias entre os dados como valor inicial para as cadeias de 6%, apesar de se
mostrar superior ao estimado pelo MCMC, ndo dificulta a convergéncia. O parametro 031 apre-
senta valores mais elevados e necessitou de valores iniciais também maiores. O uso do nimero
de observagdes por unidade de volume ndo se mostrou um bom valor inicial para as cadeias de
0'3, ap6s ajustes prévios usou-se valores em torno de 125 o que ajudou a obter convergéncia
mais rapidamente.

As cadeias das distribui¢des a posteriori sdo apresentadas no Apéndice B bem como

as taxas de aceitacdo do Metropolis-Hastings.
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Capitulo 4

Reducao de dimensao de Variavel
Categorica via Modelo NIPPD

No geral, o uso de Processos Pontuais por Determinante (PPDs) em Modelos de Mistura Finita
(MMFs) para agrupar niveis de varidveis categdricas representa uma abordagem promissora
para identificar subgrupos significativos em grandes conjuntos de dados. Ao capturar a diver-
sidade e a coeréncia entre os subgrupos, os MMFs baseados em PPD podem fornecer uma
ferramenta poderosa para descobrir insights e informar a tomada de decisdes em varios cam-
pos. No contexto de modelos de regressao os processos pontuais por determinante se mostram
promissores, especialmente para a selecao de modelos [61, 96].

Varidveis explicativas categéricas muitas vezes ndo tem sua informacao bem aproveitada
devido a dificuldade de lidar com os muitos niveis ou categorias presentes em sua configuragao.
As propostas para atacar esse problema ainda sdo escassas e nem sempre permitem a avaliagao
da incerteza sobre os resultados obtidos. Uma das contribui¢des deste trabalho é oferecer como
alternativa um modelo que permite agrupar niveis da varidvel categdrica e, a0 mesmo tempo,
a obtencdo das estimativas dos efeitos desta e das demais varidveis explicativas comuns aos
individuos. A proposta é baseada na distribuicio Normal/Independente, flexivel e robusta em
termos de outliers e os efeitos dos muitos niveis da varidvel categdrica sdao representados por
uma realizacdo de um Processo Pontual por Determinante que possui caracteristicas repulsivas

e protege contra o superajuste do modelo.

4.1 Introducao

Num mundo onde big data € uma realidade, a reducdo de dimensionalidade de dados €
uma necessidade inata. Uma rdpida pesquisa em buscadores na internet gera dezenas de milha-
res resultados (Aproximadamente 36100000 resultados no Google, busca simples pelo termo
“big data”). Foruns de discussdo relacionados a analise de dados estio cheios de questionamen-

tos sobre possiveis ou melhores formas de reduzir dimensionalidade dos dados. Tratando-se de
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varidveis categdricas com um numero muito grande de niveis, isto tem um apelo ainda maior.
Contudo, esse é um grande desafio, principalmente, se no processo da reducdo desse nlimero
de categorias, busca-se também uma boa interpretabilidade dos resultados ou pelo menos que o
critério de reducdo tenha relacdo com caracteristicas de interesse dos dados utilizados.

Usualmente, varidveis categoricas sao incluidas no modelo por meio de varidveis dummy,
na qual sdo construidas matrizes de zeros e uns com o nimero de colunas sendo o nimero de
categorias menos 1. Para varidveis categéricas que envolvem muitos niveis, essa matrizes se
tornam esparsas, levando a estimativas instaveis para os efeitos das categoria, dificultando a
interpretacdo dos resultados. Além disto, estas matrizes com alta dimensdo, ocupam muita
memoria computacional, causando quebras nas operacdes numéricas utilizadas.

Para obter melhor interpretabilidade dos resultados e melhor eficiéncia computacional,
uma estratégia razodvel é reduzir o nimero de categorias. Segundo [33] o agrupamento das
categorias € mais vantajoso do que lidar com dados esparsos e pode trazer melhorias na con-
vergéncia dos algoritmos.

Uma abordagem simples e bem estruturada, teoricamente, foi desenvolvida por [29]
visando obter uma interpretacdo dos resultados em estudos envolvendo grandes tabelas de con-
tingéncia. Nesta abordagem, algumas categorias de fatores sdo combinadas de tal forma que
nao altere as propriedades Markoviana do grafo envolvido na modelo.

A técnica denominada codificacdo-alvo [80] reduz dimensionalidade agrupando os niveis
da varidvel categdrica com base na varidvel resposta. [80] sugere manter apenas as categorias
mais frequentes enquanto as demais sdo agrupadas em uma categoria genérica. Embora seja
bem simples de ser aplicado e esteja implementado em varios pacotes, esse método pode causar
sobreajuste e carece de uma base tedrica mais s6lida. O uso de critérios ad-hoc para agregar
categorias € muito utilizado. Por exemplo, agrupar categorias com poucos individuos para evi-
tar problemas computacionais como a singularidade na inversao de matrizes [99] é uma prética
comum. No entanto, uma reducdo que permita avaliar seus efeitos sobre as inferéncias ndo é
obtida facilmente [33].

Na dltima década, a reduc@o de dimensionalidade em modelos de regressao tem recebido
grande atencdo devido a massiva criacdo de dados e a necessidade de técnicas eficientes para
analisa-los. Uma abordagem que tem se destacado € a técnica de regularizacio ou penalizacao,
tais como a regularizacdo L1 e L2. Esses métodos podem ser usados para evitar o superajuste
(overfitting) em espacgos de alta dimensdo. O mais conhecido entre esses métodos € o LASSO
(Least Absolute Shrinkage and Selection Operator) proposto por [108]. A ideia bésica € usar
um algoritmo de otimizacao para minimizar a soma dos quadrados dos residuos penalizada
pela adicao de um termo de penalidade para grandes valores absolutos dos coeficientes. Essa
penalidade € controlada por um parametro de ajuste 4. O LASSO tende a “encolher” para zero
efeitos nao-significativos de varidveis preditoras, permitindo selecionar as varidveis relevantes
para a andlise entre inimeras possiveis. Isto previne overfitting.

Alguns métodos para agrupamento, como k-médias e andlise discriminante [116], sdo
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muito utilizados na alocacao de individuos, mas ndo sdo adequados para lidar com agrupamento
de niveis de varidveis categéricas. No entanto, existem outros algoritmos de aprendizado de
maquina: como Random Forest e Support Vector Machines (SVMs) [25], capazes de lidar
com dados de alta dimensao e podem ser usados para tarefas como classificacio e regressao.
Random Forest propde construir uma infinidade de arvores de decisdo durante o treinamento e
gerar a moda das classes (classificacdo) ou a previsdo média (regressao) das arvores individuais.
Enquanto o Support Vector Machines (SVMs) visa encontrar um hiperplano que separe os dados
em diferentes classes. Este hiperplano é conhecido como suporte, sendo obtido maximizando
sua distancia até os pontos de dados mais proximos de cada classe.

Outro algoritmo de agrupamento, usado por [4], € 0 AMOEBA (sigla para Multidirec-
tional Optimum Ecotope-Based Algorithm). Este algoritmo depende do uso de uma estatistica
de autocorrelacdo espacial local. O método identifica agrupamentos por meio de uma matriz de
pesos espaciais, que, por sua vez, sdo vetores que identificam as unidades espaciais relacionadas
e ndo relacionadas as unidades contiguas.

Uma abordagem Bayesiana comum para lidar com o problema de varidveis categéricas
com muitos niveis € construir uma distribuicao a priori de encolhimento para os efeitos das co-
varidveis. Esta distribui¢do a priori desempenha um papel semelhante as fun¢des de penalizacao
na estimagdo dos parametros “encolhendo” para zero os efeitos nao significativos. Com esse
intuito, [83] propdem uma abordagem Bayesiana para o método LASSO (Least Absolute Shrin-
kage and Selection Operator) proposto por [108]. Além de permitir a selegdo de varidveis de
maneira automatica, com a inclusao de informacdes a priori sobre os coeficientes, € possivel
melhorar a precisao da estimativa e o poder de predi¢cao do modelo.

Nesta linha de métodos de regularizagdao, um método tipo LASSO alternativo foi pro-
posto por [46] como uma extensdo do trabalho de [17]. Nesta proposta, a forma desse enco-
lhimento consegue reduzir os niveis dentro de um fator, definindo seus efeitos como iguais, ao
mesmo tempo, em que obtém a selecdo de fatores zerando fatores inteiros. O uso dessa abor-
dagem também leva a identificacdo de uma estrutura dentro de cada fator, pois os niveis podem
ser automaticamente recolhidos para formar grupos. O método proposto por [46] também é
baseado em penalidade L1 para agrupamento de categorias, contudo ndo € uma abordagem
unificada, apresenta dois métodos diferentes: um para niveis de escala nominal e outro para
escala ordinal. Na abordagem Effect Fusion (The effect fusion prior) [85], propdem uma nova
distribuicdo a priori de regularizagdo para, especificamente, tratar de varidveis categéricas a
qual é uma generalizacdo do método spike-slab. Além do encolhimento para zero de efeitos
nao significativos, este método também agrupa efeitos semelhantes.

Recentemente, [26] propuseram um modelo de agrupamento para reducao de dimensi-
onalidade de varidveis categéricas baseado no modelo de parti¢cdo produto. Na estrutura consi-
derada, os efeitos dos niveis da varidvel categorica sao representados por um grafo e a técnica
de particionamento desenvolvida por [107] baseada em arvores geradoras aleatdrias é conside-

rada. Este método mostrou-se bastante eficiente em comparacao com métodos existentes para a
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reducdo de dimensionalidade neste tipo de problema.

Inspirado pelos resultados obtidos pelos autores [26], o objetivo deste capitulo é propor
um modelo para tratar varidveis categdricas com muitos niveis assumindo que a incerteza sobre
os efeitos dos niveis desta covariavel sejam ajustados por um modelo de mistura finita via Pro-
cesso Pontual por Determinante. O objetivo € particionar ndo o conjunto de observagdes, mas
as categorias pré-definidas desses dados em um nimero menor de subpopulagdes, ou clusters,
com base em suas caracteristicas observadas. Os PPDs oferecem uma vantagem unica nesse
contexto porque podem capturar tanto a diversidade quanto a coeréncia entre os clusters [54].
Especificamente, os PPDs fornecem uma maneira de modelar a tendéncia dos efeitos se repe-
lirem, o que auxilia na obtencdo de clusters distintos entre si, mas internamente homogéneos.
Dadas estas caracteristicas do PPD, espera-se que apenas niveis muito diferentes sejam alocados
a grupos diferentes.

Um dos principais beneficios do uso de PPDs em Modelos de Mistura Finita € que
eles podem ajudar a evitar o overfitting, problema comum em algoritmos de agrupamento e
em modelos de regressdo que envolvem matrizes esparsas. Ao incorporar informagdes sobre
a diversidade e a similaridade dos clusters, os PPDs podem ajudar a garantir que o modelo de
mistura resultante seja preciso e generalizdvel para novos dados.

Esse método enfatiza os efeitos principais dos preditores categéricos e utiliza estrutura
de PPD’s para identificar grupos de categorias. Essa abordagem ¢é particularmente util quando
se trata de preditores que possuem um grande numero de categorias, pois também permite
identificar categorias que exibem um efeito distinto na varidvel resposta sem onerar 0 processo
de estimacdo com um ndmero excessivo de parametros.

No geral, o uso de PPD”’s em MMF”’s para agrupar niveis de varidveis categoricas repre-
senta uma abordagem promissora para identificar subgrupos significativos em grandes conjun-
tos de dados. Ao capturar a diversidade e a coeréncia entre os subgrupos, os MMF’s baseados
em PPD podem fornecer uma ferramenta poderosa para obter descobertas e apoiar a tomada de
decisdes em varios campos. No contexto de modelos de regressdo, os processos pontuais por
determinante se mostram promissores, especialmente para a selecdo de modelos [61, 96].

Outra contribui¢c@o deste trabalho, é que diferentemente do que € considerado em [26],
assumiremos a distribui¢io Normal/Independente para modelar o comportamento das varidveis
respostas. As caudas pesadas desta distribui¢ao proporcionam mais flexibilidade para lidar com
possiveis outliers dentro dos clusters. O modelo proposto € apresentado na Se¢do 4.2.1, na qual
também se discute a implementagdo computacional. Na Secdo 4.3 apresenta comparacdes da
proposta com outras da literatura: um modelo Bayesiano via Parti¢do Produto (PPRM) proposto
por [26] e o modelo LASSO Bayesiano proposto por [83]. Estes modelos serdo utilizados na
andlise de dados de rendimento semestral global médio (RSGM) dos estudantes da UFMG
ingressantes no ano de 2008, onde pretende-se investigar que cursos tem efeitos similares no
rendimento do aluno. Além desta comparacdo, avalia-se o desempenho do modelo proposto

para diferentes especificagdes dos parametros.
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Para a implementacdo do LASSO foi utilizado o pacote monomvn do R [91] e para o

PPRM utiliza-se o pacote disponibilizado pelos autores.

4.2 Modelo proposto

SejaY = (y1,...,yy) € RY um vetor coluna de ordem N contendo as varidveis respostas
de N individuos selecionados independentemente. Seja X a matriz de delineamento de ordem
N X p contento a informacao das p varidveis preditoras (covaridveis) para os N individuos onde
a i-ésima linha corresponde ao valor das covaridveis para o individuo i. Denote por 8 o vetor
dos efeitos das covaridveis com dimensdo p X 1. Serd assumido que X contem informagdes
sobre as varidveis quantitativas e sobre varidveis categéricas com poucos niveis.

Admita que se tenha uma varidvel categérica com J categorias, em que J € grande.
Define-se V* uma matriz de ordem N X J cuja coordenada v;; = 1 se 0 i-€simo individuo estd na
categoria j desta variavel e v;; = 0, caso contrario, paratodoi =1,...,Ne j=1,...,J, com
Zle vij = 1. Denote por a* = (aj,...,a}), o vetor dos efeitos de cada uma das J categorias.

Um modelo de regressao linear serd adotado da seguinte forma:
Y =XB+Va" +¢, 4.1

em que os erros aleatorios sdo independentes e identicamente distribuidos (i.i.d.) com uma
distribui¢do centrada em zero. Sob esta estrutura, assume-se que a varidvel resposta para o

individuo i que pertence a categoria j da varidvel categdrica de interesse € tal que
_ *
Yij = X,ﬁ + G,’j + Eij-

A meta neste trabalho € reduzir a dimensionalidade da matriz V* agrupando efeitos
@} que sejam similares. Admite-se que B = (Bi,...,,) sdo pardmetros comuns a todos os
individuos e a variancia dentro dos grupos é 0'3 para todos os grupos.

Para reduzir a dimensionalidade de V*, admita que as observacOes sdo particionadas
aleatoriamente em K, K < J, grupos de individuos Gy, ...,Gg. Denote por @ = (a;,...,ak),
K < J, o vetor de efeitos dos niveis agregados da varidvel categérica e V € uma matriz N X K
de alocacdo dos individuos para as categorias agregadas. Se o individuo i pertence a categoria
agregada k, a i-ésima linha da matriz V tem entradas zeros em todas as colunas, exceto na coluna
k onde assume o valor 1. Assim, tem-se que Z,Ile Vi = 1. Ou seja, V. = 1, se, e somente se, a
categoria a qual o individuo pertence foi alocada ao cluster k, k =1, ..., K.

Para um ajuste mais flexivel e robusto em relagdo a outliers, serd assumido que 0s erros
&;j 830 i.1.d. com distribui¢do normal/independente centrada em zero, com parametro de escala

0'5 e parametro de forma 5. A distribui¢do dos erros serd denotada por &;; " NI(O, 0'5, n).



4.2. Modelo proposto 78

Dentro desta estrutura e, considerando a relacao linear entre a varidvel resposta e as covariaveis
dada em (4.1), assume-se que a resposta para o i-€simo individuo é modelada como uma mistura

finita de distribuicdes na familia Normal/Independente como segue

K
Yiltijn ...~ > wNG X + o, o)), 4.2)
k=1

em que u;; € uma varidvel aleatéria ndo-negativa considerada na representacdo estocastica da
familia NI para o individuo i na categoria j original, w; € (0, 1) representa o peso da componente
k da mistura e N(y|a, b) denota a densidade da distribui¢do normal com média a e variancia b
avaliada no ponto y. A representacao estocdstica da familia NI discutida no Capitulo 1 serd uti-
lizada aqui. Este resultado € muito util na estrutura hierdrquica do modelo e, principalmente, na
implementacao computacional, para fazer inferéncias e na geracdo de amostras de distribuicdes
desta familia [65].

Para incluir a estrutura de agrupamento no modelo, serd utilizado o Processo Pontual
por Determinante para a modelagem do vetor de pardmetros @ cujas componentes representam
os efeitos dos niveis da varidvel categdrica com muitas categorias. Serd assumido que u;; Y
Gama(n/2,n/2), ou seja, o Modelo ¢ de Student para a resposta dos individuos.

Na proxima sec¢do faremos uma apresentacao hierdrquica do modelo proposto apresen-

tando as distribui¢des a priori para os demais parametros .

4.2.1 Representacao hierarquica do modelo proposto

O vetor de observacdes pode ser escrito para refletir a estrutura imposta pela varidvel
categorica da seguinte forma Y = (yi,...,y;) em que y; = (¥1),...,Ys,;;), assim cada y;; € a
observagio do i-ésimo individuo da j-ésima categoria nos dados, i = 1,...,n;e j=1,...,J.
Além disso, o nimero de observagdes é dado por N = ZJJ.ZI n;, em que n; € o nimero de
observacgdes na j-ésima categoria. O agrupamento € relacionado a variavel categorica, logo, a
particao se da sobre as J categorias e o vetor aleatorio latente z = (zy, . .., z;) € responsavel pela
alocacdo. Sua distribui¢do a priori € discreta, e tal que P(z; = k|K) = wi,k=1,...,K.

Para apresentar hierarquicamente o modelo de regressao via mistura finita de distribui¢des
na Familia de Distribui¢des Normal/Independente serd considerada varidvel misturadora, u =

Uity e e s Un1s W12y ooy Uny2s ooy UL)s - .., Uy, 7). Desta forma, o modelo proposto €
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vilX. B,z = ki, up, 02, K " NXB + g, i 02, (4.3)
Blor  ~ Ny, 07 Zp); (4.4)

P(zj=kw,K) = wnk=1,...,K; 4.5)

W= Wi...,wg) ~ Dirichlet(8),6 = (61,...,0k); (4.6)
u=(u,...,uy)comu; = Gama(n/2,n/2):; (4.7)
oy~ 1G(ag, by), (4.8)
a=(a,...,ap),0,,K ~ PPD(C,6,00); (4.9)
@lo; ~ Gamar(a,, by, T),6° € T = (0;207); (4.10)

o~ Gama(ay, by); “4.11)

q

em que X € matriz (N X p) de covaridveis comuns a todos os individuos, 8 € o vetor de efeitos
destas covaridveis, a; € o efeito da k-ésima categoria da varidvel categorica e funciona como
um intercepto aleatério do modelo e seu valor depende da alocagdo z; segundo o grupo ao qual
foi designado. Para evitar problemas de identificabilidade, ndo é considerado um intercepto
relacionado no vetor B, ou seja, ndo ha um Sy nem uma coluna relacionada a ele na matriz X.
Cada categoria original da varidvel com muitos niveis terd seu préprio intercepto.

O agrupamento € relacionado aos efeitos, a, das categorias, mas as unidades de obser-
vagdo sdo os individuos. Para facilitar a notacdo e manuseio computacional, é definida a seguir
uma estrutura matricial que converte o agrupamento das categorias para o nivel do individuo.
A matriz Z, de dimensao (N X K), serd responsavel pela distribuicdao dos componentes do vetor
« para os individuos. Neste caso, Z = [Z;l, j = 1,2,...,Jei =1,2,...,n;, ¢ uma matriz
que tem como componentes varidveis indicadoras, ou seja, Z;; = 1, se 0 i-€simo individuo da
categoria original j for agrupado no cluster k,comk = 1,...,K, e Z;jx = 0, caso contrério.

A partir da estrutura definida e considerando a familia NI para a varidvel resposta, a

fungdo de verossimilhanga é dada por

Q)2 det(U™'o)™'? (4.12)

1 ,
exp|{ - 2530 = X8~ Zo)Uly - XB - Za)},

2 2 2
LB,z,a,u,0,,W,07,0,ly)

X

em que U = diag(u), matriz diagonal dos componentes do vetor u.

No modelo, @ é o vetor de efeitos da varidvel categérica com seus niveis ja agru-
pados e € modelado como a realizacdo de um Processo Pontual por Determinante, ou seja,
a = (ay,...,ag)| K, 62,0'5 ~ PPD(C,6,0,). A distribui¢do de e, depende da fungdo kernel,
C, e, consequentemente, dos seus hiperparametros, 6* e o’fl, além do numero de grupos, K. Sua

func¢ao densidade de probabilidade a priori é dada por
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det(Co,q, (@)

p(al@, O-q’K) = s
[ [+ 1)
h

(4.13)

,,,,,

utilizada para obter os elementos Cy;. O kernel utilizado neste trabalho serd considerado o kernel
exponencial quadrético apresentado no Capitulo 3.

Para um k qualquer, k£ = 1,2,..., K, a partir da da particao do vetor @ = (o, @_;), em
que a_; € o vetor de efeitos da variavel categorica sem o componente @, a matriz C (@)
também pode ser particionada e o seu determinante pode ser obtido utilizando-se a Identidade
de Schur na decomposi¢do de (4.13). Dessa forma, o nicleo da distribui¢do a priori de a; dado

o restante do vetor de efeitos, a_;, €

plala—, 0,04, K) o Cq, — Clay, @-)C, Clag, @), (4.14)

em que Cy, = Cpp (@ @) € matriz (K — 1) X (K — 1).

2
q

respectivamente, distribui¢des Gama e Gama Truncada. Suponha 6 ~ Gamal(a, b, t), em que a

A funcido densidade de probabilidade a priori dos pardmetros do Kernel 6* e o sio,

¢ o parametro de forma, b é o parametro de escala e ¢ € o intervalo de truncamento de 6. Sua

func¢do densidade de probalidade € dada por:

0~ lexp{—0/b}

, sefeT= (0,20621).

f(@la,b,T) = bT'(a) (4.15)
0, caso contrario.
I'r(a+1 1 I'r(a+2
e sua esperanga e a variancia sio dadas por E(#%) = l:(%(a)) e Var(6®) = E[TIE:—(a)) -

I'r(a+1)

@ ] é a fungdo Gama Truncada Superior: I'r(a) = fT(Gz)"e“)/ bde?.
Tla

4.2.2 Estrutura Bayesiana para o Modelo NIPPD para Reducao de

Dimensao da Variavel Categoérica

A distribui¢@o conjunta relacionada ao modelo apresentado na secao anterior € dada por

py.B.z.au, 00, w0, 07) = p(ylB.z,,u,0;)p(Blo;)p(zIw)p(w) (4.16)
X p(ale®, e p(@lo)p(oy)p(as).
A distribuicao condicional completa a posteriori relacionada ao agrupamento de niveis

da variavel categdrica e responsavel pela alocacdo, z = (zy,...,2y), uma vez que as compo-

nentes sao consideradas independentes, € obtida diretamente pela normalizacdo da distribui¢ao
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proporcional a seguir

P(zj=kl...) o« wgQn) ™" det(U;'o3)""

1 ,
x expf- 7= - XB-Z) U(y - XB - Za)}. (4.17)
y
A constante de normalizagdo € obtida pela soma das quantidades acima paratodok = 1,..., K

e para cada uma das j categorias.
Para os pesos w a distribuicao Dirichlet é conjugada a distribui¢io multinomial con-
siderada na funcdo de verossimilhancga, assim a sua distribuicdo condicional completa é dada

por

W|...~ Dir(d; + ny,...,0 + ng), (4.18)

em que n; = Y, L=ty
Dada a representacgdo estocdstica da familia NI, a distribui¢cdo condicional completa dos
efeitos das covaridveis 8 que sao comuns a todos os individuos tem forma fechada sendo dada
por
Blo?, ... ~ Ny(Mg,Sp), (4.19)

}7’
-1 -1
em que a média é M = (E/;I + X’U‘IX) (Zgl,uﬁ + XU - X’U“Za/) e sua variancia é

Sp = 0(Z;' + X'UX) "

Ja a distribui¢do condicional completa da varidvel misturadora, u;;, i = 1,...,n;, j =
1,...,J, componente do vetor u, é dada por
+1 n+Sy
... ~ Gama(" —. 1 . ’), (4.20)

(yij - Xijﬁ - CVz,-)2
2

emquesS;; = e Xj; € alinha da matriz de covaridveis relacionadas a observacio

g
3
do i-ésimo individuo da j-ésima categoria.

O parametro de escala, 0'3, possui distribuicdo Inversa Gama a priori, ou ainda, (ﬁ ~
2
Gama(ay, by) e sua condicional completa € dada por
1

|- Gama(ay + N/2 + p/2, by + S/2+ B/2), 4.21)
y

em que N € o tamanho total da amostra, p é o comprimento do vetor 8, S = (y—XB—-Za) U(y -
XB - Za) e B = (B - ) Z5' (B - py)-
Para o vetor dos efeitos de clusters especifico da varidvel categorica, a distribui¢do con-

dicional completa conjunta a posteriori é

plal..) o det(Cop (@)L(B.2,a, 0,05, W,0, 0ly)
o det(C, (@)(2m) N det(U' o)) 7'/? 4.22)

1 /
X exp{ - Tﬂ(y -XB-Za)U(y - X - Za')}.
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Utilizando o nucleo da distribuicdo a priori de «; dado em (4.14), € possivel obter a
distribui¢dao condicional completa de ; dado o restante do vetor de efeitos, @_i, € 0s demais

parametros. Assim, para um k qualquer,
pladay,...) o« (Cak - C(ax, @-)C,' Clay, a_k)')
1 ,
x expf- 5(ak - M) Vi (o — M) (4.23)

emque My = [ X ttif] ' 2ot V= XiBVU, Vi = 02 X uij]” e U = diag(uy ..ty )),
com a verossimilhang¢a sendo proporcional ao niicleo de um distribuicao normal unidimensional
com média M e matriz de varidncia V.

Para os parametros do kernel do PPD as distribui¢des condicionais completas sdo dadas

por
det(Cy p,02)

C T, (W@, a2y + 1)

p(@...) p(&lo)), (4.24)

para 6’ € t; = (O, 25421) em que p(6*|o7,) é a densidade da distribuicio Gamar(ay, by, 1,).e

det(C, 2 ,2)
2. o T (26 (4.25)
1 [T (@ o)+ )" 7
em 2 .G b 2e = |7 ). Além di juntament
que o, ~ amar(a,, z,tz),aqetz— Vo> |- Além disso, conjuntamente

PO = plf.o. IpElo.. )pl...)
det(ca,’gz’o.g)

[Ti21 (0%, 09) + 1)

p@lo)por), (4.26)

comb* et = (O, 20'2 e a'fl > 0.

O processo de estimagdo dos parametros € apresentado na Secdo 4.2.3 com a estrutura

do MCMC para obtengdo das amostras das distribui¢desa posteriori do modelo.

4.2.3 MCMC para o MNIPPD

As distribui¢des condicionais completas sao conhecidas para os parametros de locacao
B e variabilidade 0')2, comuns a todos os individuos, para os pesos da mistura w, para o vetor
de alocagdo z e para a varidveis misturadoras u#; A amostragem de valores destes parametros é
realizada usando Amostrador de Gibbs no MCMC. Para o parametro @ modelado com um PPD
e os parametros 6° e 0'2 do kernel do PPD, para os quais a distribui¢do condicional completa

nao tém forma fechada conhecida, serdo utilizados passos de Metropolis-Hastings.
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A amostragem dos parametros do kernel foi mais desafiadora. Nao hd muitos estudos so-
bre sua estimacao, principalmente, na forma das funcdes de similaridade e de qualidade que sdo
utilizadas neste trabalho. Para melhorar o aspecto da correlacio entre 6% e 0'5, eles foram amos-
trados em bloco. Além disso, na estabilizacdo das cadeias foi utilizado Metropolis-Hastings
Adaptativo, com a variancia da proposta sendo dependente da variabilidade de valores de pas-
sos anteriores da cadeia. Para valores iniciais foram utilizadas estimativas tomadas de processos
pontuais homogéneos com intensidade constante, mas uma avaliacdo parcial das cadeias pode
ser utilizada para direcionar os valores.

Em cada iteragdo do MCMC, gera-se amostras a posteriori de 0= (z,w, 0'3, u, B, a, 6
0'3). Os valores iniciais utilizados sdo fixados. Os hiperparametros H = (8, ao, bo, 7, g, X, a1,

by, ay, by) sao considerados conhecidos.

Descricao: Pseudo cédigo para MCMC do modelo NIPPD.
Entrada: Xy, V., H

Saida: {®!,...,0M)

Inicialize a cadeia: K,,,, ¢ ®° > inicio
Facam =1
enquanto m < M faca > X

AmosTrE 2™y, X, @D H, da densidade (4.17);
AtuaLIZE Z™ a partir de z™;
AmosTre W[z H, da densidade (4.18);
AMOSTRE 0, 2™y, X, 2™, D ™D H, da densidade (4.21);
Amostre 8™y, X, 2™, o-(y'"), Y H, da densidade (4.19);
AwmosTR u™y, X, z, ™, o, 2™, o~V H, da densidade (4.20);
para k de 1 até K faca
aZ")Iy, X, z™, g, g 2m g gHm-1) 0'?,('"_1), H, da densidade (4.23);
fim para

AMosTRE de (62, a’Z("’))Ia/(’") conjuntamente da distribuicdo (4.26);
Facam=m +1;

fim enquanto
Imprima {@W), ..., @™}, > final

Atualizacdo dos componentes do vetor de parametros de locacdo e os parametros do
kernel dependem de passos de Metropolis-Hastings e serdo atualizados a partir do nuicleo da

distribui¢do condicional completa conjunta de (6, (rfl) dada em (4.16). Para amostrar de @ =
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(ay,...,ak), na m-ésima iteracdo, seguem-se 0s seguintes passos:

1. Obtenha um valor proposto a/ , n de novo, para k = 1, a partir de uma distribuicdo
N (a,(m 1) ) «

anterlor O' pro ¢ a variancia da proposta.

), em que @, € o valor do k-€simo componente na (m — 1)-€sima iteragao,

pro

2. Calcule a probabilidade de aceitacao do valor proposto.

a) Se o grupo k estd vazio, n; = 0, entdo a probabilidade de aceitacdo € baseada no

nucleo da distribui¢cdo a priori dada em (4.14);
Con = C@”, a_)C;! e, a )T
Coor = C(@?, a_)C,. C@, a )T

( a,(()) (Vl)) —

b) Se o grupo k € ndo vazio, n; > 0, entdo a probabilidade de aceitacdo é baseada no

nucleo da distribui¢do condicional completa em (4.23):
Cpn = Cley”, @-)C, Cle”, @y

(0) (n)) — Ir
Co — Cley, @_)C; Cle”, ay)

pla,

1™y , ~ .
em que [r = ﬁ € a razdo das verossimilhangas calculadas no valor proposto € no
a
k

valor da (m — 1)-ésima iteracdo.

(0) (n)

3. Amostre p de uma distribuigdo Unif(0,1) e se p < min{l, p(,”, ("))} aceita-se @,

como valor atual da cadeia, caso contrdrio, repete-se o valor anterior na iteracdo atual.
4. Repita 6.(a) - 6.(c) parak =2,...,K.

Atualizagdo em bloco dos componentes do kernel do PPD depende da distribui¢c@o con-
junta dada em (4.26), e € feita via um passo de Metropolis-Hastings Adaptativo (MHA) na
estrutura do MCMC. Esta estratégia permitiu melhorar a estabilidade das cadeias geradas. De-

2

2 A i ~
note por 6% e O'q('") o valor gerado para os pardmetros 6° e o7, na m-€sima iterag@o.

1. Obter a variancia da Proposta. Para o MHA a variincia da proposta, V,,,,, depende
das amostras anteriores. Para os parametros do Kernel foi utilizada a variancia das 100
ultimas observagdes, Vigo. Antes da cadeia completar 100 iteragcdes um valor fixo foi
atribuido V/;,, a partir da centésima itera¢@o a variancia da proposta foi uma média entre

Vioo € Vix, permitindo ainda algum controle sobre a variancia da proposta.

2. Obter valores propostos 62" e Ufl(”), novos, a partir das distribui¢cdes 62, ~ N>,

prop
2(prop)

Viorop) € O ~ N(ay, ay), respectivamente, com a, € b, hiperparametros. Neste caso,

6*m=D ¢ o valor da cadeia de 6” na (m — 1)-ésima iterag@o, antigo, € 1(,.p) € a variancia

da proposta. Como foi utilizado o MH adaptativo, essa variancia depende dos valores

2(m-1)

anteriores da cadeia. Enquanto, o, é o valor da cadeia de 0 na (m—1)-ésima iteracdo,

antigo, € 1y(pr0p) € a variancia da proposta.
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3. Calcular a probabilidade de aceitac@o dos valores propostos com base na distribui¢cdo con-
junta do modelo (4.26) e C(-), matriz kernel calculada para os valores atuais do parametro

de locagdo, @ para os grupos nao vazios.

Para o bloco (6°7), calcula-se

det[C(a, ™, o) T2, (A6, 02 ”) + 1)
det[C(a, 02, a3 )] T2, (462, 02™) + 1)
P&, o) q(6%, 072)

p(ez(o)’ 0_;(0)) q(GZ’O_Z)’

P06, (@3, 62

2(n 2(n)
p(*", ")

P69, 07y
nos valores propostos e nos valores da (m — 1)-ésima iteracdo. Enquanto

em que € a razdo da distribuicao a priori conjunta dada em (4.26) calculada

q(92(n)’ 0'3(’1)|92("), 0_5(0))
61(92(”), U;((J)lgz(n)’ 0_3(11))

¢ a razdo da distribui¢cdo proposta utilizada para gerar valores de (92,02), neste caso

distribui¢des normais truncadas no zero e obedecendo a restricao.

4. Amostrar p de uma distribuigio Unif(0,1) e se p < min{1,p((0,”,6;), (a2, 6:™))
aceita-se o bloco 6™ e 0'5(") como valores das cadeias, caso contrdrio, repetem-se 0s

valores anteriores na iteracao atual.

4.3 Aplicacao: Analise do RSGM dos alunos da UFMG

A Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG) € uma das principais universidades
publicas do Brasil e tem como objetivo promover a exceléncia académica e contribuir para o
desenvolvimento social e cultural do pais. Para alcancar esses objetivos, € fundamental que a
UFMG tenha um sistema eficaz de acompanhamento de desempenho dos alunos, que permita
identificar os principais desafios enfrentados pelos estudantes e propor solucdes para melhorar
a qualidade da educagdo oferecida pela institui¢do.

Uma das principais maneiras de acompanhar o desempenho dos alunos € por meio de
avaliagdes regulares, que permitem que os professores e coordenadores de curso avaliem o
conhecimento adquirido pelos alunos ao longo do semestre ou ano letivo. A UFMG conta
com um sistema de acompanhamento académico que permite que os estudantes consultem suas
notas e outras informagdes relevantes sobre seu desempenho académico, como o Rendimento

Semestral Global Médio (RSGM). Esse € um indice atualizado semestralmente que considera,
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além das notas, as frequéncias nas disciplinas, sendo calculado como uma média ponderada do
desempenho académico em cada semestre.

Sendo uma das maiores universidades do Brasil, a UFMG tem em seu corpo discente
caracteristicas socio-econdmicas diversas que podem influenciar o desempenho académico. A
universidade possui ac¢des afirmativas no ambito de reservas de vagas, mas também de per-
maneéncia dos alunos, como bolsas e programas de apoio a estudantes em situagcdo de risco de
evasdo ou expostos a risco social. No entanto, acompanhar o desempenho dos alunos sempre €
necessdrio para verificar a eficicia destas acoes.

Os dados analisados sdo referentes a 4600 alunos da Universidade Federal de Minas
Gerais - UFMG que ingressaram no curso de graduacido no ano de 2008. Destes, 71 alunos,
possuem valores faltantes, restando 4529 discentes na amostra. Estes dados foram fornecidos
pela Pro-reitoria de Graduacdo (PROGRAD). A varidvel resposta de interesse € o RSMG. As
covaridveis consideradas no estudo sdo: a pontuacdo obtida no vestibular, que varia de 0 a
100 (SAdmEX); a classificacdo social medida pela escala ABIPEME de 5 estratos, que varia
de A, mais alto, até E, mais baixo (SocEcoS); o nimero de créditos ja cursados (TcredC); o
geénero (Sex) e o tipo de escola frequentada pelo estudante durante o ensino médio, que pode
ser estadual, federal, municipal ou particular (THighSch). Uma varidvel que pode influenciar no
desempenho e sobre a qual se tem um interesse especial é o curso de graduagdo em que o aluno
estd matriculado. S@o 71 cursos na UFMG e com tantas categorias, o0 modelo proposto pode
contribuir na identificagdo de cursos com efeito semelhante no rendimento do aluno, agrupando-
os, e estimando seus efeitos no desempenho dos alunos ao mesmo tempo, pode identificar

influéncias das demais covariaveis neste rendimento.

4.3.1 Distribuicoes a priori e valores iniciais

Os hiperparametros para o modelo de mistura NIDPP foram definidos para obter distri-
bui¢des a priori vagas sempre que possivel. Para os pardmetros comuns a todos os individuos
foram definidos g = 0, Zg = vgl com vg = 10%, ag = by = 0,01 com indicado por [49]. Para
os pesos da mistura, 6, = 1,k = 1,..., K, e para os parametros do kernel a; = 100, b, = 1, para
6%, a, = 200 e b, = 0,5. As cadeias do MCMC foram inicializadas com os seguintes valores:
oy = var(Y) = 1,12, B ~ N(0,0,°1),@° ~ NO, D eu;j = 1,j=1,...,J,i = 1,...,n;. Para
os parametros do kernel os valores iniciais foram obtidos por método de momentos para pro-

cessos pontuais regulares [32] adaptados ao PPD. Para 6 foi utilizada a mediana das distancias

2

p seria 0 nimero

Euclidianas dos dados da varidvel resposta, 0,9. Enquanto o valor inicial para o
de pontos por unidade de volume ocupada pelos dados, 905,8, [15].

Para avaliar o efeito do peso da cauda da distribui¢do do RSGM na qualidade do ajuste
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do modelo, o hiperparametro da varidvel misturadora, u, foi fixado em trés valores diferentes,
n = 2,1; 5,0 e 100. O primeiro valor ajusta uma distribu¢do com valor de  no limite da
existéncia da variancia da distribuicao ¢ de Student, n > 2, uma distribui¢io com caudas mais
pesadas possiveis, mais ainda tem os dois primeiros momentos finitos. O segundo valor, =
5, continua tendo caudas pesadas um pouco mais moderadas. Ja o terceiro valor, = 100,
apresenta a distribuicdo aproximadamente normal o que € uma boa comparacdo com outros
modelos que consideram apenas a distribuigdo Gaussiana para a varidvel resposta. No MMF
ha a necessidade de definir um K,,,,, nimero maximo de grupos, antes do ajuste do modelo.
Neste trabalho foram utilizados os valores 16 e 29. O primeiro valor foi escolhido como o
dobro do numero de grandes areas de cursos na UFMG, enquanto o valor 29 foi o nimero
esperado indicado no trabalho de [26] para efeito de comparacdo. Também foram realizados
outros ajustes variando valores do parametro dos pesos da mistura com ¢ = 0,01.

Para os ajustes dos modelos NIDPP foram obtidas 20000 iteracdes de MCMC. Foram
descartadas 2500 primeiras iteracOes para o0 modelo com 1 = 2,1 e 5000 para os modelos com
n = 5en = 100 e saltos de tamanho 10 para evitar fortes autocorrelacdes. Dessa forma, as
inferéncias a posteriori foram analisadas a partir de amostras de tamanho 1750 para o modelo
comn = 2,1 e 1500 para os outros modelos.

Para sumarizar a informacao sobre as aloca¢des dos grupos fornecidas por z estimada
pelo modelo NIPPD serdo utilizadas algumas funcdes de perda recomendadas na literatura.
Para escolher o melhor particionamento dos efeitos dos cursos utiliza-se a Perda Variagcdo de
Informacao (VI) [78], a Perda de Binder N-invariante (B) [14] e a Perda omARI (One minus
Adjusted Rand Index) aqui denotada por ARI [114]. As perdas de Binder e ARI sdo relaciona-
das. A perda ARI inclui uma correcdo para compensar o acaso em aloca¢des completamente
aleatdrias, enquanto a perda de Binder permite realizar penalizagdes em diferentes erros de
alocagdo. A perda VI é baseada em teoria da informagdo e favorece alocacdes com menos
entropia, definindo clusters estimados mais homogéneos (detalhes ver [114]). As perdas sdo
calculadas a partir da matriz de similaridade que estima as probabilidades de dois individuos
estarem no mesmo cluster [41]. Para comparar o desempenho preditivo dos modelos, foi uti-
lizada a técnica de validac@o cruzada 5-fold e calcularam-se as medidas Root Mean Squared
Error (RMSE), Mean Absolut Error (MAE) e o Deviance Information Criterion (DIC) a partir
da verossimilhanca condicional dada em (3.28) [21].

Os modelos LASSO Bayesiano (LB) [83] e Product Partition Regression Model (PPRM)
[26] para agrupamento de niveis de varidveis categdricas foram ajustados e os resultados foram
comparados com aqueles obtidos pelo modelo proposto, NIPPD. Os ajustes do LB e PPRM
foram obtidos considerando-se os mesmo valores de hiperparametros e as mesmas distribuicdes
a priori de B e 0'5. O PPRM foi ajustado assumindo-se que p ~ Beta(4,6), a priori. Para
o ajuste do LASSO Bayesiano assumiu-se 4 = 1. Para ambos os modelos, foram geradas
10000 iteracdes com aquecimento de 1000 e saltos de 5 resultando em amostras a posteriori de
tamanho 1800.
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4.3.2 Estimacao dos parametros do modelo

Nesta secdo, avalia-se o comportamento do modelo proposto considerando-se diferentes
especificacdes a priori para alguns dos parametros. Foram ajustados 12 modelos diferentes
com as variagdes do nimero méaximo de clusters K,,, = 16 e K., = 29, do hiperpardmetro
da distribuicdo do peso da mistura, 6 = 1,0 e 6 = 0,01, e do hiperparametro 1 envolvido na
distribui¢do da varidavel misturadoran = 2,1, 7 =5,0e n = 100.

Apesar de alguns dos modelos propostos permitirem até 29 grupos, por assumir K,,,, =
29, em nenhum deles o valor estimado de K foi maior que 15. A Tabela 4.1 apresenta a
distribui¢do a posteriori do nimero de grupos K fixando K,,,, = 16 e K,,,, = 29 e conside-
rando os hiperparametros 6 = 1,0e 6 = 0,01 e n = 2,1; 5,0 e 100. Considerando a moda a
posteriori, a estimativa a posteriori para K tende a aumentar com o aumento do grau de liber-
dade. Isso ocorre tanto para ajustes considerando 6 = 1,0 quanto 6 = 0,01. A unica excecdo
foi observada quando se ajustou o modelo proposto com K., = 29 e 6 = 1,0. Este resultado
¢ esperado, de certa forma, uma vez que o modelo com caudas mais pesadas acomoda melhor
observagOes atipicas, ndo as alocando para um cluster diferente. Além disso, o valor das es-
timativas variam entre 4 e 9 grupos, esses valores estdo condizentes com o que se espera para
os cursos de graduacdo que, dentro da universidade, estdo organizados em oito grandes dreas
académicas: Ciéncias Naturais, Engenharias, Ciéncias da Saude, Ciéncias Agrarias, Letras e

Artes, Ciéncias Sociais Aplicadas e Ciéncias Humanas.

Tabela 4.1: Distribuicdo a posteriori do nimero de clusters, K, para os modelos propostos.

Kpar = 1660 =1,0 HPD 95%
nl 3 4 5 6 7 8 9 10 11 |Moda Inf Sup
210,01 005 033 039 0,18 0,04 0,00 6 4 7
5,0 0,00 006 029 041 022 0,02 7 5 8
100 0,01 0,19 0,555 021 004 0,00 8 7 10
Kpar = 1620 = 0,01 HPD 95%
21017 056 024 0,03 43 5
500,00 026 057 016 0,01 5 4 6
100 0,00 0,13 033 042 0,111 0,01 7 5 8
Kpax =29€ 0 =1,0
21001 023 008 0,19 0,28 0,14 005 00l 0,00 7 2 10
500,18 0,29 002 0,12 0,18 0,13 006 001 0,00 4 3 9
100 | 0,12 0,14 0,10 0,13 0,04 0,14 0,20 009 0,04 9 2 10
Kpax = 29 € 6 =0,01
210,07 050 037 006 0,00 i 3 6
5,0 0,11 048 034 0,07 0,00 5 4 7
100 0,04 025 042 027 003 0,00 7 5 8

As dreas académicas podem trazer informacao sobre semelhanca entre os cursos quanto a atuacao,



4.3. Aplicacdo: Andlise do RSGM dos alunos da UFMG 89

mas ndo necessariamente sobre o desempenho dos alunos. Considerando os modelos com K, = 16,
n = 2,1 e estimando os pardmetros com mediana a posteriori, observa-se que os efeitos dos cursos no
RSGM do aluno sdo todos negativos como mostrado na Figura 4.1, indicando que todos os cursos cau-
sam o efeito de diminuir o RSGM dos alunos. Em cada curso a nota de partida, ou seja, com o valor
das outras covaridveis sendo nulos (ou assumindo as categorias de referéncia se a covaridvel também ¢é
qualitativa), o aluno ja de uma defasagem no seu desempenho (rendimento negativo). O que faz o aluno
ter uma nota positiva sdo as outras covaridveis ou o efeito aleatdrio.

O curso de Biblioteconomia (Library Science) apresenta o menor efeito no rendimento do aluno,
seguido de outros cursos da drea de Letras e Artes, mas também dos cursos de Pedagogia (Pedagogy),
Histoéria (History) e Ciéncias Sociais (Social Science) os quais sao da drea de Ciéncias Humanas. O curso
de Medicina apresenta-se isolado, tendo maior influéncia negativa no rendimento do aluno com efeito
estimado, sendo o maior em valor absoluto, precedido pelo curso de Medicina Veterindria e antes deste o
curso de Geologia, ambos de dreas diversas. A maioria dos cursos da area de Engenharia possuem valores
de efeito semelhante, com excessdes dos cursos de Engenharia Ambiental e Engenharia de Controle e
Automacao cujos efeitos estdo mais proximos aos efeitos de cursos da area de Ciéncias da Natureza e a
maioria dos cursos de Ciéncias Saude.

Os intervalos HPD com 95% de probabilidade para o efeito dos cursos apresentam amplitude
préxima de 3,0 para a maioria, indicando uma variabilidade similar das distribuicdes a posteriori destes
efeitos. Os cursos que mostraram maior incerteza a posteriori sobre os seus efeitos no RSGM, sdo
Farmécia noturno (Pharmacy (night)), de Medicina (Medicine), de Antropologia noturno (Anthropology
(night)) e Danca noturno (Dance (night)) para os quais o HPD tem a amplitude de cerca de 4,0.

As Figuras 4.1a, 4.1b e 4.1c também mostram os agrupamentos dos efeitos dos cursos obtidos
considerando as perdas ARI (um menos o valor do Indice de Rand Ajustado), a perda de Binder e a
Perda Variagao de Informacdo. Na alocagdo estimada segundo a Perda VI (Figura 4.1a) para o modelo
NIDPP ajustado com 1 = 2,1, a maioria dos cursos da drea de Engenharia foram alocados no mesmo
grupo, o que era de se esperar por possuirem valores de efeito semelhantes. As exce¢des sdo Engenharia
Ambiental e Engenharia de Controle e Automacao que foram alocados junto a cursos da area de Ciéncias
da Natureza e a maioria dos cursos de Ciéncias da Satide. Esse tltimo, foi o maior entre os 4 clusters
definidos pela perda VI para esse modelo e também é composto pelos cursos das demais areas (Cié€ncias
Biolégicas e Ciéncias Agrarias). O curso de Medicina compde um grupo individual e se destaca por ter
o maior efeito negativo, estar bem separado dos demais e possui um intervalo HPD com maior amplitude
do que os efeitos com medianas préximas.

Segundo as outras fun¢des de perda, ARI (Figura 4.1b) e de Binder (Figura 4.1c), sdo defini-
dos 9 grupos. O grupo cujos efeitos sdo estimados em valores maiores, que compreende até o curso de
Conservacao e Restauracio de Patrimdnio Cultural, foi mantido. O curso de Medicina, cuja estimativa
do efeito foi a mais negativa entre todos os cursos, foi alocado com o curso de Farmécia (Pharmacy)
pela perda de Binder, mas ndo pela perda ARI. Em geral, para as duas perdas, os cursos alocados em
clusters diferentes em relacdo a perda VI sdo, principalmente, os que possuem intervalos HPD de 95%
com amplitudes maiores, ou seja, que possuem maior variabilidade a posteriori. Por exemplo, a perda
de Binder agregou os Cursos de Danga noturno (Dance (night)) e Misica noturno (Music (night)) em um

cluster mesmo ndo possuindo valores de efeitos vizinhos, ou seja, contiguos no gréfico pela ordenacao.
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Figura 4.1: Medianas a posteriori e intervalo HPD 95% de probabilidade para os efeitos dos
cursos ajustando o modelo NIPPD com ¢ = 1,0 e n = 2,1, alocados com as perdas VI, ARI e de
Binder. Os clusteres sdo indicados por diferentes cores.

(a) clusters pela perda VI.
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Fonte: Elaborado pela autora.

Assim como a perda ARI agregou Antropologia noturna (Antropology (night)) e Tecnologia em Radio-

logia noturna (Radiologic Tecnology (night)), os dois grupos nao possuem efeitos com valores vizinhos,

mas possuem intervalos HPD mais amplos.
O modelo ajustado assumindo 1 = 2,1 graus de liberdade mostrou-se mais parcimonioso com

estimacdo a posteriori de um menor nimero de clusters para efeitos dos cursos e gerando efeitos mais
homogéneos. O aumento de n no modelo NIPPD, em geral, estimou valores maiores para os efeitos
dos cursos sobre 0 RSGM. Por exemplo, o grupo com os maiores efeitos, possui medianas a posteriori
proximas de 0 (zero) no ajuste com 7 = 5 e acima de 0,5 no ajuste com 17 = 100, enquanto no ajuste com
n = 2,1 os valores foram todos abaixo de -0,1. Na Figura 4.2 sdo apresentados os efeitos dos cursos sob

o ajuste do modelo NIPPD com n = 5,0 e na Figura 4.3 o ajuste com 17 = 100. Neste caso, o nimero
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de clusters aumenta mesmo sob a perda VI, que aponta K = 6 paran = 5e K = 11 para o modelo com
n = 100. Diferente do ajuste com n = 2,1, foi definido um cluster apenas com o curso de Farmécia
noturno para o modelo com n = 5,0. Este curso possui o maior intervalo HPD de 95% neste ajuste,
e outro grupo de quatro cursos diversos foi definido. Além disso, nos ajustes com maiores graus de

liberdade, o comprimento dos intervalos HPD de 95% dos efeitos dos cursos sobre o0 RSGM diminuiu,
mas a diminui¢ao nao afetou todos os efeitos da mesma forma.

Figura 4.2: Mediana a posteriori e Intervalos HPD de 95% de probabilidade para os efeitos dos
cursos estimados pelo modelo NIPPD com ¢ =1,0 e n = 5,0, alocados pela Perda VI, ARI e de

Binder.
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Fonte: Elaborado pela autora.

Alguns cursos apresentam maior variabilidade na distribuicdo a posteriori e seus intervalos sao
mais discrepantes dos outros que no ajuste com 7 = 2,1. Enquanto a maioria possui intervalos com
comprimento em torno de 1,5 no ajuste com 7 = 5, o curso de Medicina, por exemplo, tem intervalo
de comprimento maior que 2,0 e o curso de Farmécia possui intervalo maior que 4,0. Ambos 0s cursos

foram separados em clusters individuais segundo a perda VI, destacando suas diferencas ndo apenas pelo
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Figura 4.3: Mediana a posteriori e Intervalos HPD de 95% de probabilidade para os efeitos dos
cursos estimados pelo modelo NIPPD com ¢ =1,0 e = 100, alocados pela Perda VI, ARI e de
Binder.
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Fonte: Elaborado pela autora.

tamanho do efeito, mas também pela variabilidade. Isto os torna mais dificeis de agrupar de maneira

unica.

4.3.3 Estimacao dos parametros do kernel, parametro de escala e

avaliacao dos modelos

Uma novidade do modelo proposto é a estimacdo dos pardmetros do kernel do PPD. Muitas

dificuldades sdo descritas na literatura sobre esta estimacdo [1, 20, 66], pois suas fun¢des dependerem
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diretamente de determinantes de matrizes que podem ser onerosos computacional e analiticamente. Além
disso, a forma dos autovalores que aparecem no denominador da fun¢do densidade do PPD em (4.13)
nem sempre é conhecida. Alguns trabalhos contornam estimacdo dos parametros usando uma fungdo
densidade aproximada para o PPD [66, 13]. Outros trabalhos consideram tais quantidades como fixas ou
hiperparametros [118, 9]. A partir da restricdo proposta em 3.2.1 foram estimados os parametros usando
o algoritmo da Subse¢do 4.2.3 com bons resultados para o modelo e convergéncia (Apéndice B).

A Tabela 4.2 apresenta as medianas e os intervalos HPD de 95% a posteriori para os parametros
6 e 0'3 do kernel do PPD assumindo-se K,,x = 16 € 29, n =2,1; 5,0 e 100 e 6 =0,01 e 1,0. Os valores
estimados ndo sdo afetados pela variacao dos outros parametros. Isto pode ocorrer porque os parametros
do kernel s@o voltados para o relacionamento entre os efeitos dos cursos e ndo para as medidas da
distribuicdo da variavel resposta.

A Tabela 4.2 também apresenta alguns resumos da distribuicio a posteriori para o parametro de
forma 0'3. Pelos valores, é possivel identificar um comportamento de aumento da mediana a posteriori
de 0'3, conforme a diminuicdo do grau de liberdade n para todos os modelos ajustados. Este resultado
é esperado uma vez que 0'5 € o parametro de forma da familia NI o qual traz informacao sobre a vari-
abilidade condicional do RSGM. Para o modelo com n = 100, os valores sdo pequenos e proximos do
estimado assumindo normalidade condicional para o RSGM, como adotado no trabalho de [26].

Os resultados do DIC (Deviance Information Criterion) também foram calculados para todos os
modelos ajustados sendo apresentados na Tabela 4.2. O DIC aponta o modelo que assume um valor alto
para o parametro de grau de liberdade, = 100. Ou seja, o modelo com melhor ajuste segundo o DIC é
aquele que mais se aproxima a um modelo de mistura finita da distribui¢do normal, sendo que o melhor
resultado foi o que considera K, = 29 e 6 =0,01. Esse modelo serd comparado ao PPRM e ao LASSO

Bayesiano para o agrupamento de niveis de varidveis categéricas na proxima subsec¢ao.

4.3.4 Comparacao com outros modelos

No trabalho de [26] os dados foram ajustados considerando distribuicdo normal, além disso, o
modelo NIPPD melhor avaliado pelo DIC foi aquele com 1 = 100, aproximadamente normal. Dessa
forma, trataremos principalmente, mas nao exclusivamente, dos resultados referentes ao modelo NIPPD
com K,;ux = 29,17 = 100e 6 =0,01 em comparacao com os modelos LASSO Bayesiano [83] e Production
Partition Regression Model [26].

A Tabela 4.3 mostra que o modelo NIPPD possui caracteristicas preditivas ndo muito distantes
daquelas obtidas ajustando-se o modelo PPRM e € superior ao LB. Entre os trés modelos o PPRM possui
os melhores resultados. Os modelos NIPPD e PPRM tém o menor valor para o MAE. O modelo LASSO
também tem bons resultados quanto ao RMSE e MAE, no entanto, sua proposta ndo é realmente de
agrupamento e nao dispde de um mecanismo proprio para agregar os cursos. O procedimento consiste
em estimar os parametros do modelo, depois utilizar outro método auxiliar como o k-médias para agrupar

os cursos. Diferente dos outros dois modelos, o NIPPD ndo faz imposi¢do aos dados e nem demanda
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Tabela 4.2: Medianas e intervalos HPD de 95% para os pardmetros 6, 0}2, e 0 parametro de
forma 0'5 ajustando o modelo proposto com K,,,,, = 16 29,7 =2,1;5,0e 100e 6 = 0,01 e 1,0.

Kyar = 16 Kar = 29
Mediana Ir},IfPD 5% Sup Mediana IIIEPD 9% Sup
n o0=10
6° | 103,475 82.955 123,513 | 103,932 91,146 127,903
2,1 o-fl 94,931 81,434 108,007 94,134 81,784 109,058
0'3 3,61 1,72 12,30 3,55 1,73 10,11
DIC 16071,71 16714,96
0=1,0
6 | 103,439 81,971 121,931 | 101,768 10,691 127,753
5,0 0-621 93,627 80,634 107,700 94,279 57,024 14532.964
o-f 1,27 1,05 1,61 1,28 1,04 1,68
DIC 13031,23 13300,20
0=10
6° | 102.837 83,442 123,534 91,202 3,135 108,542
100 0'5 92.391 80,188 108,050 93,046 69,514 13542.855
a§ 0,50 0,47 0,52 0,50 0,47 0,60
DIC 9365,123 9458.,95
0 =0,01
6% | 102.673 84,459 122.253 | 102.538 83,627 121,963
2,1 0-3 97,359 82.611 110,165 96,191 83,432 109,551
0'5 4,08 1,94 12.43 3,878 2.04 13,62
DIC 17523,19 13682.13
0=0,01
6 | 104,527 81,946 147,180 | 101,061 41,228 124,814
5,0 of] 96,693 74,849 14369,622 96,832 78,382 12925,098
o-§ 1,34 1,09 1,78 1,321 1,08 1,73
DIC 13428,92 12992,64
0 =0,01
6 | 101,896 79,567 125,260 | 103,280 68,271 154,361
100 o’j 95,057 73,486 13425,164 94,540 71,810 13540,410
0'5 0,51 0,48 0,55 0,503 0,48 0,53
DIC 9638,90 9243,67

Fonte: Elaborado pela autora.

um processo externo de agrupamento, possui método probabilistico que permite a avaliagdo de incerteza

sobre o agrupamento e sobre todos os efeitos estimados.

Tabela 4.3: Critérios de comparagao dos modelos.

Modelo RMSE MAE DIC

NIPPD 0,67 0,51 9243,67
PPRM 045 0,51 9238,52
LASSO 0,50 0,54 21031.55

Fonte: Elaborado pela autora.
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A Figura 4.4 mostra as medianas a posteriori para os efeitos dos cursos e os intervalos HPD
de 95% estimados pelos trés modelos, bem como a alocacdo dos clusters via perda VI. As estimativas
para o modelo NIPPD sdo praticamente todas negativas, com medianas entre -3,5 a 0,5 (Figura 4.4a).
Para o modelo PPRM, os efeitos sdo positivos apenas para os dois grupos com efeitos de valores maiores
entre 0,5 e 1,0 (Figura 4.4b). Ajustando-se o modelo LASSO os efeitos sdo estimadas entre -1,25 e 0,75
(Figura 4.4c). No entanto, quase que a totalidade dos efeitos sdo estimados em valores bem préximo de
zero, indicando ndo haver efeito dos cursos sobre o rendimento do aluno.

Quanto ao ndmero de clusters os modelos apresentam diferentes estimativas. Segundo a perda
VI, o PPRM apresentou 10 grupos, enquanto o NIPPD apresentou 6 grupos. O modelo LASSO ndo es-
tima o nimero de clusters, foi pré-fixado o valor K = 4 por ser préximo ao que a visualizagcao dos efeitos
permite identificar, Figura 4.4c. No método LASSO, os coeficientes ndo relevantes sdo “encolhidos” até
zero, dessa forma, o agrupamento nao € muito especifico. Apenas os cursos com efeitos muito diferen-
tes sobre 0 RSGM sio separados. Mesmo o curso de Comunicacdo Social que teve um efeito diferente
de zero foi alocado no maior cluster com os demais cursos considerados com efeito zero. No modelo
PPRM, Figura 4.4b, 4 cursos foram alocados em clusters individuais, e outro foi formado com apenas
dois cursos. Enquanto o modelo NIPPD estimou apenas um cluster individual € um com dois cursos.

Nos trés modelos, o curso de Medicina compde um cluster individual com o efeito mais negativo
sobre RSGM, enquanto o curso de Biblioteconomia possui o efeito mais positivo sobre o desempenho
dos alunos estudados no modelo NIPPD e no PPRM. Isto j havia sido verificado nos ajustes do modelo
NIPPD das subsec¢des anteriores. Para o modelo LASSO o curso de Biblioteconomia nao foi o maior
efeito e sim o quarto maior. Os 12 cursos com maiores efeitos no modelo NIPPD também sdo os maiores
para o modelo PPRM, mas no primeiro formam um tnico cluster, enquanto no segundo foram separados
em dois clusters. O modelo LASSO tem quase todos os 6 cursos do cluster com maiores efeitos entre
estes 12, a excecdo € o curso de Comunicacdo Social. Os trés modelos possuem um cluster de dois cursos
logo acima do curso de Medicina, com os cursos de Medicina Veterindria e Geologia para os modelos
NIPPD e PPRM e com os cursos de Medicina Veterindria e Engenharia Civil para o modelo LASSO.
Todos os outros cursos foram considerados do mesmo cluster pelo modelo LASSO.

Os modelos NIPPD e PPRM possuem um grupo com efeitos negativos sobre 0o RSGM formado
em sua maioria por cursos da drea de engenharia, além dos cursos de Ciéncias da Computacdo, Farmécia
e Farmacia noturno. Um tnico curso que difere entre o cluster de um modelo e do outro é o de Zoolo-
gia para o modelo NIPPD e o curso de Engenharia Ambiental para o modelo PPRM. O modelo NIPPD
agrupa os demais cursos em um tunico cluster, mas o modelo PPRM, além de separar o curso de Enge-
nharia Ambiental em um cluster individual, cria o outro com efeitos proximos de zero com cursos de
vérias dreas: Educac@o Fisica, Antropologia noturna, Histéria, Filosofia, Letras, Letras noturno, Ciéncias
Bioldgicas, Nutricao, Fonoaudiologia, Geografia, Geografia noturno, Turismo e Comunicag¢do Social.

Em geral, o modelo PPRM possui intervalos HPD de 95% com amplitude menor que o modelo
NIPPD e que o modelo LASSO. Este dltimo apresenta muitos intervalos com amplitude elevada para os
efeitos de curso, alguns com amplitude maior que 7: Antropologia noturno, Arquitetura e Urbanismo
noturno, Danga noturno, Relagdes Econdmicas Internacionais noturno, Farmécia noturno, Tecnologia
em Radiologia noturno e Quimica Tecnolégica noturno. Amplitudes elevadas indicam maior variabili-

dade na distribuicdo a posteriori dos efeitos, o que pode dificultar a alocagdo desses cursos. Intervalos
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mais amplos ocorreram também nos outros modelos. No entanto, os intervalos maiores sdo proporcio-
nalmente mais discrepantes para o modelo NIPPD, com tamanhos até 5 vezes maiores que comprimento
da maioria. Por exemplo, o intervalo HPD do curso de Psicologia é de 0,5 e o de Engenharia Ambiental
é 3 vezes maior, enquanto o de Farmdcia é 5 vezes maior. Os cursos de Tecnologia em Radiologia e

Engenharia ambiental foram alocados em clusters individuais neste modelo e seus efeitos no rendimento

Figura 4.4: Mediana a posteriori e Intervalos HPD de 95% de probabilidade para os efeitos dos
cursos estimados pelo modelo NIPPD, PPRM e pelo modelo LASSO Bayesiano.

(a) Modelo NIPPD, n = 100e 6 = 0,01. (b) clusters pela perda VI para o modelo PPRM.
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(c) Clusters via k-médias para o modelo LASSO.

Cluster k-means
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do aluno possuem intervalos de maiores amplitudes.

A Figura 4.5 apresenta os graficos de calor das matrizes de similaridade com base nas alocagdes
probabilisticas definidas pelos modelos NIPPD e PPRM. O LASSO ndo possui um mecanismo aleatério
de alocagdes. A matriz de similaridade € obtida a partir dos respectivos MCMC’s dos modelos e os
seus elementos representam a estimativa da probabilidade a posteriori de dois cursos estarem no mesmo
cluster. A intensidade da cor é proporcional a probabilidade, quanto mais azul a cor do quadriculado
no gréafico, maior essa probabilidade e quanto mais branco menor ela é. Os gréificos dos dois modelos,
NIPPD, Figura 4.5a e PPRM, Figura 4.5b, sdo parecidos. Nao hd um padrdo bloco-diagonal claro no
geral, o que indicaria haver um agrupamento bem definido, mas existem alguns agrupamentos para alguns
dos cursos de Ciéncias Sociais e Artes e outro composto pelos Cursos de Engenharia. As Ciéncias
Humanas mostram agrupamentos entre si, mas também com cursos das Ciéncias Sociais. Ja curso de
Medicina aparece isolado de todos, apenas com uma pequena probabilidade com o Curso de Farmécia
Noturno. No modelo, NIPPD essa probabilidade é 0,21 e no modelo PPRM ¢é 0,07. Esses dois cursos
nao foram agrupados juntos, mas o curso de Farmacia noturno € um dos melhores exemplos em que a
variabilidade na distribuicdo a posteriori do seu efeito se traduz em probabilidade de alocacdo dispersa.

A Figura 4.5a mostra que no modelo NIPPD existe uma pequena probabilidade de alocacdo
do curso de Farmécia noturno com quase todos os cursos exceto os do cluster com efeitos maiores.
Sua maior probabilidade de alocacdo é com o curso de Engenharia de Produgdo (0,46). Para o modelo
PPRM o comportamento é parecido, Figura 4.5b, s6 ndo tem probabilidade positiva de alocacdo com
os dois clusters de efeitos maiores, a maior probabilidade é com o curso de Ciéncia da Computagdo
(0,61). O curso de Tecnologia Radiolégica noturno possui este tipo de comportamento no modelo PPRM,
probabilidade de alocagdo baixa, mas positiva com 68 cursos. A maior destas probabilidades é com o
curso de Geografia noturno (0,47) mas ndo foi suficiente para agrupa-lo a nenhum outro curso. No
modelo NIPPD, o curso de Tecnologia Radiolégica noturno possui probabilidade positiva com todos os
outros cursos e acima de 0,35 com 28 deles. A maior probabilidade € com o curso de Matemética com
0,41. E para esse modelo foi suficiente para agrupé-lo com outros cursos de Ciéncias da Natureza e os
demais desse grupo. O curso de Engenharia Ambiental, que também ficou isolado no modelo PPRM,
possui maior probabilidade (0,43) de alocagdo com o curso de Engenharia de Controle e Automagio
(Night), também possui maior probabilidade de estar no mesmo grupo com o curso de Engenharia Civil
(0,44) no modelo NIPPD e foi alocado com a maioria dos outros cursos da area de Engenharia. Isso tudo
indica que o modelo NIPPD aloca os cursos com probabilidade moderada enquanto o PPRM apresenta
probabilidades mais altas.

Na Tabela 4.4, sao apresentados os coeficientes dos modelos para as demais covaridveis que sdo
comuns a todos os individuos. O modelo LASSO Bayesiano apresenta quase todos os coeficientes com
valor “zero”, exceto Total de Créditos Cursados, o sexo, sendo o sexo masculino um efeito negativo para
o desempenho dos alunos. Estas covaridveis foram consideradas significativas para o RSGM em quase
todos os modelos, a exce¢do é o modelo NIPPD com 1 = 2,1 que ndo concorda com o efeito do sexo,
mas também € negativo. A classe socio econdmica (SocEco) foi considerada com influéncia significativa
sobre RSGM apenas pelo modelo NIPPD n = 100 e § =0,01. O efeito do tipo de escola de ensino médio
(THighSCH) foi considerado significativo apenas para o0 modelo NIPPD com 7 = 100 e 6 = 1,0.

O parametro (75 foi estimado com valor maior para o modelo LASSO (11,43) devido aos coefi-
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Figura 4.5: Matriz de similaridade modelos NIPPD e PPRM.
(a) Modelo NIPPD comn = 100e 6 = 0,01.
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Tabela 4.4: Mediana a posteriori e intervalo HPD 95% para as covaridveis comuns aos in-
dividuos nos modelos NIPPD, LASSO e PPRM.

NIPPD - =2,1 NIPPD - =5 NIPPD - = 100
6 =1,0 60 =10 6=10
Med Inf  Sup | Med Inf  Sup | Med Inf  Sup

SocEco

B 0,52 -046 1,70 | 0,25 -0,22 0,72 | -0,01 -0,20 0,22

C 0,55 -042 1,64| 029 -0,17 0,75| 0,03 -0,15 0,26

D 0,53 -0,57 1,72| 0,31 -0,19 0,82 | 0,03 -0,20 0,23

E 0,58 -0,67 1,86 | 0,32 -0,24 0,89 | 0,02 -0,23 0,30
TcredC 0,01 0,01 0,01] 001 0,01 0,01 001 0,01 0,01
sex

Male -0,29 -0,74 0,14 | -0,26 -0,41 -0,11|-0,28 -0,33 -0,23
SAdnEx 0,03 0,01 0,04| 003 002 003 002 0,02 0,02
THighSch
Federal 0,19 -0,74 1,32 | 0,10 -0,34 0,52 | 0,00 -0,13 0,14

Estadual 0,20 -0,74 1,13 | 0,06 -0,30 042]-0,03 -0,17 0,10
Particular 0,04 -0,82 098]-0,08 -044 0,28 |-0,17 -0,28 -0,05

0'5 361 1.72 1230 | 1,27 1,05 1,61 | 0,50 047 0,52
LASSO PPRM NIPPD - = 100
0 =0,01
Med HPD 95% HPD 95% HPD 95%
Inf  Sup | Med Inf  Sup | Med Inf  Sup
SocEco
B 0,00 -0,15 0,10| 0,02 -0,11 0,15| 0,23 -0,02 0,46
C 0,00 -0,10 0,14| 0,05 -0,07 020]| 0,27 0,05 0,53
D 0,00 -0,20 0,17 | 0,04 -0,09 020 | 0,27 0,03 0,51
E 0,00 -048 036| 0,04 -0,15 026 /| 025 -0,05 0,51
TcredC 0,01 0,01 0,01] 001 0,01 001] 001 0,01 0,01
sex
Male -0,34 -0,56 -0,11 | -0,28 -0,33 -0,24 | -0,27 -0,33 -0,22
SAdmEXx 0,00 -0,00 0,01]| 0,02 0,02 0,02] 002 0,02 0,03
THighSch2
Federal 0,00 -0,18 0,21 | 0,01 -0,11 0,12 | 0,08 -0,06 0,24

Estadual 0,00 -0,10 0,27 |-0,02 -0,12 0,08 | 0,07 -0,09 0,20
Particular 0,00 -0,26 0,06 |-0,15 -0,25 -0,06 | -0,08 -0,22 0,05
0'5 11,43 1096 1191 | 044 042 046/ 050 048 0,53

Fonte: Elaborado pela autora.

cientes “encolhidos” no modelo. Para o modelo PPRM o valor foi o mais baixo (0,44). Para o modelo
NIPPD foi de 0,50 como este ¢ um modelo aproximadamente normal seu valor ¢ um pouco maior do que
o estimado pelo PPRM.

A maioria dos cursos que apresentaram mais variabilidade na distribuicdo a posteriori dos efeitos
sdo noturnos. Muitos alunos que estudam em cursos noturnos trabalham durante o dia o que diminui o
tempo e a disposicdo para os estudos e pode afetar o desempenho. Uma investigacdo sobre o efeito

dessa covaridvel pode melhorar a explicagdo da variagdo do RSGM. Algo que poderia ser investigado
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em proximos trabalhos.

4.4 Consideracoes finais

Uma observacio relevante sobre todos os ajustes do modelo NIPPD € que nenhuma das cadeias
de K, nimero de grupos, apds a exclusao do periodo de aquecimento, apresentou mais que 13 grupos em
sua distribui¢do a posteriori, mesmo nos modelos com K, = 29. Isto mostra que o NIPPD apresenta
informacgao consistente sobre o niimero de grupos. Comparado com os outros modelos, possui capaci-
dade preditiva semelhante, mas mostra mais parcimOnia na formacao de grupos, nem tantos, quanto o
modelo PPRM, nem tdo poucos, quanto o modelo LASSO. Em geral, os efeitos estimados e grupos sdao
mais parecidos com os do modelo PPRM.

Sobre os aspectos Computacionais, o trabalho faz indica¢des sobre os valores iniciais dos para-

2
q

capaz de estimar seus valores. Apesar de ndo ter um limitante superior tedrico para os valores de 0'3 a

metros do kernel 6% e o2 e as escolha de hiperparAmetros das suas prioris e apresenta algoritmo MCMC
relaciio proposta com os valores de 62 forneceu bons resultados de estimacio.

Como objetivos futuros tem-se a comparacao com o modelo Dirichlet que ndao impde ordenagao
a varidvel categodrica e o ajuste a dados que possuam alguma ordenagdo para avaliar o comportamento do

modelo.
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Capitulo 5

Conclusao e Propostas de Continuidade

Este trabalho fornece um método flexivel de agrupamento ndo supervisionado que incorpora uma ca-
racteristica de repulsd@o no comportamento dos pardmetros de locagdo que representam os clusters. A
proposta € um Modelo de Mistura Finita de Distribuicdes Normal/Independente desenvolvido conside-
rando o comportamento dos parAmetros de locacdo como uma realizacdo de um Processo Pontual por
Determinante (PPD), distribuicdo de probabilidade que evita a criacdo de grupos redundantes através de
sua caracteristica natural de repulsdo de pontos e com uma abordagem Bayesiana para estimacdo dos
seus parametros.

O modelo foi avaliado em um estudo de simulag@o e em uma aplicacdo em dados de demanda de
agronegdcio, mostrando-se eficiente na estimacdo de densidade. Foi avaliado também na identificagdo
de grupos e na reducdo de dimensionalidade para varidveis categéricas com muitos niveis em dados
de desempenho educacional. Os resultados mostram que o modelo oferece uma alternativa ao uso de
penalidades como as do tipo LASSO, é parcimonioso na estimagdo do nimero de grupos e apresenta
agrupamentos e que fazem sentido. Além disso, foram desenvolvidos algoritmos de Markov Chain
Monte Carlo (MCMC) para a estimag@o dos pardmetros do modelo, seguindo o paradigma Bayesiano, e
as rotinas foram impletadas em R e C** por meio da biblioteca Rcpp.

Os resultados deste trabalho motivam sua continuidade em estudos futuros, por exemplo, podem
ser explorados outros aspectos do modelo como a estimacdo dos graus de liberdade a partir de uma
distribuicdo a priori no modelo; a dependéncia espacial definida a partir dos pesos da mistura, no caso
em que a varidvel resposta esteja indexada por coordenadas; e/ou a dependéncia temporal considerando
Processo Pontual por Determinante Condicional. Em termos computacionais um algoritmo de Reversible
Jump Markov Chain Monte Carlo (RIMCMC) pode ser desenvolvido para comparar com os resultados

jé obtidos e a necessidade de definir um niimero maximo de componentes da mistura.
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Apéndice A
Material Complementar

Neste capitulo, serdo apresentados as bases matematicas e cdlculos necessarios para obten¢do dos resul-

tados presentes na tese. Os lemas e teoremas matriciais podem ser encontrados em [113].

A.1 Aspectos Matematicos

A.1.1 Familia de Distribuic6es Normal/Independente

Pode-se dizer que um vetor aleatério X possui distribui¢do pertencente a Familia de Distribui¢des

Normal Independente - NI, se sua distribui¢do tem func¢io densidade de probabilidade dada por

“ un/z u ry—1
fxpzy(X) = f(; W exp{ - E(X —WE(x— Il)}dFUv(M), (A.1)

com p sendo o parametro de locagdo, X o pardmetro de escala e v pardmetro de forma, X ~ NI(u; X; Fyyy).
Esta familia também pode ser definida por sua forma estocdstica [65] apresentada no Lema a

seguir.
Lema A.1.1. Seja X um vetor aleatorio que possui distribuicdo Normal/lndependente - NI, D-variada
com pardmetros de locacdo y e de escala X entdo
X=p+U'ZT,
em que T ~ Np(0;1,) e U é uma varidvel positiva com f.d.p. fu,,(u).

Proposicao A.1.1. Se U ~ Gama(v/2;v/2) entdo X tem distribuicdo t-Student multivariada com pardmetros

de locagdo p e de escala X e com graus de liberdade v > 0, X ~ Tp(u; X;v) e com f.d.p. dada por

F; ) I'[(v+n)/2]
yo(Xx) =
XXy S22 (v ) 2)v 12
em que a matriz de covaridncia de X é dada por
VIX] = ——X.

v—2
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A.1.2 Decomposicao em Valores Singulares de X

Proposicao A.1.2. Decomposicdo em Valores Singulares

Seja A uma matriz real com dimensées m X n, entdo existem matrizes ortogonais

U=1[ut,.. uy ER™"eV=1[v,...,v,] € R

tais que

U’'AV =diag(sy,...,sp) € R™" com p = min{n, m}.

emque sy > -+ 25,2>0.

Lema A.1.2. Decomposicdo Simétrica de Schur
Se A é uma matriz simétrica real com dimensdes n X n, entdo existe matriz ortogonal Q, n X n,

tal que
Q'AQ = diag(Ay,...,4,)

eAy,..., A, sdo os autovalores de A.

Como a matriz escala do modelo, X, £k = 1,2,..., K, é simétrica, entdo existe E ortogonal,

D x D, tal que E'X E = diag(ty,...,Tp), logo X pode ser escrita na forma
X = ETLE,

pois E-! = E’, pela sua ortogonalidade.

A.1.3 Complemento de Schur na Distribuicao Condicional Completa de

H

Proposicao A.1.3. Complemento de Schur

Seja A uma matriz real de dimensdo n X n, particionada da seguinte forma

Al Ay
A Axp

bl

em que A1y é submatriz r X r ndo singular. A matriz S = Ay — A21A1_11A12 é chamada Complemento de
Schur de A1) em A.

Dessa forma, a matriz A tem a seguinte decomposi¢cdo

A Ap
Ay A

A 0
0 I

I AjlAp
Ay Axp
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Lema A.1.3. Determinante de Schur

Seja A nas condigées da Proposicdo A.1.3, seu determinante é dado por

det(A) = det(A11)det(Axy — A21AI11A12). (A.2)

Considerando a funcio densidade a priori do vetor de médias dada em (3.11), u = (i, ..., Hug)l

K.,0,0, ~ DPP(C, 0, 0), sua fung¢do densidade € proporcional ao determinante

P(H|9, Oygs K) o det(CH,O'q (Il))

Utilizando a parti¢do p = (M_g, ), em que p_; = {{t;}jz«, @ matriz pode ser particionada da

seguinte forma

Cu_jopy) Cluop_y)
Clupp)  Clpmy) |

e seu determinante pode ser obtido usando (A.2):

Cé),o-q(ﬂ) =

det(Cop, () = det(C(u_,p_y))
X det (Cug i) = Cpto ) C(p_o )™ Clto 1)),

mas a matriz contida no segundo determinante € 1 x 1, logo

det(Cor, (1) = det(Clu_y,p_y))
X (Clts 1) = Clties L) C_ )™ Clatg ).

Este resultado permite obter o nicleo da priori para um componente k£ qualquer do vetor de

locacdo, u;. Observa-se que C(u_y, u_;) ndo dependende do componente y;, logo

Pl o« (Cy = Clto ) Cp Clato '),

Além disso, p(u;|...) pode ser utilizada na distribui¢do condicional completa de ;.

A.1.4 Restricao no Kernel

Segundo [8], um DPP vélido sé é possivel se houver equilibrio entre a intensidade de ocorréncia
de pontos e o intervalo de repulsdo neste tipo de kernel. Assim, para funcao intensidade definida em 2.4
é essencial definir uma condi¢do que garanta a validade do DPP.

Em particular, para o kernel exponencial quadratico no modelo proposto temos

p(R) = ¢* ().
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No contexto do kernel exponencial quadritico, 6 é parametro de escala e pode ser interpretado
como a distincia minima entre os pontos para que uma probabilidade razodvel de ocorréncia seja obtida
em um espaco limitado. Dessa forma, grandes valores de 6, exigem pontos separados por uma grande
distancia e num espago limitado isso pode inviabilizar probabilidades positivas.

Assim, é necessario impor um limite 2 fungio intensidade, p = ¢*(-) e a fungdo qualidade nio

pode ser considerada independente de 6.

Proposicao A.1.4. A restricdo que garante um DPP vdlido com o kernel exponencial quadrdtico definido

com fungoes qualidade dada em 2.8 e similaridade dada em 2.9, é dada por

7 < (27r0'§)D

(A.3)
Fis

Prova A.1.5. O equilibrio entre a funcdo intensidade e o intervalo de repulsdo definido por [§], neste

caso, é

[q)]? < 1/(x6*),¥ p€ BCRP. (A.4)

Usando o mdximo da funcdo q(-) como limitante, ou seja, fazendo g = 0, temos

(1) <=
S —-
i=t V2noy) — 70

Mas 0 > 0, entdo

2no2)P/2
Oﬁgﬁl
VT
2770'2 27m§
ParaD=2,0<6< eparaD=1,0<6< .
Vi 7

A.2 Distribuicoes Condicionais Completas do Modelo de
Mistura NIDPP para estimacao de densidade

A.2.0.1 Funcao de verossimilhanca

Paray,|z; = k, p;, Xx, K ... ~ Np(g, u;l):k) a funcdo de verossimilhanga dada por

Uu; P
exp{ = 5 (v — ) B (v - o)
1/2

Lz, pwX,K,..) = ]ﬁl [] (A.5)
k=11i

ik juy 2| T 2m)P P2
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A.2.0.2 Distribuicao Condicional Completa para w

Para os pesos w a distribuicdo Dirichlet € de familia conjugada a distribui¢do Normal considerada

na fun¢do de verossimilhanga, assim a sua distribuicdo posteriori é dada por

N
p(W|...) = Dir(6 +ni,...,8 +ng), em que ng = Z Iiey=0- (A.6)
i=1

A.2.0.3 Condicional Completa de z

Para a parti¢do z sua distribui¢do a priori € discreta, independente e identicamente distribuida
para cada individuo i, mas a distribuicdo condicional completa também € discreta definida em um con-
junto finito de valores, portanto, sua distribuicio € obtida diretamente pela normalizacao da distribui¢do

proporcional abaixo.

N
plzi=kl...)x p(z; =k Lz, u, 0, X, K, ...) < wg
=1

K
[ [ VoGl ez, (A7)
k=1

1

K K
com ZP(zi =klw,K) = Zwk =1.
k=1 k=1

A.2.0.4 Condicional Completa de u

Para o pardmetro misturador, a priori, temos uma distribuicdio Gama para cada componente do
vetor u, considerados independentes entre si e dos demais parametros.
Para o parametro misturador, u = u = (uy,...,u,), a distribuicdo a priori € da familia Gama,

u; ~ Gama(n/2,n/2), que é conjugada a familia Normal da verossimilhanca.

pul...) o« pu)l(z,p,w,X,K,...)

uj; , Sl
expy — 5 i~ ET E —
m/2-1) —um/2 Xp{ 2 (yl ﬂk)( kE") (yl I“lk)}
Mi ¢ |1/2

| ET (E’

1) _,. _ ,1-1/2 u; ’ I
oo Ve R ETE | exp{ = S (3 - ) (ETLED) (i - o)
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COmo 0s outros termos sao cons-

Temos u; no determinante, assim |ul.‘1E‘T kE" = ui‘D |[ET E’
tantes em relacdo a u; ui‘D Hg: | Tkd» POis a matriz E € constante. E para a distribui¢do de u; a quantidade

do produtério também nao depende de u;. Logo,

pul...) o ugn/z_l)e_”"”/z ull.)/z
ui ’ I\N—
X exp{ = S (v~ ) ETLE) ™ (v — o).

Logo, a distribuicao condicional completade u; ,i = 1,...,n, é dada por

n+D 77+S,~)

(A.8)

p(uil...)~Gama( TR

emque S; = (y;, — i) (ETE") Ny, — ), para k : z; = k.
A.2.0.5 Condicional Completa de T

Os autovalores da matriz de escala possuem distribuicdo Gama a priori que é de familia conju-

gada a distribui¢do Normal da verossimilhanca.

T = (Tkt, - - ., Tkp) com Ty, ~ Gama(ag/2, bo/2),

ZkZETkE’,kZ 1,...,Ked: 1,...,D.

A distribuicao condicional completa de 744 € obtida de

p(rigl..) « paiLz puwXK,...)
ui ’ I\ —
CXP{ - > (v — ) (ET(E)(y; —Hk)}

o T];gaO/z_l)e—bo/Zde 1_I 2 7
i:zi=k |M;1ETI<E,
—(ao/2~1) —by/2 -1 172
o T, e T"“’(n |ul- E‘TkE’| )
iizi=k

X exp{ - % Z ui(y; — ) (ET(E) ™\ (y; —ﬂk)}

iizi=k

o T]:d(ao/Z—l)( l_l |ui—1E7—kE/|fl/2)

iizi=k
1 , e
x exp{-5 Z wiy; = ) (ETLE') (v = i) = bo/27ua-
2 iizi=k

1

No determinante que permanece no produtdrio, u; " € uma constante multiplicando a matriz

quadrada de dimensao D, logo
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E|u;'ET(E'| = u;P|ET(E'|.

Além disso, a matriz E é constante em relagdo a 744 € a matriz 7 é diagonal com determinante

sendo o produto dos elementos da diagonal. Assim,

D

-1 ’ -D -D
u; ETE ' o U; l_l Thkd = U;  Thkd-
d=1
Logo,

-1 1-1/2 D/2_-1/2
l_“ui E‘TkEl _n”i Tog -
iIZi:k iZZi:k

Como ul.‘D constante em relacio a Ty,

D/2_-12 _ _—m/2
l_[ Ui Twa CTka -

iizi=k
Na inversa do produto de matrizes dentro da exponencial a matriz E é ortogonal, ou seja,
E-! = E’. E por propriedade das inversas, temos (ET(E")™! = (E)'9.YE)"' = ET'E =
E diag{l/tr1,...,1/Tp}E’.

Pigl. ) o TR expl=(bo/2)7i)

X exp| —% D iy, - ) diagl{ryy . ep (v - ) E)' )

iizi=k
Na soma dentro da exponencial, para um dado individuo i : z; = k, temos w;(E'(y; — py))’
diag(ti!,.... T (v - m) E) = wile] (y; — )il (vi — ) er + ... + € (y; — m)Tep(y; — ) epl, em
que ¢4 é a d-€sima coluna da matriz E. Assim, apenas as parcelas relacionadas a dimensao d da matriz

E ndo sdo constantes em relacdo a 7xg.

pagl..) o TP DE I expl—(bo /)T
ey > ulyi - 1) (vi — m)ea

X exp{— rak 2 T]:C}}.

Logo,

ag +n; bo+e)Skeq
2 2

) emque Sk = " uily; — u; — i)' (A9)

i:Zl‘:k

-1
Tygl- - ~ Gama(
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A.2.0.6 Distribuicao Condiconal Completa para

Para atualizar yy, serd utilizado o algoritmo de Metropolis-Hastings com a distribui¢cdo condici-

onal completa dada abaixo

Pl ) o< det(C) | | N o 1 20).

irzi=k
Para o cdlculo da distribuicdo de probabilidade condicional de u foi utilizada a identidade de
Schur [100] que permite decompor o determinante da matriz C, e facilitando obten¢do da condicional
da componente y; do vetor de médias, dado os valores de todos os outros pardmetros, inclusive as

componentes restantes do vetor de médias.

Pl ..) (c,,k — Cluy )G, Cly, y_k)') ]—[ N, u; "), (A.10)

iIZl‘:k

emque Cy, = Cluy, ) € Cu_, = C(_g, p_y), com p_y = {ft} jsie.
A.2.0.7 Distribuicio Condicional Completa para 6” e o,

Devido a restricdo da Sec¢do A.1.4, os parametros do kernel sdo considerados dependentes a
priori e sd3o modelados a partir de distribuicdes Gama truncadas. O truncamento € obtido a partir da

restricao.

2 152\P/2
92|0'L21 ~ Gamar(ay, by, 1),6 € t; = (0, ﬂ)

N

@vm'"P OO)
Var )

Para as distribui¢des condicionais completas dos pardmetros sdo utilizadas as distribuicoes a

o-élé?2 ~ Gamar(ay, by, tz),oﬁ Et = (

priori condicionais
det(Cy,v,H,O'q)

[T, (A8, o) + 1)

Qro?)P? | oo)

p0?..) (&0, (A.11)
\/7? bl

det(Cy,v,Q,O'q)
o
H;il(/lh(e’ O-q) + 1)

em que Qzlaé ~ Gamar(ay, by, 11),0% € t) = (

plogl...) p(oyld), (A.12)
em que

> @vm''P
0. ~ GamaTruncEsq(ay, by, 1), 0, € th = (0; —_—
q q m



A.3. Modelo NIDPP para Varidvel Categorica 119

A.3 Modelo NIDPP para Variavel Categorica

A.3.0.1 Funcao de Verossimilhanca

LB.z..u,05, w60, ogly) = Qm)~"?det(U™ o)™/

1 ,
X exp|- gg(y—Xﬁ—Za) U(y - XB - Za))

A.3.0.2 Distribuicao Condiconal Completa para z

O agrupamento € relacionada a varidvel categdrica, logo, a particdo se da sobre as J categorias
e vetor z = (z31,...,zy) € responsavel pela alocagdo. As componentes sao consideradas independentes e

sua distribui¢ao € obtida diretamente pela normalizacio da distribui¢do proporcional a seguir

P(ZJ = k| .. ) o WK(27T)_N/2 det(U;lo_g)—l/Z

1 /
X exp{ - —(y; - X;B-Z;a)'U(y - XB - Za)}
202
y
A constante de normalizagdo € obtida pela soma das quantidades acima para todo k = 1, ..., K para todas

as categorias.
A.3.0.3 Distribuicao Condiconal Completa para w

Para os pesos w a distribui¢@o Dirichlet é de familia conjugada a distribuicao Normal considerada

na fun¢do de verossimilhanga, assim a sua distribuicao posteriori é dada por

p(W|z)p(z|w)

K K
_ M W6k_1P(Zj — k)Zi:l Iﬁz}-:k)

K k
Hk:l F((Sk) k=1
K )
6k—1+22=1 I(z,:k)
oc | | w T
k
k=1

Logo, a condicional completa dos pesos serd w|- - - ~ Dir(d; +ny, ..., 0 + ng), em que ny = Zﬁ\il Iz, =k).

pwl...)
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A.3.0.4 Distribuicao Condiconal Completa para 8

Os efeitos das covaridveis comuns a todos os individuos representados pelo vetor 3,

1 re _
PBl.) o« exp{= (B~ up) s (B~ up))
y

1 /
X exp{ - F(y - XB—-Za)U(y - XB - Za/)}
}7

o< exp| - 2}?[,3'(2;1 +X'UX)B - 28'(35'pp + X' Uy — X'Uc)|}
3

Assim, possuem distribuicao condicional completa é conjugada a familia NI e é fornecida a

seguir:

Blos.... ~ Ny(Mg, Sp),

-1 -1
em que a média € Mg = (Z,g] + X’U‘lX) (Z‘.[;luﬁ + XU - X’U‘lZa) e sua variancia € Sg =

— IYT— -1
(' + X'UTX)
A.3.0.5 Distribuicao Condicional Completa para u

As componentes do vetor da varidvel misturadora sdo considerados independentes e identica-

mente distribuidos a priori. A distribui¢do condicional completa de u;; , i = 1,...,n;,j =1,...,J, €

dada por

pui)L(B,z, a,u, o‘%, w, 6%, ‘T£21|Y)

o exp(—uijn/Z)uZ./Q_] det(U;'o7)™'2

1 ,
X exp{ - E(yj -X;8-Z;ja)U(y - XB - Za/)}

puijl...)

2-1 1/2-
T

o exp(—u,-jr]/Z)ul.j ij

1
X eXP{ gy Oij = XiiB - Clk)z}
3

(vij — XijB - @)’
2

1 n+Sij
Logo, u;jl ... ~ Gama(%, 1 5 "’), em que S;; =

, com X;; a linha da matriz de co-

oy

variaveis relacionadas a i-ésima observacdo da j-ésima categoria.
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A.3.0.6 Distribuicao Condiconal Completa para 0'3

O parimetro de escala, 0'3, possui distribui¢do Inversa-Gama a priori, ou ainda, # ~ Gama(%",
2

%) e sua condicional completa é dada por

P(O’i)P(ﬂlO’i)L(ﬂ, z,a,u, 0-5, w, 6%, o-§|y)
« CXP(—bO/O'g)(O'i)_(“O_U det(U‘la-i)—l/2 det(Zﬂ_lo-i)‘l/z

1 P
X eXp{——z(ﬂ—ﬂﬁ)Zﬁ l(ﬂ—ﬂﬁ)}
207

po?...)

1 ,
X exp{- 275(” - X;B-Zja)U(y - XB - Za)}

o exp(=bo/oy) (o) NFPA@0mD

x e - 2%5[@,- X~ 2,0) Uy - Xp - Za) + (B ) ™8 )]

1

5|
gy

~ Gama(ag + (N + p)/2,by + (S + B)/2),
em que N é o tamanho total da amostra, p é o tamanho do vetor 8, S = (y — X8 — Za)'U(y — X8 - Za)

B = (8- ) %5 (8- )
Para o parametro de efeito do agrupamento da varidvel categdrica, temos

pal..) o« det(Cop (@)L(B.z,a,u,07,W,6%, 0ly)

o det(Co,(@)2m) ™2 det(U™'03)™"/2 (A.13)
1 /

X exp{ - F(y -XB-Za)U(y - XB - Za)}.
Oy

Utilizando o nicleo da distribui¢do a priori de @ dado em (4.14), € possivel obter a distribui¢do condi-
cional completa de a; dado o restante do vetor de efeitos, @_j, € 0s demais pardmetros. Assim, para um

k qualquer, k = 1,2,...,K,

plaglay,..) « (cak ~ Clay, @_)Cy! Clay, a'_k)’) (A.14)
1 ’
x exp|- E(ak - M) Vi (i — M) (A.15)

obtido utilizando-se a Identidade de Schur na decomposi¢dao do determinante em (4.14), em que M =

—1 —1 . _
[ Xj=k tif) Zjeymi V= XiB)U, Vi = 0'3[ Y=k il eUj = diag(uyj, . .., u,,njj), com a verossimilhanga
sendo proposrcional ao nicleo de um distribuicdo normal unidimensional com média M e matriz de
variancia Vi, ou seja, N(ay, My, Vi).

Para os parametros do kernel as distribui¢cdes condicionais completas sdo dadas por
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@y ) ) (A16)
p]...) o« — p@lo:), .
thl(/lh(gz,a'é) +1) 1
em que 6|02 ~ Gamar(ay,by,t,),6* €t; = (0 @na?)”
q q T al, 1-41)s 1= > ﬁ €
R . Y (A17)
R (@ o+ DT '
2 2 _[weym/P P .
em que o, ~ Gamar(az, ba, t),0, € t, = Nl Além disso, conjuntamente
p@ ogl..) = p@og...)pagl..)
det(Caﬁz’ 2)
Pl Dp(?). (A.18)

[T (@, 09) + 1)
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Apéndice B

Aspectos Computacionais

B.1 Rotinas Implementadas para o Ajuste dos Modelos para

Estimacao de Densidade

# Runing fitting

mcmc <- dpp_uvar_uni(X, hparams, store, control, fixed, initial =
list(nu = 5), verbose)

# X is data

# - Fit NIDPP model function ####
dpp_uvar_uni <- function(X, hparams=NULL, store=NULL, control=NULL,
fixed=NULL, initial=NULL, verbose=TRUE){

stime <- proc.time();

# nu paramether
if(is.null(initial$nu)){
nu <- 2.1;

} else{nu <- initial$nu;}

# if(is.null(initial$mu_y)){
# mu_y <- 0;

# } else{mu_y <- initial$mu_y;}

# Data dimension
D = ncol(X);

# Hiperparameters
hparams.default <- list(

ad = 0.1, b® = 0.1, # var_y
delta = 1.0, # or 0.01, w
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al = 100, bl = 1.0, # theta

a2 = 200, b2 = 0.5, #sigma_q

a3 = nu/2, b3 = nu/2,

mu.prop = list(si = 0, th =5, mu = 0),

v.prop = list(si = 500, th = 0.5, mu = sqrt(1))
);

if(!is.null Chparams)) {

hparams <- c(hparams, hparams.default);
}else{hparams <- hparams.default}

#cat("\n al, bl, a2, b2: ", hparams$al, hparams$bl,
hparams$a2, hparams$b2);

control.default <- list(
niter = 40000,

burnin = 0,

thin = 1

);

if(!is.null(control)){
control <- c(control, control.default);

} else{control <- control.default}

E <- compute_E_uvar(X);

# svd(sigma2)$v;

# ---- Incicializando a cadeia ----
# Parametros do DPP na mesma funcao

smpl <- initialize_uvar(X, E, fixed, initial);

# Adaptative mcmc mean to sigmaq

mcsigg2 <- c(smpl$sigmaqg”2, rep(NA, control$niter-1));

# acceptance counting (mu, theta and sigma_q)
rhos <- list(rhots=0, rhomu = rep(®,smpl$K));

# Calculando a matrix de covariadncia pela decomposicao
if(lis.null(initial$Sigma)){

Sigma <- initial$Sigma;
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smpl$Sigma <- Sigma;

} else{

Sigma <- update_Sigma_mod(smpl$lambda, smpl$K, E);
smpl$Sigma <- Sigma;

}

smpl§Sigma <- Sigma;

# Armazenamento de valores das posterioris

if (is.null(store)) {

store <- c(names(smpl));

} else if (length(store) == 1 && is.na(store)) {

store <- c("z", "K");

}

# Numero de iteracdes e aquecimento da cadeia
if (control$burnin <= @) {

mcme <- list(smpl);

} else {

mcme <- list(Q);

3

#### --—- Loop ---- ####

i <- 1; # first iteration was inicialize to mcmc

mcmc[[i]] <- smpl[store]

for (iter in 2:control$niter) { # iter = iter + 1

if (is.null(fixed$z)) {

smpl$z <- update_z_uvar(smpl, X, E);

# cat("atualizacdo de z \n"); # print(smpl$z);
}

if (is.null(fixed$w)) {
smpl$w <- update_w_uvar(smpl$z, hparams, smpl$K);
# cat("atualizacao de w \n");

}

if (is.null(fixed$lambda)) {
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smpl$lambda <- update_lambda_uvar(smpl, X, E, hparams);
# cat("atualizacdo de lambda \n"); # print(smpl$lambda);
3

if (is.null(fixed$Sigma)) {
smpl$Sigma <- update_Sigma_mod(smpl$lambda, smpl$K, E);
# cat("atualizacao de Sigma \n"); # print(smpl$Sigma);

} # apenas o cadlculo de Sigma, os lambdas com u foram calculados antes

# ---- u loop ----

if (is.null(fixed$u)) {

smpl$u <- update_u_uvar(smpl, X, hparams);
# cat("atualizacdo de u \n", smpl$u);

}

if (is.null(fixed$mu)) {

stemp_mu <- update_mu_uvar(smpl, X, hparams);
smpl$mu <- stemp_mu$mu;

rhos$rhomu <- rhos$rhomu + stemp_mu$rhomu;

# cat("atualizacdo de mu \n", smpl$mu, "\n");

}

# Adaptative mcmc
if(iter<51){
mesigg2 <- mean(mcsigq2, na.rm =TRUE);

}else{mesigg2 <- mean(mcsigq2[(iter-50):(iter-1)]1)}

# ---- kernel loop----

if(is.null(fixed$theta) |is.null(fixed$sigmaq)) {

h_up <- update_kernel(smpl$theta”2, smpl$sigmaq”2, mesigq2,
smpl$mu, smpl$z, hparams, fixed)

rhos$rhots <- rhos$rhots + h_up$rhots;

smpl$theta <- sqrtCh_up$t2);

smpl$sigmaq <- sqrtCh_up$sq);

mcsigq2[iter] <- smpl$sigmaq”2;

}

if (is.null(fixed$K)) {
smpl <- update_K_uvar(smpl, X, E, hparams);

# all other parameters will change if K changes
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# cat("atualizacdo de K, Sigma: \n", smpl$Sigma, "\n");
}

if (iter > control$burnin && iter %% control$thin == 0) {
i<-1i+ 1;
mcmc[[i]] <- smpl[store];

}

if (verbose && iter %% floor(control$niter/100) == 0) {

message("iter: ", iter, "; K =", smpl$K)

3

3

if (verbose) {

message("Elapsed time: ", proc.time()[3] - stime[3])

}

return(list(mcmc=mcmc, rhos = rhos))

#

compute_E_uvar <- function(X) {

X.c <- scale(X, center=TRUE, scale=FALSE);
svd(X.c)$v

3

#

initialize_uvar <- function(X, E, fixed, initial) {
N <- nrow(X);

D <- ncol(X);

if (is.null(fixed$K)) {

if (lis.null(fixed$mu)) {

if(lis.null (nrow(fixed$mu))&!is.null (fixed$mu)){
fixed$K <- nrow(fixed$mu)

} else {fixed$K <- length(fixed$mu)};

} else if (!is.null(fixed$w)) {
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fixed$K <- length(fixed$w);

} else if (!is.null(fixed$lambda)) {
if(!is.null (now(fixed$lambda))) {
fixed$K <- nrow(fixed$lambda);

} else {

fixed$K <- length(fixed$lambda);
3

} else if (!is.null(fixed$z)) {
fixed$K <- max(fixed$z);

3

3

if (is.null(fixed$K)) {
if(is.null(initial$K)){

K <- ceiling(log(nrow(X)));
} else{K <- initial$K}

} else {K <- fixed$K};

if(D == 1 &!is.null(fixed$mu)) {
fixed$mu <- matrix(fixed$mu, nrow = K)

}

if (tallCe("z", "mu", "w") %in% names(fixed)) ) {
cl <- kmeans(X, K);
}

if (is.null(fixed$z)) {
if(is.null(initial$z)){
z <- cl$cluster;

} else {z <- initial$z?}
} else {z <- fixed$z};

if (is.null(fixed$w)) {
if(is.null(initial$w)){

W <- cl$size / sum(cl$size);
} else{w <- initial$w}

} else {w <- fixed$w};

if (is.null(fixed$mu)) {
if(is.null(initial$mu)){

mu <- matrix(rnorm(K);
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} else{mu <- initial$mu?}

} else {mu <- fixed$mu};

if (is.null(fixed$lambda)) {
if(is.null(initial$lambda)){
lambda <- matrix(1.0, K, D);
} else{lambda <- initial$lambda;}
} else {lambda <- fixed$lambda;}

if (is.null(fixed$u)){

if(is.null(initial$u)){
u <- rep(1.0, N);

} elsef{u <- initial$u}

} else {u <- fixed$u};

if (is.null(fixed$sigmaq)) {
if(is.null(initial$sigmaq)){
sigmag <- N/(max(Y)-min(Y));
} else{sigmaq <- initial$sigmaq}

} else {sigmaq <- fixed$sigmaq};

if (is.null(fixed$theta)) {
if(is.null(initial$theta)){
theta <- quantile(dist(X), 0.5);
} else{theta <- initial$theta}

} else {theta <- fixed$theta};

list(

K = K, zZ =2z, mu = mu, W= W, lambda = lambda,
u=u, sigmaq = sigmaq, theta = theta

)

3

# _______

update_z_uvar <- function(smpl, X, E) {

K <- smpl$K; mu <- smpl$mu; w <- smpl$w; lambda <- smpl$lambda;

N <- nrow(X); u <- smpl$u; Sigma <- smpl$Sigma;

kz <- 1:K;

# compute unnormlized density
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dz <- matrix(

unlist(lapply(kz,

function(k) {

log(w[k]) + mvtnorm::dmvnorm((X - mulk, ])*u”~(1/2), O,

as.matrix(Sigma[ , , k]),log =T)*u"(1/2)
3

),

nrow = nrow(X)

);

M <- log(.Machine$double.xmax)/ncol(dz) - apply(dz,1,max);
dz <- exp(M + dz);
dzsum <- apply(dz,1,sum)

dz <- dz/dzsum

z <- apply(dz, 1,

function(d) {

# ‘sample‘ will normalize d to sum to 1
sample(kz, 1, prob=d)

3

);

update_Sigma_mod <- function(lambda, K, E) {
D <- nrow(E);

Sigma <- array(®, c(, D, K));

for (k in 1:K) {
Sigma[, , k] <- E %*% diag(lambdal[k, ],D) %*% t(E);

update_w_uvar <- function(z, hparams, K){
# z must be have components 1 ... K
m <- rep(®, K);

idz <- as.numeric(names(table(z)));
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# s.t. table(z) has size K

m[idz] <- as.numeric(table(z));

rdirichlet(1l, hparams$delta + m);

compute_Sk_uvar <- function(X, mu, idx, k, u) {

nidx <- length(idx);

d <- t((X[idx, , drop=FALSE] - matrix(mu[k, ],nrow=nidx,byrow = T))*
ulidx]"(1/2));

d %*% t(d)

update_lambda_uvar <- function(smpl, X, E, hparams) {
K <- smpl$K; z <- smpl$z; mu <- smpl$mu; u <- smpl$u;

D <- ncol(X); hparams <- hparams;

lambda <- matrix(®, K, D);

for (k in 1:K) {

for(d in 1:D){

idx <- which(z == k);

if(length(idx)==0){

lambda[k, d] <- 1/rgamma(l, shape=hparams$a®/2,
rate=hparams$b0/2);

} else{

Sk <- compute_Sk_uvar(X, mu, idx, k, w;

aa <- hparams$a® + length(idx);

bb <- hparams$b® + (t(E[,d]) %*% Sk %*% E[,d]);

lambda[k, d] <- 1 / rgamma(l, shape = aa/2, rate = bb/2);
}

lambda
}
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update_u_uvar <- function(smpl, X, hparams) {

K <- smpl$K; z <- smpl$z; mu <- smpl$mu; Sigma <- smpl$Sigma;
D <- ncol(X); N <- nrow(X);

u <- rep(®, N);

for (k in 1:K) {
idx <- which(z == k);
nidx <- length(idx);

if(nidx==0){

ulidx] <- rgamma(nidx, shape=hparams$a3/2, rate=hparams$b3/2);
} else {

d <- (X[idx, , drop=FALSE] - matrix(mul[k, ], nrow = nidx,
byrow = T));

dd <- unlist(sapply(d, function(v){v%*%solve(Sigmal[,, k])%*%v},
simplify = F));

aa <- hparams$a3 + D;

bb <- hparams$b3 + dd;

ulidx] <- unlist(sapply(bb, function(v){rgamma(l, shape = aa/2,
rate = v/2)}))

update_mu_uvar <- function(smpl, X, hparams) {

K = smpl$K; z = smpl$z; mu = smpl¥mu; lambda = smpl$lambda;
theta = smpl$theta; sigmaq = smpl$sigmaq; Sigma <- smpl$Sigma;
u <- smpl$u;

D <- ncol(X);

rhomu <- rep(0®, K) # counting acceptance

S.pro <- (hparams$v.prop$mu) "2 * diag(D); # parametro do kernel

# covariance matrix for DPP
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C <- cov_matrix(mu, theta”2, sigmaq”2);

if K=1) {

mk <- nrow(X);

mu.k.old <- mu[l, , drop=FALSE];

mu.k.new <- mvtnorm::rmvnorm(l, mu.k.old, S.pro);

S.inv <- solve(Sigmal,,K]); # print(S.inv );

D.old <- (X - matrix(mu.k.old, mk, D, byrow=TRUE))*
ulidx]"(1/2);
D.new <- (X - matrix(mu.k.new, mk, D, byrow=TRUE))*
ulidx]"(1/2);

11.01d <- -0.5 * sum(apply(D.old, 1, function(d) t(d) %*%
S.inv

%*% d));

11.new <- -0.5 * sum(apply(D.new, 1, function(d) t(d) %*%
S.inv %*% d));

Cm <- log(cov_matrix(as.matrix(mu.k.new), theta"2, sigmaq2))-
log(cov_matrix(as.matrix(mu.k.old), theta"2, sigmaq”2));

ratio <- exp(ll.new - 1l.0ld + Cm);

if (runif(l) < ratio) {
mul[l,] <- mu.k.new;
alpmu[K] <- alpmu[K] + 1
}

} else {

for (k in 1:K) {

C.sinv <- Hmisc::solvet(C[-k,-k]);
mu.k.old <- mulk, , drop=FALSE];

S.pro <- (hparams$v.prop$mu) "2 * diag(D);
mu.k.new <- matrix(mvtnorm: :rmvnorm(l, mu.k.old, S.pro),

nrow = D);
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b.old <- C[k, -k, drop=FALSE];
b.new <- cov_rvec_mat(mu.k.new, mu[-k, , drop=FALSE],

theta"2, sigmaq~2);

Cm.old <- cov_matrix(mu.k.old, theta”2, sigmaq’2);

Cm.new <- cov_matrix(mu.k.new, theta”2, sigmaq’2);

ratio <- (Cm.new - b.new %*% C.sinv %*% t(b.new)) /
(Cm.old - b.old %*% C.sinv %*% t(b.old));

idx <- which(z == k);
mk <- length(idx);

if(mk > 0){ # no empty clusters

S.inv <- Hmisc::solvet(Sigmal[, ,k]);

D.old <- (X[idx,] - matrix(mu.k.old, mk, D, byrow=TRUE))*
ulidx]"(1/2);

D.new <- (X[idx,] - matrix(mu.k.new, mk, D, byrow=TRUE))*
ulidx]"(1/2);

11.0ld <- -0.5 * sum(apply(D.old, 1, function(d) t(d) %*%
S.inv %*% d));
11.new <- -0.5 * sum(apply(D.new, 1, function(d) t(d) %*%
S.inv %*% d));

ratio.like <- exp(ll.new - 1l.01d);

ratio <- ratio * ratio.like;

# probabilistic step

if (runif(l) < ratio) {

mulk,] <- mu.k.new;

C <- cov_matrix(mu, theta”2, sigmaq”2);
rhomu[k] <- rhomul[k] + 1

3

} # end for
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} # end else

return(list(mu = mu, rhomu = rhomu))

}

### ---- Update kernel ---- #########H#HH##SHHHHH#

flts <- function(t2, sq2, D=1){

<- sgrt(a”2+2*a*b); # ja modificado por a e b

<- (2*a/(a+b+c)) " (D/2) *cumprod((b/ (a+b+c)) " (h-1));
return(prod(l[which(1>0)]+1))
}

h <- rowSums(expand.grid(1:500,1:500));
h <- h[order(h)];

a <- 1/(4%sq2);

b <- 1/(t2);

C

1

# Log-Determinant
logdet <- function(A){
2*sum(log(diag(chol(A))))

# - Jointly update \theta and \sigma_q --------- #it#
update_kernel <- function(t2, sq2, mesg2, mu, z, hparams, fixed){
rho.ts <- 0;

mu <- mu[sort(unique(z))];

ts = (t2)/(2);# 2/t2;
sigmag2.new <- EnvStats::rnormTrunc(l, mean = mesg2, sd =
hparams$v.prop$si, min = ts);

sigmag.new <- sqrt(sigmaq2.new);

tt = (2*sigmag2.new);
theta2.new <- EnvStats::rnormTrunc(l, mean = t2, sd =
hparams$v.prop$th, max = tt);

theta.new <- sqrt(theta2.new);

if (is.null(fixed$theta) | is.null(fixed$sigmaq)){
lt.det <- logdet(cov_matrix(mu, theta2.new, sigmaq2.new)) -
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logdet(cov_matrix(mu, t2, sq2));

lt.eng <- - log(flts(theta2.new, sigmag2.new)) + log(flts(t2,
sq2));

lt.pri <- log(cascsim::dtgamma(theta2.new, shape =
hparams$al, scale=hparams$bl, max = tt)) +

dgamma (sigmaq2.new, shape=hparams$a2, scale=hparams$b2,
log=T) - 1log(cascsim::dtgamma(t2, shape=hparams$al,

scale = hparams$bl, max = tt)) - dgamma(sq2,
shape=hparams$a2, scale=hparams$b2, log=T);

lt.prop <- log(EnvStats::dnormTrunc(theta2.new, mean = t2, sd =
hparams$v.prop$si, min =0, max = 2*sigmag2.new)) +
log(EnvStats: :dnormTrunc (sigmaq2.new, mean = mesg2, sd =
hparams$v.prop$si, min=0))-

log(EnvStats: :dnormTrunc(t2, mean = theta2.new, sd =
hparams$v.prop$si, min =0, max = 2*sq2)) -

log(EnvStats: :dnormTrunc(sq2, mean = mesg2, sd =
hparams$v.prop$si, min=0));

ratio.t <- (sum(c(lt.det, lt.eng, lt.pri, lt.prop)))

} else{ratio.t <- 1; theta2.new <- t2; sigmaq2.new <- sq2}

if (log(runif(1)) < ratio.t){t2 <- theta2.new; sqg2 <- sigmag2.new;
rho.ts <- 1}

return(list(t2 = t2, sq2 = sq2, rhots = rho.ts));
}

#### ---- Covariance Functions to DPP’s kernel ---- ####

# Similiarty kernel with the covariance function
similarity_kernel <- function(x, y, t2) {
if(is.matrix(x)){

theta <- rep(t2, nrow(x))l}else{t2 <- rep(t2, length(x))}
-(x - y)r2/t2

3

# Quality function for kernel with the covariance function
quality_kernel <- function(x, sq2) {

dnorm(x, mean=0, sd = sqrt(sq2), log = TRUE)

3
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cov_matrix <- function(mu, t2, sq2) {
if(is.matrix(mu)){

KK <- nrow(mu);

} else{KK <- length(mu); mu <- matrix(mu,length(mu),1)}
C <- matrix(1.0, KK, KK)

# matrix is symmetric

for (i in 1:KK) {

for (j in i:KK) {

cij <- exp(sum(similarity_kernel(muli,], mul[j,], t2)));
qij <- exp(sum(quality_kernel(mul[i, ], sq2) +
quality_kernel(mul[j, 1, sq2)));

Cli,j] <- C[j,1] <- cij*qij;

3

3

cov_rvec_mat <- function(rvec, mat, t2, sq2) {
if(length(rvec)==1) {mat<-matrix(mat,ncol=1)}

# replicate row vector by row-wise to match dimension of mat
rmat <- matrix(rvec, nrow(mat), ncol(mat), byrow=TRUE);
matrix(exp(rowSums(quality_kernel (rmat, sq2)+
similarity_kernel (rmat, mat, t2)+

quality_kernel(mat,sq2))), nrow=1)

3

Rotina para extrair as cadeias das posteriores do MCMC.

estimate.postV3 <- function(object){

N <- length(object[[1]]$z) # tamanho da amostra
m <- length(object); # iteracoes

D <- dim(object[[1]]$Sigma)[1]

J <- object[[1]]$K[1] # K maximo

mcmc.K <- rep(NA, m);

mcme.z <- matrix(®, m, N);

mcmc.mu <-array(NA, dim=c(m, J1));
mcmc.Sigma <-array(NA, dim=c(m, J));
mcmc. lambda <- matrix(NA, m, J);

mcme.w <-matrix(NA, m, J);
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mcmc. theta <- rep(NA, m);
mcmc.sigmaq <- rep(NA, m);

mcmc.u <- matrix(NA, m, N);

mui <- array(NA, dim=c(m, N));
Sigmai <- array(NA, dim = c(m, N));

mcmc.param <- list();

for (i in 1:m) {

mcme.z[i,] <- object[[i]]$z;

mcmc.K[i] <- length(unique(mcmc.z[i,])); #object[[i]]$K;
meme.muf[i,] <- c(object[[i]]$mu);
mcmc.Sigma[i,] <- object[[i]]$Sigma;
mcmc . lambda[i,] <- object[[i]]$lambda;
meme.wli,] <- object[[i]]$w;
mcmc . theta[i] <- object[[i]]$theta;
mcmc.sigmaq[i] <- object[[i]]$sigmaq;
mcmc.uf[i,] <- object[[i]]$u;

muil[i, ] <- memc.mul[i, memc.z[i,]];
Sigmai[i, ] <- mcmc.Sigma[i, mcmc.z[i,]]

}

mcmc . param$k <- mcmc.K;

mcmc .param$z <- mcmc.z;
mcmc . param$mu <- mcmc.mu;

mcmc . param$Sigma <- mcmc.Sigma;
mcmc . param$lambda <- mcmc.lambda;
mcmc . param$w <- mcmc.w;

mcmc . param$theta <- mcmc.theta;
mcmc . param$sigmag <- mcmc.sigmaq;
mcmc . param$u <- mcmc.u;
mcmc . param$mui <- mui;

mcmc . param$Sigmai <- Sigmai;

return(mcmc.param)

}

# Runing the function

post_mcmc <- estimate.postV3(mcmc)

Dados simulados

## ---- Base ---- #
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m4 <- c(18, 35, 55); sigmad <- rep(l.2,3); wd <- c(.3,.35,.35);
set.seed(83643399)

clust4 = sample(c(1,2,3),replace = T, 300, prob = w4)
set.seed(83643399)

u <- rgamma(300, shape = 2.5, rate = 2.5)

set.seed(83643399)

X4 <- rnorm(300, m4[clust4], sqrt(sigmad/u))

clust4 <- as.factor(clust4)

# ---- Pesos diferentes #

m5 <- c(18, 35, 55); sigma5 = rep(1.2,3); w5 <- c(.5,.3,.2)
set.seed(83643399)

clust5 = sample(c(1,2,3),replace = T, 300, prob = w5)
set.seed(83643399)

u5 <- rgamma(300, shape = 2.5, rate = 2.5)
set.seed(83643399)

X5 <- rnorm(300, m5[clust5], sqrt(sigma5/u5))

clust5 <- as.factor(clust5)

# ---- Duas médias proximas e uma diferente #

m7 <- c(18, 25, 45); sigma7 = rep(1.2,3); w7 <- c(.3,.35,.35)
set.seed(36433998)

clust?7 = sample(c(1,2,3),replace = T, 300, prob = w7)
set.seed(36433998)

u/7 <- rgamma (300, shape = 2.5, rate = 2.5)

set.seed(36433998)

X7 <- rnorm(300, m7[clust7], sqrt(sigma7/u7))

clust? <- as.factor(clust?7)

# ---- Variancias muito diferentes #

m8 <- c(18, 35, 55); sigma8=c(5,7,15.5); w8 <- c(.3,.35,.35)
set.seed(83643399)

clust8 = sample(c(1,2,3),replace = T, 300, prob = w8)
set.seed(83643399)

u8 <- rgamma(300, shape = 2.5, rate = 2.5)
set.seed(83643399)

X8 <- rnorm(300, m8[clust8], sqrt(sigma8[clust8]/u8))

clust8 <- factor(clust8)
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B.1.1 Cadeias a posteriori

Figura B.1: Cadeias das distribui¢des a posteriori dos parametros do kernel dos modelos ajus-
tados aos Cenarios de dados simulados.
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Fonte: Elaborado pela autora.

Cadeias para individuos selecionados aleatoriamente: 220, 2, 167, 114 e 150. No Cenario (a)
sdo dos clusters 1,2,2,3 e 1; no Cenario (b): 3, 1, 1, 1 e 2; no Cenario (¢): 1, 1, 1, 1 e 2; e no Cenario

(d): 1, 2,2, 3 e 1, respecivamente.
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Figura B.2: Cadeias das distribuicOes a posteriori dos parametros de loca¢cdo do modelo ajustado
cenario (a) dos individuos 220, 2, 167, 114 ¢ 150.
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Fonte: Elaborado pela autora.

Figura B.3: Cadeias das distribuicOes a posteriori dos parametros de loca¢cdo do modelo ajustado
cenario (b) dos individuos 220, 2, 167, 114 e 150.
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Figura B.4: Cadeias das distribuicOes a posteriori dos parametros de loca¢cdo do modelo ajustado

cenario (¢) dos individuos 220, 2, 167, 114 ¢ 150.
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Figura B.5: Cadeias das distribuicOes a posteriori dos parametros de loca¢cdo do modelo ajustado

cenario (d) dos individuos 220, 2, 167, 114 e 150.
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Tabela B.1: Taxas de aceitacdo dos ajustes do modelo para dados da biomassa.

n  Oeo, Pz Ms Hs

2.1 0,185 0,014 0,645 0,627 0,588 0,596
50 0,185 0,673 0,012 0,653 0,640 0,633
100 0,186 0,515 0,014 0,620 0,677 0,583

Fonte: Elaborado pela autora.

B.2 Rotinas para o Modelo para reducao de Dimensao de

Variavel Categorica

library(Rcpp)
library(RcppArmadillo)
library(RcppDist)

# Arquivos com rotinas no C

Rcpp: :sourceCpp (" "beta_sample.cpp")

Repp: :sourceCpp (" "u_sample.cpp")

Rcpp: :sourceCpp (" "Sigma_sample.cpp")

Rcpp: : sourceCpp (" “z_sample.cpp")

Rcpp: :sourceCpp (" “alpha_sample.cpp")

Rcpp: :sourceCpp(""Z_cate.cpp")

##t## ---- Dados: leitura e preparacao ----
load(""/dataE.RData") # data with X model factors

Y = dataE$Y; X = dataE[,2:6]; vcat = dataE$vcat;
#####A##H#E -——- Fit Model Function ---- ############
dpp_cate <- function(Y, X, vcat, hparams=NULL, store =
NULL, control=NULL, fixed=NULL, initial=NULL, verbose =
TRUE) {

stime <- proc.time();

# Linear Model matrix

Xm <- compute_X_cate(Y, X);
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# hparams=NULL; store=NULL; control=NULL; fixed=NULL;
verbose=TRUE;
# covariates

p <- ncol(Xm);

# categories in a factor

ycat <- as.numeric(as.factor(vcat));
#

# if(is.null(initial$mu_y)){

# mu_y <- 0;

# } else{mu_y <- initial$mu_y;}

if(is.null(initial$nu)){
nu <- 5;

} else{nu <- initial$nu;?}

# Hiperparameters

hparams.default <- list(

ad = 2.3, b® = 1.461, # para Sigma

delta = 1, # para w

mubeta = rep(0,p), sigbeta = 10000*diag(p), sb_inv = solve(10000*diag(p)),
# para betas

al = 105, bl = 1, # para theta

a2 = 200, b2 = 0.5, # para sigmaq

a3 = nu/2, b3 = nu/2, # para u,

mu.prop <- list(si = 0, th= 0), # means to adaptative M-H

v.prop = list(si = 5, th =5, alpha = 10) # dp’s das propostas p/ MH
);

if(!is.null Chparams)){

hparams <- c(hparams, hparams.default);

}else{hparams <- hparams.default};

cat(" nu: ", nu, ", delta: ", hparams$delta, " \n ");

# "var prop: ", hparams$v.prop$si,
control.default <- list(

niter = 40000,

burnin = 0,

thin =1

);
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if(l'is.null(control)){
control <- c(control, control.default);

} else{control <- control.default}

# ---- Inicialize a cadeia ---- #

sm <- initialize_cate(Y, Xm, vcat, fixed, initial, hparams);
smpl <- sm$sp;

V <- sm$V;

Z <- Z_cate(z = smpl$z, K = smpl$K, V = V);

# Adaptative mcmc to sigmaq

mcsigg2 <- c(smpl$sigmaq”2,rep(NA, control$niter-1));
mcthet2 <- c(smpl$theta”2,rep(NA, control$niter-1));

if(lis.null(initial$rhos)){
rhos <- initial$rhos;
}else{rhos <- list(rhots=0, rhoalpha = rep(®, smpl$K))};

# Store posteriori values

if (is.null(store)) {

store <- c(names(smpl));

} else if (length(store) == 1 && is.na(store)) {
store <- c("z", "K");

}

if (control$burnin <= 0) {

mcme <- list(smpl);

} else {

mcme <- list(Q);

}

#### ---- Loop ---- ####
i<-1;

mcmc[[i]] <- smpl[store]

for (iter in 2:(control$niter+1)) {

if (is.null(fixed$z)) {

smpl$z <- as.vector(z_sample(alpha = smpl$alpha, u = smpl$u,



146

beta = smplfbeta, Sigma = smpl$Sigma, V=V, Y =Y, X = Xm,
smpl$K,

w = smpl$w, K
ycat = ycat));
Z <- Z_cate(z = smpl$z, K = smpl$K, V = V);
3

if (is.null(fixed$w)) {
smpl$w <- update_w_cate(Z, hparams);

}

if (is.null(fixed$Sigma)) {

smpl$Sigma <- Sigma_sample(alpha = smpl$alpha, u = smpl$u,
beta = smpl$beta,

Y=Y, X=Xm, Z =27, sb_inv = hparams$sb_inv,

mb = hparams$mubeta, a® = hparams$a®, b® = hparams$b®)

3

if (is.null(fixed$beta)) {

smpl$beta <- beta_sample(alpha = smpl$alpha, u = smpl$u,
Sigma = smpl$Sigma,

Y=Y, X=Xm, Z =2, sigheta = hparams$sigbeta,

mubeta = hparams$mubeta)

}

HH##E -——— U -——- ####

if (is.null(fixed$u)) {

# smpl$u <- update_u_cate(smpl, Y, Xm, Z, hparams);

smpl$u <- as.vector(u_sample(alpha = smpl$alpha,

beta = smplf$beta, Sigma = smpl$Sigma, Y=Y, X =Xm, Z = Z,
a3 = hparams$a3, b3 = hparams$b3));

3

if (is.null(fixed$alpha)) {

stemp_alpha <- alpha_sample(alpha = smpl$alpha, u = smplS$u,
beta = smplfbeta, Sigma = smpl$Sigma, theta2 = smpl$theta”2,
sigmag2 = smpl$sigmaq”2, Y=Y, X = Xm, Z = Z, K = smpl$K,
sigprop = hparams$v.prop$alpha);

smpl$alpha <- stemp_alpha$alpha;

rhos$rhoalpha <- rhos$rhoalpha + stemp_alpha$rho_alpha;

3
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# Adaptative mcmc

if(iter<102){

mesigg2 <- hparams$v.prop$si; # mean(mcsigq2, na.rm =TRUE);
methet2 <- hparams$v.prop$th;

}else{

mesigg2 <- mean(c(sd(mcsigqg2[(iter-100):(iter-1)], na.rm = T),
hparams$v.prop$si), na.rm = T);
methet2 <- mean(c(sd(mcthet2[(iter-100):(iter-1)], na.rm = T),

hparams$v.prop$th), na.rm = T);
}

#it### ---- Kernel ---- ####

if(is.null(fixed$theta) |is.null(fixed$sigmaq)) {

h_up <- update_kernel(smpl$theta”2, smpl$sigmaqg”2, mesigq2, methet2,
smpl$alpha, smpl$z, hparams, fixed)

rhos$rhots <- rhos$rhots + h_up$rhots;

smpl$theta <- sqrtCh_up$t2);

smpl$sigmaq <- sqrtCh_up$sq);

mcsigq2[iter] <- smpl$sigmaq”2;

}

if (is.null(fixed$K)) {
smpl <- update_K_cate(smpl, Xm, E, hparams);
3

if (iter > control$burnin && iter %% control$thin == 0) {
i<-1+1;
mcmc[[i]] <- smpl[store];

}

if (verbose && iter %% floor(control$niter/100) == 0) {#

message("iter: ", iter, "; K =", smpl$K, "; rhos = ", rhos$rhots)
}

}

if (verbose) {

message("Elapsed time: ", proc.time()[3] - stime[3])

}

return(list (mcmc=mcmc, rhos = rhos))
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compute_X_cate <- function(Y, X) {
N <- nrow(X);

df <- data.frame(Y,X);

1 <- Im(as.formula(df), data = df);
#2z is N x 1

# alpha is K x 1

#w is K x 1

m <- model.matrix(Ilm(as.formula(df), data = df));
p <- ncol(m);

return(m[,2:p])

3

# Initialize
initialize_cate <- function(Y, X, vcat, fixed, initial, hparams) {
N <- nrow(X);

p <- ncol(X);

# One-hot encoding matrix V: categorical variable for subject
cat <- as.factor(vcat);

v <- as.matrix(model.matrix("vcat));

v[,1] <- 2 - rowSums(v);

colnames(v) [1] <- "catl";

if (is.null(fixed$K)) {

if (lis.null(fixed$alpha)) {
if(!is.null(nrow(fixed$alpha))&'!is.null(fixed$alpha)){
fixed$K <- nrow(fixed$alpha)

} else {fixed$K <- length(fixed$alpha)};
} else if (lis.null(fixed$w)) {

fixed$K <- length(fixed$w);

} else if (lis.null(fixed$z)) {

fixed$K <- max(fixed$z);

3

3

if (is.null(fixed$K)) {
if(is.null(initial$K)){
K <- ceiling(2*log(nrow(X)));
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} else{K <- initial$K}
} else {K <- fixed$K};

if (lallCc("z", "alpha", "w") %in% names(fixed)) ) {
cl <- kmeans(tapply(Y,vcat,mean), K);
3

if (is.null(fixed$z)) {
if(is.null(initial$z)){
z <- cl$cluster;

} else {z <- initial$z?}
} else {z <- fixed$z};

nz <- as.numeric(names(table(z)));

if (is.null(fixed$w)) {
if(is.null(initial$w)){

W <- cl¥size / sum(cl$size);
} else{w <- initial$w}

} else {w <- fixed$w};

if (is.null(fixed$alpha)) {
if(is.null(initial$alpha)){
alpha <- rnorm(K); #cl$centers;
} else{alpha <- initial$alpha}
} else {alpha <- fixed$alpha};

alpha <- matrix(alpha, nrow = K)

if (is.null(fixed$Sigma)) {
if(is.null(initial$Sigma)){

Sigma <- var(Y); #0.6655 verdadeiro
} else{Sigma <- initial$Sigma;}

} else {Sigma <- fixed$Sigma;}

if (is.null(fixed$u)) {
if(is.null(initial$u)){
u <- rep(1.0, N);

} else{u <- initial$u}

} else {u <- fixed$u};
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if (is.null(fixed$beta)) {
if(is.null(initial$beta)){
beta <- rep(®, p);

} else{beta <- initial$beta?}
} else {beta <- fixed$betal;

if (is.null(fixed$sigmaq)) {
if(is.null(initial$sigmaqg)){
sigmag <- N/(max(Q-min(Q));

} else{sigmag <- initial$sigmaq}

} else {sigmaq <- fixed$sigmaq};

if (is.null(fixed$theta)) {
if(is.null(initial$theta)){
theta <- quantile(dist(Y),0.5);
} else{theta <- initial$theta}
} else {theta <- fixed$theta};

list(sp = list(K = K, zZ =12z, alpha = alpha, W =W,

Sigma = Sigma, u
theta = theta), V = v)

u, beta = beta, sigmaq = sigmaq,

update_w_cate <- function(Z, hparams) {
# Z must be have columns 1 ... K

m <- colSums(Z);

rdirichlet(1l, hparams$delta + m);
}

flts <- function(t2, sq2, D=1){

h <- rowSums(expand.grid(1:500,1:500));

h <- hlorder(h)];

a <- 1/(4%sq2);

b <- 1/(t2);

c <- sqrt(a”2+2*a*b); # ja modificado por a e b

1 <- (2*a/(a+b+c)) " (D/2)*cumprod((b/(a+b+c)) " (h-1));
return(prod(1[which(1>0)]+1))

3
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logdet <- function(A){
2*sum(log(diag(chol(A))))

update_kernel <- function(t2, sq2, mu, z, hparams, fixed){
# counting acceptance for theta and sigmag in block
rho.ts <- 0;

mu <- mu[sort(unique(z))];

# limiting \sigma_g

ts = (t2)/(2);

# proposals

sigmag2.new <- EnvStats::rnormTrunc(l, mean = sq2, sd =
hparams$v.prop$si, min = 0) #min = ts

sigmag.new <- sqrt(sigmag2.new);

# limiting \theta

tt = 2*(sigmaqg2.new);

# proposal

theta2.new <- EnvStats::rnormTrunc(l, mean = t2, sd =
hparams$v.prop$th, min = 0, max = tt)

theta.new <- sqrt(theta2.new);

if (is.null(fixed$theta) | is.null(fixed$sigmaq)){

lt.det <- logdet(cov_matrix(mu, theta2.new, sigmaq2.new)) -
logdet(cov_matrix(mu, t2, sq2));

lt.eng <- - log(flts(theta2.new, sigmag2.new)) + log(flts(t2, sq2));
lt.pri <- log(cascsim::dtgamma(theta2.new, shape=hparams$al, scale =
hparams$bl, max = tt)) +

dgamma (sigmaqg2.new, shape=hparams$az,

scale=hparams$b2, log=T) -

log(cascsim: :dtgamma(t2, shape=hparams$al, scale=hparams$bl,

max = tt)) -

dgamma(sq2, shape=hparams$a2, scale=hparams$b2, log=T);

lt.prop <- log(EnvStats::dnormTrunc(theta2.new, mean = t2,

sd = hparams$v.prop$si, min =0, max = 2*sigmaq2.new)) +
log(EnvStats: :dnormTrunc(sigmaq2.new, mean = sq2, sd =

hparams$v.prop$si, min=0))-
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log(EnvStats: :dnormTrunc(t2, mean = theta2.new, sd =
hparams$v.prop$si, min =0, max = 2*sq2)) -
log(EnvStats: :dnormTrunc(sq2, mean = sigmaq2.new, sd =

hparams$v.prop$si, min=0));

} else{ratio.t <- 1; theta2.new <- t2; sigmaq2.new <- sq2}

if (log(runif(1)) < ratio.t){t2 <- theta2.new;

sq2 <- sigmaq2.new; rho.ts <- 1}

return(list(t2 = t2, sq2 = sq2, rhots = rho.ts));
3

#### ---- Funcoes de Cov para DPP ---- ####

# Similiarty kernel with the covariance function
similarity_kernel <- function(x, y, t2) {
if(is.matrix(x)){

theta <- rep(t2, nrow(x))l}else{t2 <- rep(t2, length(x))}
-(x - y) 2/t2

3

# Quality function

quality_kernel <- function(x, sq2) {

dnorm(x, mean=0, sd = sqrt(sq2), log = TRUE)#72.97333
}

# Covariance function on all pairs of rows of X
cov_matrix <- function(mu, t2, sq2) {
if(is.matrix(mu)){

KK <- nrow(mu);

} else{KK <- length(mu); mu <- matrix(mu,length(mu),1)}
C <- matrix(1.0, KK, KK)

# matrix is symmetric

for (i in 1:KK) {

for (j in i:KK) {

cij <- exp(sum(similarity_kernel(mul[i,], mul[j,], t2)));
gqij <- exp(sum(quality_kernel(mu[i, ], sq2) +
quality_kernel(mulj, 1, sq2)));
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Cli,3]1 <- C[j,1] <- cij*qij;
}
}

# Covariance function for a row vector (rvec) against each row of

# a matrix.

cov_rvec_mat <- function(rvec, mat, t2, sq2) {
if(length(rvec)==1) {mat<-matrix(mat,ncol=1)}

# replicate row vector by row-wise to match dimension of mat
rmat <- matrix(rvec, nrow(mat), ncol(mat), byrow=TRUE);
matrix(exp(rowSums(quality_kernel_cate(rmat, sq2)+
similarity_kernel_cate(rmat, mat, t2)+
quality_kernel_cate(mat,sq2))), nrow=1)

3

rdirichlet <- function(n, delta) {

1 <- length(delta);

# x <- matrix(rgamma(l * n, delta), ncol = 1, byrow = TRUE);
X <- matrix(rgamma(l * n, shape = delta), ncol = 1, byrow =

sm <- X %*% rep(l, 1);

X / as.vector(sm)

}

B.2.1 Rotinas em C pelo pacote Rcpp no R

Rotina para estimar o vetor de locacdo «.

###### Rotinas em C pelo pacote Rcpp do R ######
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// [[Rcpp: :depends(RcppArmadillo)]]
#include <RcppArmadillo.h>

#include <RcppArmadilloExtensions/sample.h>

using namespace Rcpp;

/* cov cate */

// [[Rcpp::export]]

arma::mat cov_cate(arma::vec alpha, double theta2, double sigmaqg2) {
int K = alpha.size();

arma::mat C(K,K);

double pi = arma::datum::pi;

// C cov

for (int i = 0; 1 < K; i++) {

// C(i,1i) = sigmaqg2;

C@,i) = 1/(2*pi*sigmaq2) *exp(-alpha(i)*alpha(i)/sigmaq2);

for (int j = i+l; j < K; j++) {

//C(1,3) = (sigmaq2)*exp(-pow((alpha(i)-alpha(j)),2)/theta2);
C(1,j) = 1/(2*pi*sigmaq2)*exp(-(pow(alpha(i),2)+pow(alpha(j),2))

/(2*sigmaq2)-pow((alpha(i)-alpha(j)),2)/theta2);
C(,i) = CG,9);

return C;

/¥ cov vec cate */
// [[Rcpp::export]]
arma: :rowvec cov_vec_cate(double alphak, arma::vec alpha, double theta2,

double sigmaqg2) {
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int K = alpha.size();
arma: :rowvec C(K);

double pi = arma::datum::pi;

for (int i = 0; i < K; i++) {

// C(i) = (sigmaqg2)*exp(-pow((alphak-alpha(i)),2)/theta2);
C@) = 1/(2*pi*sigmaq2)*exp(-(pow(alphak,2)+pow(alpha(i),2))/
(2*sigmaq2)-pow((alphak-alpha(i)),2)/theta2);

3

return C;

}

/* alpha sample */

// [[Rcpp: :export]]

List alpha_sample(arma::vec alpha, arma::vec u, arma::vec beta, double
Sigma, double theta2,

double sigmag2, arma::vec Y, arma::mat X, arma::Mat<int> Z, int

K, double sigprop) {

arma: :vec su

Z.tO*u;
arma::vec Va = arma::sqrt(Sigma/su);

arma::vec Ma Z.tOQ*((Y-X*beta)%u) /su;

arma::vec L(K);

arma: :vec alpha_prop(K);
double pi = arma::datum::pi;
arma: :vec rho_alpha(K);

rho_alpha.zeros();

arma::mat C = cov_cate(alpha, theta2, sigmaqg2);
for(int k = 0; k < K; k++){

L(k) = Rf_dnorm4(alpha(k), Ma(k), Va(k), true);
alpha_prop(k) = Rf_rnorm(alpha(k), sigprop);

double ratio_like = 0;

int mk = sum(Z.col(k));
if(mk > 0){
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ratio_like = Rf_dnorm4(alpha_propl[k], Ma[k], sqrt(Va[k]), true) -
L[k];
3

arma: :rowvec b_old = C.row(k);
b_old.shed_col(k);

arma::vec alpha_ = alpha;

alpha_.shed_row(k);

arma: :rowvec b_new = cov_vec_cate(alpha_prop(k), alpha_, theta2,

sigmaq2);

arma::mat Cs = C;
Cs.shed_col(k);
Cs.shed_row(k);

arma::mat C_sinv = Cs.i(Q);

double Cm_old = C(k, k);
double Cm_new = 1/(2*pi*sigmaqg2)*exp(-alpha_prop(k)*

alpha_prop(k)/sigmaq2);

double Cv_old = Cm_old -
arma::as_scalar(b_old * C_sinv * b_old.t());
double Cv_new = Cm_new -

arma::as_scalar(b_new * C_sinv * b_new.t());
double ratio = exp(ratio_like)*Cv_new/Cv_old;
double u = Rf_runif(0.0, 1.0);

if (u < ratio) {

alpha.row(k) = alpha_prop(k);

C = cov_cate(alpha, theta2, sigmaqg2);

rho_alpha(k) = 1;
3

List out;
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out["alpha"] = alpha;
out["rho_alpha"] = rho_alpha;

return out;

}

Rotina em C para estimar os pardmetros comuns aos individuos .

// [[Rcpp::depends(RcppArmadillo)]]
#include <RcppArmadillo.h>

#include <RcppArmadilloExtensions/sample.h>

using namespace Rcpp;

#include <mvnorm.h>
// [[Rcpp::depends(RcppDist)]]

/* beta sample */

// [[Rcpp::export]]

arma: :vec beta_sample(arma::vec alpha, arma::vec u, double Sigma,
arma::vec Y, arma::mat X, arma::Mat<int> Z,

arma::mat sigbeta, arma::vec mubeta) {

arma::mat sb_inv = arma::inv(sigbeta);

arma::vec mb = mubeta;

arma: :vec alpha_est = Z * alpha;

arma::mat U = arma::diagmat(l/u);

invX.tOQ*U*X + sb_inv);

Vb * (sb_inv*mb + X.t(Q*U*Y - X.t()*U*alpha_est);

arma::mat Vb

arma::vec Mb

// beta sample

arma: :vec beta = rmvnorm(l, Mb , Vb*Sigma).t();

return beta;

Rotina para estimar a varidvel misturadora u.

// [[Rcpp::depends(RcppArmadillo)]]
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#include <RcppArmadillo.h>

#include <RcppArmadilloExtensions/sample.h>

using namespace Rcpp;

#include <mvnorm.h>
// [[Rcpp::depends(RcppDist)]]

/* u sample */
// [[Rcpp::export]]

arma: :vec u_sample(arma::vec alpha, arma::vec beta, double Sigma,

arma::vec Y, arma::mat X, arma::Mat<int> Z,
double a3, double b3) {

int N = X.n_rows;

arma::vec u(N);

arma::vec d = Y - X*beta - Z*alpha;
(d%d) /Sigma;

arma::vec Sy
arma::vec bb = b3 + Sy;

// u sample

for (int i = 0; i < N; i++) {

u(i) = Rf_rgamma( (a3 + 1)/2 , 2/bb(i) );

}

return u;

Rotinas em C para estimar o vetor de alocacdo e criar a matriz de aloca¢do por individuo.

// [[Rcpp::depends(RcppArmadillo)]]
#include <RcppArmadillo.h>

#include <RcppArmadilloExtensions/sample.h>

using namespace Rcpp;

/* z sample */
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// [[Rcpp::export]]
arma: :rowvec z_sample(arma::vec alpha, arma::vec u, arma::vec beta,
double Sigma, arma::mat V, arma::vec Y, arma::mat X, arma::vec w,

double K, arma::vec ycat) {

int N = X.n_rows;

int J = V.n_cols;

arma: :mat dlog(J,K);

arma::rowvec z(J);

const double log_max_K = arma::datum::log_max/K;

const arma::uvec kvec = arma::linspace<arma::uvec>(1l, K, K);

arma::vec U = arma::sqrt(Sigma/u);

arma::vec Xb = X*beta;

dlog.zeros(Q);

for (int i = 0; i < N; i++) {

for (int k = 0; k < K; k++) {

dlog(ycat(i)-1,k) += Rf_dnorm4(Y(i), Xb(i)+alpha(k), U(i), true);
3

3

// z sample

for (int j =0; j < J; j++) {

dlog.row(j) += log(w.t());

double max_log_i = log_max_K - max(dlog.row(j));
arma::vec d = exp( dlog.row(j).t() + max_log_i );

d = d/sum(d);

z(j) = RcppArmadillo::sample(kvec, 1, true, d).at(0);
3

return z;

// [[Rcpp::depends(RcppArmadillo)]]
#include <RcppArmadillo.h>

#include <RcppArmadilloExtensions/sample.h>
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using namespace Rcpp;

// [[Rcpp: :depends(RcppDist)]]

/* Z cate */
// [[Rcpp::export]]

arma::mat Z_cate(arma::vec z, int K, arma::mat V) {

int J = z.size(Q);
arma::mat Zv(J,K);

Zv.zeros();

for (int j = 0; j < J; j+){
Zv(j,z(j)-1) += 1;
}

arma::mat Z = V*Zv;

return Z;

Rotina em C para estimar a variancia do modelo 0'5

// [[Rcpp: :depends(RcppArmadillo)]]
#include <RcppArmadillo.h>

#include <RcppArmadilloExtensions/sample.h>
using namespace Rcpp;

#include <mvnorm.h>
// [[Rcpp::depends(RcppDist)]]

/% Sigma sample */
// [[Rcpp::export]]

double Sigma_sample(arma::vec alpha, arma::vec u, arma::vec beta,

arma::vec Y, arma::mat X, arma::Mat<int> Z,
arma::mat sb_inv,
arma: :vec mb, double a®, double b0®) {
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int N = X.n_rows;
int p = X.n_cols;

double Sigma;

arma::mat U = arma::diagmat(l/u);
arma::vec dy = Y - X*beta - Z*alpha;
double sy = arma::as_scalar(dy.t()*U*dy);
arma::vec db = beta - mb;

double sbeta = arma::as_scalar(db.t()*sb_inv*db);

// Sigma sample
Sigma = 1/Rf_rgamma( (a® + N + p)/2 , 2/(b® + sbeta + sy) );

return Sigma;

}

Funcdo para extrair as cadeias do MCMC para dados com varidveis categdricas com muitos
niveis.
#### ---- Posterioris VCate ---- ####

estimate.post_cate <- function(object, fixed){
#object <- mcmc;

N <- length(object[[1]]$u) # tamanho da amostra
m <- length(object); # iteracdes

J <- length(object[[1]]$z); # categorias

K.mx <- object[[1]]$K; # 29 ou 16 # K maximo

p <- length(object[[1]]$beta); # covariaveis

mcme.K <- rep(NA, m);

mcme.z <- matrix(®, m, J1);
mcmc.alpha <- matrix(NA, m, K.mx);
mcmc.Sigma <- rep(NA, m);

mcme.w <- matrix(®, m, K.mx);
if(lis.null(fixed$theta)){
mcmc . theta <- object[[1]]$theta;
}else{mcmc.theta <- rep(NA, m)};
if(lis.null(fixed$sigmaq)){
mcmc.sigmag <- object[[1]]$sigmaq;
}else{mcmc.sigmaq <- rep(NA, m)};
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if(lis.null(fixed$u)){
mcmc.u <- object[[1]]%u;

}else{mcmc.u <- matrix(NA, m, N)};

alphaj <- array(NA, dim=c(m, J));

mcmc.beta <- matrix(0®, m, p);

mcmc.param <- list(Q);

for (i in 1:m) {

mcmc.alpha[i,] <- c(object[[i]]$alpha);

mcmc.beta[i,] <- c(object[[i]]$beta);

meme.z[i,] <- object[[i]]$z;

mcme . K[i] <- length(unique(object[[i]]1%$2));

mcmc.Sigma[i] <- object[[i]]$Sigma;

mcme.w[i,] <- object[[i]]$w;

if(is.null(fixed$theta)) {mcmc.theta[i] <- object[[i]]$theta};
if(is.null(fixed$sigmaq)) {mcmc.sigmaq[i] <- object[[i]]$sigmaq};
if(is.null(fixed$u)){mcmc.uli,] <- object[[i]]S$u};

alphaj[i,] <- mcmc.alphali, mcmc.z[i,]];

}

mcmc . param$K <- mcmc.K;
mcmc.param$z <- mcmc.z;

mcmc . param$alpha <- mcmc.alpha;
mcmc . param$beta <- mcmc.beta;
mcmc . param$Sigma <- mcmc.Sigma;
mcmc . param$w <- mcmc.w;

mcmc . param$theta <- mcmc.theta;
mcmc . param$sigmag <- mcmc.sigmaq;
mcmc. param$u <- mcmc.u;

mcmc . param$alphaj <- alphaj;

return(mcmc.param)

}

# Run the function

post_Vcat <- estimate.post_cate(mcmc_vcat, fixed = NULL)
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B.2.2 Rotina para a Avaliacao de Reprodutibilidade

#### Reprodutibilidade ####
#### ---- 5 dobras da amostra ----####
# 4529/5 = 905.8, 4 grupos de 906 e 1 grupo de 905 individuos

#.Random.seed[1506]

set.seed(-1764602873)

seed_5dobras <- sample(1:4529, 4529, replace = F)

# Divisao das observacdoes em 5 dobras

dobra <- matrix(c(as.numeric(seed_5dobras), NA), 906, 5)
vcatl<- factor(vcatec[-(dobral[,1])],exclude=NA)

vcat2<- factor(vcatec[-(dobral,2])],exclude=NA)

vcat3<- factor(vcatec[-(dobra[,3])],exclude=NA)

vcatd<- factor(vcatec[-(dobra[,4])],exclude=NA)

vcat5<- factor(vcatec[-(dobra[-906,5])],exclude=NA)

vcat_dobral <- dpp_cate(Yc[-c(dobra[,1]1)], Xc[-c(dobra[,1]),], vcatl,
fixed = 1list(K=16), initial = list(nu = 100, sigmaqg=30),
control=list(niter = 20000))

vcat_dobra2 <- dpp_cate(Yc[-(dobra[,2])], Xc[-(dobra[,2]),], vcat2,
fixed = 1list(K=16), initial = list(nu = 100, sigmaqg=30),
control=list(niter = 20000))

vcat_dobra3 <- dpp_cate(Yc[-(dobra[,3])], Xc[-(dobra[,3]),], vcat3,
fixed = 1list(K=16), initial = list(nu = 100, sigmaqg=30),
control=list(niter = 20000))

vcat_dobra4 <- dpp_cate(Yc[-c(dobra[,4]1)], Xc[-c(dobral,4]),], vcat4,
fixed = 1ist(X=16), initial = list(nu = 100, sigmaqg=30),

control=list(niter = 20000))

vcat_dobra5 <- dpp_cate(Yc[-c(dobra[-906,5])], Xc[-c(dobra[-906,5]),], vcat5,
fixed = 1list(K=16), initial = list(nu = 100, sigmag=30),

control=list(niter = 20000))

saveRDS (vcat_dobra5, "vcat_dobra5.rds")

saveRDS (vcat_dobra4, "vcat_dobra4.rds")

saveRDS (vcat_dobra3, "vcat_dobra3.rds")

saveRDS (vcat_dobra2, "vcat_dobra2.rds")

saveRDS (vcat_dobral, "vcat_dobral.rds")

pos_dbl <- estimate.post_cate(vcat_dobral$mcmc, NULL)
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pos_db2 <- estimate.post_cate(vcat_dobra2$mcmc, NULL)
pos_db3 <- estimate.post_cate(vcat_dobra3$mcmc, NULL)
pos_db4 <- estimate.post_cate(vcat_dobra4$mcmc, NULL)
pos_db5 <- estimate.post_cate(vcat_dobra5$mcmc, NULL)

# ---- Analise das dobras ----

# ----Dobra 1 ####
#### Model matrix to vcat ####

#

id <- as.numeric(vcatec[dobra[,1]]) %in%
which(levels(vcatec)%in%vcatl)

lvs_alp <- which(levels(vcatec)%in%vcatl)
alpha <- rep(0,71)

# ---- Paramether estimate ----

slag<- seq(10001,20001,10)

beta_dbl <- apply(pos_dbl$beta[slag,],2,quantile,probs=0.5)
alpha_dbl <- apply(pos_dbl$alphaj[slag,],2,quantile,probs=0.5)
alpha[lvs_alp] <- alpha_dbl

X_modell <- compute_X_cate(Yc[dobra[,1]], Xc[dobra[,1],]1)
X_modell <- X_modell[id,]

y_predl<- (X_modell%*%beta_dbl) + alpha[as.numeric(vcatec[dobral,1]])][id]

y <- Yc[(dobra[,1])][id]

# Calculando RMSE e MAE

rmsel <- sqrt(mean((y - y_predl) 2))
mael <- mean(abs(y - y_predl))
cat("RMSE:", rmsel, "\n")
cat("MAE:", mael, "\n'")

# ---- Dobra 2 ----
#### Model matrix to vcat ####
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id <- as.numeric(vcatec[dobral[,2]]) %in% which((levels(vcatec)%in%vcat2))
lvs_alp <- which(levels(vcatec)%in%vcat2)
alpha <- rep(0,71)

# ---- Paramether estimate ----

slag<- seq(10001,20001,10) # retira burnin e lag

beta_db2 <- apply(pos_db2$beta[slag,],2,quantile,probs=0.5)
alpha_db2 <- apply(pos_db2$alphaj[slag,],2,quantile,probs=0.5)
alpha[which((levels(vcatec)%in¥%vcat2))] <- alpha_db2

X_model2 <- compute_X_cate(Yc[dobra[,2]], Xc[dobral,2],])
X_model2 <- X_model2[id,]

y_pred2<-(X_model2%*%beta_db2) +
alpha[as.numeric(vcatec[dobral[,2]])][id]

y <- Yc[(dobra[,2])]1[id]

# Calculando RMSE e MAE

rmse2 <- sqrt(mean((y - y_pred2)"2))
mae2 <- mean(abs(y - y_pred2))
cat("RMSE:", rmse2, "\n'")
cat("MAE:", mae2, "\n")

# RMSE: 0.6392672

# MAE: 0.485154

# DIC

loglike <- function(y_p, Sg, estu){
sum(dnorm(y, mean=y_p, sd = sqrt((Sg/estu)), log=T))
3

Sig2 <- quantile(pos_db2$Sigma[slag], probs=0.5)

alp <- pos_db2%alphaj[slag,]

bt <- pos_db2$beta[slag,]

S2 <- pos_db2%$Sigma[slag]

u <- quantile(pos_db2$u[slag,id], probs=0.5)

uM <- apply(pos_db2%u[slag,id], 1, quantile, probs=0.5)
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y <- Yc[(dobra[, 2])][id]

llikeh2 <- sum(dnorm(y, mean=y_pred2, sd = sqrt(Sig2/u), log=T))

pd<-0; y_p<-0;

for (i in 1l:length(uM)){

alpha[lvs_alp] <- alp[i,];

y_p <- (X_model2%*%bt[i,]) +
alpha[as.numeric(vcatec[dobral[,2]])]1[id];
pd <- pd + loglike(y_p, S2[i], uM[il)

3

pd <- pd/length(uM)

pDIC <- 2*(1likeh2 - pd )
dic2 <- -2*11likeh2 + 2*pDIC

cat("DIC:", dicl, "\n")

# ---- Dobra 3 ----
#### Model matrix to vcat ####

id <- as.numeric(vcatec[dobral,3]]) %in%
which((levels(vcatec)%in%vcat3))

lvs_alp <- which(levels(vcatec)%in%vcat3)
alpha <- rep(0,71)

# ---- Paramether estimate ----
slag<- seq(10001,20001,10) # retira burnin e lag

beta_db3 <- apply(pos_db3$beta[slag,],2,quantile,probs=0.5)
alpha_db3 <- apply(pos_db3$alphaj[slag,],2,quantile,probs=0.5)

alpha[which((levels(vcatec)%in¥vcat3))] <- alpha_db3

X_model3 <- compute_X_cate(Yc[dobra[,3]], Xc[dobral,3]1,])

X_model3 <- X_model3[id,]

y_pred3<- (X_model3%*%beta_db3) +
alpha[as.numeric(vcatec[dobral[,3]])]1[id]
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y <- Yc[(dobra[,3])]1[id]

# Calculando RMSE e MAE

rmse3 <- sqrt(mean((y - y_pred3)"2))
mae3 <- mean(abs(y - y_pred3))
cat("RMSE:", rmse3, "\n")
cat("MAE:", mae3, "\n'")

# Calculando DIC

loglike <- function(y_p, Sg, estu){
sum(dnorm(y, mean=y_p, sd = sqrt((Sg/estu)), log=T))
3

Sig2 <- quantile(pos_db3$Sigma[slag], probs=0.5)

alp <- pos_db3%$alphaj[slag,]

bt <- pos_db3$beta[slag,]

S2 <- pos_db3$Sigma[slag]

u <- quantile(pos_db3$u[slag,id], probs=0.5)

uM <- apply(pos_db3$u[slag,id], 1, quantile, probs=0.5)

y <- Yc[(dobra[, 3])][id]

llikeh3 <- sum(dnorm(y, mean=y_pred3, sd = sqrt(Sig2/u), log=T))
pd<-0; y_p<-0;

for (i in 1:length(uM)){

alpha[lvs_alp] <- alp[i,];

y_p <- (X_model3%*%bt[i,]) + alpha[as.numeric(vcatec[dobral[,3]1]1)]1[id];
pd <- pd + loglike(y_p, S2[i], uM[i])

3

pd <- pd/length(uM)

pDIC <- 2*(1likeh3 - pd )
dic3 <- -2*1likeh3 + 2*pDIC

cat("DIC:", dic3, "\n")
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# ---- Dobra 4 ----
#### Model matrix to vcat ####

id <- as.numeric(vcatec[dobra[,4]]) %in%
which((levels(vcatec)%in%vcat4))

lvs_alp <- which(levels(vcatec)%in%vcat4)
alpha <- rep(0,71)

# ---- Paramether estimate ----

slag<- seq(10001,20001,10)

beta_db4 <- apply(pos_db4$beta[slag,],2,quantile,probs=0.5)
alpha_db4 <- apply(pos_db4$alphaj[slag,],2,quantile,probs=0.5)
alpha[which((levels(vcatec)%in%vcat4))] <- alpha_db4

X_model4 <- compute_X_cate(Yc[dobra[,4]], Xc[dobral,4],])
X_model4 <- X_model4[id,]

y_pred4<- (X_model4d%*%beta_db4) +
alpha[as.numeric(vcatec[dobral[,4]])][id]

y <- Yc[(dobral,4])][id]

# Calculando RMSE e MAE

rmsed4 <- sqrt(mean((y - y_pred4)"2))
maed4 <- mean(abs(y - y_pred4))
cat("RMSE:", rmse4, "\n'")
cat("MAE:", mae4, "\n")

# ---- Dobra 5 ----
#### Model matrix to vcat ####

id <- as.numeric(vcatec[dobra[-906,5]]) %in%
which((levels(vcatec)%in%vcat5))

lvs_alp <- which(levels(vcatec)%in%vcat5)
alpha <- rep(0,71)

# ---- Paramether estimate ----
slag<- seq(10001,20001,10)
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beta_db5 <- apply(pos_db5$beta[slag,],2,quantile,probs=0.5)
alpha_db5 <- apply(pos_db5%$alphaj[slag,],2,quantile,probs=0.5)
alpha[which((levels(vcatec)%in¥vcat5))] <- alpha_db5

X_model5 <- compute_X_cate(Yc[dobra[,5]], Xc[dobra[,5],]1)
X_model5 <- X_model5[id,]

y_pred5 <- (X_model5%*%beta_db5) +
alpha[as.numeric(vcatec[dobra[-906,5]])][id]

y <- Yc[(dobra[-906,5])][id]

# Calculando RMSE e MAE

rmse5 <- sqrt(mean((y - y_pred5)~2))
mae5 <- mean(abs(y - y_pred5))
cat("RMSE:", rmse5, "\n'")
cat("MAE:", mae5, "\n")

# RMSE: 0.6579063

# MAE: 0.5015344

#### RMSE e MAE 5-fold ###

RMSE =(rmsel + rmse2 + rmse3 + rmsed4 + rmse5)/5
MAE = (mael + mae2 + mae3 + mae4 + mae5)/5
cat("RMSE:", RMSE, "\n")

cat("MAE:", MAE, "\n")

#### DIC ###4#

# To calcule DIC

fit_test <- pvcat29_nul®0do;
slag<- seq(5001,20001,10)

loglike <- function(y_p, Sg, estu){
sum(-2*dnorm(y, mean=y_p, sd = sqrt((Sg/estu)), log=T))

}

Sig2 <- fit_test$Sigma[slag]
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alp <- fit_test$alphaj[slag,]
bt <- fit_test$beta[slag,]

ui <- fit_test$u[slag,]

y <- Yc

S2_pred <- mean(Sig2)

alp_pred <- apply(alp, 2, mean)
bt_pred <- apply(bt, 2, mean)
ui_pred <- apply(ui,2, mean)

# model matrix

X_model <- compute_X_cate(Yc, Xc) # model matrix

y_pred <- X_model%*%bt_pred + alp_pred[vcatec]
# sum((y-y_pred) "2/4529)

loglike <- function(y_p, Sg, estu){
sum(-2*dnorm(y, mean=y_p, sd = sqrt((Sg/estu)), log=T))
3

#### Deviance
di<-numeric(length(Sig2)); y_p <- 0;

for (i in 1:length(Sig2)){

y_p <- (X_model%*%bt[i,]) + alp[i,][vcatec];
di[i] <- loglike(y_p, Sig2[i], uil[i,])

}

# Calculate the average deviance

dev_bar <- mean(di)

dev_est <- loglike(y_pred, S2_pred, ui_pred)

# Compute DIC

DIC <- 2*dev_bar-dev_est

# Print DIC
cat("DIC:", DIC, "\n")
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B.3 Taxas de aceitacio do MCMC para Modelo Variavel

Categorica

Tabela B.2: Taxas de aceitagdo do modelo NIPPD para variavel categérica, dados educacionais,
Kyax =29€ Koy = 16,6 = 1.0, ag = by = 0,01, a; = 100,b; = 1, a, = 200,b, =0, 5.

Kinax =29 Kipax = 16
Pardmetro 2.1 5.0 100 2.1 5.0 100
6 e 0'L2] 0,661 0,660 0,659 0,662 0,656 0,658
a; 0,264 0,240 0,229 0,204 0,163 0,132
a 0,278 0,261 0,237 0,295 0,202 0,103
as; 0,236 0,239 0,224 0,204 0,144 0,146
as 0,263 0,283 0,239 0,210 0,122 0,104
as 0,279 0,258 0,252 0,211 0,132 0,126
as 0,263 0,251 0,238 0,211 0,201 0,142
a; 0256 0,233 0,238 0,200 0,202 0,121
as 0,261 0,247 0,228 0,207 0,102 0,141
ay 0,260 0,267 0,247 0,205 0,138 0,126
ap 0,247 0,236 0,232 0,258 0,242 0,146
a;p 0,275 0,240 0,206 0,133 0,122 0,133
app 0,265 0,238 0,213 0,226 0,212 0,116
a3 0,250 0,268 0,181 0,148 0,143 0,103
ais 0,254 0,256 0,235 0,225 0,276 0,113
a;s 0,252 0,265 0,252 0,222 0,127 0,149
ais 0,264 0,233 0,238 0,219 0,111 0,147
a7 0,257 0,254 0,214
aiz 0,264 0,248 0,241
ap 0271 0,236 0,212
ay 0,259 0,246 0,231
ax 0,259 0,248 0,247
a» 0,266 0,263 0,222
axy 0,251 0,246 0,231
axy 0,262 0,256 0,253
as 0,260 0,220 0,232
ax 0,235 0,264 0,237
ay; 0,283 0,253 0,225
a 0,282 0,273 0,244
axy 0,268 0,261 0,243

Fonte: Elaborado pela autora.
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