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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Objetivo

O objetivo deste trabalho ¢é apresentar algumas desigualdades de Harnack para aplica-
¢oOes vetoriais que satisfazem certos sistemas de inequacoes elipticas e, além disso, estudar
a existéncia de solugoes positivas, com singularidade na fronteira, para algumas equagoes

elipticas nao-lineares.

1.2 Descricao

Seja 2 C R™ um dominio limitado e dg(x) a distdncia de x € € a fronteira 02 de
2. Uma fungdo semicontinua inferiormente u : Q@ — (—o0, 400, u # +o0, chama-se

superharmonica em ) se a seguinte propriedade do valor médio é satisfeita:

1
> d
U(x) VT /B(r,r) u(y) Y

sempre que 0 < r < dg(z), onde B(z,r) denota a bola aberta de centro z e raio r, e v,

denota o volume da bola unitaria em R" (para mais detalhes veja o Apéndice A). Seja A
o operador Laplaciano. Pela teoria classica do potencial (veja o Apéndice B), para cada

funcao superharmoénica u em €2, existe uma tnica medida p, em € tal que

/Qd)(l’)duu(w) = —/Qu(x)Ad)(x)dx,

para toda funcdo ¢ € C§°(€2). A medida p,, chama-se medida de Riesz associada a funcao
u. Se i, é absolutamente continua em relagdo a medida de Lebesgue e du, = f,(x)dz,

onde f, é uma funcao nao negativa e localmente integravel em €2, entao dizemos que f,
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é a funcdo de Riesz associada a funcao superharmonica u. Note que, no caso em que

u € C%(Q), temos

—Au = f,.

E interessante notar que, da férmula integral de Poisson (veja [10]), toda funcao harmo-

nica positiva v definida na bola unitaria B = B(0,1) C R" satisfaz

v(0)

o Sp(r) <v(z) < 20(0)dp(x)' ", (1.1)

para todo x € B(0,1). Uma questao que surge aqui ¢ a seguinte:

As estimativas em (1.1) podem ser obtidas para fungdes superharmoénicas positivas

definidas num dominio limitado ) C R"?

Em [13], K. Hirata mostra que a desigualdade inferior em (1.1) é obtida para qualquer
funcao superharmonica definida num dominio  limitado de classe C*!' em R”, n > 3.
Entretanto, a estimativa superior em (1.1) ndo é verdadeira, em geral. Assim, K. Hirata
estuda as fungoes superharmonicas positivas u tais que as suas func¢oes de Riesz associadas

fu satisfazem a seguinte desigualdade nao-linear:

0 < fu < cdo(x) “u? ,em quase todo ponto x € (1.2)

onde ¢ > 0, a > 0 e p > 0 sao constantes. Precisamente, K. Hirata determina o ntimero
critico p* tal que toda fungdo superharmoénica positiva satisfazendo (1.2) com 0 < p < p*

é limitada por uma constante multiplicada por dq(z)'™"

, Mas Nno caso em que p > p*, o
mesmo nao se verifica. K. Hirata utiliza estas estimativas para obter desigualdades de
Harnack para certas equacoes elipticas. Além disso, em [13], K. Hirata estuda a existéncia

de solugbes positivas, com singularidade na fronteira, para a equac¢do nao-linear eliptica

—Au+Vu= f(x,u)

em que V e f sao fungoes Borel mensuraveis satisfazendo a condicao generalizada de Kato.
Considere agora m fungoes continuas, positivas e p-homogéneas F; : R™ — R, m > 1.
Estendemos as desigualdades de Harnack obtidas por K. Hirata [13] para os dois seguintes

contextos, um pouco mais gerais, de sistemas elipticos nao-lineares:



1.3 Resultados Principais 3

1) Considere as aplicagoes U : Q — R™, U = (uy, ..., Uy,), que sao solugdes do seguinte

sistema de inequacoes

0 < fu, <da(z) “Fi(ur, .oy ) (1.3)

onde o > 0 é uma constante, e que satisfazem a seguinte condigdo: cada coordenada

u; ¢ uma funcdo superharmonica positiva.

2) Considere as aplicagoes U : Q@ — R™ U = (uy, ..., up ), que sao solugoes do seguinte

sistema de inequagoes

0 S ful S 69(%)70[82‘}7(%1, ...,Um), (14)

onde @ > 0 é uma constante, F' : R™ — R ¢ uma funcdo de classe C*, positiva e
p-homogénea, e que satisfazem a seguinte condi¢ao: a funcao |U| = y/u? + - - - + u2,

nao se anula em ponto algum, é superharmonica e f;) > 0.

Por fim, estudamos também os resultados de K. Hirata sobre a existéncia de solucoes
positivas, com singularidade na fronteira, para certas equagoes nao-lineares elipticas. Pre-
tendemos, futuramente, estender também estes resultados de existéncia para o contexto

mais geral de sistemas.

1.3 Resultados Principais

Utilizaremos o simbolo A para denotar uma constante positiva cujo valor pode mudar
de um passo para o outro. No que segue, suporemos {2 um dominio limitado de classe

CHlem R", n > 3.

1.3.1 Desigualdades de Harnack

Nesta segdo, apresentamos as desigualdades de Harnack para os sistemas (1.3) e (1.4).
Vale lembrar que esta é uma abordagem um pouco mais geral do que a feita por K.

Hirata em [13].

Teorema 1.3.1

Seja ¢ > 0. Suponha que 0 < p < (n+1)/(n—1)ed<a<n+1-—pn-—1). Seja
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U:Q—=R"™ U= (uy,...,un), tal que cada coordenada w; é uma fun¢io superharmonica

positiva satisfazendo

0 < fu, < Abal@) " Fi(u, oy ) (1.5)
Entao existe uma constante A dependendo de F;, U, ¢, a, p, m e €) tal que

m

> ui(z) < Ado(z)' . (1.6)

1=1

Mais ainda,

m

> u(z) =:v(x) € CH(Q).

i=1
Como uma consequéncia direta do Teorema 1.3.1, obtemos a seguinte desigualdade de

Harnack.

Corolario 1.3.1

Seja ¢ > 0. Suponha que 0 < p < (n+1)/(n—1) e0 < a < min{n+1-p(n—1),14+p}. Seja
U:Q—=R"™ U= (uy,...,un), tal que cada coordenada w; é uma fun¢io superharmonica
positiva satisfazendo 1.5. Entdo existe uma constante A dependendo de F;, U, ¢, o, p, m

e Q) tal que

sup S ui(z) < A inf iuz(x), (1.7)

B(z,r) j= B(z,r) i=1

sempre que B(x,8r) C .

Teorema 1.3.2

Seja F: R™ — R, m > 1, uma funcdo de classe C*, positiva e (p + 1)-homogénea. Seja
¢ > 0. Suponha que 0 <p < (n+1)/(n—1) e0<a<n+1—pn—1). SejaU : Q — R™,
U= (u1,...,Un), tal que

0 < Au; < Adg(z) 0 F (uq, ..., Up) (1.8)

e a fungio |U| = \Ju?+---+u2, ndo se anula em ponto algum, € superharmonica e
flu) 2 0. Entdo existe uma constante A dependendo de F', U, ¢, a, p e §2 tal que

m

> i (z) < Adg(z) . (1.9)

=1
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Mais ainda,

> ui(z) = w(x) € CHQ).
i=1
Como uma consequéncia direta do Teorema 1.3.2, obtemos a seguinte desigualdade de

Harnack.

Corolario 1.3.2
Seja ¢ > 0. Suponha que 0 < p < (n+1)/(n—1) e0 < a < min{n+1-p(n—1),14+p}. Seja
U:Q—=R"™ U= (uy,..,un), tal que cada coordenada w; é uma fun¢io superharmonica

positiva satisfazendo

0 < fu, < Ada(@) "0 (w1, .y ) - (1.10)

Entao existe uma constante A dependendo de F, U, ¢, a, p e Q tal que

sup | Y ui(z) <A inf | ui(z), (1.11)
B(z,r) \ i=1 Blzr) \ i3

sempre que B(x,8r) C Q.

Vamos agora apresentar um resultado que mostra que a cota p < (n+1)/(n —1) é

6tima no Teorema 1.3.1. Para £ € 92 e 6 > 0, definimos

Fo(§) ={z € Q: o — ¢ < (1+0)da(x)}.
Corolario 1.3.3
Seja ¢ > 0. Suponha que 0 <p < (n+1)/(n—1) e0 <a<min{n+1—p(n—1),1+p}.
Seja u uma funcao superharmonica positiva em ) tendo uma fungdo de Riesz associada
fu que satisfaz (1.2). Se o maior minorante harmonico de u é a fungao identicamente

nula, entao para cada 6 > 0,

lim w(x) =0 para q.t.p. £ € OF).
Tg(&)3z—¢ ( ) p ¢-tp- S

Note novamente que estes resultados sdo aplicaveis a solugdes positivas u € C*(Q2) de

0 < —Au < cdg(x) *uP em Q. (1.12)

O teorema seguinte mostra que a cota p < (n+1)/(n — 1) é 6tima no Teorema 1.3.1.
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Teorema 1.3.3

Seja £ € 002 e ¢ > 0. Suponha que p e a satisfazem uma das duas condigoes:
i) p>n+1)/(n—1) ea>0;
(i) 0<p<(n+1)/(n—1)ea>n+1-pn-1).

Entao, para cada (8 satisfazendo

24a(n—2)

s SeP < .5,
n—1<pg<{ @t 2 (1.13)
00 sep > s,
existe uma solugdo positiva u € C*(Q) de (1.2) tal que
limsup 6o(x)’u(z) > 0 (1.14)
Lo (£)2z—¢
para qualquer 8 > 0. Em particular, u ndo satisfaz
u(z) < Adg(x)™™ para x € €. (1.15)

Observacgao 1.3.1
Dep>(n+1)/(n—1) oux >n+1—p(n—1), observamos que n —1 < (2 + a(n —
2))/((2 =n)p+n). Assim, podemos tomar [ satisfazendo (1.13).

1.3.2 Existéncia de Solucgoes

Duas funcoes f e g sao ditas comparaveis se existe uma constante A tal que A= f < g <
Af. Entao nés escrevemos [ =~ g e chamamos A de constante de comparacao. O nucleo
de Poisson (veja [10]) nos da que (1.15) é 6tima. O seguinte teorema é interessante por si
s6 e mostra que a taxa de crescimento em (1.15) também é 6tima para solugdes positivas

de certas equagoes elipticas nao-lineares.

Teorema 1.3.4

Seja & € 02 e ¢ > 0 (assumindo ser pequeno o suficiente quando p =1 apenas). Suponha
que0<p<(n+1)/(n—1) e0<a<min{n+1-—pn-—1),1+p}. Seg éuma fungio
localmente Hélder continua em € tal que |g(x)| < cdo(x)™® para x € Q, entdo existem

infinitas solugoes positivas u de
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—Au = guP em (1.16)

tal que
u(r) =/ ———— para x € (). 1.17
@)~ (117

Diferentemente do Teorema 1.3.4, ha varios resultados sobre a existéncia e a nao-

existéncia de solugoes positivas para a equacao de Lane-Emden

—Au=uP.

Para mais detalhes, veja [23], [16], [19] e [25].
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CAPITULO 2

Desigualdades de Harnack

2.1 Estimativas Envolvendo a Funcao de Riesz

Associada

Seja G(-,y) a funcao de Green de Q2 com pélo em y € Q (veja Apéndice B), £ € 0N
e g € Q. Temos, do Teorema C.3.3, que a fronteira Martin de §2 (dominio limitado
C™1) coincide com a fronteira Euclidiana, daf a razao G(-,y)/G(x¢,y) converge para uma
funcdo harmonica positiva em Q com y — & A funcdo limite, escrita como K(-, ) é
chamada nicleo Martin de €2 com poélo em &. A seguinte estimativa para a funcao de
Green é bem conhecida (confira [5, 26]) e nos d4 uma estimativa para o nicleo Martin,

depois de alguns calculos.

Lema 2.1.1
Para x, y € Q e & € 09,

G(z,y) %min{l,W} |z —y* ™, (2.1)
K(z,§) ~ |jg_(?|n (2.2)

onde as constantes de comparagio so dependem de §).

No que segue, para 1 < ¢ < m, u; serd uma funcdo superharmonica positiva em
Q tendo uma funcdo de Riesz associada f,, que satisfaz (1.5). Entéo, do Teorema de

decomposicao de Riesz (Teorema B.4.1)
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uilw) = (@) + [ Gla9)fu(y)dy para z € Q. (2.3)

onde h; é o maior minorante harmonico de u; em 2. Note que h; é ndo negativa.

Lema 2.1.2
Se h ¢ uma fungdo harmonica ndo negativa em €2, entdao existe uma constante A depen-

dendo apenas de h e ) tal que

h(z) < Adg(x)™™ para v € €.

Demonstracao. Pelo Teorema de representacao de Martin (Teorema C.2.1) e (2.2), nés

temos

h@) = [ K (@ y)dvly) < Ada(e) "v(09)
o0

onde v é a medida em 0f) associada a h.

Lema 2.1.3

FExiste uma constante A dependendo apenas de u; e ) tal que

[ Sav)fu )y < A.

Demonstracdo. Fixe zp € Q, onde u;(z9) < oco. Entdo, observamos de (2.1) que

G(xg,y) > A Yq(y) para y € Q. Dai, (2.3) implica que [ 3o (y) fu,(v)dy < Aui(zo). =
Q

Lema 2.1.4
Para cada j € N, existe uma constante c;; > 0 dependendo apenas de j, u; e ) tal que

para z € Q e x € B(z,00(2)/2711),

- fu(y)
‘ < ¢ s l-n _JWRIT
ui(z) < ¢ijda(z) " + |z — y[n2 dy

B(2,00(2)/27)

Demonstragao. Seja z € Q e x € B(z,dq(z)/2’*1). Por (2.1), nds temos

7(3) < A2V g (2)' "0 (y) para y € Q\B(z,da(2)/2') .



2.2 Prova do Teorema 1.3.1

Como f,, > 0, segue do Lema 2.1.3 que

Gl fuly)dy < A2900() " [ baly)fu )y < AZV5a(2)"

\B(z,60(2)/27) \B(z,00(2)/27)

Dali:
/ G(z,y) fu,(y)dy < A2V60(2)' 7" + / %dy-
Q B(z,60(z)/27)

Isto junto com (2.3) e o Lema 1.2 implicam a estimativa desejada.

2.2 Prova do Teorema 1.3.1

Seja z € Q e j € N. Pelo Lema 2.1.3 nds temos

bo(z) [ fu)dy <4,
B(z,00(2)/2)

11

Y

(2.4)

onde A depende apenas de u; e . Para ver isto observe que dg(z) < 20q(y) para todo

y € B(z,0q(2)/2). Tome agora r = dq(z). Fazendo a mudanca de varidveis x = z + 11 e

y = z +r(, e definindo ¥; ,(¢) = r"*1 f,,(z + (), temos

e, pelo Lema 2.1.4,

P 2+ 1) < oy + ‘f’_éf)

B(0,277)
Suponha que 0 <p<(n+1)/(n—1)e0<a<n+1-pn—1),esea

n+1 noo Fog(q/(q - 1))

<qg< ,
n—1 n=2 log(/p) 1<5<e+1

Defina 9, (¢) = r™*? Em:fu(z +7r()eV,;:B(0,1) = [0, +o0] por
i=1

d¢ para n € B(0,27UtD)

1 +lecp= max {cij}.

(2.5)

(2.6)
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Para mostrar (1.6), é suficiente provar que W, ;;1(0) é limitada por uma constante in-
dependente de z, j4 que ™ tu(z) < U, ,.,1(0) (esta dltima afirmacio segue de (2.6)).
Afirmamos que para k > 1 existe uma constante A dependendo de ¢, ¢, p, q, k e ) tal

que para 1 < j </,

el (2.7)

De fato, dado n € B(0,1), pela desigualdade de Jensen para a medida de probabilidade
I —¢1* "dC/ J o In—¢P"d¢ em B(0,277),

B(0,2—7)

B(0,2— (]+1>) B(0,279)) °

K K

5.0 R bin(0) R s
| g sAX| [ oprgmds] <aX| [ g

(0,279) =1 \p(0,2-9) =1 \B(0,2-9)

onde A depende somente de k, m e n. Isto nos da que

oz, La(B(0,279)) —

A+AZ / |%(C) dc

> -
HiB(0,2-4) La(B(0,277))

Pela desigualdade de Minkowski e g(n —2) <n

wm(g) ’%’,z(C)”
| e« < [ |i2g= S
(0,277) La(B0,2-7)) B0279) La(B(0,27))
1/q
dn .
/ / ) ¥;,:(Q)"dC
B(0,2-7) \B(o,zﬂ')
< Alfyr o
2l L1 (B(0,2-9))
Dali,
H\Ij’z’j La(B(0,277)) = A+Aizzl ‘ Vi LY(B(0,279))

Como dq(z+rn) > r/2 paran € B(0,1/2), segue de (1.5), (2.6),0 < p < (n+1—a)/(n—1)

e da limitagao de €2 que



2.2 Prova do Teorema 1.3.1 13
P.(n) = r"t Z fui(z +1n) < er™og(z +rn) @ Z w;(z 4+ rn)?
i=1 i=1
S Arn—i—l—a Z UI(Z + T'r])p
i=1
< ArPt? DZ“%’ z 4 rn)
i=1
p
.- @/h .
< Z i+ / |n Sd¢
=1 B(0,2— J)
P
iz | [ e
i=1 \g(0'2-1) n
< AV, ;(n) para q.t.p. n € B(0,27UFY)
Logo,
K/p -
) Vs La(B(0,2=0 1)) sA+4 Z:ZI ‘ Vi LY(B(0,279)) ’
e entao (2.7) vale.
Seja s = ¢/p > 1. Entao (2.7) implica que
q
/ V. (n)*dn < A+ A / Vi (n)dn| paral<j</.
B(0,2-G+D) i=1 \g(0'2-1)
Usamos isto ¢ vezes, com x = s‘~!, para obter
1/s* q/s"
m ,
vfan|  <Ava | [ va)
(02-(+1) = B2
<.
q‘/s"
SA+AY / iz (n)dn - (2.8)

(0,1/2)

Nossa escolha de ¢ implica que s* > ¢/(q — 1), que é equivalente a s* < (s* — 1)g. Dalf,

Sﬁ_l(n—2)§q(n—2)<n
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Logo, da desigualdade de Holder, (2.8) e (2.5) obtemos

V. e+1(0) = co + / V- (¢) dg

n—2
s, 1€
—

s sTH(st-1)
d
<%Q / w@#a) Q / Lé@)
(0,2—(¢+1)) (0,2=(&+1)) \C sf=1

—L

<co+A(B / wz@)“dc)
(0,2—(4’4—1))

q‘/s*
<A+AY (B / wi,z<n>dn)
(0,1/2)

=1

<A,

onde A ¢é independente de z. Assim, encontramos (1.6).
Mais ainda, (1.5) e (1.6) implicam a limitagao local de f,, que por [[10], Teorema 6.6]

implica v € C*(Q). Isto completa a prova do Teorema 1.3.1.

2.3 Prova do Teorema 1.3.2

Primeiramente, para cada € > 0, defina

m 1/2
Ve 1= <Z uf + E) .
i=1

Assim, para cada funcdo nao-negativa ¢ € C§°(£2), temos

/ Vu.-Veodr = / v;l(z w;Vu;) - Vo do
Q Q i=1

- /QZ Vu; - (V(Uw;l@ - SOV(“i“e_l)) dz

=1

i=1
—/Qv;?’go (vzz |Vui|2 — |Zu,Vuz|2) dx .
i=1 i=1

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o fato que U satisfaz o sistema (1.8), obtemos

que
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/ Vu.-Veodr < Z/ Vu; - V(uv ) dx
Q = Ja

= [ s ) do

= A/Qvglégo‘(:c)F(U)go dx .

Fazendo ¢ — 0 na desigualdade acima, encontramos

. < —1s—a )
/QV|U| Ve dx_A/Q|U| 5% (2)F(U)y d

Resumindo, mostramos que

0 < —AJU| < As5* (@)U F(U). (2.9)

Portanto, usando que F' é (p + 1)-homogénea e continua, obtemos

0 < —-AlU| < Ad5%(x)|UP em .

Basta agora usarmos o Teorema 1.3.1 considerando m = 1 e F' : R™ — R dada por

F(t) = |t|P. Isto completa a prova do Teorema 1.3.2.
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2.4 Provas dos Corolarios 1.3.1 e 1.3.3

Temos a seguinte estimativa inferior para fun¢des superharmoénicas positivas em €2.

Lema 2.4.1
Seja u uma funcao superharmonica positiva em ). Entdo existe uma constante A depen-

dendo apenas de u e ) tal que

u(x) > ;59(55) para x € Q. (2.10)

Demonstracao. Seja pu, a medida de Riesz associada com u. Pelo teorema de decom-

posicao de Riesz, temos

ul@) = hi@) + [ Glo,y)dpa(y),

Q
onde h é uma fungdo harmonica ndo-negativa em €. Se y,(2) = 0, entdo u = h. O

teorema de representagao de Martin e (2.2) nos dao

u(x) =aé K(z,y)dv(y) > 5“?%(39),

e entao (2.10) vale neste caso. Se 1, (€2) > 0, entdo encontramos ro > 0 tal que p, (E) > 0,
onde E = {z € Q:dq(x) > ro}. Segue de (2.1) que

u(e) > [ Gley)dpaly) > " 1, () sempre que do(x) < 7.

Também, a semicontinuidade inferior de u nos da que v tem um minimo positivo em
{r € Q:dq(x) > 2}. Dai segue (2.10).
]

A seguinte desigualdade de Harnack para equagbes estacionarias de Schrodinger é

encontrada em [[10], teorema 8.20]

Lema 2.4.2
Seja v > 0 uma constante e seja p uma funcio mensurdvel em um dominio D tal que
lp| < v? Sew e WhH2(D) é uma solugio fraca nao negativa de Au+ pu =0 em D, entdo

existe uma constante A dependendo apenas da dimensdo n tal que
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sup u < AVPHT inf o,
B(z,r) B(z,r)

sempre que B(x,4r) C D.

Demonstracao. (do Corolario 1.3.1)
Seja B(y,8r) C Q e seja D = B(y,4r). Pelo Teorema 1.3.1 temos que u € C*(Q) C
Wh2(D). Seja p(x) = fu(x)/u(z). Entdo segue da defini¢do de f, que para ¢ € C5°(D),

/ pugds = / Foods = — L[ uAddr = Z Vu - Vodr .

D D
Assim, u é uma solugao fraca de Au + pu = 0 em D. Também, observamos de (1.2) e

(1.6) (comm =1)quese 1 <p<(n+1—a)/(n—1), entdo

0 < pla) < cbafe) u(z)

< AéB(%gr)(m)_aJ’(p_l)(l_") < Adp(y,sr) (r)2< Ar%parazcD.

Se0<p<l,entao 0 < a<1+pe, pelo Lema 2.4.1,

0 < p(x) < cdo(z) “u(x)?™ < Adp(yem(z) ' < Ar~? paraz € D.

Dai, (1.7) segue do Lema 2.4.2.

u

Demonstracao. (do Corolério 1.3.3)

Seja u satisfazendo as hipéteses do Corolario 1.3.3. Entao u é o potencial de Green de
densidade f,. Por [[18], Teorema 21] (cf [[2], Coroldrio 9.3.8]), vemos que u tem limite
minimal fino 0 em { € 0N\ E onde a medida de superficie de £ é zero. Seja (x;) uma
sequéncia arbitraria em I'g(¢) convergindo para . Como o conjunto U; B(z;, da(x;)/8)
nao ¢ minimamente magro em ¢ (cf [[14], Lema 5.3]), encontramos uma sequéncia y; €

B(z;,6a(x;)/8) convergindo para £ tal que u(y;) — 0 com j — oo. Pelo Corolario 1.3.1,

0 <wu(x;) < Au(y;) = 0.

Assim, o Corolério 1.3.3 esta provado.
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2.5 Prova do Teorema 1.3.3

Seja B como em (1.13) e seja

—1
7204-0—5;]))6)\:@_’_51). (2.11)
Entao observamos que v > 1 e
A<yn+1. (2.12)

Como € é um dominio C1!, existe uma bola B(z, p) tal que B(z,p) C Qe & € dB(z,p).
Sem perda de generalidade, podemos assumir que £ é a origem, z = (10,0,---,0) e
p =10. Para j € N, seja x; = (277%3,0,---,0) e r; = 277, Note que B(z;,8r;) C Qe
B(xj,2r;) N B(xy,2ry) = 0 se j # k. Seja A; uma constante que serd determinada em

seguida e seja f; uma funcdo suave ndo negativa em 2 tal que f; < A;2Y e

A12)‘j em B(Ij,’f’j),

j =

0 em Q\B(x;,2r;).

Defina f = >772, f;. Entdo por (2.12),(v, é 0o mesmo da introducio)

/ da(y) f(y)dy = i / Sa(y) fi(y)dy < Alvn2n+4i2j<—1+x—m> < oo
Q 7j=1

Bla;,2r)) =
Assim u = [, G(-,y)f(y)dy estd bem definida em Q. Como f é localmente Holder
continua em €, segue de [[21], Teorema 6.6] que u € C?(Q) é uma solugdo positiva de

—Au = f em . Também, observamos da propriedade do valor médio e (2.1) que para

r € 0B(xj,2r;),

. A '
u(w) > / G(z,y) fi(y)dy = A2V, Gz, x5) > Qn—lfz 9i(A=2)
2
B(JJJ‘,T]')

onde A, é uma constante dependendo apenas de €2 tal que G(z,z;) > Ay'|x — 2,

Seja Az = (Ayv,)/(2"2A,). Pelo principio do minimo,

u(r) > A3 para x € B(x;,2r;). (2.13)
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Dai, segue de (2.11) e dqg(z;) = 27713 que

u(ey) > A0 = 4,997 = 432960 (2;) 7,

e entao u satisfaz (1.14).

Finalmente mostraremos que —Au < ¢do(x) “u? em Q. Se x ¢ U;B(x;, 2r;), entdo

cog(x)*u(x)’ > 0= f(z) = —Au(z).

Seja x € B(x;,2r;). Entao, por (2.13) e (2.11),

O ()~ u(x)P > 271 AR FPA=2) — (gda pPoiX (2.14)

Note que se p # 1, entdo podemos tomar A; (grande o suficiente se p > 1; pequeno o

suficiente se p < 1) tal que

27 AR > AL (2.15)

Dali, obtemos

oo () “u(z)? > A12Y > f(z) = —Au(x).

24a+n72A2 /vn

Se p = 1 entao a desigualdade acima vale para ¢ > Para o caso ¢ <

2latn=242/vn yeja a Observacio 2.5.1 abaixo. A prova do Teorema 1.3.3 estd completa.

Observacgao 2.5.1
Quando p = 1, assumimos que ¢ era suficientemente grande: ¢ > 2%+n=242/vn  Fgtq
asser¢ao pode ser removida modificando a prova acima. De fato, precisamos trocar (2.11)

por

-1
’y:OH—Bép)—; eN=a+pp—c¢,

onde € > 0 € suficientemente pequeno para que v > 1 e (2.12) valha, e redefina f para a

soma parcial Y fj, onde jo é grande o suficiente para que verifique

oy
Jj=Jo
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2 Ay
= Tojoe > 1,
2n—2A2 -

Entdo, como a+ p(A —27) = a+ pB = A+ ¢, podemos trocar (2.13) por

Alvn

210+e) > 4,207
2n72A2 = 41 ’

oo (x) " u(x)P > 274 4320 F9) = g~

sempre que j > Jo.



CAPITULO 3

Existéncia de Solucoes

3.1 Existéncia de Solucoes Positivas com
Singularidade em 0f)
Nesta secao, consideraremos a existéncia de solugbes positivas, com singularidade em

& € 09, da equacao eliptica nao-linear

—Au+Vu= f(xr,u) em Q,
u=0 em 0Q\{¢{},

(3.1)

onde V e f sao fungdes Borel mensuraveis satisfazendo algumas condi¢oes apropriadas, e
a equacao —Au + Vu = f(z,u) é entendida no sentido de distribuigdes. Introduziremos
uma nova classe de fungoes Borel mensurédveis(para mais detalhes veja Apéndices B e C).

Seja

G(x,y)K(y,§)
K(z,§)

Dizemos que uma funcao Borel mensuravel ¢ em {2 pertence a classe generalizada de Kato

He(z,y) = para x,y € Q.

KCe(€2) associada com & se

lim | sup / He(z, y)le(y)ldy | =0, (3.2)
xEQQﬂB(ac,r)

lim | sup He(z,y)|e(y)|dy | =0. (3.3)
T o Ber)

21
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A classe generalizada de Kato K () é o conjunto de todas as fungdes ¢ Borel mensuraveis

em () satisfazendo

li_r>r(1) sup / |’(p(y|)n|2dy =0
IEQQQB(Z,T) Ty

para cada z € R". Em vista de [[8], Teorema 3.1], vemos que K () C IC¢(£2). Defina

€l = sup [ Hele, )y dy
€ &
Vamos impor as seguintes condigoes sobre V e f:
(A1) V € Ke(Q) e [V < 1/2

(A2) f é uma fungdo Borel mensurdvel em Q x (0,00) tal que f(z,t) é continua com

respeito a t para cada z € €;

(A3) |f(z,t)] < t(x,t), onde ¢ é uma funcao Borel mensuravel ndo negativa em Q x
(0, 00) tal que para cada x € Q, ¥ (x,t) é ndo decrescente com respeito a t e ¢(x,t) —

0 comt — 0;
(A4) P(z,0a(z)/|z —E[") € Ke(2).

Teorema 3.1.1
Seja & € 0N). Suponha que V e f sao fungoes Borel mensurdveis satisfazendo (A1) — (A4).
Entdo (3.1) tem infinitas solugoes v € C(2) tal que

~ para x € Q. (3.4)

Veremos que o Teorema 1.3.4 € um caso especial do Teorema 3.1.1, se 1 < p < (n +

1)/(n—1). Para o caso 0 < p < 1 precisamos trocar (A3) por

(A3%) |f(z,t)] < tp(x,t), onde 1p é uma fungio Borel mensurdvel nao negativa em € x
(0, 00) tal que para cada x € Q, Y(x,t) é ndo crescente com respeito at e (x,t) — 0

com t — oo.

Teorema 3.1.2
Seja & € 0N). Suponha que V e f sdo fungoes Borel mensurdveis satisfazendo (Al), (A2),
(A3') e (A4). Entao (3.1) tem infinitas solugoes u € C(Q) satisfazendo (3.4).
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Observacgao 3.1.1
Se Ke(Q) for trocada pela classe de Kato cldssica K(Q), entdo os Teoremas 3.1.1 e 3.1.2
nao cobririam o Teorema 1.3.4. Por isto precisamos considerar a classe generalizada de

Kato.

Lema 3.1.1
Sejar >0 e & € 00. Entdo, para |[x —y| <r < |z —¢&|/2,

A
K(ya 5)2 S rang(% y)7

onde A depende apenas de €.

Demonstracio. E suficiente mostrar que para |z —y| < 7 < |z — £|/2,

G(z,y) > —K(x,§)K(y,§). (3.5)

ﬁ
A

Assumamos primeiro que |z — y| < do(z)/2. Entao, por (2.1),

1 1
G(z,y) > Z|ﬂ7 —yP " > Zrkn-

Também, como dg(y) < 20q(x) < 2|z — €| e |z —&| < 2]y — &, segue de (2.2) que

5Q<x)6ﬂ(y) < A|$ o §|2(1—n) < A’I“2<1_n) )
|z =&y — €|
Dai, (3.5) vale neste caso. Se |x — y| > dq(x)/2, entdo por (2.1) e (2.2) temos

K(z,§)K(y,§) <A

uma vez que |y — &| > r.

Lema 3.1.2
Sejar >0 e& € 0. Entio para |x —y| >,

A
Hg(x’ y) S TTK(?% 6)27

onde A depende apenas de ).
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Demonstragao. Por (2.1) e (2.2), temos

jé que € é limitado.

u
Obviamente, se ¢ € K¢(€2), entao (3.2) e (3.3) implicam que para 6 > 0 pequeno o
suficiente,
swp [ Helw,y)le(v)ldy < =,
T B (w.6)
swp [ He(w,y)le(w)ldy < <. (36)
S onB(es)
Lema 3.1.3

Se p € Ke(Q2), entdo para cada r > 0,

/ K(y,€)?|e(y)|dy < 0.
Q\B(¢,)

Mais ainda, HSOHICg(Q) < 00 .

Demonstracao. Seja 0 < § < /2 pequeno e vamos cobrir Q\ B(, r) por uma quantidade

finita de bolas B(z;,0) onde x; € Q\B(&,r). Pelo Lema 3.1.1 e (3.6), obtemos

A
K@ lewlldy < 53 [ Helayp)le()ldy < oo,
O\B(&,r) QNB(z;,0)

que junto com o Lema 3.1.2 nos da

sup / He(z,y)|p(y)|dy < oo
P O\(B(2.8)UB(E.8))

Combinando isto e (3.6), obtemos HSOH/Q(Q) < 00.

Lema 3.1.4
Se p € K¢(Q), entdo cada z € Q,
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r=0\ zeQ
QNB(z,r)

m(M)/ m@www@)o.

Demonstracao. Seja x € 2 e r > 0. Entao, por (3.6) e pelo Lema 3.1.2,

| Helwy)lpldy < 22 + / He(,y)lp(y)ldy
QNB(z,r) QNB(z,r)\(B(z,0)UB(&,9))

<utt [ Kumerlewld.
QNB(z,r)\B(&,9)
O resultado segue do Lema 3.1.3.
]
As provas dos Teoremas 3.1.1 e 3.1.2 sdo andlogas. Daremos apenas a prova do Teo-

rema 3.1.1. Para A > 0, definimos

Wy =<{we CQ) 21 -2 ”VH’CE@)A <w< 1 A
A= : SW
3 =2Vl o 3 =2Vl o

e defina o operador 7, em W, por

7;\11)(%) =A- /H(xvy’w)dy7

Q

onde

Mo, 0) = TRV Gl (€)= F. 0K 0:6)
 ta)uly) (Vi) - {EHDELD)

Por simplicidade, escreveremos ¢(y) = |V (y)| + ¥ (y, 0a(y)/|ly — £|™). Seja Az a constante
de comparagao dada em (2.2). Entao segue de (A1), (As), (A4) e (2.2) que p € Ke(Q) e
que para w € Wy,

[H(z,y, w)| < He(z,y)w(y) (|V(y)| +U(y,

4\
<
32Vl

4\ A4(59(’y))
3=2Vllk,q ly =&

He(z,y)e(y), (3.7)

sempre que 0 < A < (3 —2 ||V||,C§(Q))/(4A4).
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Observacgao 3.1.2
Se [ satisfaz (A3") em vez de (A3), entao

4\

H(w,y,w)| <
3= 2Vl

He(z,y)o(y)
sempre que A > Ay(3 = 2[|V |, )/ (2 = 4]V, (o))
Seja Th(W)) = {Thw : w € Wy}.

Lema 3.1.5

TA(Wy) € equicontinuo em Q. Mais ainda, Txw(z) — XA com x — &.

Demonstragao. Seja z € Q\{£} e sejam x1, 25 € QN B(2,6/2), onde 0 < § < |z — &|/2.

Se 0 > 0 é pequeno o suficiente, entao temos por (3.7) e pelo Lema 3.1.3

[ Taw(z1) — Taw(zs)| < e+ A

/ ‘G(%y) _ Szny) K(y,&)e(y)dy. (3.8)

K(xhﬁ) K($275)

Q\(B(2,6)UB(£,9))

Note que se y € Q\B(z, ), entdo G(z,y)/K(z,£) tem um limite finito com x — z (cf [[2],
Teorema 8.8.6]). Como o integrando em (3.8) ¢ limitado por uma constante miltiplo de
K (y,&)%*p(y) em vista do Lema 3.1.2, segue do Lema 3.1.3 e do Teorema da convergéncia de
Lebesgue que o segundo termo do lado direito em (3.8) tende para zero com |z —x2| — 0.
Assim T yw é continua em z uniformemente para w € W,.

Agora, seja z = £. Entao, por (3.7) e pelo Lema 3.1.3,

Taw(e) =A<t A [ Helwy)pl)dy.
Q\B(£,9)
Pela mesma razao acima, o segundo termo do lado direito tende a zero com x — &. Assim
Tow(x) — A uniformemente para w € Wy com x — €.

Lema 3.1.6
Eziste uma constante N\g > 0 tal que se 0 < A < Ao, entao T\(Wy) C Wy. Mais ainda,

TA(Wy) € relativamente compacto em C(£2).

Demonstracao. Seja w € W,. Para n > 0, definimos



3.1 Existéncia de Solugoes Positivas com Singularidade em 02 27

Wy(2) = [ He(w,9)0 (s, 0 (v, €))dy.
Q

Como na prova do Lema 3.1.5, vemos que ¥, € C(§) para  pequeno o suficiente. Mais
ainda, (A3) implica que para cada x € Q, ¥, (z) — 0 decrescentemente com n — 0. Pelo

teorema de Dini,

lim <sup xpn(a:)> =0.

10\ zeq

Dai, existe uma constante A\g > 0 tal que para 0 < X < )y,

1= 2V
)

SUD W (43)/ 32|V ) (%) =
e

Aqui notamos de (A1) que o lado direito é positivo. Assim,

AN
— <
Thw(z) = Al < 57— Vi (”VHIC&(Q) + ‘I’<4A>/<3—2|v,<€<9>>(56)>
1+ 2Vl 0

< .
32Vl

Isto e Tyw € C(Q2) implicam que Tx(W,) C Wy. A compacidade relativa segue do Lema
3.1.4 e do Teorema de Ascoli-Arzela.

Observacao 3.1.3
Se f satisfaz (A3') em vez de (A3), entdo a primeira afirmag¢ao do Lema 3.1.5 € trocada

por: eziste uma constante \g > 0 tal que se X > Xg, entao Ty(Wy) C W,.

Lema 3.1.7

Se 0 < X < Ay entao Ty € continua em W.

Demonstracao. Se w; € W) converge para w € W) uniformemente em €2, entao obser-
vamos de (A2) que Tyw; converge pontualmente para Tyw. A compacidade relativa de
T,(W)) implica a convergéncia uniforme.

]

Demonstracao. (do Teorema 3.1.1)

Note que W, é um subconjunto convexo fechado limitado e nio vazio de C'(2). Como Ty
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é um mapa continuo de W) em si mesmo tal que 7,(W)) é relativamente compacto em
C(Q), segue do Teorema do ponto fixo de Schauder (Corolario D.1.2) que existe w € Wy,
tal que Thw = w. Seja u(zr) = w(z)K(z,£). Entdo u € C(2) satisfaz (3.4) em vista de
(2.2) e

u(r) = AK(z,§) —/G(%y)V(y)U(y)dva/G(x,y)f(y,U(y))dy-

Q

Dali, usando o Teorema de Fubini, vemos que

[u@)as@yde = [(Vy)uly) — fy. um)o(y)dy para 6 € C5=(2),

e entdo, u ¢ uma solucao distribucional de (3.1). Mais ainda, vemos do Lema 3.1.2 que

o u(x) .
M Ko
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3.2 Prova do Teorema 1.3.4

Nesta se¢ao, provaremos o Teorema 1.3.4 aplicando o Teorema 3.1.1 ou 3.1.2. Mostraremos

primeiro que

ly =&l

Suponha primeiro que p > 1. Seja x € 2 e r > 0. Definimos

Saly) ( Galy) ) K@), (39)

E, =QnN B(z,r)N B(z,d0(x)/2),
Ey = (20 B(x,m)\B(z, da(z) /2)\B(, [z — £|/2),
By = (90 Bla, )\B(x, 6a(2)/2)) N B |z — €]/2).

Seja

Jo(y) )p_l '

o(y) = daly)™@ <|y——zﬂ"

Por (2.1) e (2.2),

L day)P |z ="
lx —y["2 do(x) |y—E&P T |o—y|retaslop

He(x,y)p(y) < A para y € F,

z—&" _ | g paray € By,
ly =&~ A

[y—gra=1=7

Hd%@@@%ﬁijyw (y)re

para y € Ejs.

Repare que E3 # () implica que E3 C B(&,r). Logo, vemos que ¢ satisfaz (3.2). Também,
(3.3) aparece usando (3.2). De fato, para 6 > 0 pequeno o suficiente,

[ Hgewdy<e+ [ Hlw)ewdy
QNB(&,r) QNB(&,r)\B(x,9)

x_fn —a—n
|5n| /Iy—ﬁllﬂ’ Pdy

B(¢r)

<e+4+ A

< 6érn+l+p—a—np

=5
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Entao (3.9) vale neste caso.

Suponha agora que p < 1. Observe de (2.1) e (2.2) que

o — -
Hg(l',y)(p(y) < A|$ _ y|'ﬂ+a—1—p para y € El )
e
le—n(0 70 paray € E
To—gilnTa—T-p 25
He(z,y)p(y) <3 177"
A——~— vparay € Ej.

[yt

Com o mesmo raciocinio usado acima, temos (3.9).

Agora, vamos aplicar o Teorema 3.1.1 ou 3.1.2

Caso 1l p# 1. ComoV =0 e f(x,t) = g(x)t? satisfazem (A1), (A2), (A4) e (A3) ou
(A3'), segue que (1.16) tem infinitas solugdes (distribucionais) positivas u € C(£2)
satisfazendo (1.17). A limitacdo local de u e (1.16) dao que u € C*(Q) (cf [[21],

Teorema 6.6]). Como guP é localmente Hoélder continua em §2, concluimos que

u € C?*(N) e —Au = gu? em ()

Caso 2 p = 1. Como ¢ € K¢(2), segue do Lema 3.1.1 que [|¢|k. ) < oo. Logo, se
0 < ¢ < 1/@l¢llke), entao [|gllk.) < 1/2. Aplicando o Teorema 3.1.1 com
V. =ge f = 0 e repetindo o mesmo argumento usado acima, concluimos que

—Au = gu tem infinitas solugdes positivas u € C?(2) satisfazendo (1.17).

Finalmente, veremos que a condi¢do p < (n+ 1)/(n — 1) no Teorema 1.3.4 é 6tima.

Teorema 3.2.1

Seja £ € 02 e ¢ > 0. Suponha quep>1ea>n+1—pn—1). Entio

—Au = cdg(z) “uP em ) (3.10)
ndo tem solugdo positiva satisfazendo (1.17).

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que existe uma solugao positiva u de (3.10)

satisfazendo (1.17). Entao segue de (2.3), (2.1) e (1.17) que para x € €2,
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u@) = [ Gl y)(-Aul)dy

O\ B(z,00(x)/2
1 p
L S (.
O\B(z,0a()/2) Y Y
> - dy .
— A (diamQ)" : ly — &|rpta—p-l 4

Lo ()\B(x,00(x)/2
Uma vez que np + a — p — 1 > n, concluimos que u = oo. Esta contradi¢ao nos leva ao

resultado desejado.
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APENDICE A

Apéndice A

A.1 Funcoes Subharmoénicas, Superharmonicas e
Harmonicas

Nesta secao, apresentamos algumas definigoes e resultados sobre fungoes superharmonicas

e fung¢oes subharmonicas.

Definicao A.1.1
Seja Q@ C R™ um dominio limitado e 0q(x) a distancia de x € Q a fronteira 02 de
Q. Uma fung¢io semicontinua superiormente u : 2 — [—00,400), u # —o0, chama-se

subharmonica em € se a sequinte propriedade do valor médio € satisfeita:

1
<
u(:c) oo™

/B(mu@)dy (A1)

sempre que 0 < r < dq(x), onde B(x,r) denota a bola aberta de centro x e raio r, e v,
denota o volume da bola unitdria em R™.

Também, v :  — (—o0,+00| é chamada superharmonica em Q se —u é subharmonica
em 2.

Por fim, h : Q — (—o00,+00) é chamada harménica em 0 se for sub e superharmonica

em SQ.

Teorema A.1.1

Se u € subharmonica em €1, entdo:
(i) limsup, ,, u(r) = u(y) para cada y € €2;
(ii) u € localmente integrdavel (e assim, finita q.t.p.) em €.
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Demonstragdo. (i) A semicontinuidade superior de u implica que limsup,_,, u(r) <
u(y). Se esta desigualdade fosse estrita, teriamos u < u(y) em B(y,r)\{y} para algum r,
que contradiria (A.1).

(i7) Seja Qo = {y € Q : u € integravel em alguma vizinhanga de y}.

Suponha que y € Q\Qy e escolha p tal que B(y,2p) C Q. Se z € B(y, p), entio B(z,p)
¢ uma vizinhanga de y e B(z,p) C Q. Dai, u é limitada superiormente e ndo integrdvel
em B(z,p) e entao u(z) < ﬁ JB(2p) w(@)dr = —00. Assim, u= —oo em B(y, p), donde
B(y,p) € Q\Qo. Segue que Q\Q € aberto e claramente Qg é aberto. Como u # —o0,
vemos que Qo # 0. Logo, Qo = Q pela conezidade de ). m

Teorema A.1.2 (Principio do méximo.)

Seja u uma fungdo subharmonica em ) e x € Q. Se u atinge mdzimo em x entdo u é
constante.

Demonstracdo. Sejar pequeno o suficiente tal que B(z,7) C Q e u < u(z) em B(z,r).
Como u(x) < ﬁ I u(y)dy, a semicontinuidade superior implica que u = u(x) em
B(z,7). Logo, o conjunto {y € Q : u(y) = u(x)} € aberto e a semicontinuidade superior

implica que ele € relativamente fechado a €2, entdo pela conexidade ele € igual a ). ®

Os teoremas acima tém seus andlogos para fungdes superharménicas (as demonstragoes

sdo andlogas) sendo que o tltimo é denominado Principio do minimo.

A.2 DMajorantes Harmonicos

Se f e g sdo fungoes em um conjunto F tomando valores em [—o0,4+00] e f < gem F

entdo f é chamada de minorante de g em F, e g é chamada de majorante de f em FE.

Teorema A.2.1
Se u € subharmonica e u tem um magjorante superharmonico em €2, entdao u tem um menor

majorante superharmonico v em ), e v é harmonica.

Demonstragao e mais resultados podem ser encontrados em [2].

Observe que segue de imediato um resultado analogo para fungdes superharmonicas.
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Apéndice B

Nesta secao, apresentamos algumas defini¢oes e resultados sobre fun¢ao de Green, poten-

cial, medida de Riesz associada e decomposi¢ao de Riesz.

B.1 A Funcao de Green

Qualquer demonstragao que nao for feita aqui pode ser encontrada em [2]. Sempre que

citarmos R" serda com n > 3. Se y € R", entao a fun¢ao definida por

lz =yl = #y;
Uy(x) =
+00 rT=1.

é superharmonica em R™ e harménica em R™\{y}.

Definicao B.1.1
Seja 2 C R™ um conjunto aberto. Entdo, pelo Teorema A.2.1, para cada y € ) a funcao
U, tem um maior minorante harmonico h, em Q. A fungio Gq : Q x Q — [0, +00],

definida por
Ga(z,y) = Uy(x) — hy(z), (B.1)

¢ chamada fungao de Green para Q. Claramente Go(z,x) = +00 para qualquer x em Q.
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B.2 Potencial

Definicao B.2.1

Seja p uma medida em um conjunto aberto ). Definimos
Gonlw) = [ Galw,)du(y) (€ Q).
Q

Claramente Gou toma valores em [0, +00]. A fungio Gou € chamada um potencial (de
Green) se cada componente de Q0 contém um ponto no qual Gou € finita.

Um potencial Gqu € superharmonico em ().

B.3 A Medida de Riesz Associada

Definicao B.3.1

Usaremos Co(Q2) para denotar o espago vetorial de todas as fungoes continuas de valores
reais W em R™ tal que supp V¥ € um subconjunto compacto de €2, e usaremos C§°(12)
para denotar o subespago dos elementos infinitamente diferencidveis de Cy(£2). Se u :

Q — [—o0, +00] € localmente integrdavel em ), entdo definiremos um funcional linear em
Cse(2) por
Lu(W) = [ uAwax (¥ € C3=(@),
Q

e chamaremos L, de Laplaciano distribucional de uw. Se v € outra funcao localmente

integravel em Q, entdo claramente Ly, = Ly, + L, em C5°(2).

Teorema B.3.1(i) Seu € C?*(Q), entdo L, (V) = [o, VAud\ para cada ¥ € C°(1).
(ii) Se h é harmonica entdo Ly, é o funcional zero em C§(S2).

(iii) Se s é subharmonica, entio Ls é um funcional linear positivo em C§(€2).

Corolario B.3.1

Se s é subharmonica entdo existe uma unica medida j1s em §2 tal que

L) = [ Wy, (v € CF(Q).
Definicao B.3.2
Se s € subharmonica chamaremos a medida ps no Corolario B.3.1 de medida de Riesz
associada com s. Se u é superharmonica, entdo definimos a medida de Riesz ., associada
com u como sendo a associada com a func¢ao subharmonica —u. Assim, em todos os casos,

a medida de Riesz é ndo negativa.
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B.4 Decomposicao de Riesz

Teorema B.4.1 (Teorema de decomposicao de Riesz)
Seja u superharmonica em um conjunto aberto €2, seja p, sua medida de Riesz associada

e suponha que u tem um minorante subharmaonico em ). Entdao Gqp, € um potencial em
Qe

u:GQ,UJu—i-h

onde h € o maior minorante harmonico de u em ).
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Apéndice C

Nesta se¢ao, apresentamos algumas defini¢oes e resultados sobre niicleo de Marin, fronteira
de Martin e representacao de Martin. O que ndo for demonstrado neste apéndice pode

ser encontrado em [2].

C.1 Ncleo e Fronteira de Martin

De agora em diante, €2 é um aberto conexo e xy denota um ponto de €2, chamado ponto

de referéncia, e esta fixado para o resto do apéndice.

Definicao C.1.1
A fungao M definida em (2 x Q)\{(xo,z0)} por

GQ<x7y)

M(z.y) = Ga(zo,y)

¢ chamado nicleo de Martin de Q (relativo a xo). (Se y = xg, entdo o quociente acima é

interpretado como 0.)

Lema C.1.1(i) Se y € Q\{zo}, entdo M(-,y) é harmoénica ndo negativa em Q\{y} e
M(:C(%y) = 17.

(ii) M(-,-) € continua em (2 x Q)\{(zo,x0)} (no sentido extendido em pontos de {(z,x) :

v € Q\{wo}});

(iii) Se E é um subconjunto compacto de 2 e w € um conjunto aberto e conezo tal que

EU{zo} Cw CQ, entao M e 1/M saio limitadas em E x (Q\w).

39



40 Apéndice C

Definicao C.1.2
A métrica de Martin € definida em €2 x § por

d(y,2) = [min{L,|M(y) = M(, ) }gdr (€
onde
g(z) = (L+ [lof) ™. (C2)

A defini¢ao de g em (C'.2) nao tem significado especial; qualquer funcao g : Q@ — (0, 1]

que ¢ integravel em €2 com respeito a medida de Lebesgue A serviria igualmente bem.

Lema C.1.2

A funcao d é uma métrica em € e a d-topologia coincide com a topologia Euclidiana em
Q.

Definicao C.1.3

Seja (X, 7) um espago topoldgico. Uma compactificacio de X é um par ((Y,7'), f), onde
(Y, 7") é uma espago topoldgico compacto e f é um homeomorfismo de X em um subcon-
junto denso de Y. Se (Y,7') tem uma métrica entao ((Y,7'), f) € chamada de compac-
tificagao métrica de X . Identificaremos X com sua imagem homeomorfa f(X) e entao

trataremos X como um subconjunto denso de Y .

Teorema C.1.1

FExiste uma compactificagdo métrica Q de Q tal que:

(i) o nicleo de Martin em Q2 x (Q\{xo}) tem uma extensiao continua (também denotada

por M) para Q x (Q\{zo}), e

(11) S€ Y1, Y2 € Q € M(ayl) = M('ay2)7 entao Y1 =Y.

Também, M(-,y) € superharmonica nio negativa em 2 e M(xqg,y) = 1 para caday € @\Q,

e Q) € aberto em Q.

Definicao C.1.4

Seja A o conjunto de todas as funcoes harmonicas em €2 que podem ser obtidas como
limite de (M(-,yn)), onde (yn) é uma sequéncia em §2 sem ponto limite em §); ele é
chamado fronteira de Martin de 0 (com ponto de referéncia xy). Os pontos y € A
sao por definicao fungoes harmonicas em ). Serd conveniente extender nossa notacao e

escrever M(-,y) como uma alternativa para y quando y € A. O conjunto Qy JA = Q,
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onde Q= {M(-,y) : y € Q}, é chamado compactificacio de Martin de 2, e a topologia

em Q dada pela métrica extendida d é chamada topologia de Martin.

Teorema C.1.2

Seja v uma medida nao nula com suporte compacto K C €1, seja

M, (z,y) = Galz,y) (zeyecQ\K),

Gav(y)
e seja Y uma compactificacio (nao necessariamente métrica) de § tal que:
(i) M,(z,-) tem uma extensio continua para Y\K para cada x € Q e
(ii) seyi,yo € Y\Q e M, (-,y1) = M, (-, y2), entdo y; = ys.

Entao'Y é homeomorfo a compactificacao de Martin Q.

C.2 Representacao de Martin

Definicao C.2.1

Uma fungdo harmonica positiva h em Q é chamada minimal se toda funcao harmonica h'
em Q que satisfaz 0 < h' < h € uma constante vezes h. Escreveremos Ay para o conjunto
das fungoes minimais M(-,y) em A. Também escreveremos Ay = A\A;, e chamaremos

0s elementos de g de nao-minimais.

Teorema C.2.1 (Representagao de Martin)
Se h é uma funcdo harmonica positiva em ), entao existe uma medida py, em A, unica-

mente determinada por h, tal que pup(Ao) =0 e

ha) = [ Mle,y)dm(y) (@€ Q). (C.3)

C.3 A Fronteira de Martin de um Dominio Lipschitz

Definigao C.3.1(i) Uma funciob: R"™' — R é chamada Lipschitz se existe um nimero

positivo ¢ tal que

[b(@") = b(y) < clla’ =yl (2,5 €eR™). (C4)

(ii) Um dominio Q@ em R™ é chamado Lipschitz se Q0 é limitado e para cada y € OS2

existe um sistema de coordenadas Cartesianas local (x1,--- ,x,) = (2',x,), uma
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vizinhanga aberta W, de y, e uma funcao Lipschitz b, tal que
QAW = {(z',z) : T > by(2)} (W, . (C.5)

Se ¢ € um numero tal que (C.4) vale para a fungdo Lipschitz b, em (C.5), entdo

dizemos que ¢ é uma constante Lipschitz local (para ) em y.
Daqui pra frente suporemos que €2 ¢ um dominio Lipschitz.

Teorema C.3.1
Seja K um subconjunto compacto de um conjunto aberto W e seja xy € ). FExiste uma

constante A tal que
A_lhl(l') S hz(iC) S Ahl(l') (fL’ € QﬂK)

para todas as fungoes harmonicas positivas hy, he em Q que anulam-se continuamente em

WNOQ e satisfazem hy(x1) = ha(xy).

Corolario C.3.1

Seja (yn) uma sequéncia em ) convergindo para um ponto y € 0S), e para cada n € N
seja hy, positiva e harmonica em Q\{y,}. Seja V' um subconjunto relativamente aberto de
OO\{y} e suponha que cada fungio h,, anula-se continuamente em V. Se (h,) converge
em ) para uma funcao h harmonica e nao negativa em €2, entdo h anula-se continuamente

em V.

Definicao C.3.2
Dizemos que uma funcao h é uma funcao nicleo em um ponto y € 052 se h € positiva e
harmonica em Q, anula-se continuamente em 0Q\{y} e satisfaz h(xg) = 1, onde x¢ € o

ponto de referéncia para o nicleo de Martin de ).

Teorema C.3.2
Existe exatamente uma funcao nicleo em cada ponto y € 0L, e ela € uma funcao harmo-

nica minimal.

Teorema C.3.3

A compactifica¢io de Martin Q¢ homeomorfa a §) e todos os pontos da fronteira de Martin
sao minimais. Mais ainda, se y € 2 e identificarmos A com OS2, entao M(-,y) € igual
d fungao nicleo em y.

Demonstragao. Seja K(-,y) a unica fun¢io nicleo em um ponto y € 0. Se (yn)

¢ uma sequéncia em 2 tal que y, — y € 0N, entdo existe uma subsequéncia (y,,) tal
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que M(-,yn,) — M(-,5) para algum § € A. Como M(-,y,) € positiva e harmdnica em
O\{yn} e anula-se continuamente em 02, pelo Corolario C.3.1. Como M(xo,7y) = 1,
temos M(-,y) = K(-,y). Seque que cada subsequéncia de (y,) converge para § em Q.
Assim Q ¢é homeomorfo a Q0 pelo Teorema C.3.3, e todos os pontos de A\ sdo minimais

pelo Teorema C.3.1 ®

Corolario C.3.2
Se h é uma fung¢ao harmaénica nao negativa, entdo existe uma unica medida jn em OS2 tal

que
W) = [ Kl@p)duly) (@ €Q),
o0

onde K(-,y) € a fungdo nicleo em y € 0S).

Demonstragdo. Seque dos Teoremas C.2.1 e C.3.3. m



44

Apéndice C



APENDICE D

Apéndice D

Nesta se¢ao, apresentamos o Teorema do ponto fixo de Schauder que ¢ utilizado no capitulo

sobre existéncia de solugoes positivas com singularidade na fronteira.

D.1 Teorema do Ponto Fixo de Schauder

Teorema D.1.1 (Teorema do ponto fixo de Brouwer)
Seja f: B" — B" continua, entio f tem um ponto fizo. Onde B" = B[0;1] no R™. Veja

[15].

Observagao D.1.1

Obviamente, o teorema do ponto fizo de Brouwer vale para qualquer bola fechada no R™.

Corolario D.1.1
Seja K C R™ um subconjunto compacto e convexo. Se f : K — K € continua, entio f
tem um ponto fixo.
Demonstragdo. Se K é compacto entio existe R > 0 tal que K C B|[0; R]. Como K
¢ fechado e convexo, seja Pk : R" — K a projegao, isto é, dado x € R", Pkx(x) € K € o

unico ponto tal que

|# = Px(2)| = min |z —yl.

Defina f : B[0; R] — B0; R] por f(z) = f(Px(x)). Entio f tem um ponto fixo e como a
sua imagem estd contida em K, seque que este ponto fizo xq esta em K. Dai, Pk (o) = xo

e entao,
zo = f(Px(w0)) = f(wo).
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Lema D.1.1

Seja K C X compacto. Dado € > 0 existe um subespago finitamente dimensional V. C X
e um mapa g. : K — V; tal que para todo v € K, ||g.(z) — || <€

Demonstragao. Dado € > 0, existem xi,...,x, € K onde n = n(e) tal que K C
LnJ B(x;;€).

zEéﬁna V. = span{xy,...,x,}. Dai dimV, <n < oco.

Defina para x € K,

e—|lxr—x, sexe€ B(xe)
bi(z) = (D.1)

0, caso contrario.

Como as B(x;;€) cobrem K, nds temos » _ bi(z) # 0 para todo z € K.
i=1
Dai nos podemos definir, para x € K

ge(z) =" 5—— €V

1

1

Se bi(z) # 0, entdo ||x — z;|| < e. Assim, sex € K,

ibz‘(iﬂ)(l’z’ — )

lge(x) =l = 7 <e

Teorema D.1.2 (Teorema de Mazur)

Se X € um espago de Banach e K €é um subconjunto compacto de X, entio co(K) é
compacto. Onde co(K) é a envoltéria conveza de K.

Demonstracdo. E suficiente mostrar que co(K) ¢ totalmente limitado. Dado € > 0

escolha x1,x9,...,2, em K tal que K C U B(xj;¢/4). Coloque C = co{wy,xa,...,x,}.
j=1
E facil ver que C é compacto. Logo, existem vetores yi,ya, ..., ym em C tal que C C
!

U Blyi;€/4). Se w € co(K), eziste z € co(K) com ||w — z|| < e/4. Assim, z = apk,
i=1 p=1

onde k, € K, a,, > 0 e Yoy, = 1. Agora, para cada k, existe um xj,y com Hk:p — xj(p)H <

/4.
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l l
< Z QpTj(p) Z ap(kp — Tj(p))
p=1 p=1
l
= Zakap_xj(p)H
p=1
< €/4.
!

!
Mas Z a,Tjp) € C, entao existe y; com Z AT (p) — Yi
p=1 p=1

< €e/4.

Dai: ||w—y|| < |Jlw—z| + + < €.

l l
2= 0t |+ 1D cpTim) — i
p=1 p=1

Mostrando assim que co(K) C | ) B(yi;€), concluindo entio que co(K) € totalmente limi-
i=1

tado. m

Definicao D.1.1
Sejam X e Y espacos de Banach e Q um subconjunto aberto de X. Seja T : Q —
Y continua. T é dita compacta se ela leva conjuntos limitados (em X ) em conjuntos

relativamente compactos (em'Y).

Teorema D.1.3 ( Teorema do ponto fixo de Schauder )

Seja X um espaco de Banach e seja K C X um subconjunto compacto e convexo. Se
f: K — K € continua, entdo f tem um ponto fixo.

Demonstragdao. Seja € > 0 e considere o par (g., V.) como no Lema D.1.1. Entao,
para © € K, g.(x) é uma combinagio convexa dos vetores base {xy,xs,...,x,} onde
n =n(e). Daig.(x) € K. C K onde K, € a envoltoria conveza fechada de {x1,xa, ..., T,}.

Considere o mapa continuo ¢, : K. — K. definido por

Como K. C K, seque que K. é compacto, sendo entao um conjunto compacto e convexo no
espaco finitamente dimensional V.. Dai, pelo coroldrio D.1.1 existe um ponto fixo x. € K,
de .. Como K é compacto, {x.} tem uma subsequéncia convergindo para algum x € K.
Agora,

le = f@)|| < llz =zl + [lze = f(@)ll + 1 f(ze) — f(2)]]- (D.2)

O primeiro e ultimo termo no lado direito da desigualdade acima tendem a zero com e — 0

pela definicao de x e pela continuidade de f. Temos,

e = fla)ll = llge(f(xe)) = flx)ll <€
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Assim, o lado direito de (D.2) pode ser tomado arbitrariamente pequeno e entao f(zr) = .

Corolario D.1.2

Seja K um subconjunto fechado, limitado e convexo de X e seja f : K — K compacta.
Entao f tem um ponto fizo.

Demonstracio. Como f(K) é compacto, sua envoltéria conveza fechada K também é
(Teorema D.1.2). Ja que K € fechado e convexo, e f leva K em si mesmo, seque que
K C K. Dai flz leva K em si mesmo e assim tem um ponto fixo que é também um ponto

fixo para f em K. m
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