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CAPÍTULO 1

Introdução

1.1 Objetivo

O objetivo deste trabalho é apresentar algumas desigualdades de Harnack para aplica-
ções vetoriais que satisfazem certos sistemas de inequações elípticas e, além disso, estudar
a existência de soluções positivas, com singularidade na fronteira, para algumas equações
elípticas não-lineares.

1.2 Descrição

Seja Ω ⊂ Rn um domínio limitado e δΩ(x) a distância de x ∈ Ω à fronteira ∂Ω de
Ω. Uma função semicontínua inferiormente u : Ω → (−∞,+∞], u 6= +∞, chama-se
superharmônica em Ω se a seguinte propriedade do valor médio é satisfeita:

u(x) ≥ 1
vnrn

∫
B(x,r)

u(y)dy

sempre que 0 < r < δΩ(x), onde B(x, r) denota a bola aberta de centro x e raio r, e vn
denota o volume da bola unitária em Rn (para mais detalhes veja o Apêndice A). Seja ∆
o operador Laplaciano. Pela teoria clássica do potencial (veja o Apêndice B), para cada
função superharmônica u em Ω, existe uma única medida µu em Ω tal que

∫
Ω
φ(x)dµu(x) = −

∫
Ω
u(x)∆φ(x)dx ,

para toda função φ ∈ C∞0 (Ω). A medida µu chama-se medida de Riesz associada à função
u. Se µu é absolutamente contínua em relação à medida de Lebesgue e dµu = fu(x)dx,
onde fu é uma função não negativa e localmente integrável em Ω, então dizemos que fu
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2 Introdução

é a função de Riesz associada a função superharmônica u. Note que, no caso em que
u ∈ C2(Ω), temos

−∆u = fu .

É interessante notar que, da fórmula integral de Poisson (veja [10]), toda função harmô-
nica positiva v definida na bola unitária B = B(0, 1) ⊂ Rn satisfaz

v(0)
2n δB(x) ≤ v(x) ≤ 2v(0)δB(x)1−n , (1.1)

para todo x ∈ B(0, 1). Uma questão que surge aqui é a seguinte:

As estimativas em (1.1) podem ser obtidas para funções superharmônicas positivas
definidas num domínio limitado Ω ⊂ Rn?

Em [13], K. Hirata mostra que a desigualdade inferior em (1.1) é obtida para qualquer
função superharmônica definida num domínio Ω limitado de classe C1,1 em Rn, n ≥ 3.
Entretanto, a estimativa superior em (1.1) não é verdadeira, em geral. Assim, K. Hirata
estuda as funções superharmônicas positivas u tais que as suas funções de Riesz associadas
fu satisfazem a seguinte desigualdade não-linear:

0 ≤ fu ≤ cδΩ(x)−αup , em quase todo ponto x ∈ Ω , (1.2)

onde c > 0, α ≥ 0 e p > 0 são constantes. Precisamente, K. Hirata determina o número
crítico p∗ tal que toda função superharmônica positiva satisfazendo (1.2) com 0 < p ≤ p∗

é limitada por uma constante multiplicada por δΩ(x)1−n, mas no caso em que p > p∗, o
mesmo não se verifica. K. Hirata utiliza estas estimativas para obter desigualdades de
Harnack para certas equações elípticas. Além disso, em [13], K. Hirata estuda a existência
de soluções positivas, com singularidade na fronteira, para a equação não-linear elíptica

−∆u+ V u = f(x, u)

em que V e f são funções Borel mensuráveis satisfazendo a condição generalizada de Kato.
Considere agora m funções contínuas, positivas e p-homogêneas Fi : Rm → R, m ≥ 1.

Estendemos as desigualdades de Harnack obtidas por K. Hirata [13] para os dois seguintes
contextos, um pouco mais gerais, de sistemas elípticos não-lineares:



1.3 Resultados Principais 3

1) Considere as aplicações U : Ω→ Rm, U = (u1, ..., um), que são soluções do seguinte
sistema de inequações

0 ≤ fui ≤ δΩ(x)−αFi(u1, ..., um) , (1.3)

onde α ≥ 0 é uma constante, e que satisfazem a seguinte condição: cada coordenada
ui é uma função superharmônica positiva.

2) Considere as aplicações U : Ω→ Rm, U = (u1, ..., um), que são soluções do seguinte
sistema de inequações

0 ≤ fui ≤ δΩ(x)−α∂iF (u1, ..., um) , (1.4)

onde α ≥ 0 é uma constante, F : Rm → R é uma função de classe C1, positiva e
p-homogênea, e que satisfazem a seguinte condição: a função |U | =

√
u2

1 + · · ·+ u2
m

não se anula em ponto algum, é superharmônica e f|U | ≥ 0.

Por fim, estudamos também os resultados de K. Hirata sobre a existência de soluções
positivas, com singularidade na fronteira, para certas equações não-lineares elípticas. Pre-
tendemos, futuramente, estender também estes resultados de existência para o contexto
mais geral de sistemas.

1.3 Resultados Principais

Utilizaremos o símbolo A para denotar uma constante positiva cujo valor pode mudar
de um passo para o outro. No que segue, suporemos Ω um domínio limitado de classe
C1,1 em Rn, n ≥ 3.

1.3.1 Desigualdades de Harnack

Nesta seção, apresentamos as desigualdades de Harnack para os sistemas (1.3) e (1.4).
Vale lembrar que esta é uma abordagem um pouco mais geral do que a feita por K.
Hirata em [13].

Teorema 1.3.1
Seja c > 0. Suponha que 0 < p ≤ (n + 1)/(n − 1) e 0 ≤ α ≤ n + 1 − p(n − 1). Seja
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U : Ω→ Rm, U = (u1, ..., um), tal que cada coordenada ui é uma função superharmônica
positiva satisfazendo

0 ≤ fui ≤ AδΩ(x)−αFi(u1, ..., um) . (1.5)

Então existe uma constante A dependendo de Fi, U , c, α, p, m e Ω tal que

m∑
i=1

ui(x) ≤ AδΩ(x)1−n . (1.6)

Mais ainda,

m∑
i=1

ui(x) =: v(x) ∈ C1(Ω) .

Como uma consequência direta do Teorema 1.3.1, obtemos a seguinte desigualdade de
Harnack.

Corolário 1.3.1
Seja c > 0. Suponha que 0 < p ≤ (n+1)/(n−1) e 0 ≤ α ≤ min{n+1−p(n−1), 1+p}. Seja
U : Ω→ Rm, U = (u1, ..., um), tal que cada coordenada ui é uma função superharmônica
positiva satisfazendo 1.5. Então existe uma constante A dependendo de Fi, U , c, α, p, m
e Ω tal que

sup
B(x,r)

m∑
i=1

ui(x) ≤ A inf
B(x,r)

m∑
i=1

ui(x) , (1.7)

sempre que B(x, 8r) ⊂ Ω.

Teorema 1.3.2
Seja F : Rm → R, m ≥ 1, uma função de classe C1, positiva e (p + 1)-homogênea. Seja
c > 0. Suponha que 0 < p ≤ (n+1)/(n−1) e 0 ≤ α ≤ n+1−p(n−1). Seja U : Ω→ Rm,
U = (u1, ..., um), tal que

0 ≤ ∆ui ≤ AδΩ(x)−α∂iF (u1, ..., um) (1.8)

e a função |U | =
√
u2

1 + · · ·+ u2
m não se anula em ponto algum, é superharmônica e

f|U | ≥ 0. Então existe uma constante A dependendo de F , U , c, α, p e Ω tal que

√√√√ m∑
i=1

u2
i (x) ≤ AδΩ(x)1−n . (1.9)
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Mais ainda,

√√√√ m∑
i=1

u2
i (x) =: w(x) ∈ C1(Ω) .

Como uma consequência direta do Teorema 1.3.2, obtemos a seguinte desigualdade de
Harnack.

Corolário 1.3.2
Seja c > 0. Suponha que 0 < p ≤ (n+1)/(n−1) e 0 ≤ α ≤ min{n+1−p(n−1), 1+p}. Seja
U : Ω→ Rm, U = (u1, ..., um), tal que cada coordenada ui é uma função superharmônica
positiva satisfazendo

0 ≤ fui ≤ AδΩ(x)−α∂iF (u1, ..., um) . (1.10)

Então existe uma constante A dependendo de F , U , c, α, p e Ω tal que

sup
B(x,r)

√√√√ m∑
i=1

u2
i (x) ≤ A inf

B(x,r)

√√√√ m∑
i=1

u2
i (x) , (1.11)

sempre que B(x, 8r) ⊂ Ω.

Vamos agora apresentar um resultado que mostra que a cota p ≤ (n + 1)/(n − 1) é
ótima no Teorema 1.3.1. Para ξ ∈ ∂Ω e θ > 0, definimos

Γθ(ξ) = {x ∈ Ω : |x− ξ| < (1 + θ)δΩ(x)} .

Corolário 1.3.3
Seja c > 0. Suponha que 0 < p ≤ (n+ 1)/(n− 1) e 0 ≤ α ≤ min{n+ 1− p(n− 1), 1 + p}.
Seja u uma função superharmônica positiva em Ω tendo uma função de Riesz associada
fu que satisfaz (1.2). Se o maior minorante harmônico de u é a função identicamente
nula, então para cada θ > 0,

lim
Γθ(ξ)3x→ξ

u(x) = 0 para q.t.p. ξ ∈ ∂Ω .

Note novamente que estes resultados são aplicáveis a soluções positivas u ∈ C2(Ω) de

0 ≤ −∆u ≤ cδΩ(x)−αup em Ω . (1.12)

O teorema seguinte mostra que a cota p ≤ (n+ 1)/(n− 1) é ótima no Teorema 1.3.1.
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Teorema 1.3.3
Seja ξ ∈ ∂Ω e c > 0. Suponha que p e α satisfazem uma das duas condições:

(i) p > (n+ 1)/(n− 1) e α ≥ 0;

(ii) 0 < p ≤ (n+ 1)/(n− 1) e α > n+ 1− p(n− 1) .

Então, para cada β satisfazendo

n− 1 < β <


2+α(n−2)
(2−n)p+n se p < n

n−2 ,

∞ se p ≥ n
n−2 ,

(1.13)

existe uma solução positiva u ∈ C2(Ω) de (1.2) tal que

lim sup
Γθ(ξ)3x→ξ

δΩ(x)βu(x) > 0 (1.14)

para qualquer θ > 0. Em particular, u não satisfaz

u(x) ≤ AδΩ(x)1−n para x ∈ Ω . (1.15)

Observação 1.3.1
De p > (n + 1)/(n − 1) ou α > n + 1 − p(n − 1), observamos que n − 1 < (2 + α(n −
2))/((2− n)p+ n). Assim, podemos tomar β satisfazendo (1.13).

1.3.2 Existência de Soluções

Duas funções f e g são ditas comparáveis se existe uma constante A tal que A−1f ≤ g ≤
Af . Então nós escrevemos f ≈ g e chamamos A de constante de comparação. O núcleo
de Poisson (veja [10]) nos dá que (1.15) é ótima. O seguinte teorema é interessante por si
só e mostra que a taxa de crescimento em (1.15) também é ótima para soluções positivas
de certas equações elípticas não-lineares.

Teorema 1.3.4
Seja ξ ∈ ∂Ω e c > 0 (assumindo ser pequeno o suficiente quando p = 1 apenas). Suponha
que 0 < p ≤ (n+ 1)/(n− 1) e 0 ≤ α ≤ min{n+ 1− p(n− 1), 1 + p}. Se g é uma função
localmente Hölder contínua em Ω tal que |g(x)| ≤ cδΩ(x)−α para x ∈ Ω, então existem
infinitas soluções positivas u de
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−∆u = gup em Ω (1.16)

tal que

u(x) ≈ δΩ(x)
|x− ξ|n

para x ∈ Ω . (1.17)

Diferentemente do Teorema 1.3.4, há vários resultados sobre a existência e a não-
existência de soluções positivas para a equação de Lane-Emden

−∆u = up .

Para mais detalhes, veja [23], [16], [19] e [25].
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CAPÍTULO 2

Desigualdades de Harnack

2.1 Estimativas Envolvendo a Função de Riesz

Associada

Seja G(·, y) a função de Green de Ω com pólo em y ∈ Ω (veja Apêndice B), ξ ∈ ∂Ω
e x0 ∈ Ω. Temos, do Teorema C.3.3, que a fronteira Martin de Ω (domínio limitado
C1,1) coincide com a fronteira Euclidiana, daí a razão G(·, y)/G(x0, y) converge para uma
função harmônica positiva em Ω com y → ξ. A função limite, escrita como K(·, ξ) é
chamada núcleo Martin de Ω com pólo em ξ. A seguinte estimativa para a função de
Green é bem conhecida (confira [5, 26]) e nos dá uma estimativa para o núcleo Martin,
depois de alguns cálculos.

Lema 2.1.1
Para x, y ∈ Ω e ξ ∈ ∂Ω,

G(x, y) ≈ min
{

1, δΩ(x)δΩ(y)
|x− y|2

}
|x− y|2−n , (2.1)

K(x, ξ) ≈ δΩ(x)
|x− ξ|n

, (2.2)

onde as constantes de comparação só dependem de Ω.

No que segue, para 1 ≤ i ≤ m, ui será uma função superharmônica positiva em
Ω tendo uma função de Riesz associada fui que satisfaz (1.5). Então, do Teorema de
decomposição de Riesz (Teorema B.4.1)

9
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ui(x) = hi(x) +
∫
Ω

G(x, y)fui(y)dy para x ∈ Ω , (2.3)

onde hi é o maior minorante harmônico de ui em Ω. Note que hi é não negativa.

Lema 2.1.2
Se h é uma função harmônica não negativa em Ω, então existe uma constante A depen-
dendo apenas de h e Ω tal que

h(x) ≤ AδΩ(x)1−n para x ∈ Ω .

Demonstração. Pelo Teorema de representação de Martin (Teorema C.2.1) e (2.2), nós
temos

h(x) =
∫
∂Ω

K(x, y)dν(y) ≤ AδΩ(x)1−nν(∂Ω) ,

onde ν é a medida em ∂Ω associada a h.

Lema 2.1.3
Existe uma constante A dependendo apenas de ui e Ω tal que

∫
Ω

δΩ(y)fui(y)dy ≤ A .

Demonstração. Fixe x0 ∈ Ω, onde ui(x0) < ∞. Então, observamos de (2.1) que
G(x0, y) ≥ A−1δΩ(y) para y ∈ Ω. Daí, (2.3) implica que

∫
Ω
δΩ(y)fui(y)dy ≤ Aui(x0).

Lema 2.1.4
Para cada j ∈ N, existe uma constante ci,j > 0 dependendo apenas de j, ui e Ω tal que
para z ∈ Ω e x ∈ B(z, δΩ(z)/2j+1),

ui(x) ≤ ci,jδΩ(z)1−n +
∫

B(z,δΩ(z)/2j)

fui(y)
|x− y|n−2dy .

Demonstração. Seja z ∈ Ω e x ∈ B(z, δΩ(z)/2j+1). Por (2.1), nós temos

G(x, y) ≤ A
δΩ(x)δΩ(y)
|x− y|n

≤ A2njδΩ(z)1−nδΩ(y) para y ∈ Ω\B(z, δΩ(z)/2j) .
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Como fui ≥ 0, segue do Lema 2.1.3 que

∫
Ω\B(z,δΩ(z)/2j)

G(x, y)fui(y)dy ≤ A2njδΩ(z)1−n
∫

Ω\B(z,δΩ(z)/2j)

δΩ(y)fui(y)dy ≤ A2njδΩ(z)1−n ,

Daí:

∫
Ω

G(x, y)fui(y)dy ≤ A2njδΩ(z)1−n +
∫

B(z,δΩ(z)/2j)

fui(y)
|x− y|n−2dy . (2.4)

Isto junto com (2.3) e o Lema 1.2 implicam a estimativa desejada.

2.2 Prova do Teorema 1.3.1

Seja z ∈ Ω e j ∈ N. Pelo Lema 2.1.3 nós temos

δΩ(z)
∫

B(z,δΩ(z)/2)

fui(y)dy ≤ A ,

onde A depende apenas de ui e Ω. Para ver isto observe que δΩ(z) < 2δΩ(y) para todo
y ∈ B(z, δΩ(z)/2). Tome agora r = δΩ(z). Fazendo a mudança de variáveis x = z + rη e
y = z + rζ, e definindo ψi,z(ζ) = rn+1fui(z + rζ), temos

∫
B(0,1/2)

ψi,z(ζ)dζ ≤ A, (2.5)

e, pelo Lema 2.1.4,

rn−1 (ui(z + rη)) ≤ ci,j +
∫

B(0,2−j)

ψi,z(ζ)
|η − ζ|n−2dζ para η ∈ B(0, 2−(j+1)) . (2.6)

Suponha que 0 < p ≤ (n+ 1)/(n− 1) e 0 ≤ α ≤ n+ 1− p(n− 1), e seja

n+ 1
n− 1 < q <

n

n− 2 , ` =
[

log(q/(q − 1))
log(q/p)

]
+ 1 e c0 = max

1≤i≤m
1≤j≤`+1

{ci,j} .

Defina ψz(ζ) = rn+1
m∑
i=1

fui(z + rζ) e Ψz,j : B(0, 1)→ [0,+∞] por

Ψz,j(η) = c0 +
∫

B(0,2−j)

ψz(ζ)
|η − ζ|n−2dζ .
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Para mostrar (1.6), é suficiente provar que Ψz,l+1(0) é limitada por uma constante in-
dependente de z, já que rn−1u(z) ≤ Ψz,`+1(0) (esta última afirmação segue de (2.6)).
Afirmamos que para κ ≥ 1 existe uma constante A dependendo de c, c0, p, q, κ e Ω tal
que para 1 ≤ j ≤ `,

∥∥∥ψκ/pz

∥∥∥
Lq(B(0,2−(j+1)))

≤ A+ A
m∑
i=1

∥∥∥ψkz∥∥∥L1(B(0,2−j))
. (2.7)

De fato, dado η ∈ B(0, 1), pela desigualdade de Jensen para a medida de probabilidade
|η − ζ|2−ndζ/

∫
B(0,2−j)

|η − ζ|2−ndζ em B(0, 2−j),

 ∫
B(0,2−j)

ψz(ζ)
|η − ζ|n−2dζ


κ

≤ A
m∑
i=1

 ∫
B(0,2−j)

ψi,z(ζ)
|η − ζ|n−2dζ


κ

≤ A
m∑
i=1

 ∫
B(0,2−j)

ψi,z(ζ)κ
|η − ζ|n−2dζ

 ,

onde A depende somente de κ, m e n. Isto nos dá que

∥∥∥Ψκ
z,j

∥∥∥
Lq(B(0,2−j))

≤ A+ A
m∑
i=1

∥∥∥∥∥∥∥
∫

B(0,2−j)

ψi,z(ζ)κ
| · −ζ|n−2dζ

∥∥∥∥∥∥∥
Lq(B(0,2−j))

.

Pela desigualdade de Minkowski e q(n− 2) < n,

∥∥∥∥∥∥∥
∫

B(0,2−j)

ψi,z(ζ)κ
| · −ζ|n−2dζ

∥∥∥∥∥∥∥
Lq(B(0,2−j))

≤
∫

B(0,2−j)

∥∥∥∥∥ ψi,z(ζ)κ
| · −ζ|n−2

∥∥∥∥∥
Lq(B(0,2−j))

dζ

≤
∫

B(0,2−j)

 ∫
B(0,2−j)

dη

|η − ζ|q(n−2)


1/q

ψi,z(ζ)κdζ

≤ A
∥∥∥ψκi,z∥∥∥L1(B(0,2−j))

.

Daí,

∥∥∥Ψκ
z,j

∥∥∥
Lq(B(0,2−j))

≤ A+ A
m∑
i=1

∥∥∥ψκi,z∥∥∥L1(B(0,2−j))
.

Como δΩ(z+rη) ≥ r/2 para η ∈ B(0, 1/2), segue de (1.5), (2.6), 0 < p ≤ (n+1−α)/(n−1)
e da limitação de Ω que
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ψz(η) = rn+1
m∑
i=1

fui(z + rη) ≤ crn+1δΩ(z + rη)−α
m∑
i=1

ui(z + rη)p

≤ Arn+1−α
m∑
i=1

ui(z + rη)p

≤ Arp(n−1)
m∑
i=1

ui(z + rη)p

≤ A
m∑
i=1

ci,j +
∫

B(0,2−j)

ψi,z(ζ)
|η − ζ|n−2dζ


p

≤ Acp0 + A
m∑
i=1

 ∫
B(0,2−j)

ψi,z(ζ)
|η − ζ|n−2dζ


p

≤ AΨz,j(η)p para q.t.p. η ∈ B(0, 2−(j+1))

Logo,

∥∥∥ψκ/pz

∥∥∥
Lq(B(0,2−(j+1)))

≤ A+ A
m∑
i=1

∥∥∥ψκi,z∥∥∥L1(B(0,2−j))
,

e então (2.7) vale.
Seja s = q/p > 1. Então (2.7) implica que

∫
B(0,2−(j+1))

ψz(η)sκdη ≤ A+ A
m∑
i=1

 ∫
B(0,2−j)

ψi,z(η)κdη


q

para 1 ≤ j ≤ ` .

Usamos isto ` vezes, com κ = s`−1, para obter

 ∫
B(0,2−(`+1))

ψz(η)s`dη


1/s`

≤ A+ A
m∑
i=1

 ∫
B(0,2−`)

ψ
iz(η)s`−1

dη


q/s`

≤ · · ·

≤ A+ A
m∑
i=1

 ∫
B(0,1/2)

ψi,z(η)dη


q`/s`

. (2.8)

Nossa escolha de ` implica que s` ≥ q/(q − 1), que é equivalente a s` ≤ (s` − 1)q. Daí,

s`

s` − 1(n− 2) ≤ q(n− 2) < n .
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Logo, da desigualdade de Hölder, (2.8) e (2.5) obtemos

Ψz,`+1(0) = c0 +
∫

B(0,2−(`+1))

ψz(ζ)
|ζ|n−2dζ

≤ c0

 ∫
B(0,2−(`+1))

ψz(ζ)s`dζ


s−`  ∫

B(0,2−(`+1))

dζ

|ζ|
s`(n−2)
s`−1


s−`(s`−1)

≤ c0 + A

 ∫
B(0,2−(`+1))

ψz(ζ)s`dζ


s−`

≤ A+ A
m∑
i=1

 ∫
B(0,1/2)

ψi,z(η)dη


q`/s`

≤ A ,

onde A é independente de z. Assim, encontramos (1.6).
Mais ainda, (1.5) e (1.6) implicam a limitação local de fv, que por [[10], Teorema 6.6]

implica v ∈ C1(Ω). Isto completa a prova do Teorema 1.3.1.

2.3 Prova do Teorema 1.3.2

Primeiramente, para cada ε > 0, defina

vε :=
(

m∑
i=1

u2
i + ε

)1/2

.

Assim, para cada função não-negativa ϕ ∈ C∞0 (Ω), temos

∫
Ω
∇vε · ∇ϕ dx =

∫
Ω
v−1
ε (

m∑
i=1

ui∇ui) · ∇ϕ dx

=
∫

Ω

m∑
i=1
∇ui ·

(
∇(uiv−1

ε ϕ)− ϕ∇(uiv−1
ε )

)
dx

=
m∑
i=1

∫
Ω
∇ui · ∇(uiv−1

ε ϕ) dx

−
∫

Ω
v−3
ε ϕ

(
v2
ε

m∑
i=1
|∇ui|2 − |

m∑
i=1

ui∇ui|2
)
dx .

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o fato que U satisfaz o sistema (1.8), obtemos
que
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∫
Ω
∇vε · ∇ϕ dx ≤

m∑
i=1

∫
Ω
∇ui · ∇(uiv−1

ε ϕ) dx

=
∫

Ω

m∑
i=1

(Aδ−αΩ (x)∂F (U)
∂ti

ui)(v−1
ε ϕ) dx

= A
∫

Ω
v−1
ε δ−αΩ (x)F (U)ϕ dx .

Fazendo ε→ 0 na desigualdade acima, encontramos

∫
Ω
∇|U | · ∇ϕ dx ≤ A

∫
Ω
|U |−1δ−αΩ (x)F (U)ϕ dx .

Resumindo, mostramos que

0 ≤ −∆|U | ≤ Aδ−αΩ (x)|U |−1F (U) . (2.9)

Portanto, usando que F é (p+ 1)-homogênea e contínua, obtemos

0 ≤ −∆|U | ≤ Aδ−αΩ (x)|U |p em Ω .

Basta agora usarmos o Teorema 1.3.1 considerando m = 1 e F : Rm → R dada por
F (t) = |t|p. Isto completa a prova do Teorema 1.3.2.
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2.4 Provas dos Corolários 1.3.1 e 1.3.3

Temos a seguinte estimativa inferior para funções superharmônicas positivas em Ω.

Lema 2.4.1
Seja u uma função superharmônica positiva em Ω. Então existe uma constante A depen-
dendo apenas de u e Ω tal que

u(x) ≥ 1
A
δΩ(x) para x ∈ Ω . (2.10)

Demonstração. Seja µu a medida de Riesz associada com u. Pelo teorema de decom-
posição de Riesz, temos

u(x) = h(x) +
∫
Ω

G(x, y)dµu(y) ,

onde h é uma função harmônica não-negativa em Ω. Se µu(Ω) = 0, então u = h. O
teorema de representação de Martin e (2.2) nos dão

u(x) =
∫
∂Ω

K(x, y)dν(y) ≥ δΩ(x)
A

ν(∂Ω) ,

e então (2.10) vale neste caso. Se µu(Ω) > 0, então encontramos r0 > 0 tal que µu(E) > 0,
onde E = {x ∈ Ω : δΩ(x) ≥ r0}. Segue de (2.1) que

u(x) ≥
∫
E

G(x, y)dµu(y) ≥ δΩ(x)
A

µu(E) sempre que δΩ(x) < r0

2 .

Também, a semicontinuidade inferior de u nos dá que u tem um mínimo positivo em
{x ∈ Ω : δΩ(x) ≥ r0

2 }. Daí segue (2.10).

A seguinte desigualdade de Harnack para equações estacionárias de Schrödinger é
encontrada em [[10], teorema 8.20]

Lema 2.4.2
Seja ν > 0 uma constante e seja ρ uma função mensurável em um domínio D tal que
|ρ| ≤ ν2. Se u ∈ W 1,2(D) é uma solução fraca não negativa de ∆u+ ρu = 0 em D, então
existe uma constante A dependendo apenas da dimensão n tal que
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sup
B(x,r)

u ≤ A
√
n+νr inf

B(x,r)
u ,

sempre que B(x, 4r) ⊂ D.

Demonstração. (do Corolário 1.3.1)
Seja B(y, 8r) ⊂ Ω e seja D = B(y, 4r). Pelo Teorema 1.3.1 temos que u ∈ C1(Ω) ⊂
W 1,2(D). Seja ρ(x) = fu(x)/u(x). Então segue da definição de fu que para φ ∈ C∞0 (D),

∫
D

ρuφdx =
∫
D

fuφdx = −
∫
D

u∆φdx =
∫
D

∇u · ∇φdx .

Assim, u é uma solução fraca de ∆u + ρu = 0 em D. Também, observamos de (1.2) e
(1.6) (com m = 1) que se 1 ≤ p ≤ (n+ 1− α)/(n− 1), então

0 ≤ ρ(x) ≤ cδΩ(x)−αu(x)p−1

≤ AδB(y,8r)(x)−α+(p−1)(1−n) ≤ AδB(y,8r)(x)−2 ≤ Ar−2 para x ∈ D .

Se 0 < p < 1, então 0 ≤ α ≤ 1 + p e, pelo Lema 2.4.1,

0 ≤ ρ(x) ≤ cδΩ(x)−αu(x)p−1 ≤ AδB(y,8r)(x)−α+p−1 ≤ Ar−2 para x ∈ D .

Daí, (1.7) segue do Lema 2.4.2.

Demonstração. (do Corolário 1.3.3)
Seja u satisfazendo as hipóteses do Corolário 1.3.3. Então u é o potencial de Green de
densidade fu. Por [[18], Teorema 21] (cf [[2], Corolário 9.3.8]), vemos que u tem limite
minimal fino 0 em ξ ∈ ∂Ω\E onde a medida de superfície de E é zero. Seja (xj) uma
sequência arbitrária em Γθ(ξ) convergindo para ξ. Como o conjunto ⋃j B(xj, δΩ(xj)/8)
não é minimamente magro em ξ (cf [[14], Lema 5.3]), encontramos uma sequência yj ∈
B(xj, δΩ(xj)/8) convergindo para ξ tal que u(yj)→ 0 com j →∞. Pelo Corolário 1.3.1,

0 ≤ u(xj) ≤ Au(yj)→ 0 .

Assim, o Corolário 1.3.3 está provado.



18 Desigualdades de Harnack

2.5 Prova do Teorema 1.3.3

Seja β como em (1.13) e seja

γ = α + β(p− 1)
2 e λ = α + βp . (2.11)

Então observamos que γ > 1 e

λ < γn+ 1 . (2.12)

Como Ω é um domínio C1,1, existe uma bola B(z, ρ) tal que B(z, ρ) ⊂ Ω e ξ ∈ ∂B(z, ρ).
Sem perda de generalidade, podemos assumir que ξ é a origem, z = (10, 0, · · · , 0) e
ρ = 10. Para j ∈ N, seja xj = (2−j+3, 0, · · · , 0) e rj = 2−γj. Note que B(xj, 8rj) ⊂ Ω e
B(xj, 2rj) ∩ B(xk, 2rk) = ∅ se j 6= k. Seja A1 uma constante que será determinada em
seguida e seja fj uma função suave não negativa em Ω tal que fj ≤ A12λj e

fj =


A12λj em B(xj, rj),

0 em Ω\B(xj, 2rj).

Defina f = ∑∞
j=1 fj. Então por (2.12),(vn é o mesmo da introdução)

∫
Ω

δΩ(y)f(y)dy =
∞∑
j=1

∫
B(xj ,2rj)

δΩ(y)fj(y)dy ≤ A1vn2n+4
∞∑
j=1

2j(−1+λ−γn) <∞ .

Assim u :=
∫

Ω G(·, y)f(y)dy está bem definida em Ω. Como f é localmente Hölder
contínua em Ω, segue de [[21], Teorema 6.6] que u ∈ C2(Ω) é uma solução positiva de
−∆u = f em Ω. Também, observamos da propriedade do valor médio e (2.1) que para
x ∈ ∂B(xj, 2rj),

u(x) ≥
∫

B(xj ,rj)

G(x, y)fj(y)dy = A12λjvnrnjG(x, xj) ≥
A1vn

2n−2A2
2j(λ−2γ) ,

onde A2 é uma constante dependendo apenas de Ω tal que G(x, xj) ≥ A−1
2 |x − xj|2−n.

Seja A3 = (A1vn)/(2n−2A2). Pelo princípio do mínimo,

u(x) ≥ A32j(λ−2γ) para x ∈ B(xj, 2rj) . (2.13)
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Daí, segue de (2.11) e δΩ(xj) = 2−j+3 que

u(xj) ≥ A32j(λ−2γ) = A32jβ = A323βδΩ(xj)−β ,

e então u satisfaz (1.14).
Finalmente mostraremos que −∆u ≤ cδΩ(x)−αup em Ω. Se x /∈ ∪jB(xj, 2rj), então

cδΩ(x)−αu(x)p ≥ 0 = f(x) = −∆u(x) .

Seja x ∈ B(xj, 2rj). Então, por (2.13) e (2.11),

cδΩ(x)−αu(x)p ≥ c2−4αAp32j(α+p(λ−2γ)) = c2−4αAp32jλ . (2.14)

Note que se p 6= 1, então podemos tomar A1 (grande o suficiente se p > 1; pequeno o
suficiente se p < 1) tal que

c2−4αAp3 ≥ A1 . (2.15)

Daí, obtemos

cδΩ(x)−αu(x)p ≥ A12λj ≥ f(x) = −∆u(x) .

Se p = 1 então a desigualdade acima vale para c ≥ 24α+n−2A2/vn . Para o caso c <

24α+n−2A2/vn , veja a Observação 2.5.1 abaixo. A prova do Teorema 1.3.3 está completa.

Observação 2.5.1
Quando p = 1, assumimos que c era suficientemente grande: c ≥ 24α+n−2A2/vn. Esta
asserção pode ser removida modificando a prova acima. De fato, precisamos trocar (2.11)
por

γ = α + β(p− 1)
2 − ε

2 e λ = α + βp− ε ,

onde ε > 0 é suficientemente pequeno para que γ > 1 e (2.12) valha, e redefina f para a
soma parcial ∑∞j=j0 fj, onde j0 é grande o suficiente para que verifique
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c2−4αvn
2n−2A2

2j0ε ≥ 1 .

Então, como α + p(λ− 2γ) = α + pβ = λ+ ε, podemos trocar (2.13) por

cδΩ(x)−αu(x)p ≥ c2−4αA32j(λ+ε) = c2−4α A1vn
2n−2A2

2j(λ+ε) ≥ A12jλ ,

sempre que j ≥ j0.



CAPÍTULO 3

Existência de Soluções

3.1 Existência de Soluções Positivas com

Singularidade em ∂Ω

Nesta seção, consideraremos a existência de soluções positivas, com singularidade em
ξ ∈ ∂Ω, da equação elíptica não-linear


−∆u+ V u = f(x, u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω\{ξ} ,
(3.1)

onde V e f são funções Borel mensuráveis satisfazendo algumas condições apropriadas, e
a equação −∆u + V u = f(x, u) é entendida no sentido de distribuições. Introduziremos
uma nova classe de funções Borel mensuráveis(para mais detalhes veja Apêndices B e C).
Seja

Hξ(x, y) = G(x, y)K(y, ξ)
K(x, ξ) para x, y ∈ Ω.

Dizemos que uma função Borel mensurável ϕ em Ω pertence à classe generalizada de Kato
Kξ(Ω) associada com ξ se

lim
r→0

sup
x∈Ω

∫
Ω∩B(x,r)

Hξ(x, y)|ϕ(y)|dy

 = 0 , (3.2)

lim
r→0

sup
x∈Ω

∫
Ω∩B(ξ,r)

Hξ(x, y)|ϕ(y)|dy

 = 0 . (3.3)

21
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A classe generalizada de Kato K(Ω) é o conjunto de todas as funções ϕ Borel mensuráveis
em Ω satisfazendo

lim
r→0

sup
x∈Ω

∫
Ω∩B(z,r)

|ϕ(y)|
|x− y|n−2dy

 = 0

para cada z ∈ Rn. Em vista de [[8], Teorema 3.1], vemos que K(Ω) ⊂ Kξ(Ω). Defina

‖ϕ‖Kξ(Ω) = sup
x∈Ω

∫
Ω

Hξ(x, y)|ϕ(y)|dy .

Vamos impor as seguintes condições sobre V e f :

(A1) V ∈ Kξ(Ω) e ‖V ‖Kξ(Ω) < 1/2;

(A2) f é uma função Borel mensurável em Ω × (0,∞) tal que f(x, t) é contínua com
respeito a t para cada x ∈ Ω;

(A3) |f(x, t)| ≤ tψ(x, t), onde ψ é uma função Borel mensurável não negativa em Ω ×
(0,∞) tal que para cada x ∈ Ω, ψ(x, t) é não decrescente com respeito a t e ψ(x, t)→
0 com t→ 0;

(A4) ψ(x, δΩ(x)/|x− ξ|n) ∈ Kξ(Ω) .

Teorema 3.1.1
Seja ξ ∈ ∂Ω. Suponha que V e f são funções Borel mensuráveis satisfazendo (A1)−(A4).
Então (3.1) tem infinitas soluções u ∈ C(Ω) tal que

u(x) ≈ δΩ(x)
|x− ξ|n

para x ∈ Ω . (3.4)

Veremos que o Teorema 1.3.4 é um caso especial do Teorema 3.1.1, se 1 ≤ p < (n +
1)/(n− 1). Para o caso 0 < p < 1 precisamos trocar (A3) por

(A3’) |f(x, t)| ≤ tψ(x, t), onde ψ é uma função Borel mensurável não negativa em Ω ×
(0,∞) tal que para cada x ∈ Ω, ψ(x, t) é não crescente com respeito a t e ψ(x, t)→ 0
com t→∞.

Teorema 3.1.2
Seja ξ ∈ ∂Ω. Suponha que V e f são funções Borel mensuráveis satisfazendo (A1), (A2),
(A3′) e (A4). Então (3.1) tem infinitas soluções u ∈ C(Ω) satisfazendo (3.4).
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Observação 3.1.1
Se Kξ(Ω) for trocada pela classe de Kato clássica K(Ω), então os Teoremas 3.1.1 e 3.1.2
não cobririam o Teorema 1.3.4. Por isto precisamos considerar a classe generalizada de
Kato.

Lema 3.1.1
Seja r > 0 e ξ ∈ ∂Ω. Então, para |x− y| < r < |x− ξ|/2,

K(y, ξ)2 ≤ A

rn
Hξ(x, y),

onde A depende apenas de Ω.

Demonstração. É suficiente mostrar que para |x− y| < r < |x− ξ|/2,

G(x, y) ≥ rn

A
K(x, ξ)K(y, ξ) . (3.5)

Assumamos primeiro que |x− y| ≤ δΩ(x)/2. Então, por (2.1),

G(x, y) ≥ 1
A
|x− y|2−n ≥ 1

A
r2−n .

Também, como δΩ(y) ≤ 2δΩ(x) ≤ 2|x− ξ| e |x− ξ| ≤ 2|y − ξ|, segue de (2.2) que

K(x, ξ)K(y, ξ) ≤ A
δΩ(x)δΩ(y)
|x− ξ|n|y − ξ|n

≤ A|x− ξ|2(1−n) ≤ Ar2(1−n) .

Daí, (3.5) vale neste caso. Se |x− y| ≥ δΩ(x)/2, então por (2.1) e (2.2) temos

G(x, y) ≥ 1
A

δΩ(x)δΩ(y)
|x− y|n

≥ rn

A
K(x, ξ)K(y, ξ) ,

uma vez que |y − ξ| ≥ r.

Lema 3.1.2
Seja r > 0 e ξ ∈ ∂Ω. Então para |x− y| ≥ r,

Hξ(x, y) ≤ A

rn
K(y, ξ)2,

onde A depende apenas de Ω.
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Demonstração. Por (2.1) e (2.2), temos

G(x, y) ≤ A
δΩ(x)δΩ(y)
|x− y|n

≤ A

rn
K(x, ξ)K(y, ξ) ,

já que Ω é limitado.

Obviamente, se ϕ ∈ Kξ(Ω), então (3.2) e (3.3) implicam que para δ > 0 pequeno o
suficiente,

sup
x∈Ω

∫
Ω∩B(x,δ)

Hξ(x, y)|ϕ(y)|dy ≤ ε,

sup
x∈Ω

∫
Ω∩B(ξ,δ)

Hξ(x, y)|ϕ(y)|dy ≤ ε . (3.6)

Lema 3.1.3
Se ϕ ∈ Kξ(Ω), então para cada r > 0,

∫
Ω\B(ξ,r)

K(y, ξ)2|ϕ(y)|dy <∞ .

Mais ainda, ‖ϕ‖Kξ(Ω) <∞ .

Demonstração. Seja 0 < δ < r/2 pequeno e vamos cobrir Ω\B(ξ, r) por uma quantidade
finita de bolas B(xj, δ) onde xj ∈ Ω\B(ξ, r). Pelo Lema 3.1.1 e (3.6), obtemos

∫
Ω\B(ξ,r)

K(y, ξ)2|ϕ(y)|dy ≤ A

δn
∑ ∫

Ω∩B(xj ,δ)

Hξ(xj, y)|ϕ(y)|dy <∞ ,

que junto com o Lema 3.1.2 nos dá

sup
x∈Ω

∫
Ω\(B(x,δ)∪B(ξ,δ))

Hξ(x, y)|ϕ(y)|dy <∞ .

Combinando isto e (3.6), obtemos ‖ϕ‖Kξ(Ω) <∞.

Lema 3.1.4
Se ϕ ∈ Kξ(Ω), então cada z ∈ Ω,
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lim
r→0

sup
x∈Ω

∫
Ω∩B(z,r)

Hξ(x, y)|ϕ(y)|dy

 = 0 .

Demonstração. Seja x ∈ Ω e r > 0. Então, por (3.6) e pelo Lema 3.1.2,

∫
Ω∩B(z,r)

Hξ(x, y)|ϕ(y)|dy ≤ 2ε+
∫

Ω∩B(z,r)\(B(x,δ)∪B(ξ,δ))

Hξ(x, y)|ϕ(y)|dy

≤ 2ε+ A

δn

∫
Ω∩B(z,r)\B(ξ,δ)

K(y, ξ)2|ϕ(y)|dy .

O resultado segue do Lema 3.1.3.

As provas dos Teoremas 3.1.1 e 3.1.2 são análogas. Daremos apenas a prova do Teo-
rema 3.1.1. Para λ > 0, definimos

Wλ =

w ∈ C(Ω) :
2(1− 2 ‖V ‖Kξ(Ω))

3− 2 ‖V ‖Kξ(Ω)
λ ≤ w ≤ 4

3− 2 ‖V ‖Kξ(Ω)
λ

 .

e defina o operador Tλ em Wλ por

Tλw(x) = λ−
∫
Ω

H(x, y, w)dy ,

onde

H(x, y, w) = G(x, y)
K(x, ξ)(V (y)w(y)K(y, ξ)− f(y, w(y)K(y, ξ)))

= Hξ(x, y)w(y)
(
V (y)− f(y, w(y)K(y, ξ))

w(y)K(y, ξ)

)
.

Por simplicidade, escreveremos ϕ(y) = |V (y)|+ ψ(y, δΩ(y)/|y− ξ|n). Seja A2 a constante
de comparação dada em (2.2). Então segue de (A1), (A3), (A4) e (2.2) que ϕ ∈ Kξ(Ω) e
que para w ∈ Wλ,

|H(x, y, w)| ≤ Hξ(x, y)w(y)
|V (y)|+ ψ(y, 4λ

3− 2 ‖V ‖Kξ(Ω)

A4δΩ(y)
|y − ξ|n

)


≤ 4λ
3− 2 ‖V ‖Kξ(Ω)

Hξ(x, y)ϕ(y) , (3.7)

sempre que 0 < λ ≤ (3− 2 ‖V ‖Kξ(Ω))/(4A4).
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Observação 3.1.2
Se f satisfaz (A3′) em vez de (A3), então

|H(x, y, w)| ≤ 4λ
3− 2 ‖V ‖Kξ(Ω)

Hξ(x, y)ϕ(y) ,

sempre que λ ≥ A4(3− 2 ‖V ‖Kξ(Ω))/(2− 4 ‖V ‖Kξ(Ω)).

Seja Tλ(Wλ) = {Tλw : w ∈ Wλ}.

Lema 3.1.5
Tλ(Wλ) é equicontínuo em Ω. Mais ainda, Tλw(x)→ λ com x→ ξ.

Demonstração. Seja z ∈ Ω\{ξ} e sejam x1, x2 ∈ Ω ∩B(z, δ/2), onde 0 < δ < |z − ξ|/2.
Se δ > 0 é pequeno o suficiente, então temos por (3.7) e pelo Lema 3.1.3

|Tλw(x1)− Tλw(x2)| ≤ ε+ A
∫

Ω\(B(z,δ)∪B(ξ,δ))

∣∣∣∣∣G(x1, y)
K(x1, ξ)

− G(x2, y)
K(x2, ξ)

∣∣∣∣∣K(y, ξ)ϕ(y)dy . (3.8)

Note que se y ∈ Ω\B(z, δ), então G(x, y)/K(x, ξ) tem um limite finito com x→ z (cf [[2],
Teorema 8.8.6]). Como o integrando em (3.8) é limitado por uma constante múltiplo de
K(y, ξ)2ϕ(y) em vista do Lema 3.1.2, segue do Lema 3.1.3 e do Teorema da convergência de
Lebesgue que o segundo termo do lado direito em (3.8) tende para zero com |x1−x2| → 0.
Assim Tλw é contínua em z uniformemente para w ∈ Wλ.

Agora, seja z = ξ. Então, por (3.7) e pelo Lema 3.1.3,

|Tλw(x)− λ| ≤ ε+ A
∫

Ω\B(ξ,δ)

Hξ(x, y)ϕ(y)dy.

Pela mesma razão acima, o segundo termo do lado direito tende a zero com x→ ξ. Assim
Tλw(x)→ λ uniformemente para w ∈ Wλ com x→ ξ.

Lema 3.1.6
Existe uma constante λ0 > 0 tal que se 0 < λ ≤ λ0, então Tλ(Wλ) ⊂ Wλ. Mais ainda,
Tλ(Wλ) é relativamente compacto em C(Ω).

Demonstração. Seja w ∈ Wλ. Para η > 0, definimos
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Ψη(x) =
∫
Ω

Hξ(x, y)ψ(y, ηK(y, ξ))dy .

Como na prova do Lema 3.1.5, vemos que Ψη ∈ C(Ω) para η pequeno o suficiente. Mais
ainda, (A3) implica que para cada x ∈ Ω, Ψη(x)→ 0 decrescentemente com η → 0. Pelo
teorema de Dini,

lim
η→0

(
sup
x∈Ω

Ψη(x)
)

= 0 .

Daí, existe uma constante λ0 > 0 tal que para 0 < λ ≤ λ0,

sup
x∈Ω

Ψ(4λ)/(3−2‖V ‖Kξ(Ω))(x) ≤
1− 2 ‖V ‖Kξ(Ω)

4 .

Aqui notamos de (A1) que o lado direito é positivo. Assim,

|Tλw(x)− λ| ≤ 4λ
3− 2 ‖V ‖Kξ(Ω)

(
‖V ‖Kξ(Ω) + Ψ(4λ)/(3−2‖V ‖Kξ(Ω))(x)

)

≤
1 + 2 ‖V ‖Kξ(Ω)

3− 2 ‖V ‖Kξ(Ω)
λ .

Isto e Tλw ∈ C(Ω) implicam que Tλ(Wλ) ⊂ Wλ. A compacidade relativa segue do Lema
3.1.4 e do Teorema de Ascoli-Arzelá.

Observação 3.1.3
Se f satisfaz (A3′) em vez de (A3), então a primeira afirmação do Lema 3.1.5 é trocada
por: existe uma constante λ0 > 0 tal que se λ ≥ λ0, então Tλ(Wλ) ⊂ Wλ.

Lema 3.1.7
Se 0 < λ ≤ λ0 então Tλ é contínua em Wλ.

Demonstração. Se wj ∈ Wλ converge para w ∈ Wλ uniformemente em Ω, então obser-
vamos de (A2) que Tλwj converge pontualmente para Tλw. A compacidade relativa de
Tλ(Wλ) implica a convergência uniforme.

Demonstração. (do Teorema 3.1.1)
Note que Wλ é um subconjunto convexo fechado limitado e não vazio de C(Ω). Como Tλ
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é um mapa contínuo de Wλ em si mesmo tal que Tλ(Wλ) é relativamente compacto em
C(Ω), segue do Teorema do ponto fixo de Schauder (Corolário D.1.2) que existe w ∈ Wλ

tal que Tλw = w. Seja u(x) = w(x)K(x, ξ). Então u ∈ C(Ω) satisfaz (3.4) em vista de
(2.2) e

u(x) = λK(x, ξ)−
∫
Ω

G(x, y)V (y)u(y)dy +
∫
Ω

G(x, y)f(y, u(y))dy .

Daí, usando o Teorema de Fubini, vemos que

∫
Ω

u(x)∆φ(x)dx =
∫
Ω

(V (y)u(y)− f(y, u(y)))φ(y)dy para φ ∈ C∞0 (Ω) ,

e então, u é uma solução distribucional de (3.1). Mais ainda, vemos do Lema 3.1.2 que

lim
x→ξ

u(x)
K(x, ξ) = lim

x→ξ
Tλw(x) = λ .
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3.2 Prova do Teorema 1.3.4

Nesta seção, provaremos o Teorema 1.3.4 aplicando o Teorema 3.1.1 ou 3.1.2. Mostraremos
primeiro que

δΩ(y)−α
(
δΩ(y)
|y − ξ|n

)p−1

∈ Kξ(Ω) . (3.9)

Suponha primeiro que p ≥ 1. Seja x ∈ Ω e r > 0. Definimos

E1 = Ω ∩B(x, r) ∩B(x, δΩ(x)/2),

E2 = (Ω ∩B(x, r)\B(x, δΩ(x)/2))\B(ξ, |x− ξ|/2),

E3 = (Ω ∩B(x, r)\B(x, δΩ(x)/2)) ∩B(ξ, |x− ξ|/2).

Seja

ϕ(y) = δΩ(y)−α
(
δΩ(y)
|y − ξ|n

)p−1

.

Por (2.1) e (2.2),

Hξ(x, y)ϕ(y) ≤ A
1

|x− y|n−2
δΩ(y)p−α
δΩ(x)

|x− ξ|n

|y − ξ|np
≤ A

|x− y|np+α−1−p para y ∈ E1 ,

e

Hξ(x, y)ϕ(y) ≤ A
1

|x− y|n
δΩ(y)1+p−α |x− ξ|n

|y − ξ|np
≤


A

|x−y|np+α−1−p para y ∈ E2,

A
|y−ξ|np+α−1−p para y ∈ E3.

Repare que E3 6= ∅ implica que E3 ⊂ B(ξ, r). Logo, vemos que ϕ satisfaz (3.2). Também,
(3.3) aparece usando (3.2). De fato, para δ > 0 pequeno o suficiente,

∫
Ω∩B(ξ,r)

Hξ(x, y)ϕ(y)dy ≤ ε+
∫

Ω∩B(ξ,r)\B(x,δ)

Hξ(x, y)ϕ(y)dy

≤ ε+ A
|x− ξ|n

δn

∫
B(ξ,r)

|y − ξ|1+p−α−npdy

≤ ε
A

δn
rn+1+p−α−np .
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Então (3.9) vale neste caso.

Suponha agora que p < 1. Observe de (2.1) e (2.2) que

Hξ(x, y)ϕ(y) ≤ A
|x− ξ|n(1−p)

|x− y|n+α−1−p para y ∈ E1 ,

e

Hξ(x, y)ϕ(y) ≤


A |x−ξ|n(1−p)

|x−yi|n+α−1−p para y ∈ E2,

A 1
|y−ξ|np+α−1−p para y ∈ E3 .

Com o mesmo raciocínio usado acima, temos (3.9).

Agora, vamos aplicar o Teorema 3.1.1 ou 3.1.2

Caso 1 p 6= 1. Como V ≡ 0 e f(x, t) = g(x)tp satisfazem (A1), (A2), (A4) e (A3) ou
(A3′), segue que (1.16) tem infinitas soluções (distribucionais) positivas u ∈ C(Ω)
satisfazendo (1.17). A limitação local de u e (1.16) dão que u ∈ C1(Ω) (cf [[21],
Teorema 6.6]). Como gup é localmente Hölder contínua em Ω, concluímos que
u ∈ C2(Ω) e −∆u = gup em Ω

Caso 2 p = 1. Como ϕ ∈ Kξ(Ω), segue do Lema 3.1.1 que ‖ϕ‖Kξ(Ω) < ∞. Logo, se
0 < c < 1/(2‖ϕ‖Kξ(Ω)), então ‖g‖Kξ(Ω) < 1/2. Aplicando o Teorema 3.1.1 com
V = g e f ≡ 0 e repetindo o mesmo argumento usado acima, concluímos que
−∆u = gu tem infinitas soluções positivas u ∈ C2(Ω) satisfazendo (1.17).

Finalmente, veremos que a condição p < (n+ 1)/(n− 1) no Teorema 1.3.4 é ótima.

Teorema 3.2.1
Seja ξ ∈ ∂Ω e c > 0. Suponha que p ≥ 1 e α ≥ n+ 1− p(n− 1). Então

−∆u = cδΩ(x)−αup em Ω (3.10)

não tem solução positiva satisfazendo (1.17).

Demonstração. Suponha, por absurdo, que existe uma solução positiva u de (3.10)
satisfazendo (1.17). Então segue de (2.3), (2.1) e (1.17) que para x ∈ Ω,
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u(x) ≥
∫

Ω\B(x,δΩ(x)/2

G(x, y)(−∆u(y))dy

≥ 1
A

∫
Ω\B(x,δΩ(x)/2)

δΩ(x)δΩ(y)
|x− y|n

δΩ(y)−α
(
δΩ(y)
|y − ξ|n

)p
dy

≥ 1
A

δΩ(x)
(diamΩ)n

∫
Γθ(ξ)\B(x,δΩ(x)/2)

1
|y − ξ|np+α−p−1dy .

Uma vez que np + α − p − 1 ≥ n, concluímos que u ≡ ∞. Esta contradição nos leva ao
resultado desejado.
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APÊNDICE A

Apêndice A

A.1 Funções Subharmônicas, Superharmônicas e

Harmônicas

Nesta seção, apresentamos algumas definições e resultados sobre funções superharmônicas
e funções subharmônicas.

Definição A.1.1
Seja Ω ⊂ Rn um domínio limitado e δΩ(x) a distância de x ∈ Ω à fronteira ∂Ω de
Ω. Uma função semicontínua superiormente u : Ω → [−∞,+∞), u 6= −∞, chama-se
subharmônica em Ω se a seguinte propriedade do valor médio é satisfeita:

u(x) ≤ 1
vnrn

∫
B(x,r)

u(y)dy (A.1)

sempre que 0 < r < δΩ(x), onde B(x, r) denota a bola aberta de centro x e raio r, e vn
denota o volume da bola unitária em Rn.
Também, v : Ω → (−∞,+∞] é chamada superharmônica em Ω se −u é subharmônica
em Ω.
Por fim, h : Ω → (−∞,+∞) é chamada harmônica em Ω se for sub e superharmônica
em Ω.

Teorema A.1.1
Se u é subharmônica em Ω, então:

(i) lim supx→y u(x) = u(y) para cada y ∈ Ω;

(ii) u é localmente integrável (e assim, finita q.t.p.) em Ω.
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Demonstração. (i) A semicontinuidade superior de u implica que lim supx→y u(x) ≤
u(y). Se esta desigualdade fosse estrita, teríamos u < u(y) em B(y, r)\{y} para algum r,
que contradiria (A.1).
(ii) Seja Ω0 = {y ∈ Ω : u é integrável em alguma vizinhança de y}.
Suponha que y ∈ Ω\Ω0 e escolha ρ tal que B(y, 2ρ) ⊂ Ω. Se z ∈ B(y, ρ), então B(z, ρ)
é uma vizinhança de y e B(z, ρ) ⊂ Ω. Daí, u é limitada superiormente e não integrável
em B(z, ρ) e então u(z) ≤ 1

vnρn

∫
B(z,ρ) u(x)dx = −∞. Assim, u = −∞ em B(y, ρ), donde

B(y, ρ) ⊂ Ω\Ω0. Segue que Ω\Ω0 é aberto e claramente Ω0 é aberto. Como u 6= −∞,
vemos que Ω0 6= ∅. Logo, Ω0 = Ω pela conexidade de Ω.

Teorema A.1.2 (Princípio do máximo.)
Seja u uma função subharmônica em Ω e x ∈ Ω. Se u atinge máximo em x então u é
constante.
Demonstração. Seja r pequeno o suficiente tal que B(x, r) ⊂ Ω e u ≤ u(x) em B(x, r).
Como u(x) ≤ 1

vnrn

∫
B(x,r) u(y)dy, a semicontinuidade superior implica que u = u(x) em

B(x, r). Logo, o conjunto {y ∈ Ω : u(y) = u(x)} é aberto e a semicontinuidade superior
implica que ele é relativamente fechado a Ω, então pela conexidade ele é igual a Ω.

Os teoremas acima têm seus análogos para funções superharmônicas (as demonstrações
são análogas) sendo que o último é denominado Princípio do mínimo.

A.2 Majorantes Harmônicos

Se f e g são funções em um conjunto E tomando valores em [−∞,+∞] e f ≤ g em E

então f é chamada de minorante de g em E, e g é chamada de majorante de f em E.

Teorema A.2.1
Se u é subharmônica e u tem um majorante superharmônico em Ω, então u tem um menor
majorante superharmônico v em Ω, e v é harmônica.

Demonstração e mais resultados podem ser encontrados em [2].
Observe que segue de imediato um resultado análogo para funções superharmônicas.



APÊNDICE B

Apêndice B

Nesta seção, apresentamos algumas definições e resultados sobre função de Green, poten-
cial, medida de Riesz associada e decomposição de Riesz.

B.1 A Função de Green

Qualquer demonstração que não for feita aqui pode ser encontrada em [2]. Sempre que
citarmos Rn será com n ≥ 3. Se y ∈ Rn, então a função definida por

Uy(x) =


‖x− y‖2−n x 6= y ;

+∞ x = y .

é superharmônica em Rn e harmônica em Rn\{y}.

Definição B.1.1
Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto. Então, pelo Teorema A.2.1, para cada y ∈ Ω a função
Uy tem um maior minorante harmônico hy em Ω. A função GΩ : Ω × Ω → [0,+∞],
definida por

GΩ(x, y) = Uy(x)− hy(x) , (B.1)

é chamada função de Green para Ω. Claramente GΩ(x, x) = +∞ para qualquer x em Ω.
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B.2 Potencial

Definição B.2.1
Seja µ uma medida em um conjunto aberto Ω. Definimos

GΩµ(x) =
∫
Ω

GΩ(x, y)dµ(y) (x ∈ Ω) .

Claramente GΩµ toma valores em [0,+∞]. A função GΩµ é chamada um potencial (de
Green) se cada componente de Ω contém um ponto no qual GΩµ é finita.
Um potencial GΩµ é superharmônico em Ω.

B.3 A Medida de Riesz Associada

Definição B.3.1
Usaremos C0(Ω) para denotar o espaço vetorial de todas as funções contínuas de valores
reais Ψ em Rn tal que supp Ψ é um subconjunto compacto de Ω, e usaremos C∞0 (Ω)
para denotar o subespaço dos elementos infinitamente diferenciáveis de C0(Ω). Se u :
Ω→ [−∞,+∞] é localmente integrável em Ω, então definiremos um funcional linear em
C∞0 (Ω) por

Lu(Ψ) =
∫

Ω
u∆Ψdλ (Ψ ∈ C∞0 (Ω)) ,

e chamaremos Lu de Laplaciano distribucional de u. Se v é outra função localmente
integrável em Ω, então claramente Lu+v = Lu + Lv em C∞0 (Ω).

Teorema B.3.1(i) Se u ∈ C2(Ω), então Lu(Ψ) =
∫

Ω Ψ∆udλ para cada Ψ ∈ C∞0 (Ω).

(ii) Se h é harmônica então Lh é o funcional zero em C∞0 (Ω).

(iii) Se s é subharmônica, então Ls é um funcional linear positivo em C∞0 (Ω).

Corolário B.3.1
Se s é subharmônica então existe uma única medida µs em Ω tal que

Ls(Ψ) =
∫

Ω
Ψdµs (x ∈ C∞0 (Ω)) .

Definição B.3.2
Se s é subharmônica chamaremos a medida µs no Corolário B.3.1 de medida de Riesz
associada com s. Se u é superharmônica, então definimos a medida de Riesz µu associada
com u como sendo a associada com a função subharmônica −u. Assim, em todos os casos,
a medida de Riesz é não negativa.



B.4 Decomposição de Riesz 37

B.4 Decomposição de Riesz

Teorema B.4.1 (Teorema de decomposição de Riesz)
Seja u superharmônica em um conjunto aberto Ω, seja µu sua medida de Riesz associada
e suponha que u tem um minorante subharmônico em Ω. Então GΩµu é um potencial em
Ω e

u = GΩµu + h

onde h é o maior minorante harmônico de u em Ω.
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Apêndice C

Nesta seção, apresentamos algumas definições e resultados sobre núcleo de Marin, fronteira
de Martin e representação de Martin. O que não for demonstrado neste apêndice pode
ser encontrado em [2].

C.1 Núcleo e Fronteira de Martin

De agora em diante, Ω é um aberto conexo e x0 denota um ponto de Ω, chamado ponto
de referência, e está fixado para o resto do apêndice.

Definição C.1.1
A função M definida em (Ω× Ω)\{(x0, x0)} por

M(x, y) = GΩ(x, y)
GΩ(x0, y)

é chamado núcleo de Martin de Ω (relativo a x0). (Se y = x0, então o quociente acima é
interpretado como 0.)

Lema C.1.1(i) Se y ∈ Ω\{x0}, então M(·, y) é harmônica não negativa em Ω\{y} e
M(x0, y) = 1;

(ii) M(·, ·) é contínua em (Ω×Ω)\{(x0, x0)} (no sentido extendido em pontos de {(x, x) :
x ∈ Ω\{x0}});

(iii) Se E é um subconjunto compacto de Ω e ω é um conjunto aberto e conexo tal que
E
⋃{x0} ⊂ ω ⊂ Ω, então M e 1/M são limitadas em E × (Ω\ω).
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Definição C.1.2
A métrica de Martin é definida em Ω× Ω por

d(y, z) =
∫
Ω

min{1, |M(·, y)−M(·, z)|}gdλ (C.1)

onde

g(x) = (1 + ‖x‖)−n−1 . (C.2)

A definição de g em (C.2) não tem significado especial; qualquer função g : Ω→ (0, 1]
que é integrável em Ω com respeito à medida de Lebesgue λ serviria igualmente bem.

Lema C.1.2
A função d é uma métrica em Ω e a d-topologia coincide com a topologia Euclidiana em
Ω.

Definição C.1.3
Seja (X, τ) um espaço topológico. Uma compactificação de X é um par ((Y, τ ′), f), onde
(Y, τ ′) é uma espaço topológico compacto e f é um homeomorfismo de X em um subcon-
junto denso de Y . Se (Y, τ ′) tem uma métrica então ((Y, τ ′), f) é chamada de compac-
tificação métrica de X. Identificaremos X com sua imagem homeomorfa f(X) e então
trataremos X como um subconjunto denso de Y .

Teorema C.1.1
Existe uma compactificação métrica Ω̂ de Ω tal que:

(i) o núcleo de Martin em Ω× (Ω\{x0}) tem uma extensão contínua (também denotada
por M) para Ω× (Ω̂\{x0}), e

(ii) se y1, y2 ∈ Ω̂ e M(·, y1) = M(·, y2), então y1 = y2.

Também, M(·, y) é superharmônica não negativa em Ω eM(x0, y) = 1 para cada y ∈ Ω̂\Ω,
e Ω é aberto em Ω̂.

Definição C.1.4
Seja ∆ o conjunto de todas as funções harmônicas em Ω que podem ser obtidas como
limite de (M(·, yn)), onde (yn) é uma sequência em Ω sem ponto limite em Ω; ele é
chamado fronteira de Martin de Ω (com ponto de referência x0). Os pontos y ∈ ∆
são por definição funções harmônicas em Ω. Será conveniente extender nossa notação e
escrever M(·, y) como uma alternativa para y quando y ∈ ∆. O conjunto ΩM

⋃∆ = Ω̂,
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onde ΩM = {M(·, y) : y ∈ Ω}, é chamado compactificação de Martin de Ω, e a topologia
em Ω̂ dada pela métrica extendida d é chamada topologia de Martin.

Teorema C.1.2
Seja ν uma medida não nula com suporte compacto K ⊂ Ω, seja

Mν(x, y) = GΩ(x, y)
GΩν(y) (x ∈ Ω; y ∈ Ω\K) ,

e seja Y uma compactificação (não necessariamente métrica) de Ω tal que:

(i) Mν(x, ·) tem uma extensão contínua para Y \K para cada x ∈ Ω e

(ii) se y1, y2 ∈ Y \Ω e Mν(·, y1) = Mν(·, y2), então y1 = y2.

Então Y é homeomorfo à compactificação de Martin Ω̂.

C.2 Representação de Martin

Definição C.2.1
Uma função harmônica positiva h em Ω é chamada minimal se toda função harmônica h′

em Ω que satisfaz 0 ≤ h′ ≤ h é uma constante vezes h. Escreveremos ∆1 para o conjunto
das funções minimais M(·, y) em ∆. Também escreveremos ∆0 = ∆\∆1, e chamaremos
os elementos de ∆0 de não-minimais.

Teorema C.2.1 (Representação de Martin)
Se h é uma função harmônica positiva em Ω, então existe uma medida µh em ∆, unica-
mente determinada por h, tal que µh(∆0) = 0 e

h(x) =
∫
∆

M(x, y)dµh(y) (x ∈ Ω) . (C.3)

C.3 A Fronteira de Martin de um Domínio Lipschitz

Definição C.3.1(i) Uma função b : Rn−1 → R é chamada Lipschitz se existe um número
positivo c tal que

|b(x′)− b(y′)| ≤ c‖x′ − y′‖ (x′, y′ ∈ Rn−1) . (C.4)

(ii) Um domínio Ω em Rn é chamado Lipschitz se Ω é limitado e para cada y ∈ ∂Ω
existe um sistema de coordenadas Cartesianas local (x1, · · · , xn) = (x′, xn), uma
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vizinhança aberta Wy de y, e uma função Lipschitz by tal que

Ω
⋂
Wy = {(x′, xn) : xn > by(x′)}

⋂
Wy . (C.5)

Se c é um número tal que (C.4) vale para a função Lipschitz by em (C.5), então
dizemos que c é uma constante Lipschitz local (para Ω) em y.

Daqui pra frente suporemos que Ω é um domínio Lipschitz.

Teorema C.3.1
Seja K um subconjunto compacto de um conjunto aberto W e seja x1 ∈ Ω. Existe uma
constante A tal que

A−1h1(x) ≤ h2(x) ≤ Ah1(x) (x ∈ Ω
⋂
K)

para todas as funções harmônicas positivas h1, h2 em Ω que anulam-se continuamente em
W
⋂
∂Ω e satisfazem h1(x1) = h2(x1).

Corolário C.3.1
Seja (yn) uma sequência em Ω convergindo para um ponto y ∈ ∂Ω, e para cada n ∈ N

seja hn positiva e harmônica em Ω\{yn}. Seja V um subconjunto relativamente aberto de
∂Ω\{y} e suponha que cada função hn anula-se continuamente em V . Se (hn) converge
em Ω para uma função h harmônica e não negativa em Ω, então h anula-se continuamente
em V .

Definição C.3.2
Dizemos que uma função h é uma função núcleo em um ponto y ∈ ∂Ω se h é positiva e
harmônica em Ω, anula-se continuamente em ∂Ω\{y} e satisfaz h(x0) = 1, onde x0 é o
ponto de referência para o núcleo de Martin de Ω.

Teorema C.3.2
Existe exatamente uma função núcleo em cada ponto y ∈ ∂Ω, e ela é uma função harmô-
nica minimal.

Teorema C.3.3
A compactificação de Martin Ω̂ é homeomorfa a Ω e todos os pontos da fronteira de Martin
são minimais. Mais ainda, se y ∈ ∂Ω e identificarmos ∆ com ∂Ω, então M(·, y) é igual
à função núcleo em y.
Demonstração. Seja K(·, y) a única função núcleo em um ponto y ∈ ∂Ω. Se (yn)
é uma sequência em Ω tal que yn → y ∈ ∂Ω, então existe uma subsequência (ynj) tal
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que M(·, ynj) → M(·, ỹ) para algum ỹ ∈ ∆. Como M(·, yn) é positiva e harmônica em
Ω\{yn} e anula-se continuamente em ∂Ω, pelo Corolário C.3.1. Como M(x0, ỹ) = 1,
temos M(·, ỹ) = K(·, y). Segue que cada subsequência de (yn) converge para ỹ em Ω̂.
Assim Ω̂ é homeomorfo a Ω pelo Teorema C.3.3, e todos os pontos de ∆ são minimais
pelo Teorema C.3.1

Corolário C.3.2
Se h é uma função harmônica não negativa, então existe uma única medida µ em ∂Ω tal
que

h(x) =
∫
∂Ω

K(x, y)dµ(y) (x ∈ Ω) ,

onde K(·, y) é a função núcleo em y ∈ ∂Ω.
Demonstração. Segue dos Teoremas C.2.1 e C.3.3.
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APÊNDICE D

Apêndice D

Nesta seção, apresentamos o Teorema do ponto fixo de Schauder que é utilizado no capítulo
sobre existência de soluções positivas com singularidade na fronteira.

D.1 Teorema do Ponto Fixo de Schauder

Teorema D.1.1 (Teorema do ponto fixo de Brouwer)
Seja f : Bn → B

n contínua, então f tem um ponto fixo. Onde Bn = B[0; 1] no Rn. Veja
[15].

Observação D.1.1
Obviamente, o teorema do ponto fixo de Brouwer vale para qualquer bola fechada no Rn.

Corolário D.1.1
Seja K ⊂ Rn um subconjunto compacto e convexo. Se f : K → K é contínua, então f
tem um ponto fixo.
Demonstração. Se K é compacto então existe R > 0 tal que K ⊂ B[0;R]. Como K
é fechado e convexo, seja PK : Rn → K a projeção, isto é, dado x ∈ Rn, PK(x) ∈ K é o
único ponto tal que

|x− PK(x)| = min
y∈K
|x− y|.

Defina f̃ : B[0;R]→ B[0;R] por f̃(x) = f(PK(x)). Então f̃ tem um ponto fixo e como a
sua imagem está contida em K, segue que este ponto fixo x0 está em K. Daí, PK(x0) = x0

e então,

x0 = f(PK(x0)) = f(x0).

45
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Lema D.1.1
Seja K ⊂ X compacto. Dado ε > 0 existe um subespaço finitamente dimensional Vε ⊂ X

e um mapa gε : K → Vε tal que para todo x ∈ K, ‖gε(x)− x‖ < ε

Demonstração. Dado ε > 0, existem x1, . . . , xn ∈ K onde n = n(ε) tal que K ⊂
n⋃
i=1

B(xi; ε).

Defina Vε = span{x1, . . . , xn}. Daí dimVε ≤ n <∞.
Defina para x ∈ K,

bi(x) =


ε− ‖x− xi‖ , se x ∈ B(xi; ε)

0, caso contrário.
(D.1)

Como as B(xi; ε) cobrem K, nós temos
n∑
i=1

bi(x) 6= 0 para todo x ∈ K.

Daí nós podemos definir, para x ∈ K

gε(x) =

n∑
i=1

bi(x)xi
n∑
i=1

bi(x)
∈ Vε

Se bi(x) 6= 0, então ‖x− xi‖ < ε. Assim, se x ∈ K,

‖gε(x)− x‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

n∑
i=1

bi(x)(xi − x)
n∑
i=1

bi(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
< ε

Teorema D.1.2 (Teorema de Mazur)
Se X é um espaço de Banach e K é um subconjunto compacto de X, então co(K) é
compacto. Onde co(K) é a envoltória convexa de K.
Demonstração. É suficiente mostrar que co(K) é totalmente limitado. Dado ε > 0

escolha x1, x2, . . . , xn em K tal que K ⊂
n⋃
j=1

B(xj; ε/4). Coloque C = co{x1, x2, . . . , xn}.

É fácil ver que C é compacto. Logo, existem vetores y1, y2, . . . , ym em C tal que C ⊂
m⋃
i=1

B(yi; ε/4). Se w ∈ co(K), existe z ∈ co(K) com ‖w − z‖ < ε/4. Assim, z =
l∑

p=1
αpkp,

onde kp ∈ K, αp ≥ 0 e ∑αp = 1. Agora, para cada kp existe um xj(p) com
∥∥∥kp − xj(p)∥∥∥ <

ε/4.
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∥∥∥∥∥∥z −
l∑

p=1
αpxj(p)

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
l∑

p=1
αp(kp − xj(p))

∥∥∥∥∥∥
≤

l∑
p=1

αp
∥∥∥kp − xj(p)∥∥∥

< ε/4.

Mas
l∑

p=1
αpxj(p) ∈ C, então existe yi com

∥∥∥∥∥∥
l∑

p=1
αpxj(p) − yi

∥∥∥∥∥∥ < ε/4.

Daí: ‖w − yi‖ ≤ ‖w − z‖+

∥∥∥∥∥∥z −
l∑

p=1
αpxj(p)

∥∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥
l∑

p=1
αpxj(p) − yi

∥∥∥∥∥∥ < ε.

Mostrando assim que co(K) ⊂
m⋃
i=1

B(yi; ε), concluindo então que co(K) é totalmente limi-

tado.

Definição D.1.1
Sejam X e Y espaços de Banach e Ω um subconjunto aberto de X. Seja T : Ω →
Y contínua. T é dita compacta se ela leva conjuntos limitados (em X) em conjuntos
relativamente compactos (em Y ).

Teorema D.1.3 ( Teorema do ponto fixo de Schauder )
Seja X um espaço de Banach e seja K ⊂ X um subconjunto compacto e convexo. Se
f : K → K é contínua, então f tem um ponto fixo.
Demonstração. Seja ε > 0 e considere o par (gε, Vε) como no Lema D.1.1. Então,
para x ∈ K, gε(x) é uma combinação convexa dos vetores base {x1, x2, . . . , xn} onde
n = n(ε). Daí gε(x) ∈ Kε ⊂ K onde Kε é a envoltória convexa fechada de {x1, x2, . . . , xn}.
Considere o mapa contínuo ϕε : Kε → Kε definido por

ϕε(x) = gε(f(x)) .

Como Kε ⊂ K, segue que Kε é compacto, sendo então um conjunto compacto e convexo no
espaço finitamente dimensional Vε. Daí, pelo corolário D.1.1 existe um ponto fixo xε ∈ Kε

de ϕε. Como K é compacto, {xε} tem uma subsequência convergindo para algum x ∈ K.
Agora,

‖x− f(x)‖ ≤ ‖x− xε‖+ ‖xε − f(xε)‖+ ‖f(xε)− f(x)‖ . (D.2)

O primeiro e último termo no lado direito da desigualdade acima tendem a zero com ε→ 0
pela definição de x e pela continuidade de f . Temos,

‖xε − f(xε)‖ = ‖gε(f(xε))− f(xε)‖ < ε.
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Assim, o lado direito de (D.2) pode ser tomado arbitrariamente pequeno e então f(x) = x.

Corolário D.1.2
Seja K um subconjunto fechado, limitado e convexo de X e seja f : K → K compacta.
Então f tem um ponto fixo.
Demonstração. Como f(K) é compacto, sua envoltória convexa fechada K̂ também é
(Teorema D.1.2). Já que K é fechado e convexo, e f leva K em si mesmo, segue que
K̂ ⊂ K. Daí f |

K̂
leva K̂ em si mesmo e assim tem um ponto fixo que é também um ponto

fixo para f em K.
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