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“Don’t ever empty the bucket of mystery.

Never let people define what you do.

It's not about zigging when you should zag.

It’s not about doing something

unprecedented and unpredictable.

It’s just about never being a word,

or something that is not in the process of transformation.”
(Marilyn Manson)
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Resumo

Sistemas quanticos tém a capacidade de apresentar, entre suas partes, correlagdes mais
fortes que as apresentadas em sistemas cldssicos. Algumas dessas correlagdes sdo as
denominadas ndo-locais, enquanto correlagdes apresentadas em sistemas cldssicos sdo
denominadas locais.

Correlag¢des ndo-locais ndo implicam ag¢des a distancia, ou comunicagdo super luminal,
pois obedecem a condi¢do de ndo-sinaliza¢do. Existem correla¢des ndo-sinalizantes
mais fortes que as correlagdes quanticas, sendo o conjunto de correla¢des quanticas um

subconjunto das correlagdes ndo-sinalizantes.

As correlagdes quanticas sdo determinadas através da maneira com que probabilidades
de obtencdo de resultados condicionadas a determinadas escolhas de medicdo sdo
extraidas, levando em conta um operador densidade que represente o estado quéntico
em questdo e o conjunto de medig¢des. Além disso, ndo se conhece um principio fisico
capaz de determinar que as correla¢des quanticas sdo as mais ndo-locais que a natureza
pode exibir. Por este motivo, surgiu uma importante questdo: Existiria um principio

tisico capaz de explicar os limites da nao-localidade quantica?

Na tentativa de alcancar uma resposta positiva para essa questdo, alguns principios
foram apresentados nos tltimos anos, sendo o mais destacado o principio denominado
Causalidade da Informagdo. Tal principio diz que, ao considerar um sistema com duas
partes correlacionadas entre si em conjunto com o envio de uma mensagem de d bits de

informacado de uma parte para outra, o ganho de informacdo nesse processo é limitado
a d bits.

A mecanica quantica satisfaz o principio de Causalidade da Informagao. Os melhores
critérios conhecidos para esse principio sdo capazes de excluir a maior parte das correla-
¢des ndo-sinalizantes mais fortes que quanticas, nos cendrios mais simples. Entretanto,

existem ainda correla¢des supra-quanticas que obedecem tais critérios.

Recentemente, uma nova abordagem tem sido utilizada para obter critérios mais fortes
para Causalidade da Informacéo. Esta abordagem faz uso de elementos das teorias
cldssica e quantica da informagdo, além da teoria de causalidade, sendo esta tltima uma
poderosa e interessante teoria que relaciona a observagédo de correla¢des entre eventos
com relacdes de causa e efeito. Essa teoria tem encontrado aplicagdes em vdrias dreas
do conhecimento.

Nesta dissertacdo apresentaremos os principais elementos das teorias da informacéo,
da causalidade e da ndo-localidade, a fim de analisar o principio da causalidade da
informacao e seus mais fortes critérios. Revisaremos os principais resultados obtidos e

apresentaremos resultados parciais obtidos para uma generaliza¢do de um critério de



causalidade da informacdo, considerando cendrios em que muitas copias de recursos

ndo locais estdo disponiveis.



Abstract

Quantum systems are able to show correlations between its parties that are stronger
than correlations found in classical systems. Some of those strong correlations are called

nonlocal, as for the classical correlations, they are called local.

Nonlocal correlations do not imply long-distance actions or superluminal communica-
tion, because they satisfy the nonsignaling condition. There are nonsignaling correla-
tions stronger than quantum correlations because the quantum correlation set is a strict
subset of the nonsignaling correlation set.

Quantum correlations are determined by how one obtains the probabilities of geting
results conditioned to the measurement choices, considering the density operator de-
scribing the quantum state and the set of measurements. Moreover, a physical principle
capable of justify quantum nonlocality is unkown. Because of that, an important ques-
tion appeared: Would there be a physical principle which is able to explain the quantum

nonlocality limits?

Within the attempt to reach a positive answer for this question, some principles were
presented in the last years. One of the most highlighted ones is the so-called Information
Causality. This principle states that when one considers a system with two correlationed
parties and the sending of a message from one party to the other containing d bits of

information, the information gain within this process is limited to d bits.

Quantum correlations satisfy the Information Causality principle. The best criteria
known for the principle are able to discard most of the nonsignaling correlations that
are stronger than quantum correlations, in the most simple scenarios. However, there

still are supra-quantum correlations that obey such criteria.

Recently, a new approach has been adopted for the achievement of a stronger criterion
to represent the Information Causality principle. Such approach is based on classical and
quantum information theory, and causal inference theory, the latter being a powerful
and interesting theory that relates the correlations with causal relations. This theory has

found applications in many areas.

This thesis presents the main elements of information theory, causal inference theory
and nonlocality, aiming the analysis of the Information Causality principle and its
strongest criterion. The main results obtained for the principle will be revised, and
it will be presented a partial result obtained for a generalization of the more recent
Information Causality criterion by considering scenarios in which multiple copies of

the nonlocal resource are available.
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Introducdo

Entre o final do século XIX e o inicio do século XX, uma revolucdo de descobertas
em fisica ocorreu, principalmente em virtude do surgimento da relatividade restrita,
que se propds a tratar de sistemas envolvendo grandes escalas de velocidade, e da
mecanica quantica, que trata de sistemas em escalas microscépicas. Essas descobertas
trouxeram uma nova visdo de mundo para a humanidade que, pouco antes destas
teorias surgirem, j4 havia comecado a acreditar que o conhecimento daquela época

sobre as leis da natureza correspondia a todas as leis da natureza.

A mecanica quantica e a relatividade tiveram impactos distintos em fisica, ge-
rando novas linhas de pesquisa. Em meados do século XX, houve o surgimento de
muitos trabalhos envolvendo fendmenos peculiares que a mecanica quantica prevé que
foram confirmados experimentalmente. Um desses fendmenos foi apresentado pela
primeira vez na ref. [1], envolvendo o famoso paradoxo EPR. O paradoxo EPR surge
ao tentar interpretar algumas correlagdes que sistemas quanticos podem exibir como
realistas e locais, o que sugere que realismo e localidade sao propriedades incompativeis

em muito casos.

Em 1964, o trabalho de John Bell (ref. [2]) traz uma formula¢do matematica por
trds da hipotese de localidade, assumindo realismo nesse contexto. Nesse trabalho, Bell
mostra que a mecanica quantica prevé a existéncia de correlagdes que ndo satisfazem
certas condigdes, as chamadas desigualdades de Bell, e que isso implica que tais correlagdes

sejam ndo-locais.

Atualmente, a existéncia de correlagdes ndo-locais ndo causa estranheza para
especialistas em dreas que as envolvem, como fundamentos de mecanica quantica,
informacdo quantica, 6ptica quantica, entre outras. Entretanto, ndo existem, até o pre-
sente momento, principios fisicos capazes de justificar a ndo-localidade que a mecanica
quantica preveé. Por esse motivo, nos tltimos anos, alguns principios foram propostos a

fim de explicar a ndo-localidade quéntica.

Um dos objetivos deste trabalho é apresentar um destes principios, o chamado
principio de Causalidade da Informagio e os resultados obtidos até entdo com relacdo a

esse principio.

Outro objetivo deste trabalho é de realizar uma unido entre Teoria da Informacédo
e Teoria de Inferéncia Causal, com o objetivo de aplicar conceitos envolvidos nessas
teorias no estudo do principio de Causalidade da Informacéo, que esta inserido no

contexto de Nao-localidade.



2 SUMARIO

O capitulo 1 deste trabalho consiste de uma introducao a Teoria da Informacao.
Serdo introduzidos conceitos como eventos, espacos amostrais que estdo envolvidos em
probabilidades. O capitulo segue com defini¢cdes de quantificadores de informagao e leis
de teoria da informagdo envolvendo tais quantificadores. Essa tltima parte ilustra um

pouco da natureza da Teoria da Informacéo.

O capitulo 2 consiste de uma introdugdo a Teoria de Inferéncia Causal, ou Teoria
de Causalidade. Sera estudada a diferenga entre correlagios e causalidade, além de serem
introduzidos no capitulo, algumas ferramentas que permitem a inferéncia de relacéo
causal entre dois objetos.

O capitulo 3 consiste de uma revisdo de Nao-localidade tentando, sempre que
possivel, inserir conceitos sobre causalidade na perspectiva desse estudo.

Por fim, o capitulo 4 consiste do principio de Causalidade da Informagéo através
dos recentes trabalhos envolvendo esse principio. Este capitulo consistird de uma

aplicacdo das ferramentas e conceitos encontrados nos capitulos anteriores.



1 Teoria da Informacio

Este capitulo é composto de uma introdugdo a Teoria da Informagao. O inicio
deste capitulo foi baseado no capitulo 1 da ref. [3] e no capitulo 2 da ref. [4]. Para maiores
detalhes, consulte estas referéncias, ou a ref. [5]. A partir da se¢do 1.4, que refere-se
a desigualdades de informacdo, utilizou-se como base o capitulo 13 e uma pequena
parte do capitulo 14 da ref. [4]. Ao leitor interessado em estudar teoria quantica da

informacao, é indicada a ref. [6].

A teoria de probabilidade, que constitui a base de teoria da informagdo, é baseada
em teoria de conjuntos. Iniciaremos este capitulo com uma pequena introducéo a teoria
de probabilidade. Conforme a necessidade, conceitos de teoria de conjuntos serdo

introduzidos.

1.1 Teoria de Probabilidade

1.1.1 Espacos Amostrais e Eventos

Definicdo 1.1.1 (Espaco Amostral). Para um determinado experimento, o conjunto de

todos os seus possiveis resultados é denominado espago amostral.

Exemplo 1.1.1 (Lancamento de uma moeda). Se o experimento consiste na observagao
do lancamento aleatério' de uma moeda, o espaco amostral contém dois resultados

possiveis: Cara ou Coroa. Portanto, o espaco amostral () relativo a este experimento é
Q) = {Cara, Coroa}. (1.1)

Exemplo 1.1.2. Considerando um experimento cuja observagdo seja o tempo de reagao
a um determinado estimulo em uma pessoa, o espago amostral pode ser, por exemplo,

o conjunto de todos 0s ntimeros positivos (em segundos), ou seja,

Q = (0, 00). (1.2)

Espacos amostrais podem ser classificados em duas categorias, de acordo com o
nuamero de elementos que eles contiverem. Um espago amostral é dito enumerduvel se
os elementos deste podem ter uma correspondéncia um a um com um subconjunto
de ntimeros inteiros. Por outro lado, serd chamado de espago amostral ndo-enumerdvel

caso tal correspondéncia nado seja possivel. Através desta distingdo, vemos que o espaco

1 Aleatoriedade aqui significa desconhecimento por parte do observador sobre os mecanismos que

determinam o resultado do lancamento da moeda. No decorrer deste trabalho, esta ideia serd descons-
truida.
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amostral referido no exemplo 1.1.1 é enumerével, enquanto o espago amostral do
exemplo 1.1.2 é ndo-enumeravel.

Definic¢ao 1.1.2 (Evento). Um evento é qualquer colecdo de possiveis resultados de um

experimento, ou seja, algum subconjunto do espago amostral ().

Se A é um evento de (), dizemos que o evento A ocorre se o resultado de um

experimento pertence ao conjunto” A.
E possivel impor relagdes de ordem entre os conjuntos de acordo com as defini-
¢Oes a seguir.

Defini¢iao 1.1.3 (Ordenamento). Dados dois eventos A e B,

ACB & x€ A= x€B. (1.3)

Ou seja, A estd contido em B se, e somente se, todos os elementos de A também
pertencem a B.

Definic¢ao 1.1.4 (Igualdade). Dados dois eventos A e B,

A=B < ACBeBCA. (1.4)

Ou seja, A e B sdo iguais se e somente se A esta contido em B e B estd contido
em A.

Observagdo. Para representar a condi¢do de que A estd estritamente contido em B, ou

seja, ndo hé a possibilidade de que A = B, serd utilizado o simbolo “C”.

Agora que sabemos como ordenar conjuntos, podemos definir um conjunto
especial que sera 1til posteriormente. Este conjunto é o conjunto das partes de (), e sera

referido pelo seu nome em inglés, powerset.

Definicao 1.1.5 (Powerset). O powerset de um espago amostral (2 enumeravel, denotado
por P(Q}), é o conjunto cujos elementos sdo todos os eventos S; de (), ou seja, cujos
elementos sdo todos os S; C Q).

Para um espago amostral () com 7 elementos, seu powerset P(Q)) contém 2"
elementos.

P(Q) = {Sy,...,5m}. (1.5)

2 O conceito de evento, no contexto de teoria de probabilidade, é equivalente ao conceito de conjunto em
teoria de conjuntos. Por este motivo, os termos evento e conjunto serdo utilizados de forma equivalente,
com a escolha do termo sendo feita dependendo do contexto.
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Exemplo 1.1.3. Seja um espago amostral Q) = {sq, s, }, todos os seus eventos sdo S; = @,
Sy ={s1},S3 = {sa} e Sy = {s1,52}. Assim, seu powerset serd

P(Q) = {51, 52,53,54} = {@, {51}, {Sz}, {51,52}}. (1.6)

Para quaisquer dois eventos A e B, temos as seguintes operagdes elementares:

Defini¢do 1.1.6 (Unido). A unido dos eventos A e B, denotada por A U B, é o conjunto
de elementos que pertencem a A, a B ou a ambos:

AUB={x:x€ Aoux € B}. (1.7)

Definic¢do 1.1.7 (Intersegdo). A intersecdo dos eventos A e B, denotada por AN B, éo

conjunto de elementos que pertencem tanto a A quanto a B:
ANB={x:x€ Aex € B}. (1.8)

Definic¢ao 1.1.8 (Complementacdo). O complemento de A, denotado por A€, é o con-
junto de todos os elementos do espago amostral () que ndo pertencam a A:

A={x:xe€Qex ¢ A}. (1.9)

Defini¢do 1.1.9 (Diferenga). A diferenca entre B e A, denotada por B\ A, é o conjunto
de todos os elementos de B que nado pertencam a A:

B\A={x:x€Bex ¢ A}. (1.10)

1.1.2 Probabilidade

Defini¢ao 1.1.10 (Probabilidade). Para um espaco amostral (), uma probabilidade p é

definida como
p:P(Q)—R

S1s p(S), (1.11)

tal que p satisfaca os seguintes axiomas:

(1) p(S) >0,VS e P(Q);
(i) p(Q)) =1;

(iii) Para uma sequéncia de eventos disjuntos Sy, Sy, ..., Son,

2" on
p <U 5i> = ZP(Si)-
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Existem duas possiveis interpretagdes equivalentes de probabilidade. A primeira
interpretagdo é a chamada frequencista. Esta interpretagdo considera probabilidades
como algo tendo significado objetivo e independente do individuo por trds do experi-
mento. Assim, experimentos que sdo realizados repetidas vezes revelardo a distribui¢do
de probabilidade relativa a experiéncia, no limite em que o nimero de repeti¢des da

experiéncia seja infinito.

Definic¢ao 1.1.11 (Frequéncia relativa). A frequéncia relativa f; da ocorréncia de um
evento S; contido em um espago amostral (), é dada por

n;

fi=y (1.13)

sendo 1; € o nimero de ocorréncias do evento S; em N repeti¢cdes do experimento.

Pela interpretacao frequencista, a probabilidade do evento S; é dada por

. . n;
p(Si) = lim f;= lim =, (1.14)

assumindo que este limite exista para todo S; C ().

A segunda interpretacdo de probabilidade é a chamada Bayesiana. Tal interpre-
tagdo, de maneira oposta a interpretagdo frequencista, considera uma distribui¢do de
probabilidade como sendo algo subjetivo e sem realidade fisica. A probabilidade p(S;)
de que um evento S; ocorra, representa o grau de crenga do experimentador sobre o

acontecimento do evento S;.

A interpretacdo Bayesiana traz a intuigdo de que a probabilidade de um de-
terminado evento S; C () pode mudar caso o experimentador adquira alguma nova
informacgdo sobre o experimento. Dessa forma, a chamada probabilidade condicional é,
para essa interpretacdo, a grandeza mais fundamental em teoria de probabilidades, en-
quanto que para a interpretacdo frequencista, a probabilidade conjunta de ocorréncia de
eventos é a grandeza que recebe esse papel. Uma probabilidade condicional, denotada
por p(S;|S;), representa a crenca que o experimentador possui sobre a ocorréncia do

evento S;, dado que o evento S j ocorreu.

Observagio. Para a grande maioria dos casos deste trabalho, a interpretagdo bayesiana de
probabilidades serd adotada como padrao. A interpretacdo frequencista serd invocada

explicitamente quando necessério.

Defini¢do 1.1.12 (Regra de Bayes). A probabilidade conjunta p(S; N Sy) de dois eventos
S1 e S, ocorrerem é

p(S1NS52) = p(51)p(S2/S1), (1.15)
sendo p(S1) a probabilidade de que S; ocorra e p(S2|S1) a probabilidade de que S,

ocorra, dado que S; ocorreu.
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Analisando a regra de Bayes através da interpretacdo bayesiana, essa regra
relaciona a crenca sobre a ocorréncia conjunta de eventos com a crenga sobre a ocorréncia

condicional de cada evento em particular.

Uma defini¢do mais geral da regra de Bayes é:

Defini¢do 1.1.13. A probabilidade conjunta p(S1N...NS,) de que os eventos Sy, ..., Sy

ocorram é dada por
p(Sl N...N Sn) = p(Sl)p(Szlsl) .. p(SﬂSl N...N Sn—l)r (1.16a)

ou, equivalentemente

n
p(S1N...0Sy) =]]pSilS1n...NSi). (1.16b)
i=1

Observagdo. A seguinte convencao serd adotada neste trabalho:
p(Sil ) =p(Si)- (1.17)

Observagio. A regra de Bayes ndo preferencia ordenamento, portanto ndo ha uma

maneira tinica de expressé-la. Por exemplo, a expressao
p(Sl m . e m Sn) - p(Sn)p(Sn_l |Sn) e p(Sl |SZ m . e m Sn) (1.18)

com a ordem de condicionamento invertida com relagdo a ordem da equacéo (1.16a),
também é correta. Qualquer ordem de condicionamento é vélida, entretanto, a expressao

final da regra de Bayes deve ser coerente com o ordenamento utilizado.

1.2 Variaveis Aleatérias e Independéncia

1.2.1 Variaveis Aleatérias - Representando Espacos Amostrais e Eventos

No estudo de probabilidade, diversos conceitos da teoria, como esperanga e
varidncia, exigem calculos algébricos envolvendo resultados de estatisticas. Assim, serd
uatil falar sobre tais resultados utilizando uma linguagem matematica, substituindo os
elementos do espago amostral () por nimeros reais associados a cada elemento. Para

isso, define-se varidvel aleatéria.

Definicdo 1.2.1 (Varidvel aleatéria). Uma varidvel aleat6ria X é definida por

X:O—1R

S — X.

(1.19)

Observagdo. Para todos os prop6sitos deste trabalho, utilizaremos variaveis aleatérias
discretas, sendo considerado em geral que a variavel aleatéria seja uma fungdo que leva

elementos de um espago amostral em niimeros inteiros.
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Definic¢ao 1.2.2 (Alfabeto). O alfabeto X de uma varidvel aleatéria X é o conjunto de

possiveis valores que a varidvel pode assumir.

Observagdo. Serao utilizados neste trabalho apenas alfabetos finitos, assim, todas as

provas de teoremas e proposicdes serdo feitas levando em conta esta consideragao.

Exemplo 1.2.1. Podemos definir uma varidvel aleatéria X associada ao exemplo 1.1.1

com valores x; = 0 e x, = 1 associados a cada elemento do espago amostral ():

X :Cara — 0,
(1.20)
Coroa 1,
assim, a variavel aleatoria X serd representada pelo seu alfabeto como
X ={x1=0,x =1} (1.21)

Variaveis aleatérias podem representar também eventos. Além disso, muitas
vezes serd Util representar uma sequéncia de varidveis aleatérias por uma tinica varidvel

aleatdria. Os exemplos a seguir ilustram esses casos.

Exemplo 1.2.2. Considerando o espaco amostral do exemplo 1.1.3, é possivel representar
cada elemento do espago de P(Q2) por uma varidvel aleatéria X com alfabeto X =

{x1,x2,x3, x4} tal que

51 = X1,
Sy — xo, (1.22)
53 — X3, '

Sy — x4.

Exemplo 1.2.3. Considere uma experiéncia que consiste no lancamento de duas moedas.
Representando os espacos amostrais correspondentes a cada moeda pelas variaveis
aleatorias X e X, de alfabetos X7 = {0,1} e X, = {0,1} de forma equivalente ao ex.

1.2.1, podemos definir uma varidvel aleatdria Y correspondente a () x (), tal que

Y:x1:0,x2:Ov—>y0,
X1 :O,XZ =1 = Y1, (1 23)
x1=1x2=0 1y, .

x1=1Lx=1—y3.

E importante destacar que neste texto, sempre denotaremos as varidveis por
letras maitisculas (ex: X, Y) e, da mesma forma, os possiveis valores que tais varidveis

possam ter serdo denotados por letras mintsculas (ex: x, y).
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Observagdo. Na transicdo entre um contexto baseado em conjuntos e outro baseado em
varidveis aleatdrias, a probabilidade conjunta de dois eventos S; e S,, representados

or x1 e x» em uma variavel aleatoéria, serd escrita como
1€X2

p(S1 N S3) = p(x1, x2).

Definic¢ao 1.2.3 (Suporte). O suporte de uma fun¢do p de uma varidvel aleatéria X,
denotado por S (x), € definido como

SP(X) = {x € X]p(x) # 0} (1.24)

Observagdo. Se p for uma funcdo de mais de uma varidvel, o argumento de p serd remo-
vido do simbolo que representa o seu suporte, sendo entdo representado simplesmente

como Sp.

Supondo agora que existam duas varidveis aleatérias X e Y, cujos alfabetos sdao
respectivamente X" e ). A partir de agora, uma distribuicdo de probabilidade sobre
varidveis aleatorias sera denotada explicitamente por P. Serdo discutidas relacdes entre

as varidveis em uma distribui¢do de probabilidade P sobre essas varidveis.

1.2.2 Independéncia

Defini¢ao 1.2.4 (Independéncia). Duas varidveis aleatérias X e Y sdo independentes se

p(xly) = p(x) (1.25a)

e

p(ylx) = p(y) (1.25b)

paratodox € Xey € ).

Uma consequéncia importante dessa defini¢cdo é que a regra de Bayes para estas

varidveis serd simplesmente
plxy) =px)py) (1.26)

para todo par (x,y) € X x ).
Denotamos a independéncia entre as varidveis X e Y por (X LY)p.

Definicdo 1.2.5 (Independéncia conjunta). Para n > 3, as variaveis Xj, Xp, ..., X, sdo

conjuntamente independentes se

p(x1,x2,...,x0) = [ [ p(x:) (1.27)
i=1

para todo xq,x2, ..., Xp.
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Observagdo. Para que todas as varidveis sejam conjuntamente independentes, é de
extrema importancia que a eq. (1.27) seja valida para todos os valores das variaveis
X1, X2, ..., X;,. Se uma probabilidade conjunta com relagdo a valores fixos x1, x2, ..., Xy
for o produto das probabilidades de cada valor x1, xp, ..., x;;, isso ndo garante que as
variaveis sejam independentes. E necessario que, para todas as combinacdes de varia-
veis, as probabilidades conjuntas sobre tais combina¢des de varidveis sejam o produto
de cada probabilidade em particular. Isso pode ser percebido ao impor que na regra
de Bayes, em qualquer ordenamento escolhido, todas as probabilidades condicionais

p(xi|x1,...,xi_1) sejam indiferentes a todos os condicionamentos, ou seja,
p(xilx1,...,xi 1) =px)Vx; € X, i=1,...,n. (1.28)

Definicao 1.2.6 (Independéncia condicional). Para varidveis aleatérias X, Y e Z, a
variavel X é independente de Y condicionada a Z, relagdo denotada por (X LY|Z)p, se

p(xly,z) = p(x|z) (1.29)

paratodox € X,y € Yez € Z.

Observagio. A relagdo (X LY|Z)p é equivalente a (Y L X|Z)p. Essa propriedade pode

ser revelada pela simetria da regra de Bayes.

A independéncia entre X e Y condicionada a Z é intepretada como o fato de que,
a crenga sobre X apds o conhecimento de Z nao é alterada com o conhecimento de Y.

Em outras palavras, Y ndo traz informagdo adicional sobre X quando Z é conhecido.

Definic¢ao 1.2.7 (Independéncia dois a dois). Uma sequéncia de variaveis aleatérias X,
Xy, X3,...,Xu, n > 3 sdo independentes dois a dois se (X; L X]')p paral <i<j<n.

Definicao 1.2.8 (Cadeia de Markov). Uma sequéncia de varidveis aleatdrias Xj, X,
X3,..., X, n > 3 forma uma cadeia de Markov se

p(x1,x2, %3, xn) = p(x1)p(x2|x1) p(xa]x2) ... p(xu|2n—1) (1.30)

para todo x1, x2, X3, . .. Xp.

Uma cadeia de Markov é representada por X; — X; — ... = X,;. De forma
equivalente a def. 1.2.8, em uma cadeia de Markov,

p(xi|lxq, ..., xi—1) = p(xi|x;q) Vi=3,...,n. (1.31)

Uma cadeia de Markov carrega sequéncias de independéncias condicionais do

tipo (X L X;|X;)p para cada trecho representado por X; — X; — X.
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As relagdes de independéncia condicional em distribui¢des de probabilidade
sobre varidveis aleatorias carregam caracteristicas fundamentais sobre os tipos de
informacdo que certas varidveis possuem sobre outras. Essas relagdes serdo bastante

exploradas ao longo desse trabalho.

1.3 Quantificadores de Informacdo de Shannon

1.3.1 Entropias de Shannon

Defini¢do 1.3.1 (Entropia de Shannon). A entropia de Shannon H(X) de uma varidvel

aleatéria X é definida como
H(X) = =) p(x;)logp(x;), (1.32)
i

onde adotamos a convencdo de que a soma é realizada sobre o suporte Sp( x), devido ao
fato de que a funcdo p(x;) log p(x;) em (1.32) ndo é definida para p(x;) = 0.

A entropia de Shannon pode ser interpretada como o grau de incerteza do experi-
mentador com relagdo a varidvel em questdo. Ela quantifica a informacdo contida na
distribuicdo de probabilidade sobre a variavel.

A base do logaritmo pode ser escolhida para ser qualquer ntimero real maior

que 1. Se a base do logaritmo da entropia H(X) for a cardinalidade | X | do alfabeto de X,

ou seja, o ntimero de elementos existentes no alfabeto X', a imagem Im(H) da entropia
de Shannon sera

Im(H) =10,1] € R (1.33)

Exemplo 1.3.1 (Varidvel bindria (bit)). Considerando duas varidveis bindrias X e Y que
possam assumir os valores 0 e 1, vamos calcular suas entropias de Shannon, assumindo
uma distribuicdo de probabilidade para cada varidvel.

Sejam p(x) e p(y) as distribui¢des de probabilidade sobre as varidveis x e y respectiva-

mente:

0, x=0 1/2, y=0
p(x) = e ply) = /

. (1.34)
1, x=1 1/2, y=1

Utilizando a base 2 no logaritmo da entropia, a entropia de Shannon H(X) sera

H(X) == )_p(xi)log, p(x:)

— —p(1)log, p(1) (1.35)
= —1-log,1 =0,
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lembrando que, como a soma ¢ tomada apenas sobre o suporte S,(x), apenas o valor
x = 1 da varidvel foi considerado, pois é o tnico elemento pertencente ao suporte.

Também utilizando a base 2 no logaritmo da entropia, H(Y) sera

H(Y) ==} p(yi)log, p(vi)

)
] (1.36)
2

Como foi mencionado no inicio desta secdo, a entropia expressa o grau de in-
certeza sobre a varidvel. Como a varidvel X possui uma distribuicdo de probabilidade
deterministica, ou seja, um determinado valor da varidvel possui probabilidade 1 de

ocorrer, enquanto o outro possui probabilidade 0, ndo hé incerteza sobre a variavel.

Se esta varidvel fosse a mesma do exemplo 1.2.1, isso representaria um experi-
mento em que uma moeda, sempre que fosse langada, resultaria em “Coroa”. Sendo a
probabilidade sobre esta varidvel a crenga do experimentador sobre um determinado
evento, isto significa que o lancador sabe que o resultado do lancamento da moeda

sempre serd “Coroa”. Portanto, o experimentador jamais terd incerteza com relagdo ao

resultado do experimento, e isto é representado por H(X) = 0.

A variavel Y possui uma distribuigdo de probabilidade uniforme, ou seja, qual-
quer valor desta variavel é igualmente provdvel. Novamente, se esta varidvel fosse a
mesma do exemplo 1.2.1, isso representaria um experimento em que uma moeda, ao
ser lancada, pode resultar tanto em “Cara” quanto em “Coroa”, sem nenhum viés sobre
qual das duas opg¢des ocorrera em cada jogada. Esse é o caso oposto ao caso anterior,
em que o experimentador tem mdxima ignordncia sobre o resultado do langamento da
moeda. Isto estd representado pelo fato de que H(Y) = 1. Como 1 é o valor méximo
possivel da entropia, devido a escolha da base do logaritmo como sendo a cardina-
lidade da varidvel, este valor da entropia representa o méaximo desconhecimento do
experimentador sobre um experimento, ou seja, o experimentador tera mdxima incerteza

possivel com o resultado do experimento.

Dado que agora temos uma melhor intui¢do sobre o significado da entropia
de Shannon, podemos sempre pensar nela como um quantificador da informacgéo de
alguma variavel. A liberdade sobre a base do logaritmo da entropia pode ser explorada,
porém isto deve ser feito com cuidado. Podemos interpretar a liberdade da base do
logaritmo como uma liberdade de escala. Para tornar esta ideia clara, consideremos um

exemplo com duas varidveis aleatérias:

Exemplo 1.3.2. Sejam duas varidveis aleatérias X e Y, sendo X uma varidvel com dois



1.3. Quantificadores de Informagdo de Shannon 13

valores possiveis e Y uma varidvel com quatro valores possiveis. Suponha que cada
uma delas possua uma distribuicdo de probabilidade uniforme sobre todos os seus
valores. Utilizando a cardinalidade do alfabeto de cada varidvel como base do logaritmo

de suas entropias, temos:

HOO = = L pl)loga p(v) = 2 | 3108, () [ =~ =1 (a7
HOY) =~ ) logy, pln) = —4 | glogs (7)| =~ =1 aam)

Utilizando bases de logaritmos diferentes para cada entropia, encontramos o mesmo
valor de entropia para variaveis cujos alfabetos possuem cardinalidades diferentes. Isso
significa que, em termos de informacao, ndo é simples comparar uma variadvel com a
outra. Para que a comparagdo seja possivel de ser feita diretamente, é necessdrio utilizar
a mesma base no logaritmo da entropia para os dois casos. Utilizando como base do

logaritmo a cardinalidade do alfabeto da variavel X, temos

H(X) =~ L p(x) logi v p(x) = 7 [%bgz (%)] — -1 =1 (1.38a)

HUY) = = L p(o) logya pln) = —4 | glogs ()| =~ =2 caow)

Portanto, adotando a mesma base para as entropias desejadas, vemos que a varidvel Y
carrega mais informacao que a varidvel X. Além disso, a utilizacdo de duas varidveis
aleatérias, Xj e X5, bindrias, independentes entre si e com distribui¢des de probabilidade

uniformes, é equivalente a utilizar a varidvel aleat6ria Y desse exemplo.

Observagido. A utilizagdo da cardinalidade como base do logaritmo da entropia é atil para
analisar grau de informagdo absoluto de uma varidvel, dado que nessa condicao, o valor
méximo da entropia serd sempre 1. Assim, uma entropia igual a 1 significa que a varidvel
carrega 0 maximo de informagdo que a sua capacidade permite. Além disso, como ndo
h&d um valor maximo para cardinalidade, é natural usar seu menor valor interessante
como uma escala, para que seja possivel realizar comparagdes entre varidveis com
alfabetos diferentes. A base 2 para o logaritmo sera adotada por convencdo, quando
essa base ndo for utilizada, isso serd explicitado adequadamente.

Definicdo 1.3.2 (Valor esperado). Seja X : (3 — R uma varidvel aleatéria, o valor
esperado, ou esperanga, de X é

E(X) = )_xip(xi), (1.39)

onde, novamente, a soma é tomada sobre o suporte SP( X)-
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A partir de agora, sempre que varidveis aleatérias forem mencionadas, sera
implicitamente assumida uma distribuicdo de probabilidade P (conjunta ou ndo) para

tais variaveis.

Por simplicidade de notagdo, os indices das somas serdo omitidos a partir de
agora, considerando entdo as somas sobre todos os valores dos suportes das distribui-

¢oes.

Definicao 1.3.3 (Entropia conjunta de Shannon). A entropia conjunta de Shannon de

duas varidveis aleatdrias X e Y é definida como

H(X,Y)=-) p(x,y)logp(x,y) = —E(log p(X,Y)). (1.40)
Xy

A entropia conjunta de duas varidveis X e Y quantifica a informagao total que

essas variaveis carregam.

Definic¢ao 1.3.4 (Entropia condicional). Para duas varidveis aleatérias X e Y, a entropia

de Shannon de Y condicionada a X é definida como

H(Y[X) = =) p(x,y)log p(ylx) = —E(log p(Y|X)). (1.41)
XYy

A entropia condicional H(Y|X) quantifica a informacao contida exclusivamente

na variavel Y, descartando a informacao contida em Y que também estd contida em X.

A entropia condicional da equagdo (1.41) pode ser escrita como

H(Y|X) Zp ZP ylx)log p(ylx)| . (1.42)

A soma sobre y € a entropia de Y condicionada a um valor fixo x € S, (x). Portanto,

H(Y|X) também pode ser expressada como

H(Y|X) Zp H(Y|x), (1.43)

onde

ZP y|x) log p(y|x). (1.44)

Assim, o lado direito das egs. (1.32) e (1.44) possuem a mesma forma.
Proposi¢do 1.3.1.
H(X,Y) = H(X)+ H(Y|X) (1.45a)

e

H(X,Y)=H(Y)+ H(X]Y) (1.45b)
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Demonstragdo. Utilizando a regra de Bayes expressa na eq. (1.15) para p(x,y), temos

que
H(X,Y) ==Y p(x,y)logp(x,y) (1.46a)

= - ép(x,y) log[(p(x)p(y|x)] (1.46b)

= - gp(x,y) [log p(x) + log p(y|x)] (1.46¢)

Zyp x,y)log p(x +Zy)i9 x, ) log p(ylx) (1.46d)

=- ;P( log p(x XZP x,y)log(y|x) (1.46e)

=H(X) + H(Y|X), ’ (1.46f)

provando assim a expressao 1.45a. A expressao (1.45b) pode ser provada utilizando a
simetria da regra de Bayes. O

1.3.2 Informagdo matua

Definic¢do 1.3.5 (Informagdo mutua). Para duas variaveis aleatorias X e Y, a informacao

mutua entre estas variaveis, denotada por I(X;Y), é definida como

y) — oo PEY) _p (1, POY)
1XY) =L pey)log oyny = E (l 8 p(x)p(y)) ' 147

A informag¢do mutua I(X;Y) quantifica a informac¢do comum entre as variaveis
X e Y, eliminando a informacdo que somente X carrega e a informagdo que somente Y

carrega.

Observagio. A informacdo mutua I(X;Y) é simétricaem X e Y.

Proposic¢do 1.3.2. A informagio miitua entre uma varidvel X e ela mesma é simplesmente a
entropia de X, ou seja,

I(X; X) = H(X). (1.48)
Demonstragio.
X) = Z p(x)log ;’ ((;))2 (1.49a)
= Z p(x)log p(lx) (1.49Db)
=~ Y p(x)log p(x) (1.49¢)

—H(X) (1.49d)
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]

Proposicdo 1.3.3. A informagdo miitua entre duas varidveis X e Y pode ser escrita em termos

das entropias destas varidveis:

[(X;Y) = HX)+ H(Y) - HX,Y) (1.50)
Demonstracio.
[(X;Y) = N log PEY) 1.51
( ) Zy:p(x ]/) 0 </~ p(x)p(y) ( a)
=Y p(x,y) [log p(x,y) —log p(x) — log p(y)] (1.51b)
Xy
== p(ey)logp(x) =) p(x,y)logp(y) + ) p(x,y)logp(x,y)  (1.51c)
XY XY XY
=—) p(x)logp(x ZP Jlogp(y) — | —Y_p(x,y)logp(x,y)| (1.51d)
x XY
—H(X) + H(Y) — H(X,Y) (1.51e)
0

Utilizando as equagdes (1.3.1), é possivel também escrever a informagdo mutua

I(X;Y) em termos de entropias condicionais:

1(X;Y) = H(X) — H(Y|X) (1.52a)

I(X;Y) = H(Y) — H(X|Y). (1.52b)

Uma maneira comumente utilizada na matemadtica para representar conjuntos e analisar
suas propriedades sdo Diagramas de Venn. Tais diagramas sdo constituidos de curvas
fechadas simples desenhadas em um plano, simbolizando os conjuntos e suas proprie-
dades. Uma maneira util de visualizar as rela¢oes entre as diferentes quantificadores
de informacdo de Shannon é através de um diagrama de Venn. Na figura 1 estd um
diagrama de Venn representando todos os quantificadores de informagdo de Shannon
j& definidos para as varidveis X e Y.
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H(X,Y)
H(X) H(Y)

H(X|Y) H(Y|X)
I(X:Y)

Figura 1 — Diagrama de Venn - Relag¢des entre diferentes quantificadores de informacao
de Shannon para as varidveis X e Y.

Definic¢ao 1.3.6 (Informac¢do mutua condicional). Para variadveis aleatérias X, Y e Z, a

informacdo matua entre X e Y condicionada a Z é definida por

oo PV () p(X,Y]Z)
1XY1Z) = 0 plyi2)log ooy E<lgp(X|z>p<Y\z>>' (1.53)

Proposicao 1.3.4. A informagdo miitua entre duas varidveis X e Y condicionada a varidvel Z
pode ser escrita em termos das entropias das varidveis X e Y condicionadas a Z:

I(X;Y|Z) = H(X|Z) + H(Y|Z) — H(X,Y|Z) (1.54)
Demonstragdo.
. p(x.ylz) .
HXYIZ) = b plo 2108 o lz) (15%)
o) I o vl g P Y12)
—;p( ) _%p( ,y|z)log p(x|z)p(y‘z)] (1.55b)
=) p(2) Zp(x,yIZ) (log p(x,ylz) —log p(x|z) —log P(V|Z)>] (1.55¢)
—Zp [ H(X, Y|z)+H(X|z)+H(Y|z)} (1.55d)
—H(X|Z) + H(Y|Z) — H(X,Y|Z). (1.55€)
O

Proposic¢do 1.3.5. Assim como na prop. 1.3.2, a informagio miitua condicional entre uma va-
ridvel X e ela mesma, condicionada a uma outra varidvel Z, é igual a entropia de X condicionada
aZz.

I(X;X|Z2) = H(X|Z) (1.56)
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Demonstragido. A demonstragdo dessa proposicdo é feita da mesma forma que a demons-
tragao da prop. 1.3.2. O

Os quantificadores de informacdo de Shannon podem ser encarados como casos
especiais de Informac¢do Mutua Condicional. Por exemplo, considerando as as varidveis
aleatérias X, Y, Z e uma varidvel ® com uma distribui¢do de probabilidade determi-
nistica. Se X = Y e Z = @, a informagdo matua I(X;Y|Z) = H(X). Ja considerando
apenas que X = Y, I(X;Y|Z) = H(X|Z). Por fim,se Z = ®, [(X;Y|Z) = I(X;Y).
Assim, vemos que é possivel representar os quantificadores de informacdo de Shannon

de forma geral utilizando apenas Informacgao Mutua Condicional.

1.3.3 Regras da Cadeia para Quantificadores de Informacdo de Shannon

A def. 1.1.13 fala sobre a regra de Bayes, também chamada de regra da cadeia,
para uma distribuicdo de probabilidade sobre um conjunto de varidveis aleatérias.
Mostraremos aqui que os quantificadores de informac¢do de Shannon também possuem

suas respectivas versoes de regras da cadeia.

Proposi¢ao 1.3.6 (Regra da cadeia para a entropia de Shannon). Considerando n varidveis
aleatérias, X1, ..., Xy, a entropia conjunta de Shannon de todas as varidveis satisfaz

H(X1, X, ..., Xu) = Y H(Xi|X1,..., Xi_1). (1.57)

n
i=1
Demonstragido. Como o caso em que n = 2 foi provado na prop. 1.3.2, podemos utilizar

esse resultado com recorréncia:

H(X1,...,Xy) =H
H

—

X))+ H(Xa, ..., X X1) (1.58a)
Xl)—|—H(X2|X1)—|—H(X3,...,Xn|X1,X2) (1.58b)

I

N
I
—_

H(Xl-|X1,...,X1~,1). (158C)

]

Proposic¢do 1.3.7 (Regra da cadeia para a informagdo mutua condicional). Considerando
as varidveis aleatdrias, X1, ..., Xy, Y e Z a informagdo miitua entre as varidveis Xy,..., X, ea

varidvel Y, condicionada a Z satisfaz

n
I(Xy,..., XwY|Z) =Y I(X;Y|Z,Xq,..., Xi_1) (1.59)
i=1
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Demonstragio.
[(Xq,..., X, Y|Z) =H(Xq,...,Xu|Z2) + H(Y|Z) — H(Xy,..., Xy, Y|Z) (1.60a)
=H(Z,Xy,...,X,) —H(Z)+ H(Y|Z) (1.60b)
—[H(Z,X1,...,Xn,Y) — H(Z)] (1.60c)

=H(ZJ + iH(xi|z, Xi,...,Xi-1) — H(Z) + H(Y|Z)  (1.60d)
i=1

n
— |H(ZJ+ Y_H(X;,Y|Z, X1, ..., Xi—1) — HEZ) (1.60e)
i=1

I(Xi,'Y’Z,Xl,...,Xifl) (160f)

n
i=1

]

Como os outros quantificadores de informagdo de Shannon sdo casos particulares
da informacdo mutua condicional, as regras da cadeia sdo validas também para a

entropia condicional e informacdo mutua.

Observagio. As regras da cadeia para quantificadores de informagdo de Shannon pos-
suem uma forma muito semelhante a regra de Bayes da def. 1.1.13. Mesmo assim, existe
uma diferenga fundamental entre os dois tipos. Enquanto a regra de Bayes da def. 1.1.13
envolve um produtério sobre os eventos S;, ou variaveis S;, as regras da cadeia para
quantificadores de informagdo de Shannon envolvem um somatdrio sobre as varidveis

X;. Esta propriedade sera explorada posteriormente.

Suponha agora que existam duas distribui¢des de probabilidade, p e g, atuando
sobre um mesmo alfabeto /X'. Em certas situagdes, pode ser necessario saber o quanto p
é diferente de q. Por este motivo, definimos divergéncia informacional.

Definicdo 1.3.7 (Divergéncia Informacional). A divergéncia informacional, ou entropia
relativa, entre duas distribui¢des de probabilidade p e 4 atuando sobre um mesmo
alfabeto X é definida como

D(p(x) [19(3)) = ¥ playtog 23] = Eptog 2155, (161

Sp(x)

sendo E, a esperanga com respeito a distribuigao p.

E importante destacar que a Divergéncia Informacional é assimétrica em p e g.

Vejamos um exemplo que ilustra essa propriedade.

Exemplo 1.3.3. Consideremos, novamente, um lancamento de uma moeda. Digamos

que o langamento da moeda pode satisfazer uma de duas possiveis distribui¢des de
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probabilidade e, com isso, deseja-se determinar qual das distribui¢des de probabilidade

€ a correta. Sejam p e g tais distribuicoes:

0, x=0 1/2, x=0
p(x) = e q(x) = (1.62)
1/ x=1 1/2, x=1.
Calculemos as Divergéncias Informacionais possiveis entre p e g:
x
D(pllq) = Z p(x)log £ (1.632)
q(x)
=1-1 L—1 2 (1.63b)
=1-log {5 =log2. .
x
D(llp) = ¥ q(x)tog 1 (1642
S p(x)
p(X)
. 1 1/2 1/2
= lim - |l — log — 1.64b
i o8 (55) 1065 et

Vejamos a interpretagdo desses resultados. Se o lancamento da moeda em ques-
tao for deterministico (associado a distribuigdo p(x)), ao realizar varios langamentos
da moeda, esses resultardo inimeras vezes no mesmo valor. Essa sequéncia de resul-
tados, apesar de muito improvével, também é compativel com a distribui¢do g(x). Ao
comparar a distribui¢do p(x) com g(x) dessa maneira, estamos avaliando a Divergéncia
Informacional D(p||q), cujo resultado é log 2.

Ja se o langamento da moeda em questdo for uniformemente aleatdrio (associado
a distribuicdo g(x)), ao executar muitas repeti¢des do lancamento, a moeda terd resulta-
dos que oscilam entre “Cara” e “Coroa” (associados a x = 0 e x = 1, respectivamente).
Como na distribui¢do p(x), o valor x = 0 ndo tem chance de ocorrer, a sua ocorréncia
na sequéncia de lancamentos nos leva a inferir que a distribuicdo correta para esse
lancamento é g(x). Por esse motivo, D(gq||p) = oo significa que a comparacdo de 4 com
p realizada dessa forma é capaz de garantir a distribui¢do de probabilidade correta no
lancamento da moeda, enquanto que a comparagao no caso D(p||q) apenas sugere a

probabilidade correta.

1.4 Desigualdades de Informacao

Desigualdades de informagdo sdo extremamente tteis e poderosas no estudo
de teoria da informacao. Elas governam as impossibilidades em teoria da informacéo,
sendo, por este motivo, muitas vezes chamadas de leis da teoria da informagdo e serdo

utilizadas nos principais contetidos deste trabalho.
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Definicao 1.4.1 (Desigualdades de informag¢do). Uma desigualdade de informacéo é

uma expressdo da forma
F>c, (1.65)

onde F é uma combinagio linear’ de quantificadores de informagao de Shannon e c é

uma constante real.
Exemplo 1.4.1. A expressdo a seguir é uma desigualdade de informagao

I(X;Y) > 0. (1.66)
Essa desigualdade é vélida para qualquer distribui¢do de probabilidade conjunta p(x, ),

com igualdade apenas se (X LY)p.

O exemplo anterior se refere a uma desigualdade sempre vdlida, ou seja, qual-
quer distribuicdo de probabilidade conjunta sobre as varidveis envolvidas satisfaz a

desigualdade. A validade desta desigualdade serd provada posteriormente.

Antes de mencionar as desigualdades de informagdo importantes, primeiramente
serdo enunciados teoremas que serdo necessarios para demonstrar as desigualdades de

informagdo que nos interessam.
Lema 1.4.1. Para qualquera >0 € R,

Ina <a-—1. (1.67)

Demonstragido. A demonstragdo desse teorema serd omitida, mas para realiza-la, basta

utilizar ferramentas de Célculo Diferencial.

]

Corolario 1.4.1. Para qualquer a > 0,

Ina>1- %. (1.68)

1
Demonstragio. A demonstracdo é realizada através da substituicdo de a por S naeq.

(1.67). u

Teorema 1.4.2 (Desigualdade da divergéncia informacional). Para quaisquer duas distri-

buicoes de probabilidade p e q sobre 0 mesmo alfabeto X,
D(p(X) || q(X)) >0, (1.69)

com igualdade apenas se p = q.

3 Poderfamos considerar desigualdades compostas por combinagdes nao lineares de quantificadores de

informagdo de Shannon, mas essas nao serdo usadas nesse trabalho em nenhum momento, néo sendo,
portanto, necessario inclui-las na definicdo.
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Demonstragdo. Se q(x) = 0 para algum x € S, (x), entdo D(p || q) — +oo, satisfazendo
o teorema neste caso. Assumindo agora que S,(x) € S,(x) € utilizando o corolario 1.4.1,

D(p(x) [ 9(X) = T pvyiog 2 (1.70a)
*¥ESp(x) 1
(o L P)
=(loge) xeszpmp(x)l 7(x) (1.70b)
o _q(x) .
> (loge) XGSZP(X)p(x) (1 p(x)) (1.70c)

XGSP(X) xeS

(10g6)[ Y, p(x)— ), q(x)]- (1.70d)
X)

Como Syx) € Spx), ), 4(x) <1.Sendo ) p(x) =1, ¢ fécil ver que

xe8)(x) XESp(x)
loge [1— Y g(x)| >0. (1.70e)
XGSP(X)
Assim sendo, D(p(X) || (X)) = 0= p(x) = q(x) Vx € Spx)- -

Teorema 1.4.3. O condicionamento de uma varidvel Y em uma varidvel X ndo é capaz de

aumentar a entropia de Y, isto é,

H(Y|X) < H(Y), (1.71)
com igualdade apenas se (X LY)p.
Demonstragio.
H(Y|X) = H(Y) — [(X;Y) (1.72a)
< H(Y), (1.72b)
em que a igualdade é satisfeita quando I(X;Y) = 0, ouseja, (X LY)p. O

1.4.1 Desigualdades Basicas

As desigualdades bésicas sdo todas aquelas que representam a ndo-negatividade
dos quantificadores de informacdo de Shannon. Isso significa que, para qualquer distri-
buigdo de probabilidade conjunta sobre as varidveis envolvidas, os quantificadores de

informagdo de Shannon sdo ndo-negativos.
Teorema 1.4.4. Para varidveis aleatérias X,Y e Z,
[(X;Y|Z) >0, (1.73)

com igualdade apenas se (X LY |Z)p.
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Demonstragio.
I(X;Y|Z) )1 p(x,y|z) 174
2= Lo 2 B Ly (174)
= )1o _ployl) 1.74b
=L PG LplyR)es (1.740)
=) r(z D(p(M\z) | P(X[2)p(Y]2)). (1740

Como p(X,Y|z) e p(X|z)p(Y|z) sdo distribui¢des de probabilidade sobre 0 mesmo

alfabeto X x ) condicionadas a um valor fixo z,
D(p(X,Y[2) || p(X|2)p(Y]z)) > 0. (1.74d)
Utilizando o teorema 1.4.2, [(X,Y|Z) = 0 se, e somente se, (X LY|Z)p. O
Como vimos anteriormente, os quantificadores de informac¢do de Shannon sado ca-

sos particulares da informagdo mutua condicional, portanto, as seguintes desigualdades

também sdo sempre vélidas:

H(X) >0 (1.75a)
[(X;Y) >0 (1.75b)
H(X|Z) >0 (1.75¢)

Assim, as desigualdades (1.73), (1.75a), (1.75b) e (1.75c) sdo as chamadas desi-
gualdades bdsicas.

1.4.2 Quantificadores de Informacdo Nulos.

Como foi provado no teorema 1.4.4, a informacao matua condicional I(X; Y|Z) =
0 < (XLY|Z)p.

Proposicao 1.4.5. H(X) = 0 se, e somente se, a distribuicio de probabilidade p(x) sobre a
qual é calculada a entropia é deterministica.

Demonstragdo. Se p(x) é uma distribui¢do de probabilidade deterministica, entdo 3 x" €
X tal que p(x’) = 1. Para todo outro x € X, p(x) = 0. Portanto

H(X) = —p(x')logp(x') = —log1 = 0. (1.76a)

Se p(x) ndo é uma distribui¢do deterministica, entdo 3 x' € X tal que 0 < p(x’) < 1.
Assim,
0 < —p(x)logp(x') < H(X), (1.76b)

portanto, H(X) > 0 para qualquer distribui¢do ndo-deterministica. O
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Proposi¢do 1.4.6. H(Y|X) = 0 se, e somente se, Y é uma funcio de X, ou seja, para cada
x € X existey € ) tal que p(y|x) = 1.

Demonstragido. Vemos na eq. (1.43) que H(Y|X) = 0 se, e somente se, H(Y|x) = 0 para
todo x € S,(x). Sendo assim, p(y|x) serd uma distribui¢do deterministica em qualquer

condicionamento feito sobre X, ou seja, Y é fungdo de X. O

Proposi¢do 1.4.7. I(X;Y) = 0 se, e somente se, (X 1LY )p.

Demonstragido. De acordo com o teorema 1.4.4, I(X;Y|Z) = 0 <— (X L Y|Z)p.
Como I(X;Y) é um caso particular de I(X;Y|Z) ao considerar uma distribuicdo de
probabilidade deterministica sobre Z, I(X;Y) =0 <= (X LY)p. O

1.4.3 Forma Canbnica das Desigualdades de Informacio

Qualquer quantificador de informacdo de Shannon pode ser expresso como
combinacdo linear de entropias conjuntas utilizando as identidades abaixo:

H(X|Y) =H(X,Y) — H(Y) (1.77a)
[(X;Y) =H(X) + H(Y) — H(X,Y) (1.77b)
I(X,Y|Z) =H(X,Z) + H(Y,Z) — H(X,Y, Z) — H(Z) (1.77¢)

Observagio. A eq. (1.77¢c) é a eq. (1.54) reescrita em termos de entropias conjuntas, em

vez de entropias condicionais.

Assim como as expressdes (1.77) sdo consideradas formas candnicas de repre-
sentar quantificadores de informacdo de Shannon, diremos que uma desigualdade de
informacao estd escrita na forma canodnica se ela envolve apenas combinagdes lineares

de entropias conjuntas.

As desigualdades de informagao bdsicas formam o conjunto mais importante de
desigualdades de informacao. Todas as desigualdades de informagdo implicadas pelas
desigualdades bésicas sdo denomidadas desigualdades tipo Shannon. Da mesma forma,
desigualdades de informacdo sempre vélidas, mas que ndo sdo implicadas por desi-
gualdades basicas, sdo chamadas de desigualdades tipo nido-Shannon. Uma desigualdade
tipo Shannon é implicada por desigualdades bésicas se, usando uma manipulagao algé-
brica apropriada, é possivel obter tal desigualdade utilizando apenas as desigualdades

béasicas.

Apesar da categorizagdo simples, saber se uma desigualdade é tipo Shannon ou
tipo ndo-Shannon nao é tao simples, em geral, utilizando apenas essa condigdo. Existe
uma abordagem geométrica que permite que, dada uma desigualdade de informacéo,
seja possivel dizer se ela é tipo Shannon ou néo.
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Mesmo assim, ainda fica a pergunta: Existem desigualdades de informacéao tipo
ndo-Shannon que compdem leis de teoria da informacdo? A resposta é sim. Entretanto,
tais desigualdades ndo serdo discutidas aqui. Ao leitor interessado, checar ref. [4, cap.
15].

1.4.4 Desigualdades tipo Shannon - Uma Abordagem Geométrica

Considere o conjunto {n} =0,1,...,n —1, onde n > 2, e 0 conjunto
O ={X;,ie {n}} (1.78)

que representa uma colegdo de varidveis aleatérias X;. Considere também um vetor
H com 2" componentes pertencente ao espaco vetorial R*". H serd chamado de vetor
entropico, ou vetor de entropia, se cada componente de H for a entropia de Shannon de
um elemento de P(®), ou seja, se cada componente de H for uma entropia conjunta

das n variaveis de ©.
Exemplo 1.4.2. Paran = 3,

{n} ={1,2,3}, (1.79a)
O ={Xq, X, X3}, (1.79b)
P(O) =A{D, {X1}, {Xo}, {X3}, { X1, X2} {X1, X3}, { X2, X3}, {X1, X2, X3}}. (1.79¢)

Um vetor H é entrépico se puder ser escrito na forma

H(®)
H(X1)
H(X>)
H(X3)
H(X4
H(X;y Xg,)
H(X3, X3)
H(Xy, X2, X3)

(1.80)

~
9
~—r

~

Por simplicidade, adotaremos a convengdo de que H(®) = 0. Assim, voltamos
nossa atencio ao espaco R?'~1. Além disso, definimos a;, i = 1,...,2" para denotar o
i-ésimo elemento de P(0O).

De modo a caracterizar o conjunto de vetores entrépicos, serdo definidas abaixo
.~ d . t d_ Rzn -1
regides de interesse do espago :

Definicio 1.4.2 (A regido I';). T é a regido de R?'~! composta por todos os pontos
cujas coordenadas sejam entropias conjuntas H(«;), ou seja, I';; é a regido contendo

apenas os vetores entropicos H .
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A regido I';, possui as seguintes propriedades:

(1) T';, contém a origem.
(2) T%, o fecho de T}, é convexo.
(3) T}, pertence ao ortante* nio negativo de R2"-1,

Definigao 1.4.3 (A regido T,). T, é a regidgo de R ~! em que as componentes H(«)
de um vetor H € R?"'~1 satisfazem, para todo «; e aj € O, as desigualdades abaixo,
chamadas de axiomas polimatroidais:

(1) H(a;) = 0;
@) Hlw) < Hla), sens C a
3) H(ﬂéi U Dé]) + H((Xi N IX]) < H(OCZ') + H(DC])

Proposicao 1.4.8. Os axiomas polimatroidais sido equivalentes as desigualdades bdsicas para
todo o € P(O).

Demonstragio. As desigualdades bésicas sdo aquelas que representam a ndo-negatividade
dos quantificadores de informacdo de Shannon para todas as varidveis em @. O axioma
(1) ja representa a ndo-negatividade da entropia de Shannon H(«;), ndo tendo, por-
tanto, que ser provado. O axioma (2) leva a ndo-negatividade da entropia condicional.

Considerando ay = «; \ &;, 0 axioma (2) pode ser reescrito como:

H(DCZ') S H(Dék U 061')
=H(axUw;) — H(aj) >0 (1.81)

O axioma (3) leva a ndo-negatividade da informagdo mutua condicional. Considerando

X = &) \ &, 0 =a; N nj ey = \ &, podemos reescrever o axioma (3) como

H(amUay) + H(ap Uay) > H(ap Uy Uagy) + H(ay)
=H(apy Ua;) + H(apx Uay) — H(ap Uy Uayy) — H(ay) >0
= H (am|oy) + H(ag|ay) — H(ag U |ag) >0
=I(ag; om|ey) >0

(1.82)

]

4 O termo ortante significa uma generalizacdo do termo octante, para o caso de um espaco de dimensao
maior que 3.
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Como todas as desigualdades de informacdo podem ser escritas na forma
candnica, é sempre possivel representar uma desigualdade por um produto interno

BT-H > 0, onde BT é a transposta de um vetor coluna € R%"-1,

Em resumo, podemos representar a hierarquia das regides que acabamos de

definir de acordo com

[, CT; Chy (1.83)

I *
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2 (Causalidade

O contetido deste capitulo foi baseado principalmente na ref. [7]. Alguns detalhes
foram consultados de maneira complementar na ref. [8], do mesmo autor. O foco desse
capitulo serd principalmente introduzir algumas das varias ferramentas existentes para
garantir uma relacdo de causa e efeito entre dois objetos. Detalhes sobre como construir
modelos causais, critérios para preferéncia de modelos, etc, podem ser encontrados na
ref. [7, cap. 2].

E indicado ao leitor como primeiro contato aos conceitos de teoria de Inferéncia
Causal um post do blog do Michael Nielsen, ref. [9]. Outras referéncias possiveis para o

estudo de teoria de Inferéncia Causal sdo as refs. [10, 11].

2.1 Estatistica e Causalidade

A estatistica € uma ciéncia presente na grande maioria das areas do conhecimento.
Utilizando a teoria de probabilidade como sua base, a estatistica consiste de estudos
sobre coleta, tratamento e interpretagdo de dados observacionais, de modo a possibilitar
a criagdo de modelos que expliquem um determinado fendmeno e, possivelmente, fazer
previsodes através de tal modelo.

Por muitas vezes, o tratamento estatistico de um fendmeno considera impli-
citamente a interpretacdo frequencista de probabilidade'. Assim, considera-se que as
frequéncias relativas geradas pela composicdo e andlise de dados coletados para um
estudo estatistico determinam, no limite em que o ntimero de observagdes seja muito

grande, a distribuicdo de probabilidade associada a tais observagdes.

A estatistica pode trazer muita informacgdo sobre um determinado fendmeno.
Entretanto, a interpretagdo de resultados estatisticos pode gerar inferéncias erroneas,
principalmente no que se refere a atribuir relacdes de causalidade entre elementos de um
fendmeno estudado.

T USED T THINK, THEN I TOK A | [ SOUNDS LIKE THE
CORRELATION mPuED STATISTICS CLASS. cmss HELPED.
CAUSATION. Now T DON'T WELL, MFNBE

ERlElLE

https://xkcd.com/552/

1 A consideragéo é implicita pois a interpretagdo frequencista é intuitiva, dado que ela relaciona

frequéncias relativas com probabilidades.


https://xkcd.com/552/

30 Capitulo 2. Causalidade

O objetivo de um estudo estatistico é descobrir e analisar correlagdes entre objetos
estudados. Correlacdo pode ser pensada como o oposto de independéncia, ou seja, ha
correlacdo entre dois eventos A e B se

p(a,b) # p(a)p(b). (2.1)

2.1.1 O Paradoxo de Simpson

O paradoxo de Simpson é um exemplo que mostra o quanto a observacdo
de eventos puramente estatistica pode ser enganosa, de modo a gerar conclusdes
contraditdrias, dependendo da maneira com que os dados sejam tratados. Aqui, o

paradoxo de Simpson serd apresentado através de um exemplo.

Exemplo 2.1.1. Apés a criagdo de um medicamento para o tratamento de uma determi-
nada doenca, este precisa passar por um teste de eficcia para, entdo, ser disponibilizado

para o tratamento de pessoas que possuem tal doenga.

Considere a realizacdo de um teste de eficicia para tal medicamento em que
80 individuos foram utilizados para fazer parte. Os individuos sdo separados em dois

grupos de mesmo ntimero, os chamados grupo de teste e o grupo controle.

O grupo de teste é composto por individuos que fazem uso do medicamento
em questdo, enquanto o grupo controle é composto por individuos que fazem uso de

placebo, comprimidos sem propriedades farmacolégicas.

O uso do placebo é necessario pois é preciso analisar a recuperagdo dos indi-
viduos por qualquer outro possivel fator desconhecido. Desta forma, a estatistica do
grupo controle serve para ser comparada com a estatistica do grupo teste, dado que
tanto no grupo teste quanto no grupo controle, os fatores desconhecidos que podem
influenciar na recuperagdo do individuo sdo considerados existentes, sendo a tinica
diferenca entre os grupos portanto, o uso do medicamento a ser testado.

1“7

O efeito considerado no teste é a recuperacdo do individuo. Denotaremos por “e
a ocorréncia do efeito, “—e” a ndo ocorréncia do efeito, “n,” o nimero de individuos de
um grupo especifico que apresentaram o efeito e “N;” o nimero total de individuos

“" 7

deste mesmo grupo. O grupo de teste serd represen’cado2 por “c”, enquanto o grupo
controle serd representado por “—c”. A taxa de recuperagdo de um determinado grupo é

. . n .
a frequéncia relativa —. A tabela a seguir apresenta os dados levantados neste estudo:
8

2

“" “ 1
9

As letras “c” e “e” sdo utilizadas para denotar causa e efeito.



2.1. Estatistica e Causalidade 31

e | —e | Ng | Taxa de recuperacdo
c 20 | 20 | 40 0,5
—c |16|24 | 40 0,4
c+-c| 36|44 | 80 0,45

Tabela 1 — Tabela de dados estatisticos levantados em um teste de eficacia de um medi-
camento.

Pela interpretacdo frequencista de probabilidade, ao considerar que o ntimero
de individuos sujeitos ao teste é suficientemente grande para assumir que as frequén-
cias relativas sdo aproximadamente as probabilidades sobre os eventos, as seguintes

probabilidades condicionais sdo obtidas:
p(elc) =0,5 (2.2a)

e

p(e|—c) =0,4. (2.2b)

Como p(e|c) > p(e|—c), isso indica que uso do medicamento melhora a taxa de recupe-
ragdo. Portanto, conclui-se que o medicamento tem eficdcia no combate a doenga.

Ao adicionar um novo detalhe a anélise, separando os individuos testados por
sexo, os dados desta nova estatistica sdo representados de acordo com as tabelas a

seguir:
Homens | e | —e | Ng | Taxa de recuperagio
c 18 | 12 | 30 0,6
—C 7 1 3 [10 0,7
c+-c | 25|15 | 40 0,625

Tabela 2 — Tabela de dados estatisticos considerando apenas os homens sujeitos a expe-
riéncia.

Mulheres | e | —e | Ng | Taxa de recuperagio
c 28|10 0,2
—C 9 | 21| 30 0,3
c+-c | 11|29 | 40 0,275

Tabela 3 — Tabela de dados estatisticos considerando apenas as mulheres sujeitas a
experiéncia.

Serd utilizado “h” para representar os homens e “m” para representar as mulhe-

res nessa nova andlise. Fazendo a mesma consideracao feita anteriormente com relagdo
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as frequéncias relativas, os dados das tabelas nos levam as seguintes probabilidades

condicionais:
p(elc,h) = 0,6, (2.3a)
p(e|—c,h) =0,7 (2.3b)
e
p(elc,m) = 0,2, (2.30)
p(e|—c,m) =0,3. (2.3d)

As relagdes entre as probabilidades nessa nova andlise sao:

plelc,h) < p(e|—c, h), (2.4a)
p(elc,m) < p(e|—c, m). (2.4b)

Essas relagdes levam a conclusdo de que os homens tém chances maiores que as das
mulheres de se recuperar da doenca naturalmente, e que, tanto para homens quanto
para mulheres, o remédio acaba diminuindo as chances de recuperagio dos individuos.

Ou seja, inicialmente, concluiu-se que o remédio tinha eficdcia no tratamento
da doenca. Entretando, depois de avaliar separadamente os homens e as mulheres

participantes do teste, concluiu-se exatamente o oposto, levando ao paradoxo.

Neste exemplo do paradoxo de Simpson, observa-se a existéncia de uma correla-
¢do entre o uso do medicamento e a recuperagdo da doenga, além de uma correlagdo
entre o sexo dos individuos e a recuperacdo da doenga. Afinal, o remédio seria respon-
savel por fazer o individuo se recuperar? Ou, pelo contrério, atrapalha a recuperagdo
do individuo? Estas questdes nos direcionam ao nosso objetivo: Diferenciar correlagdes
genuinas de correlacdes espiirias® e descobrir as relagdes causais por tras das correlagdes

genuinas.

O paradoxo de Simpson ilustra o quanto um estudo estatistico pode ser enganoso.
Ao longo deste capitulo, serdo introduzidas diversas ferramentas da Teoria de Inferéncia
Causal. O uso destas ferramentas reforca certas conclusdes extraidas das estatisticas e

descarta outras, tornando os resultados muito mais confidveis.

A solugdo do paradoxo se da pelo fato de que a varidvel “sexo” foi inclusa depois
que o estudo estatistico foi elaborado. E sempre possivel, a partir de dados estatisticos,
manipular subpopulagdes dos dados, de modo a simular correlagdes entre coisas que
ndo estejam inclusas na andlise estatistica inicialmente. Note que nas tabelas 2 e 3,

o nimero de individuos no grupo teste é muito diferente do nimero de individuos

3 Uma correlagio espuria é uma correlacao sem significado, quando dois objetos exibem um comporta-

mento que se assemelha a um comportamento interdependente, mas que na verdade nédo é (também
conhecida popularmente como “mera coincidéncia”).
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no grupo controle. Essa diferenca faz com que as taxas de recuperac¢do ndo facam
sentido. Sendo esses niimeros uma consequéncia da inclusao do sexo dos individuos na
estatistica original, qualquer inferéncia com relagdo ao sexo dos individuos é incorreta
nessa estatistica. A tabela 1 contém dados tratados de maneira correta, inclusive com a
intervengdo sobre o uso do medicamento. O significado de “intervenc¢do” ficara claro no
decorrer desse capitulo.

No dia a dia, é comum sermos bombardeados com informagdes incompativeis,
como: “Comer ovos fritos traz problemas cardiacos” e “Comer ovos fritos traz beneficios
para o coracdo”. Informacgdes espalhadas dessa maneira costumam ser originadas pelo
tratamento incorreto de estatisticas, assim como no exemplo que ilustra o paradoxo de
Simpson. Muitos desses erros se originam quando, ao ser realizado um levantamento
de dados para um estudo estatistico, os experimentadores inferem rela¢des de causa
e efeito apOs perceberem correlagdes em subpopulagdes dessa estatistica, sem realizar
uma nova estatistica que permita avaliar se existem, de fato, tais relagdes causais.

A teoria de inferéncia causal fortalece o tratamento de dados estatisticos. Se
todo estudo estatistico se utilizasse da teoria de inferéncia causal, as inferéncias seriam
garantidas e as informagdes que nos bombardeiam no cotidiano seriam muito mais

confidveis.

2.2 Probabilidades, Grafos e Redes Bayesianas

No estudo de inferéncia causal, varidveis aleatdrias serdo utilizadas para repre-

sentar os elementos de um modelo causal.

Observagio. A partir de agora, adotaremos a convengdo de que sempre que uma varidvel
aleatoria for utilizada, o seu alfabeto serd representado pelo simbolo que identifica a
variavel (ex: X — X), pois estaremos interessados apenas no vetor de probabilidade
cujas componentes sdo associadas aos elementos do alfabeto da varidvel, ndo nos
elementos do espaco amostral.

Considere uma distribuicdo de probabilidade conjunta sobre o conjunto de
variaveis aleatérias X = {Xj, ..., X, }. Considere também um ordenamento fixo dessas
varidveis (i = 1,...,n). Nesse ordenamento, a sequéncia de varidveis {Xj,..., X;_1}
contém os chamados antecessores de X;. De acordo com a regra de Bayes, a probabilidade

conjunta sobre todas as varidveis de X é dada por

n
p(x1,...,%n) :Hp(xi|x1,...,xi_1). (2.5)
i=1

As relagdes de independéncia simplificam a probabilidade conjunta p(x1,...,x,). Con-

siderando que a probabilidade condicional de cada varidvel X; ndo seja sensivel ao
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condicionamento sobre todos os seus antecessores no ordenamento especificado acima,
tal distribuigdo serd sensivel a apenas um subconjunto de antecessores de cada variavel
X;. Cada termo existente no produtério do lado direito da eq. (2.5) pode ser substi-
tuido por uma probabilidade condicional envolvendo apenas este pequeno subconjunto
de antecessores. Tal subconjunto de antecessores serd assumido como o conjunto das

varidveis que exercem influéncia causal sobre X;.

2.2.1 Pais Markovianos

Definigdo 2.2.1 (Pais markovianos). Seja X = {Xj, ..., X;;} um conjunto ordenado de
varidveis com uma distribuicdo de probabilidades conjunta sobre todas essas varidveis.
O conjunto PA; = {pa,} C {Xj,..., X;_1}, denominado pais markovianos de X;, ou pais
de X;, € o conjunto minimo de antecessores de X; que o torna independente de todos os
outros antecessores. Assim, PA; é qualquer subconjunto de {Xj, ..., X;_1} que satisfaga

p(xilpa;) = p(xilx1, ..., xi—1), (2.6)

e que nenhum subconjunto de PA; satisfaca a eq. (2.6).

A utilizagdo dos pais markovianos para descrever a distribui¢do de probabilida-

des conjunta sobre todas as varidveis induz a seguinte forma para a regra de Bayes:

p(x1, ..., xn) = [ [ p(xilpa;). (2.7)
i=1

Observagio. Como foi mencionado no capitulo anterior, a regra de Bayes ndo preferencia
ordenamento de probabilidades condicionais. A utilizacdo dos pais markovianos para
descrever uma distribuicdo de probabilidade conjunta representa uma escolha especifica

de ordenamento de probabilidades condicionais.

Observagio. O ordenamento gerado pelo uso dos pais markovianos € ttil para o estudo
de causalidade, pois o conjunto PA; serd composto por todas as varidveis que sdo

possiveis causas da varidvel X;.

2.2.2 Grafos Direcionados Aciclicos - DAGs

Na maioria dos cendrios estudados nesse trabalho e em todo o estudo de teoria
de inferéncia causal, serdo utilizados Grafos Direcionados Aciclicos para ilustrar modelos
envolvendo rela¢des de influéncia causal. Para defini-los, vamos definir, primeiramente,
Grafos Direcionados.

Definicao 2.2.2 (Grafo direcionado). Um grafo G consiste de um conjunto de vértices
V ={Vy,...,V,} e um conjunto de arestas A = {Ay,..., An}, onde cada aresta A; € A
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conecta um par ordenado de vértices (V], Vi) € V. As arestas sdo direcionadas, ou seja,
possuem um sentido de incidéncia bem definido.

Dois vértices conectados por uma aresta em um grafo G sdo chamados de
adjacentes. Um caminho ¢ é uma sequéncia de vértices (V;,...,V,) C V em que os
vértices Vi e Vi1 sdo adjacentes para todo k. Um caminho c é dito orientado se para todo
par de vértices adjacentes (Vj, Vi, 1) em um caminho c, a aresta que os conecta parte
de Vi e chega em Vi 1. Um ciclo orientado em G é um caminho orientado fechado, ou
seja, V; = Vi, Com isso, podemos agora definir a classe de grafos que serd de nosso

interesse.

Definicao 2.2.3 (Grafo Direcionado Aciclico). Um grafo direcionado aciclico G é um grafo
direcionado livre de ciclos orientados.

Observagio. Utilizaremos a sigla DAG para nos referir a grafos direcionados aciclicos,
devido ao seu termo em inglés directed acyclic graph.

O grafo gerado pela remocado do direcionamento das arestas de G é denominado
esqueleto de G.

Exemplo 2.2.1. A imagem abaixo ilustra um DAG.

Ay / N

Figura 2 — Grafo direcionado aciclico com V = {Vy,V,, V3,V } e A = { A1, Ay, A3z, As}.

Definicao 2.2.4 (Rede Bayesiana). DAGs utilizados para representar relagdes temporais

ou relagdes causais sdo chamados de redes bayesianas.

Em uma rede Bayesiana, cada vértice V; € V representa uma variavel aleat6ria
X; € X. Os pais de uma varidvel X; sdo todos os vértices do grafo conectados a X; por

uma aresta que parte de X; € PA; e chega em X;.

Exemplo 2.2.2. O grafo da fig. 2, ao representar um conjunto de varidveis aleatérias
X = {Xj, Xy, X3,X4} com uma distribui¢do de probabilidade conjunta P, exibe os
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seguintes conjuntos PA;:

PA; = O,
PA; = Q)
PA; = {X1, X2},
PA; = {X», X3}

(2.8)

Dessa forma, o seguinte ordenamento da regra de Bayes para tais varidveis é induzido

pelo grafo:
p(x1,x2,x3,x4) = p(x1)p(x2) p(x3]|x1, x2) p(x4] X2, X3). (2.9)

Definicdo 2.2.5 (Compatibilidade de Markov). Se uma distribuicdo de probabilidade P
admite a fatoracdo da eq. (2.7) relativa a um DAG G, dizemos que G representa P, ou G

e P sdo compativeis, ou P é correspondente markoviano de G.

A compatibilidade entre P e G é condi¢do necessaria e suficiente para explicar,

através de um DAG G, dados estatisticos capazes de gerar P.

2.3 O Critério de d-separacdo

Uma maneira de caracterizar distribui¢des de probabilidade compativeis com
um DAG G é através da verificagdo de que independéncias condicionais representadas
em G devem ser satisfeitas por P. Existe um critério, denominado critério de d-separagio,
que relaciona certos tipos de estrutura de um DAG G com rela¢des de independéncia
condicional nas distribui¢des de probabilidade compativeis com G. Esse critério é
nomeado dessa forma para explicitar que a simples separacao entre dois vértices V; e Vi
através de um vértice V; conectado aos dois ndo implica na condigdo (X; I Xi|X;)p, mas
que separagdes com direcionamento especifico ja sdo capazes de implicar tais rela¢Ges.

Assim, a ideia de separagio direcional levou ao nome d-separacao.

Para definir o critério de d-separagdo, serdo considerados trés conjuntos disjuntos
de vértices em G: X, Y e Z. Assumiremos compatibilidade entre G e distribui¢des de
probabilidade sobre varidveis aleatérias X, Y e Z representadas pelos conjuntos de
vértices X, Y e Z em G.

Definicdo 2.3.1 (d-separagdo). Um caminho ¢ é d-separado, ou bloqueado, por um

conjunto Z de vértices se, e somente se,

(i) ¢ contenha uma correntei — j — kouum garfoi < j — k,sendoj € Z, ou

(ii) c contenha um colisor i — j < k, sendo j e todos os seus descendentes ¢ Z.
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O conjunto Z de vértices d-separa X de Y se, e somente se, Z bloqueia todos os caminhos

que unem os conjuntos de vértices X e Y.

A d-separagdo de X e Y devido a Z sera representada por (X L Y|Z)s. Um
caminho entre X e Y conectado por Z é denominado d-conectado, sendo representado
por (X ALY|Z)g.

Exemplo 2.3.1. O DAG a seguir serd utilizado para ilustrar as trés possiveis relacdes

I
O—0Q O
N

©

Figura 3 - DAG G com conjunto de vértices V = {1,2,3,4,5,6}.

entre os conjuntos X, Y e Z de vértices.

O

Representando, com as escolhas adequadas de vértices para pertencer aos con-
juntos X,Y e Z, os casos em que (X L Y|Z)g e o caso em que (X LY |Z)¢:

O © O x O

L lel/ |
OF—=Q// 9| ©—0 z O
\/ PN

© oY

@QX+—Z-—>Y b)X—>Z—Y

Z

Figura 4 — Casos em que o conjunto Z de vértices d-separa os conjuntos X e Y.
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O ©
X Y

O— ©

Ve

©
N
()z

Figura 5 — Caso em que Z d-conecta X e Y (X — Z <~ Y)

Teorema 2.3.1 (Implicagdes probabilisticas de d-separacdo). Para quaisquer trés conjuntos
disjuntos (X,Y,Z) de vértices em um DAG G e, para toda distribuicio de probabilidades P,

(i) (XLY|Z)g = (XLY|Z)p sempre que G e P forem compativeis.

(ii) Se (X L Y|Z)p é uma relagio de independéncia vdlida em todas as distribuicdes P
compativeis com G, entdo (X LY|Z)¢.

Demonstragido. A demonstragdo desse teorema nao sera realizada pois envolve ferra-
mentas de teoria de inferéncia causal que ndo sdo definidas nesse trabalho. Entretanto,

ela pode ser encontrada nas refs. [8] e [7, se¢cOes 2.4 e 2.9.1]. O

Observagdo. Como foi dito na defini¢do, a d-separagdo (X L Y|Z)s implica a indepen-
déncia condicional (X 1L Y|Z)p. Se na distribui¢do P ndo houver condicionamento em Z,

as relagdes de independéncia sdo invertidas:

(i) (XLY|Z)g = (XLY)p;

(i) (XLY|Z)g = (XLY)p.

Por exemplo, sem o condicionamento em Z, (X 4 Y)p nos casos representados nas
figuras 4a e 4b. Da mesma forma, (X L Y)p na fig. 5.

Teorema 2.3.2 (Condigdo de Markov Ordenada). Uma condigio necessdria e suficiente para
uma distribuicdo de probabilidade P ser compativel com um DAG G é que, condicionada em
seus pais markovianos em G, cada varidvel seja independente de todos os seus antecessores em
algum ordenamento de varidveis que concorde com as arestas de G.

Teorema 2.3.3 (Condicdo de Markov Parental). Uma condigio necessdria e suficiente para
que uma distribuicdo de probabilidade P seja compativel com um DAG G é que cada varidvel
seja independente de todos os seus ndo-descendentes em G, condicional a seus pais markovianos.
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Os teoremas 2.3.2 e 2.3.3 seguem da defini¢do de compatibilidade de Markov,
consistindo de duas maneiras distintas de determinar a compatibilidade entre G e P.

Definicado 2.3.2 (v-estruturas). Uma v-estrutura de um grafo G é um caminho composto
por trés vértices i,j,k € V, em que ocorra um colisor i — j < k.

Exemplo 2.3.2. O caminho composto pelos vértices 3,5,6 no DAG da fig. 3 é uma

v-estrutura.

Uma distribui¢do de probabilidade P pode ser compativel com dois grafos
distintos G e G'. O teorema a seguir dita restrigdes sobre G e G’ para que a distribui¢do
P seja compativel com ambos.

Teorema 2.3.4 (Equivaléncia Observacional). Dois DAGs G e G’ sdo observacionalmente
equivalentes se, e somente se, eles possuem o mesmo esqueleto e o mesmo conjunto de v-
estruturas.

Demonstragio. A demonstracdo desse teorema pode ser encontrada na ref. [12, pag.259]
O

A equivaléncia observacional imp&e uma restrigdo sobre as possiveis inferéncias
com relagdo ao sentido das arestas de um grafo ao utilizar apenas uma distribuicao de
probabilidades P compativel com G e G'. Assim, uma distribuigdo de probabilidades P
é capaz de garantir o sentido de algumas arestas de G. Outras hipo6teses e ferramentas
devem ser utilizadas para garantir o sentido das arestas restantes.

2.4 Intervencdes e Redes Bayesianas Causais

2.4.1 Intervencoes

Um estudo estatistico com o objetivo de determinar as rela¢gdes causais entre
as varidveis estudadas deve partir inicialmente de hipéteses sobre as relagdes de in-
dependéncia entre as varidveis. A partir de tais hipo6teses, constréi-se um DAG G que
as represente e, a partir daf, avalia-se se uma distribui¢do de probabilidades P obtida
através da observagio das varidveis em questdo é compativel com G, ou seja, se as cor-
relacdes observadas em P sdo representadas em G. Mesmo nesta etapa, ainda ndo é
possivel garantir relagdes causais entre as varidveis. Para inferir relagdes causais entre

variaveis é necessdrio checar como as varidveis se comportam através de intervengoes.

Defini¢do 2.4.1 (Intervencédo). Uma intervenc¢ado, ou acdo, sobre uma variavel aleatéria
é uma realizacdo forcada de um valor da varidavel. Uma intervencéo elimina a influéncia
dos pais markovianos sobre a varidvel.
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Uma probabilidade condicionada a um valor observado de uma variavel X é
representada por p(.|x). A mesma probabilidade condicionada a um valor for¢ado da
mesma varidvel serd representada por p(.|[faca(X = x)). Uma intervengdo realizada
sobre uma varidvel faz com que seja possivel checar a relacdo causal entre tal variavel e

seus descendentes.

Exemplo 2.4.1. Consideremos o seguinte DAG G:

@<z> Q

Figura 6 - DAG com V = {Xj, X3, X3, X4, X5}

Suponha que o DAG acima represente um modelo em que as véridveis represen-

tem as seguintes observagdes:

(i) X7 = Estacédo do ano;
(i) Xp = Ocorréncia de chuva;
(iii) X3 = Estado de um regador automatico de jardim;
(iv) X4 = Presenca de dgua na calgada;
(v) X5 = Perigo de escorregamento na calcada;
X7 € a tinica variavel ndo-dicotOmica:

X1 : Verdao — 0

Outono — 1

(2.10)
Inverno +— 2
Primavera > 4.
As variaveis X», X3, X4 e X5 sdo dicotdmicas, assim, assume-se
Xi :Sim — 0
(2.11)

Nao — 1,
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parai = 2,4,5. Ja para Xa:

X3 : Desligado — 0
(2.12)

Ligado — 1.

Como mencionado anteriormente, mesmo que uma distribuicao de probabilida-
des P obtida através da observacdo dessas varidveis expresse correlagdes entre elas, isso
ndo é suficiente para garantir que haja uma relagdo causal entre tais varidveis. Suponha
que deseja-se garantir a existéncia da aresta que liga X3 a X4, ou seja, deseja-se checar
se o regador automatico é capaz de deixar a calcada molhada ou ndo. Uma justificativa
possivel para a andlise dessa relagdo causal é que a 4gua lancada pelo regador é con-
centrada apenas sobre jardim, ndo chegando a cal¢ada. Para analisar tal relagdo causal,

uma intervengao seré feita sobre X3.

Ao realizar uma intervengao sobre X3 do tipo “faga(xsz = 1)”, isso significa que
o experimentador manteria o regador de jardim propositalmente ligado, fazendo uma
nova estatistica sobre as outras varidveis com essa condi¢dao. O mesmo deve ser feito

para “faga(x3 = 0)”. O grafo G’ gerado por esta intervengéo é:

)
) )

Figura 7 — Dag G’ gerado pela intervencao sobre a variavel Xs.

A distribuigdo de probabilidade resultante da operagéo faga(xz = 1) é
Ptaca(xs=1) (X1, X2, X4, X5) = p(x1) p(x2|x1) p(xa|x1, X2, faca(xs = 1)) p(x5]xs).  (2.13)

Se a partir dessa nova distribuicdo, forem obtida as rela¢des

p(xy = Olfaca(xz = 1)) > p(x4 = O|faga(x3z = 0) (2.14a)
e
plxs = lfaca(xs = 0)) > p(xs = 1lfaga(xs = 1)), (2.14b)

isso indica que, de fato, a varidvel X3 tem uma influéncia causal sobre X;.
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Este exemplo demonstra a diferenga entre observagio e agdo. O efeito da observa-
¢do de X3 = 0 é obtido por um condicionamento bayesiano simples p(x1, x2, X4, X5|x3 =
0), enquanto que o efeito da agdo “faca(x3 = 0)” implica um condicionamento so-
bre uma modificagdo do grafo inicial G, eliminando as arestas que ligam PA3 a X3.
Utilizando-se apenas da observacdo x3 = 0, poderia existir uma tendéncia de inferir
que X; corresponda a uma estagdo seca, portanto X, corresponda a falta de chuva e, por
esse motivo, o regador estd ligado (x3 = 0), e assim por diante. Esse tipo de inferéncia

jamais poderia ser realizado em um cendrio envolvendo intervengdes.

2.4.2 Redes Bayesianas Causais

Definicdo 2.4.2 (Rede Bayesiana Causal). Considere uma distribui¢do de probabilidades
P sobre um conjunto V' de varidveis aleatorias. Definimos uma distribui¢ao Pg,,(x) cOMo
a distribui¢do resultante da intervencdo “faga(x)” em P, reduzindo o subconjunto X
a constantes x. Seja Pg,c,(x) 0 conjunto de todas as distribui¢des Pra(x), X € V, a
distribui¢do que ndo envolva interven¢des. Um DAG G é uma Rede Bayesiana Causal

compativel com Pg,, () e, e somente se, as seguintes condigdes sdo vélidas para todo

Pfaga(x) € Pfaga(x):

(1) Praca(x) € compativel com G;

(i) p(vilfaga(x)) = 1V V; € X sempre que v; for consistente com a agdo X = x, ou
seja, sendo V; uma das varidveis sobre as quais hd uma intervengao, a varidvel

assume o valor v; deterministicamente.

(iii) p(vi|pa, faca(x)) = p(vilpa;) V Vi € X sempre que pa, for consistente com a agao
X = x, ou seja, cada p(v;|pa;) seja invariante sob interven¢des que ndo envolvam
Vi.

A def. 2.4.2 impde restri¢des na distribuigao Pg,¢,(x) que possibilitam codifica-la
na forma de uma tinica rede Bayesiana G. Tais restricdes permitem escrever qualquer

distribuigdo Pf,c,(y) na forma

p(vlfaca(x)) = [ p(vilpa;), (2.15)
{i|Vi¢ X}

de modo que isso justifica o procedimento de arestas, como na eq. (2.13).

Redes Bayesianas Causais possuem as seguintes propriedades:

(i) Para todo i,
p(vilpa;) = p(vilfaca(pa;)), (2.16a)
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(ii) Para todo i e para todo subconjunto S de varidveis disjuntas de V; U PA;,
p(vilfaca(pa; s) = p(vilfaga(pa;)). (2.16b)

A propriedade (i) torna cada conjunto PA; exdgeno relativo a seus descendentes
V;, garantindo que a probabilidade condicional p(v;|pa;) coincida com o efeito de
configurar PA; em pa; por controle externo. A propriedade (ii) expressa o fato de que
apenas os PA; possam influenciar seus descendentes V;, ou seja, V; é invariante por

intervencoes sobre varidveis ¢ PA;.

2.5 Modelos Causais Funcionais

Nessa secdo, serdo definidos os chamados modelos causais funcionais. Esses mo-
delos sdo poderosos por descreverem o funcionamento de cada varidvel envolvida em
funcédo de seus pais markovianos, diferentemente das redes Bayesianas causais, que

determinam a existéncia de relagdes causais, mas nada dizem sobre como elas se dao.

Apesar dessa descri¢do, os modelos causais funcionais ndo deixam de represen-
tar a natureza probabilistica dos fendmenos estatisticos, no sentido de que se ao saber
como uma varidvel do modelo se comporta em funcdo de todos os seus pais markovia-
nos e, ainda assim, os valores observados da varidvel ndo se comportam de maneira
deterministica, isso sugere que existam fatores ndo observados gerando flutuagées no

comportamento previsto para a varidvel.

Definic¢do 2.5.1 (Modelo Causal Funcional). Um modelo causal funcional consiste de

um conjunto de equagdes da forma
xi = filpa,u;), i=1,...,n, (2.17)

expressando que uma varidvel aleatéria é uma fungio dos seus pais markovianos PA; e
de variadveis Uj;, essas tltimas representando perturbacdes devidas a fatores omitidos

no modelo e desconhecidos pelo experimentador.

Defini¢do 2.5.2 (Modelo de Equagao Estrutural Linear). Um modelo de equagao estru-

tural linear é uma relagdo do tipo
Xi= Y wpXp+up, i=1,...,n (2.18)
k#i

Sao associados coeficientes a; nulos as varidveis X ¢ PA;, impondo a dependéncia de

cada varidvel apenas aos seus pais markovianos e a perturbagdes U;.

As relagdes causais funcionais expressam o senso comum das ciéncias naturais

sobre o funcionamento da natureza. Tais relacdes podem ser interpretadas como a



44 Capitulo 2. Causalidade

maneira que a natureza determina um valor x; para a varidvel X; de acordo com todos
os possiveis valores de PA; e U;. Apesar deste senso comum, veremos no proximo
capitulo (segdo 3.3.2) que a natureza, por vezes, ndo permite que aleatoriedade seja
justificada pela falta de conhecimento sobre os fatores externos U;, indicando que a

natureza é intrinsecamente aleatodria.

Um modelo causal funcional é denominado semi-markoviano se os valores das
varidveis X sdo unicamente determinados pelos valores das varidveis U. Assim, a
distribui¢do de probabilidade p(x1, ..., x,) é unicamente determinada pela distribuigdo
p(uy, ..., uy) das perturbagdes U;. Um diagrama causal G é denominado markoviano se

cada varidvel U; for independente de todas as outras U;, j # i.

Observagido. Apesar de uma distribui¢do de probabilidade ter sido assumida para as
varidveis de perturbacdo U;, isso ndo implica que essa distribuicdo possa ser obtida
por observagdes, dado que tais varidveis ndo sdo observadas. Tal distribui¢do é as-
sumida simplesmente para completar a distribuicdo do modelo e, assim, justificar o

comportamento das varidveis observadas X;.

Defini¢do 2.5.3 (Diagrama Causal). Um diagrama causal é um grafo G gerado, a partir
de um modelo causal funcional, ao adicionar arestas partindo de cada varidvel em PA; e

chegando em X, para todas as varidveis representadas no grafo.

Teorema 2.5.1 (Condi¢do de Markov Causal). Todo modelo funcional causal markoviano M
induz uma distribuigdo p(x1, ..., xy) que satisfaz a Condicdo de Markov Parental relativa ao

diagrama causal G associado a M.

Demonstragio. Considerando que o conjunto PA; U U; determina unicamente o valor
de X;, a distribuicdo de probabilidades p(xy,..., Xy, uy,...,uy) é compativel com o
DAG aumentado G(X, U) em que as varidveis U sdo representadas explicitamente. A
condi¢do de markov sobre a distribui¢do marginal p(x, ..., x,) segue da d-separacdo
em G(X,U). O

Em geral, serdo utilizados neste trabalho apenas modelos markovianos. Consi-
deraremos que se uma variavel de perturbacdo U; tiver alguma influéncia sobre outra

varidvel que ndo seja a varidvel X;, ela devera ser tratada como um covariante.

Definicao 2.5.4 (Covariante). Um covariante é um conjunto C de vértices de um diagrama
causal G que representa uma influéncia ndo-observada comum a dois outros conjuntos
XeYemG.

Diferentemente das varidveis de perturbacdo U; mencionadas anteriormente,

os covariantes sdo representados explicitamente no grafo, e como um covariante é
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inacessivel, ele ndo é representado em uma distribuicdo de probabilidades P compativel
com G.

Exemplo 2.5.1. A imagem a seguir ilustra um covariante C em um DAG G.

. N
B
. .
. N
B .
. .
. .
B .
. .
. .
B .
. .
. .
B .
. .
. .
B .
» R

Figura 8 — Representacdo de um covariante C e sua influéncia sobre dois conjuntos X e
Y em um DAG.

Para mais detalhes sobre tratamento de DAGs com covariantes podem ser en-
contrados na ref. [7, p.78-84].

Observacdo. Aos leitores familizarizados com teoria de Nao-localidade, as variaveis
ocultas responsaveis por definir o conjunto de correla¢des locais, definidas na se¢do

3.3.2, correspondem a uma classe dos covariantes aqui definidos.

2.6 Calculo de Intervengdes

O Calculo de Intervengdes é uma ferramenta ttil para obter probabilidades
condicionadas a interven¢des sem que intervencgdes sejam, de fato, realizadas sobre as
varidveis. Na prética, muitas varidveis podem ndo estar acessiveis para intervengdes,
de modo que o observador pode ser limitado a apenas observar tais varidveis. Isso
pode ser visto no ex. 2.4.1, dado que as tinicas varidveis sobre as quais é possivel
intervir sdo X3, X4 e X5, as varidveis X; e X, representam elementos da natureza que o

experimentador ndo controla. Por esse motivo, o Célculo de Intervengdes é util.

Considerando trés conjuntos disjuntos X, Y e Z de vértices em um DAG causal
G, Gx denotard o grafo obtido pela remogao de todas as arestas que chegam em X em
G, e Gx representara o grafo obtido pela remogédo de todas as arestas que partem de X.
A notacdo p(.|faga(x)) serd substituida por p(.|%) por simplicidade, dado que h4, neste

momento, mais intuigdo sobre a diferenca entre observacado e intervencao.

Teorema 2.6.1 (Regras do Calculo de Intervencgdes). Seja G um DAG associado a um modelo
causal funcional e P a distribuigio de probabilidades induzida pelo modelo. Para quaisquer
subconjuntos disjuntos X,Y e Z de varidveis, as seguintes regras sio vdlidas:
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(i) Insercdo/remogio de observagoes:

p(xly,z) = p(xly) se (X LZ[Y)g. (2.19a)

(i1) Permutagio entre observacio e agio:

p(xly,2) = p(xly, z) se (X LZ[Y)c,. (2.19b)

(iii) Insercdo/remocio de agoes:
p(xly,2) = plxly) se (XL Z|Y)c (2.19¢)

Demonstragido. A demonstracdo da validade destas regras pode ser encontrada na ref.
[7, p.86]. 0

Coroldrio 2.6.1. Um efeito causal p(x1, .. .,x]-|21, ..., 2x) € identificdvel em um modelo ca-
racterizado por um grafo G se existe uma sequéncia finita de transformagdes, cada uma de
acordo com as regras do teo. 2.6.1, que reduza p(xy, .. .,leil,. .., 2r) a uma expressio de

probabilidades que envolva apenas varidveis observadas, e nio envolva intervengoes.

Exemplo 2.6.1 (Derivando efeitos causais por observagdes). Considere o seguinte DAG:

.ot

Expressaremos, utilizando as regras do teorema 2.6.1, diferentes probabilidades

condicionadas a intervengdes através de probabilidades condicionadas a observagoes:

(I) Efeito causal de X sobre Z (p(z|X)): Sera utilizada a regra (ii) neste caso. Para isso,

é necessdrio analisar o grafo Gx:

..t
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(I1)

Neste grafo, ndo hd aresta partindo de X e chegando em Z. O tinico caminho que
conecta as duas varidveis é X <— C — Y <— Z que s0 passa a ser d-conectado por
Y ao haver condicionamento em Y. Ndo havendo condicionamento, o caminho é

d-separado. Portanto, como (X L Z)g,
p(z[%) = p(z[x). (2.20)

Efeito causal de Z sobre Y (p(y|2)): Nao é possivel utilizar a regra (ii) aqui. Isso

pode ser percebido ao analisar o grafo Gz necessdrio para essa regra:

Gz TN
= . '\
. '
o R
SN R
DA .
i DR

O caminho queligaYaZ é Z <— X <— C — Y que é d-conectado por ndo haver
condicionamento em X: (Y & Z)¢,. Para bloquear este caminho através de X,
devemos checar o condicionamento em X, incluindo-o na analise de p(y|2):

p(y|2) = prylz Y p(x[2)p(ylx, 2). (2.21a)

E necessdrio remover agora Z dos dois termos do lado direito da equagdo (2.21a).
Utilizando a regra (iii) para o termo p(x|Z), remove-se o condicionamento em 2

pois (X L Z)g,, como mostrado no item (1). Portanto,
p(x[2) = p(x). (2.21b)

Retomando a analise inicial de Gz para modificar o termo p(y|x, 2) na eq (2.21a),
vemos que agora o caminho que conecta Y a Z é d-separado por X: (Y 1L Z|X)¢,,

portanto, podemos utilizar a regra (ii):

p(ylx,2) = p(ylx, z). (2.21c)

Dessa forma, reescrevemos a expressao p(y|2) apenas em termos de observagdes:

p(y|2) = Zp p(y|x,z) (2.21d)

Este exemplo serve para ilustrar a for¢a do célculo de intervengdes, reafirmando

que através dele, é possivel determinar efeitos de intervencdes utilizando observagdes

realizadas da maneira correta.
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Vimos nesse capitulo que inferir relagdes causais a partir de correla¢des é uma
tarefa nao-trivial e que deve ser tratada com cautela, além disso, apresentamos diversas
ferramentas que permitem garantir quando correlag¢des sdo originadas por relagoes

causais.

O proximo capitulo consiste da teoria de Nao-localidade, que é baseada no
estudo de tipos de correlagdes entre varidveis. Ter em mente a distingdo entre correla¢des
e relacOes causais serd util na discussao de seu contetido, além de poder trazer mais

intuicdo sobre os conceitos envolvidos.
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3 N3o-localidade

Neste capitulo, uma breve introducéo a teoria de Nao-localidade seré feita. O
estudo de Nao-localidade foi motivado pela descoberta de que a Mecéanica Quantica,
teoria desenvolvida para descrever o comportamento de objetos microscépicos, prevé
diversos fendmenos que sdo dificeis de compreender sob a luz da Mecénica Cléssica,
reforcados por um vasto ntiimero de confirmagdes experimentais. Um desses fendmenos
é o emaranhamento, um tipo de correlacdo que as partes de um sistema quantico podem
exibir, e que ndo é possivel de ser explicado classicamente. O emaranhamento e outras
correlagdes que a mecanica quantica prevé, e que sao incompativeis com a Mecéanica
Classica, sdo englobados nas chamadas correlacdes nao-locais.

Ao leitor interessado em se aprofundar na teoria de Nao-localidade, é indicado
ler a ref. [13], na qual boa parte desse capitulo foi baseada. Para uma introdugédo a
mecanica quantica, as refs. [14, 15]. Outra 6tima referéncia para uma introdugao a
mecanica quantica, mais voltada para a area de Computacao e Informagdo quantica é a
ref. [16].

3.1 Geometria Convexa

Iniciaremos o estudo de Nao-localidade através da introducao de certas ferra-

mentas de geometria convexa, que serdo a base de todo este estudo.

Definigao 3.1.1 (Conjunto Convexo). Um conjunto S C RN é convexo se, para quaisquer
elementos sy es; € S,
as1+ (1—a)s, €S, a €0,1]. (3.1)

Analisando geometricamente o conjunto convexo S em um espago Euclidiano
RY, a sua principal caracteristica é que, ao unir os pontos s; e s, por um segmento de

reta, todos os pontos deste segmento de reta pertencerdo a S.

Definic¢dao 3.1.2 (Combinacdo Convexa). Uma combinagio convexa s de elementos s;

pertencentes a um conjunto convexo S é também um elemento de S, sendo definido por
s=Y ajs;, (3.2)
i

a; €[0,1]eY;a; =1.

Definicao 3.1.3 (Elemento extremal). Um elemento s; € S é extremal se ndo puder ser

escrito como combinagdo convexa de outros pontos pertencentes a S.
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Definicio 3.1.4 (Fecho convexo). O fecho convexo S de um conjunto qualquer S C RN é

0 menor conjunto convexo que contém S.

Exemplo 3.1.1. Considere o conjunto de pontos S C R>:

S = {s1,52,53,54} = {(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}, (3.3)

o fecho convexo S é o tetraedro de vértices sq, S, 53, 54, representado na imagem abaixo:

5S4

%]

53
52
Figura 9 — Fecho convexo S do conjunto de pontos S.

Alguns conjuntos de interesse para o estudo de ndo-localidade sao aqueles
representados por fechos convexos de conjuntos finitos de pontos. Esses conjuntos sdo
denominados Politopos.

Definicao 3.1.5 (Politopo). Um politopo é um conjunto representado pelo fecho convexo
de um conjunto finito de pontos S C RY.

Observagio. Rigorosamente, ndo é necessdrio que um politopo seja convexo. Entretanto,
como neste trabalho apenas politopos convexos serdo utilizados, a defini¢do foi restrita

para esse caso.

Os vértices de um politopo sdo os pontos extremais desse conjunto. O conjunto
representado por S na fig. 9 é um politopo, pois é o fecho convexo de um conjunto
finito de pontos.

Definigdo 3.1.6 (Hiperplano de Suporte). Considere um vetor a € RN e uma constante
b € R. Um hiperplano H = {h € RN|a-h = b} é um hiperplano de suporte de um
conjunto convexo S C RN, se HN S contém pelo menos um elemento e o semiespago
H;, satisfaz a relagio S C He = {h € RNV|h-a < b}.

Um resultado de geometria convexa, denominado Teorema de Minkowski, diz que

um politopo S pode ser representado equivalentemente de duas maneiras:
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(i) Representagio V: Nessa representacgdo, o politopo é descrito como o fecho convexo
de um conjunto finito de pontos S = {s1,...,5,}:

3:{PE]RN p=) asi, & >0,Yi Zcxizl}. (3.4a)
i i

(ii) Representagio H: Nessa representacdo, o politopo é descrito como a interse¢do de

um numero finito de semiespacos:
gz{pG]RN|ai-p2 bi,VieI}, (3.4b)

em que {(a;, b;),i € I} denota o conjunto finito de desigualdades. As desigualda-
des que definem um politopo sdo denominadas facetas do politopo.

Observagdo. Para tais representacdes, assume-se implicitamente a ideia de minimali-
dade, no sentido de que é possivel representar um determinado politopo como o fecho
convexo de um ndmero arbitrario de pontos na representagdo V, ou equivalentemente,
como a interse¢do de um ntimero arbitrdrio de semiespagos na representacao H. En-
tretanto utilizamos sempre o nimero minimo de vértices ou semiespagos capazes de

caracterizar o politopo.

3.2 Abordagem Independente de Dispositivos

Neste trabalho, caracterizaremos conjuntos de correla¢des utilizando uma abor-
dagem denominada Independente de Dispositivos. A natureza dessa abordagem é expressa
pelo uso das chamadas caixas pretas. Uma caixa preta é um objeto matematico que re-
presenta um conjunto de fung¢des, ou entradas, para cada qual, hd um conjunto de
resultados associado. Se pensarmos em uma caixa preta como a representagdo de um
dispositivo envolvendo sistemas fisicos, é possivel considerar que suas entradas sejam

medigbes em sistemas.

As caixas pretas recebem esse nome de modo a ilustrar a ideia de independéncia
de dispositivos, no sentido de que hd méxima ignorancia sobre o funcionamento das
caixas, assim, a descri¢do que traz o maximo de informacgdo sobre as caixas envolve
apenas distribui¢des de probabilidades de resultados de entradas condicionados as

escolhas dessas entradas.

Observagio. Nao faz sentido considerar que uma caixa preta seja, em geral, uma repre-
sentagdo de medicOes e resultados em um sistema fisico. Entretanto, por ser sempre
possivel obter uma descri¢do de uma caixa preta a partir de um conjunto de medigdes
em um sistema fisico, faremos uma extrapolagdo nesse sentido, considerando que caixas
pretas sejam, de fato, a representacdo de medigdes e resultados em sistemas fisicos,
destacando que muitos desses sistemas nao sao reais. A partir desta ideia, sempre

chamaremos as entradas de uma caixa preta de medigoes.



52 Capitulo 3. Nao-localidade

Exemplo 3.2.1. Uma caixa preta que descreve um experimento em que é possivel
fazer alguma medicdo x; € X = {xo,...,x,-1}, cada qual com possiveis resultados

A ={ay,...,a,_1} pode ser representada pela figura a seguir:

X

!

'
A

Figura 10 — Caixa preta representando as possiveis medicoes x; € X e possiveis resulta-
dosa; € A.

O motivo principal pelo qual a abordagem independente de dispositivos é
adotada neste trabalho é estudar as correlagdes que a teoria quantica permite, em
comparagdo com outros tipos de correlagdes. As distribui¢cdes de probabilidade que
podem ser obtidas através da teoria quantica serdo analisadas em conjunto com algumas
hipéteses fisicas que definem certos tipos de correlagdes. Tais hipéteses serdo expressas
como restri¢gdes sobre conjuntos de distribui¢des de probabilidade e a analise das

correlagdes serd realizada sobre conjuntos de correlagoes.

3.2.1 Caixas Pretas Simples

Definigdo 3.2.1 (Caixa Preta). Uma caixa preta’ P que descreve um conjunto de me-

2

digoes {my,...,my_1}, em que cada medi¢do possui~ um conjunto de resultados

{ro,...,tp-1}, é representada por uma matriz de dimenséo N x D:

p(rolmo) ... p(rolmn-1)
pP— p(r1.|m0) P(71|77.’1N—1) ’ (3.5)
p(rp-1|lmo) ... p(rp-1lmn-1)

sendo p(r;|m;) a probabilidade de obter o resultado r; ao realizar a medigao m;.

Cada coluna da matriz P contém uma distribuicdo de probabilidade para todos

0s possiveis resultados r; condicionada a escolha de medigéo m;. Portanto, a soma de

Os termos “caixa preta” e “caixa” serdo utilizados de forma equivalente.

Aqui foi considerado que todas as medi¢des de uma caixa preta possuem o mesmo ntamero de
resultados possiveis. Essa condigdo nao é necessaria: E possivel analisar casos de caixas pretas com
diferentes quantidades de possiveis resultados entre as medigdes, entretanto estes casos ndo serdo de
interesse para esse trabalho.

2
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todos os elementos de cada coluna de P deve satisfazer a condicdo de normalizagdo
Y p(rilmy) =1, (3.6a)
i
além disso, cada elemento deve satisfazer a ndo-negatividade
p(rilm;) = 0. (3.6b)

E conveniente introduzir, sem perda de generalidade, um vetor p € RVN*P para repre-
sentar a caixa P:

p = [p(rolmo) p(r1lmo) ... p(rp-1lmo) p(rolmi) ...

(3.7)
. p(rD,1|m1) p(r0|mN,1) p(rD,1|mN,1)].

A condicdo de normalizagdo e a ndo-negatividade, expressos pelas egs. (3.6),
restringem os vetores p a um conjunto B(N, D) € RN*D,

Proposigdo 3.2.1. O conjunto B(N, D) é convexo.

Demonstragdo. Um vetor p pertence a B(N, D) se ele satisfaz as condi¢des de normaliza-
cao sobre todas as escolhas de medigéo e se p(r;[m;) > 0, V p(r;|m;) € p. Considerando
que p seja um vetor obtido por combinagao de caixas p1, p2 € B(N, D), ele é escrito

como
p =ap1+ (1—a)p. (3.8a)
Cada componente de p é entdo

p(rilm;) = ap1(rilm;) + (1 — a)pa(ri|m;), (3.8b)

como py(rilmj) > 0 e pa(rim;) > 0, a combinagdo convexa destes dois elemen-
tos implica que p(r;|m;) > 0V p(ri|m;) € p, satisfazendo assim a condigdo de nao-
negatividade. A condicao de normalizagao ¢é satisfeita se, para todo p(r;|m;),

Y p(rilm)) =1. (3.80)

Comop =ap1+ (1 —a)p2
Y p(rilmy) =} [api(rilmj) + (1 = &) pa(ri|m;)]

= [ (memm») +(1-a) (zpzmw)] (3.8d)

=a+1—-a=1

Assim, como qualquer vetor p obtido por combinagao convexa de dois vetores p1, p2 €
B(N, D) também pertence a B(N, D), conclui-se que B(N, D) é um conjunto convexo.
O
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As chamadas caixas deterministicas sdo aquelas que possuem, para cada escolha
de medigéo m;,

1, paraalgumi =k

p(rilm;) = { 0 v itk : (3.9)

As caixas deterministicas sdo vértices do conjunto B(N, D), pois nédo é possivel obter
tais caixas através de uma combinagdo convexa de outras caixas € B(N, D). O namero
de caixas deterministicas de B(N, D) é DN. Como essas caixas sdo 0s pontos extre-
mais do conjunto B(N, D) e qualquer outro ponto desse conjunto pode ser obtido por

combinagdo convexa de tais pontos extremais, conclui-se que B(N, D) é um politopo.

3.2.2 Caixas Pretas Bipartidas

Todas as anélises que serao feitas sobre nao-localidade se baseardo em algum
cendrio fixo. Um cendrio é definido pela especificagdo do ntiimero de partes de um
sistema, namero de medic¢Oes que cada parte é capaz de realizar, e nimero de resultados
possiveis de cada medicdo. Um cendrio de Caixas Pretas Simples é determinado pelo
conjunto B(N , D), no qual, o sistema é constituido de apenas uma parte. Jd um cendrio
com nuimero P de partes é determinado por um conjunto B(P, N, D). Este trabalho é
voltado para cendrios bipartidos, ou seja, cendrios que representam um sistema composto
por duas partes.

Observagido. As medigdes e os resultados serdo representados por varidveis aleatérias.
Assim, cada valor da varidvel “medigdo” representa uma escolha de medicdo possivel.

Da mesma forma, cada valor da varidvel “resultado” representa um possivel resultado.

Definic¢do 3.2.2 (Caixa Preta Bipartida). Uma caixa preta bipartida Pap representa um
sistema composto por duas partes A e B, em que a parte A pode realizar qualquer
medicdo de um conjunto X = {xo,...,xy—_1} de medigdes, e a parte B pode realizar
qualquer medic¢do de um conjunto Y = {y1,...,yn_1} de medi¢des. Cada medigdo da
parte A possui um conjunto de resultados possiveis {4y, ...,ap_1}, e cada medi¢do da
parte B possui um conjunto de resultados possiveis {by,...,bp_1}. Uma caixa preta

bipartida Psp é representada por uma matriz

p(ao, bo|xo, o) . p(ao, bolxn—1,YN-1)
ao, by|xo, ag, b1|xn_1, yn—
Pap — p(ag 1.| 0,40) . p(ag, by N 1,YN-1) ’ (3.10)
p(ap_1,bp_1|x0,v0) ... plap—1,bp_1|xN—-1,YN-1)

sendo cada elemento p(a;, bj|xx, ym) a probabilidade da parte A obter o resultado 4;
ap0s a escolha de medicdo x; e a parte B de obter o resultado b; ap6s a escolha de

medicao yy.
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Observagio. Na defini¢do 3.2.2, a caixa preta bipartida foi definida de forma que tanto o
nimero de medi¢des quanto o ntimero de resultados sdo os mesmos nas duas partes.
Essa restricdo ndo é necessdria em geral, sendo adotada aqui apenas pois ndo nos
preocuparemos com cendrios em que os nameros de medigdes e resultados de cada

particdo sejam diferentes.

Observagio. Repetiremos uma simplificacdo de notacdo adotada no cap. 1 em que os

indices que identificam os valores de uma variavel serdo omitidos.

Observagdo. Por motivo de tradi¢do na drea de Informagdo Quantica, os responsaveis
por fazer experimentos sobre os sistemas A e B serdo chamados de “Alice” e “Bob”,

respectivamente.

De maneira similar a caixa simples, cada coluna da matriz Ppog contém a distri-
buigdo de probabilidade sobre todos os possiveis resultados para da medigdo conjunta
de x e y. Dessa forma,

pr(a,b\x,y) =1. (3.11)

Utilizam-se probabilidades conjuntas sobre os resultados das duas partes con-
dicionadas as escolhas de medigdo de cada parte pois a ideia é analisar as correlacdes

entre os resultados das medic¢oes das duas partes.

Analogamente as caixas simples, uma caixa bipartida Paop também pode ser
representada por um vetor pap € RP**N* Em geral, conjuntos de caixas dependem,
além do ntiimero de medig¢des e de resultados por medi¢do, do nimero de partes
que compdem. Por esse motivo, o conjunto de caixas bipartidas serd denotado por
B(2,N,D).

Proposic¢do 3.2.2. O conjunto (2, N, D) de caixas bipartidas é convexo.

Demonstragido. A demonstracdo pode ser feita utilizando o mesmo método utilizado
para a demonstragdo da prop. 3.2.1. Além disso, assim como o conjunto B (N,D), o
conjunto de caixas bipartidas B(2, N, D) também é um politopo. O

3.2.3 O Cenario CHSH

O cenario CHSH? é representado por um sistema composto por dois subsistemas,
sobre os quais é possivel realizar duas medi¢des em cada, com dois possiveis resultados
em cada medigdo. O conjunto que representa esse cendrio é o 3(2,2,2). A imagem
abaixo ilustra o cendrio CHSH.

3 Sigla utilizada devido ao trabalho de J. F. Clauser, M. A. Horne, A. Shimony, R. A. Holt, encontrado
na ref. [17].
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Alice Bob
{xo,21} X Y {vo,u1}
Y \

Pas
v v
{ag,a1} A B {bo, b1}

Figura 11 — Representacdo do cenario CHSH.

A probabilidade de obter o resultado de uma parte para uma dada escolha de
medicdo conjunta sobre as duas partes é obtida através da marginalizacdo sobre a

probabilidade conjunta:

plalx,y) =Y pla,blx,y), (3.12a)
b

p(blx,y) =Y _ pla,blx,y). (3.12b)

O numero de pontos extremais do politopo B(2,2,2) é igual ao nimero de
pontos extremais do politopo B(4,4), basta notar que a dimensdo de uma matriz
que representa uma caixa Pap € B(2,2,2) é a mesma de uma matriz que representa
uma caixa P € B(4,4). Assim, como o conjunto B(N, D) possui DN pontos extremais,
B(2,2,2) possui 4* = 256 pontos extremais.

3.3 Conjuntos de Correlacdes

Em um cendrio de ndo-localidade, as caixas Pap carregam correla¢des entre as
probabilidades de obtencao de resultados a e b condicionadas as escolhas x e y. Cada
tipo de correlagdo serd representada por um subconjunto de 53(2,2,2).

3.3.1 Correlagdes Nao-sinalizantes

Fisicamente, gostariamos de nos restringir a correlagdes nao-sinalizantes para
analisar as correla¢des permitidas no caso em que ndo hd informagdo sendo transmitida
entre Alice e Bob. Tal transmissdo de informagdo pode ocorrer quando a probabilidade
do resultado da medigdo sobre uma parte depende da escolha de medicdo da outra parte,
assim, nos restringiremos a casos em tal influéncia ndo ocorra. Além disso, assumimos
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a hipotese de livre escolha, que consiste em considerar que as escolhas de medicdo de

cada parte ndo dependam de outras variaveis.

Tentaremos, sempre que possivel, utilizar DAGs para representar os cendrios de
ndo-localidade. Entretanto, como tais DAGs devem ser compativeis simultaneamente
com todas as distribuigdes de probabilidade contidas em uma caixa, isso limita a
representacdo por DAGs, de modo que os resultados de cada parte serdo representados

por um tnico vértice que os englobe.

Defini¢do 3.3.1 (Correlagdo Nao-Sinalizante). Uma caixa Pag € B(2,2,2) é dita ndo-
sinalizante se todas as probabilidades marginais sobre a parte da Alice e sobre a parte do
Bob satisfazem as relacoes

p(alx,y) = p(alx), Vy, (3.13a)
p(blx,y) = p(bly), Vx. (3.13b)

Como dito anteriormente, a condi¢do de ndo-sinaliza¢do, expressa pelas egs.
(3.13), proibe que a escolha de medigdo sob cada parte influencie o resultado da outra

parte. O DAG a seguir ilustra as correlacdes ndo-sinalizantes.

Figura 12 — Representacdo geral de um sistema do cendrio CHSH correlacionado de
forma nao-sinalizante.

O conjunto de correla¢des ndo-sinalizantes no cendrio CHSH é um subconjunto
de B(2,2,2), dado que as correlagdes nao-sinalizantes satisfazem as condi¢des que
definem o conjunto B(2,2,2). O conjunto de correlagdes ndo-sinalizantes serd denotado
por N§(2,2,2),

O conjunto N'S(2,2,2) contém pontos extremais que ndo sdo pontos determinis-
ticos, gerados pela condicdo de ndo-sinalizag¢do. Tais pontos sdo as denominadas Caixas
PR. O termo “caixa PR” surgiu devido ao trabalho de Sandu Popescu e Daniel Rohrlich
[18], onde foram apresentadas pela primeira vez. Essas caixas sdo muito importantes

no estudo de Nao-localidade, e uma delas sera utilizada no préximo capitulo.
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As caixas PR sdo as seguintes:

105001 115010 115960 119600
PPRl:i{oom}r PPRZ:E{OOlO}' PPR3:§{0100]I PPR4:§[1000]
1110 1101 1011 0111

e A A L
PPRS:i{lMO}r PPR6:§{1101}I PPR7:§{1011}I PPR8:§[0111]
0001 0010 0100 1000

(3.14)

As caixas PR, apesar de serem pontos extremais do conjunto NS(2,2,2), ndo
sdo pontos extremais do conjunto B(2,2,2) pois podem ser obtidas por combinagao
convexa de outros pontos do politopo B(2,2,2).

O conjunto de correlagdes ndo-sinalizantes é também um politopo convexo,
assim como o conjunto B(2,2,2). Seus vértices sdo as oito caixas PR listadas acima e
16 dos 256 vértices de B(2,2,2). Esses 16 vértices de 3(2,2,2) sdo os tGnicos pontos
deterministicos que respeitam a condi¢do de nado-sinalizacdo expressa pelas eq. (3.13).
Nas refs. [19, 20] os autores apresentam justificativas para tais afirmagdes. Abaixo estdo
listadas as matrizes que representam tais vértices.

0000] 6909 2090 7999
Pr1= 0000/~ PLZ:{OOOO]’ PLS—{oooo}r PL4:{oooo}r
L0000 0000 0000 0000
(0000 6300 2000 1900
Pis = 10011 |- PL6:{0010}/ PL7—{0001}/ PLS:{OOOO}’
L0000 0001 0010 0011 (3.15)
i b T L
Pro= 17700~ PLlO:{looo}f PLll:{omo]f PLlZ:[OOOO]’
L0000 0100 1000 1100
(0000 0000 0000 0000
PL13: 11111~ PL14:{1010}1 PL15:|:0101}/ PL16—{0000}/
L0000 0101 1010 1111

Em resumo, as caixas deterministicas listadas acima e as caixas PR sdo os pontos
extremais do conjunto N'S(2,2,2). Tal conjunto é o fecho convexo desses pontos, assim,
N&(2,2,2) é também um politopo.

3.3.2 Correlacdes Locais

Definigdo 3.3.2 (Varidavel Oculta Local). Uma variavel oculta A é local se as medicoes

sobre cada parte ndo exercem influéncia sobre A. Essa hipétese é representada por
p(Alx,y) = p(A), VA € A (3.16)

Defini¢ao 3.3.3 (Correlacdo Local). Uma caixa Pag € N'S(2,2,2) é local se existe uma
variavel oculta local A que torna possivel escrever todos os elementos p(a,b|x,y) € Pap
como

(a,b|x,v) Zp (alx,A)p(bly,A), Va,b € A,B. (3.17)
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O conjunto de correlag¢des locais é um subconjunto do conjunto ndo-sinalizante,
dado que a eq. (3.17) representa uma nova restrigdo sobre o conjunto N'S(2,2,2). Tal
conjunto serd denotado por £(2,2,2). O conjunto £(2,2,2) é o fecho convexo das caixas
deterministicas Py;, assim, £(2,2,2) é também um politopo. Com o conjunto de correla-
¢Oes locais definido, chamaremos de correla¢des ndo-locais todas as que pertencerem a
regidao N'S(2,2,2) N £¢(2,2,2), ou seja, todas as correlagdes ndo-sinalizantes que ndo

pertencam ao conjunto de correlac¢des locais.

Teorema 3.3.1. Uma caixa Py, € local se, e somente se, pode ser escrita como
PAB = ZP(A)PAV\@PB‘A/ (318)
A

sendo Py e Py as caixas simples correspondentes a Alice e Bob, respectivamente, condiciona-
dasa A.

Demonstragido. Cada termo da caixa Pap que satisfaz a eq. (3.18) é escrito como

(a,b]x,y) ZP (alx, A)p(bly, A), (3.19)

a expressdo acima é exatamente a condi¢do da defini¢do 3.3.3, sendo portanto, Paop uma

caixa local. n

O DAG abaixo ilustra um sistema representado por uma caixa local Pap €

£(2,2,2).

Figura 13 - DAG que representa um sistema correlacionado localmente.

O fato de que nem todas as correla¢gdes ndo-sinalizantes sao locais implica que
ndo é possivel justificar a aleatoriedade de caixas ndo-locais como desconhecimento
sobre uma varidvel oculta responsavel por correlacionar as partes da caixa. Isso implica

que existe aleatoriedade intrinseca as caixas.
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3.3.3 Correlacdes Quanticas

A Mecanica Quantica é uma teoria baseada em alguns postulados. Esses pos-
tulados podem ser estudados nas refs. [14, cap. 2], [21, cap. 3]. Como nem todos os
postulados da mecénica quéntica serdo utilizados nesse contexto, a teoria quantica sera
definida de maneira resumida, de modo a incluir os postulados de interesse para o
estudo de correla¢des no cendrio CHSH.

Definicao 3.3.4 (Teoria Quantica). Um estado quantico é representado por um operador
linear p : H, — Hy, sendo H, um espaco de Hilbert de dimensao n. O operador p
satisfaz as seguintes propriedades:

(i) (v,pv) >0, VveH,

(ii) tro = 1.

Uma medigdo quantica M ¢ representada por um conjunto de operadores I1; positivos
semidefinidos, ou seja, que satisfazem a propriedade (i), cuja soma sobre todos os

operadores I1; € M deve satisfazer a equagao

Y I =1, (3.20a)
J

em que 1 é o operador identidade.

A probabilidade de se obter o resultado ris correspondente ao elemento H]- e M,

ap0s a realiza¢do da medigdo M sobre o estado quéntico p é dada pela Regra de Born:
p(rj|M) = tr [pIT}] . (3.20b)

Observagio. Como frequentemente nos referiremos a varias medigdes, adicionaremos
um indice as medic¢des para identifica-las. Assim, uma medicdo serd representada por
M e seus respectivos operadores serdo H;-.

A def. 3.3.4 é geral, no sentido que o estado quantico representado por p pode
representar um sistema composto por vérias partes. As medicdes realizadas sobre cada
parte individualmente atuardo nos subespacos de H, correspondentes a cada parte.
Como o nosso objetivo é o estudo das correlagdes quanticas no cendrio CHSH, definire-
mos uma caixa quantica bipartida especificamente para tal cendrio. Uma defini¢do para

caixa bipartida em cenarios mais gerais pode ser encontrada na ref. [13, cap. 1].

Definicao 3.3.5 (Caixa Quantica Bipartida). Uma caixa bipartida é dita quintica se todo

termo p(a, b|x, y) da caixa satisfaz

p(a,blx,y) = tr [pap (1T} ®HZ)] ,VaceA beB, xeX yevy, (3.21)
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e se existirem estados quanticos pap : Hy @ Hy — Hu @ Hy e medi¢des conjuntas com
elementos IT¥ ® IT/, tais que a eq. (3.21) seja satisfeita.

Uma medicado da forma {II} ® 1p} representa uma medicéo realizada apenas na
parte da Alice, o mesmo pode ser dito para Bob com uma medicao do tipo {14 ® I—IZ}.
Medicoes deste tipo sdo denominadas medigoes locais, tais medigdes realizadas sobre
uma parte ndo influenciam a probabilidade do resultado de uma medigao realizada
sobre a outra parte. O conjunto de correlagdes quanticas no cendrio CHSH serd denotado
por Q(2,2,2).

O conjunto Q(2,2,2) é convexo. Na ref. [13, pag. 27] encontra-se um teorema
que diz que os conjuntos de correlagdes quanticas entre duas partes com ntimero
arbitrdrio de medigdes e resultados sobre cada parte é convexo. Para que tal resultado
seja verdadeiro, é explorada a liberdade dimensional do espaco de Hilbert onde os

operadores densidade atuam®.

Teorema 3.3.2. Uma caixa quantica bipartida P o é ndo-sinalizante.

Demonstragido. Considere uma caixa quantica Pag € Q(2,2,2). Uma probabilidade
marginal p(a|x,yo) pode ser obtida através de um elemento p(a, b|x,y) € Pap através
de

(alx,y0) = )_ p(a,blx, o) (3.22a)
b

=Y tr [pap (IT} @ IT)] (3.22b)
b

= tr [PAB (H;‘ ®ZH}50>] (3.22¢)
b

= trloap (IT; ® 1p)] (3.22d)
= p(alx). (3.22¢)
0

Lema 3.3.3. Qualquer distribuicdo de probabilidade P pode ser simulada pela realizagdo de

medigoes sobre sistemas quanticos.

Demonstragio. Considere uma variavel aleatéria A = {ay,...,a,} representando os
possiveis resultados de uma medicdo M, sobre a qual existe uma distribuicdo de
probabilidade p(a). Definindo um estado quantico p : H,, — H, e a medi¢do M =
{I1,}, I1, : Hy, — Hyu, em que os operadores I, sejam ortogonais entre si e cada I,

4 De acordo com a ref. [22], o conjunto de caixas quanticas pode nao ser convexo ao fixar a dimensao
desse espaco de Hilbert.
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seja associado ao resultado a ap6s a realizagdo da medigdo M. Um estado quantico p
que simula esta distribuicdo de probabilidade sera

o= p(@)1l,. (3.23a)

Recupera-se a probabilidade de obtencdo de um resultado a2 apds a medicdo M sobre o
sistema quantico através de
p(a) = tr[pIl,]. (3.23b)

[]

Teorema 3.3.4. £(2,2,2) C Q(2,2,2).

Demonstragio. Suponhamos um estado quantico pap : (Hy' @ Hy' )4 @ (HY @ H3')p —
(H' @ Hy')a @ (H)) ® H3')p, em que cada espago de Hilbert esteja associado a uma
medicdo no cendrio (2,2,2). Supondo, também, que todas as medi¢des sejam projetivas
em seus subespagos correspondentes e possam ser escritas como M = {|0)(0], [1)(1]},
serdo utilizados estados quanticos preparados em autoestados de todas as medicoes
simultaneamente.

Utilizando, em particular, o estado quantico preparado no autoestado |0) de

todas as possiveis medigdes, temos
pag = (]00)(00]) 4 ® (]00)(00})- (3.24a)

Ao utilizar a regra de Born para obter a caixa bipartida quantica correspondente a
esse estado para essa escolha de medi¢des, obtém-se a caixa local P13 encontrada na
eq. (3.15).

Se explorarmos todas as possibilidades de troca de autoestados |0) por autoesta-
dos |1) na eq. (3.24a), obtemos, ao utilizar a regra de Born, estados que geram todas as
caixas extremais do conjunto £(2,2,2), listadas na eq. (3.15). Como, de acordo com a
ref. [13, pag. 27], o conjunto Q(2,2,2) é convexo e contém todos os pontos extremais de
L£(2,2,2), também convexo, concluimos que £(2,2,2) C 9Q(2,2,2).

]

Mais especificamente, o conjunto de correlagdes locais é estritamente contido
no conjunto de correlagdes quanticas, ou seja, existem correlagdes quénticas nao-locais.
Esse é um famoso resultado, conhecido como teorema de Bell, e pode ser encontrado na
ref. [2]. O fato de que o conjunto de correlagdes locais esteja estritamente contido no
conjunto de correla¢des quénticas implica que a teoria quantica permite a existéncia de
correlagdes ndo-locais. Como foi discutido no final da se¢do 3.3.2, correlacdes nao-locais

sdo intrinsecamente aleatérias, ou seja, correlagdes quanticas podem ser intrinsecamente
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aleatorias. Tais correla¢des ndo sdo apenas previstas pela teoria, como podem ser en-
contradas na natureza, e isso nos leva a concluir que existe aleatoriedade intrinseca na

natureza.

De todos os conjuntos aqui introduzidos, Q(2,2,2) é o tinico que néo foi perfei-
tamente caracterizado até entdo pois ndo é um politopo. O conjunto Q(2,2,2) possui
um numero infinito de pontos extremais, o que torna a sua caracteriza¢do mais dificil

que a caracterizagdo de politopos.

Alguns trabalhos envolvendo caracteriza¢des do conjunto quantico sdo os de
Boris Tsirelson [23], L. J. Landau [24] e L1. Masanes [25].

Utilizaremos aqui o resultado de um trabalho mais recente, desenvolvido por
Miguel Navascués, Stefano Pironio e Antonio Acin, encontrado na ref. [26]. Esse trabalho
introduz uma hierarquia de programas semidefinidos que aproximam o conjunto
quantico Q por conjuntos Q;, em que cada Q; é um conjunto dessa hierarquia. Essa

hierarquia é conhecida como hierarquia NPA, levando esse nome devido aos seus autores.

A hierarquia NPA pode ser ilustrada pela figura a seguir:

Qx =0Q Q O

Figura 14 — Ilustragdo da hierarquia NPA

O pertencimento de uma caixa a um conjunto Q; é uma condi¢do necessaria, mas
ndo suficiente, para que essa seja uma caixa quantica. Entretanto, esse mesmo trabalho
prova que a hieraquia converge para o conjunto de correlacdes quanticas, de acordo

com

lim Q; = Q. (3.25)

i—00
Observagio. Ndo serdo introduzidos detalhes sobre esse trabalho aqui, uma introdugdo

a hierarquia NPA um pouco mais detalhada pode ser encontrada na ref. [27, p.73].
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Neste trabalho, aproximaremos o conjunto quantico Q pelo primeiro conjunto da
hierarquia, o conjunto Q1. Antes de escrever a expressao correspondente a Q1, vamos,

primeiramente, definir alguns paradmetros.

Definigao 3.3.6 (Correlator). Para uma caixa Pag, um correlator Cy, correspondente a

uma das escolhas de medigdo conjunta xy é definido como

Cyy = <Mx/\/ly> = Z p(a,blx,y) — ; p(a,blx,y). (3.26)
a=b a#£b

Definic¢do 3.3.7. Para uma caixa Pap, Cy correspondente a escolha de medigdo M pela

Alice é definido como

Cx =Y [p(0,b]x,y) — p(1,b]x,y)], (3.27)
b

sendo y uma escolha qualquer de medicdo fixa sobre a parte de Bob.

Observagdo. Na eq. (3.27), a escolha de medicdo sobre a parte do Bob s¢6 é irrelevante
pois nossa atengao é voltada para caixas pertencentes a N'S(2,2,2). Se esse néo fosse o

caso, Cy ndo seria invariante sob a escolha de medicdo de Bob.

Analogamente, C, correspondente a escolha de medigdao M, por Bob é

Cy =Y. [p(a,0lx,y) — p(a,1lx,y)]. (3.28)

Podemos agora escrever a expressao correspondente ao conjunto Qj.
Defini¢do 3.3.8. O conjunto Q; é o conjunto de caixas Pap que satisfaz a condicdo

| arcsin Dgg + arcsin Dy; + arcsin Dy — arcsin Dy1| < 7, (3.29)

(Coy—GC:Cy)

em que ny = m

3.3.4 Hierarquia das Correlacées

Agora que relacionamos todos os conjuntos de interesse no cendrio CHSH,

podemos expressar o ordenamento entre os conjuntos de correlagdes:
£(2,2,2) € Q(2,2,2) c NS(2,2,2) C B(2,2,2). (3.30)

A imagem a seguir é uma ilustragdo bidimensional dos conjuntos N'S, Q e L:
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NS

Figura 15 - Ilustragdo bidimensional do politopo N'S(2, 2,2) com os conjuntos Q(2,2,2)
e £(2,2,2).
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4 O principio de Causalidade da Informacdo

No capitulo anterior, diferentes tipos de correlacdo no cendrio CHSH foram
apresentados. Sempre assumindo hipétese de livre-escolha, o conjunto de correlacoes
ndo-sinalizantes contém caixas em que qualquer probabilidade de resultado de uma
parte para sua dada escolha de medicdo ndo depende da escolha de medigéo relativa a
outra parte. O conjunto de correla¢des locais, por sua vez, é aquele em que as partes de
uma caixa sdo correlacionadas através de uma variavel oculta, ou seja, um fator que
influencia a probabilidade de obtengao de cada resultado, mas que nédo influencia as
escolhas de medicdo de cada parte, visto na defini¢do 3.3.3. Ja o conjunto de correla¢des
quanticas é definido por caixas que satisfazem a regra de Born, eq. (3.21), ou seja, a
maneira com que as probabilidades de resultados para um dado conjunto de medi¢des

sdo extraidas de um operador densidade que represente um estado quantico.

O fato de que o conjunto de correla¢gdes quanticas contenha caixas ndo-locais é
uma das estranhezas da natureza que a mecénica quantica veio a revelar. Tentar compre-
ender a razdo pela qual a natureza exibe ndo-localidade quantica, e nenhum outro tipo
de ndo-localidade, é algo que escapa do alcance da interpretacdo da regra de Born. Por
esse motivo, alguns principios fisicos foram sugeridos nos tltimos anos na tentativa de
justificar a ndo-localidade quantica. Alguns desses principios sdo a Ndo-trivialidade da
Complexidade de Comunicacgéo, a Localidade Macroscépica, a Ortogonalidade Local e
a Causalidade da Informacdo. Tais principios podem ser encontrados respectivamente
nas refs. [28, 29, 30, 31].

Neste trabalho, o principio de Causalidade da Informacao serd estudado, desde a
sua primeira versdo, encontrada na ref. [31], até um resultado mais recente, encontrado
na ref. [32]. Por fim, serdo apresentados resultados parcialmente obtidos nesse trabalho

de mestrado, com perspectivas de continuidade em um futuro breve.

Algumas referéncias interessantes para o leitor que deseja conhecer um pouco
da pesquisa atual relacionada a fundamentos de mecanica quéntica envolvendo teoria
de inferéncia causal sado as refs. [33, 34, 35, 36, 37, 38, 39].

4.1 O Cenario de Causalidade da Informacio

Considere o seguinte cendrio: Alice possui uma sequéncia de n bits, em que cada
bit é representado por uma variavel aleatéria de alfabeto Z; = {0, 1}. Sua sequéncia de

bits, também chamada pelo termo em inglés: bitstring, serd representada por

Z=(Z0,...,7n1). (4.1)



68 Capitulo 4. O principio de Causalidade da Informagio

Além disso, Alice e Bob compartilham uma caixa Pap ndo-local, a qual sera referida
como recurso ndo-local, com a qual pode realizar alguma tarefa de comunicacdo com Bob

que ela desejar.

Nesse cenario, o bitstring Z contém uma informacao que Alice gostaria de com-
partilhar com Bob. Dispondo, além do recurso ndo-local, de um canal de comunicagao
classico limitado, Alice é capaz de enviar apenas um ntimero 4 de bits para Bob, em

que d < n. Neste cendrio, o principio de Causalidade da Informacgéo foi definido como:

Definicao 4.1.1 (Causalidade da Informacgédo). O ganho de informagdo que Bob pode ter
sobre a sequéncia Z de bits da Alice inicialmente desconhecida por ele, utilizando todos
0s seus recursos ndo-sinalizantes e uma mensagem contendo d bits enviada a ele por

Alice, é de, no méaximo, d bits.

Utilizando I para denotar a quantidade de informacdo obtida por Bob nesse

cendrio, a expressao abaixo resume o principio de Causalidade da Informacao.

I<d. (4.2)

4.2 Codigos de Acesso Aleatdrio

Existe uma classe de protocolos, denominada cddigos de acesso aleatério', que
consiste de protocolos em que Alice utiliza alguma estratégia para codificar seus 7 bits
em uma mensagem contendo d bits, d < n, com a intencdo de que Bob consiga adquirir

o méximo de informagdo contida nos n bits da melhor maneira possivel.

Neste trabalho, estudaremos o principio de causalidade da informacéo utilizando
um protocolo especifico. Um estudo mais geral é possivel de ser realizado se todos
os protocolos possiveis de serem utilizados no cendrio de causalidade da informagao
forem testados. Essa é uma das perspectivas futuras a esse trabalho.

4.2.1 Um protocolo especial

A partir de agora, um protocolo especifico da classe de cédigos de acesso ale-
atério, que motivou o principio de Causalidade da Informacéo, serd adotado. Este
protocolo é muito especial, pois faz com que Bob consiga ter acesso a, pelo menos, d
bits codificados na mensagem. O protocolo que utilizaremos envolve uma mensagem
com d = 1 bit. Em cada execug¢do do protocolo, Bob escolhe um dos 7 bits que deseja
conhecer. Tal escolha é realizada através de uma associacdo entre sua escolha y de

medigdo Y e o bit desejado z;. Isso ficard mais evidente posteriormente.

1 do inglés random acess codes, muito representado na literatura apenas pela sigla “RAC”.
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Por exemplo, se Alice possui um bitstring Z = (zo,...,z,—1) e envia a Bob uma
mensagem M = (my,...,my_1), m; = zg; em que {f(i)} é o conjunto de posicdes
desejadas dos bits no bitstring Z, M| = d, o valor da adivinhagio® g; de Bob sobre o bit
z; sera

i =z (4.3)

para todo bit z; contido na mensagem M. Para os bits que nédo estiverem contidos na
mensagem, ha uma probabilidade ndo-deterministica p(g; = zilys(;)) de que o bit z;
seja adivinhado com sucesso por Bob, condicionado a uma escolha adequada de y de
acordo com o bit desejado. Essa probabilidade depende do recurso nao-local utilizado e
ndo entraremos em detalhes sobre como obté-las pois ndo serd necessdario. A eficiéncia

do protocolo pode ser quantificada como
E =Y I(Z;Gilysu)- (4.4)
Ly

Observagio. Como todas as varidveis sao bindrias, quantificaremos a informagéo utili-
zando a base 2 para o logaritmo da informagdo mutua I(Z;; Gi|yy(;)) e para todos os

quantificadores de informagdo de Shannon envolvidos neste capitulo.
Observagio. Como cada escolha de y feita por Bob representa uma escolha de um bit que

Bob deseja conhecer, o termo y ;) sera substituido por y para facilitar a notacao.

O objetivo é escrever a expressdo (4.2) em termos de quantificadores de informa-
¢ao de Shannon que facilitem o calculo. Substituiremos, a principio, a grandeza I da
expressdo (4.2) pela eficiéncia E do protocolo. Essa substituicdo sera justificada apds a
obtencdo final do critério para o principio de Causalidade da Informac&o.

Retornando a eq. (4.4), cada termo I(Z;; G;|y) obedece a relagdo
I(Zi; Gl|y) <1, (458)

com igualdade apenas se p(z; = gily) = 1V i. Assim, o somatdrio da eq. (4.4) satisfaz

Y 1(Z;Gily) < d. (4.5b)

Cada informacdo mutua I(Z;; G;|y) pode ser reescrita como 1 — H(Z; = G;|G;,y), em
que o termo H(Z; = G;|G;,y) envolve a probabilidade p(z; = gi|gi, v), que nada mais
é do que a probabilidade p(z;|g;, ). De acordo com o teorema 1.4.3, ao remover o

condicionamento em G; dessa entropia, obtemos a relacdo

H(Zi = Gi|Gi,y) S H(Zi = Gl|y) (4.5C)

2 O simbolo “g” que representa a adivinhacéo de Bob foi escolhido devido ao termo em inglés: guess.
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Assim,
I(Zi; Gl|y) =1- H(Z,‘ = Gi|Gi,y) Z 1-— H(Z,‘ = G1|y) (4.5(31)

Isso nos permite reescrever a expressao (4.5b) como

N—-)Y H(Z; = Gijly) <d. (4.5e)

No protocolo que sera introduzido na secdo a seguir, a igualdade na eq. (4.5b)
sera sempre satisfeita por recursos locais e quanticos. Nosso interesse serd voltado para

os recursos que violam a desigualdade (4.5¢).

A grandeza I na eq. (4.2) que quantifica o ganho de informacdo de Bob no

processo, idealmente, deveria ser a informagdo mutua
I1=1(2y,...,Z,-1;M,Pp), (4.6)

em que Pp representa a parte de Bob do recurso ndo-local Pag. Nesse caso, Pg ndo
é uma grandeza® que pode ser tratada sempre através da abordagem independente
de dispositivos, ndo sendo possivel, portanto, utilizar a informagdo mutua da eq. (4.6)

como critério para o principio de Causalidade da Informacéo.

Por este motivo, desejamos substituir a grandeza I por um objeto que seja
independente de teoria. E possivel mostrar que se uma informagao mttua ¢ definida de

modo a obedecer certas propriedades, entéo,

e O principio de Causalidade da Informac&o é valido;

e A grandeza I pode ser cotada superiormente por E, que é independente de teoria,
ou seja
I <E. 4.7)

No material suplementar da ref. [31] encontra-se a demonstracdo de tal afirmagéo.

As relagdes (4.7) e (4.5d) permitem que o critério seja reescrito como

1-Y H(Z = Gily) <d. (4.8)

4.3 Protocolo - Uma Caixa

Considerando, n =2 e d = 1, o bitstring da Alice serd Z = (Zy, Z1), a mensagem
enviada para Bob conterd apenas 1 bit. O protocolo que sera utilizado é descrito da

seguinte maneira:

3 Apesar dessa notacéo ter sido adotada, o caso em que Pg é uma caixa que represente o sistema de Bob

é apenas um caso particular do que Pp pode representar na equacéao (4.6).
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(1) Alice faz, em sua parte, a medicdo correspondente a soma moddulo 2 de seus bits:
X =2z0Dzy;

(2) Apo6s obter o resultado a para a medicdo x, Alice envia para Bob a mensagem
correspondente a soma moédulo 2 de um de seus bits com o resultado a obtido:
m=zyDa

(3) Bob realiza uma medigdo y em sua caixa, obtendo um resultado b;

(4) Ap6s a obtencdo do resultado b e o recebimento da mensagem m, o valor g;,

relativo ao i-ésimo bit de Z que Bob escolheu, é g; = m @ b.

Uma ilustragdo do protocolo pode ser vista na figura a seguir:

Alice Bob
Z = (Zo,Z1)
X =2z0D2zZ7 y

\ \

i

g =m®db

Figura 16 — [lustracdo do cédigo de acesso aleatério. g; corresponde a tentativa de
adivinhacdo de Bob sobre o i-ésimo bit do bitstring Z da Alice.

A escolha feita por Bob sobre o bit de Z que deseja descobrir é feita através da
associagdo entre a escolha de medicdo y € {0,1} e cada bit em Z. Assim, se Bob deseja

conhecer o bit zy, ele escolhera a medi¢do y = 0, caso contrério, ele escolherd a medigao
y=1
No protocolo, g; denota a adivinhagao de Bob sobre o bit z;. O objetivo do

protocolo é que Bob descubra o valor do bit z; da Alice, ou seja, Bob tera sucesso se

gi = zj- (4.9)



72 Capitulo 4. O principio de Causalidade da Informagio

Vamos assumir que o recurso ndo-local compartilhado por Alice e Bob seja a
caixa Ppry expressa na sec¢do 3.3.1. Utilizando esse recurso no protocolo, Bob é capaz
de sempre acertar o valor do bit desejado, justificando a importancia de tal caixa. A
caixa Ppgj satisfaz a propriedade de que, para medigdes X, Y e resultados A, B, todos
com alfabeto {0, 1}, a probabilidade conjunta de resultados condicionada as escolhas
de medigdo é sempre

1/2 seadb=x-y,
pa,blx,y) = (4.10)

0 senao.

Essa propriedade é facilmente verificavel pela inspecdo dos elementos da matriz que
representa Ppry:

Y1 oo 01 10 11

ab
00 1/2 1/2 1/2 0
01 0 0 0 1/2
10 0 0 0 1/2

11 1/2 1/2 1/2 0

Tabela 4 — Tabela de elementos p(a, b|x, y) referentes a caixa Ppgj.

Para que Bob descubra o bit z;, serd necessario que ele escolha a medigdo y = i.
Vejamos o que ocorre quando a caixa Ppry € utilizada quando Bob deseja descobrir o bit

Zj:
gi=m®b
=z0BPadb
(4.11)
=z0 Dy -x
=20 Dy - (z0 D z1).
(i) Logo, se Bob deseja descobrir z:
=90 =20DB 0 (20D z1)-
8i = 80 =20 (20 1) 4.12)

=Zy.
(ii) Se Bob deseja descobrir z;:

i =81 =200 1- (20D z1)
=20 B 20 B 21 (4.13)

=Z1.
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Ou seja, se Alice e Bob compartilham uma caixa Ppry, com o envio de 1 bit de
mensagem, Bob pode descobrir qualquer bit de Z em uma rodada do protocolo. Isso
quer dizer que o Bob tem acesso aos dois bits de Z. Como a mensagem contém apenas
um tnico bit e é a mesma nas duas situagdes, o principio de Causalidade da Informacédo

estéd sendo violado.

[=241. (4.14)

O principio de Causalidade da Informagdo nao é violado pelo conjunto de
correlagdes quanticas. A demonstracdo dessa afirmacdo nao serd feita aqui, entretanto,

ela pode ser encontrada na se¢do IV do material suplementar da ref. [31].

4.4  Protocolo - N Copias da caixa

O protocolo introduzido na se¢do anterior pode ser estendido para que seja
implementado de forma recursiva, com o objetivo de potencializar o acesso de Bob a

informagao sobre os bits em Z.
Para a extensdo do protocolo, serd necessario incluir novos detalhes®:

Observagdo. A partir de agora, a operagdo “soma moédulo 2”7 aparecera com muita
frequéncia. Por esse motivo, o simbolo “@®” serd substituido pelo simbolo “+4”. Os
somatoérios também serdo modificados, assim, um somatoério envolvendo somas modulo

2 que seria representado por ”@” serd, entdo, representado por ”Z”.

i i
1. Execugoes realizadas por Alice:

e As cOpias da caixa serdo agrupadas em K niveis, representados por k =
1,...,K. O primeiro nivel serd considerado como o que contém uma tinica

copia da caixa Pas.
e Cada nivel k conterd 2¥~! c6pias da caixa.

e Em um nivel fixo k, cada cépia da caixa serd identificada com um indice
- k-1
j=1,...,2".

e As medicdes e resultados de cada caixa, receberdo indices que identificardo a
sua caixa correspondente:
X—= X5 Y =Y

A — A;‘; B — B;-‘. @15)

4 Agradeco a Jessica Bavaresco pela colaboragido no desenvolvimento dessa forma do protocolo.
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e Alice inicia a execugdo do protocolo no nivel K, concluindo-a no nivel 1.
Um parametro de recorréncia é definido para ser utilizado, dessa forma, no

protocolo:

Definicio 4.4.1. O parametro de recorréncia a* é definido como
¢ P i

K Zi_1, sek =K,
ET) kel kel (4-16)
a;; +ayy, sek#K.
o As medigdes X;‘ realizadas por Alice sdo:
x}‘ = zxéj_l + tx’zcj. (4.17)
e A mensagem enviada por Alice para Bob sera:
M = a} +af. (4.18)

2. Execugdes realizadas por Bob:

e A organizacdo das copias da caixa pelo Bob é idéntica a organizacdo das

2k71

copias da Alice, com K niveis e caixas em cada nivel k.

e A execucdo do protocolo pelo Bob é realizada na ordem inversa a ordem de

execucao da Alice, sendo iniciada no nivel 1 e concluida no nivel K.
e Bob ndo utilizara todas as caixas disponiveis, apenas uma caixa por nivel.

e A caixa j que Bob utiliza para fazer a medicdo no nivel k + 1, é uma funcado do
nivel k + 1. Tal caixa é relacionada com escolha de medicdo na caixa anterior
de acordo com

Jip1 = 2k +y5 + 1. (4.19)

e A adivinhacdo de Bob sobre o bit z; serd representada por uma variavel G;,
sendo, a correspondéncia entre a adivinhagdo g; de Bob e o bit z; da Alice,
feita através do indice i. Tal indice é determinado por Bob através de suas

escolhas de medicGes em suas caixas, de acordo com a relacdo
K k-1, k-1
i=) 2 i (4.20)
k=1

sendo y;.‘_l a medicdo escolhida por Bob realizada na caixa j do nivel k — 1.

e A adivinhacdo g; de Bob sobre o bit z; sera

K
gi=m+ Y b 4.21)

k=1

em que, a partir de k = 2, resultado b}‘ corresponde a caixa cujo indice j é

determinado pela eq. (4.19).
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Vejamos o exemplo de 3 copias da caixa. Este é o caso mais simples depois do
caso de uma Unica caixa. Depois disso, o processo se tornara mais intuitivo, sendo
possivel entdo, ilustrar o caso mais geral.

Exemplo 4.4.1 (Protocolo - 3 cépias). Considere que o bitstring da Alice seja Z =
(Zo,Z1,Z3,Z3), e que Alice e Bob compartilham trés copias de uma caixa Pap. A imagem
a seguir ilustra o protocolo nesse caso.

Alice Bob

VA (ZOI Z]r Zzl Z3)

X7 3 Vi V3
! | ! |
j=1 j=2 k=2 j=1 j=2
| ! | |
aj aj bg bi
x vi
| |
j=1 k=1 j=1
! |
al M b}

Figura 17 — Protocolo que utiliza trés cépias do recurso ndo-local, as setas longas indi-
cam a ordem de execugao do protocolo.

1. Procedimentos executados pela Alice:

e Parametros txi-‘:

Os valores de a¥ obtidos através da eq. (4.16) nesse cenario sdo representados
pela tabela abaixo:

. k 2 1

1
1 20 ll% + 29
2 Zq a% + z5
3 ey}
4 Z3

Tabela 5 — Parametros af envolvidos no protocolo com 3 cépias do recurso nao-local.
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e Medicoes x;‘:

A tabela abaixo lista os valores, obtidos a partir da eq. (4.17), das medi¢des

realizadas em cada caixa j de cada nivel k:

. k 2 1

J
1 |af+a5 af+a)
2 oc%—l—ocﬁ

k

Tabela 6 — Medigdes x;.‘ em fungdo dos parametros a;.

e Mensagem:

De acordo com a eq (4.18), a mensagem enviada pela Alice para Bob é

m:a%—l—a%

1 (4.22)
= a; + aj + 2o.

2. Procedimentos realizados por Bob:

e A tabela abaixo contém as escolhas de medi¢des que Bob realiza, correspon-
dentes a cada adivinhacdo G; sobre o bit Z;, calculadas de acordo com as egs.
(4.20) e (4.19):

i |vi ¥i v
g |0 0
b4 0 1
& 1 1
g3 1 0

Tabela 7 — Medic¢des que Bob deve realizar para escolher realizar uma adivinhagédo g;
sobre o bit z;.

e O protocolo é concluido ap6s o célculo da adivinhagédo g; do Bob, de acordo

com a eq. (4.21). Os valores de g;, nesse caso, serdo

g0 = m+b] + b, (4.23a)
g1 = m+ by +bi, (4.23b)
2 = m+ Dby + b3, (4.23¢)
g3 =m+b] +b3. (4.23d)

Suponha que as caixas de Alice e Bob sao copias de uma caixa Ppry. O célculo
de G; dependeréd das escolhas de medigdo de Bob para cada bit Z; desejado, conforme

mostra a tabela 7. Vejamos, agora, como calcular os valores g; para todo i.
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As egs. (4.23) mostram que a computagdo que Bob faz para acessar os bits
da Alice é a mesma para bits que, somados, correspondem a medigao x]K. Assim,

calcularemos go e g1 separadamente de g7 e g3.

e Computando go e g1:

go =g =m+b+0b7 (4.24a)
= zg+a} 4 a3 + b} + b3 (4.24b)
=20+ x1-yi +27 7 (4.24¢)
=20+ y} (@ + &3 + a3 + a3) + 13 (6} + a3) (4.24d)
=z0+y1(al + 20+ a5+ 22) + yi(z0 + 21). (4.24¢)

A tentativa de descobrir o bit zj e expressa pela realizagdo das medigdes yi =0 e
y3 = 0 por Bob. Substituindo tais valores na eq. (4.24e),

8o = 2p. (4.24f)

Para descobrir o bit z1, Bob realiza as medi¢oes y% =0e y% =1, assim,

1 =20+ y%(a% +zo + a% +2z7) + y%(zo +2z1) (4.25a)
=z4 + 20+ 21 (4.25b)
= Z1. (425C)

e Computando g e g3:

g2 =83 =m+ b} + b3 (4.26a)
= zg+al 4 a3 + b} + b3 (4.26b)
=20+ X1 - y1 + a7 + b3 (4.26¢)
= 20+ yi(a] +of + a3 + a3) + a7 + b3 (4.26d)
=20+ y1 (a3 + zo + a5 + z2) + af + b3. (4.26e)

Para escolher entre os bits z; e z3, Bob necessariamente deve realizar, primeira-

mente, a medigéo y} = 1. Portanto,

Q=GB =20+ @B vzt a+ 2+ @&+ (4.26f)
= zp + a3 + b3 (4.262)
=20+ 23} (4.26h)
=25 + y3(a3 + af) (4.26i)

=25+ y5(2z2 + 23). (4.26))
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Ao tentar descobrir z;, além de realizar a medicao y% =1, Bob também realiza a
medicao y% = (. Portanto,
g2 = 23. (4.261()

Ja ao tentar descobrir z3, Bob realiza a medigéo y3 = 1, portanto

83 =21+ 21+ 723 (4.261)
= z3. (4.26m)

Assim, se Alice e Bob dispdem de trés copias da caixa Ppr1, Bob consegue aces-
sar qualquer bit que Alice possua em seu bitstring, com o recebimento de uma

mensagem de 1 bit fixada.

Neste exemplo, a utilizagdo de 3 copias de uma caixa PR faz com que a violagdo do
principio de Causalidade da Informacao seja maior que no caso de 1 cépia, sendo

I[=4£1. (4.27)

Vimos através do exemplo anterior que, se varias copias de uma caixa PR formam
o recurso nado-sinalizante que Alice e Bob compartilham, o protocolo descrito permite
com que Bob consiga adivinhar corretamente o valor de qualquer bit que Alice possua,

com o envio de uma mensagem fixa de tamanho d = 1.

Nota. As caixas PR como recurso ndo-sinalizante se mostraram bastante poderosas na
tarefa utilizada para o estudo do principio de Causalidade da Informacao, entretanto,
esse é apenas um dos poderes dessas caixas. Na ref. [40], é apresentado o chamado
Protocolo de Van Dam, que consiste de uma tarefa em que Alice e Bob compartilham uma
caixa e desejam utiliza-la para realizar uma tarefa computacional. Essa referéncia mostra
que, utilizando caixas PR como recurso, uma tarefa computacional de complexidade
de comunicacdo arbitraria envolvendo as entradas das caixas se torna trivial. Essa
propriedade esta relacionada com o principio de Ndo-trivialidade da Complexidade de

Comunicag¢do, mencionado no inicio desse capitulo, e apresentado na ref. [28].

45 Violagdes de Causalidade da Informacao

Nesta secdo, sera feita uma discussdo contida no material suplementar da ref.
[31], a qual possibilita a caracterizagdo de caixas ndo-locais através do principio de

Causalidade da Informacao.

451 Caixas Ndo-Sinalizantes e Causalidade da Informacio

Como foi visto na sec¢do anterior, a utilizacao de caixas PR como recurso nao-

sinalizante para a tarefa determinada faz com que o acesso de Bob a todos os bits da
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Alice seja perfeito. Supondo agora que o recurso ndo seja mais composto por cépias de
uma caixa PR, mas cépias de uma caixa ndo-sinalizante arbitrdria, isso faz com que o
acesso de Bob aos bits da Alice ndo seja perfeito, ou seja, a probabilidade de que g; seja
igual a z; é menor que 1. Definimos um pardmetro r que representa o niimero de vezes

que Bob escolhe realizar a medicdo y;.‘ = 1 no protocolo, assim

K
r=3Y_y (4.28)
k=1

onde, novamente, o indice j depende do nivel k, representando a caixa j que Bob utiliza
no nivel k. Definindo um pardmetro ! correspondente ao ntimero de vezes que Bob
escolhe realizar a medigao y;.‘ = 0, temos que

I=K-r, (4.29)

sendo n o ndmero de bits que Alice possui. A adivinhagdo de Bob é computada de
acordo com a eq. (4.21), que consiste da soma da mensagem com todos os resultados b;-‘
obtidos.

Como copias de uma caixa ndo-sinalizante diferente da caixa PR sdo utilizadas
nesse caso, é possivel que alguns resultados b}‘ sejam “errados”, isto é, sdo diferentes dos
resultados b;.‘ que seriam obtidos na utilizacdo de copias de uma caixa PR. Entretanto,
se nas K caixas utilizadas, Bob produzir um ntimero par de erros, ele continuara deter-

minando um valor g; ao bit z; corretamente, devido a propriedade da soma médulo
2.

Denotando por P a probabilidade de que a caixa gere o resultado correto, a

probabilidade de Bob obter um nimero par de erros em r caixas é

2 r— 2k 2k
O = L ()P 1P
=21+ @P-1)]

Da mesma forma, a probabilidade de Bob obter um ntimero impar de erros em r caixas

2

e

(4.30a)

‘
|
—

pr2k=1(1 _ py2kHl _

Q
[
Nl

(fmpar) = (4.30D)
1 r
5[1 — (2P —-1)"].
Definindo os parametros p; e py; de acordo com
1
pr= E[p(a+b:0|0,0)+p(a+b:O|0,1)]; (4.31a)

- 1[p(a—|—b —0|1,1) + pla+b=1]1,1)], (4.31b)
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é possivel escrever uma expressdo para a probabilidade de que Bob acerte sua adivinha-

¢do g; sobre o bit z;. Essa expressdo é

p8i=z)= Ql(par) P1 Qpar) P+ Ql(impar) Pt Qftmpar) PI (4.32)
1 .
= S [1+ (E)'(En)'),
2

sendo Ey =2p, — 1,2 = L 1L

2
Utilizando a relagdo 1 — h <1¥> > ﬂﬁ, podemos reescrever agora, a expressao

) H( <E12>1<EH>7>]
i( ) HERY (4.33)

= _—(E2+EHX<a

(4.8):

Assim, se EZ + E% > 1, entdo existe K tal que I > 1 = d. Ou seja, para uma caixa que
satisfaz E? + E3 > 1, é sempre possivel violar o principio de Causalidade da Informagao
com a utilizagdo de um ntimero adequado de cépias das caixas. Chamaremos esse
critério de Causalidade da Informagdo de Miiltiplas Cdpias, no caso simples, em que K =1,
o critério serd denominado Causalidade da Informagio de Uma Cdpia.

4.5.2 Visualizacdo Computacional das ViolacGes

Na ref. [41], os autores expressam o seu trabalho envolvendo um célculo com-
putacional do valor de I para todas as caixas em uma pequena regido do politopo de
néo-sinalizagdo N'S(2,2,2). A regido de interesse é a definida através da parametrizagéo

abaixo:

PAB = lXPPRl + :B (1 (PPRl + P]l)) + (1 — X — ,B)PLI- (434)

Os parametros a e f sdo restritos as seguintes condigdes:

0<a<1; (4.35a)
<B<T; (4.35b)
x+p <1 (4.35¢)

Revisitando a fig. 15, a regido do politopo definida por essa parametrizagdo pode ser

visualizada nessa se¢do bidimensional de acordo com a figura a seguir:
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Figura 18 — Regido definida pela parametrizacdo (4.34) representada em uma secdo
bidimensional do politopo de ndo-sinalizacao.

O gratico a seguir representa o resultado do célculo computacional obtido na ref.
[41]:

4 - - T

PR

3t \ .
2.8f m=-eo ]

2.61 ""-..,h POOOO g
L

CHSH =4u+2p

2.4 e E

2 . . L
0 05 1 1.5 2

CHSH, =E -E  +E +E =2p

Figura 19 — Grafico da ref. [41], a curva vermelha é a borda do conjunto Q; da hierarquia
NPA. A borda azul tracejada delimita a violagdo do principio de Causalidade
da Informacdo, todas as caixas acima dessa borda violam o principio.

A borda azul tracejada representa as primeiras viola¢des de Causalidade da
Informacgdo de Multiplas Copias. Esse critério é necessdrio, mas nao suficiente, para
determinar se uma caixa obedece o principio. Assim, todas as caixas pertencentes a
regido superior a essa borda violam o principio, enquanto caixas da regido inferior a

borda podem violar, mas ndo é possivel saber utilizando esse critério.
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Como o objetivo do estudo de Causalidade da Informacéo é tentar alcancar o
conjunto de correlagdes quanticas através desse principio, esse objetivo ndo é alcangado
com o critério acima, portanto é necessdrio buscar outros critérios para tentar chegar ao

objetivo.

4.6 Causalidade da Informacdo - Uma nova abordagem

Uma abordagem recente para o estudo de Causalidade da Informacéao, encon-
trada na ref. [32], foi desenvolvida utilizando ferramentas de teoria de causalidade.
A ideia consiste na representacdo do cendrio de Causalidade de Informacdo por um
DAG compativel com as distribui¢des de probabilidade envolvendo todas as variaveis,
incluindo o recurso ndo-local Paop para, em seguida, utilizar desigualdades entrépicas

como possiveis critérios do principio.

Os autores representam o cendrio de Causalidade da Informagdo de Uma Cépia

através do seguinte DAG:

O
| A B

/
O N_bc

Figura 20 — Cendrio de Causalidade da Informacdo de Uma Cépia representado por um
DAG.

Nessa representacdo, as dependéncias de A e B sob as entradas X e Y sdo
omitidas. Além disso, considera-se que a mensagem depende diretamente dos bits, o
que simplifica o problema em quantidade de varidveis no cendrio. A varidvel G;, apesar
de ser representada no DAG dessa forma, ela representa duas varidveis: Gg e G, cada
uma correspondendo a escolha de bit que Bob faz, através do valor i da varidvel I. O

conjunto de todas as varidveis nesse cendrio é

© = {Zy, Z1, Gy, G1, M, AB}. (4.36)

Revisitando o que foi introduzido no final do cap. 1, a ideia é construir um

vetor entropico H, em que cada entrada desse vetor é um elemento do powerset P (©).
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Entretanto, isso ndo é possivel a priori, pois ndo é possivel escrever uma distribui¢do
de probabilidade conjunta que envolva as varidveis G; e Gy, assim, somos levados a

utilizar o chamado Cendrio Marginal. Mais detalhes podem ser encontrados na ref. [42].

Definicao 4.6.1 (Cenario Marginal). Para um conjunto ® composto por n variaveis alea-
térias, um cendrio marginal M(©) é definido como um conjunto M = {ay, ..., 0 p| -1 1,

em que a; € P(®) e M| < |P(Q)].

O conjunto contendo m das n varidveis aleatdrias pertencentes a © serd denotado
por M. Um vetor entrépico com componentes H(x;), «; € P(Q)) pertence a regido
It € RIPI=1 = R?". J4 um vetor entrépico H definido em um cendrio marginal M (©)
pertence ao espaco reduzido RIMI~1 = R?". Assim, a regio I'}, a qual H pertence, é a

projecdo da regido I'; em R?".

Os autores argumentam que o cenario marginal mais geral compativel com o
cendrio de Causalidade da Informagado envolvendo protocolos que utilizam recursos

nao-sinalizantes é:
M(®) = {ajla; € {Zo,Z1,G;, M}}, i =0,1. (4.37)

As independéncias condicionais que o DAG da fig 20 implicam s&o I(Zy, Z1; AB) =0
e [(Zy, Z1; Go, G1|M, AB) = 0. O primeiro caso é justificado pois M é um colisor no
caminho que conecta Zp e Z; a AB, de modo que o0 ndo condicionamento em M os torna
independentes. Ja no segundo caso, os dois caminhos que conectam Zj e Z; a G; sdo
direcionados, contendo M e AB como intermedidrios, de modo que condicionar nessas
variaveis torna Z; independentes de G;. J4 relagdes do tipo I(Zy; Go| M, AB) = 0 séo obti-
das a partir das desigualdades em conjunto com os axiomas polimatroidais sobre vetores
entrépicos obtidos para o conjunto ®. A partir dessa descri¢do, em que combinam-se
os axiomas polimatroidais com as independéncias condicionais, é necessario eliminar

todas as varidveis que nado pertencem a M.

O primeiro passo é a remogdo de AB através da eliminacdo de Fourier-Motzkin.
Essa eliminacdo faz com que AB seja removido da sua descri¢do, mas suas propriedades
fiquem implicitas na distribui¢do de probabilidade sobre as varidveis restantes. A partir

dai, obtém-se o cendrio marginal
Ml = {D(l'|061' - Ml}, (4.38)

sendo My = {Zy, Z1, Gy, G, M }.

O conjunto de desigualdades obtidas nesse cendrio marginal é dado pelas de-
sigualdades bésicas definidas na se¢do 1.4.1, além de uma desigualdade nao-trivial,

obtida pelas independéncias condicionais:

H(GOI Gl/M) + H(ZOI Zl) < H(M) + H(Z(), le GO/ Gl/ M) (439)
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Feito isso, eliminam-se todas as varidveis que ndo estejam contidas em M(©). A
descrigao final obtida da regido marginal I';, é dividida em dois grupos: O primeiro
é aquele que contém todas as desigualdades validas para M independentemente de
suas relac¢des causais. O segundo contém desigualdades que seguem das desigualdades
béasicas considerando as rela¢des de independéncia condicional geradas pela estrutura

causal.

O conjunto de todas essas desigualdades expressa todas as propriedades infor-
macionais e causais obtidas no cendrio de Causalidade da Informagdo de Uma Cépia.
Uma dessas desigualdades representa o novo critério utilizado pelos autores para

representar o principio. Essa desigualdade é:
I(Z(),' G(), M) + I(Zl,' Gl, M) -+ I(Zo; Zl|G1, M) S H(M) + I(Z(),' Zl) (440)

O critério expresso por essa desigualdade é apenas necessario para que uma caixa

nao-sinalizante satisfaca o principio de Causalidade da Informagéo.

Por motivos de comparacgdo, os autores desse trabalho realizaram um célculo
computacional utilizando o critério acima, de modo a gerar um gréfico similar ao da fig.

19. A regido observada é representada de acordo com a parametrizacdo abaixo:

Pap = 7Ppr1 + €Pr1 + (1 — 7 —€)Py. (4.41)

A seguir, encontra-se o grafico gerado pelos autores.

0.20 } —NS
IC single copy
0.18} — |C multiple copies
0.16 — New IC single copy
- - - Quantum
- 014 S
012}
0.10
0.08| | | | _ TRe
0.80 0.82 0.84 0.86 0.88 0.90

&

Figura 21 — A linha preta é a borda do politopo de ndo-sinalizacdo, a curva laranja e
a azul representam, respectivamente, os critérios de Causalidade da Infor-
macado para Uma e Multiplas cépias. A curva vermelha representa o novo
critério de Causalidade da Informacdo encontrado na ref. [32]. A curva
tracejada representa a borda do conjunto Q. Esse grafico foi retirado da ref.
[32].

Para essa regido especifica, o novo critério se mostra melhor que os critérios an-

teriores, dado que, com ele, aproxima-se mais ainda do conjunto Q;. Repare entretanto
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que os parametros <y e € ndo variam da mesma forma que os parametros « e f3 relativos
a figura 19. O fato é que, no restante da regido, apesar de a curva vermelha ainda
continuar abaixo da curva laranja, a curva vermelha cruza a curva azul, se mostrando
um critério mais fraco que o critério de Causalidade da Informagdo de Multiplas Copias
utilizado na ref. [41]. Isso sugere que uma versdo desse critério para Multiplas Cépias
pode se aproximar mais do conjunto Q; que todos os outros.

4.7 Nova Abordagem - Multiplas Cépias

Seguindo a linha da ref. [32], iniciei a tentativa de obter resultados utilizando
uma versdo de multiplas copias do critério introduzido na segdo anterior. Nessa mesma
referéncia, os autores argumentam que a versdo de multiplas cépias é simplesmente

uma extensdo do critério para uma cépia, sendo expresso pela seguinte desigualdade:

n—1 n—1 n—1
Y I(Z; G, M)+ Y I(Z4; Zi|Gi, M) < HM) + Y H(Z;) — H(Zx,...,Zn). (442)
i=0 i=1 i=0

Utilizando o cendrio de Causalidade da Informagdo com trés copias do recurso

ndo-sinalizante, reproduzimos o critério e obtivemos um gréfico para esse caso:

0.8

0.61

- 0.4

0.2r

0.0

0I.0 0.‘2 0I.4 0.‘6 018 l.‘O
€
Figura 22 — Gréfico da segdo do politopo definida pela eq. 4.41. A curva pontilhada
representa o conjunto 91, a curva vermelha representa o novo critério para
uma copia e a curva azul representa o novo critério para trés copias.

Esse resultado parcial foi obtido no final desse trabalho e carece de uma analise

sobre sua validez e significado. Tal andlise ocorrera na continuagdo desta pesquisa.
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Apesar destes avangos no desenvolvimento de critérios que representem o prin-
cipio de Causalidade da Informacao, sabemos que o desenvolvimento de cendrios de
Causalidade da Informacao considerando mais que duas partes é necessario. Isto deve-
se ao resultado encontrado na ref. [43], que diz que correla¢des quanticas, em geral, ndo
sdo possiveis de serem obtidas através de principios envolvendo cendrios bipartidos.
Esse é o passo a ser dado em nossa pesquisa logo apds obtermos novos resultados para

o critério de Causalidade da Informacdo com multiplas copias.
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Conclusio

O objetivo desse trabalho foi de tentar realizar, motivado pelo estudo do principio
de Causalidade da Informacdo, uma unido entre a teoria da informacéao, a teoria de

causalidade e a teoria de ndo-localidade.

Como o objetivo principal do trabalho foi revisitar os tltimos resultados com
relagdo a esse principio, conclui-se que esse trabalho alcancga o objetivo de mostrar, de
uma forma padronizada, os tltimos avangos nessa pequena parte da pesquisa sobre
Nao-localidade, a de buscar principios fisicos que justifiquem a ndo-localidade quantica.

Apesar da utiliza¢do do cendrio mais simples, ha muita riqueza na relacdo entre
o principio de Causalidade da Informacdo e a teoria de ndo-localidade. O resultado
da ref.[32] aponta na direcdo de que esse principio seja um 6timo candidato a ser o
principio que gere as correlagdes quanticas. O nosso resultado para 3 copias do recurso
ndo-local, expresso na fig. 22, indica que o critério pode ser melhorado de modo a se

aproximar mais do conjunto Q;.

Acreditamos que o cruzamento entre as duas curvas nessa figura ocorra por
dois possiveis motivos. O primeiro é a possibilidade de existéncia de vinculos, na
distribui¢do de probabilidade sobre as varidveis do cendrio, que ndo estejam sendo
devidamente impostos pelo cédigo utilizado para gerar o grafico da fig. 22. O segundo
motivo é que tal cruzamento esteja correto, apesar de ndo ser esperado, pois ndo é
claro que, nessa nova abordagem, a utilizagdo de muitas cépias do recurso ndo-local
deva melhorar o critério em toda a regido observada. Nesse caso, a borda azul ndo
necessariamente deve se aproximar mais de Q1 que a borda vermelha. E esperado
que melhore nas proximidades da caixa Ppry, de acordo com o protocolo, sendo essa
melhora representada no gréafico, porém hé a possibilidade de que isso ocorra apenas

nessa regido especifica.

Caso a primeira hipdtese seja a correta, ha a possibilidade de realizar esse mesmo
tratamento utilizando um modelo representado por um DAG que contenha mais varié-
veis, possivelmente gerando novas relagdes de independéncia condicional e gerando
um critério melhor que o critério para uma cépia em toda a regido analisada. Caso a
segunda possibilidade seja a correta, isso serd confirmado com novas implementagdes
para mais copias do recurso ndo-local, sendo estes os préximos passos a serem dados

nessa pesquisa.

Além disso, foi utilizado um algoritmo pré-determinado aparentemente 6ptimo,
mas que pode apresentar fraquezas no teste de violagdo do principio de Causalidade

da Informagao. Outro problema a ser atacado é o de generalizar o critério utilizado
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para testar o principio de Causalidade da Informagao utilizando todos os protocolos
possiveis nesse cendrio. Esperamos que isso fortaleca mais ainda o principio, eliminando
a dependéncia dos resultados a fixagdo do protocolo.
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