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Resumo

Grande parte dos procedimentos existentes na literatura para a modelagem de dados de
sobrevivéncia baseiam-se na suposicao de que o mecanismo de censura é nao informativo,
ou seja, que os tempos de falha e censura sao independentes. Apesar da independéncia
ser uma suposicao da modelagem, testar essa condicao requer informacoes adicionais
sobre os dados que normalmente nao estao disponiveis. Em diversas situacoes reais,
tal suposicao nao é valida e o mecanismo gerador de censura é dito informativo. Uma
alternativa para modelagem de dados sob o mecanismo de censura informativo baseia-se
na inclusao de um efeito aleatorio, conhecido como fragilidade, que afeta tanto os tempos
de falha quanto de censura. Neste trabalho, propomos dois modelos paramétricos: em
um modelo o efeito da fragilidade é relacionado aos tempos de censura por meio de um
parametro e o outro considera uma mistura para modelar o efeito da fragilidade. Estes
modelos permitem que o tipo de correlagao e, consequentemente, o mecanismo de censura
do conjunto de observagoes seja apontado pelos dados. Um estudo simulado, com foco na
distribuicao Weibull, considerando diferentes proporcoes de falha, tamanho amostral e o
tipo de correlacao entre falha e censura foi realizado para comparacao do desempenho
de algumas especificagbes de modelo: (i) sem fragilidade, (ii) com fragilidade apenas
no componente de falha, (iii) fragilidade em ambos os componentes e afetada por um
parametro na censura, (iv) fragilidade em ambos componentes mas modelada por uma

mistura na censura. Finalmente, realiza-se uma aplicacao destes modelos a dados reais.

Palavras-chave: Estatistica Bayesiana, Andlise de Sobrevivéncia, Censura Informativa,

Modelo de Mistura, Fragilidade.
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Abstract

Most procedures found in the literature to model survival data are based on the as-
sumption of non-informative censoring mechanism, meaning that failure and censored
times are independent. Although independence is a model assumption, testing this con-
dition requires additional data which are often unavailable. In several real situations
this assumption is not valid and the censoring mechanism is thus called informative. An
alternative for data modeling under censoring mechanism is based on the inclusion of
a random effect known as frailty, which influences both failure and censoring times. In
this study, two Bayesian models are proposed: in one of them, the frailty effect is related
to the censoring times through a parameter, the other one considers a mixture distribu-
tion to model the frailty effect. These models can indicate the type of association and,
consequently, the censoring mechanism of the data. A simulated study, focused on the
Weibull distribution, considering different failure proportions, sample sizes and correla-
tion type between failure and censoring was developed to compare the performances of
some model specifications: (i) without frailty, (ii) with frailty only on the failure compo-
nent, (iii) frailty in both components and affected by a censoring parameter, (iv) with
frailty in both components but affecting the censoring via mixture. Finally, the models

are applied to real data.

Keywords: Bayesian Statistics, Survival Analysis, Informative Censoring, Mixture Model,

Frailty.
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Capitulo 1

Introducao

Em analise de sobrevivéncia a varidvel resposta representa o tempo até a ocorréncia
de um evento de interesse, sendo denominado tempo de falha, como por exemplo, o tempo
decorrido entre o surgimento dos primeiros sintomas e o diagndstico de uma determinada
doenga, o tempo de vida util de um equipamento eletronico ou o tempo até a cura de
um paciente.

Dados de sobrevivéncia, em geral, sao caracterizados por tempos com distribuigao
assimétrica. A maior parte dos tempos observados sao pequenos e poucos elementos sao
acompanhados por um longo periodo, ou seja, um grande volume de dados concentra-se
proximo ao tempo inicial enquanto valores distantes de zero sao mais escassos.

Outra caracteristica peculiar de dados de sobrevivéncia é a presenca de observacoes
censuradas, que correspondem a informacao parcial sobre o tempo até a ocorréncia do
evento de interesse. Observacoes censuradas podem ser causadas por limitacao do tempo
de acompanhamento ou de recursos, perda do acompanhamento de determinado elemento
(individuo ou componente), maneira como o experimento foi planejado, entre outros.

A censura pode ser classificada como (Colosimo e Giolo, 2006):

(a) censura a direita: o tempo até a ocorréncia do evento de interesse esta a direita do

tempo observado;

¢ Ex.: Em um estudo sobre o tempo entre o diagnéstico até a cura de determi-

nada doenga por um tempo determinado, alguns individuos podem chegar ao



fim do estudo sem vivenciar o evento de interesse.

(b) censura a esquerda: o tempo até a ocorréncia do evento esta a esquerda do tempo

observado;

o Ex.: Ao se realizar uma pesquisa sobre o tempo de alfabetizagao de criancas, é
possivel que na amostra selecionada ja existam algumas criancas alfabetizadas

no inicio do estudo, nao sendo possivel determinar quando isso ocorreu;

(c) censura intervalar: a falha ocorre em um intervalo de tempo, mas nao é possivel

especificar o momento exato de sua ocorréncia.

o Ex.: Em alguns casos, o evento de interesse pode ser o tempo entre os primeiros
sintomas e o diagnostico de determinada doenca. Entretanto, o diagnodstico é
dado de acordo com um resultado de exame feito mensalmente, assim nao se
conhece o tempo exato da ocorréncia da doenga, apenas o intervalo entre os

resultados de exame que indicaram a existéncia da doenca.

Nesta dissertacao iremos focar na analise de dados com censura a direita, visto que
esse tipo de censura é bastante comum em situacoes reais.

O mecanismo gerador de censura refere-se a relagao entre o tempo até o evento de
interesse e o tempo até a observacao de uma censura. Ele tem papel importante na
formulagao de modelos em andlise de sobrevivéncia. A suposicao largamente usada é
de que o mecanismo de censura é nao informativo, ou seja, que as observacoes de fa-
lha e censura sdo independentes. Segundo Staplin (2012), isto significa que observagoes
censuradas — no caso de censura a direita — irao fornecer somente a informacao de que
o tempo de sobrevivencia verdadeiro excede o tempo observado e que nao ha qualquer
outra informacao sobre o tempo de sobrevivéncia subsequente. Esta suposicao ¢ bas-
tante conveniente no sentido de que simplifica a funcao de verossimilhanca do modelo.
Entretanto, ela é adequada apenas para alguns casos, por exemplo, quando os individuos

deixam de ser acompanhados devido ao término do estudo ou em casos em que eles sao



retirados do estudo por experimentarem eventos nao relacionados ao evento de interesse,
tais como mudanca de localidade, acidente de carro, etc.

Em algumas situacoes reais, é possivel perceber que existe algum tipo de dependéncia
entre os tempos de falha e censura, caracterizando, de acordo com Staplin (2012), o meca-
nismo de censura informativo. Segundo Link (1989), pode-se supor que o mecanismo de
censura ¢ informativo, por exemplo, quando um individuo tem o fim de seu acompanha-
mento ao abandonar o estudo por razoes relacionadas ao tipo de terapia. Outro exemplo,
sao situacoes em que a falha é causada por eventos secundérios e assim registrada como
observagao censurada.

A preocupagao com a modelagem de dados de sobrevivéncia na presenga de censura
informativa nao é recente. A literatura que trata desse assunto tem aumentado em vo-
lume e evoluido ao longo do tempo. Link (1989) propdés uma modelagem para dados sob
o mecanismo informativo através de uma modificacao no estimador de Kaplan Meier.
Leung et al. (1997) apontam alguns problemas de modelagem caso a suposi¢ao de in-
dependéncia seja violada. Scharfstein e Robins (2002) propoem o uso de uma fungao
associada ao modelo para determinar a dependéncia da censura, fazendo algumas su-
posicoes sobre ela. Um modelo de copula para dados de censura informativa é proposto
por Jiang et al. (2005). Lu e Zhang (2012) propoem um modelo de taxas de falha pro-
porcionais que compartilha parametros de regressao na distribuicao de falha e censura
para modelagem de dados sob o mecanismo de censura informativo.

Entre as diversas propostas usadas na literatura para a modelagem de dados com
alguma correlacao, pode-se citar o uso de modelos de fragilidade, como apresentado por
Link (1989), Kosorok et al. (2002), entre outros. O termo fragilidade foi introduzido
em andlise de sobrevivéncia por Vaupel et al. (1979) para explicar como individuos com
mesmas caracteristicas observaveis e conhecidas podiam possuir riscos diferentes de ex-
perimentar o evento de interesse. Desde entao, seu uso tem crescido e se diversificado.
Segundo Hanagal (2011) a fragilidade representa um efeito aleatério nao observado que é
compartilhado por individuos que possuem caracteristicas comuns nao mensuraveis. Sua
principal aplicagao acontece em situagoes nas quais se deseja fazer inferéncia sobre tempos

de sobrevivéencia com algum tipo de relacao, por exemplo, quando se deseja analisar in-



dividuos da mesma familia, ou grupos de individuos em diferentes centros de tratamento.
Colosimo e Giolo (2006) e Collett (2003) apresentam um estudo introdutério sobre o
uso da fragilidade em andlise de sobrevivéncia, considerando diversas aplicagoes. Uma
discussao mais detalhada sobre modelos de fragilidade pode ser encontrada em Hanagal
(2011).

Segundo Siannis (2004) mensurar a dependéncia entre falha e censura é uma tarefa
dificil. Dessa forma, é necessario inserir na modelagem elementos que possam captar
fontes da variagdo ndo mensuraveis, como é o caso da fragilidade. Huang e Wolfe (2002),
por exemplo, propoem um modelo de fragilidade semiparamétrico que avalia o grau da
censura informativa e ajusta seu modelo a dados relacionados espacialmente por meio
do algoritmo EM. Santos (2012) utiliza uma ideia semelhante ajustando um modelo pa-
ramétrico para dados de ocorréncia de infecgao em pacientes que realizaram transplante
de medula 6ssea em um unico centro, utilizando a distribuicao Gama para a modela-
gem da fragilidade, o que minimiza as dificuldades algébricas e torna o algoritmo EM
desnecessario. Em ambos os trabalhos, os tempos de falha e censura sao considerados
independentes quando condicionados ao termo de fragilidade.

Nesta dissertagao, modelos de fragilidade também serao utilizados para captar a de-
pendéncia entre falha e censura em duas propostas. Na primeira, o efeito aleatorio sera
adicionado ao modelo através de um parametro associado aos tempos de censura, de
forma captar a correlacao. Na segunda, a fragilidade serda incorporada a estrutura do
modelo por meio de uma mistura com trés componentes degenerados que caracterizam a
relacao existente entre os tempos de falha e censura. A estrutura hierarquica é construida
de forma que a mistura identifique o mecanismo de censura presente nos dados, tornando
a suposicao inicial de independéncia entre falha e censura dispensavel. Este tipo de mo-
delagem envolvendo misturas originou-se no contexto Bayesiano de selecao de variaveis
em regressao e tem sido explorado em diversas pesquisas; ver George e McCulloch (1997)
e Geweke (1996).

A inferéncia sobre os modelos é realizada através de uma abordagem Bayesiana. A
andlise de dados de sobrevivéncia sob o mecanismo de censura nao informativo com a

inclusao de uma fragilidade é apresentada por Ibrahim et al. (2010), porém trabalhos que



utilizam essa abordagem para tratamento de dados de censura informativa sao escassos
quando comparados ao mecanismo nao informativo. Uma das vantagens do uso da in-
feréncia Bayesiana esta na inclusao do componente de fragilidade de forma mais natural
na modelagem, visto que a incerteza sobre qualquer objeto (variaveis aleatérias, variaveis
latentes e parametros) é descrita através de uma distribuigao de probabilidade.

O foco deste trabalho é desenvolver uma abordagem Bayesiana para a analise de da-
dos de sobrevivéncia na presenca de censura informativa, utilizando a suposicao de que
os tempos de falha e censura sao condicionalmente independentes dado uma fragilidade.
Utilizaremos a distribuicao Weibull para modelar os tempos observados. Esta é a dis-
tribuicao mais utilizada para este contexto devido a grande flexibilidade de sua fungao
de taxa de falha (Lawless, 2003). Apresentaremos um estudo considerando o comporta-
mento de diferentes modelos ajustados a dados simulados com trés proporcoes de falha
(pequena, média e alta). Iremos avaliar cenarios com dados sob o mecanismo nao infor-
mativo (independéncia entre os tempos de falha e censura) e cendrios sob o mecanismo
informativo (um deles com correlagao positiva entre falha e censura, outro com correlagao
negativa).

Esta dissertacao esta organizada da seguinte maneira: o Capitulo 2 descreve os funda-
mentos de analise de sobrevivéncia e alguns elementos especificos como modelos de taxas
de falha proporcionais. O Capitulo 3 trata da fragilidade e apresenta o modelo de Huang
e Wolfe (2002) para modelagem de dados de sobrevivéncia sob mecanismo informativo.
Um “proposta para a modelagem de misturas é apresentada no Capitulo 4, sendo a mis-
tura de trés componentes tratada como caso particular. O Capitulo 5 descreve o estudo
dos cenarios simulados e analisa o ajuste dos diferentes modelos. Uma aplicacao real
¢é desenvolvida no Capitulo 6 explorando todos os modelos considerados no Capitulo 5,
enquanto o Capitulo 7 trard um resumo de toda discussao abordada nesta dissertagao;
destaque serda dado as principais conclusoes tiradas nos estudos. O encerramento é feito

com algumas propostas de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Conceitos Basicos em Analise de

Sobrevivéncia

Segundo Collett (2003), o termo anélise de sobrevivéncia é usado para descrever dados
representando periodos de tempo transcorridos entre um tempo inicial e a ocorréncia de
um particular evento. Hanagal (2011) define dados de sobrevivéncia como a medida de
tempo até a ocorréncia de um certo evento. De maneira geral, podemos dizer que a analise
de sobrevivéncia é o acompanhamento de elementos (individuos, pacientes, equipamentos,
etc) por um periodo, tendo como principal objetivo analisar o tempo até a ocorréncia de
um evento de interesse, usualmente denominado tempo de falha. Este ramo da Estatistica
pode ser aplicado, por exemplo, em situagoes na quais se deseja avaliar a reincidéncia de
uma doenca, tempo até a ocorréncia de um crime em uma determinada regiao, vida 1til
de equipamentos eletronicos, entre outros.

O tempo até a falha pode ser descrito como uma variavel aleatéria T, nao nega-
tiva, em geral com distribuicao assimétrica, que representa o tempo de sobrevivéncia de
individuos em alguma populacao. Essa variavel é usualmente especificada pela funcao
de sobrevivéncia ou pela funcao de taxa de falha, sendo estas relacionadas entre si. A
funcao de sobrevivéncia S(t) descreve a probabilidade de um individuo néo experimentar

o evento de interesse até o instante ¢, sendo dada por:



S(H) =1 F(t) = P(T > 1) /too F(u)du, 2.1)

em que F(t) e f(t) representam a fungao de distribuigdo acumulada e a func¢ao densi-
dade de probabilidade, respectivamente. Nota-se que S(t) é uma fun¢do mondtona nao
crescente com S(0) =1 e S(oc0) = tlirgloS(t) =0.

A funcao de taxa de falha é um importante conceito em analise de tempos de vida.
Segundo Collett (2003), esta fun¢ao é amplamente usada para expressar o risco do in-
dividuo experimentar o evento de interesse em determinado instante ¢, sendo obtida a
partir da probabilidade da falha ocorrer no tempo t dado que o individuo sobrev iveu
até este tempo. Sua forma indica o comportamento do evento de interesse em individuos
da populacao, ou seja, se ao longo do tempo a probabilidade do individuo sofrer a falha

aumenta, diminui ou é constante. A funcao de taxa de falha é dada por:

ht) = lim Ple<T< Z AT 29 _ ég (2.2)

As fungoes h(t), f(t) e S(t) sao matematicamente equivalentes. Podemos determinar

a expressao de f(t) a partir de S(t) e vice-versa.

d d d

Fi#) = 5P () = (1= S(t)] = —25(0).

Pode-se também substituir a expressao acima em (2.2), obtendo:

ht) = 575‘?;;) _ —% log S(1).

Ao integrarmos h(t), apresentado acima, no intervalo [0, ¢], teremos a seguinte igual-

dade:

S(t) = exp{—H(#)} = exp {— /Ot h(u)du} |

Finalmente, é possivel concluir que:

f(t) = h(t) exp{—H(t)}.
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Uma revisao sobre essas fungoes e suas relagoes pode ser encontrada em Collett (2003),
Lawless (2003) e Colosimo e Giolo (2006), entre outros.

Dados de sobrevivéncia possuem uma importante caracteristica: a presenca de ob-
servacoes censuradas e, portanto, devem receber tratamento especial. Uma observacao
censurada é uma observacao parcial do evento de interesse. Dessa forma, a censura nao
deve ser ignorada durante a analise dos dados, sob risco de levar a estimativas viesadas
dos parametros, (Colosimo e Giolo, 2006). Observagoes censuradas costumam ocorrer
pela saida de alguns individuos do estudo, perda de contato durante o acompanhamento,
término do estudo sem ocorréncia do evento de interesse, entre outros motivos.

Lawless (2003) afirma que para aplicar procedimentos estatisticos baseados nos dados
censurados é necessario considerar no processo todos os tempos observados, sejam eles
falha ou censura. Uma representacao simples e amplamente utilizada para o ajuste de
dados com presenca de censura é composta por um par de variaveis, sendo: Y; repre-
sentando o tempo observado para o individuo 7 e §; uma indicadora de falha ou censura
daquela observagao. Considere T uma variavel aleatéria continua e nao negativa que re-
presenta o tempo de falha de um individuo. De forma anédloga, podemos definir C' como
outra variavel aleatdria que representa o tempo de censura associado a um individuo. A

notagao geral, usada por Lawless (2003) e Colosimo e Giolo (2006), é:

5 = (2.3)
0, T > Ol

A varidvel aleatoria Y é caracterizada, em analise de sobrevivéncia, pela funcao de
sobrevivéncia S(y), apresentada em (2.1), ou pela func¢ao de taxa de falha h(y) descrita
em (2.2). Essas fungbes podem ser modeladas de forma paramétrica ou ndo paramétrica.
Neste trabalho, optou-se pelo uso de técnicas paramétricas em que devemos assumir
uma distribuicao de probabilidade ao conjunto de observacoes. Esta distribuicao deve

ter caracteristicas que se adequam ao conjunto de dados. Entre as distribuicoes am-



plamente usadas sao: exponencial, Weibull, log-normal, logistica; detalhes em Collett
(2003). Neste texto, o foco serd a distribuigao Weibull, amplamente usada na literatura,
cujas caracteristicas serao discutidas com mais detalhes na Subsegao 3.1.1.

De acordo com Collett (2003) o uso de modelos paramétricos pode levar a inferéncias
mais precisas, desde que as suposicoes do modelo sejam satisfeitas. Os modelos pa-
ramétricos destacam—se pela necessidade de estimagao de quantidades desconhecidas
(parametros) que determinam a forma e o comportamento das distribui¢oes. A estimacgao
dos parametros pode ser realizada por meio de duas abordagens distintas: Frequentista
ou Bayesiana. Em ambas é fundamental a construcao da funcao de verossimilhancga, que
contém as informagoes dos dados para a estimagao dos parametros.

Para a construcao da funcao de verossimilhanca é necessario apresentar primeiramente
a distribuicao conjunta para as variaveis d; e Y;. Esta distribuicao descreve a relacao da
variavel “tempo de falha” com a varidvel “tempo de censura” O modelo geralmente
proposto para descrever a distribuigdo de Y; para as observagoes de censura (§; = 0) é

dado pela seguinte expressao, Lawless (2003):

P(y;,0, =0) = P(C € (yi,yi + Ay, T > ;). (2.4)

Similarmente, para as observacoes de falha temos:

P(yi,0s = 1) = P(T € (ys, i + Ayi], C > y3). (2.5)

As distribuigoes dadas em (2.4) e (2.5) sdo usadas para descrever a funcao de verossi-
milhanga para uma amostra de n observagoes, em que 7 sao falhas e (n —r) sdo censuras.
Denote D = {(y;,0;),i = 1,...,n} e seja ® = {Or, O¢}, em que Or e O sdo vetores
de parametros associados a distribuicao dos tempos de falha e censura, respectivamente.

Entao a fungao de verossimilhanca é dada por:

L©D) = [[{P(T € (yiyi + Ay, C > 4il©)} ] {P(C € (yi,ys + Ay, T > 4i]©)}

i=1 i=r+1

- H {P(T € (yi,y: + Ayi], C > 5| ©) Y {P(C € (yi,yi + Ay, T > | @)}

=1



Assumindo independéncia entre T' e C, a funcao de verossimilhanca pode ser reescrita
como produto simplificando as operagoes. Se definirmos £ (y;|©r) e £ (y;]©¢) como
funcdes densidade, S (y;|®7) e S (y;|©¢) como funcio de sobrevivéncia, h™) (y;|© )
e h(y;]®¢) como funcio de taxa de falha para as observacdes de falha e censura,

respectivamente, a funcao de verossimilhanca passa a ser escrita como:

L®|D) = T[P(T € (yi,y; + Ayi]|©7)% P(C > y|O7)"

<.
Il 3
o z

x P(C € (yi, Y; + Ayi]|®c)1_5iP(T > yi|@c)1_6i

—~

LD (il ©1)" ST (il ©1)' ][ (il ©c)' 5" (i ©c)*]

I
=

1

.
Il

I
=

[h(T) (yi|®T)5iS(T)(yi|®T)] [h(c) (yi|90)1_6i5(c)(yi|90)]
1

(2

Quando existe independéncia entre os tempos de falha e censura (T e C) dizemos
que a censura ¢ nao informativa, ou seja, ela nao traz informacao sobre os parametros da

distribui¢ao de falha (®7) e pode ser suprimida da equacao de forma que:

L(©7|D) o [ [ ™" (il ©7)” ST (y;|©1).

i=1

A suposicao de independéncia desempenha papel importante na analise de dados de
sobrevivéncia, visto que é muito dificil determinar a distribuicao conjunta dos tempos de
falha e censura. Além disso, a independéncia entre os tempos traz simplificagao algébrica
que auxilia na inferéncia sobre o modelo. Entretanto, Leung et al. (1997) afirmam que nao
¢é possivel testar a suposicao de independéncia sem fazer restrigoes adicionais, como por
exemplo restrigoes sobre a distribuicao conjunta de falha e censura. Assim, na maioria
das vezes, a suposicao de independéncia ¢ adotada sem que qualquer teste seja realizado.

Segundo Wu e Carroll (1988) a modelagem de dados de censura informativa por
modelos que utilizam a suposicao de independéncia pode causar um pequeno viés nas
estimativas. Staplin (2012), também alerta sobre o de desconsiderar a relagao entre falha

e censura levando a superestimacao da funcao de sobrevivéncia caso a correlacao seja
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positiva e, por outro lado, uma correlacao negativa entre tempo até o evento e o tempo
de censura poderia levar a uma subestimagao da funcao de sobrevivéncia.

Estudos relacionados a dados de sobrevivéncia, muitas vezes, envolvem covariaveis
que podem estar relacionadas com o tempo de sobrevivéncia dos individuos. Uma forma
adequada para incluir o efeito dessas covaridaveis na modelagem é utilizar o modelo de

taxas de falha proporcionais.

2.1 Modelo de Taxas de Falha Proporcionais

Na area médica, por exemplo, pode-se imaginar que alguns fatores (covaridveis) in-
fluenciam no surgimento de uma doenga (idade, sexo, peso) ou que fazem parte de um
diagndstico (exame laboratorial, exame fisico). Uma maneira extensivamente usada para
incluir covaridveis no modelo é proposta por Cox (1972). Segundo Colosimo e Giolo
(2006), o modelo de Cox permite a andlise de dados provenientes de estudos de tempo
de vida considerando covariaveis. Um estudo sobre este modelo e suas propriedades
assintoticas ¢ desenvolvido em Tsiatis (1981).

O modelo representa uma forma de inflagao/deflagao do risco do individuo. Neste
modelo as covaridveis sao acrescidas a fungao de taxa de falha de forma multiplicativa.
Considere k covaridaveis de modo que x; = (z;1,...,2%) . A expressao do modelo de

regressao de Cox ¢é dada por:

W (i) = ho(y)'" exp{iBr}. (2.6)

Na expressao acima, o termo h(()T) representa a funcao de taxa de falha base, e 3 =
{Bra,...,Brk} é o vetor de coeficientes de regressao. Observe que tanto exp{xz;3;}
quanto h(()T) sao funcoes nao negativas. Além disso, a funcao de taxa de falha base
héT) pode ser modelada parametricamente ou nao. O "modelo de Cox” é usualmente
empregado quando modelamos h(()T) semi-parametricamente.

O modelo de taxas de falha proporcionais tem a propriedade de garantir a proporcio-

nalidade do risco entre dois individuos como constante ao longo do tempo. Isso pode ser

facilmente observado na seguinte equagao:
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R (y|2;) B h(T)(y) exp{z;Br} B
W les) ~ WOy cxplagy) TP~ T} = B (@~ )

Por exemplo, se o risco de um individuo ser diagnosticado com determinada doenca é
trés vezes maior que o risco de outro individuo, essa razao permanecerd a mesma durante
todo o periodo estudado. A suposicao basica para o uso do modelo de taxas de falha
proporcionais, portanto, é que o risco entre individuos seja constante ao longo do tempo.
Esse modelo é caracterizado pelos coeficientes 3’s, que medem os efeitos das covariaveis
sob a fungao de taxa de falha. Para escrever a verossimilhanga deste modelo (para o

mecanismo de censura nao informativo), faremos uso da identidade:

S(t) = exp{—H(1)}, (2.7)
considerando a nova funcao de taxa de falha apresentada acima. Neste caso, D =

{(yi, 0i,x;),i = 1,...,n} representa os dados observados, @1 = {0, B} e a fungao de

verossimilhanca passa a ser escrita da seguinte forma:

L(©7|D) o [[ 1" (wil07) exp{z:Br}* exp{H{" (4:|07) exp{z:Br}}. (2.8)

i=1

Uma das vantagens em utilizar o modelo de taxas de falha proporcionais é que as
propriedades de log-concavidade da distribui¢cao sao mantidas, sendo 1til para amostrar as
componentes do vetor B;. Segundo Dellaportas e Smith (1993), na anélise Bayesiana, se a
distribuicao a prior: e a funcao de verossimilhanga sao log-concavas entao a distribuicao
condicional completa a posteriori também sera. Essa propriedade permite o uso de
técnicas de simulagao do tipo envelope como o algoritmo Adaptive Rejection Sampling
(ARS) — ver Gamerman e Lopes (2006). Para mais informacoes sobre a log-concavidade
ver Dellaportas e Smith (1993) e Gilks e Wild (1992).

As covariaveis tem o efeito de acelerar ou desacelerar o tempo até a falha. Entretanto,
podem existir fatores nao mensuraveis ou desconhecidos que também tenham o poder de

influenciar o tempo de sobrevivéncia de individuos em estudo. Estes casos sao normal-
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mente modelados com a inclusao de um componente de fragilidade, situacao abordada

no Capitulo 4.

2.1.1 Modelo de Regressao Weibull

A utilizagao do modelo de Cox para a modelagem de dados de sobrevivéncia nao exige
que alguma distribuicao de probabilidade em particular seja assumida. Como resultado,
a funcao de taxa de falha nao é restrita a uma forma especifica, tornando o modelo de
Cox bastante flexivel. Por outro lado, se as suposicoes sobre determinada distribuicao de
probabilidade para os dados é vélida, inferéncias baseadas em tais suposi¢coes podem ser
mais precisas. Em particular, estimativas de quantidades relativas a médias e medianas
dos tempos de sobrevivéncia tendem a ter menores erros padrao [Collett (2003)]. Modelos
em que uma distribuicao de probabilidade é assumida para os tempos de sobrevivéncia
sao conhecidos como modelos paramétricos.

Segundo Lawless (2003) a distribuicao Weibull é a distribui¢ao mais utilizada para a
modelagem de tempos de vida. Sua grande aplicacao a situagoes reais deve-se, principal-
mente, 4 grande variedade de formas que sua funcao de taxa de falha pode apresentar.
Independente da forma assumida, uma caracteristica basica desta distribuigao é possuir
uma funcao de taxa de falha mondtona, sendo crescente para valores de o > 1, decres-
cente para o < 1 e constante quando temos o« = 1. Algumas formas da fungao de taxa
de falha sao apresentadas na Figura 2.1.

Para uma variavel aleatoria 7' com distribuicao Weibull, tem-se que a funcao densi-

dade de probabilidade é dada por:

ftla, ) = axt® texp{—\t"}

em que « > 0 é o parametro de forma e A > 0 é o parametro de escala. Para o caso
particular em que a = 1 temos a distribui¢ao exponencial.
As funcao de sobrevivéncia S(t) e de taxa de falha h(t) podem ser facilmente obtidas

por meio das identidades matematicas apresentadas anteriormente.
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Funcéo de Taxa de Falha
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Figura 2.1: Diferentes formas da distribui¢ao Weibull

O modelo de taxas de falha proporcionais consiste em definir a funcao de taxa de
falha base ho(t) como uma fungao modelada por esta distribuigao. Assim, as fungoes de

taxa de falha e sobrevivéncia passam a ser descritas da seguinte forma:

h(tla, N) = axt® exp{x;3}

S(tla, A) = exp{—Xt“exp{x;B}}

Note que o tempo de sobrevivéncia do i-ésimo individuo tem distribuicao Weibull
com o parametro de escala A exp{x;3} e o parametro de forma a. Este resultado mostra
que o efeito das varidveis explicativas alteram apenas o parametro de escala, enquanto
o parametro de forma permanece constante. Uma representacao comum é aplicar a
transformagao A = exp{fp} e definir a distribuigao Weibull(c, A;) em que \; = exp{Sy +
frxy + ... + Brrr}, em que k é o nimero de covariaveis conhecidas da amostra. Essa
estrutura mantém a propriedade de riscos proporcionais do modelo de Cox e garante a

identificabilidade dos parametros do modelo, (Collett, 2003).
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Capitulo 3

Modelos de Fragilidade

Segundo Rocha (2011), uma abordagem comum na anélise de dados de sobrevivéncia é
assumir uma populagao homogénea de individuos com a mesma estrutura de covariaveis.
No entanto, é evidente que individuos idénticos em muitos aspectos, tais como a idade,
sexo e mesmo tratamento, diferem devido a fatores desconhecidos ou nao mensuraveis. A
necessidade de incluir na modelagem fontes de heterogeneidade nao observadas levou ao
surgimento dos chamados modelos de fragilidade. O termo fragilidade, introduzido por
Vaupel et al. (1979), é usado para representar um efeito aleatério nao observével inserido
na modelagem para captar fatores de riscos (ndo mensurdveis) para um individuo.

Pode-se dizer que um individuo é frégil quando ele estd mais (ou menos) suscetivel
a experimentar o evento de interesse, em relacdo aos outros. Hanagal (2011) afirma
que modelos de fragilidade sao utilizados para tentar explicar a existéncia de atributos
nao mensuraveis, como o gendtipo ou outras caracteristicas individuais, que acabam por
introduzir heterogeneidade em uma populacao de estudo.

Modelos de fragilidade também possuem grande aplicacao a dados de sobrevivéncia
multivariados. Para Hanagal (2011), esses modelos sao tteis para captar a correlacao na
modelagem de dados de sobrevivéncia multivariados (subgrupos e eventos recorrentes),
quando alguma caracteristica é compartilhada por mais de um individuo ou quando temos
vérios tempos medidos para um mesmo individuo (tempos do mesmo individuo formam
um grupo). Nestes casos, o efeito das caracteristicas ndo mensuraveis, compartilhado

pelos elementos de um determinado grupo pode ser incluido na modelagem através da
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adicao do componente de fragilidade a fungao de taxa de falha:

WD (gl Up) = h$" (yig)Us exp{es j87};

em que h(()T) (y:,;) € a funcao de taxa de falha base, x; ; é o vetor de covaridveis associado ao
i-ésimo individuo do j-ésimo grupo, B sao os coeficientes de regressao e U; ¢ a fragilidade
(ndo observada) associada ao j-ésimo grupo.

O modelo de fragilidade compartilhada pode ter varios niveis dependendo do ntimero
de subgrupos da amostra, como por exemplo num estudo composto por grupos de paci-
entes de diferentes familias ou diferentes centros de tratamento ou, ainda, pesquisas com
casais; ver Collett (2003), Ibrahim et al. (2010) e Hanagal (2011), entre outros.

Neste estudo, nosso objetivo é modelar fatores individuais nao observéaveis que justifi-
cam o fato de que individuos com caracteristicas conhecidas e iguais apresentam tempos
de sobrevivéncia diferentes. Observe que, neste caso, a fragilidade deve ser incluida para
cada individuo de forma que cada observacao ¢é considerada um grupo diferente. Hanagal

(2011) apresenta o seguinte modelo:

KD () = b () exp{aiBr iU
= h{" ;) exp{@iBr + wi}, (3.1)

em que w; = log(U;). Para garantir a identificabilidade do modelo, temos que E(U;) = 1
ou E(w;) = 0 (Rocha, 2011).

A introducao do componente de fragilidade no contexto univariado busca modelar
a heterogeneidade dos individuos, bem como avaliar o efeito de covaridveis ignoradas
na modelagem de forma que, se alguma covariavel importante nao for acrescentada,
a fragilidade do modelo cresce afetando as inferéncias feitas sobre as demais. Logo,
podemos dizer que a fragilidade tem também o papel de modelar a heterogeneidade
nao medida dos dados, (Hanagal, 2011). Entretanto, neste contexto, o modelo perde a
interpretagao de riscos proporcionais apresentada em (2.7), ver Colosimo e Giolo (2006)
e Rocha (2011). De fato, o risco relativo depende agora tanto da diferenca entre as
covariaveis quanto da fragilidade, tornando impossivel identificar qual fator influencia o

risco dos individuos, como apresentado abaixo:
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WO (yla) by (y) exp{@iBr}Ui _ Ui
MO (yles) w7 (y) expl{x;B,30; Ui

exp{(z; — x;)Br}-

Seja D,y 0 conjunto de dados observados, U o conjunto de dados nao observados e
D comp. = {Dops; U} 0 conjunto de dados completos. A verossimilhanga (condicionada a

fragilidade) sob a suposigao de falha e censura independentes é dada por:

n

L(O7|Deomyp.) < [ (h" (4:107) exp{z:B,}U5)

=1

x exp{HS" (y;07) exp{w; B, }U;}. (3.2)

05

Existem diversas distribuicoes na literatura indicadas para modelar a fragilidade.
Hanagal (2011) apresenta algumas sugestoes, como a gama, log-normal e a normal inversa.

Dentre estas, a gama ¢ amplamente usada devido a sua conveniéncia algébrica.

3.1 Funcao de Verossimilhanca Marginal

Sob a abordagem Frequentista, o cdlculo da funcao de verossimilhanca requer que as
variaveis aleatorias nao observaveis sejam integradas para obtencao da funcao de verossi-
milhanca marginal na qual se baseiam as anélises dos dados. A funcao de verossimilhanca

marginal condicionada é dada por:

L@©[Dw) o [T [ H0(0:107.0) ST wl6r. )g(Ul0)0. (3.3)
i=17U

em que Dys. = {y;, i, ;} é o vetor de dados observados, ® = {Or, ¢}, Or = {01, B}
e ¢ é um vetor de parametros associado a distribuicao que modela a fragilidade.
A solucgao desta integral, entretanto, pode ser bastante complicada, uma vez que, em

geral, nao é possivel obter uma expressao fechada. Neste sentido, a distribui¢ao gama tem
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sido bastante utilizada, pois, segundo Hanagal (2011), é a tinica distribuigao que permite
a obtencao de formas fechadas das fungoes de taxa de falha e sobrevivéncia marginais.
Assim, supondo que U ~ Ga(k, 1), cuja densidade é dada por f(U) = (95U e=Y)/T'(k),
a funcao de verossimilhanga marginal condicionada apenas nos dados observados pode ser
obtida. Note que teremos uma forma fechada sempre que as fungoes ho(y) e Ho(y) (para
tempos de falha e censura) também apresentarem forma fechada. A verossimilhanga

obtida é:

S )
L(©|Dys) = H / (i©r)ePru;| " exp { - H" (@)™ Br U}
X 19“Uf Yexp {—9U;}/T(k)dU,

n

0 s . "
= 10" wlen)" e @ Pro/rix)

X /UUz'JﬁﬁleXp {_Uz' (H((JT) (yi|@T)€$iBT + 19) }dUi~

O ntcleo dentro da integral acima é de uma distribuicao gama[(éi +5), (0 +HD (yi|@T)ewiﬁT):| .

Assim, a funcgao de verossimilhanca marginal tem a seguinte forma:

o [ (W0 ) 9T+ 5)
L(®|Dgps.) = H < - ) (Git)
<1 T(k) (9 + B (5] ©r)eifr)

A log-normal é outra distribuicao bastante utilizada para a modelagem da fragilidade.
Para isso deve-se considerar a transformagao indicada em (3.1), e definir w ~ N(0, 1),
sendo 7 a precisao. Banerjee et al. (2003) afirmam que, para o modelo de fragilidade
log-normal ser identificavel, o termo do efeito aleatorio deve ter média zero.

O parametro 7 = 1/0? tem a propriedade de captar a variabilidade nao explicada
no modelo; valores pequenos de 7 indicam grande variabilidade nao explicada. Entre-
tanto, diferente da distribuicao gama, nao é possivel determinar uma forma fechada para
a funcao de verossimilhanca marginal. Nesse sentido, sob a abordagem frequentista, a
utilizacao de técnicas numéricas como o algoritmo EM sao necessarias. Outra alternativa
¢ o uso da classe de métodos MCMC, na abordagem Bayesiana, conforme descrito no

Capitulo 2. A escolha destas técnicas torna desnecessaria a solugao da integral apresen-
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tada em (3.3). Neste estudo, a distribuigao log-nomal sera utilizada na modelagem da

fragilidade.

3.2 Censura Informativa

Segundo Collett (2003), o mecanismo de censura é nao informativo quando nao existe
correlagao entre os tempos de falha e censura, ou seja, T e C' sao independentes. Entre-
tanto, nao é dificil encontrar situacoes nas quais é possivel perceber associagao entre falha
e censura, tornando a suposicao de independéncia inadequada. Quando existe alguma
relacao entre os tempos de falha e censura dizemos que o mecanismo de censura é infor-
mativo. Para Staplin (2012) uma possivel causa da censura informativa esté relacionada
ao fato de que fatores que controlam o tempo de censura estarem também associados ao
tempo de falha.

Link (1989) cita algumas situagoes em que a suposicao de independéncia pode ser
violada, como por exemplo em estudos clinicos nos quais alguns pacientes deixam o tra-
tamento por razoes relacionadas ao tipo de terapia interferindo na possibilidade de sofrer
o evento de interesse, ou quando pacientes deixam de ser acompanhados por experimen-
tarem algum evento critico especifico relacionado ao evento de interesse (ex: alguma
doenga secundéria). Nesse casos, é possivel supor que esta observagao censurada pode
trazer alguma informagao sobre o tempo de falha.

Entretanto, uma limitacao na andlise de dados de sobrevivéncia é testar o mecanismo
de censura como nao informativo, tendo como hipétese alternativa o caso informativo,
(Staplin, 2012). Esta limitagao ocorre devido ao teste requerer outras suposigoes sobre o
modelo (Leung et al., 1997), como por exemplo o conhecimento da distribuigao conjunta
das variaveis T e C de forma que a independéncia entre estas variaveis seja um caso
particular. Porém Staplin (2012) afirma que determinar uma distribuigao conjunta para
uma particular aplicacao é muito dificil.

Observe que a suposicao de independéncia desempenha um papel importante para
a modelagem dos dados, conforme discutido no Capitulo 3. Considerando a dificuldade

para se testar a suposicao de independéncia, alguns autores tém proposto modelos que

19



ajustem dados sob ambos o mecanismos de censura de forma que a suposicao de in-
dependéncia seja desnecessdria. Emoto e Matthews (1990), por exemplo, assumiram o
modelo Weibull bivariado para os tempos de falha e de censura e mostraram que os esti-
madores de maxima verossimilhanca para a distribuigao conjunta sao consistentes. Uma
modificagao do estimador de Kaplan Meier é proposto por Kaciroti et al. (2012) para a
analise Bayesiana de dados sob o mecanismo de censura informativa e dados faltantes.
Siannis (2004) utiliza um modelo que contém um parametro para a associa¢ao entre os
tempos de falha e censura e uma fungao viés na modelagem das observacoes de falha.

Modelos de fragilidade também sao tuteis para andlise de dados de sobrevivéncia
quando existe dependéncia entre os tempos de falha e censura, ou seja, dados com cen-
sura informativa. Link (1989) propoe um modelo para censura informativa utilizando um
estimador de Kaplan—Meier modificado com um componente de fragilidade. A principal
proposta deste trabalho é condicionar a funcao de verossimilhanca aos dados observados
e nao observados (efeito aleatdrio) e assim tratar tempo de falha e censura como variaveis
aleatérias independentes.

Considerar os tempos de falha e censura independentes dado a fragilidade é uma
alternativa que simplifica a modelagem dos dados, tornando desnecesséario conhecer sua
distribuicao conjunta. Um modelo para andlise de dados sob o mecanismo informativo é

proposto por Huang e Wolfe (2002).

3.2.1 Modelo de Huang e Wolfe

Uma das principais dificuldades no tratamento de dados de andlise de sobrevivéncia
¢é avaliar se a observagao censurada traz alguma informacao sobre o tempo até o evento
de interesse e, consequentemente, identificar o mecanismo gerador dos dados. Diversos
autores, como Leung et al. (1997) e Staplin (2012), discutem o uso indiscriminado da
suposicao de que os tempos de falha e censura sao independentes devido, principalmente,
a dificuldades de se testar essa premissa. Dessa forma, uma solugao para a modelagem
é permitir que o mecanismo de censura seja determinado pela informacao contida no
conjunto de dados.

Uma proposta de modelagem, que avalia ambos os mecanismos e utiliza um compo-
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nente de fragilidade, foi desenvolvida por Huang e Wolfe (2002). Estes autores utilizam
um modelo semiparamétrico que indica, através de um parametro, o mecanismo de cen-
sura sob o qual os dados foram gerados. O trabalho considera que os tempos de falha e
censura sao independentes quando condicionados ao componente de fragilidade e reali-
zam uma andlise de dados multivariados baseada em duas suposi¢oes: a primeira é que
os individuos do mesmo grupo compartilham uma fragilidade comum; a segunda é que,
dentro de cada grupo, a censura é independente da falha. Portanto, a associacao entre
falha e censura foi considerada a nivel do grupo, permitindo a modelagem da censura
informativa.

Sejam m grupos com n; observacoes pertencentes a cada um deles, de forma que a
amostra tenha tamanho N = Y " n,. Para a construgdo do modelo assume-se que a
fragilidade compartilhada representa também a correlacao entre os individuos do mesmo
grupo. Assume-se ainda que, condicional nas covaridveis e fragilidade, todas as N ob-
servacoes da amostras sao independentes. A funcao de taxa de falha para os tempos de

falha e censura é apresentada abaixo:

T
BT (yi 100, T, wi, ) = hé )(yi,j) exp{x; ;B + w;};

h(c)(yi,j‘éh i, Ws, ) = héc) (yi,j) eXp{ﬂ?i,jﬁc + ¢wi}> (3-4)

emquei=1,...,n;ej=1,...,m . A fragilidade w; segue uma distribui¢ao Normal
com média zero e precisao 7.

As fungoes de taxa de falha base héT)(.) e h[()c)(.) sao modeladas de forma nao pa-
ramétrica. As variaveis aleatérias T; e C; sao condicionalmente independentes dadas as
covariaveis e a fragilidade, sendo que a dependéncia marginal ocorre devido a variavel
nao observavel afetar tanto a falha quanto a censura. Além disso, é possivel observar
que o risco de que a censura ocorra para determinado paciente ¢é inflado pelo fator ¢,
em (e“)?, de forma que se o paciente apresentar fragilidade ¢ = 1, este fator nao ters
influéncia na modelagem. Entretanto, quando ¢ > 0, observa-se que a censura ocorrera

mais rapidamente para o individuo se a fragilidade apresentar um grande valor pois o
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risco aumenta. Por outro lado, para ¢ < 0, um grande valor de fragilidade permite que
o individuo permaneca no estudo por mais tempo, pois o risco diminui com o aumento
da fragilidade. Perceba que, para qualquer valor de ¢ # 0, a fragilidade esté presente na
modelagem dos tempos de censura, indicando dependéncia entre T" e C. Huang e Wolfe
(2002) propoem que ¢ € [—1.5,1.5], sendo este parametro responséavel por descrever a
associacao entre falha e censura, de forma que quanto maior a correlagao, maior o valor
em modulo de ¢; quando a correlagao é positiva temos ¢ > 0 e quando a correlacao é
negativa teremos ¢ < 0. Segundo os autores, para valores de ¢ fora deste intervalo nao
ha diferenga significativa nos valores da correlacao entre 7" e C'.

E importante observar que, quando ¢ = 0, a fragilidade ndo afetaria a censura,
porém, ela continua presente na modelagem das observacoes de falha sendo responsavel
por captar a dependéncia dentro de cada grupo. Neste caso, retornamos ao modelo
apresentado em (3.1) para o qual ndo é necessario estimar os parametros relacionados a
censura, pois estes nao sao de interesse em nossa inferéncia.

No modelo proposto por Huang e Wolfe (2002), os tempos de falha e censura sao
independentes dentro de cada grupo, mas dependentes quando consideramos o conjunto
da populacao. Isso significa, por exemplo, que dentro de cada grupo, a saida de alguns
pacientes acontece de forma aleatéria. Entretanto, alguns grupos podem possuir um
nimero maior de saidas em detrimento de outros grupos, indicando que aquele grupo
pode ter alguma caracteristica que tenha influéncia no tempo de falha. O trabalho
considera também um tipo de censura chamado de administrativa. Este caso inclui
situagoes em que o individuo é censurado aleatoriamente por um motivo fora de controle
do estudo; por exemplo, o paciente morre em um acidente de carro.

Como discutido na Secao anterior, a escolha da distribuicao Normal para modelagem
da fragilidade tem, como consequéncia, o fato de que as fungdes h(™)(.) e h(®)(.) ndo
possuam formas fechadas. Assim, Huang e Wolfe (2002) optaram pelo ajuste usando
o algoritimo EM Monte Carlo. Nesta dissertacao, utilizaremos técnicas Bayesianas que
tornam desnecessario a obtencao de fungoes de taxas de falha marginais para T e C.

Esta modelagem possui a vantagem de avaliar a existéncia de associacao entre falha e

censura e permite a identificagdo do mecanismo informativo (¢ # 0) ou nao informativo
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(¢ = 0). Entretanto, o modelo é pouco flexivel no sentido que caracteriza toda a amostra
apenas em um tipo de mecanismo. E razoavel pensar que existem situacoes nas quais o
conjunto de dados possui alguns elementos com censura administrativa (independéncia
entre falha e censura) e outros com dependéncia entre falha e censura. Se houver poucas

censuras administrativas, seus efeitos serao oprimidos e praticamente ignorados.
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Capitulo 4

Modelagem com Mistura

Os modelos de mistura sao relevantes em Estatistica devido a sua grande aplicabilidade
em diversas areas do conhecimento, tais como: Astronomia, Biologia, Genética, Medicina,
entre outros. A importancia destes modelos deve-se ao fato dos mesmos serem adequados
para modelagem de populagoes formadas por varios grupos cujas proporgoes de individuos
pertencentes a cada subpopulacao é desconhecida.

A flexibilidade dos modelos de misturas tem sido aproveitada em diversas situacoes
de anélise de sobrevivéncia, como modelos de fracao de cura, modelagem de dados hete-
rogéneos, entre outros; algumas aplicagoes podem ser encontradas em Lawless (2003) e
Ibrahim et al. (2010).

Gelman et al. (2014) apresenta uma modelagem geral para misturas. Defina uma
amostra de n observagoes, para a qual existem M subpopulacoes, sendo M conhecido
e definido. A distribuicdo conjunta desta populacao, modelada por M distribuicoes

independentes, é dada por:
M
Fwile) = ah() + afay) + -+ anfu(y) =D afi(:)
j=1

em que f;(y;) é a fungao densidade de probabilidade da j-ésima componente e g; é a
M

probabilidade da observacao ¢ pertencer ao subgrupo j, satisfazendo ¢; > 0 e Z qg; = 1.
j=1
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Uma forma simples e amplamente utilizada para modelagem de misturas é interpreta-
14 em termos de varidveis latentes (ndo observéveis) que indicam a componente da mistura
a qual pertence cada elemento da amostra. Para o i-ésimo individuo da amostra temos
um vetor Z; = (2;,,...,%,,), no qual apenas uma componente Z; = 1 sendo as demais

iguais a zero. Assim z;; é definido como:

1, se y; é proveniente da componente j,
Zij = ,
0, caso contrario.

em que j = 1,..., M indica o subgrupo da populagao ao qual pertence aquela observacao.

Gelman et al. (2014) acrescentam que, dado g¢;, cada vetor Z; pode ser modelado por
uma distribuigao Multinomial(1, ¢, . . ., gar), em que g; representa a probabilidade de uma
observacgao pertencer ao subgrupo. Neste caso, o modelo de mistura pode ser associado
ao modelo hierdarquico Bayesiano, em que ¢ = (q1, ..., ¢j, - .., qu) pode ser pensado como
um hiperparametro que determina a distribuicao de Z;. Logo, a distribui¢cao conjunta da
variavel observada Y e da variavel latente Z, condicionada nos parametros do modelo,

pode ser escrita como:

n M

f(y. Zla) = f(Z1a) f(y|2) = T T ] Tlai fi o)),

i=1 j=1
em que f(y, Z|q) é fungao densidade da distribui¢do conjunta de Y e Z, com exatamente

um z; ; = 1 para cada i.

4.1 Modelo de Mistura com Trés Componentes

O modelo de mistura, assim como na proposta de Huang e Wolfe (2002), corresponde a
uma alternativa a modelagem que utiliza a informagao contida nos dados para determinar
o mecanismo de censura gerador da amostra. Este modelo também assume os tempos de
falha e censura condicionalmente independentes dada a fragilidade, o que permite fatorar
a funcao de verossimilhanca em expressoes que modelam a falha e a censura separada-

mente. Dessa forma, a dependéncia entre 1" e C' ocorre apenas devido ao componente de
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fragilidade.

Inicialmente pensou-se na utilizacao de uma mistura contendo dois componentes,
sendo uma degenerada em zero e uma distribuicao definida para a fragilidade das ob-
servacoes de falha. Entretanto, esta configuracao nao permitia a identificacao de uma
associacao negativa entre falha e censura. Nesse sentido, optou-se pelo uso de uma dis-
tribuicao multinomial que classificaria a fragilidade de acordo com trés diferentes tipos
de correlacao: positiva, negativa ou independente. Essa multinomial também pode ser

interpretada como uma mistura de degeneradas em —1, 0 e 1, como mostra a expressao

(4.1):

h(T)(yi|wiawi) = h(()T)(yi)eXP{ﬁTiUi+wi};

WO (yslas, wi, Zi) = B (y;) exp{Beai + (Zi — 2)w;}. (4.1)

(Z;) ~ Multinomial(1, q), sendo Z; = 1,2, 3;

(q) ~ Dirichlet(n),

em que q = (q1, ¢2, q3), representa a proporcao de individuos pertencentes a cada grupo,
com ¢ +¢q3+qz=1emn=(n,n,mn)
Seja ZF = Z; — 2, indicada em (4.1). Esta componente pode ser representada por

uma mistura de componentes degeneradas, de acordo com a notacao a seguir:

f(ZF) = qud( 1) + qad(o) + g3dn),

em que d(,y ¢ uma distribuicao degenerada nos pontos —1, 0 ou 1, indicando, respectiva-
mente, a existéncia de correlagao negativa, independéncia e correlagao positiva entre os
tempos de falha e censura. Dessa forma os tempos de falha e censura serao considerados
independentes (mecanismo nao informativo) se a maior parte das observagoes estiverem

associadas a Z; = 2, ou seja, quando ¢ > ¢; e ¢ > q3. Por outro lado, os tempos serao
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considerados dependentes (mecanismo informativo) se a maior parte da observagoes esti-
verem associadas a Z; = 1 ou Z; = 3, sendo ainda possivel identificar a correlagao como
negativa (q; > g2 € g1 > ¢3) ou positiva (g3 > q1 € g3 > ¢2).

E possivel observar que a modelagem de Huang e Wolfe (2002) e o modelo de mistu-
ras proposto possuem ideias semelhantes para o tratamento de dados de sobrevivencia.
Entretanto, existem algumas diferengas importantes. O modelo de Huang e Wolfe (2002)
utiliza um parametro ¢ para avaliar o tipo e o impacto da fragilidade na modelagem
da correlagao entre os tempos de falha e censura, como mostrado em (3.4), enquanto o
modelo de misturas agrupa os dados de acordo com trés tipos de associagao (positiva,
negativa e nula). Veja que o modelo de mistura ndo possui um parametro ¢ para avaliar
o impacto da fragilidade, entretanto, este impacto pode ser, de certa forma, também
estudado através da variancia da distribuicao indicada para a fragilidade. Uma variancia
grande sugere fragilidades bem diferentes de zero e, portanto, maior impacto. Se con-
sideramos uma distribuicdo Normal(0,7), em que 7 é a precisao, para a modelagem da
fragilidade, como indicado no artigo de Huang e Wolfe (2002) havera uma troca de in-
formagoes entre ¢ e 7 podendo acarretar dificuldades para estimar estes parametros. Isso
nao ocorrera no modelo de misturas.

A grande vantagem no uso do modelo de misturas estd em sua flexibilidade para
tratar conjuntos de dados com censura parcialmente informativa, caso nao contemplado
pela proposta de Huang e Wolfe (2002). O modelo de mistura permite que cada elemento
da amostra seja classificado de acordo com a relacao entre seu tempo de falha e censura.
Isso permite que alguns elementos da amostra sejam classificados como informativos,
enquanto outros sejam considerados independentes, o que é razoavel supor que aconteca
em situacoes reais nas quais alguns elementos sao censurados por causas nao relacionadas
ao tempo de falha.

Observe que o modelo proposto é bastante flexivel, pois utiliza os pesos ¢, ¢ € ¢q3 para
classificar o conjunto de dados, de acordo com a relagao entre o tempo de falha e censura
para cada observacao. Essa proposta substitui o parametro ¢ usado por Huang e Wolfe
(2002), que tem uma funcao semelhante, porém dificulta a estimagao de 7. Além disso,

no modelo de Huang e Wolfe, parte da variabilidade que deveria ser captada por 7 na
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fragilidade é expressa em ¢; isso nao ocorre no modelo de mistura visto que a fragilidade
¢ multiplicada por valores fixos (—1, 0 ou 1). O parametro q possui importante inter-
pretacao visto que indica o tipo de correlacao predominando na amostra. Se avaliarmos
Z; para cada observacao, teremos uma ideia sobre quais observacoes contribuem para a
dependéncia e quais seriam censuras administrativas (Z; = 2 ou Z;* = 0).

A principal desvantagem no uso do modelo de misturas é o grande niimero parametros.
Entretanto, com o uso de métodos Bayesianos, distribuicoes a priori mais informativas
podem melhorar o desempenho do modelo e consequentemente levar a melhores estima-

tivas para os parametros mais sensiveis.
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Capitulo 5

Estudo com Dados Simulados

Para a realizagao do estudo com dados simulados geramos trés conjuntos de dados com

diferentes caracteristicas. O intuito é analisar e comparar o comportamento dos modelos

discutidos ao longo do texto em diferentes cenarios de forma a avaliar o ajuste do modelo

a situagoes para os quais ¢ indicado, bem como de seu comportamento em cenarios para

os quais sua escolha nao ¢ indicada. Foram construidos os seguintes cendrios:

ina.: Observagoes geradas sem correlagao entre os tempos de falha e censura (me-
canismo de censura nao informativo). Neste cendrio, o efeito aleatério é incluido

apenas na equagao dos tempos de falha - expressao (3.1) - para a geragao dos dados.

Chos.: Observacgoes geradas com correlagao positiva entre os tempos de falha e cen-
sura (mecanismo informativo). O efeito aleatério compoe os componentes de falha
e censura - expressao (3.4). Isto significa que observagoes que apresentarem grandes
valores de fragilidade permanecerao por pouco tempo no estudo visto que sofrem a

censura num curto periodo de tempo.

Cheg.: Observagoes geradas com correlacao negativa entre os tempos de falha e
censura (mecanismo informativo). A fragilidade estd presente nas equagoes de
falha e censura - expressao (3.4) - porém na equagao de censura a fragilidade é
multiplicada pelo fator —1. Isto significa que observagoes que apresentarem grandes

valores de fragilidade permanecerao mais tempo sob estudo.
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Os dados foram gerados usando uma adaptagao da técnica de inversao proposta por
Bender et al. (2005), de forma que a fragilidade entre os tempos estivesse inclusa. Para
compor o modelo, definiu-se o uso de uma covariavel x;; vinda de uma distribuicao
Normal com média zero e variancia 1, e uma covaridvel dicotomica x;, gerada de uma
distribuigao Bernoulli com probabilidade 0.5. O passo-a-passo a seguir mostra a obtencao

do conjunto de observacoes referente ao cendrio Cl,, . Assim temos:

1. Gere o valor das covaridveis x1; ~ Normal(0, 1) e z9; ~ Bernoulli(0.5);
2. Gere a fragilidade w; de uma Normal(0, 1);
3. Gere os valores u e v pertencentes ao intervalo [0, 1];

4. Gere os tempos de falha T; ~ Weibull(ar, Ar;) em que Ar; = exp{x;B; + w;}
através de t; = (— log(u)/)\Tvi)l/aT. Essa é uma adaptagao da técnica de inversao

do modelo de Cox (Bender et al., 2005);

5. Para gerar os tempos de censura, precisamos definir a correlacao. No cenario de
correlagao negativa a fragilidade w é multiplicada pelo fator —1. Assim os tempos
sao gerados por C; ~ Weibull(ae, Ac;) em que A¢; = exp{x;B8 — lw; }, utilizando

novamente a técnica de inversao do modelo de Cox: ¢; = (— log(v)//\g,i)l/ac;

6. Faca Y; = min{T;, C;}. Considere 6; =1 se Y; = T; e §; = 0 caso contrario.

A construcao dos cendrios de correlacao positiva e independéncia é semelhante. A
principal diferenca ocorre na geragdo dos tempos de censura (passo 5). Quando temos
o cendrio de correlagao positiva multiplicamos o termo de fragilidade por +1 e no caso
de independéncia este termo é multiplicado por zero, sendo que o restante dos passos
permanecem 0S mMesmos.

A proporcao de falha também tem grande relevancia no ajuste dos modelos, visto que,
como o interesse reside em estimar os parametros associados a distribuicao dos tempos
de falha, um grande nimero de observagoes censuradas pode influenciar a estimacao
dos parametros. Dessa forma, nossa analise considerou proporcoes de falha pequena

(aproximadamente 30%), media (aproximadamente 50%) e alta (aproximadamente 80%),

30



que foram definidas alternando-se apenas o parametro de forma. Além disso, considerou-
se dois tamanhos amostrais (50 e 250).

Os valores simulados dos coeficientes das covariaveis sao os mesmos utilizados por
Huang e Wolfe (2002) em seu artigo. Os demais valores foram definidos de forma a

produzir a proporgao de falha desejada e garantir a correlagao. Sao eles:

Tabela 5.1: Valores simulados.

%faha o) g0 @ B0 40 P g0 g0
baixa 1.5 log(0.2) 01 —14 25 log(0.04) 02 12 05
média 1.5 log(0.2) 01 —14 1.5 log(0.04) 02 12 05

alta 25 log(0.2) 0.1 —14 15 log(0.04) 02 12 05

A Figura 5.1 traz os bozplots da correlacao entre os tempos de falha e censura calculada
para 50 amostras compostas de 50 tempos cada uma. Observe que os dados apresentam

correlacao adequada, conforme cenario em que estao alocados.
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Figura 5.1: Correlagao entre os tempos de falha e censura registrada nas 50 amostras geradas

com 50 tempos.

Os dados referentes a cada cenario foram ajustados por quatro diferentes modelos,

discutidos em 6.1. Todas as estimativas foram obtidas por meio de métodos MCMC,
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aplicados através do software JAGS (Plummer, 2003). Para geragao dos dados e andlise
das amostras a posteriori, utilizou-se o software R (R Core Team, 2014), juntamente
com o pacote coda (Plummer et al., 2006) e R2jags (Su e Yajima, 2014). A simulacao
via MCMC foi realizada com a seguinte configuracao: uma cadeia com 30 mil iteragoes,
sendo as 20 mil primeiras referentes ao periodo de aquecimento. A amostra a posteriori
¢ de tamanho 1000, visto que utilizamos lag igual a 10 apés o burn-in. Este MCMC sera
executado para 50 amostras diferentes de tempos de sobrevivéncia geradas com a mesma
configuracao de parametros. Esta estratégia serd usada para evitar que trabalhemos com
uma Unica amostra que pode ser eventualmente problemética (contendo outliers por
exemplo). A andlise dos resultados baseou-se na estatistica descritiva das 1000 amostras
a posteriori obtidas para cada parametro em todos os modelos e cendrios. A descricao e

especificacao dos modelos é apresentada a seguir.

5.1 Especificacao de Modelos

Para melhor organizacao do trabalho, nesta se¢ao apresentaremos a forma hierarquica,
distribuicoes a priori e especificagao dos hiperparametros adotada para quatro modelos
de sobrevivéncia mencionados ao longo do texto, sendo dois modelos indicados para
cenarios de mecanismo nao informativo e dois modelos para o mecanismo informativo.
Omitiremos no corpo do texto os calculos para obtencao das distribuicoes a posteriori

que serao apresentados no Apéndice.

5.1.1 Modelo M0

O modelo M0 é a modelagem mais simples para tratamento de dados de sobrevivéncia
na presenca de covariaveis e sua aplicacao esta bem consolidada na literatura. Esta mode-
lagem possui como principal suposicao a independéncia entre observagoes de falha e cen-
sura, o que simplifica a estrutura do modelo permitindo a andlise apenas de parametros

associados a distribuicao da falha. A funcao de taxa de falha do modelo M0 é dada por:

BT (y;) = aTy?T’l exp{x;Br}.
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Note que o niimero reduzido de parametros ¢ uma grande vantagem de MO e espera-
mos que ele tenha melhor desempenho quando a suposicao de independéncia for valida.
Quando nao houver independéncia entre falha e censura, as estimativas dos parametros
podem ser viesadas, sendo esta a principal desvantagem do modelo. Além disso, esse
modelo mais simples nao considera fontes de variabilidade extra que interferem nas esti-
mativas. Defina D = {(y;, d;,x;),i = 1,...,n}. O modelo hierdrquico completo para MO0
¢ dado por:

E‘D, G‘)T ~  Weibull (OéT7 >\T,i> y (51)
ar ~ Gama(ar,br),

pr; ~ Normal(0,Vr,), j=0,1,2.

Os hiperparametros Vi ;, ar e by sao definidos pelo pesquisador, Ar; = exp{x;B;},
em que 3, é o vetor de coeficientes de regressao e @; = (1,4, ..., k) é um vetor com
k covariaveis. A parametrizacao utilizada neste trabalho para a distribuicdo Normal
considera Vp; como a precisao ao invés da variancia, de acordo com a parametrizacao
adotada no software JAGS.

Os valores dos hiperparametros foram escolhidos de forma a estabelecer distribuicoes a
priori pouco informativas. Para a Gama especificamos ar = 0.6 e by = 0.3 que garantem
uma distribuicao com média 2, mediana 1 e variancia igual a 7. Esta escolha concentra
grande parte da massa de probabilidade no intervalo [0, 3] e ainda apresenta uma cauda
que se estende além de 10. Para a Normal, assumimos uma precisao Vy; = 0.01 (variancia
100) para j = 1,2, o que indica variabilidade grande no suporte da distribui¢ao dos fr ;.
Para o parametro (7, uma variancia um pouco menor foi definida, com Vo = 0.1. Esta
escolha foi estabelecida para que haja um maior controle sobre o valor do intercepto que
tem forte influéncia sobre o modelo. Uma distribuicao a priori muito vaga levaria a uma
maior incerteza a posterior: permitindo maior variacao de Sz, o que poderia prejudicar

a estimacao dos demais parametros.
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O uso da distribuicao Weibull para a modelagem dos dados nao permite a obtencao de
distribuicoes a posteriori que possuem forma fechada, sendo necesséario o uso de métodos
MCMC para amostragem indireta. O ntcleo das distribuicoes a posteriori condicionais

completas estd disponivel no Apéndice A.

5.1.2 Modelo M1

Para a construgao do modelo M1, um efeito aleatério (fragilidade) é incluido apenas
na distribuicao dos tempos de falha, tornando-se uma extensao do modelo simples MO0.
O modelo M1 ainda tem como principal suposicao a independéncia entre os tempos de
falha e censura e, portanto, pode ser escrito levando em conta apenas a modelagem de
falha. A inclusao da componente de fragilidade neste modelo traz maior flexibilidade
permitindo que qualquer variabilidade extra nao explicada pelas covariaveis observadas
possa ser incorporada de forma a melhorar o ajuste, sendo esta sua principal vantagem.
Entretanto, se nao houverem fontes extras de variacao o efeito aleatério pode interferir
na estimacao dos demais parametros. A funcao de taxa de falha deste modelo é dada

por:

WD (y;) = aryt™ " exp{xiBr + w;}.

A hierarquia deste modelo difere pouco da utilizada para o modelo M0, sendo que in-
cluiremos a modelagem do efeito aleatério da fragilidade. Considerando D = {(y;, d;, @4, w;), 1 =

1,...,n}, o modelo hierdrquico completo para M1 é dado por:

T;|D,®1 ~ Weibull (ar, Ar;), (5.2)
ar ~ Gama(ag,br),
Br; ~ Normal(0,Vr;), j=0,1,2,
w|r ~ Normal (0, 7),

T ~ Gama(my,ms).

34



Novamente, os hiperparametros ar, by, precisao Vr;, m; e my, sao definidos pelo
pesquisador, Ap; = exp{x;B; + w;}. Para a distribuigao da fragilidade optou-se pela
Normal com média zero e precisao 7, comumente utilizada para descrever este efeito.
Para a modelagem do parametro 7 utilizou-se a distribuicao Gama, por ser conjugada
com a distribui¢ao Normal.

Procurando manter as mesmas caracteristicas em todos os modelos, as especificagoes
a priori utilizadas em MO foram mantidas, sendo: ar = 0.6, by = 0.3, Vp; = 0.01 para
j=1,2eVpo=0.1. A especificagao a priori de 7 foi m; = mg = 0.1, que possui média
1 e variancia 10, colocando grande massa em valores proximos de zero; veja que 7 é o
parametro de precisao, entao concentrar maior massa de probabilidade préximo de zero

significa indicar que a variancia do efeito aleatério pode ser grande.

5.1.3 Modelo M2

Desenvolvido por Huang e Wolfe (2002), o modelo M2 propoe uma generalizagao de
modelos de sobrevivéncia no qual a informagao dos dados é utilizada para identificar o
mecanismo de censura gerador da amostra. Este modelo é também adequado para a
modelagem de conjunto de dados sob o mecanismo de censura informativa, permitindo
avaliar o grau de correlacao entre os tempos (medida pelo parametro ¢). Reveja a
discussao sobre esta proposta apresentada na Subsecao 4.2.1. As fungoes de taxa de
falha para os tempos de falha e censura no caso em que cada individuo que compoe a

amostra constitui seu préprio cluster, sao:

MO (y) = aryl™ " exp{:Br + wi};

n(©) (y;) = acyf‘c_l exp{x;Bs + ow; }.

Originalmente, Huang e Wolfe (2002) propoem uma abordagem frequentista para
modelagem. Nesta dissertacao apresentamos uma versao Bayesiana do modelo proposto
por Huang e Wolfe (2002). Seja D = {(y;, 6;, ®;, w;),i = 1,...,n}, a descri¢ao hierarquica

do modelo é dada por:
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T;|D,®r ~ Weibull (ap, Ar;) ., (5.3)
Ci|D,®¢ ~ Weibull (a¢, Acyi),

ar ~ Gama (ap,br),

ac ~ Gama (ac,beo),

Br; ~ Normal (0,Vr;), j

0,1,2,
0,1,2

Y

Be; ~ Normal (0,Ve), J
¢ ~ Uniforme (I, l5),
w‘T ~ Normal (0, 7—)7

T ~ Gama(my,ms).

Veja acima que para a composicao deste modelo optou-se por manter as distribuicoes
a priori para a falha ja definidas em (6.2). Visto que os parametros de falha e cen-
sura possuem o mesmo suporte, utilizaremos especificagoes a priori semelhantes para os
parametros de censura. A fragilidade foi modelada pela Normal (0, 7) e o hiperparametro
7 pela distribuicao gama para garantir a conjugagao. A distribuigao Uniforme foi esco-
lhida para ¢ de acordo com as caracteristicas desse parametro (intervalo real e centrado
em zero) dadas por Huang e Wolfe (2002).

A especificagao dos hiperparametros é igual para as distribuicoes de falha e censura,

sendo: ar = ac = 0.6, by = bc = 0.3, m; = my = 0.1, precisao Vr; = Vo ; =
0.01 para j = 1,2 e Vpyp = Voo = 0.1, novamente privilegiando distribuig¢oes pouco
informativas. Os hiperparametros para a distribuicao de ¢ sao [y = —50 e [, = 50.

E importante observar que este intervalo é bem mais abrangente do que o proposto
por Huang e Wolfe (2002) que fixam ¢ no intervalo [—1.5,1.5]. Estamos optando por
introduzir maior incerteza a priori sobre esse parametro.

Considerando independéncia condicional entre T" e C, os nucleos das distribuicoes
condicionais completas a posteriori para os parametros de falha @7 e 7 deste modelo

serao iguais as obtidas para M1.
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5.1.4 Modelo M3

O modelo M3 é uma alternativa de modelagem que também permite que os dados

determinem o tipo de relacao entre falha e censura. Este modelo ajusta amostras sob

ambos os mecanismos de censura (informativo e nao informativo). Ele permite também

avaliar o tipo de associacao (correlagao positiva ou negativa) entre T; e C;. Lembramos

ao leitor que a Secao 5.1 descreveu elementos béasicos sobre modelagem de misturas com

trés componentes que serve como base para construcao do modelo M3. A funcao taxa

de falha sera dada por:

hT) (i) = OZT?J?T_1 exp{x;Br + w;};

MO'y) = acyi " exp{ziBe + (Zi — 2)w;}.

A fragilidade na modelagem das observagoes censuradas é multiplicada por (Z;—2) que

determina o tipo de relagao existente entre falha e censura. Defina D = {(v;, 6;, s, w;, Z;),i =

1,...,n}. A descri¢ao hierdrquica do modelo é dada por:
T;|D, ©r Weibull (ag, A7),
Ci|D, ®¢ Weibull (¢, Aci)
ar Gama (ar, br)
oc Gama (ac, be) ,
Br,; Normal (0, V), j =0,1,2,
B, Normal (0, Ve ), j=0,1,2,
Zi Multinomial (1,q), 9 = (q1,¢2,93) e (1 + 2 +q3) =1,
w|T Normal (0, 7),
T Gama(my, my),
qa|Z Dirichlet(n), n = (1, 72,13)-
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Como ocorreu nos modelos anteriores, as distribuicoes a priori foram escolhidas
de forma a respeitar o dominio dos parametros; mantemos as mesmas distribuicoes
para os parametros de falha e censura. Para a variavel latente Z; utilizou-se uma
Multinomial(1, q), de forma a distinguir o tipo de correlagao existente, sendo que cada
observacao ¢é classificada em um unico grupo, conforme apresentado na Segao 5.1. O
hiperparametro q, que desempenha importante funcao neste modelo indicando a proba-
bilidade do tipo de associacao, foi modelado por uma distribuicao Dirichlet, que apresenta
conjugacgao com a Multinomial.

As especificacoes a priori utilizadas nas demais modelagens foram mantidas, sendo:
ar =ac =0.6,br =bc =03, Vp; =Ve,; =001, Vg =Veo=01lem =me=0.1. A
escolha param = (1,1, 1) corresponde a uma especificagdo Uniforme no espago [0, 1]x 0, 1]
para ¢;, j = 1,2,3. Veja que nao estamos privilegiando qualquer valor de g;.

Novamente, a independéncia condicional entre 7" e C' é considerada e, consequen-
temente, o nicleo das distribuicoes condicionais completas a posteriori sao os mesmos
obtidos para M1 em relacao aos parametros de falha 7. As demais distribuicoes con-

dicionais completas a posteriori estao disponiveis no Apéncide A.

5.2 Resultados

Adotando as configuragoes mencionadas neste capitulo para o MCMC e as especi-
ficacoes a priori de cada modelo apresentado nas Subsecoes 6.1.1 a 6.1.4, os resultados a

serem analisados neste estudo simulado sao obtidos de acordo com os seguintes passos:

1. Gerar um conjunto de dados com uma das configuracoes (Cing., Cpos. € Cpegy.) apre-

sentadas no inicio desta Secao;

2. Ajustar os quatro modelos: M0, M1, M2, M3; obtendo assim, via MCMC por meio
do pacote R2jags (Su e Yajima, 2014) e snowfall (Knaus, 2013) disponiveis no R

(R Core Team, 2014), as cadeias da distribuigao a posteriori de cada parametro;

3. Assumindo a funcao de perda quadratica estimaremos os parametros tomando a

média da amostras a posteriori. Os intervalos de credibilidade HPD também serao
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calculados;

4. Visto que os dados sao simulados, os valores verdadeiros sao conhecidos (Tabela
5.1), podemos calcular o vicio relativo, definido por VR(#) = (6 — 6)/]6]; sendo 6

o valor verdadeiro e # a média a posteriori

5. Seja V Ry, (.) o vicio relativo do modelo M;, para i = 0,1,2,3. Calcularemos a
razao de vicios para comparar os modelos. Neste cédlculo, o valor absoluto da razao
de vicios é usado para evitar que o resultado oscile entre valores negativos. A

formula é dada por:

V Rui(.)

—VRMj(-) , (5.5)

m - |

parai=0,1,2,3 e j = 2,3 com i # j para cada parametro de interesse

Note que a razao de vicios considera no denominador os modelos M2 ¢ M3. Uma
razao préoxima de 1 indica desempenho similar dos modelos sob comparacao, razao
abaixo de 1 indica melhor desempenho do modelo no numerador e razao acima de

1 sugere melhor performance do modelo no denominador.

6. Retorne ao item 1 por uma quantidade determinada de vezes (neste trabalho con-
sideramos 50 repetigdes). Destacamos novamente que esta estratégia de replicagao
visa evitar que o MCMC seja executado para uma unica amostra que poderia con-
ter outliers levando assim a interpretacoes incorretas sobre o desempenho de um

modelo.

Veja que ao final deste procedimento teremos uma amostra (tamanho 50) de vicios
relativos, razoes de vicios, médias a posteriori e intervalos de credibilidade HPD de 95%.
Todos os graficos analisados nesta secao foram construidos obedecendo a seguinte
configuracao: as colunas representam os cenarios de geragao de dados, sendo a Coluna 1
representando o cendrio Cjpq., a Coluna 2 representando C,,. € Coluna 3 relacionado ao
cenario Cl,e, . As linhas representam os percentuais de falha sendo a Linha 1 referente

a proporcao de falha pequena, a Linha 2 representando a proporcao média e a Linha 3
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referente a proporgao grande. Dessa forma, o primeiro grafico de cada quadro refere-se
ao cenario independente com pequena proporcao de falha, enquanto o 1ltimo refere-se
ao cenario de correlacao negativa com grande proporc¢ao de falha. Esses graficos exibem

resultados relativos aos parametros ar, Bro, Br1 € Br2 que modelam os tempos de falha.

5.2.1 Resultados para amostras de tamanho 50.

Tabela 5.2: Estimativas para amostra tamanho 50

a Bo B1 B2
cenario % falha modelo VR EP PC VR EP PC VR EP PC VR EP PC
MO -0.26 0.21 0.46 0.13 0.34 0.86 -0.63 0.25 0.96 0.29 0.59 0.78
M1 2.05 2.37 0.94 -1.07 1.67 0.96 -0.75 1.41 0.98 -2.71 3.71 0.96
baixa M2 0.77 1.57 1.00 -0.49 1.28 1.00 -0.41 0.86 1.00 -1.02 2.42 0.96
M3 0.54 1.08 1.00 -0.46 1.05 0.98 -0.62 0.67 0.98 -0.69 1.72 0.96
MO -0.32 0.15 0.20 0.14 0.33 0.92 -0.42 0.21 0.94 0.46 0.45 0.64
M1 2.08 2.21 0.84 -1.05 1.60 0.96 0.51 1.36 1.00 -2.52 3.38 0.92
Cind. média M2 0.87 1.61 1.00 -0.54 1.25 0.98 0.68 0.84 0.98 -0.91 2.40 0.96
M3 0.78 1.21 1.00 -0.58 1.06 0.98 -0.34 0.73 0.98 -0.89 1.86 0.94
MO -0.37 0.20 0.02 0.17 0.31 0.86 -0.88 0.19 0.88 0.51 0.38 0.46
M1 1.51 2.94 0.86 -0.81 1.36 0.98 -0.70 0.97 0.96 -1.68 2.60 0.96
alta M2 0.55 2.01 1.00 -0.34 1.02 0.98 -0.37 0.64 0.98 -0.53 1.69 0.98
M3 0.81 1.90 0.92 -0.56 1.04 0.92 -0.66 0.68 0.94 -0.84 1.68 0.92
MO -0.41 0.16 0.18 0.14 0.34 0.88 -0.82 0.25 0.92 -0.04 0.70 0.96
M1 1.54 1.86 0.94 -1.15 1.62 0.90 -0.90 1.35 0.98 -3.37 3.88 0.86
baixa M2 0.71 1.43 1.00 -0.35 1.06 0.96 -0.07 0.72 0.96 -0.91 2.05 0.96
M3 0.58 1.04 0.98 -0.52 0.96 0.98 -0.16 0.71 1.00 -1.28 1.92 0.92
MO -0.41 0.13 0.06 0.17 0.32 0.86 -1.23 0.21 0.84 0.11 0.48 0.92
M1 1.70 1.91 0.86 -1.07 1.57 0.90 -1.82 1.23 0.98 -3.21 3.59 0.84
Chpos. média M2 0.65 1.30 0.98 -0.29 1.03 1.00 -0.57 0.68 0.96 -0.75 1.70 1.00
M3 0.90 1.27 0.94 -0.59 1.04 0.94 -1.07 0.79 0.96 -1.54 2.15 0.86
MO -0.39 0.19 0.06 0.15 0.30 0.88 -1.28 0.19 0.84 0.25 0.38 0.74
M1 1.20 2.57 0.94 -0.81 1.31 0.92 -1.54 0.89 0.96 -1.94 2.56 0.94
alta M2 0.33 1.56 0.96 -0.14 0.84 0.98 -0.79 0.52 0.96 -0.43 1.34 0.98
M3 1.06 2.04 0.78 -0.65 1.08 0.90 -1.37 0.76 0.98 -1.34 1.89 0.94
MO -0.10 0.24 0.86 0.17 0.34 0.86 -0.44 0.24 0.98 0.39 0.52 0.72
M1 2.42 2.74 0.90 -0.80 1.61 0.94 0.88 1.33 1.00 -2.15 3.40 0.94
baixa M2 0.68 1.24 1.00 -0.51 1.17 0.98 -0.77 0.75 1.00 -0.76 2.01 0.92
M3 0.93 1.21 0.94 -0.60 1.18 0.98 -0.22 0.76 0.98 -0.84 1.87 0.90
MO -0.15 0.20 0.62 0.15 0.33 0.78 0.06 0.21 0.94 0.52 0.43 0.54
M1 2.37 2.63 0.84 -0.75 1.48 0.94 2.30 1.27 0.98 -1.83 3.02 0.92
Cheg. média M2 0.58 1.09 0.96 -0.37 1.03 0.92 -0.07 0.64 1.00 -0.44 1.66 0.88
M3 1.22 1.36 0.84 -0.70 1.19 0.94 0.50 0.84 0.98 -0.94 1.91 0.94
MO -0.20 0.27 0.42 0.14 0.32 0.78 0.001 0.20 0.92 0.59 0.38 0.34
M1 1.70 3.50 0.94 -0.57 1.28 0.96 0.86 1.02 0.98 -1.12 2.44 0.96
alta M2 0.32 1.42 0.96 -0.29 0.90 0.94 -0.11 0.49 0.98 -0.02 1.26 0.90
M3 1.24 2.24 0.82 -0.58 1.15 0.96 0.75 0.80 0.98 -0.69 1.77 0.94

VR = vicio relativo - EP = erro padrao - PC = probabilidade de cobertura

Os resultados exibidos aqui sdo obtidos para amostras contendo 50 tempos (in-
cluindo falha e censura). Esta amostra é bem menor em relagao aquela que serd avaliada

na subsecao seguinte (250 tempos). Nosso objetivo aqui é avaliar o comportamento dos
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modelos diante de um pequeno conjunto de dados. As médias da probabilidade de cober-
tura, vicio relativo e erro padrao obtidas para as 50 replicacoes MCMC sao mostradas
na Tabela 5.2 para os parametros da distribuicao dos tempos de falha.

A probabilidade de cobertura representa a proporcao de vezes que o intervalo HPD
incluiu o valor real do parametro. Observe que o modelo M2 tem bom ajuste, e apresenta
para todos os cendrios probabilidade de cobertura préxima a 95% para a maioria dos
parametros. Os modelos M1 e M3 também apresentam desempenhos satisfatérios e
similares entre si para a maioria dos cendarios. Para estes modelos, a probabilidade de
cobertura estd, em geral, acima de 90%. As menores probabilidades de cobertura podem
ser observadas para o modelo M0 (destaque na tabela), principalmente em rela¢do aos
parametros « e B em todos os cenarios. O modelo M0 nao possui estrutura para explicar
a variabilidade extra dos dados, desta forma a estimacao dos parametros fica prejudicada
na tentativa de acomodar essa informacao extra. Para os demais parametros (5y e 1)
porém, MO exibe probabilidade de cobertura préxima a nominal indicando uma adequada
estimacao.

O aumento da proporgao de falha e mudanca do tipo de correlagao alteram levemente a
qualidade do ajuste do modelo M0, sendo possivel observar um decrescimento dos valores
médios de probabilidade de cobertura a medida que aumentamos o niimero de falha. Para
os demais modelos nao identificamos padrao na variacao dos niveis de probabilidade de
cobertura relacionados aos diferentes percentuais de falha ou tipos de correlacao.

Ao gerarmos os tempos de falha e censura no cenério de correlagao negativa, estamos
introduzindo o mesmo valor de fragilidade w;, porém com sinal contrario na determinagao
do tempo de censura. Isto terd influéncia sobre a proporcao de falha controlada através
das escolhas dos valores reais de ar e ac. Note que essa troca de sinal determina: um
aumento em w; causa aumento em Ar; e aumento em 7;, porém teremos diminuicao
em A¢,; e diminuicao em C;. Visto que trabalhamos com censura a direita e definimos
Y; = min (7}, C;), diminuir C; e aumentar 7; tem impacto sobre a propor¢ao nominal de
falha. Neste cendrio negativo, a proporcao de falha estard mais proxima de 50%. Isso faz
com que, para o tipo de correlagao negativa, M0 apresenta probabilidade de convergéncia

superior ao observado para os demais cendarios em relagao ao parametro a.
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Figura 5.2: Amplitude do intervalo HPD registrada nas 50 replicagoes do MCMC para o ajuste

de uma amostra de 50 tempos.

O erro padrao também auxilia na anélise do intervalo HPD. Note que os menores erros
padroes sao obtidos para o modelo M0 o que implica menores intervalos de credibilidade.
Ocorre que, com intervalos muito pequenos, o intervalo HPD para M0 nao inclui o valor
real do parametro prejudicando as inferéncias desses modelos. O modelo M1, entretanto,
apresenta o maior erro padrao indicando grande variabilidade da estimativas a posteriori.
Esses resultados também podem ser observados na Figura 5.2 que representa a amplitude
do intervalo HPD para os parametros de falha dos modelos M0, M1, M2 e M3. Na
parte superior do grafico temos indicado os parametros avaliados, enquanto que na parte
inferior é possivel identificar o modelo.

A amplitude do HPD é um bom indicativo da qualidade do ajuste do modelo, visto
que intervalos muito amplos sugerem grande incerteza a posteriori. O modelo MO0 pro-
duz os intervalos com menores amplitudes indicando pouca variabilidade a posteriori. O
modelo M1 apresenta os intervalos de maior amplitude. Para os modelos M2 e M3, ob-

servamos que existe um comportamento similar entre eles, principalmente para pequenas
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proporcoes de falha, entretanto o modelo M2 tem maior variabilidade de amplitudes nas
50 réplicas, seus boxplots sao um pouco mais amplos. Em quase todos os cendrios, a
amplitude do intervalo HPD ¢ maior e varia mais para o parametro s, indicando incer-
teza a posteriori. Lembre-se que (35 é o parametro associado a uma variavel binaria e,
em geral, o coeficiente desse tipo de covariavel é mais dificil de estimar. Um comporta-
mento similar ao de 5, também pode ser observado em relacao ao parametro o em alguns
cenarios. Este é parametro estda no expoente, sendo influenciado pelas estimativas de .
Observe que os gréaficos 5.3 e 5.3 sao espelhados, indicando que a superestimacao de um

parametros e compensado na subestimativa do outro.
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Figura 5.3: Boxplots dos vicios relativos para o« obtidos em cada replica¢ao do MCMC' para

ajustes considerando amostras de 50 tempos.

As Figuras 5.3, 5.4, 5.5 e 5.6 apresentam os boxplots do vicio relativo para os parametros
de falha de cada modelo. Nestes graficos, um trago horizontal no patamar zero é marcado
para auxiliar visualmente a andalise.

Para o parametro «a, nota-se o maior vicio do Modelo M1 em comparagao aos demais
modelos. O modelo M3 também apresenta vicio relativo em torno de 1 com excecao

do cenario de correlacao negativa cujo vicio observado para este modelo ¢ um pouco
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Figura 5.4: Boxplots dos vicios relativos para By obtidos em cada replicagao do MCMC para

ajustes considerando amostras de 50 tempos.
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Figura 5.5: Bozplots dos vicios relativos para 1 obtidos em cada replica¢ao do MCMC para

ajustes considerando amostras de 50 tempos.
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Figura 5.6: Boxplots dos vicios relativos para Ba obtidos em cada replicagao do MCMC para

ajustes considerando amostras de 50 tempos.

maior. Os modelos que tem melhores estimativas M0 e M2. Estes modelos apesar de
apresentarem um pequeno vicio relativo, mostraram bozplots mais proximos do patamar
em zero, sendo que, em alguns cenarios o boxplot do modelo M2 continha o valor zero. O
modelo M0 subestima o valor real do parametro o nos cenérios analisados, porém o vicio
é bem pequeno (em geral menor que 0.5). Destacamos também que apesar de possuir,
geralmente, menor vicio, a amplitude dos intervalos HPD de M0 sao as menores (Figura
5.2) e, consequentemente, a cobertura destes intervalos é insuficiente deixando o valor real
fora da regiao de 95 % de probabilidade. Os demais modelos mostram superestimacao
na maioria dos cendrios. Apesar do modelo M2 apresentar nas estimativas do cenario
independente um vicio relativo pouco maior que o observado nos demais cenarios, a
alteracao do tipo de correlacao e do percentual de falha nao parecem influenciar no
desempenho do modelo.

Em relacao ao parametro 3y, novamente é evidente o pior desempenho nas estimativas
produzidas pelo modelo M1 que apresenta o maior vicio relativo observado. O modelo

M3 também demonstra grande vicio relativo, subestimando o valor real de 5y em todos
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os cendrios e proporcoes de falha. De forma inversa ao que ocorreu para «, o modelo
MO, para este tamanho de amostra, tem estimativas pouco maiores que o valor real
de By, mostrando nos bozplots vicios relativos bem pequenos. A excecao do cenario
independente, o boxplot do modelo M2 indica que suas estimativas sao muito similares
as obtidas por M0, tendo maior variabilidade - a amplitude do boxplot para o modelo M2
¢ maior que a observada em MO - em relacao as estimativas para ;. Em alguns cendrios,
M2 apresenta melhores resultados que M0. Seu melhor desempenho é observado em
relacdo ao parametro 3y no cenario de correlacao positiva com alta proporcao de falha.
O parametro 3; tem as melhores estimativas, sendo que todos os modelos estimam
adequadamente o parametro sem indicacao de vicio. Para todos os modelos a mediana
do vicio relativo sobrepoe ou estd muito préxima do valor zero, indicando qualidade das
estimativas. Além disso, é possivel perceber maior variabilidade nos bozplots. Este é o
parametro para qual se obtém as melhores estimativas em todos os modelos e cenarios.
Considerando 35, novamente identificamos estimativas viesadas, principalmente em
relacdo a M1 e M3. O modelo M1 subestima o valor real do parametro apresentando
mediana de aproximadamente —3. J4 o modelo M3 apresenta estimativas viesadas com
mediana de aproximadamente —1, sendo que os boxplots para esse modelo estao muito
préximos ou incluem o valor zero. O modelo MO0, que apresenta bozplots com menor
amplitude, também indica viés nas estimativas superestimando (3. Este modelo apre-
senta melhor desempenho para o caso de correlagao positiva e proporcoes de falha baixa
e média. O modelo M2 tem o melhor desempenho em relacao as estimativas para [
estimando corretamente no cendario de correlagao negativa em todas as proporgoes de
falha e nos cenarios independente e correlacao positiva para grandes proporcoes de falha.
A média do vicio relativo, disponivel na Tabela 5.2, confirma que M1 apresenta
maior vicio para todos os parametros e cenarios analisados, sendo M0 o modelo com
menor vicio relativo. O modelo M2, para este tamanho de amostra, também apresenta
vicio relativamente pequeno tendo desempenho proximo ao observado para modelo MO.
Os graficos de vicio relativo oferecem uma visao geral da qualidade da estimacao dos
modelos em relagao a cada parametro. No entanto, os boxplots dos vicios relativos obtidos

nas replicagoes do MCMC ignoram a comparagao de vicios dos modelos para uma mesma
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amostra gerada em cada replicacao. Esta informacao é perdida na representagao grafica.
Para corrigir este problema, optamos por avaliar o valor absoluto da razao de vicios de
dois modelos (RV') para uma mesma amostra gerada em uma replicagdo do MCMC. Esse
calculo é realizado pela férmula dada em (5.5).

A anélise é realizada de forma que, quando o modelo do denominador tiver desempe-
nho semelhante ao obtido pelo modelo no numerador, a razao entre os vicios sera proxima
de 1. Por outro lado, se o modelo do denominador apresentar melhor desempenho entao
a razao entre os vicios relativos sera maior do que 1; quando a razao entre vicios for

menor do que 1, o vicio relativo do modelo no denominador é maior que do numerador.

Tabela 5.3: Razao de Vicios Relativos

Cind. Cpos. Cheg.
RV % parametro MO M1 M3 MO M1 M3 MO M1 M3
e 0.22 1.00 0.38 0.34 0.92 0.44 0.10 0.96 0.64
Bo 0.18 0.88 0.44 0.26 0.96 0.58 0.22 0.72 0.50
baixa B1 0.20 0.94 0.54 0.18 0.82 0.66 0.22 0.80 0.56
Bo 0.30 0.90 0.32 0.18 0.94 0.58 0.40 0.74 0.46
o 0.18 0.94 0.50 0.46 0.94 0.64 0.30 0.92 0.84
Bo 0.20 0.86 0.50 0.42 0.90 0.72 0.32 0.70 0.68
VRars/VRa2  média 81 0.08 0.86 0.58 | 0.26 0.82 0.66 0.16 0.86 0.68
Bo 0.32 0.86 0.48 0.26 0.92 0.72 0.56 0.74 0.64
o 0.36 0.96 0.62 0.64 0.92 0.84 0.40 0.94 0.92
Bo 0.34 0.94 0.72 0.42 0.92 0.82 0.36 0.68 0.68
alta B1 0.22 0.72 0.52 0.26 0.78 0.70 0.16 0.76 0.74
Ba 0.48 0.78 0.60 0.46 0.82 0.78 0.70 0.72 0.60
RV % parametro MO M1 M2 MO M1 M2 MO M1 M2
o 0.20 0.98 0.62 0.42 0.94 0.56 0.06 0.96 0.36
Bo 0.32 0.94 0.56 0.22 0.94 0.42 0.32 0.74 0.50
baixa B1 0.16 0.90 0.46 0.16 0.76 0.34 0.14 0.76 0.44
Bo 0.42 0.90 0.68 0.24 0.94 0.42 0.38 0.74 0.54
o 0.16 0.98 0.50 0.20 0.88 0.36 0.02 0.80 0.16
Bo 0.22 0.86 0.50 0.20 0.90 0.28 0.14 0.58 0.32
VRyi/VRys média B1 0.06 0.78 0.42 0.16 0.78 0.34 0.10 0.60 0.32
Bs 0.38 0.92 0.52 0.10 0.86 0.28 0.40 0.64 0.36
e 0.20 0.88 0.38 0.12 0.58 0.16 0.02 0.60 0.08
Bo 0.20 0.82 0.28 0.20 0.68 0.18 0.22 0.52 0.32
alta B1 0.22 0.74 0.48 0.22 0.58 0.30 0.10 0.54 0.26
Bo 0.42 0.76 0.40 0.26 0.64 0.22 0.44 0.68 0.40

Para facilitar as andlises, calculamos a proporcao de vezes que a razao de vicios relati-
vos foi maior que 1 nas comparagoes entre demais modelos com M2 e M3. Os resultados
sao mostrados na Tabela 5.3. Nas comparagoes entre M0 e M3, observamos que a razao
entre vicios produz poucos valores acima de 1, o que sugere melhor desempenho de M0
em relacao a M3, ou seja, o vicio relativo nas estimativas apresentadas por M3 é maior

que o vicio relativo das estimativas obtidas com o modelo MO.
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Figura 5.7: Bozplots dos valores do log do valor absoluto da razdo de vicios relativos de «
obtidos nas 50 replicagcdes do MCMC' para ajustes considerando amostras de 50 tempos. O

modelo de referéncia no denominador da razdo € o M?2.

Na proporgao de falha pequena no cenario de correlagao positiva e negativa e na
proporcao de falha média no cenario independente, note que, em relacao a « o modelo
M?2 apresenta resultados semelhantes aos obtidos via M3, sendoque a proporc¢ao de vicio
relativo entre esses modelos é proxima ou pouco inferior a 0.5. Em relacao aos fs, M3
é competitivo no cendrio independente, entretanto o desempenho de M2 é um pouco
superior. O melhor desempenho de M3 em relagao a M2 pode ser observado para baixa
proporcao de falha nos parametros « e 5 para os quais a razao entre os vicios foi maior
que 1 para aproximadamente 60% das amostras. Para os demais cendrios e proporcoes de
falha, M2 tem melhor desempenho. Os resultados obtidos pelo modelo M3 sao melhores
apenas em relacao ao modelo M1 para todos os parametros e proporcoes de falha, visto
que mais de 50% da razao de vicio entre esse modelos mostraram resultados superiores
al.

Na comparacao entre M2 com M1, verificamos, também melhor desempenho de M2

que apresenta proporcao de vicio sempre superiores a 0.7. Entretanto, na comparacao
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Figura 5.8: Boxplots dos valores do log do valor absoluto da razdo de vicios relativos de (3
obtidos nas 50 replicagcdes do MCMC' para ajustes considerando amostras de 50 tempos. O

modelo de referéncia no denominador da razdo € o M2.

com MO0, para a maioria dos cenarios o modelo M0 mostra melhor desempenho. Isto
pode ser verificado nas Figuras 5.7 e 5.8 que mostram o log da razao entre os vicios
relativos dos demais modelos em comparacao a M2. Neste grafico, um trago horizontal
demarcando o ponto log(1) = 0 foi adicionado para orientar as anélises.

Em ambas as figuras, é evidente o melhor desempenho de M2 em relagao aos resul-
tados obtidos por M1. Comparando-se os modelos M2 e M3, observa-se que os bozplots
estao acima do traco em 0 na maioria dos cenarios. Isso indica que M2 produz amos-
tras menos viesadas. Para propor¢ao de falha pequena os dois modelos (M2 e M3)
demonstram ter estimativas semelhantes visto que os boxplots, além da pequena ampli-
tude, incluem o valor 0. Considerando a comparacao entre M0 e M2, pode-se dizer que
MO é competitivo em relacao a M2 para os cenarios de correlacao positiva e negativa,
apesentado sempre desempenho igual ou pouco superior. No cenario independente, o mo-
delo MO0 tende a apresentar melhores resultados, a excecao da proporcao de falha grande

para «, na qual nao ha indicio de diferenca nos resultados produzidos pelos dois modelos.
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Outra excecao é (o, para o qual o resultado produzido por cada modelo é equivalente.
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Figura 5.9: Bozlots representando as médias a posteriori de T obtidas em cada replicagdo do

MCMC' e considerando amostras de 50 tempos. Tracao sobre o valor real T = 0.2.

Observe que em todas as comparacoes realizadas acima, o modelo M0 se mostrou
competitivo em relacao aos modelos M2 e M3, mesmo com a existéncia de correlacao
entre os tempos de falha e censura. Vale lembrar que os modelos M2 e M3 sao mais
complexos e possuem maior nimero de parametros que M0. Além disso, M2 e M3 tem
a vantagem de classificar a amostra de acordo com o tipo de correlagao.

A Figura 5.9 mostra os bozrplots das médias amostrais a posteriori para 7 fornecida
por cada modelo que inclui a fragilidade (M1, M2 e M3). E importante lembrar que
o parametro 7 capta a variabilidade extra dos dados, de forma que quanto menor seu
valor, maior a variabilidade extra existente. Note que as estimativas para 7 obtidas por
M1 e M3 sao muito similares, sendo que M3 produz estimativas um pouco maiores que
M1 para alguns cendrios. Entretanto os dois modelos parecem captar bem o valor real
do parametro.

Ainda analisando os graficos da Figura 5.9, veja que as estimativas obtidas para M2

merecem destaque, visto que a estimativa do parametro 7 produzida por esse modelo é
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sempre muito superior a produzida por M1 e M3.
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Figura 5.10: Boxplots representando as médias a posteriori de ¢ obtidas em cada replica¢ao

do MCMC' e considerando amostras de 50 tempos.

Salientamos que, para o modelo M2, na distribuicao dos tempos de censura, a fragi-
lidade é multiplicada por ¢. Este produto tem relacao direta na estimacao de 7 uma vez
que, N (0,1/7) implica em N (0, ¢?/7) e pode, portanto, interferir na estimacao.

A Figura 5.10 descreve as estimativas obtidas para ¢ através de M2. Este parametro
tem o objetivo de classificar o mecanismo de censura de acordo com o tipo de correlacao
entre os tempos de falha e censura. Uma linha horizontal é tracada sobre o ponto zero
para orientar o leitor quanto a posicao dos boxplots. Os graficos mostram que ¢ indica
adequadamente o tipo de correlacao existente entre os tempos de falha e censura para
os cenarios de independéncia e correlacao positiva. Observe que em Cl,s as estimativas
estao claramente acima de zero. No cenario Cj,q., as estimativas estao concentradas em
torno de zero, indicando a independéncia como adequado ao cendrio.

Alguns problemas surgem na avaliagao do C),, para as proporgoes de falha média
e grande. Nesses casos, o intervalo interquartilico do boxplot contem o valor zero: isto

sugere incerteza sobre a classificacao, entretanto note que a mediana estd sempre abaixo
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Figura 5.11: Grdfico de dispersio de ¢ contra a correla¢ao Kendall obtidas em cada replica¢ao

do MCMC' e considerando amostras de 50 tempos.

de zero mostrando que a correlagao negativa é percebida pelo modelo.

Para uma comparacao entre a correlagao existente nos dados e ¢ apresentamos a
Figura 5.11. No eixo vertical estd a correlacao, enquanto no eixo horizontal temos a
variacao de ¢. Linhas horizontais e verticais marcam os quadrantes em cada grafico.
Note que, no cenario independente existe uma concentracao de pontos na regiao central
do gréfico, indicando que ¢ captou adequadamente a independéncia da amostra. Para o
cenario de correlagao positiva, os pontos estao concentrados no primeiro quadrante, ou
seja, existe uma correlagao positiva e que, para maioria das amostras foi corretamente
identificada por ¢. No cenario de correlacao negativa, observamos que apesar da maioria
das amostras mostrarem sua correlacao indicada adequadamente alguns valores de ¢ estao
situadas no quarto quadrante, onde ¢ é positivo. Esses valores acabam por influenciar a
estimacgao do parametro gerando a incerteza mostrada nos bozplots da Figura 5.10.

No modelo M3 o hiperparametro q = (q1, g2, q3) é responséavel por indicar o tipo de
correlacao existente entre os tempos de falha e censura. A estimativa desse parametro

¢é apresentada na Figura 5.12. Uma linha sobre o ponto 0.5 foi tracada de forma a
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Figura 5.12: Boxplots representando as médias a posteriori de q obtidas em cada replica¢ao

do MCMC' e considerando amostras de 50 tempos.

orientar as andlises. Os detalhes sobre a modelagem estao descritas nas Secoes 5.1 e
6.1.3, porém vale relembrar que as componentes ¢i, ¢2 e g3 identificam os cenarios de
correlacao negativa, independéncia e correlacao positiva, respectivamente. Para este
tamanho de amostra, o modelo M3 se mostrou mais eficiente na classificacao dos dados
quanto ao tipo de correlacao existente. Para todos os graficos é possivel perceber que o
maior componente g; ¢ justamente aquele que representa o cenario real dos dados; em
outras palavras, M3 indica corretamente o cendrio de associagao. Este parametro parece
nao sofrer influéncia com o aumento da proporcao de falha. Esse modelo também possui
a vantagem de classificar a amostra sem influenciar as estimativas de 7.

Finalizando as anélises, apresentaremos os resultados de dois critérios de comparacao
de modelos. A Figura 5.13 mostra o critério DIC; o calculo desta medida considerou, para
todos os modelos, apenas os parametros relacionados a distribuicao de falha, descartando
os parametros relacionados a censura. O modelo que apresentar o menor DIC seria,
comparativamente, melhor que os demais. Ressaltamos que, apesar de descartar a parte

da verossimilhanca associada aos parametros de censura, o modelo M0 ainda permanece
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com a grande vantagem de ser parcimonioso visto que nao inclui a fragilidade. A presenca
de efeitos aleatdrios distorce a comparacao de M0 com os demais modelos e isso serd
observado em nossas analises a seguir.

O bom desempenho do modelo M0 nas estimativas dos parametros da distribuicao
dos tempos de falha é evidenciado no critério DIC, onde os bozplots para esse modelo
sao menores em todos os cenarios. Comparando o desempenho dos modelos M1, M2 e
M3, percebemos que para o cenario independente, M3 mostra o melhor resultado, com
boxplots menores que os dois outros modelos. Para os cenario de correlagao positiva e
negativa, observamos que M2 tem maior amplitude nos bozplots e atinge valores menores.
Entretanto sua mediana estd muito préxima do modelo M 3.

Considerando o critério LPML, representado na Figura 5.14, temos a indicagao de M1
como melhor modelo. Entretanto, como apresentado ao longo desta segao, este modelo
mostrou estimativas viesadas e piores para todos os parametros. Observe que, para este
critério, o modelo MO0, antes classificado como o melhor, agora se mostra como a pior
qualificacao. Em relagao aos modelos M2 e M3 observamos que, em geral, o modelo M3
apresenta desempenho melhor ou similar nos cenarios de correlagao positiva e negativa.
No cenario independente, M2 apresenta melhor desempenho quando a proporgao de
falha é baixa. Para as demais proporcoes de falha, M2 e M3 possuem performances

semelhantes.

Tabela 5.4: DIC e LPML.

cind. Cpos. Cneg.
% modelo DIC LPML DIC LPML DIC LPML
Mo 103.45 -52.13 109.84 -55.40 95.48 -48.49
M1 429.37 -34.69 406.26 -38.32 535.33 -33.95
baixa M2 533.37 -43.48 391.43 -48.25 404.54 -42.09
M3 348.69 -46.29 289.39 -48.35 358.79 -42.32
MO 145.11 -73.28 166.48 -84.41 123.04 -61.75
M1 654.02 -51.55 609.93 -60.38 704.74 -45.23
média M2 743.59 -62.12 591.36 -73.50 530.79 -56.82
M3 496.47 -62.40 49213 -68.95 442.92 -52.67
Mo 135.68 -68.83 146.11 -74.25 106.27  -53.65
M1 805.51 -46.10 736.28 -563.83 807.15 -38.13
alta M2 779.67 -57.15 570.18 -66.13 439.04 -47.75
M3 584.31 -53.22 581.80 -56.65 500.87  -40.22

A Tabela 5.4 traz as medianas dos DIC e LPML para 50 replicacoes MCMC. E possivel

perceber que a diferenca entre as medianas obtidas pelo critério LPML para M2 e M3 é
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bem pequena. Verificamos que o melhor modelo, segundo esse critério é M3 pois possui
menor valor de LPML na maioria dos cenarios. Entretanto, considerando o vicio relativo
e a razao entre vicio, vimos que M2 produz estimativas menos viesadas, sendo o modelo

preferivel para este tamanho de amostra.

5.2.2 Resultados para amostra de tamanho 250.

Tabela 5.5: Estimativas para amostra tamanho 250

a Bo B1 B2
cenario % falha modelo VR EP PC VR EP PC VR EP PC VR EP PC
MO -0.27 0.09 0.02 0.22 0.14 0.32 -0.09 0.10 0.96 0.32 0.23 0.42
M1 1.70 1.68 0.70 -1.11 1.25 0.70 2.07 0.48 0.96 -1.90 2.05 0.80
Pequeno M2 0.58 0.98 0.94 -0.43 0.83 0.94 0.75 0.29 0.98 -0.69 1.25 0.96
M3 0.10 0.44 0.90 -0.10 0.43 0.90 0.25 0.18 0.98 -0.14 0.62 0.96
MO -0.33 0.07 0.00 0.22 0.14 0.24 -0.09 0.09 0.92 0.40 0.19 0.14
M1 1.58 1.45 0.58 -0.97 1.04 0.68 1.89 0.43 0.96 -1.75 1.74 0.64
Cind. Média M2 0.66 1.00 0.94 -0.45 0.79 0.96 0.86 0.29 0.98 -0.76 1.24 0.96
M3 0.22 0.49 0.86 -0.20 0.45 0.92 0.35 0.19 0.96 -0.28 0.68 0.96
MO -0.38 0.09 0.00 0.24 0.13 0.16 -0.18 0.08 0.88 0.43 0.16 0.08
M1 1.15 1.88 0.74 -0.70 0.82 0.74 1.29 0.34 0.98 -1.22 1.30 0.70
Grande M2 0.48 1.26 0.90 -0.33 0.61 0.96 0.66 0.23 0.98 -0.49 0.87 0.92
M3 0.28 0.84 0.90 -0.24 0.45 0.92 0.46 0.19 0.98 -0.31 0.63 0.96
MO -0.42 0.07 0.00 0.22 0.14 0.24 -0.34 0.10 0.94 0.03 0.27 0.94
M1 1.39 1.39 0.74 -1.31 1.28 0.58 1.16 0.52 0.94 -2.92 2.35 0.48
Pequeno M2 0.33 0.66 0.84 -0.18 0.50 0.84 0.26 0.21 0.98 -0.27 0.66 0.98
M3 0.17 0.43 0.96 -0.20 0.39 0.92 0.11 0.19 0.98 -0.39 0.55 0.88
MO -0.43 0.05 0.00 0.25 0.14 0.14 -0.38 0.09 0.90 0.07 0.20 0.90
M1 1.33 1.30 0.66 -1.01 1.05 0.64 1.31 0.44 0.96 -2.65 2.10 0.42
Chpos. Média M2 0.51 0.70 0.74 -0.27 0.52 0.80 0.67 0.22 0.96 -0.35 0.67 0.90
M3 0.32 0.49 0.86 -0.28 0.44 0.90 0.20 0.20 0.98 -0.45 0.58 0.88
MO -0.42 0.08 0.00 0.24 0.13 0.10 -0.37 0.08 0.94 0.20 0.16 0.52
M1 0.84 1.47 0.74 -0.64 0.72 0.76 0.89 0.28 0.98 -1.51 1.26 0.64
Grande M2 0.29 0.95 0.84 -0.14 0.43 0.90 0.59 0.19 0.98 -0.26 0.60 0.90
M3 0.33 0.79 0.88 -0.26 0.42 0.92 0.61 0.19 0.98 -0.43 0.57 0.92
MO -0.11 0.11 0.54 0.24 0.14 0.22 0.05 0.10 0.92 0.43 0.21 0.18
M1 0.83 0.98 0.90 -0.26 0.61 0.86 0.57 0.27 0.96 -0.43 0.99 0.90
Pequeno M2 0.43 0.68 0.88 -0.33 0.66 0.86 0.47 0.24 0.96 -0.44 0.93 0.88
M2 0.24 0.40 0.92 -0.14 0.48 0.98 0.39 0.19 0.96 -0.20 0.63 0.92
MO -0.18 0.08 0.06 0.23 0.14 0.20 0.16 0.09 0.94 0.48 0.18 0.08
M1 0.96 1.07 0.86 -0.34 0.67 0.80 0.85 0.28 0.96 -0.58 1.00 0.76
Cheg. Média M2 0.49 0.76 0.90 -0.34 0.67 0.90 0.68 0.24 0.98 -0.53 1.00 0.82
M3 0.22 0.43 0.94 -0.14 0.48 0.96 0.54 0.18 0.96 -0.14 0.65 0.94
MO -0.25 0.11 0.00 0.23 0.13 0.18 0.11 0.08 0.96 0.51 0.17 0.02
M1 0.66 1.46 0.86 -0.20 0.53 0.86 0.85 0.22 0.96 -0.30 0.84 0.82
Grande M2 0.31 1.05 0.90 -0.26 0.58 0.94 0.61 0.20 0.98 -0.30 0.81 0.94
M3 0.29 0.83 0.88 -0.17 0.50 0.94 0.58 0.18 0.98 -0.17 0.66 0.86

VR = vicio relativo - EP = erro padrao - PC = probabilidade de cobertura

Nesta subsecao, iremos explorar os mesmos tipos de resultados investigados ante-
riormente para amostras de 50 tempos. A diferenca é que agora aumentamos o tamanho

amostral para 250. Visto que o conjunto dados é maior, espera-se que a identificagao do

56



tipo de associacao e as estimativas sejam mais precisas. Ressaltamos que nesta analise
continuaremos a considerar 50 replicagoes do MCMC.

A média da probabilidade de cobertura, erro padrao e vicio relativo sao apresentadas
na Tabela 5.5. Para a amostra de tamanho 250, observamos que os modelos com proba-
bilidade de cobertura proximas de 95% sao M2 e M3. O modelo M1 também apresenta
alguns bons resultados, principalmente em relagao ao parametro $;. O modelo M0, en-
tretanto, mostra os piores resultados, sendo que para alguns cendrios o valor verdadeiro
de a nao é coberto pelo intervalo de credibilidade. Este modelo também nao apresenta
bons resultados para os Bs, sendo excecao (3; para o qual M0 mostra probabiliades de
cobertura préximas ao nominal. Ao compararmos os resultados para as amostras de
tamanho 50 e 250, verificamos que a probabilidade de cobertura produzida por todos
os modelos sofre uma pequena reducao com o aumemto da amostra, sendo mais acen-
tuada para os modelos M0 e M1. Isso se deve ao fato de termos uma amostra maior e

consequentemente mais informacgao disponivel.
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Figura 5.15: Amplitude do intervalo HPD registrada nas 50 replica¢oes do MCMC' para o

ajuste de uma amostra de 250 tempos.
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A Figura 5.15 apresenta os boxplots das amplitudes dos intervalos HPD de 95% ob-




Tabela 5.6: Razao de Vicios Relativos - amostra de 250 tempos

Cind. Cpos. Cheg.
RV % parametro MO M1 M3 MO M1 M3 MO M1 M3
o 0.42 0.84 0.28 0.74 0.86 0.30 0.32 0.56 0.42
Bo 0.54 0.80 0.36 0.38 0.98 0.44 0.54 0.60 0.30
baixa B1 1.00 1.00 0.60 1.00 1.00 0.32 1.00 1.00 0.28
Bo 0.00 0.02 0.74 0.00 0.04 0.48 0.00 0.02 0.14
o 0.34 0.80 0.20 0.66 0.74 0.26 0.40 0.56 0.40
Bo 0.54 0.70 0.24 0.38 0.88 0.44 0.70 0.50 0.30
VRari/VRare  média 81 1.00 1.00 0.80 | 1.00 1.00 0.36 | 1.00 1.00 0.28
Ba 0.00 0.02 0.88 0.04 0.10 0.58 0.00 0.00 0.18
[e% 0.58 0.76 0.38 0.72 0.66 0.58 0.56 0.48 0.44
Bo 0.74 0.70 0.40 0.70 0.74 0.46 0.82 0.70 0.50
alta B1 1.00 1.00 0.68 1.00 1.00 0.30 1.00 1.00 0.30
Ba 0.00 0.00 0.86 0.00 0.02 0.60 0.00 0.02 0.18
RV % parametro MO M1 M2 MO M1 M2 MO M1 M2
o 0.72 0.88 0.72 0.80 0.98 0.70 0.42 0.56 0.58
Bo 0.88 0.90 0.64 0.46 1.00 0.56 0.86 0.76 0.70
baixa B1 1.00 1.00 0.40 1.00 1.00 0.68 1.00 1.00 0.72
Bs 0.00 0.02 0.26 0.00 0.02 0.52 0.00 0.02 0.86
o 0.68 0.88 0.80 0.76 0.84 0.74 0.50 0.62 0.60
Bo 0.84 0.84 0.76 0.54 0.94 0.56 0.90 0.70 0.70
VRayi/VRys média B1 1.00 1.00 0.20 1.00 1.00 0.64 1.00 1.00 0.72
Ba 0.00 0.02 0.12 0.02 0.06 0.42 0.00 0.02 0.82
o 0.68 0.78 0.62 0.70 0.72 0.42 0.52 0.56 0.56
Bo 0.80 0.82 0.60 0.58 0.78 0.54 0.88 0.66 0.50
alta B1 1.00 1.00 0.32 1.00 1.00 0.70 1.00 1.00 0.70
Bo 0.00 0.00 0.14 0.00 0.02 0.40 0.02 0.04 0.82

tidos nas 50 replicacoes do MCMC. Novamente, observamos que o modelo M0 tem os
intervalos com menor amplitude, enquanto o modelo M1 produz os maiores intervalos.
Essas informacoes também sao verificadas na Tabela 5.5 em que M0 e M1 tém, respec-
tivamente, o menor e o maior erro padrao. Os intervalos de menor amplitude podem
ser observados para o parametro i, sendo que este parametro apresentou grande pro-
babilidades de cobertura, indicando qualidade das estimativas em todos os modelos. O
aumento no tamanho da amostra proporcionou um reducao na amplitude dos intervalos.

O vicio relativo dos parametros da distribuicao de falha para uma amostra de 250
tempos apresenta resultados similares aos ocorridos para amostra de tamanho 50. O
vicio calculado para as estimativas do modelo M1 é maior que o obtido pelos outros
modelos (ver Tabela 5.5), sendo que para este tamanho de amostra a média de vicio
relativo é menor que a média obtida para amostras de tamanho 50, indicando melhora
nas estimativas. Os resultados em geral permanecem com as mesmas caracteristicas
apontadas para amostra de tamanho 50.

Para «a, os bozplots da amostra de tamanho 250 (gréficos disponiveis no Apéndice
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Figura 5.16: Boxplots dos valores do log do valor absoluto da razdo de vicios relativos de «
obtidos nas 50 replicacoes do MCMC' para ajustes considerando amostras de 250 tempos. O

modelo de referéncia no denominador da razdo € o MS3.

B) tem, em geral, comportamento semelhante aos observados para amostras de tamanho
50. Entretanto, notam-se pequenas diferengas como o aumento do vicio relativo para o
modelo MO0, e reducao do vicio para os modelos M1, M2 e M3. Apesar da melhora nas
estimativas, o modelo M1 continua apresentado vicio em todos os cenarios, sendo seus
melhores resultados registrados no cenario de correlacao negativa. O modelo M3 é mais
eficiente no cendrio independente, enquanto no cenério de correlagao positiva e negativa,
M2 e M3 tem desempenho semelhante.

Em relacao ao parametro 3y, temos a obtencao de estimativas um pouco menos vicia-
das para todos os modelos. Para grandes proporgoes de falha, os modelos M2 e M3 tem
resultados bem semelhantes, indicando que ambos os modelos sao competitivos. Resul-
tado peculiar é observado no cenério de correlagao negativa em que o modelo M1 obtém
melhores resultados que o modelo M2 (até entao M2 apresentava melhores resultados
em cenarios com existéncia de correlagdo) e demonstra obter estimativas semelhante a

obtidas pelo modelo M3, apenas com maior variabilidade nos resultados.
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Figura 5.17: Boxplots dos valores do log do valor absoluto da razao de vicios relativos de (3
obtidos nas 50 replicacoes do MCMC' para ajustes considerando amostras de 250 tempos. O

modelo de referéncia no denominador da razdo € o MS3.

Os resultados observados para f3; e 5 também tem similaridade com aqueles obtidos
para amostras de tamanho 50. O principal ganho foi a redugao da variabilidade do vicio
relativo. Para o cendrio independente com proporcao de falha média (5 se destaca entre
os demais, por apresentar estimativas menores que o valor real nos modelos M1 e M2 .
Os modelos M2 e M3 apresentaram os melhores resultados em todos os cenério.

A Tabela 5.6 mostra a propor¢ao de razao entre vicios relativos (RV) que sao maiores
que 1 nas comparacoes realizadas entre os demais modelos com M2 e M3. Para este
tamanho de amostra é possivel perceber uma melhora no desempenho dos modelos M2
e M3, visto que para mais parametros e cendrios, a propor¢ao de razoes de vicio relativo
foi superior a 0.6, como destacado na Tabela 5.6. Observe também que em relacao ao
parametro (31, para todos as proporcoes de falha, os modelos M2 e M3 apresentaram
melhores estimativas na comparacao com MO e M1, com RV = 1. Nas comparagoes
realizadas entre M0 e M3 percebemos que o desempenho de M3 foi superior para maioria

dos parametros. O modelo M2 confirmou o melhor desempenho em relacao a M1. Neste
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cenario, o M3 mostrou-se um pouco melhor que o M2, principalmente nas proporcoes
de falha pequena e média.

O log das razoes entre os vicios relativos de cada modelo em relagao a M3 sao apre-
sentados nas Figuras 5.16 e 5.17. Observe que o modelo M3 apresenta estimativas menos
viesadas para «, [y e 2 no cendario independente visto que maior parte do intervalo in-
terquartilico estda acima do trago em zero. Os melhores resultados podem ser vistos na
comparacao entre M1 e M3, ja que para este modelo os graficos apresentam maior am-
plitude. Em comparagao com os modelos M0 e M2, observamos que M3, em geral, tem
resultados semelhantes ou pouco melhores. Se a proporcao de falha é alta, o 'impacto’
da censura informativa , isto é, da dependéncia entre falha e censura é menor tornando

os resultados obtidos por todos os modelos mais semelhantes.
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Figura 5.18: Boxlots representando as médias a posteriori de T obtidas em cada replicagdo do

MCMC e considerando amostras de 250 tempos. Tracdo sobre o valor real T = 0.2.

No cenario de correlagao positiva, M3 produz melhores estimativas em relagao ao
parametro «, entretanto para os parametros By e 2, seus resultados sao similares ou
pouco piores que os resultados obtidos por M0 e M2. O modelo M3 mostra melhores

resultados que M1 mesmo para grandes proporcoes de falha.
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No cenario de correlacao negativa, a comparacao de M3 com os demais modelos, para
todos os parametros indica desempenho igual ou superior do modelo M3, com os bozplots
acima do trago em zero. A exce¢ao é o modelo M0 que mostra ter melhores resultados
em relagao ao parametro ;. No cendario independente, fica evidenciado que o modelo M3
tem melhores estimativas. O aumento da proporcao de falha tornam todos os modelos
mais competitivos em relagao a M3. Quanto maior a proporcao de falha, meno peso
e contribuicao tera a parte da modelagem dedicada as observacoes de censura. Desta

forma relacao com a censura nao contribuird muito para um melhor desempenho de M3

ou M2.
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Figura 5.19: Boxplots representando as médias a posteriori de ¢ obtidas em cada replica¢ao

do MCMC' e considerando amostras de 250 tempos.

As estimativas a posteriori de T estao apresentadas na Figura 5.18. Para este tamanho
de amostra, observamos alguma variagao nas estimativas do parametro, em comparagao
ao observado para o tamanho 50, principalmente relacionado aos modelos M1 e M3.
Lembrando que as estimativas de 7 sofrem influéncia de ¢ no modelo M2, como ante-
riormente comentado. Note que para cada cenario a estimativa produzidas por um dos

modelo sao maiores que as produzidas pelos demais, sendo M3 no cenario independente,
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Figura 5.20: Grdfico de dispersio de ¢ contra a correla¢ao Kendall obtidas em cada replica¢ao

do MCMC' e considerando amostras de 250 tempos.

M2 no cenario com correlagao positiva e M1 no cenario de correlagao negativa. Para
proporcoes de falha pequena, observamos que o valor real de 7 nao é corretamente es-
timado nos cenérios independente e de correlacao negativa, visto que todos os modelos
apresentam algum viés. Entretanto a qualidade das estimativas melhora a medida que
aumenta o percentual de falha. O modelo M3 mostra bons resultados na estimagao
de 7 no cendrio de correlacao positiva para todos as proporcoes de falha. Novamente
M1 apresenta maior viés, enquanto M2, tem os melhores resultados apesar da maior
variabilidade de seus boxplots em geral.

O bom desempenho do parametro ¢ para amostra de tamanho 50 também pode ser
observado na Figura 5.19. Para todos os cendrios e proporgoes de falha, ¢ identifica
corretamente a correlacao existente entre os tempos de falha e censura. Observe que os
bozplots estao concentrados na regiao que identifica corretamente o cenario. Por exemplo,
no cenario independente ha um pequena variacao em torno de zero em todas as proporcoes
de falha, enquanto no cenario de correlagao positiva todo grafico esta na regiao acima

de zero. Para o cendrio de correlagao negativa com proporcao de falha média vemos
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Figura 5.21: Boxplots representando as médias a posteriori de q obtidas em cada replica¢ao

do MCMC' e considerando amostras de 250 tempos.

que parte do boxplot estda na regiao positiva do grafico, entretanto a maior parte das
observacoes estd alocada na parte negativa. Nas demais proporcoes de falha o grafico
encontra-se totalmente abaixo do traco em zero, indicando a correta escolha do tipo de
correlacao. O aumento do tamanho da amostra trouxe maior definicao em relacao ao
tipo de correlacao existente entre os tempos de falha e censura.

A comparacao de ¢ com o correlagao existente em cada cenario é apresentado na
Figura 5.20. Observe que, com o aumento do tamanho da amostra os pontos ficaram
concentrados na regiao adequada ao cenario. No cendario independente, os pontos estao
concentrados na regiao central. Enquanto no cenario de correlagao positiva a maioria dos
pontos esta situada no quadrante superior direito, indicando que ¢ apresentou estimativas
maiores que zero, sendo adequadas ao cenario. Para o cendrio de correlagao negativa,
o aumento do tamanho da amostra, melhorou as estimagoes de ¢. Note que, para esse
cenario, apenas poucos valores de ¢ obtiveram as estimativas positivas o que reduziu a
incerteza na estimacgao desse parametro.

Para o modelo M3, a defini¢cao do tipo de correlacao na amostra é dada pelo parametro
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Figura 5.22: Boxplots representando os

Mo

e considerando amostras de 250 tempos.

q, representado na Figura 5.21.

valores do DIC obtidos em cada

Mo

replicacdao do MCMC

Um trago horizontal sobre o patamar 0.5 auxilia as

analises. Novamente, a maior componente de probabilidade é justamente aquela que

indica o cendrio correto dos dados. As estimativas da componente correta g; apresenta

valores iguais ou maiores a 0.5.

Tabela 5.7: DIC e LPML.

Cind. cpos. Cneg.
% modelo DIC LPML DIC LPML DIC LPML
Mo 500.49 -250.31 514.72 -257.50 469.70 -234.94
M1 6909.13 -182.62 5324.78 -191.07 4571.97 -222.43
baixa M2 7039.27 -220.41 2703.04 -239.84 4098.62 -214.35
M3 3018.76 -235.93 1626.43 -240.83 2742.09 -221.23
Mo 687.62 -343.87 768.34 -385.21 654.02 -327.32
M1 7168.48 -269.94 7235.07 -308.44 8627.69 -252.14
média M2 8855.22 -300.58 3898.63 -356.51 8227.19 -281.82
M3 3828.54 -318.75 2787.98 -361.44 5011.73 -285.42
Mo 654.02 -327.32 708.86 -355.78 518.05 -259.26
M1 8627.69 -252.14 7492.50 -279.91 5053.36 -237.58
alta M2 8227.19 -281.82 4125.47 -328.97 5357.50 -230.60
M3 5011.73 -285.42 3972.34 -308.49 4696.36 -233.02

Encerrando a analise, apresentamos a Figura 5.22 que mostra o critério DIC de com-

paracao de modelos.

Novamente, M0 apresenta melhor desempenho em comparagao

65




o — o - o —
3 3 3
: = T i = ¥ PR
8 —— ==K g —— : = === ) = ===
£ E E
I o o
BAIXA 8 3 3
o o o
2 2 2
i MO ML M2 M3 l Mo M1 M2 M3 l Mo M1 M2 M3
I o o
2 3 3
8 2 2
| | ' ! -
2 — 8 ‘ 8 = ‘
g = | = — i =
¢ 3 3 — 3
MEDIA o — — — @ i i :‘ l:‘ @
o o H o
3 3 3
2 2 2
i MO T M2 M3 T Mo VT M2 VE] v Mo VT M2 VE]
o - o o
3 3 3
n ; n N T J—
g —_ _ g | gl —— 0 2 ==m
29 gr;l gz;l [ i
i : }:| | — g ’:‘ — R g T — —
3 =———1 i I 3 i ' 3
ALTA @ —— 8 == — . - — 2
o ° °
2 2 2
i MO ML M2 M3 l MO M1 M2 M3 i Mo M1 M2 E]

Figura 5.23: Bozplots representando os valores do LPML obtidos em cada replica¢ao do MCMC

e considerando amostras de 250 tempos.

com os demais modelos. Isso ocorre principalmente devido ao seu numero reduzido de
parametros, sendo o inico que nao possui efeito aleatério na modelagem. Considerando
M1, M2 e M3, o critério DIC indica M3 como o melhor modelo para o cenério inde-
pendente, visto ter os menores boxplots. Para pequenas proporgoes de falha, M3 tem
claramente o menor DIC. Entretanto, para as proporcoes de falha média e grande, ape-
sar da maior amplitude dos boxplots do modelo M2, as medianas de M2 e M3 sao bem
semelhantes.

Comparando estes resultados com os obtidos para amostras de tamanho 50, verifica-
mos que o aumento do conjunto de dados confirma a posicao de M1 como modelo menos
indicado ao ajuste, os valores do DIC para M1 eram similares aos de M2 e agora sao
um pouco maiores. Além disso, os valores do DIC para um conjunto de dados com 50
observagoes é muito menor que os DICs calculados para uma amostra de 250 observagoes,
como ¢ possivel observar no eixo horizontal.

O critério LPML é apresentado na Figura 5.23. Observe que para todos os cenarios,

o modelo que apresenta os maiores resultados para LPML é o M1, principalmente nos
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cenarios independente e de correlacao positiva. No cendrio de correlagao negativa o
boxplot de M1 estd mais proximo do boxplot de M2, sendo M1 um pouco melhor. Veja
que MO aparece com o pior resultado dentre os modelos, enquanto M2 e M3 mostram
resultados semelhantes para a maioria dos cenarios.

A mediana do DIC e LPML, calculada para as 50 réplicas MCMC, estao registradas
na Tabela 5.7. As informagoes da tabela também apontam MO e M1 como melhores
modelos de acordo com os critérios DIC e LPML, respectivamente. Os modelos M2 e
M3 tem, em geral, classificagdo intermediaria. No cenario de correlacao negativa, para
proporcoes de falha média e grande, o LPML indica os modelos M2 e M3 como possuindo
melhor desempenho. A diferenca entre os resultados obtidos por M2 e M3 em relagao a
esses critérios é maior que a observada para amostra de tamanho 50 (antes apresentavam
valores muito préximos).

E interessante observar que os dois critérios de selecao de modelos produzem resulta-
dos completamente opostos, sendo DIC indicando M0 e M1 como melhor e pior modelo,
respectivamente, e LPML indicando M0 como pior modelo e M1 como melhor. Estes
resultados conflitantes também podem ser observados para a amostra de tamanho 50.
Assim, para definicdo dos maiores modelos observamos os intervalos de credibilidade e
o modelo com menor vicio. Considerando os resultados apresentados, podemos dizer
que para amostras de tamanho 50, M2 mostrou-se como melhor modelo, enquanto para
amostras de tamanho 250, M3 foi melhor. O melhor resultado de M3 para amostras
maiores esta relacionado ao seu nimero de parametros que é melhor estimado com o

maior nimeros de observacoes.
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Capitulo 6
Aplicacao: Mieloma Maultiplo

O mieloma miltiplo é uma doenca que afeta a medula dssea e se caracteriza pelo
aumento do plasmécito (tipo de célula que produz imunoglobulina), sendo relacionada ao
nosso sistema de defesa. O mieloma multiplo acontece quando um grupo de plasmécitos
se multiplica de forma desgovernada e compromete o funcionamento da medula éssea.
Os problemas de saude causados pelo mieloma multiplo podem afetar os ossos, sistema
imunoldgico, rins e contagem de células vermelhas do sangue (Maiolino e Magalhaes,
2015). A doenga tem maior incidéncia em pessoas idosas, sendo rara em individuos
com menos de 35 anos. Ainda nao estao elucidadas as causas que levam a doenga,
entretanto, alguns fatores genéticos e ambientais podem aumentar a predisposicao do
individuo como: exposicao a radiacao, profissoes na agricultura e industria de materiais
pesados e idade. O tratamento é realizado principalmente por meio de transplante de
medula éssea, radioterapia e quimioterapia.

Os tempos de sobrevivéncia de 65 pacientes com mieloma multiplo, que foram diag-
nosticados e tratados com agentes alquilantes no centro médico da Universidade de West
Virginia, EUA, foram disponibilizados por Krall et al. (1975) num estudo que propoe
uma técnica para selegdo de covaridveis. Dos pacientes em estudo 48 morreram (74%)
durante o perfodo de acompanhamento, enquanto 17 (26%) permaneceram vivos e fo-
ram considerados observagoes censuradas. O evento de interesse era o tempo entre o
diagnéstico e 6bito dos pacientes.

O estudo também disponibiliza 16 covariaveis medidas no momento do diagnéstico.
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Entre essas covariaveis, o artigo indica que apenas trés sao tuteis ao diagnostico, sendo
elas: o nivel de nitrogénio ureico no sangue (X;) (blood urea nitrogen- BUN), célcio (X3)
e hemoglobina (X3), ver Krall et al. (1975). Segundo os autores, outros estudos reforgam
que estas covariaveis estao fortemente ligadas ao tempo de sobrevivéncia de pacientes e,
portanto consideramos apenas essas covariaveis no estudo.

Dois pacientes da amostra apresentaram falha em tempo inferior a 15 dias apds o
diagnédstico, sendo atribuido um tempo de sobrevivéncia de 0.25 més. Krall et al. (1975)
propoem uma transformacao nos dados sendo tempo de falha igual ao tempo observado
mais 1 meés. Essa transformacao serd mantida aqui. O log da covariavel nitrogénio ureico
no sangue (BUN) foi tomado, sendo que as demais permaneceram na mesma escala.

Este mesmo conjunto de dados foi utilizado por Siannis et al. (2005) como exemplo
para uma analise de sensibilidade de um modelo para censura informativa proposto por
Siannis (2004). Os autores, inicialmente, discutem o banco de dados que, aparentemente,
nao possui associacao entre os tempos de falha e censura, dado que as observagoes cen-
suradas sao essencialmente interrompidas com o fim do estudo (censura administrativa).
Entretanto, esses dados tratam de um tipico exemplo de andlise de sobrevivéncia para o
qual a censura ocorre por razoes nao controladas inicialmente, por exemplo, os pacientes
sao selecionados de acordo com o surgimento da doenca e nao de forma aleatoéria. Se-
gundo Siannis et al. (2005), nesses casos a suposicao de independéncia deve ser vista com
cautela. De fato, o artigo mostra que ha indicios de pequena correlacao entre os tempos
de falha e censura que, ainda segundo os autores, pode ser suficiente para ter efeito sobre
as analises.

Os modelos M0, M1, M2 e M3 foram ajustados a esses dados. As distribuicoes a pri-
ori, discutidas nas Secoes 6.1.1 a 6.1.4, foram mantidas assim como os hiperparametros,
com excegao dos parametros ag e a¢, para os quais optamos por uma Gama(2,1) que é
uma distribuicdo um pouco mais informativa cuja média é aproximadamente 2 e a me-
diana ¢ igual a 1.5. Considerando as trés covariaveis na modelagem, fr; e S¢; passam a
ser definidas para 7 = 0,1, 2, 3, sem alteracao nas especificacoes a priori. Para geracao
das amostras a posteriori os softwares R (R Core Team, 2014) e JAGS (Plummer, 2003)

foram utilizados. Para o ajuste de cada modelo, uma tnica cadeia com 30 mil iteragoes
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foi gerada, para o qual as primeiras 20 mil iteragoes foram descartadas (burn-in). Consi-
deramos um lag de tamanho 10 e uma amostra a posteriori de tamanho 1000 para cada
parametro. A Figura 6.1 mostra o traco da cadeia e a densidade a a posteriori para os

parametros da distribuicao de falha considerando o ajuste de MO.
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Figura 6.1: Trago da cadeia indicando convergéncia e densidade a posteriori para os parametros

da distribuicdo de falha relativos ao modelo M 3.

As estimativas dos parametros de falha obtidos com o ajuste dos modelos aos dados
sao apresentados na Tabela 6.1. A tabela esta dividida em trés partes, de forma que cada
uma apresenta a média da amostra a posteriori e o intervalo de credibilidade HPD para
cada parametro.

As médias a posteriori indicam que ar > 1 para todos os modelos ajustados suge-
rindo que os dados seguem uma distribuicao Weibull, cuja funcao de taxa de falha tem
comportamento crescente. O modelo M0 apresenta a menor estimativa e um pequeno

intervalo de credibilidade. Lembre-se que para simulacoes realizadas com amostras de

70



Tabela 6.1: Estimativa dos parametros de falha
« T
HPD HPD
modelo  média Li Ls média Li Ls
MO 112 089 1.34 - - -
MI 179 091 286 177 004 7.71
M2 166 101 231 051 006 1.90
M3 220 121 372 036 002 1.07

Bo B
HPD HPD
modelo  média Li Ls média Li Ls
Mo -5.27 -7.82 -2.80 1.49 0.44 262
M1 -6.78 -11.84 -3.38 1.89 -0.01 3.81
M2 -7.86 -11.20 -4.93 1.76 0.09 347
M3 -752 -11.13 -3.13 1.88 -0.01 4.04
B2 B3
HPD HPD
modelo  média Li Ls média Li Ls
Mo -0.13 -0.23  -0.02 0.07 -0.14 0.22
M1 -0.27 -0.55 -0.05 0.11  -0.20 0.45
M2 -0.30 -0.56 -0.04 0.26 -0.02 0.60
M3 -0.37 -0.84 -0.04 0.16 -0.28 0.47

Li = limite inferior - Ls = limite superior

tamanho 50 o modelo M2 apresentava estimativas com menor viés para este parametro,
enquanto MO0 apresentava estimativas menores que o valor real. Para estes dados, M0
produz intervalos HPD de menor amplitude, seguindo o comportamento apresentado no
estudo simulado. O modelo M2 também produz um intervalo relativamente pequeno,
enquanto M1 e M3 tém as maiores amplitude de intervalo HPD.

Para o parametro 7 (Tabela 6.1) observamos que M2 e M3 tem estimativas médias
bem proximas, assim como sao similares os limites do intervalo de credibilidade, sendo
a amplitude do intervalo para M2 um pouco maior. Para M1, observamos estimativas
para 7 um pouco maiores que as dos demais modelos e uma grande varia¢ao no intervalo
de credibilidade.

Para o intercepto [y, as médias a posteriori e o intervalo de credibilidade sao muito
parecidos para M2 e M3. Nos modelos M0 e M1 temos estimativas diferentes de M2

e M3, porém a média é também negativa e com intervalo de credibilidade HPD de 95%
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nao incluindo o zero.

Para o vetor de parametros 3, note que existe coeréncia nas estimativas obtidas em
todos os modelos, sendo razoavelmente proximas umas das outras, a exce¢ao do modelo
MO que apresenta valores estimados mais proximos de zero em todos os parametros. Os
intervalos de confianca incluem o valor zero para (3, indicando que esta covaridvel pode
nao ser significativa.

Em seu artigo, Krall et al. (1975) usa uma distribuigdo exponencial, cuja densidade
é dada por f;(y) = 0;exp{—0;y} com 1/0; = x;3; e i = 0,1,2,3, para modelagem dos
dados, obtendo os seguintes parametros: 1/6; = 82.72 — 37.46x1 ; + 2.399x,; — 2.085x3 ;.
Essa modelagem dificulta as comparagoes com nossa proposta visto que utilizamos uma
funcao exponencial para incluir as covariaveis. Contudo, os dados de mieloma multiplo
parecem ser adequadamente ajustados a distribuicao Weibull com o > 1. O intercepto [
tem estimativas proximas a —7, o que indica um risco inicialmente pequeno do paciente
experimentar o evento de interesse. O coeficiente de regressao (5, foi estimando em apro-
ximadamente 1.8, indicando um aumento do risco do individuo para grandes valores de
X;. Este resultado ¢é coerente com o diagnostico, visto que altos niveis de BUN indicam
prejuizo da fungao renal (sintoma comum em paciente com mieloma multiplo). O coefi-
ciente (35 esta relacionado ao nivel de célcio, sendo estimado em aproximadamente —0.3.
Neste caso, quanto maior o valor da covariavel, menor sera o risco do individuo. Final-
mente, o coeficiente (3, estimado em 0.1. Esta covariavel indica os niveis da hemoglobina,
sendo que altos valores absolutos aumentam o risco.

Ambos modelos, M2 e M3 identificaram a existéncia de uma correlagao negativa
entre os tempos de falha e censura, como mostra a Tabela 6.2. Observe que a média de
¢ e seu intervalo de credibilidade esta todo compreendido na regiao abaixo de zero. O
modelo M3 também indica correlagao negativa através do componente ¢; estimado em
0.49 e maior que ¢, € q3.

Avaliando os critérios de selegdo de modelos DIC e LPML apresentados na Tabela
6.3, verificamos que devido ao reduzido nimero de parametros, o critério DIC privilegia
o modelo MO0, ficando M2 com a segunda colocagao. Lembrando que MO ignora a

existéncia de correlagao entre os dados e nao modela a variabilidade extra que parece
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Tabela 6.2: Estimativa dos parametros ¢ e q.

¢ q
HPD
modelo media Li Ls ¢ 0@ qs
M2 -485 -10.20 -1.10 - - -
M3 - - - 049 023 0.28

ser grande, visto as estimativas pequenas obtidas para a precisdo 7 (Tabela 6.1). J4 o

critério LPML indica M3 como melhor modelo e M2 como o segundo melhor.

Tabela 6.3: Estimativas para DIC e LPML.
modelo DIC LPML

MO 426.19 -213.76
M1 91147 -207.14
M2 62231 -205.56
M3 886.69 -202.13
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Capitulo 7

Conclusoes

Neste trabalho foram feitos estudos de modelos de sobrevivéncia para dados com
censura informativa. Foram considerados modelos de taxas de falha proporcionais sem
efeito aleatdrio e com efeito aleatério apenas na componente de falha ( modelos indicados
ao ajuste de censura nao informativa), além de modelos com efeitos aleatérios em ambos
os componentes - falha e censura - sendo o efeito aleatério da componente de censura
afetada por um parametro real ¢ em um dos modelos e controlado por uma mistura em
outro. Estes modelos permitem a identificacao do mecanismo de censura e, em caso de
censura informativa, determinam o tipo de correlacao entre falha e censura.

Uma estudo simulado, focado na distribuicao Weibull, ajustou estes modelos consi-
derando cenarios de censura nao informativa e informativa com correlacao positiva ou
negativa entre os tempos de falha e censura. Considerou-se tamanhos amostrais de 50 e
250 observacoes e para estes dois tamanhos de amostra foi possivel observar viés nas esti-
mativas de algum parametro para todos os cenarios e modelos. Nao foi possivel identificar
um modelo perfeito estimando muito bem todos os parametros.

O modelo MO0 apresenta, para a maioria dos cendrios, algum viés nas estimativas se
aproximando do valor real para alguns parametros. O modelo M1, de maneira geral,
apresentou os piores resultados em todos os cenarios, inclusive no cenario independente
para o qual seria o mais adequado. As estimativas produzidas por esse modelo estavam
bastante viesadas e com grande variabilidade. Modelar a falha e a censura (como é feito

em M2 e M3) parece ser vantajoso, visto que estaremos utilizando mais informagao (todos
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os tempos) para estimar a variancia 7 da fragilidade. O modelo M1 modela a fragilidade
(estima 7) levando em conta apenas os tempos de falha. Se estivermos no cendrio com
proporcao de falha baixa, o desempenho ruim de M1 serd mais visivel.

Para n = 50, o modelo M2 apresenta pequeno viés para alguns parametros. Esse
modelo é, aparentemente, melhor ou competitivo em relacao a M3 em todos os cenarios.
Para amostras de tamanho 250, M2 apresentou resultados bem semelhantes, entretanto
para alguns cenérios o modelo M3 forneceu estimativas menos viesadas. Levando em
conta as estimativas de 7 produzidas por M2, a forma como o modelo é definido faz com
que o parametro ¢ interfira nas estimativas de 7.

O modelo M3 mostrou boa adaptacao ao cenario independente para ambos tamanhos
amostrais, porém existiu algum viés nas estimativas dos parametros para os cenarios
com correlagdo. Seus resultados apresentaram melhora com o aumento do tamanho
da amostra tornado-o mais competitivo em comparacao com M2 para os cenarios de
correlacao positiva e negativa. Tanto M2, através do valor de ¢, quanto M3, pelas
estimativas de q, mostraram-se eficientes na indicacao correta do tipo de correlacao
existente entre os tempos de falha e censura.

O critério de comparacao DIC apresenta dificuldades para definicao do melhor modelo,
principalmente devido a inclusao de um efeito aleatério em trés dos modelos o que traz
uma vantagem em termos de DIC para a modelagem mais simples M0 (sem fragilidade).
Observe que para o LPML o modelo M1 foi indicado como o melhor, sendo exatamente
aquele que apresentou maior viés nas estimativas.

De maneira geral, os coeficientes de regressao fBr;, com j = 1,2 apresentaram esti-
mativas mais precisas dentre todos os parametros, provavelmente por estarem associados
a covariaveis, o que torna a estimacao mais estdvel. O principal ganho com o aumento
do tamanho da amostra é a reducao da amplitude dos bozplots indicando menor varia-
bilidade do vicio para todos os modelos. Os modelos M2 e M3 tem um maior nimero
de parametros o que torna os modelos mais complexos, entretanto existe o ganho da
obtencao de melhores estimativas no cenario com correlacao entre os tempos de falha e
censura, além de determinar o tipo de correlagao existente. Essas caracteristicas per-

mitem ao pesquisador obter mais informagoes sobre o conjunto de dados. Os modelos
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M?2 e M3 mostraram resultados razoaveis nas estimativas dos parametros em todos os
cenarios. O modelo M2 mostrou melhor desempenho para amostras menores, enquanto
M3 foi melhor para a maior parte dos cenarios quando a amostra de tempos era maior.

Os modelos estudados aqui também foram ajustados a dados reais com trés co-
varidveis, disponibilizados em Krall et al. (1975), referente a pacientes com diagndstico
de Mieloma Multiplo tratados com agentes alquilantes no centro médico da Universidade
de West Virginia, EUA. Para este ajuste consideramos uma priori mais informativa para
a do que aquela utilizada no estudo simulado. Os resultados encontrados pelos modelos
M2 e M3 indicam existéncia de correlacao negativa entre os tempos de falha e censura.

As estimativas obtidas pelos demais parametros indicam coeréncia nas estimativas
dos modelos, entretanto, a covariavel X3 foi considerada nao significativa, visto que os
intervalos de credibilidade de 95% do parametro (3 incluem o valor zero em todos os
ajustes. Em relagao aos critérios de selecao de modelos, o DIC indicou M0 como o
melhor modelo, enquanto M3 foi apontado como o melhor segundo o critério LPML.

Para os dois critérios M2 ocupou a segunda posicao.

7.1 Trabalhos futuros

Entre as propostas para continuidade deste trabalho podemos citar:

- Adaptar o modelo M2 para que ele considere dados com censura parcialmente infor-
mativa. Uma maneira de fazer isso é adotar a mistura a priori (¢|Z;) ~ (1 — Z;)do+ Z;¢
em que ¢ ~ Uniforme[—a,a] com a > 0 e Z; ~ Bernoulli(q). Isto permite uma classi-
ficacao de existéncia de efeito de fragilidade para cada i-ésimo tempo de sobrevivéncia
dada através de Z,.

- Incluir na geracao de dados observacoes referentes a censura administrativa. Pode-
mos considerar um limite superior para o tempo méaximo de estudo e também a ocorréncia
de censuras devido a fatores nao ligados ao estudo como a morte de um paciente por aci-
dente de carro.

- Gerar dados utilizando estratégias alternativas. Uma delas é considerar cépulas para

determinar o tipo de correlagao entre falha e censura; como por exemplo as cépulas Arqui-
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medianas, uma classe que abrange uma grande variedade de estruturas de dependéncia e
sao frequentemente utilizadas para realizar conexdo com a nogao de fragilidade (Suzuki,
2012). A subclasse conhecida como cépula de Frank permite gerar dados com correlagao
positiva e negativa por meio da escolha de um parametro #. Neste caso, um efeito
aleatério seria introduzido apenas para caracterizar a existéncia de uma variabilidade
extra.

- Reduzir a correlacdo das cadeias aumentando o espacamento (lag) da cadeia a
posteriort;

- Utilizar outros métodos de selecao de modelos para melhor comparacao, como
por exemplo o widely applicable information criterion (WAIC), proposto por Watanabe
(2010).

- Escolher outras distribuigoes, diferentes da Weibull, para a modelar a funcao de taxa
de falha. Para cada modelo paramétrico adotado, incluindo a Weibull, seria interessante
também desenvolver uma andlise de sensibilidade avaliando o impacto de varias escolhas

de especificacoes a priori.
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Apéndice A: Conceitos Basicos de Inferéncia Bayesi-
ana

Segundo Robert (2007), o principal objetivo da teoria estatistica é obter, a partir
de observacoes de um fendmeno aleatorio, uma inferéncia sobre a distribuicao de probabi-
lidade que descreva este acontecimento de forma a fornecer tanto uma analise desse fato
quanto uma previsao sobre um futuro evento de natureza semelhante. Esta distribuicao
é indexada por uma quantidade de interesse (parametro) que representa caracteristicas
que se deseja conhecer para ter uma visao mais completa do fenomeno.

Em inferéncia Bayesiana, nao apenas o evento de interesse é representado por uma
distribui¢ao de probabilidade, como todas as quantidades nao observaveis (parametros e
varidveis latentes relacionadas a ele) sobre as quais possuimos algum grau de incerteza.
Segundo Gamerman e Lopes (2006), a principal diferenca entre o método Bayesiano e
o Frequentista esta no fato de que o primeiro incorpora conhecimento prévio a respeito
de quantidades de interesse (parametros), enquanto o segundo nao admite essa forma de
incorporacao da informacao subjetiva por nao ser observavel e, portanto, nao ser passivel
de comprovacao. O uso da abordagem Bayesiana possui vantagens como a especificagao
natural e intuitiva de modelos, a incorporacao sequencial de informagao, maior robustez
e interpretabilidade de resultados. Gamerman e Lopes (2006), Gelman et al. (2014),
Robert (2007) sao algumas referéncias que tratam da Inferéncia Bayesiana.

A regra de Bayes é o teorema que fundamenta a abordagem Bayesiana. Ela trata
de probabilidades condicionais sendo utilizada para atualizar a informacao inicial dis-
ponivel sobre a quantidade desconhecida de interesse antes de observarmos os dados. A
proposta é resumir toda a informacao prévia sobre um vetor de parametros desconhe-
cidos @ através de uma distribuigdo de probabilidade p(0), denominada distribuicao a
priori. Esta distribuicao expressa nossa incerteza sobre o parametro antes que qualquer
dado seja observado. A informacao dos dados observados € introduzida através da funcao
de verossimilhanga L(0|D), assim a distribui¢do a priori serd atualizada de maneira a
reduzir a incerteza inicial. Essa distribuicao atualizada é denominada distribuicao a pos-

teriori, e denotada por p(@|D), em que D representa o conjunto de dados observados. A
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distribuicao a posteriori é obtida via Teorema de Bayes como segue:

p(0,D)  L(6|D)p(6)
p(D) [ L(6|D)p(6)d6

p(8|D) = (0.1)

Note que o termo do denominador nao depende de 6, sendo apenas uma constante

normalizadora. Dessa forma a regra de Bayes pode ser escrita como:

p(0|D) o< L(0|D)p(0)

Uma caracteristica da distribuicao a posteriori é a reducao da influéncia da distri-
buicao a priori na medida em que hd o aumento do nimero de observagoes, ou seja,
quando é possivel retirar mais informacao dos dados.

A escolha da distribuicao a priori é uma etapa importante do estudo; uma escolha
inadequada pode dificultar a analise. A distribuicao selecionada deve expressar toda a
informacgao prévia sobre a quantidade de interesse desconhecida. Entretanto, na maioria
das vezes, nao se dispoe de qualquer informacao sobre essa quantidade. Nestes casos, as
distribuicoes a priori sao chamadas nao informativas. Em algumas situacoes a especi-
ficacao escolhida a priori nao pode ser definida como distribuicao de probabilidade por
nao respeitar propriedades basicas de uma distribuicao; este caso ocorre, por exemplo,
quando utilizamos distribui¢oes a priori de Jeffreys (Gamerman e Lopes, 2006). Isto,
entretanto, nao configura um problema desde que a expressao a posteriori resultante
seja uma distribuicao de probabilidade. Em outros casos, dada a escolha da distribuicao
a priort, temos que a distribuicao a posteriori resultante pertence a mesma classe da
distribuicao a priori. Nesse caso, dizemos que a distribuicao a priori é conjugada. A es-
colha de distribuigoes conjugadas minimiza o uso de técnicas computacionais e simplifica
a estimacao dos parametros, pois a passagem da distribuicao a prior: para a posteriori
envolve agora uma simples atualizacao dos parametros. Gamerman e Lopes (2006) aler-
tam para o cuidado de se utilizar apenas distribuicoes a priori conjugadas, visto que essa
escolha nem sempre representa adequadamente a incerteza sobre o parametro.

A especificacao das distribuicoes a priori €, normalmente, realizada pelo pesquisador

que deve considerar as caracteristicas ja conhecidas do conjunto de dados e representar
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a incerteza sobre a quantidade de interesse. Durante a especificacao, o pesquisador deve
definir os valores dos parametros da distribuicao a priori, denominados hiperparametros.
Em alguns casos, esses hiperparametros também podem ser associados a uma distribuigao
de probabilidade. E importante ressaltar que os conceitos de distribuicao a priori e a
posteriori sao sempre relativos a observacao considerada no momento.

Quando 0 ¢ multivariado, distribui¢oes marginais e condicionais podem ser obtidas
para cada componente 6; a partir da densidade conjunta, como apresentado por Gamer-
man e Lopes (2006). A densidade marginal a posteriori de 6;, com i = 1,...,k é dada

por:

P(6,|D) = / P(6|D)do_;, (0.2)

em que @_; representa o vetor de parametros @ a excecao do i-ésimo componente. Deno-
taremos por P(6;|D,0_;) a distribuigao condicional completa do parametro 6;, ou seja, a
distribuicao do parametro dado que todas as demais quantidades sao conhecidas.

A distribuicao a posteriori de um parametro deve resumir toda informacgao proba-
bilistica atualizada a respeito do mesmo. Uma vez obtida, a ideia é sumarizar a in-
formacao nela contida em estimativas pontuais ou intervalares. No entanto, resumir a
informacgao da distribuicao a posteriori em um tnico elemento tem um custo equivalente
a uma perda de informacdo. Gamerman e Lopes (2006) e Bolfarine e Sandoval (2002)
indicam o uso de medidas de tendéncia central como média, mediana e moda, e medidas
de dispersao como variancia, desvio-padrao e precisao (inverso da variancia), para avaliar
o parametro de interesse.

O estimador que minimiza o custo de utilizar um tnico valor para caracterizar uma
distribuicao é chamado estimador de Bayes. Nesse sentido, é importante avaliar o quao
precisa é essa informacao por meio das medidas de dispersao. A variabilidade da medida
¢é controlada pelo intervalo de confianca Bayesiano, também chamado de intervalo de
credibilidade. Um intervalo de credibilidade Cr com 100(1 — a))% nivel de probabilidade
para 6 é apresentado por Bolfarine e Sandoval (2002) como P(f € Cr) > 1 — a. Essa

definicao permite a construgao de inimeros intervalos para 6, sendo natural o interesse
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em intervalos com menor comprimento, que corresponde ao intervalo onde o parametro
f toma valores com maior densidade a posteriori. O intervalo de maxima densidade a
posteriori (highest posteriori denity - HPD) serd Cr = {0 € © : p(f|z) > k(a)}, em
que k() é a maior constante tal que P(f € Cr) > 1 — . Para mais detalhes consulte
Gelman et al. (2014) e Robert (2007).

Em modelos mais complexos, com varios parametros e variaveis latentes, a especi-
ficacao de um modelo Bayesiano completo deve ser feita de forma cuidadosa, respeitando
as relacoes entre as varias quantidades desconhecidas. Essa estruturacao pode ser feita
mais naturalmente através de um modelo hierarquico. Um modelo hierdrquico divide
a especificagao da distribuicao a priori em estagios definindo uma sequéncia de distri-
buigoes condicionais que reflete uma hierarquia de dependéncia entre as varidveis. Este
tipo de estrutura também incorpora com facilidade a distribuicao dos hiperparametros
e qualquer outra informacao que seja relevante para o modelo. Gelman et al. (2014)
ressalta que modelos hierdrquicos podem ter parametros suficientes de forma a modelar
melhor os dados ao usar a distribuicao da populacao para estruturar a dependéncia entre
0s parametros.

Apesar das vantagens de especificacao e estruturacao de modelos que a inferéncia
Bayesiana permite, a complexidade da forma que a distribuicao a posteriori pode assumir
ainda é um grande obstaculo. Em muitos casos, conhecer a constante normalizadora da
distribui¢@o, como mostrado em (0.1) é impossivel; ndo podemos calcular de forma exata
a integral mostrada no denominador. Neste caso, desconhecemos a forma completa da
distribuicao a posteriori que permitiria, entre outras coisas, a comparacao de modelos
e o calculo de estimativas pontuais e intervalares. A fim de superar esse problema, a
inferéncia Bayesiana faz uso intenso de técnicas computacionais. A ideia é realizar a
inferéncia por meio de simulacao utilizando amostras da distribuicao a posteriori para
extrair informacoes sobre os parametros. Alguns dos principais métodos serao resumidos

na proxima Segao.
Técnicas de Simulacao

A inferéncia baseada em técnicas de simulacao utiliza amostras da distribuicao a
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posteriori para extrair e sumarizar informacoes a respeito da quantidade de interesse.
Segundo Gamerman e Lopes (2006), como a amostra é sempre um substituto parcial
da informacao contida em uma distribuicao, métodos baseados em simulacao sao apro-
ximacoes que devem ser utilizadas apenas quando constatada a impossibilidade de ex-
tragao analitica das informagoes. Apesar disso, o avancgo tecnolégico tem ampliado o uso
de métodos baseados em simulagoes.

Obter uma amostra da distribuicao a posteriori nao é uma tarefa facil. Entretanto,
mesmo quando a distribuicao a posteriori nao apresenta forma analitica, ainda é possivel
conhecer o nicleo desta distribui¢ao (expressao sem a constante normalizadora). A partir
desse nicleo varias técnicas para obtencao de uma amostra da distribuicao a posterior:
podem ser usadas. Para um vetor de parametros 8, Gamerman e Lopes (2006) descrevem
como se procede a inferéncia para se obter uma amostra da componente 6;, bastando
tomar as outras componentes (6_;) como valores conhecidos que serdo gerados de uma
determinada distribuicao. Este passo torna desnecessaria a operacao de integracao para
obtengao analitica da distribuigdo marginal mostrada em (0.2).

Existem hoje varios métodos que podem ser usados para se obter uma amostra da
distribuicao a posteriori, como por exemplo rejection sampling e importance sampling.
Neste texto, apresentaremos apenas dois deles dentro de uma classe de métodos conhe-
cidos como Markov Chain Monte Carlo (MCMC). Segundo Gelman et al. (2014), os
métodos MCMC formam uma classe mais geral de métodos de simulacao que extraem
valores de distribui¢oes aproximadas para 0 e em seguida corrigem esses valores de forma
a caminhar em direcao a distribuicao alvo. Estes métodos objetivam gerar uma amostra
da distribuicao a posteriori conhecendo somente o nicleo dessa distribuicao, utilizando
para isto, a informacao da verossimilhanca e da distribuicao a priori. Dessa forma, o
método busca, por meio de simulagoes iterativas, observacoes amostrais que tenham as
caracteristicas da distribuicao alvo.

As amostras sao obtidas sequencialmente, com a distribuicdo geradora dependente
do ultimo valor obtido numa amostragem anterior, assim como acontece em um cadeia
de Markov. Para Gelman et al. (2014), uma cadeia de Markov pode ser definida como

uma sequéncia de varidveis aleatéria 61,03 .. tal que a distribuicdo da varidvel 6
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no instante atual (s), depende apenas da ultima realizagdo conhecida dessa varidvel,
ou seja P(0®) € A|9©) ... 9=y = P € A]9¢D), em que A é um subconjunto
do espacgo paramétrico, sendo essa distribuicao chamada de transicao da cadeia. Além
disso, as cadeias possuem duas importantes propriedades que garantem sua eficiéncia em
simulagoes, sendo elas: (a) homogeneidade: a probabilidade de uma nova realizagao da
variavel nao altera com o tempo; (b) irredutibilidade: existe uma probabilidade positiva
de que a cadeia visite todo espago amostral. Segundo Gamerman e Lopes (2006) apds
varias realizacoes da cadeia, a distribuicao de transicao se aproxima da distribuicao alvo
de forma que os valores finais gerados da cadeia terao aproximadamente a distribuicao a
POSterion.

Para a composicao da amostra a posteriori, devemos descartar os primeiros valores
da cadeia que formam o chamado periodo de aquecimento (burn-in). Estas observacoes
iniciais fazem parte de um periodo em que cadeia ainda estd se adaptando antes de atingir
a convergéncia; ver Gamerman e Lopes (2006) para mais detalhes. Apds a convergéncia,
todos os valores gerados da cadeia serao provenientes da distribuicao a posteriori for-
mando assim nossa amostra final para inferéncia. Entretanto, como os valores gerados
sao resultado de uma cadeia de Markov, pode haver uma dependéncia (autocorrelagao)
muito forte entre eles, o que pode influenciar a estimacao. Para superar este obstéaculo,
uma estratégia é selecionar para andlise os valores gerados a cada k iteragoes (lag); esta
amostra selecionada terd maior grau de independeéncia.

Existem varias técnicas para amostrar da distribuicao a posteriori, sendo descritas
aqui apenas as duas principais pertencentes a classe de métodos MCMC: Gibbs Sampling

e Metropolis-Hastings.
Gibbs Sampling

O Gibbs Sampling é um método MCMC bastante popular para a solucao de pro-
blemas multidimensionais, sendo um caso particular do algoritmo Metropolis-Hastings.
Essencialmente, trata-se de um esquema iterativo de amostragem de uma cadeia de Mar-
kov para o qual é necessario conhecer as distribuicoes condicionais completas a posteriori

de cada parametro. O método foi usado pela primeira vez por Geman e Geman (1984)
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em um artigo que utiliza distribuicoes condicionais completas aplicadas por um algoritmo
iterativo definindo uma cadeia de Markov em um contexto de processamento de imagens.
Mas foram Gelfand e Smith (1990) que compararam a proposta a outros esquemas de
simulagao tornando este método bastante conhecido na area da Estatistica.

O uso dessa técnica fornece uma alternativa baseada em geragoes sucessivas das dis-
tribuicoes condicionais completas, visto que gerar uma amostra diretamente da distri-
buicao conjunta de interesse é complicado, tem alto custo e, muitas vezes, é impossivel,
pois nao podemos identificar, no nicleo obtido via Teorema de Bayes, uma distribuigao
de probabilidade conhecida. A sequéncia de passos a seguir, apresentada por Gamerman
e Lopes (2006), exemplifica o funcionamento do Gibbs Sampling. Considere o vetor 6
composto por k parametros, isto é, @ = (0q,...,0;). Seja P(0;|0_;, D) a distribuigao
condicional completa de cada elemento que compoem 6. Um conjunto de valores iniciais

{ng), .. ,9,(60)} deve ser sugerido. Para s = 1,2,...,.5, faca:
1. Gere 6 a partir de p(6:]0° ", D)

2. Gere 65" a partir de p(62]64”, 65", ... 007", D)

k. Gere 0,(;) a partir de p(@k\egs), 9&8), . ,9,(:21, D)

Apods o periodo de burn-in e a selecao final baseada no espacamento lag, teremos uma
amostra da distribuicdo conjunta alvo. A definicdo do burn-in pode ser feita de maneira
informal, olhando para o grafico da cadeia e localizando visualmente onde ocorreu a
convergencia, ou de maneira mais formal por meio de testes de convergéncia propostos
na literatura. Um teste apresentado por Geweke (1992) consiste em dividir as observagoes
geradas na cadeia em dois grandes blocos, calculando estimadores de média e variancia
para cada bloco que serao utilizados em uma estatistica de teste de forma que se a
diferenca entre as médias de cada bloco for grande, ha indicacao de nao convergencia da

cadeia. Outros testes sao discutidos em Gamerman e Lopes (2006).

Metropolis-Hastings
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Outro importante algoritmo é o Metropolis-Hastings, bastante usado, por exem-
plo, dentro do Gibbs Sampling quando a forma das distribuicoes condicionais comple-
tas também sao desconhecidas. O algoritmo Metropolis-Hastings usa a mesma ideia de
métodos de rejeicao nao pertencentes a classe MCMC, em que um valor é gerado de uma
distribuicao auxiliar e aceito com uma determinada probabilidade. Essa validagao do
valor gerado garante a convergencia da distribuicao de transicao para a distribuicao a
posteriori desejada.

O primeiro passo do algoritmo consiste em escolher a distribui¢ao auxiliar g(.) da qual
os valores de 6 serao gerados. Inicialmente a tinica exigéncia para escolha dessa distri-
buicao ¢é a necessidade de garantir as propriedades de irredutibilidade e homogeneidade
da cadeia ja citadas. No entanto, a eficiéncia do algoritmo é determinada por essa dis-
tribuicao, que deve ser o mais proxima possivel da distribuicao de interesse. A sequéncia
de passos para gerar uma amostra de acordo com o método é descrita por Gamerman e

Lopes (2006) e Gelman et al. (2014), sendo apresentada a seguir:

1. Escolha um valor inicial para 6;

2. Inicie o contador de iteragoes s = 0;

3. Gere ul*+tY ~ U(0,1);

4. Gere 6* da distribuicdo auxiliar escolhida g(.|6());

5. Calcule a probabilidade de aceitacao r = min {%’ 1}, em que 7(.) repre-

senta o nucleo conhecido da distribuicao a posteriori;
6. Se u*TY) < r entdo Y = #*, caso contrario A1) = 9();

7. Faga s = s+ 1 e retorne ao terceiro passo.

Observe que caso o valor proposto #* nao seja aceito, a cadeia nao evolui. Quando ha
um grande nimero de rejeicoes recomenda-se alterar a distribuicao auxiliar de forma a
melhorar a taxa de aceitagao r. Segundo Gamerman e Lopes (2006), o sucesso do método

depende de taxas de aceitacdo nao muito baixas e de distribuigoes auxiliares faceis de
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simular, de forma a substituir uma geragao dificil da distribuicao de interesse por varias
outras geragoes propostas da distribuicao de transicao. Novamente aqui, o periodo de
aquecimento da cadeia e o lag devem ser respeitados.

Na maioria dos casos, a amostra a posterior: é gerada de uma combinagao das duas
técnicas apresentadas aqui, entretanto, outras técnicas de amostragem, como por exemplo
Adaptive Rejection Sampling (ARS), Adaptive Rejection Metropolis Sampling (ARMS)
e o Slice Sampling, também podem ser utilizadas. Para detalhes consulte Gamerman e

Lopes (2006), Gelman et al. (2014) e Neal (2003).
Selecao de Modelos

Existem diversas metodologias que se propoem a avaliar se um modelo esta ade-
quado a um certo conjunto de dados, além de selecionar a melhor opcao dentro de uma
colecao de modelos. Para este trabalho, priorizamos alguns critérios de selecao, frequen-
temente usados em inferéncia Bayesiana, em que as amostras a posteriori para cada
parametro sao obtidas usando métodos MCMC.

O critério DIC (Deviance Information Criterion), inicialmente proposto por Spiege-
lhalter et al. (2002) como uma generalizagao do critério Akaike (AIC) (Akaike, 1074),

é baseado na média a posteriori do desvio (D) que pode ser aproximado por (Gelman

et al., 2014):

_ 1 &
D = E;D(e'r)a
D(6,) = =2 log f(uil6),
=1

sendo r o indice que indica o r-ésimo elemento da amostra a posteriori de tamanho R e
f(y:]0) a fungao densidade de probabilidade correspondente ao modelo.

O DIC pode ser estimado utilizando DIC =D + pp, em que pp ¢ uma medida do
niimero de pardmetros do modelo, pp = E[D(6)] — D[E(0)] = D — D. Gelman et al.

(2014) sugere a seguinte estimativa para D:
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(i)

Dessa forma temos que DIC = D + 13/2, sendo que, no contexto de comparacao, o
modelo escolhido sera aquele que apresentar o menor DIC.

Outro critério bastante utilizado, no contexto Bayesiano, é a densidade preditiva
condicional ordenada (CPO). Segundo Gelman et al. (2014), o CPO pode ser interpretado
como o peso da densidade marginal para a observacao y;, de forma que altos valores de
CPO implicam em um melhor ajuste do modelo.

Seja D os dados completos e D_;) os dados excluindo a i-ésima observagao. A dis-
tribuicao a posteriori do vetor de parametros 6 dado D(_;) é denotada por p (O\D )

Para a i-ésima observagao, o CPO; pode ser escrito como (Gelman et al., 2014):

_ _ [p6D) » .
CPOi—Lf(yi|0)p(0|D(i))dO—/Gﬂyiw)dO, i1=1,....n

em que D_; é o vetor de dados observados y sem a i-ésima observacao.

Considerando que a modelagem proposta nao permite obter uma expressao fechada
para a solugao desta integral, uma estimativa baseada na amostra da distribuicao a
posteriori resultante do MCMC pode ser obtida. Seja 81, 0@ ... 0% uma amostra
de tamanho R da distribuicao a posteriori p(@|D). O CPO; pode ser calculado pela

seguinte aproximagao (Chen et al., 2000):

-1
RZ yz\Br)] '

Pode-se resumir a informacao do C’POZ» utilizando a estatistica chamada logaritmo

pseudo marginal da verossimilhanca ( Logarithm of the Pseudomarginal Likelihood) LPM L =
Yo log C{P\OZ De forma andloga, temos que os maiores valores de LPML indicam o

melhor modelo no ajuste dos dados.
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Apéndice B: Distribuicoes a posteriori.

e Modelo MO.

Seja D = {(yi, 0;,x;),i =1...,n}, entao:

n
> ditar—1 "

P(ar|D,®r) o oy’ H [Z/ji(aT_l)] exXp {— [bTOéT + Zy?TewiﬁT] } ;
3 =1

Vi, S0 Gy Sy
P(Br;|D,Or) o ex J B2 — 2B e s ;
(Br] 7) p{ 2 [ﬁ 1y~ 20r; ( Vr Br;Vr,;

em que j =0,1,2.
e Modelo M1.

Seja D = {(yi, 0;, @4, w;), i = 1,...,n}, entao:

i di+ar—1 ™ n
P(ar|D,®r,¢) o ap’ H [?in(aT_l)] exp {— [bTaT + nyTeziﬂTeri] } ;

=1 =1
—Vip S Gy eXi= biwif3 ptwi
P 1D.O® »J 2'_2 ) i=1"t"jr .
(BT,J‘ y T w) X exp { 9 lﬂT,] BTJ < VT,j BT,]' VT,j )
no2
P(1|D,®7) o 7mtm)=lexp {— <¥ + m2> T} )

em que 7 =0,1,2.
A distribuigdo condicional completa de 7 é a Gama [(n +my), (Z w?/2 + mQ)}.
i=1
Entretanto para os demais parametros a distribuicao a posteriori nao possui forma co-

nhecida.

e Modelo M2.
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Seja D = {(yi, 0;, @4, w;), i = 1,...,n}, entao:

(TH—Z ditac—1) T

) n
P(Oéc|@,D) x a i=1 H |:y§1—5i)(ac—1)} exp {_ [bCO‘C + Zyiacezi,gc—l-d)wi] } :

=1 i=1

n

n n
Tij Z (511’” > 5iIi/6c+¢wi
1 i=1 e=t

Ve =
P(Bc;|©,D) o exp L1828 — 2804 | | - - ;
( C,J| ) 2 G ¢ VC,j VC,]‘ 5(),]’ VC,j

P(¢|®,D) o exp {qﬁi w; — qﬁi diw; — i exi/BC’"F(z)wiy?C} :
i=1 i=1 i=1

e Modelo M3.

Seja D = {(yi, 0;, T3, w;, 2;),1 = 1,...,n}, entdo:

(n+§: 5i+ac—1) n
P(ac¢|®,D) < a

|:y1(1*5i)(040*1):| exp {_ [bCOCC + Zy?cectiBCJr(ZiQ)wi] } :

i=1 i=1

n n "
ZTjj Z 511’” > 5i55i;80+(zi*2)wi
1 i=1 €=t

Vo <
P(fosl®, D) o< exp 207] Bes = 26e; Vo, Vey Be.iVo /
»J »J »J »J

3
P(dl2) o [g"™"

Jj=1
Observe que a distribuicao a posteriori condicional completa de q tem ntcleo conhe-

cido, sendo uma Dirichlet(n*), em que 0} = Iz, +n;, para j = 1,2,3 e [(7,—; = 1 se

Z; = j (0 caso contrario).
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Apéndice C: Convergéncia da amostra a posteriori.
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Figura C.1: Trago da cadeia indicando convergéncia e densidade a posteriori para o0s
parametros da distribuicdo de falha relativos ao modelo MO considerando amostras de 250

tempos no cendrio independente com grande proporc¢ao de falha.
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Figura C.2: Tragco da cadeia indicando convergéncia e densidade a posteriori para o0s
parametros da distribuicdo de falha relativos ao modelo M1 considerando amostras de 250

tempos no cendrio independente com grande propor¢ao de falha.
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Figura C.3: Traco da cadeia indicando convergéncia e densidade a posteriori para o0s
parametros da distribuicao de falha relativos ao modelo M2 considerando amostras de 250

tempos no cendrio independente com grande propor¢ao de falha.
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Figura C.4: Trago da cadeia indicando convergéncia e densidade a posteriori para o0s
parametros da distribuicao de falha relativos ao modelo M3 considerando amostras de 250

tempos no cendrio independente com grande propor¢ao de falha.
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Apéndice D: Graficos adicionais para o estudo simu-
lado.
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Figura D.1: Probabilidade de cobertura registrada nas 50 replicagoes do MCMC para o ajuste

de uma amostra de 50 tempos.
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Figura D.2: Boxplots dos valores do log do valor absoluto da razdo de vicios relativos de
obtidos nas 50 replicacoes do MCMC' para ajustes considerando amostras de 50 tempos. O

modelo de referéncia no denominador da razao € o MS3.
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Figura D.3: Bozplots dos

obtidos nas 50 replicacdes do MCMC' para ajustes considerando amostras de 50 tempos.

valores do log do wvalor absoluto da razao de vicios relativos de (3

modelo de referéncia no denominador da razao € o MS3.
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Figura D.4: Probabilidade de cobertura registrada nas 50 replicagoes do MCMC para o ajuste

de uma amostra de 250 tempos.
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Figura D.5: Correlacao entre os tempos de falha e censura registrada nas 50 replica¢oes do

MCMC para o ajuste de uma amostra de 250 tempos.
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Figura D.6: Boxplots dos vicios relativos para o obtidos em cada replicagio do MCMC para

ajustes constderando amostras de 250 tempos.
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Figura D.7: Boxplots dos vicios relativos para By obtidos em cada replicacao do MCMC para

ajustes considerando amostras de 250 tempos.
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Figura D.8: Boxplots dos vicios relativos para (31 obtidos em cada replicagao do MCMC para

ajustes constderando amostras de 250 tempos.
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Figura D.9: Boxplots dos vicios relativos para (B2 obtidos em cada replicagao do MCMC para

ajustes considerando amostras de 250 tempos.
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Figura D.10: Boxplots dos valores do log do valor absoluto da razdao de vicios relativos de
obtidos nas 50 replicacoes do MCMC' para ajustes considerando amostras de 250 tempos. O

modelo de referéncia no denominador da razdo é o M2.

98



(Oind. ) (Cpos. ) (Cneg. )

Bo [ B2 Bo B1 B2 Bo B1 B2
° © = ©
= T = LT T = R
g - g | 3 ‘
s i - j s T - | s - _ _ T
TooEr g, 1B (T B Teg B | 5 ] ‘
L8 ce. 1B 0 Og fes [Tg o
BAIXA 5’?‘ S — =7 = 4 . E‘T 1 - [ . i E‘.“ T 1 T
- - ¥ ~ - L e e
Mo MI M3 WMo MI M3 MO VI W3 MO M1 M3 MO MI M3 MO MI W3 MO MI M3 M0 MI M3 MO MI W3
Bo B1 B2 Bo By B2 Bo By B2
© © — ©
< < T - < T
T _ T 0T Q I T
s —— T T s 7 - ; s
=3 [ p— I - =3 ] ; - - =3
= : P T | | 2 ; i ] 2
s ‘ = B e KIEI IS I e
e =T i r Ser—t T i 227 -
MEDIA g - E| ; ‘:‘ 4 g [ BLE [:l [ g - : T
o T . < I | L L= I R b | j L+ L4 1
L - L - T - - - L _
MO MI M3 MO MI M3 MO MI W3 MO NI M3 WO MI M3 MO MI W3 MO MI M3 WO MI M3 MO MI W3
Bo B B2 Bo By B2 Bo B1 B2
© © - ©
= _ = T | = _
g o T 3 LT - T T g :
S ; S oIme ez 1B .
2| L =He H ‘ 5.
ama B #g] LIF OO+ 747 LY : 3
i _ * ki i ki — - i
Mo MI M3 WMo MI M3 MO0 VI V3 MO Wi M3 WMo MI M3 MO MI W3 MO MI M3 MO MI M3 Mo Mi W3

Figura D.11: Boxplots dos valores do log do valor absoluto da razao de vicios relativos de (3
obtidos nas 50 replicacoes do MCMC' para ajustes considerando amostras de 250 tempos. O

modelo de referéncia no denominador da razao € o M2.
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