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Resumo

Nesta dissertacao, temos por objetivo estudar polimeros orientados em ambientes aleatérios.
Com base no artigo “Probabilistic Analysis of Directed Polymers in a Random Environment: a
Review” escrito por F. Comets, T. Shiga e N. Yoshida em 2004, provaremos o comportamento
difusivo de polimeros na fase de desordem fraca e o comportamento localizado na fase de desordem
forte. Resultados sobre a difusividade de polimeros foram inicialmente obtidos por J. Imbrie e T.
Spencer em 1988 e E. Bolthausen em 1989, j& os resultados sobre a localizagao foram obtidos por
P. Carmona e Y. Hu em 2002 e F. Comets, T. Shiga e N. Yoshida em 2003. Abordamos também
a transicao de fase da energia livre para o modelo de polimero orientado na arvore de Cayley,
os resultados sao baseados no artigo “Directed polymers on trees: a martingale approach” de E.
Buffet, A. Patrick e J. V. Pulé em 1993.

Palavras-chave Polimeros orientados, ambientes aleatorios, martingais, energia livre, transicao
de fase, comportamento difusivo, localizacao.



Abstract

The main purpose of the present dissertation is the study of directed polymers in a random
environment on Z? based on the article “Probabilistic Analysis of Directed Polymers in a
Random Environment: a Review” by F. Comets, T. Shiga e N. Yoshida, published in 2004.
We will study the diffusive behavior on the so-called weak disorder phase and the localized
behavior on the so-called strong disorder phase. The results on the weak disorder were originally
obtained by J. Imbrie and T. Spencer in 1988 and by E. Bolthausen in 1989, while the results
on strong disorder were proved by P. Carmona e Y. Hu in 2002 and by F. Comets, T. Shiga and
N. Yoshida in 2003.

Moreover, the phase transition of the free energy will be established for the directed polymer
model on the regular Cayley tree. This result is based on the article “Directed polymers on trees:
a martingale approach” de E. Buffet, A. Patrick and J. V. Pulé, published in 1993.

Key-words Directed Polymers, random environment, martingales, free energy, phase transition,
diffusive behavior, localization.
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1
Introducao

O objetivo geral desta dissertacao é estudar o modelo de polimero orientado em Z? e na arvore
de Cayley, na presenca de uma desordem dada por um ambiente aleatério. Esse estudo tera por
base a andlise de martingais. Esta dissertacao tem como referéncias principais [2] e [5].

1.1 O Polimero orientado em ambiente aleatorio

Em Z4, consideremos {w,},>0 um passeio aleatério simples definido em um espago de
probabilidade (€2, F, P). Mais precisamente, seja

Q = {w = (Wp)ns0;wn € Z% n >0},

F a o-algebra dos cilindros sobre €2, e P a medida de probabilidade dada por

1
P(UJOZO) = 1, P(wn—wn,l :iej) = @,

com j = 1,2,....d, onde e; = (§;4)¢_, é o j-ésimo vetor da base candnica de Z?, sendo que os

incrementos wy — wy, ..., W, — Wy,_1 sao independentes.

Assim, o polimero orientado de tamanho n serd representado como a sequéncia {(j,w;)}

em N x Z¢. Estaremos interessados em saber de que maneira este polimero direcionado serd
influenciado pela desordem dada por um ambiente aleatério que definimos da seguinte maneira.

O ambiente aleatorio
n={nn,z):neNzcz'

é uma sequencia de variaveis aleatorias reais, nao-constantes, independentes e identicamente
distribuidas em um espaco de probabilidade (H, G, Q) tal que

Eglexp{Bn(n. 2)}] < o (1)

para todo § > 0. Onde Eg[Y] denota a esperanca de uma varidvel aleatéria Y em relagdo a
(. Do mesmo modo, a esperanga de uma variavel aleatéria Y em relacao a P em (€2, F, P) sera
denotada por Ep[Y]. Denotamos por A a fungao

A(B) = In Eglexp{Bn(n, 2)}] € R. (1.2)



A medida do polimero sobre o espago (£2, F) sera dada, para n > 0, por

fole) = - exp (BZU(J} w») P(). (13)

onde 8 > 0 é um parametro (temperatura inversa) e

Zn(B)= ) exp (52?7(]',%')) Pw) (1.4)

wilw|=n Jj=1

¢ a constante de normalizacao chamada funcao particao. Consideremos ainda a energia livre

definida por
1

log Z,,(53). 1.5
5 o8 (8) (1.5)
Estamos considerando, por um abuso de notagao, que para w um passeio de tamanho n, temos
1
Plw) —

Consideremos também Ty, a arvore de Cayley binaria. Identificamos os elos da arvore por dois
inteiros (j, k), onde j € N identifica o nivel e k enumera os elos do nivel j da esquerda para a
direita, assim k € {1,2,...,27}. Sobre T5, o passeio aleatério de tamanho n serd uma sequéncia
finita {(j,w;)}7-; tal que

1
P(wo = 1) = 1, P(ij = 26&.)]' —|—8j) = E,
onde s; € {—1,0} representa o fato do passeio aleatério ter escolhido o ramo da esquerda ou da
direita, respectivamente.

Perceba que esse modelo se diferencia um pouco do modelo em Z?. Mas, como foi feito
anteriormente, o ambiente aleatorio

n={nk):j<n1<k<2}

é uma sequéncia de varidveis aleatérias reais, nao-constantes, independentes e identicamente
distribuidas que serdo associadas aos elos da drvore, tal que (1.1) também é valida. Definimos
também, como em (1.4) e (1.5), a fungao particao e a energia livre. Observe que para um passeio

de tamanho n temos )

Para simplificar a notacao usaremos T no lugar de Ts.

P(w)

Veremos que [ é o parametro fundamental para uma mudanca no comportamento da energia
livre. O modelo acima descrito, para um polimero direcionado em ambiente aleatério em Z<, foi
introduzido por Imbrie e Spencer [7].



1.2 Caracterizacao da fase de desordem fraca e da fase de
desordem forte

Uma questao de interesse serd o comportamento assintético da funcao particao normalizada.

Outra serd o comportamento assintético do polimero em relacao a medida do polimero, quando

n — oo, para cada realizacao do ambiente em Z%. Na arvore de Cayley bindria, estudaremos a
o o~ . . 1

transicao de fase da energia livre -z In Z,,(53).

Para tanto, nosso estudo esta baseado na funcao particao normalizada dada por

Zn,
EqlZ,)

W, =

Veremos que (W,,),>1 ¢ um martingal em (H, G, Q). Observe que Eg[W,] =1e W, >0, Vn € N.
Pelo Teorema de Convergéncia de Martingais o limite

lim W,, = W4
n /oo

existe Q-q.c..Consideremos G, := o[n(j,z) : j <n,x € ZY9 ou G, :=on(j,z): j <n,1 <z < 27]
sequéncias crescentes de sub-o-dlgebras de G. Aplicando a Lei zero-um de Kolmogorov provaremos
Teorema 1.1 Consideremos o martingal W = (W,,,G,) e lim,, 7o Wy, = Wu,. Entao existem
somente duas possibilidades para o limite;

QW >0) =1,
ou

Q(Wa =0) = 1.

Assim, considerando essa divisao do limite em somente duas possibilidade, definimos as fases

desordem fraca <= QW > 0) =1

desordem forte <= Q(W, =0) =1},

sobre as quais obteremos comportamentos diferentes para o polimero direcionado.

Empregando o chamado método do segundo momento, mostraremos que para d > 3 e (3
suficientemente pequeno temos desordem fraca e, usando outro método, chamado de momento
fraciondrio, provaremos que em qualquer dimensao e ( suficientemente grande sempre estamos
em desordem forte. De maneira mais precisa, provaremos os seguintes resultados.



Teorema 1.2 (Desordem Fraca) Consideremos, em Z%, a funcio particao normalizada W, e
mq € a probabilidade do passeio aleatorio simples retornar a origem. Se d > 3 e

n(B) = A26) = 2A(8) < In(1/mq). (1.6)

entao
QWy >0) =1.

Sabemos que
- o =1sed<2,
7rd:P(EInEZ,wn—O){<17 sed>3"

Teorema 1.3 (Desordem Forte) Consideremos, em Z%, a funcdo particao normalizada W,,.

Se
(i) d=1,2 e #0, ou
(i1) d > 1 ¢ 7n(8) = BX(5) — A(B) > In(2d)
entao
QWs =0) = 1.

Poderiamos agora nos perguntar se haveria para d > 3 um valor critico ., tal que estivéssemos
em desordem fraca se < f. e em desordem forte se § > [.. Temos que ambos § — v(3) e
B+ 72(B) sao crescentes sobre [0,00), com 71(0) = 72(0) = 0. Observe que os teoremas acima
deixam uma lacuna, pois ao considerarmos

B! = sup{B € [0,00) : 1 (B) < m%d}

B2 = f{p € [0,00) : 72(8) > In(2d)},

poderd ocorrer que 3} < 32. No entanto, Comets e Yoshida [6] mostram que, em Z%,

Teorema 1.4 (Transicao de fase em Z9) Existe um valor critico 8. = B.(d) € [0,00) com

B.=0, para d=1,2,
0<pB.<oco, para d>3.

tal que
QWyw >0)=1, se B€]0,05.),

QW =0)=1, se [>pf..



Nao daremos uma prova deste resultado. A seguir veremos um exemplo onde estudaremos as
fungdes v1(5) e 72(/3), sobre o ambiente Bernoulli.

Exemplo 1: Suponha que d > 3 e consideremos o ambiente Bernoulli, isto é,

Qnn,z) =-1)=p>0eQnnz)=1)=1-p>0,
para qualquer n € N e z € Z9.
Temos que Eg[ef"™®)] = pe=? + (1 — p)e’. Logo, A(B) = In(pe™® + (1 — p)e?). Assim,

mn(B) = In(pe~% + (1-— p)eZ’B) — 21n(pe*ﬂ +(1-— p)e’B)

e
[—pe™ + (1 — p)e”] D
2B =6 e e ().
Calculando,
Tim () = In (%p) = Jim (9 (L7

Portanto, se p < 1 — m; entdo, para qualquer § > 0, temos que v;(f) < In ﬂid, pois v1(f5) é
crescente. Pelo Teorema 1.2 obtemos que estamos na fase de desordem fraca. Se para algum p a
desigualdade p < 1 — m, é vélida, entao ela sera véalida para todo d > 3 visto que 74,1 < mg. Em
particular, como 73 = 0, 3405..., se p = 1/2, entao temos desordem fraca.

Por (1.7), se p > 1 — 55 e 3 ¢ suficientemente grande entdo temos que In (ﬁ) > In(2d). Pelo
Teorema 1.3 obtemos que estamos na fase de desordem forte.

Em T, obteremos que esta transicao de fase mostra-se no comportamento da energia livre, da
seguinte maneira. Consideremos a funcio partigio normalizada, veremos que Eg[Z,(3)] = e™®).
Agora, observe que

1 1
— loe Z — —— logle™(B)
g o8 Zn(P) 5 logle™ W (B)]
AB) 1
= —=+ —logW,(5).
5 g (8)
Se estivermos em desordem fraca, obtemos
1
lim n—log Zn(B) = % Q-q.c.. (1.8)

Para mostrarmos que existe um valor critico . para a mudanca no comportamento de energia
livre provaremos o seguinte resultado, obtido por Buffet, Patrick e Pulé [2]. Sua prova serd
baseada em martingais e argumentos de convexidade.



Teorema 1.5 (Transi¢ao de fase da energia livre em T) Em T, considere a
fungao particao Z,(5), definida em (1.4) e a funcao f(B) = % onde N(B) foi definida em
(1.2). Temos

iy _ [ f(B), se B8,
Jim -~ log Z,.(5) —{ F(B. se B> 4. Q-g.c. (1.9)

onde . é o valor que f'(B.) = 0. Caso nao exista tomemos 5. = 0.

Em Z? Comets, Shiga e Yoshida em [4] mostram que o limite da energia livre existe Q-q.c e,
Comets e Yoshida [6] mostram

Teorema 1.6 (Transicao de fase da energia livre em Z%) Em Z¢ considere a funcio
f(B) = % onde N(B) foi definida em (1.2). Eziste 32 = 8)(d) com B. < 2 < oo, tal que

_ B A
1 === se <P
lim — FEpllog Z, 8y’ A 1.10
n—soo N allos n(ﬁ)]{ < %, se B> B ( )
onde . € o valor critico que existe pelo Teorema da Transicdo de fase em 7.
Nao demonstraremos este resultado.
Observagao: Seria natural esperar que, assim como em T, em Z% tivéssemos (., = (2, isto ¢,

que nao existisse uma fase intermediaria. Contudo, este é um problema ainda em aberto.

1.3 Comportamento assintético do polimero orientado

Seja {wp }n>0 um passeio aleatério simples em Z?, sabemos que

max P(w, = z) = O(n~¥?), (1.11)
xeZd
quando n * co. Além disso, o passeio aleatdrio simples apresenta um comportamento difusivo,
isto é,
Ep[|lwn|?] = n. (1.12)

Neste momento queremos saber se o polimero orientado mantém este comportamento quando
estamos em um ambiente aleatorio. Esperamos que na fase de desordem fraca o polimero tenha
um comportamento assintético como em (1.11) e que em desordem forte o mesmo nao acontega.
Para tanto, provaremos os seguintes resultados.



Teorema 1.7 (Comportamento deslocalizado e difusivo) Em Z4, suponha que 71(8) <
In(1/my) seja vdlida, onde v, (5) foi definida em (1.6). Entao, se d > 3,

Zmaxun_l(wn =12)? < 00, Q-q.c. (1.13)
z€Z
n>1
e assim,
I o(wn =) =0, O-g.c..
Jim max 1(wn = ) Q-q.c
Além disso,
By, [Jwn|?]
lim = =1 -g.c.. 1.14
Jim =20 . Qqc (1.14)

Veremos na demonstracao deste teorema que na hipdtese de desordem fraca, (1.13) é vélida.
Diremos, quando (1.13) é vélida, que o polimero orientado é deslocalizado, observe que neste
caso o0 mesmo tem o comportamento parecido com um passeio aleatério simples. Estudaremos
o comportamento do desvio quadratico médio, para obtermos (1.14), neste caso diremos que o
polimero é difusivo, onde também podemos observar um comportamento parecido com o passeio
aleatdrio simples. O primeiro resultado rigoroso sobre este comportamento assintético é devido
a Imbrie e Spencer [7], e depois Bolthausen [1] com a técnica de martingais.

Ja nas mesmas condigoes do Teorema 1.3, iremos mostrar que o polimero é nao-difusivo. Este
¢é o resultado do nosso préximo teorema, a prova deste foi obtida para ambiente Gaussiano por
Carmona e Hu [3], e entao para ambiente quaisquer por Coments, Shiga e Yoshida [4] .

Teorema 1.8 (Comportamento localizado) Em Z¢, suponha que
(i)d=1,2 e B#0 ou
(ii) d>1e
12(8) = BN(B) — AM(B) > In(2d). (1.15)

Entao, existe uma constante ¢ = c(d, ) > 0 tal que

mn/m mazl{un_l(wn =) >¢ Q-q.c. (1.16)
TEL

Diremos, quando (1.16) é vélida que o polimero é localizado, ou que (w,) estd concentrado em
torno de alguns locais mais favoraveis. Faremos a prova apenas do item (ii). Para a prova do
item (i), o leitor poderd consultar [4].

Veremos uma aplicacao destes teoremas, onde vamos considerar o ambiente Bernoulli definido
no exemplo 1.

Exemplo 2: Suponha que d > 3 e consideremos o ambiente Bernoulli. Pelo Exemplo 1, temos
que se p < 1 — my, entdo para qualquer § > 0, v (5) < In Wld, pelo Teorema (1.7) obtemos que
para qualquer § > 0, temos que

lim

By, [Joon]’]
n /oo n

=1 Q.q.c..



Em particular, se p = 1/2 temos que, para quase toda realiza¢ado do ambiente 7, 0 nosso polimero
orientado é difusivo.

Pelo Exemplo 1,se p > 1— %1, entao In (ﬁ) > In(2d). Portanto, para /3 suficientemente grande

temos que
lim,, 7o max pin—1{w, = 2} > ¢, Q-q.c.,
zeZd

isto é, obtemos que o polimero tem o comportamento localizado.

Esta dissertagao é composta de trés capitulos, além desta introducao. Descreveremos abaixo, de
maneira resumida, a proposta de cada capitulo.

No Capitulo 2, inicialmente daremos, de maneira sucinta, alguns resultados gerais sobre
martingais, em seguida definiremos um martingal através do qual obteremos as caracterizacoes
das fases de desordem fraca e forte. Provaremos o Teorema 1.1 e por fim, analisaremos algumas
propriedades deste martingal em T e em Z¢.

O Capitulo 3 esta dividido em duas secoes: Na primeira secao, estudaremos o comportamento
do polimero orientado sobre Z¢, provaremos o Teorema da Desordem fraca e o Teorema do
Comportamento deslocalizado e difusivo. Na outra secao, estudaremos a transicao de fase que
se obtém do comportamento da energia livre do polimero orientado sobre a arvore de Cayley.
Daremos entao a demonstragao do Teorema da transicao de fase da energia livre em T.

No Capitulo 4, utilizando o método do momento fracionario, provaremos o Teorema da Desordem
forte e estudaremos o comportamento do polimero orientado sobre Z¢, provando o Teorema do
Comportamento localizado.



2
Analise de Martingais

Neste capitulo, inicialmente, enunciaremos alguns resultados gerais de martingais. Depois,
mostramos que a fungao particao normalizada W, é um martingal uniformemente integravel.
E por fim, mostraremos resultados andlogos para a sequéncia M,,, a ser definida, que serao
usados para estudar a difusividade do polimero orientado na fase de desordem fraca.

2.1 Alguns resultados de martingais

Nesta secao serda apresentada, de maneira sucinta, uma revisao da teoria de martingais,
enunciaremos alguns resultados fundamentais que serao tteis no transcorrer do texto. Os mesmos
nao serao, aqui, demonstrados, mas o leitor pode encontrar um estudo, que sera mais completo,
nas seguintes referéncias [8] e [9].

Seja (€2, F, P) um dado espaco de probabilidade, e seja (F,,) uma familia de o-algebras F,,
n > 0, tal que Fo C F; C ... € F. Seja (X,) uma sequéncia de varidveis aleatérias definidas
em (), F,P) com X, € F, para todo n, diremos que X = (X,,,F,),n > 0 é uma sequéncia
estocastica.

Definicao 2.1 Seja X = (X,,, F,) uma sequéncia estocdstica. Diremos que X é um martingal
se

(i) Ep[|Xal] < o0,
(i1) Ep(Xn11|Fn) = X, para todo n € N.

Diremos que X é um super-martingal ou sub-martingal, se na condi¢ao (ii), o sinal de = for
trocado por < ou >, respectivamente.

Teorema 2.1 Seja X um super-martingal positivo. Entdao

lim X, = X,

n—o0

existe q.c..

Teorema 2.2 Se X € um martingal e X, = maxXo<m<n | Xm|, Entdo para 1 < p < oo,

p P
BlX:P < (—) B(IX. ).
p—1



Teorema 2.3 Seja X um martingal uniformemente integrdvel. Entao

lim X, = X,

n—oo

existe q.c. e em L.

Diremos que a sequéncia estocastica X = (X,,, F,) é previsivel se, para cada n > 1, a variavel
aleatéria X,, € F,,_1, tomamos F_; = Fy

Teorema 2.4 (Decomposicao de Doob) Consideremos o sub-martingal X. Entdo podemos
escrever X de modo unico como
Xn = Nn + Ana

onde N, € um martingal e A, € uma sequéncia crescente previsivel, chamada compensador, com
Ay =0, tal que
AA, = Eg[AX,|G].

Denotaremos AB,, = B,, — B,,_1 para qualquer sequéncia B,,.

Corolario 2.1 Seja X um martingal em L? com Xo = 0. Entdo X? é um sub-martingal. Segue
decomposicao de Doob que podemos escrever

X2 =N, +(X,)

onde N,, € um martingal e (X,) € o compensador.

Para os préximos dois teoremas, considere X,, um martingal em L? e (X,,) o compensador de
X2. Definimos (X,,) = lim (X,).
n /oo

Teorema 2.5 Seja X wm martingal em L* com Xy = 0. Entao o lim, »o X, existe e € finito
sobre {(X,,),, < oo}.

Teorema 2.6 Seja f uma funcdo crescente tal que f > 1 e fooo f(t)~2dt < oo. Entao % — 0
g.c. sobre {(X,),, = oo}.

10



2.2 A funcao particao normalizada

Nesta secao definimos uma sequéncia estocastica que serda de fundamental importancia para os
resultados que queremos obter. Provaremos que a mesma é um martingal. Veremos nas proximas
segoes que serd possivel relaciona-la com os objetos que estamos interessados em estudar. Esta
abordagem, de estudar o polimero orientado utilizando anélise de martingal, foi introduzida por
Bolthausen [1].

Iniciamos definindo a funcao particao normalizada por

Z
W,=—="= n>1 (2.1)
EqlZ,]

Onde Z,, foi definido em (1.4). Consideremos A = 2d para Z¢ ou A = 2, para T. Observe que

S B =1 1(Gw;)

w:|w|=n

EQ[Z”] = EQ An

S Eo [66 i n(jﬂvj)}

- w:|lw|=n
= An
.‘Zl_ Eq [H?:1 eﬁn(j,wj)}

como na ultima igualdade obtemos a esperanca do produto de variaveis aleatérias independentes
e identicamente distribuidas, temos

T (o )"

w:|w|=n

Agora observe que temos A possibilidades para cada passo do passeio aleatério, e estamos fazendo
a soma sobre todos os passeios de tamanho n, assim

EqlZ) = (Eq[eM™])"
e ®), (2.2)

onde usamos a defini¢do para A(8) dada em (1.2).

Assim, como veremos depois, conseguimos um importante processo sobre (H,G, Q). Seja
Gn = aln(j,);j < n,x € 2 (2:3)

ou
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G =0, x);j <n, 1<z <2

sequéncias crescentes de sub o-algebras de G em Z9, ou na arvore de Cayley. Para simplificar a
notacao, vamos considerar durante o transcorrer do texto

e(”? [L’) = eXP(ﬁU(”a "L‘) - A(B))v (24)

onde omitimos, para simplificar, a dependéncia de e(n,x) em 7.

Lema 2.1 Considere a sequéncia estocdastica W = (W,,,G,,) onde W, foi definida em (2.1), e G,
logo acima. Entao W é um martingal.

Demonstragdo: Faremos a prova apenas para o caso Z? (para T, a prova segue do mesmo modo).
Temos por (2.1) e (2.2) que

Z 66 Z;‘lzl 77(j7wj)
w:|w|=n 1

(2d)" e\ (B)
1

_ i1 (Bn(iws)—A(B))
(Zd)n Z e

wl|w|=n

I e(ﬁn(ij)—A(ﬁ))] ,

j=1

- Ep

Pela definigao (2.4), temos

n

W = Ep[[ [ eG.wy)]. (2.5)

j=1
Primeiramente, observe que W, € L', porque Z,, € L', e este tiltimo se deve a (1.1).
Provaremos agora que Eq[W,4+1|G,] = W, para todo n > 1. Por (2.5),

11 e(j,w»] m]

j=1

EQWniilGn] = Eq |Ep

1 n+1 -
= Fq Z (2d)n+L H e(7,wj) | |Gn
| \wilw|=n+1 j=1
Como H;‘:l e(j,w;) é G,-mensuravel, temos
T .
EqWaiilG] = ) 2d)y [TeG.wi)Eqgetn+1,w.11)1G.]
wiw|=n+1 j=1

Egle(n+ 1, wp41)]

H?:l €(j7wj)
- Z ~Gar

w:|w|=n+1

12



onde, para a ultima igualdade, usamos que a varidvel aleatéria e(n + 1,w, 1) é independente
de G,,. Temos que, Egle(j,w;)] = Eglexp(n(j,w;) — A(B))] = 1 e, para cada passo do passeio,
temos (2d) escolhas, assim

EoWunld] = %

w:|w|=n+1

- 3 g e

Jj=1

]
Pelo Lema 2.1, W é um martingal e, visto que ele é positivo, o Teorema 2.1, garante que o limite
lim W,, =W,
Jim W, o0
existe Q-q.c..

O préximo lema, de fundamental importancia, prova que so existem duas possibilidades para o
W, que caracteriza as fases de desordem fraca e de desordem forte.

Demonstragao do Teorema 1.1: Faremos a prova apenas para o caso Z? (para T, a prova
segue do mesmo modo).

Considere o evento {W,, = 0}, se mostrarmos que esse evento é mensuravel com respeito a
o-algebra caudal

() olnGi. )5 > n,@ € 27,

n>1

entao pela Lei Zero-Um de Kolmogorov, segue que somente Q(W,, > 0) =1 ou Q(W,, =0) =1
sao possiveis. Em palavras, precisamos mostrar que {W,, = 0} é invariante pela mudanga de um
nimero finito de varidveis aleatérias n(k, x).

Por (2.2) temos que
B0y 1)

Wn = Z (2d)enB)

Z Jwl=n 6571 Lwi) 52?:277(13%')
(2d)ren )

Agora, observe que temos 2d possibilidades para wy, isto é, para o primeiro passo do caminho.
Denotaremos por z;,i € {1,2,...,2d} uma dessas escolhas, e por L,, o conjunto dos caminhos de
tamanho n em que wy = z;,7 € {1,2,...,2d}. Entao, obtemos

ﬁ ZT}:Q n(j’w]') B Zn:2 T](j’wj)
_ Bn(lar) € o oBn(Lag) €™
Wn=e ; (2d)men ) Tore Z (2d)re @)
we T

wELzzd
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Tomando o limite em ambos os lados dessa igualdade, temos

5 ZT'L:2 U(jij)
. o Bn(1,z) 1; € J
hle" B Z e hin Z (2d)nen)\(ﬁ) )

z;€{1,2,...,2d} WELy,

e portanto, vemos que o evento {lim, W,, = 0} é independente de cada varidvel aleatéria n(1, z;),
da mesma maneira podemos ver que o evento é independente de n(k,z) para cada k. Logo
concluimos que o evento é mensuravel com respeito a o-algebra caudal. O

2.3 Integrabilidade uniforme de W para T

Nesta secao estudaremos, baseado no artigo Directed polymers on trees: a martingale approach
de E. Buffet, A. Patrick e J. V. Pulé, o martingal W sobre a arvore de Cayley. O objetivo
principal sera provar que W é uniformemente integravel, para isso, provaremos que W é limitado
em L% «a > 1. Este resultado sera de fundamental importancia para provarmos o Teorema 1.5.

Os dois proximos lemas que enunciaremos serao utilizados na demonstragdo da proxima
proposicao. As demonstracao dos mesmos serao dadas ainda nesta segao.

Lema 2.2 Seja W = (W, G,) a sequéncia estocdstica definida em (2.1) sobre a drvore de Cayley.

Entao
A(26)

BQW2,4(9160] = W) + 1(6) 3z ) Wh(29)

onde h(B) € a fun¢ao ndo-negativa

A(8) = 5@ — 1] com () = A(26) — 2A(5).

@[~

n
Lema 2.3 Considere a funcao q(B) = (Z 65%) , 8> 0. Para quaisquer xi,%s,....,x, € R, a
j=1

fungao q(B) € decrescente.

Veremos, no préximo resultado, que, sob certas condigoes, W ¢é limitado em L%, isto é,
sup,>1 Eo[W2(8)] < oo onde a > 1. Logo obtemos que é uniformemente integravel. Pelo
Teorema 2.3, temos que ele converge para W, em L!. Visto que Eg[W,] = 1, obtemos
Eo[Ws] = 1. Logo Q(Ws(5) = 0) < 1, mas pelo Lema 1.1 segue que Q(W4(8) = 0) = 0.
Ou seja, com este resultado, iremos obter condigoes suficientes para termos desordem fraca sobre
a arvore de Cayley.

14



Proposicao 2.1 Seja f(B) = % Entao para cada B > 0 tal que f'(B) < 0, existe « > 1 tal

que
sup Eq[Wy7'(B)] < oo.

n>1

Demonstracao: Tomemos 1 < o < 2. Pela desigualdade de Jensen obtemos

(Bo[W2(B)1G))s < Eo[W2,1(8)|G)-

Usando esta desigualdade e o Lema 2.2 temos

EoWea(B)IG:] < (EgW2i(B)|Gn))?

= [w2)+00s) (%) m(%)]
< W2(B) +h(B)$ (%) Wi (26), (2.6)

onde a tltima desigualdade decorre do fato: Se § < 1 entao

(a+0)2 <a? +b%, a,b> 0.

Agora obteremos uma cota superior para Wn%(ZB). Pelo Lema 2.3 e dado que 0 < af < 23,

temos ) )
28 aB
Z 625 Z?:l W(jij) S Z eaIB Z?:l W(J'ij)

w:|w|=n w:|w|=n

( T T n(j,wn)
w:|w|=n

Assim,

[N]1)

e A ACTIE
(o8 Sy i)

< (wzl%l:ﬂl ) 2"Eq[Zy(aB)]

S T BB @ EelZa(20))

Lembrando que, Eg[Z,(8)] = (Egle®"™®)])" = em*#). Concluimos

a 2eAMeB) ™
W2 (26) < Wy(aB) {W] :

15



Assim, substituindo essa cota superior para W,? (23) em (2.6), obtemos

A28\ T [ 9pMaB) ™
(26%(6)) [(26/\(25))3] Wn(ab)
2eMaB) 1"

[ o)

N1}

EQWin(B)IGa] < WiH(B) + h(B)

[N]])

W3 (B) + h(B)

Tomando a esperanca em ambos os lados, temos

o [ 2eMeB) 1"
BQlWia(9)] < EalW2 (9] + ()7 | oz
pois Eg[W,(aB)] = 1. Agora, somando sobre n, obtemos
k1 k-1 Ll 9Aes)
; EoWin(B)] < 2 EQ[Wy(8)] + h(B)> 2 {W}

Perceba que alguns termos dessa desigualdade se anulam, ou seja,

R PN CTON
Eo[Wi(B)] < Eq[WT(B)] + h(B)? [Wl :

n=1
Tomando o sup para k£ > 1, vemos que
N 2eMaB)
ig}fl) Eo[Wg(B)] < oo, quando [W <1

Para concluirmos, perceba que

2eMaB)
[W} = 2" exp{aBlf(aB) — f(B)]}.

Assim, se f'(8) < 0, f é decrescente em [ entao existe a > 1 tal que f(af) < f(f). Portanto,
existe a > 1 tal que [%] < 1. O
Faremos agora a prova dos Lemas 2.2 e 2.3.

Demonstracao do Lema 2.2: Consideremos a Fg[Z,] como definido em (2.2), assim

. (Zw eﬁw(wn+1,n)>2
n+1 — )

ontle(nt+1)A(B)

onde denotamos ¥, 11(w,n) := Z;L;l n(j,w;).
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Portanto

Eq [(Zw 6/3¢n+1(w,7l))2 ’gn]}

(2eA(8))2(n+1) (2.7)

EqW,1(8)|Ga] =

. o - 2
Iremos determinar, primeiramente, uma expressao para o termo (Zw eW"“(‘"’”)) . Temos

2
<Z 65¢n+1(‘*’777)> — 26251%“(%77) + Z ePn+1(wm) oBont1(w'm) (2.8)

w wFw’

A parte onde w # w’ pode ser escrita da seguinte maneira

Z €6¢n+l(wvn)eﬂ¢n+l(wlvn) — Z €B¢n+l(wvn)eﬂ¢n+1(wlvn) + Z eﬂwn+1(w7n)eﬁ¢n+l(w/vn)'
w;«éw/ o.;j:wg.,jgn Ejfnl;

wj#w;. ,j=n+1

assim,
2
(Z 65¢n+1(w777)> — Z 625¢n+1(wvn) _|_ Z eﬁwn+1(w7n) 65¢n+1(w/,7l) + Z eﬂwn+l(wﬂ7) eﬁw’n+1(w/7n).
w w wj=wl,j<n 3]571/;

sy A
LL)]#LL)j,j—TL"—l

Agora, tomando a esperanca condicional em ambos os lados da igualdade, temos

Eq (2 exp{ﬁwn+1<w,n>}> Gn]

+Eq Z exp{26¢n(w,n) + Bn(n + 1, wep1) + Bn(n +1,w;,,,)}

—w!
wj_wj,]gn

wj;twg. ,j=n+1

gn = EQ

Z exp{268¢ni1(w,n)}

Gn

+Eq | Y exp{Bn(w,n) + Bvon(w,n) + Bn(n+ Lwnn) + Bn(n +1,w),1)}Gn
b
Como wpi1 = 2w, + s, onde s, = {—1,0} e ePPn) ¢ o produto de varidveis aleatorias

independentes mensuraveis em relacao a G,, a ultima igualdade pode ser reescrita da seguinte
maneira

EQ (Z eXp{ﬂwn+1 (wa 77>}>

Gu| = Y exp{28¢u(wm}Eq | Y exp{26n(n, 2w, +s,)}

sp=—1,0
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+ Y exp{28¢n(w,n)} Eg2exp{Bn(n, 2w, — 1) + Bn(n, 2w,)}]
+ > exp{Bin(w,n) + Bibn(w,n)}

Jj<n;
wH#w!
Eq| Y exp{Bn(n,2w, + s,) + Bn(n, 2w, + s,)}| .
sn=—1,0

Para cada w fixado, temos que as varidveis aleatérias e®”(¢n) sio independentes, usando isso
obtemos

EQ [ (Z eXp{ﬁ@/JnH(W’ 77)})

gn} = 2exp{A(26)} ) exp{26¢n(w,n)} (2.9)

+ 2exp{2A(8)} D exp{2B¢n(w,n)}
+ 4dexp{2X(p)} Z exp{ B (w,n) + Bibn (W', n)}

Jj<n;
w#w!

Como

(Z eﬁwn(wm)) Z e2P¥n(wm) | Z eB¥n(wm) B (')

wHw’

Reescrevemos a equagao (2.9) e obtemos
Eq [(Z xp{ B (@ n>}> gn] — 2exp{A28)} Y exp{280, (w.m)}
— 2exp{2A(B)} Z exp{268t (w, 1)}

+ 4dexp{2\(8 (Z W”“"") :

Como queremos obter (2.7), dividimos ambos os lados da tltima equacdo por (2eM#)2*+1) 'Jogo

EQ |:<Z eXp{ﬁwnH(W»U)}) gn] = %ZGXP{%%(%W)}

- % Zexp{25¢n(w )}

4exp{2)\ Bibn (0,
T (26X(B))2(n+D) (Z v
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Para concluirmos, perceba que

> etmlen (>, exp{Bvbn(w,n)})*
W,(28) = Wewn(ﬁ): (ZeA(ﬁ))% i)

Logo,

2(eN28) — ¢2X())

(Zexp{@wn+1<w,n>}> 5| = |~ gomym ]Zexp{wn(w n)} + W2(5)

[2 (e228) — £27(8))
1
2

26>\ @) 2(n+1) ] e EIW,L(26) + Wi (B)

2B [ r28) 17 )
[ ezA(ﬁ) } {262,\(5)1 W (28) + Wi (B).

Demonstragao do Lema 2.3:

Mostraremos que se § < " entao q(f’") < q(f). Temos

n
eﬁi’fj < Z eﬁl"k’
k=1

entao
P

- <1
ZZ:l efre =

Como 3 < B’ obtemos & > 1. Assim

B
eﬁmj % < Q/BIJ
D py €T N ZL efei”

Agora, somando em j temos

Portanto,



Dai obtemos

w[®,

i BT < (i 65%)
j=1 k=1

Elevando ambos os membros da desigualdade a poténcia f% concluimos que

1

n B’ n %
(Z eﬁ'%‘) < (Z eﬁﬂﬁk) ‘
j=1 k=1

2.4 Meétodo do segundo momento em 7

Nessa secao, com base no artigo ”Probabilistic Analysis of Directed Polymers in a Random
Environment:a Review”escrito por Francis Comets, Tokuzo Shiga, and Nobuo Yoshida,
determinaremos uma cota superior para o segundo momento do martingal W. Com isso
concluiremos que W ¢ limitado em L?. J4 haviamos obtido esse resultado na Secao 2.3 para
a arvore de Cayley, aqui, faremos para Z¢. E assim, do mesmo modo, o objetivo serd obter desse
fato que estamos em desordem fraca.

Também utilizaremos o método do segundo momento para provarmos uma proposi¢ao desta
se¢do. A mesma serd um passo de fundamental importancia na demonstragao do Teorema 1.7
na parte que se refere ao comportamento difusivo do polimero orientado. Antes de enuncia-la
introduziremos uma sequéncia estocastica que provaremos ser um martingal. Nessa se¢ao nos
restringiremos a Z.

Iniciamos definindo a medida de probabilidade P®2 no espago produto (02 F®2), que serd
utilizada apenas para facilitar as demonstracoes durante essa secao. Podemos pensar nessa
medida de probabilidade como a distribuigdo do par (w,w), com W = (Wg)k>p uma cépia
independente de w = (wg)r>0. Escreveremos x;, 4, s, para a fun¢ao indicadora do evento

{wil = Wiy Wiy, = Wiy, ...,wik = wik}.

O seguinte lema nos dard uma cota superior para a FEg[W?| com a qual poderemos obteremos
que W é limitado em L?2.

Lema 2.4 Sejad >3 ey (B) = A(28) — 2X\(8) < In(1/7m4). Entdo

Eq[W?2] < C, para todon > 1, Q-q.c.,
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Demonstracao: Temos de (2.5) que

Wi = (EP

11 e(j,wj)])Z.

1<j<n

Tomando a esperanca, em ambos os lados da igualdade, em relagao a () e considerando a medida
produto definida acima temos

EqW?] = Eq |Ep| [] eGwp)| Er| [] e(j,wj)”
1<j<n 1<j<n
= FEq |Epe2 H e(j,w;) H e(j,fuj)”.
1<j<n 1<j<n

Como o integrando ¢ positivo obtemos

EqW? = Epe | Eq

I <o T eu,@”

1<j<n 1<j<n

= EP®2 H EQ [e(jawj)e<j7a}j)}]7

L1<j<n

onde para a ultima igualdade usamos que as varidveis aleatérias e(j, w;) sdo independentes em j
para w fixo. Observe os seguintes fatos:

Eole(j,w))e(j.3)] = Bole™ties162)-0)

pela defini¢ao (2.4) e

EQ[65(71(]7“’1)+7I(J=WJ))_2)\(5)] — EQ[E,Bn(j,wj)eﬂn(j,D]-)]
1= EQ[eBn<jij>]2

, se w; # wj.
Assim, podemos escrever
Eqle(j,w;)e(f, @;)] = (1 4 Eq[e*P10:) =225 — 1]y ;).

Obtemos entao

II EoleGiw)el(i.@)] = ] 1+ Egle*00=2®) —1]y;)
1<j<n 1<j<n
= [ i+ @@ —1)x]
1<j<n
= 1+ ( PGS I Xk) . (2.10)
1<k<n 1<i1 <...<ip<n
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Agora, retornando ao célculo da Eg[W?] e usando o obtido acima temos

EQ[Mz] = EP®2 1+ Z (671(5)_1>k Z X1, igyeesik

1<k<n 1< <. <ip<n
k
= 1+ § (671(6) - 1) E Epez [Xil,i%mﬂ;k]'
1<k<n 1<i1<...<ip<n

Iremos agora encontrar uma cota superior para Zl<i1<...<ik<n Epe2(Xiyi»...i]. Para isso,
primeiramente vamos fixar ii,is,...,1, e calcular Epe2[Xi .. 4] Usando a definigdo de
probabilidade condicional e a propriedade de Markov temos

Epo2[Xiyin,is] = Epe2[Xigis,...ip|Win = 0y Epez[xi ]
= EP®2[XiQ—il,ig,fiL...,ikfil]EP®2[Xil]'
Assim, fazemos o mesmo procedimento acima, até obtermos
Epe: [Xi17i27---»ik] = Epe2 [Xik_ik72‘wik71—ik—2 = @ik—l_ik—Z]EP@’Q[Xil]EP@z [Xiz—il]"‘EP®2 [Xik—l_ik72]
= Epe[Xiy—ir_ | Erez [Xi | Epo2[Xiy—iy |- Epez [Xi,_, —iy_)-

Isto é,

k
Eps2[Xi is,...in]) = H Epe2[Xip—im 1],

m=1

com ¢g = 0. Portanto,

k
Z Epe2 [Xil,iQ,,..7ik] = Z H Epo2 [Xim—im_l]

1<i1<...<ip<n 1<y <...<ip<nm=1

< Z Z Z H Epe2 [Xim_im—l]'

1§i1§n 1§’i2—i1§n 1§ik—ik,1§n m=1

Observe que ijl Eps2(x;| = 1fjrd. Assim, obtemos
k
EAV2 < 7B _1yk [ _Td
QD2 < 14 Y (e -1t (T
k>1
isto é,
EoWyl <1+C,
dado que, por hipétese, v1(5) < In(1/m,). O

Se tivermos Eg[W?] < C entdo, sup Eg[W?] < oo. Assim, temos que W é limitado em LZ.
n>1

Usando o Teorema de Convergéncia de Martingal limitados em L? obtemos

lim W, existe Q-q.c. e em L*(Q).
n /oo
Assim, temos a seguinte proposicao
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Proposicao 2.2 Considere o martingal W definido em (2.1). Suponha que d > 3 e y(8) <
In(1/my). Entdo
li/m W, eriste Q-q.c. e em L*(Q).

Consideremos a sequéncia estocéastica M = (M,,G,) em (H,G, @), definida por
M, = Ep[p(n,wy)er ), (2.11)

onde denotamos

ern(w,n) = ] el w)), (2.12)

1<j<n

(usaremos apenas e;,, para simplificar a notacdo) e a fun¢ao ¢ : N x Z% — R definida por

QD(TL,f) = |'I‘|2 - n.

Iremos agora mostrar que esta sequéncia estocastica ¢ um martingal, depois provaremos algumas
propriedades sobre este martingal e utilizaremos estes resultados para provarmos o Teorema do
Comportamento difusivo e deslocalizado.

Lema 2.5 Considere a sequéncia estocdstica M definida em (2.11). Entao M ¢é um martingal.

Demonstragao: Iremos mostrar que Eg[M,11]G,] = M,. O fato que Eg[M,] < oo, é de facil
verificagao. Temos que

EQ[MnH’gn] = EQ[EP[()O(”+17wn+1)€1,n+1]|gn]

1
= Eq Z (Qd)—nH[SO(”ﬂL L, wnt1)e1n+1)|Gn

w:|w|=n+1

1
= —F n+1,wpi1)ein "
Z (2d>n+1 Q[Qp( +1) 1, +1|g ]
wiw|=n+1
onde usamos para a primeira igualdade a definicao de M, e, para a ultima igualdade, o fato da
soma sobre w ser finita. Agora, utilizando que, para cada w fixado, ¢(n+1,w,+1) é independente

de G, temos que

1
Eq[My411Gn] = Z Qd)—nﬂw(n + 1, wnt1) Eglernt1]Gnl.

w:|w|=n+1
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Observe que para qualquer w € € fixado, 1,41 = H 11 e(j,w;) é o produto de variaveis aleatdrias
independentes e identicamente distribuidas sobre (H,G, @) e que Egle(n,z)] = 1, assim

1
EQ[MnJrl‘gn] = Z (2d)n+1 QO(R + 1 WnJrl)EQ[el n+1‘gn]

w:|w|=n+1

- ¥

w:|w|=n+1

1
— Z (Qd)ngo(n + 17wn+1)61’n

1
(2d)n+1 p(n+1,wpi1)ennEgle(n + 1, wni)]

wiw|=n

onde usamos na iltima igualdade o fato de que para cada passo temos 2d opgoes. Pela propriedade
da esperanca condicional, obtemos

EP [EP [@(n + 17wn+1>€1,n|fn“ = EP[90<n + 17wn+1)el,n]

1
= Z (2d>n90(n + 1’ wn—i—l)el,n

w:|lw|=n

Por fim, observe que ey, ¢ independente da o-algebra F,, e, utilizando o fato que ¢(n,w,) =
|wn|* —n, n>1¢um martingal em (Q, F, P) com respeito & sequéncia crescente de o-algebras

Fn = O—[Wj;j < n]?
obtemos

EQ [MnJrl‘gn] = EP[el,nEPkO(n + 1’ w”Jrl)“F”H
EP[el,ngp(na wn)]
= M,.

[

O lema, que provaremos a seguir, ¢ um passo fundamental para a prova da proposicao que é um
dos objetivos desta secao.

Lema 2.6 Sejad > 3 e v1(5) = AM(28) —2X(5) < In(1/m4). Entao

Eo[M2] = O(b,), quando n /00, Q-g.c.,

onde
nd~% se 3<d<6
b, = Inn, se d=6 (2.13)
1, se d>6
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Demonstracao: Por (2.11) e para simplificar a notacao

Mi = (EP[(P(n:wn)el,n])Q = (EP[¢nel,n])2'

Tomando a esperanga, em ambos os lados da igualdade, em relacao a () e considerando a medida
produto definida no inicio da sec¢ao temos

EQIM}] = Eq[Ep|¢nern)Eplpnernl]
= Eq[Epe:[pn(w)ern(w,n)on(@)ern(w,n)]]-

Como o integrando é positivo e ¢, (w) é independente de (H, G, Q),obtemos

Eq[M;] = Epez[Eq[dn(w)ern(w,n)n(@)ern(@, )]
= EP®2[¢n(w)¢n(&)EQ[el,n(Wa77)61771(@777)“'

Temos, pela definicao dada em (2.12)

Eglevn(w,mein@m)] = Eq | [ eGiw) J] (i)

1<j<n 1<j<n

— H Egle(j,w;)e(s,w;)]

1<j<n

— H Egle Bn(Gwi)+n(i,o5))— 2>\(/3)]’

1<j<n

onde obtemos a tultima igualdade pela definigdo dada em (2.4). Do mesmo fato que em (2.10)
segue que

Eglern(w,mein@ )] =[] (14 B[« =2X® —1]y))
1<j<n
= 1+ < Z (671(5) _ 1)k Z Xivia Zk) .
1<k<n 1<i1 <..<ixg<n

Assim, retornando ao cdlculo de Eg[M?] e usando o obtido acima, temos

Eq[M?] = Epe2 |¢n(w) <1+ Z 671 —1 Z Xi1 iz, zk>]
1<k<n 1<i1<..<ix<n
= Eper[dn(w)dn@)]+ D> (D=1 N" Epea[dy, (W) Xiiarin):

1<k<n 1<i1 <...<ip<n

Observe que para a ultima igualdade usamos o fato que Epe2[dn(w)dn(W0)Xiyis.in] =
Epo2[¢i, (W) Xiy is....ir ], POIS ¢p(w) é um martingal.
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~ 2
Encontraremos agora uma cota superior para 21§i1<...<ik§n Epe2(pi, (W)*Xiyin...ir).  Para
isso, fixemos 1i;,1%,...,%;, por um momento e vamos encontrar uma cota superior para

Epe: [sz'k (w)QXil,Z-Q,,“,ik]. Assim,

Epe2[di, (W) Xy is,iv) Epsa[(|wiy [* = k)Xo igy v
Epsz[(Jwi, |* — 2lwi, ik + 03) X gy ooiv)

<
< Epez[|wiy[*Xivia,in) + Ere2[ipXiyia,....in)»

Ainda com iy, ig, ..., 4 fixados, iremos encontrar uma cota superior para Epez[|wi, [*Xi, .. i)

Agora, a fim de obtermos uma cota superior para Epe2 [iixim%“,ik], serd suficiente multiplicar
. 4

por uma constante a cota obtida para Epez||w;, |*Xi, 4., ). Temos

4
Epez[|wiy["Xiri,..ix] = Epea (Z |Wiz—will|> Xir iz,

1<I<k

< K Y Epor [l — iy *Xindai] (2.14)

1<I<k

onde usamos o fato (35, &1)4 < kY qan(a)t

Afirmacgao 1: Para [ fixo, temos

Epe:||w;, _wil—1|4Xi1,i2,---,ik] = ( H EP®2[ij]> Epes| |wjz| X;i] ( H Epez[x;,, > :

1<m<l l<m<k

De fato,

Epez[|wi, — wii_ [*Nivinin) = Eper[lwi, — Wiy [*Xigyis,.ia [win = @iy ) Epoz[xi,]

_ 4
= EP®2“wil—i1 - wil—1—i1| Xiz—i17i3—i17---7ik—i1]EP®2 [Xh]'
Assim, aplicando novamente as mesmas propriedade na tultima igualdade obtemos

Epsa(|wi,—i; — Wiy —ir | Nig—insiamivrin—is | Wis—is = Wig—ir) Epoz[Xi )| Epo2(Xi—i) =

= Epe2[|wi,—i, — Wiy_1—ia| Xig—irsia—ir,sin—is) EPo2 [Xit ) Epo2 [Xig—iy )

Seguindo do mesmo modo e escrevendo j; =4 — 41,0l = 1,2,..., k com 75 = 0, temos

Epeellwi, — wir_y|"Nivinie) = Epe2llwi—i | Nirmirrivir—ivsinmiia] || Ere2Xin)-
1<l<m
Logo
EP@QHWQ _wil71‘4xil7i27--~’ik] = EP@QHMZ'Z_Q—I|4Xil_il—177;l+1_il717~--’ik_7;l—1 Wiy —ip 4 :@il_ilfl]
[T Erelxi.)
1<I<m
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= EP®2[’wjz‘4ij|wiz*ilfl - J)"l*ilfl]

Epo2Xiypy—i1oin—ir-1 [Wir =iy = Wiy H Eps2(x;,.]
1<l<m
= [[ Ere2lxin)Epelwi|*xi)
1<l<m

EP@Z [Xiz+1—ilf1w~7ik—i171’wiz—izq = Wi —ip_q]-

Afirmacao 2: Para todon > 1,

Epe[|wn|*xn] < en? 42,
De fato,
Epe:[lwn|*xn] = Epe2[|wn|'l{w,=z.)]
= Y Epor[|wn]" L, =) 1(5,=a})
x€Z4
usando a independéncia entre w,, e w,, temos que
Epeallwal*xa] = > Epllwnl*lw,—a}) Ep[L (@, -]
zeZ4d
= Ep[lwn|"]P(@, = z)
< en2 i,

onde a tltima desigualdade segue de (1.11) e (1.12).

Assim, retornando ao célculo de Epe2[¢;, (W)%Xi, ig....ir), €m (2.14) e usando as afirmagoes 1 e 2
temos

Epe2[i, (@) Xir o] < KD < [ Ere X]m]) Epez|w;|*x;] ( I Epe ij>
1<Ii<k \1<m<l l<m<k
2-4
< Ck Z J ot H Epez[x;,.],
1<I<k 1<ms

Observe que lejgn jQ_% = O(bn) e que 2321 Epez[x;] = 74

> EBperi (W) Xivini] < CEP YD DT ) i 11 Erelx.]

1<it<...<ip<n 1<i<k1<ji<n  1<jp<n 1<m<k

m#l

1—7Td

IN
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Assim,

k-1
BolM2) < 64+ 0(0) K@~ 1F (7))

1—m
E>1 d

Como, por hipétese v, (5) < In(1/m4), concluimos que o somatério em k converge. O

Proposicao 2.3 Considere o martingal M definido em (2.11). Suponha que d > 3 e v1(f) <
In(1/m4). Entao existe T € [0,1) tal que

M} = max |[M;| =0(n") Q — ¢.c., quandon / oo,

0<j<n

isto €, quase certamente existe uma constante ¢ = ¢(n) tal que M* < cn’.

Demonstracao: Considerando b, como definido em (2.13). Entdo, podemos notar que serd
suficiente provarmos que para qualquer o > 0,

M = O(n‘s\/a) quando n " 0o, Q-q.c.. (2.15)

Agora, visto que M* é uma sequéncia mondtona crescente e n’v/b, tem crescimento polinomial,
serd suficiente provarmos (2.15) para uma subsequéncia {n* : n > 1} com alguma poténcia k > 2,
isto é,

= O(n* /b)) quando n 7 0o, Q — q.c.. (2.16)
De fato, consideremos que (2.16) seja vélida, temos que para todo n, existe m tal que m* < n <
m*+1 assim
* * / <m + 1)k6n6 \% b(m"‘l)km
(m + 1)k6 b(m+1)k
= O(n’\/b,)O
(n*v/b) ( o

= O(n’+\/by),

dado que

n*v/by,

Logo, iremos mostrar apenas que (2.16) é vélida. Tomemos, k£ > 1/§. Temos

M*k > nké\/ } C {M;k > N/ bnk}

o <(m+ 1) b(m—l-l)k) _oq).

Assim,

Q(M*, > n* /b)) < QM > ny/by)

_ Eql(My)
o n2b,x
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onde a tltima desigualdade se verifica pela desigualdade de Chebychev. Pelo Teorema (2.2)

obtemos ) )
Bql(M3)") _ 4Eg[M2]
n2b,,k —  n2bk '
Usando o Lema 2.6 obtemos
4Eq[M 2 ]
* kS Q nk
4Cb, x
< PR
— nlb
= COn2

Assim,

ZQ(M;k > k0 /b)) < ZC’n‘2 < 00,
n=1

n=1

portanto, aplicando o Lema de Borel- Cantelli concluimos que
Q(M?* > n* /b, infinitas vezes ) = 0.

Logo,

Q(M?, < n*\/b,x para n suficientemente grande ) = 1.

E dai, obtemos o desejado.

O

Para concluirmos este capitulo, observe que, usando o método do segundo momento, provamos as
Proposicoes 2.2 e 2.3, que serao aplicadas para provarmos os dois teoremas principais da proxima
secao. E a Proposicao 2.1 obtida para a arvore de Cayley serd de fundamental importancia para

obtermos o Teorema 1.5
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3
Desordem fraca

Estaremos interessados em estudar alguns resultados para o comportamento do polimero
orientado e para a fungao de energia livre. Assim, este capitulo estd dividido em duas secoes:
na primeira secao iremos estudar o comportamento do polimero orientado em Z?. Nesse sentido,
provaremos o Teorema do comportamento deslocalizado e difusivo que obteremos quando estamos
sob a fase de desordem fraca, isto é, Q(W,, > 0) = 1 e usando o método do segundo momento;
na outra, nosso interesse sera o polimero orientado em T, aqui estudaremos a energia livre, e
provaremos o Teorema da transicao de fase da energia livre em T, que caracteriza a fase de
desordem fraca.

3.1 Comportamento do polimero orientado em Z¢.

Iniciaremos provando o teorema que nos da condigoes suficientes para a desordem fraca.

Demonstracao do Teorema 1.2(Desordem Fraca): Consideremos o martingal W,,. Pela

Proposicao 2.2 temos que
lim W, existe em L*(Q),

n /oo

assim também existe em L'(Q), isto é,

%;ﬂ EkﬂbVﬁ]zzlﬂgﬂ%@oy

Como Eg[W,] =1 entao, Q(W, > 0) > 0. Agora pelo Lema 1.1 concluimos o desejado. O

Consideremos agora, paran > 1, em (H,G, () as seguintes varidveis aleatdrias

Li=> jnafw, =x)’e (3.1)

Jp = max i, 1 (w, = x),

z€Z
temos que
max fi,_ (W, = ) < I,
x€Zd
< Y s = ) ma g1 = 7)
vz xe
= max fin—y(wWn = )



Logo
J2< 1, < J,. (3.2)

O lema que iremos enunciar agora sera usado na prova do teorema seguinte. Para a demonstracao
consulte [4].

Lema 3.1 Seja e;,1 < i < m, varidveis aleatorias positivas, independentes, identicamente
distribuidas e nao constantes sobre (H,G, Q) tais que

Egled] = 1, Egle? + In*e1] < 0.
Para {a;}i<icm C [0,00) tais que Y e, i = 1, defina uma varidvel aleatéria U > —1 por

U= cic,,aiei — 1. Entao, existe uma constante ¢ € (0,00), que nao dependente de {; }1<i<m
tais que

L 2{: o < E [ vt ] (3.3)
Z < Eg 7
il 2+4+U
1 2
Z < —
~ > al<—Hym(+U)<e Y af (3.4)
1<i<m 1<i<m
Eq[In*(1+U)] <c o?. (3.5)
1<i<m

Observe que para obtermos (1.13) do Teorema 1.7 estamos interessados em estudar o
comportamento de .J,, quando n " oo. Mas, veremos com o resultado seguinte, que a variavel
aleatéria definida em (3.1) serd adequada para a andlise de martingal, pois a mesma estard
relacionada a fungao particao normalizada W,,. Assim, obteremos para n suficientemente grande
um critério para a desordem fraca, e através da desigualdade dada em (3.2) obteremos os
resultados para .J,.

Proposicao 3.1 Seja g # 0. Entao,

Além disso, se Q(Wy = 0) = 1, entao existem cy,co € (0,00) tais que Q-g.c.,

c Z I, < —InW, < ¢y Z I, para n suficientemente grande. (3.7)

1<k<n 1<k<n
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Demonstracao: Consideremos

{We =0} C {anzoo}, Q- q.ec., (3.8)

n>1

{Z[n = oo} C{We =0} Q —q.c,,

n>1

e que existam constantes ¢y, e € (0,00) tais que Q-q.c.

{Z 1, = oo} C {01 Z I, <—InW, <c¢o Z I, para n suficientemente grande é Vélida} ,

n>1 1<k<n 1<k<n
(3.9)

Para a afirmagao (3.6) da proposigao precisamos mostrar as duas primeiras inclusdes. Temos
que serd suficiente mostrarmos as inclusoes (3.8) e (3.9) e assim provarmos a proposigao. De

fato, suponha que a primeira inclusao seja valida e, além disso, Q(W, = 0) = 1. Entao
Q <Z I, = 0o | =1 e podemos verificar que a segunda conclusao da proposicao é valida. Agora,
n>1

se as inclusdes (3.8) e (3.9) sdo vélidas obtemos a igualdade (3.6). Desse modo, iremos mostrar
que as inclusoes (3.8) e (3.9) sao verdadeiras.

Considere o processo —InW,,. Sabemos que W é um martingal, como —In(x) é uma fungao
convexa e (—InW,) € L' para todo n > 1, obtemos (— In W) é um sub-martingal. Assim, segue
do Teorema 2.4 que (—InW,,) tem a seguinte decomposigao de Doob

—InW, =N, + A,,
onde N é um martingal e A é um compensador dado por

AA, = EolA(—InW,)|Gn-]
= Eol-InW, — (—InW,_1)|Gpn—1]

W
= EQ |:— (hl Wn1> ’gn_1:| .

Pelas defini¢oes de W, e Z,, observe que

W, Zy,
Wn—l B Zn—le)\(ﬁ)
BT nGe)AE)
- w:|w|=n (Qd)n Znil

eBn(n.wn)—=A(8) eﬁ Z?;f n(Jw;) 1

= 2 2d Qdt Z,,

wi|w|=n
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Agora, lembrando que
eﬂZ}:f nGGw;) q

S 7S A

temos

Wy, nom)—
— Z ePnnwn)=2B) )y (w)

w:|lw|=n—1
E,. . [eﬁn(mwn)]
eAB)
By, le(n,wn)] (3.10)
1+ U,. (3.11)

AA, = Eg [— (ln M‘j/ = ) \in}
n—1

= Eol-1In(1 + U,)[Gn_1]. (3.12)

Assim,

Dai
AN, = A(—=InW,) - AA,
—In(1+4+U,) + Eg[n(1 + U,)|Gn-1]. (3.13)

Como N é um martingal com Eg[N?] < co para todo n, entao, pelo Teorema 2.1, temos
N; = Lo+ (N),,

onde L, é um martingal e (N), é um compensador dado por A (N) = Eg[ANZ2|G,_1].

Observe que

EQUAN,YIGur] = Eql(Ny — Nuot)?IGai]
EQIN?IGoor] — 2BQ[(NaNuoa|Gr] + EoINZ_ |G

Como N,, é um martingal, temos Eg[N,,N,—1|Gn—1] = N1 EQ[N,|Gr—1] = Nyp—1Ny—1, assim

EQ[(ANn)2|gn—l] = EQ[N72L|gn—1] - 2N3—1 — Npa
= B[Ny = N;_1|Gn].
Pelo observado acima,
A(N), = Eqg[AN;|Gn]
= Eq[N; — Ny_1|Gn-1]
= Eo[(AN,)*|Gn],

n
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agora, usando (3.13) na segunda igualdade, temos

A(N) EQ[(AN,)*|Gn-1]
— Eol{—In(1+U,) + Eo[n(1 4 U,)|Gn_1]}%|Gn_1]
= FEo[ln*(1+U,) + Eg[ln(1 + U,)|Gn_1)* — 2In(1 + U,) Eg[In(1 + U,)|Gn-1]|Gn—1]-

Utilizando as propriedades de esperanca condicional na ultima igualdade obtemos

A (N) Eo[n®*(1 + U,.)|Gn 1] + Egln(1 + U,)|Gn1)? — 2Eg[In(1 + U,) Eg[In(1 + U,.)|Gn1]|Gn 1]
Eq[in*(1 + Up)|Gn-1] = EQ[In(1 + Uy)|Gn-1]?
< Eo[ln*(1 +U,)|Gn-1). (3.14)

n

n

Considere agora as seguintes varidveis aleatorias e(n, z) = exp{n(n, z) — X\(8)} tal que |z|; < n,
definidas em (H,G,Q) e a(z) = pin-1(wn, = z) onde > - fin—1(w, = z) = 1. Definimos em
(3.11) a variavel aleatéria U, = E,, ,[e(n,wy,)] — 1, assim, aplicando o Lema 3.1, existe uma
constante ¢ € [0,00) que nao depende de {ftn—1(wn = 2)|z,<n} tal que

1
=3 il = 2 < —Eq (1 + U)lGai] € ¢ s = 2)°

|z|<n |lz|<n
e
Eq I*(1 4+ Up)|Guat] ¢ i (wn = 2)*.
|z|<n
Portanto, de (3.12) e (3.14), temos que
1
-1, < AA, <cl, (3.15)
c
e
A(N), <cl,. (3.16)
Se tivermos que
{Z I, < oo} C {Wsx >0} Q-q.c., (3.17)
entao .
(W >0} C {Z I, < oo} O-.c..
isto é,

{We =0} C {Z I, = oo} Q-q.c.,
como queriamos.

Mostraremos agora que (3.17) é valido. Por (3.15) e (3.16) temos que
{an < oo} C {Aw < 00, (N)_ < oo}
C {Aoo < Oo’nh/Holo Npexiste e é finito q.c.}
C {Ws >0},
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onde, na segunda inclusao aplicamos o Teorema 2.5 e, para a ultima inclusao, o fato de que
—InW, =N, + A,.

Iremos agora provar (3.9). Primeiramente, observe que, de (3.15) e (3.16), temos

n>1

—InW, .
{ lim —nWa — 1} C {61 Z L. <—-—InW, <c¢y Z I, para n suficientemente grande} .

n /oo A
4 n 1<k<n 1<k<n
Portanto, sera suficiente mostrar que

{Aoozoo}c{nh/rgo IZW }Qqc

Suponha que A, = 00. Se (N)_ < 00, lim, »o N, existe e é finito , entao

i YatAn
im ————— =
n /oo An ’

e temos a inclusao desejada.

Se (N)_, = 00, entdo

—InW, N, 1= N, (N)

A, A, (N), A,

Mas pelo Teorema 2.6, lim,, # = 0 Qq.c. sobre {(NV)_ = oo}. O

Obtemos uma parte do préximo resultado dado que estamos em desordem fraca, isto é,
provaremos que desordem fraca implica o comportamento deslocalizado do polimero. Para a
parte do comportamento difusivo do polimero orientado usaremos os resultados obtidos na Secao
2.4 e a implicagao dada pela desordem fraca.

Demonstracao do Teorema 1.7 (Comportamento deslocalizado e difusivo): Temos do
Teorema 1.2, dado por hipdtese que d > 3 e que [ é suficientemente pequeno tal que (1.6) é
valida, que Q(Ws > 0) = 1. Pela Proposicao 3.1, entdao Q(>_,~, I, < oo) = 1, Assim, da
desigualdade (3.2), segue que -

Zmax,un 1w, =12)? <00, Q—q.c.,
zEZ?

e portanto que

lim max pt,,_1(w, =) =0, Q —q.c..
Jm max p 1( ) Q—q
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Assim, provamos a primeira afirmagao do teorema.

Para a afirmacao (1.14) consideremos a medida de probabilidade definida em (1.3). Assim, temos
que

1 |wn|266 2j=1n(w;)

Epllonf] =n = g "
wi|w|=n "
1 |wn|2e? 2j=1 m(Gw;)—nA(B)
- |Z|_ Ze—B) (2d)" -

Pela definigao de W,, dada em (2.1) e usando (2.2) podemos reescrever a tltima igualdade como

EP[|wn|2€1,n] an

E., [lwn?] =n = W 7 (por 2.5)
_ EP[|wn|2€1,n] - EP[nel,n]
W, W,
Ep|(lwn]* = n)ern]
W, '

Agora, consideremos o martingal M definido em (2.11). Note que, pela Proposigao 2.3, existe
7 € [0,1) tal que maxo<j<,|M;| = O(n”), quando n * oo, Q-q.c.. Além disso, temos pelo
Teorema 1.2 estamos em desordem fraca. Assim,
Ep[([Wal* — n)esn]

Wa
Eplp(n, wy)ei,n]

By, [lwn|’) =n =

e, portanto, obtemos o que queriamos. O

Como uma consequéncia do Teorema 1.7, daremos outro exemplo, agora consideraremos o
ambiente gaussiano.

Exemplo 4 Suponha que d > 3 e que para qualquer n € N e x € Z¢, as varidveis aleatdrias
n(n,z) tém distribuicdo normal padrao. Se 5 < /In(1/m,), entdo para quase toda realizagao do
ambiente 7, o nosso polimero orientado é difusivo, ou mais precisamente

By [|wal?]
lim —=rll 9 Ooqec.. 1
lim == ,Q-q.c (3.18)

2 2
De fato, temos que Eg[e®"™®)] = [ePdF(t) = feﬁt\/%e_t 2dt = T assim, A(8) = % e
n(B) = %(26)2 — 2%,32 = (2. Portanto, se § < /In(1/74), temos que v1(8) < In <T%d) e, pelo

Teorema do Comportamento deslocalizado e difusivo, temos que (3.18) é vélida.
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3.2 Estudo da funcao particao na arvore de Cayley

Estudaremos, nesta secao, a funcao particao na arvore de Cayley. Estaremos especialmente
interessados na energia livre, provaremos o Teorema 1.5, com a qual obtemos a transicao de fase
no comportamento da energia livre, decorrente do ambiente aleatorio.

Consideremos a func¢ao f(5) definida no Teorema 1.5 e definida de (1.8), com S, sendo o valor
onde f(f) atinge seu valor minimo. Tomemos . = 0o caso nao exista o minimo local. Pela
Proposicao 2.1, seria bom que tivéssemos uma caracterizacao das formas possiveis para o grafico
da f(B). Assim, este é o objetivo do préximo lema.

Lema 3.2 Considere a funcao f(B) definida em (1.8). Entao, ou existe 3, tal que a fungao f(3)
¢ estritamente decrescente sobre (0, 5.) e estritamente crescente sobre (f5.,00), ou a funcao f(B)
¢ estritamente decrescente sobre (0, 00).

Demonstra¢ao: Afirmamos que Sf(f5) é estritamente convexa. De fato, vamos mostrar que a
segunda derivada de (5f(8)) é positiva. Temos

,_ (Egle™])
(Egle™)" Eqle™] — (Eq[e™]) (Eqle™))’
(Eqle)?

= Eg[n’] — (Egn))* > 0,

(Bf(B)" =

onde estamos considerando Eg [X] = Eq [;;f;;;}] e para a desigualdade usamos a desigualdade

de Jensen. Entao, para cada 3, 5y com [ # [y, usando o fato de S f ser convexa temos

Bf(B) > Bof(Bo) + [f(Bo) + Bof' (o)l — Bol-

Suponha que f tenha um extremo local em f. isto é, f'(8.) = 0, entao

Bf(B) > Bf(Be) para todos § # f,

assim (. é o unico valor onde f atinge seu minimo global. Se . ndao tem um extremo local, f
é estritamente monétona. Entao, visto que f(5) — oo quando 5 — 0, f deve ser estritamente
decrescente. O

Enunciaremos agora um lema que serd de fundamental importancia para provarmos o proximo
resultado.
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Lema 3.3 A funcado
1 n
ﬁ):_logzeﬂzj7 6>07
ERP

€ decrescente e convera em 3, para quaisquer nUMeros reais xi,Ta, ..., Tp.

Demonstracao: Pelo Lema 2.3 se 8’ > [ entao

Logo
1 log i e’ < 1 log i ePor,
p j=1 ~ B k=1

Para provar convexidade da fungao, iremos mostrar que ¢”(/5) > 0. Entao, derivando, temos

/ 1 - X
g(B) = —Elog;eﬁ i +BZJ_ s Z:Ea

Ou seja,
n BT
D i1 T

Bg'(B) = —g(B) + W'

Derivando novamente obtemos
n Bx; N\ Bx; _ N1 BT N\ BT
Z] 1%6 ! Zj:1€ ! Zj:l O Zj:l e
5 )
=1

Bq"(B) +4(B) = —4'(B) +

Assim

n 2B no B\ 2
80/(8) = —29/(9) + =2 (ZFl o )
<Zj=1 eﬁzj>

como ¢(f3) é decrescente entao ¢'(f) < 0 e —2¢'(5) > 0. Pela desigualdade de Jensen obtemos

n 2 /31 n . Bx;
que =N > D
(an = ) o Z7:1 et

Demonstracao do Teorema 1.5 (Transicao de fase da energia livre em T): Faremos
a prova em duas partes. Consideremos primeiro § < f.. Assim, temos f'(5) < 0, entao,
pela Proposicao 2.1, existe o > 1 tal que sup,~; Eg[W2(8)] < oo. Assim, obtemos que W
é uniformemente integravel, portanto W,(8) — Wu(8) Q-q.c e em L', isto é, Eo[W.(B)] —

P
) . Portanto, ¢”(8) > 0, e concluimos que a funcao ¢é convexa. —
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Eg[Ws(B)]. Dal, como Eg[W,(8)] = 1 temos Eg[W.(8)] = 1, e pelo Lema 1.1 obtemos
QW (B) > 0) =1, ou seja, estamos em desordem fraca.

Agora, do fato que Z,(8) = W, exp(nA(8)), tomando o logaritmo em ambos os lados da igualdade
e dividindo por nf3, obtemos

1 1 M)
—log Z,(8) = — log W, (8) + —=.
108 Z,(8) = == 108 W, (8) + =
Portanto, tomando o limite em ambos lados e usando que estamos em desordem fraca, temos

AB)

lim —=10g Z,(3) = £(8) = 1 g

n—oo nf3

Disso, obtemos P(Hz) = 1 quando 0 < 8 < 3., onde definimos

Hy = {n € H: lim iﬁlog Z,(8) = f(ﬁ)}.

n—oo 1M

Para concluirmos a prova, precisamos mostrar que,
P( () Hp) =1 (3.19)
0<B<fe
Para provar este resultado, considere o conjunto I denso e enumeravel em (0, 3.). Segue
ﬂ ng C m Hﬁ,
0<B<Be Bel
dai, se (3.19) for valida, temos que
1=P( () Hs) <P([)Hps).
0<B<Be Bel

Agora, vamos mostrar que P((se; Hg) = 1 implica P((_3.5 Hs) = 1. Para qualquer

Bo € (0, B.) construa sequéncias 8 N\, o e 3, 7 Bo, onde B, 8, € I. Entao, paran € Mser Hp,
usando o Lema 3.3, temos

1 1

—10anﬁ S_,loan ﬂ_ )
ey (Bo)(n) i (B ) ()
assim, tomando o lim sup obtemos,

lim sup % log Z,,(Bo)(n) < limsup % log Z,(B8;, ) (n) = f(By)

n—oco  1Po n—oo NP0
para todo k. Temos também, pelo Lema 3.3,
1

1
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assim, tomando o lim inf obtemos,

F(B5) = liminf —~—log Z,(8)(n) < liminf iﬁ log Z, (o) (n)

n—oo NPy n—oo N

para todo k. Assim, temos

limsup ——1og Z,(6)(n) < Jim f(3)
= ()
= Jlim f(5,)

glmmﬂ%«g%wmm-

n—,oo M 0

Portanto, n € Hg,. Assim, (\sc; Hpg = (yepep, Hs € obtemos P((ye; Hp) = P((oepep, Hs) = 1.
Considere agora 8 > .. Para € > 0, usando o Lema 3.3, temos

1

i log Z,,(8) < m

Yz log Z,,(B. — ¢€),

assim,

lim sup — log Z,(3) < f(f — ) Q-ac.

n—00 nﬁ

Por outro lado, usando a convexidade do Lema 3.3 temos, para cada € > 0,

1 log Z,(6) > ( log Z, (8. — e)) (B—B.+e€)+ log Z,(5. — ¢).

b _
nﬁ n(ﬁc - E) n(ﬁc - 6)

Pela primeira parte , para quase todo ponto n € H, a sequéncia de funcoes convexas

1
%log Zn(ﬁ)(n)v B < Bca

converge para a funcao diferencidvel f(3). Portanto, suas derivadas convergem para f'(53), de
modo que

lim inf Lﬁ log Z,(8)(n) > f'(Be — €)(B — Be+€) + f(Be. — €).

n—oo M

Como € é arbitrario, e
1. / . — 1 / ) =
lim f*(8. — €) = lim f(6) = 0,
temos que

imsup = log Z,(8)(1) < (3, < liminf —~ 108 Z,(8)(n).

n—oo TN n—o0o N
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4
Desordem forte

Nosso interesse neste capitulo é demostrar, utilizando o método do momento fracionério, o
Teorema da Desordem Forte e o Teorema do Comportamento localizado. No primeiro teorema
obtemos o resultado que nos dé condi¢oes suficientes para estarmos em desordem forte e, no
segundo obtemos que sob a medida do polimero, o passeio aleatério estd localizado. Este
comportamento do polimero orientado difere de quando f = 0, ou de quando estamos em
desordem fraca, onde vimos que o polimero tem o comportamento deslocalizado e difusivo.

Para obtermos os resultados deste capitulo usaremos o momento fracionario da fungao particao
normalizada, o ingrediente fundamental sera mostrar que ele tende para zero quando n  oc.
Com isso, como provaremos no seguinte lema, temos desordem forte.

Lema 4.1 Suponha que ezistam constantes ki € (0,00), 6 € (0,1) e uma sequéncia a, 1 oo tais
que
EoW?] < kyexp(—ay),n > 1. (4.1)

Entao, Q(Ws = 0) = 1. Além disso, se

Z exp(—da,) < 0o

n>1

para algum 0 € (0,1), entdo existe uma constante ko € (0,00) tal que

1
Q <liminf——ln Wy, > ]{72> =1 (4.2)

n /oo an,

Demonstracao: Pelo Lema de Fatou temos
EoWl] = Eq [lirr} inf W
< liminf Eg[W})]

n /oo
< hn}inf k1 exp(—an) = 0.

Entao, QWY = 0) = 1. Assim, temos que Q(W,, = 0) = 1. Para provar a afirmagao (4.2), é
suficiente mostrar que

1 ¢ 1
liminf ——InW,, > ky | = —— W, <k = 0.
(e meze) o (U<}
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Temos,

Q (-i InW, < 1@) = Q(InW, > —ksay)

Qp,
— Q(W,f > e—ngan)
Eo[Wy)

6—k29an ’

onde, para a desigualdade, usamos a desigualdade de Chebychev. Agora, usando (4.1) e
escolhendo k3 > 0 de modo que 1 — ky0 > 4, obtemos
Eq[Wy]

e—kg Oan

IN

Q (—iln W, < k?g)

n
k,le—an(l—kge)

]{716_(1”6

IAINA

Assim,

ZQ (—a’iann < —k’2> <k Ze_a"5 < 0

n>1 n n>1

e, por Borel- Cantelli,

Q <ﬂ U {—a—lnann<k‘2}> —0.

n>1m>n

Portanto, temos o desejado. O

Uma parte fundamental da demonstracao do préximo resultado, além do Lema 4.1, é o seguinte
resultado.

Lema 4.2 Considere um subconjunto finito A de 72, ou seja, A C Z*. Entdo, para 0 € [0,1]

Al EQ[W)_11n] > Eq[W,_y] — 2P(wn ¢ A)’ (4.3)

Demonstracao: Considere as varidveis aleatérias

como definidas anteriormente em (3.1). Entao, obtemos

AL > ALY o = 2P

zEA

{Z fin—1(wn = Z)}

z€EA

v
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{tn—1(wn € A)}?

{1 — pn-1(wy, ¢ A>}2
Z 1 - 2Mn—1(wn §é A)
> 1= 2pup 1 (wn ¢ A)g'

Assim,
IA[LWE_ > Wiy = 2W, i (wn & A,

e, aplicando a esperanga em ambos os lados dessa desigualdade, obtemos

EQ[W,_1|AIL] EQ[Wy 1] = 2Eq[Wy_yptn—1(wn ¢ A)]
EQ[W,_1] = 2Eq[W-1ftn-1(wn & A))’

= Eg[W! ] —2P(w, ¢ A)’,

>
>

onde a ultima desigualdade é dada pela desigualdade de Jensen, e a afirmacao na igualdade
provaremos a seguir.

EqWh-ipin-1(wn € A)] = Eq |Wa Z

wiw|=
wn¢A

Eq eﬁn(n x Z

n—1
> e (6;n<j,wj>> P(w)
wneA
exp (5 S nGiws))
= EQ EQ[eﬁn(nw)]n*l P(W)

- exp (BZU Js w;j ) P(w)

w:|w|=n
L wnéA

E B30 0, w))
- . [exg(g[eﬁnw;];?j - ﬂ Plw

w:lw|=n
wn &A

= Y Pw)=Pw, ¢A)
wiw|=n

[

Para provarmos o resultado seguinte, obteremos sequéncias a,, /* co para as quais verificamos
(4.1), e entdo, utilizaremos o Lema 4.1.

Demonstracao do Teorema 1.3 (Desordem Forte): Faremos primeiro a prova da parte (i):
Considere a funcao f : (—1,00) — [0, 00) definida por

flu) =1+ 0u— (1+u), (4.4)
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e assuma agora que 6 € (0, 1). Podemos ver que existem constantes ¢, ¢y € (0,00) tais que

clu2

Tt < f(u) < cou* paratodo u € (—1,00). (4.5)

De fato, para isto primeiro consideremos a expansao de Taylor de grau > 2 da funcio (1 + u)’
em torno do zero, com isso obtemos que f(u) = O(u?). Para os valores de u — 0o e u — (—1)"
podemos verificar a validade da afirmagao calculando alguns limites. Assim, temos de (3.11) e

(4.4) que
W@
EQ[Angn—l] = Wg—1EQ [(Wgn - 1) |gn—1:|
n—1
WYL B [(Un + 1)~ 1) |G
= Wg—lEQ [(eUn - f(Un)) ’gn—l]
= _Wg—lEQ [(f(Un)) |gn—1] )
pois
Wy
EolUnlGut] = Bolg=— 1191
_ EQ[Wn|gn—1] -
= W 1=0.
Portanto,
EQ[AWg|gn—1] = _Wg—lEQ [(f(Un>> |gn—1]

IN

U2
—CQWg_lEQ (2 —|—nU ’gn1>

0

onde usamos nas desigualdades, respectivamente, (4.5) e (3.3). Logo, obtemos

EQWi|Gn-1] < EqIW!_11Gn-1] — csW)_ I,

n

Aplicando a esperanca em ambos os lados temos,
Eq(Wy] < Eo[Wy_i] — c;EQ[W,_11,)]

C3 9 % w 0
< (1= ) BV + S P 1) (46)

onde usamos o Lema 4.2 para obter a ultima desigualdade.

Para d = 1 , assumiremos A = (—n?/3,n?/3]. Entdo,

173
2n1/6)§2exp( T; )

Wn,
ni/2

P(wn, ¢ A) :PQ
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Substituindo o tltimo resultado em (4.6) segue

—9nt/3
EoW?] < ( 5 2/S)EQ[I/V ]+403exp( 5 )

1
Assim, EQ[WT?] < e **_ Tomando a, = ns e, aplicando o Lema 4.1, obtemos que estamos na
fase de desordem forte.

Para d = 2 , assumiremos A = (—n'/2In"*n, n'/2In"/*n]?. Assim, esta demonstracdo segue do
mesmo modo que para d = 1. Nao a faremos aqui, o leitor podera obter-14 em [5].

Parte (ii): Considere a seguinte definicao,

Wg,m:EP H e(j+n,x+wj)

1<j<m

com n,m > 1.

Seja 6 € (0,1), temos
0

Wg _ Z j,%)

0

1w1 _e(J,wj)
- Z 2y :

n—1

Hg S e(j+Lwj+a)
2 Gay

1=1 wi|w|=n—1

0

In—1

( @) (Wi, )’
Z ;

= 2d)

z:|z[1=1

onde, para obtermos a tltima desigualdade, usamos o fato que (u +v)? < v + 0%, se u,v > 0.
Aplicando a esperanca em ambos os lados da desigualdade temos

EqWi1 < (2d)"Eq | Y e(la) (Wi, )’

z:|z|1=1

Dado que WY, _; tem a mesma distribuicio de W,y e fazendo r(0) := (2d)'"?Egle(1,z)],
obtemos

Eo[Wy] < (2d)7(2d) Eqle(1,2)") Eq[W,_)]
= 7(0)Eq[W, ).
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Consideremos as seguintes fungoes In : (0,00) — R e r: (0,1) — (0,00). Temos que In(r(9)) é
convexa, diferencidvel, e podemos ver que In(2d) = Inr(0) > Inr(1) = 0. Portanto, como por
hipétese vo(5) > In(2d), temos que 0 < dh;l—g(e)h;:l. Assim, pela convexidade, existe § € (0,1) tal
que 7(#) < 1. Com isso obtemos

Eq[Wy] < r(6)".
Assim, as hipéteses do Lema 4.1 sao satisfeitas com a,, = n e, portanto, temos o desejado.

Veremos na préoxima demonstracao a maneira como o método do momento fraciondrio permite
que venhamos obter a concentragao do passeio em sitios favoritos.

Demonstracao do Teorema 1.8 (Comportamento localizado): Faremos a prova apenas
do item (ii). Seja ¢z € (0,00), # € (0,1) e a sequéncia n * oo. Segue do Teorema 1.3 que
Q(Wx =0) = 1. E, além disso, como _, e~ < 00, onde § € (0,1), pelo Lema 4.1,

—InW,
lim inf ——2 2" >c3 Q-qc.
n /oo n
ou seja,
: n W,
— lim sup > 3
n /oo n
Como Q(W,, = 0) = 1, segue do Proposigao 3.1 que
T —InW,
lim sup @ > limsup o
n /oo n n /oo necy
In W,
— _liminf —
n /oo nco
. InW,,
> —limsup
n /oo nes
c
> =250,
C2
Agora segue de (3.2) que limsup,, », J, > 0 Q-q.c. O

Daremos agora um exemplo onde aplicamos o Teorema 1.8 para ambiente gaussiano.

Exemplo 5: Suponha que d > 3 e que para qualquer n € N e x € Z9, as varidveis aleatérias
n(n,x) tem distribuicdo normal padrao. Se § > 1/21n(2d), entao para quase toda realizagao do
ambiente 7, o nosso polimero orientado esta localizado, ou mais precisamente

Tt oo a1 = 1) 2 €, Qe

Temos A(f5) = B—; e 12(B) = B*—1 3% = 152 Portanto, se 8 > 1/2In(2d), temos que 15(3) > In(2d)

e, pelo Teorema 1.8 obtemos o desejado.
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