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Resumo

Desde o final do século passado, o problema de planejamento de movimento obteve uma
roupagem matemadtica com o conceito de complexidade topoldgica de Farber. Além disso,
com o conceito de espacos de configuragdes, consequimos tratar também o caso do transito
de diversos corpos sem colisdo. Nessa dissertacdao, veremos como calcular esse invariante
numérico para os espacos de configuracoes sobre grafos topoldgicos, e em particular sobre
arvores. Para isso, faremos uso de técnicas gerais da Topologia Geral e Algébrica.

Palavras-chave: complexidade topoldgica; espacos de configuracées; grafos.



Abstract

Since the end of the last century, the motion planning problem has acquired a mathematical
framework with the concept of Farber’s topological complexity. Furthermore, with the concept
of configuration spaces, we have managed to address the case of the motion of multiple bodies
without collisions. In this dissertation, we will see how to calculate this numerical invariant
for configuration spaces over topological graphs. To achieve this, we will make use of general
techniques from General and Algebraic Topology.

Keywords: topological complexity; configuration spaces; graphs.
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Prefdcio

Em poucas palavras, essa dissertacdo é um trabalho de Topologia Algébrica. Sendo as-
sim, diversos conceitos e resultados tanto sobre Topologia Geral, quanto uma introducdo as
Estruturas Algébricas bdsicas precisam ser assumidos prezando a brevidade do texto.

No que tange a Topologia Geral, o parametro escolhido foi assumir como conhecido tudo
aquilo presente em um livro t{pico de um curso de Topologia Geral, especificamente no cldssico
Topology do professor J. Munkres. Assim, todo o desenvolvimento sobre espacos topolégicos e
espacos métricos, axiomas de separacao e até mesmo a teoria elementar de homotopia serdo
assumidos.

J& para as estruturas algébricas, assumimos aqui a ementa de um primeiro curso de pds-
graduacao sobre tais objetos. Ou apenas para citar uma referéncia, os tépicos abordados em
Algebra: A Graduate Course.

Apesar disso, diversos resultados preliminares relativamente bdsicos também estdo fora
do escopo das bibliografias recomendadas. Assim, nesses casos tomamos a decisao de dar
um passo atrds e definir os pré-requisitos desses tépicos afim de introduzir as novas ideias.
Portanto o primeiro capitulo do texto tem esse propdsito.

Durante a dissertacao, também faremos uso das teorias elementares de Homologia e
Cohomologia, principalmente em sua versdo singular, mas também em sua forma simplicial.
Assim, montamos um apéndice reunindo todos os conceitos e resultados necessdrios para
esse texto. Bem como no primeiro cap(tulo nao provaremos os resultados do apéndice, mas
convidamos os leitores desconfiados a consulta do livro Algebraic Topology do professor A.
Hatcher.

Outro ponto que vale mengao é que nao utilizaremos a definicao comum de grafos dada
pela Andlise Combinatdria e sim os trataremos como espacos topoldgicos, especificamente
complexos simpliciais. E de esperanca do autor que essa decisdo ndo traga maiores dificul-
dades ja& que tal definicao topoldgica carrega toda a intuicdo presente no caso combinatdrio.
De qualquer modo essa nova roupagem sobre os grafos é introduzida no terceiro capitulo
desse texto.

Durante os capitulos 2-5 desenvolveremos a teoria de fato relevante dessa dissertacdo
e assim nos esforcamos para apresentar a prova de todos os resultados descritos. No caso
onde omitimos a demonstracao citamos um livro ou artigo com tal prova. Nos casos onde
cittamos um material mas também apresentamos uma demonstracdo, indicamos o texto onde
esse resultado apareceu na literatura pela primeira vez.

Seguindo a convencao utilizada por Munkres, ao dizermos que U é uma vizinhanca de x
em X, assumiremos que U é um subconjunto aberto de X contendo x. Além disso, conven-
clonaremos que durante todo o texto um mapa serd uma funcdo sempre continua. Outrossim,
como todos os anéis que trabalharemos serdo comutativos e com unidade (exceto o anel de
cohomologia do apéndice), assumiremos tais adjetivos sempre que tomarmos um anel.

Durante esse texto tomaremos o conjunto dos naturais N incluindo o zero e R™ como um
espaco topoldgico com a topologia padrao. Além disso, D™ denotard o n—disco abaixo com a
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topologia de subespaco:

D" = {(21, ,2,) €R" | Y x; <1}

Particularmente, destacamos o intervalo I = D!. Do mesmo modo, a n—esfera S™ denota o
seguinte subespaco de R,

S" = {(xy,--- ,1,) € R"™ | Zx?: 1}.

Nesse caso destacamos o circulo St. Assim, definimos o n—toro T™ como o produto
topoldgico de n cépias do circulo S'. Finalmente, se (X, d) é um espaco métrico, B(z,¢) =
{y e X |d(z,y) <e}:

Apesar de desejavel, o conhecimento sobre a Teoria de Categorias ndo serd necessa-
rio, j& que utilizaremos apenas a definicdo de um diagrama comutativo e termos que serao
introduzidos no texto.

Visando a leitura de uma comunidade matematica brasileira e luséfona, durante o texto
evitamos o uso de termos em inglés exceto nos casos de loops, rank e o cup do produto-cup,
nos quais uma traducao dos termos pareceu sem propodsito ou sem uma boa escolha. Nesses
casos, tais termos sempre aparecerao em italico.
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Motivacao

Um problema cldssico da teoria de Controle (como em Latombe 1991) é o da automatizacdo
de sistemas de transito. Assim, a questdo bdsica dessa drea é a sequinte.

Dado uma particula em um espago ambiente, como criar um algoritmo que
recebe o ponto de partida e o destino dessa particula e devolve um trajeto
entre tais pontos?

Com aplicacoes tanto industriais quanto académicas, tal problema obteve uma formulacao
matemadtica no final do século passado com os trabalhos de Michael Farber.

Nesse sentido, interpretamos o palco do movimento de tal particula como um espaco
topoldgico X e cada configuracdo de ponto inicial e final como uma dupla em X x X. Assim,
a proposta de Farber é a associacdo de um caminho para cada dupla (z,y) de pontos em
X x X, com x e y como seu ponto inicial e final, respectivamente. Ou seja, queremos uma
funcao

s: X x X —={y:1—- X},

satisfazendo a condigdo de extremidades, ie. s(z,y)(0) =z e s(x,y)(1) = y. Naturalmente,
esse problema ndo é problema algum j& que podemos definir s(z,y) justamente como uma
funcao v : I — X que satisfaz o exigido nas extremidades e vale qualquer coisa que seja
entre 0 e 1.

De fato, ainda motivados pela modelagem fisica e pelo desafio mental matematico, pode-
mos adotar a restricdo que a imagem desse algoritmo deve ser sempre uma funcao continua.
Se a versdo aplicada ja parece satisfeita com tal restricdo, ainda ndo obtivemos o dito desafio
ja que trivialmente isso é possivel se e somente se 0s espacos ambientes forem conexos por
caminhos.

Assim, podemos exigir que s satisfaca ainda outra condicdo. Para ilustrar essa necessidade
vejamos um exemplo.

Se tomarmos o circulo S! como nosso espaco ambiente, temos que existe uma funcao
s:S" xS = {y: 1 —S" continua}

que satisfaz a condicdo de extremidades. Como S' é um espaco geodésico, podemos tomar s
como justamente a funcdo que associa uma geodésica entre cada dupla. Assim, perceba que
ao tomarmos o ponto 0 como ponto inicial e 7 como ponto final e s for tal que o caminho
associado é como o da figura 1, uma pequena oscilacdo do ponto inicial produziria um caminho
drasticamente diferente.
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Figura 1: Instabilidade em s.

Em situacdes aplicadas é facil ver que esse comportamento é de fato um problema, j& que
uma incerteza de se aferir a posicdo real em relacdo a posicao medida de um ponto inicial (ou
final) se traduz em uma instabilidade do caminho sugerido por s. Em um cendrio puramente
matemadtico, podemos interpretar isso como uma falha da funcdo s em ser continua no sentido
ingénuo do cdlculo, i.e. uma pequena mudanga nos pontos iniciais e finais se traduziu em
uma grande mudanca no trajeto associado.

Evidentemente, nao podemos falar de continuidade de s enquanto ndo munirmos o conjunto
das funcgbes continuas do intervalo para o espaco ambiente com uma topologia. Assim, o
capitulo 2 ataca esse exato problema.

Como veremos, a limitacdo do algoritmo no circulo descrito acima ndo é apenas uma
restricdo desse mapa em si, mas sim do espaco S'. Apesar disso, isso nao significa que em
subespacos de S' o algoritmo descrito ndo seja suficiente. De fato, ao restringirmos s em
U C S* sem duplas antipodais, temos que s torna-se cont{nua nesse sentido intuitivo. Assim,
contornamos o problema em S! ao encontrar uma cobertura de tal espaco em que em cada
aberto tenhamos um algoritmo local, i.e. uma funcdo s : U — {v : I — S* continua} que
satisfaz a condicao de extremidades.

Dessa forma, a complexidade topoldgica de Farber ganha vida como o menor nimero de
pedacos em que precisamos quebrar o espaco ambiente para que cada pedaco tenha um
algoritmo local. Veremos a teoria geral da complexidade topolégica no capitulo 5.

Apesar disso tudo, o problema da teoria de controle que essa dissertacao atacard nao é
o citado no inicio dessa secao, mas o sequinte.

Dada uma colegdo de n particulas em um espago ambiente, como criar
um algoritmo capaz de transportar cada particula de um ponto inicial a
um designado destino sem que ocorram colisoes durante esse trdnsito de
particulas?

Ou seja, precisamos que os movimentos associados nao sé sejam uma n—tupla de caminhos
para cada particula, mas que os caminhos ndo se cruzem entre si. Para isso, tomaremos apenas
um subespaco do espaco de n—tuplas do espaco base, as n—tuplas de coordenadas distintas.
Tais espacos sdao os espacos de configuracdes e os trabalharemos no capitulo 4.

Finalmente, durante essa dissertacdo focaremos especialmente em espacos bases que sdo
unidimensionais em certo sentido. Essa restricdo ainda ataca diversos cendrios da matema-
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tica aplicada como trilhos e esteiras, além de oferecer interessantes resultados puramente
matemdticos. Esses espacos serdo os grafos e os introduziremos no capitulo 3.

O principal resultado que estudaremos aqui é que a complexidade topoldgica de uma
classe de grafos se estabiliza mesmo que aumentemos o niimero de particulas a se movimentar
em tais espacos. Este teorema é tratado no capitulo 6.

Vejamos como tudo isso ocorre.
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Capitulo 1

Pré-requisitos Topoldgicos

1.1 Propriedades Locais

O objetivo dessa secao é introduzir algumas propriedades locais de espacos topoldgicos, i.e.
invariantes topoldgicos que em certo sentido sé valem em vizinhangas de pontos do espaco.

Nesse sentido, traremos as versoes locais de dois dos invariantes mais estudados de
um espaco topoldgico, a conexidade e a compacidade, além da contratibilidade. Ademats,
definiremos também o conceito de um subespaco ser localmente fechado, bem como uma
colecao ser localmente finita.

Diversas dessas definicoes se fardo uteis no contexto dos espacos paracompactos e de
seus objetos associados que trabalharemos na seguinte secao.

Definicao 1.1.1 (Conexidade Local). Dado um espaco X, o chamaremos localmente conexo
se para todo ponto z € X e vizinhanga U de =, existir uma vizinhanga conexa V' de x contida
em U. 0

Definicao 1.1.2 (Conexidade por caminhos Local). Dado um espaco X, o chamaremos lo-
calmente conexo por caminhos se para todo ponto x € X e vizinhanca U de z, existir uma
vizinhanca conexa por caminhos V' de = contida em U. U

Apesar de interessantes por si s, tais propriedades locais também consequem dar infor-
macoes sobre seus andlogos globais.

Lema 1.1.3. Se X é um espaco localmente conexo por caminhos, entdo X é conexo se e
somente se X é conexo por caminhos.

Como pode ser consultado em Topology, tais propriedades locais sdo preservadas por
produtos e quocientes. Apesar disso, de forma semelhante aos seus analogos globais, temos
que em geral isso ndo vale para subespacos. Ainda assim, temos o seguinte resultado.

Lema 1.1.4. Se U é um subespaco aberto de um espago X que é localmente conexo (por
caminhos), entdo U é localmente conexo (por caminhos).

O segundo tipo de propriedade local que usaremos, é o da compacidade.

Definicao 1.1.5 (Compacidade Local). Dado um espaco X, o chamaremos localmente com-
pacto se para todo ponto x € X, existir um subespaco compacto V' de X que contém uma
vizinhanga U de z. U
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Uma forma util de garantir que um subespaco de um espaco localmente compacto também
é localmente compacto é com uma outra nocao local.

Defini¢do 1.1.6 (Subespago Localmente Fechado). Dado um subespago Y de X, o chama-
remos localmente fechado se Y\Y for um subespaco fechado de X. OJ

Observagao 1.1.7. Um sequnda caracterizacdao da propriedade acima dada por Bourbaki que
nos permite ver o porque a encaramos como uma propriedade local, é que para todo x € YV
existe uma vizinhanca U de x tal que U N'Y é subespaco fechado de U.

Com isso, temos o seguinte resultado.

Lema 1.1.8. Se Y é um subespaco de um espaco Hausdorff X localmente compacto, entdo
Y é localmente compacto se e somente se Y é localmente fechado em X.

Como mencionado, uma outra nocdo de compacidade é a dita paracompacidade. Para
defini-la porém, precisamos de uma outra classe de invariantes locais, a das coberturas
localmente finitas.

Definicao 1.1.9 (Cobertura Localmente Finita). Dada cobertura aberta de {U;}ic; de um
espaco X, a chamaremos localmente finita se para todo x € X existir uma vizinhanca U de
x tal que apenas finitos abertos U; tém intersecao ndo trivial com U. U

Antes de sequirmos o texto para a paracompacidade, vejamos uma ultima propriedade
local que aparecerd durante o texto.

Definigao 1.1.10 (Contratibilidade Local). Dado um subespaco U de X, o chamaremos
localmente contrdtil se para todo ponto x existe uma vizinhanga V' C U tal que a inclusdo
candnica ¢ : V' — U for homotopicamente nula, t.e. ¢ >~y ¢,, no qual ¢, é um mapa constante

em U. 0

1.2 Paracompacidade, Particoes da Unidade e Dimensao de
Lebesque

Definicao 1.2.1 (Paracompacidade). Dado um espaco X, o chamaremos paracompacto se
toda cobertura aberta {U; };c; de X admite um refinamento aberto localmente finito, i.e. existe

uma cobertura {V;} ;e localmente finita tal que para todo j € J, existe um ¢ € I com V; C U,.
O

O principal modo que nos utilizaremos desse sabor de compacidade é pelo fato que
coberturas abertas em espacos paracompactos admitem uma colecdo especial de funcoes, as
particoes da unidade.

Definicao 1.2.2 (Particdo da Unidade). Dado um espaco X, definimos uma particdo da
unidade de X, como uma colecdo de mapas {p; : X — I} tal que para todo = € X,

(i) existe uma vizinhanga U de z tal que p;(U) # 0, somente para uma quantidade finita
de (ndices,

(it) a soma da imagem de x por todas as funcdes p; é 1, te. >, pi(z) =1
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Nesse texto, as particoes da unidade que utilizaremos terdo uma importante propriedade
extra.

Definigao 1.2.3 (Particdes da unidade subordinadas a uma cobertura). Dado um espaco
X, uma cobertura aberta {U;}ic; de X e uma particdo da unidade {p;}ic;, dizemos que a
particdo da unidade é subordinada a cobertura {U;} se para todo i € I, o suporte de cada
p; estd contido em Uj, ie.

{z e X | pi(x) #0} C Us.

O

A existéncia de uma particao da unidade subordinada a uma dada cobertura aberta de
um espaco, é delicada em espacos gerais. Apesar disso, como comentamos, para espacos
paracompactos sempre consequimos garantir tal propriedade.

Lema 1.2.4. Se X é um espaco paracompacto, entdo toda cobertura aberta {U;}ic; de X
admite uma particdo da unidade subordinada a {U, }ies.

Conectando com a nogao de compacidade local da secdo anterior, também conseguimos
um resultado andlogo em espacgos Hausdorff e coberturas finitas.

Lema 1.2.5. Se X é um espaco Hausdorff localmente compacto, entdo toda cobertura aberta
{U;}_, finita de X admite uma particdo da unidade subordinada a {U;}7,.

Um outra forma que os espacos paracompactos simplificam o tratamento de um espaco é
na nocao de dimensdo de Lebesgue. Para isso, definimos a ordem de uma cobertura.

Definicdo 1.2.6 (Ordem de uma cobertura). Dados um espaco X e uma cobertura aberta
{U;}ier de X, definimos a ordem da cobertura como o menor valor m (se existir) tal que todo
ponto z € X estd contido em no maximo m abertos U; da cobertura. U

Com isso, definimos a dimensao de Lebesgue.

Definigao 1.2.7 (Dimensao de Lebesgue). Dados um espaco X, definimos a dimensdo de
Lebesgue dim(X) de X, como o menor valor m tal que toda cobertura aberta {U; }ie; finita
tem um refinamento aberto com ordem m + 1.

Caso ndo exista tal valor, diremos que a dimensdo de Lebesque é infinita. U

No caso dos espacos paracompactos, temos a sequinte equivaléncia.

Proposicdo 1.2.8. Se X é um espaco paracompacto, entdo dim(X) = n se e somente se
toda cobertura aberta {U; }ie; tem um refinamento aberto com ordem n + 1.

Observagao 1.2.9. Observe que a diferenga da caracterizacdo acima da dimensdo de Lebesgue
para espacos paracompactos e da definicdo geral, é que no caso dos espacos paracompactos
ndo exigimos que a cobertura seja finita. Como veremos, isso serd de grande ajuda.

1.3 Propriedades de levantamento e Fibragoes

Definicao 1.3.1 (Propriedade de levantamento). Dado um mapa p: X — Y, dizemos que p
tem a propriedade de levantamento com respeito a um mapa ¢ : A — B se para quaisquer
mapas f, g que comutam o diagrama abaixo,
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existe um mapa h : B — X que comuta o diagrama abaixo.

A%X

2
By

Ou seja, temos que h é uma diagonal no quadrado original. U

Nesse texto, duas classes de propriedades de levantamento aparecerdo, os levantamentos
de caminhos e os levantamentos por homotopia.

Definicao 1.3.2 (Propriedade de levantamento de caminhos). Dado um mapa p: X — Y/,
dizemos que p tem a propriedade de levantamento de caminhos se p tem a propriedade de
levantamento com respeito ao mapa de incluséo ¢ : {0} — I. O

Observagao 1.3.3. Note que p: X — Y tem a propriedade de levantamento de caminhos se
e somente se para todo caminho v : I — Y, existe um caminho 7 : [ — X tal que po75y = 1.

= Pt
7 - lp

IﬁY

Definicao 1.3.4 (Propriedade de levantamento por homotopias). Dado um mapap: X — Y,
dizemos que p tem a propriedade de levantamento por homotopias com respeito a um espaco
Z se p tem a propriedade de levantamento com respeito a inclusdo ¢ : Z x {0} — Z x I,
definido como «(z,0) = (z,0).

Z x {0} L; X

l h // J/
L e p

ZxI ——Y

O

Um caso valioso de um mapa p que satisfaz a propriedade de levantamento por homotopias
é quando ele o satisfaz com respeito a qualquer espaco topoldgico Z.

Definicao 1.3.5 (Fibragao). Dado um mapa p : X — Y, dizemos que p é uma fibragdo se p
tem a propriedade de levantamento por homotopias com respeito a qualquer espaco Z. U

Observacao 1.3.6. Alguns autores chamam o que definimos acima de uma 'fibracao de Hu-
rewicz' afim de diferenciar de outras nocoes de fibracdes, como a fibracdo de Serre. Como
nesse texto apenas usaremos a definida acima, nos limitaremos a denominar a definida es-
trutura como ‘fibracao’.

1.4  Acoes de Grupos e Espacos de Orbitas

Definicao 1.4.1 (Agao de grupo). Dados um grupo G e um conjunto X, definimos uma ag¢do
¢ de G em X, como uma funcdo ¢ : G x X — X, tal que:
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1) ¢(1g,x) = x, para todo z € X,

(i) o(g,o(h,x)) = ¢(gh,z), para todos g,h € Ge x € X.

O

Com uma agao de grupos de G em X, naturalmente temos uma particao dos elementos
de X com respeito a acdo em si.

Definicdo 1.4.2 (Orbita). Dada uma acdo ¢ de G em X, definimos a drbita Orby(x) de
x € X com respeito a acdo ¢, como o seguinte subconjunto de X:

Orby(z) ={y € X | #(g9.2) = y.g € G}.
O

Observacao 1.4.3. E direto notar (ler em Algebra: A Graduate Course, por exemplo) que a
relacdo em X definida como z ~ y se x € Orby(y) define uma relacdo de equivaléncia nos
elementos de X.

Além de um subobjeto do conjunto X, t.e. um subconjunto de X, uma acdo de G em X
define também um subobjeto do grupo G.

Definicao 1.4.4 (Estabilizador). Dada uma acdao ¢ de G em X, definimos o estabilizador
Staby(x) de x € X com respeito a acdo ¢, como o seguinte subgrupo de G:

{9 €G|o(g,7) =z}
0

Observacao 1.4.5. De fato o conjunto definido acima tem estrutura de subgrupo de G. Para
ver isso, novamente citamos o livro Algebra: A Graduate Course.

Naturalmente, nosso foco serd em acoes de grupos sobre espacos topoldgicos e ndo meros
conjuntos, assim fazemos a sequinte definicao.

Definicao 1.4.6 (Ag¢ao Continua). Dada uma agao ¢ de G sobre o conjunto do espaco X, a
chamaremos de uma ac¢do continua se ¢ for continua quando equipamos G com a topologia
discreta. 0

Uma sequnda caracterizacao da continuidade de uma acao é dada abaixo.

Lema 1.4.7. Se ¢ é uma acdo de G em um espaco X, entdo ¢ é continua se e somente se
®(g,-) : X — X for continua para todo g € G.

Com tais agdes continuas em mente, podemos usar o conjunto de todas as 6rbitas de uma
acao ¢ em X para definirmos um espaco quociente, o espaco de drbitas.

Definicao 1.4.8 (Espaco de Orbitas). Dada uma acdo continua ¢ de G em X, definiremos
o espaco de drbitas X /G de X sob a acao ¢, como o conjunto de todas as drbitas dessa
acdo munida com a topologia quociente induzida pelo mapa p : X — X/G, que associa cada
ponto x a sua 6rbita Orby(z). O



14. Acbes de Grupos e Espacos de Orbitas 21

Observacao 1.4.9. Novamente, terceirizamos o trabalho de provar que tal construcao esta
bem definida. Nesse caso, recomendamos o texto Topology and Groupoids. Além disso, as
demonstracdes para o restante dos resultados dessa secao também podem ser encontrados
no mesmo livro.

Com isso, temos um resultado auxiliar importante sobre os espacos de érbitas.

Proposicdo 1.4.10. Se X/G é um espaco de drbitas, entdo seu mapa quociente ¢ : X — X/G
é aberto.

Nesse texto trabalharemos com agdes que satisfazem uma propriedade especial, as ditas
acoes descontinuas.

Definigao 1.4.11 (Acdo Descontinua). Dada uma acdo continua ¢ de G em X, a chamaremos
de descontinua se para todo x € X, o estabilizador Stab,(z) for finito e existir uma vizinhanca
U, de z tal que ¢(g,U,) NU, = () para todo g € G fora do estabilizador de . O

Sobre tais agdes descontinuas temos um importante resultado acerca da propriedade de
levantamento de caminhos em espacos Hausdorff.

Lema 1.4.12. Se ¢ é uma acdo continua de um grupo finito G em um espaco Hausdorff X,
entdo ¢ é descontinua.

Proposicao 1.4.13. Dada uma agao descontinua ¢ de G em um espaco Hausdorff X, entdo
o mapa quociente p: X — X/G tem a propriedade de levantamento de caminhos.
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Capitulo 2

Espaco de Caminhos

2.1 Topologia do compacto-aberto

O problema de se criar um espaco topoldgico no conjunto C(X,Y') de funcdes continuas entre
dois espacos X e Y é ublquo em diversas dreas da matematica, e portanto apresenta diversas
solucdes. Uma das mais comuns é a topologia do compacto-aberto. Para isso, tomaremos
uma classe de subconjuntos que formardo uma sub-base de uma topologia em C(X,Y).

Lema 2.1.1. Se X e Y sdo espacos, entdo para todo mapa f: X — Y existe um compacto
K em X e um aberto U de Y tal que f(K) CU.

Demonstragao: Se X for o espaco-vazio, entdo podemos tomar K = X e U =Y e assim
trivialmente todo mapa f é tal que f(K) C U. Se X tiver ao menos um ponto x € X, tome
K = {z} e novamente U =Y. Assim, f(K) C U e portanto temos o que quer{amos. |

Assim, podemos fazer a sequinte definicao.

Definicao 2.1.2 (Topologia do Compacto-Aberto). Dado o conjunto das funcées continuas
C(X,Y), definimos a topologia do compacto-aberto como a topologia gerada pela sub-base

{V(K,U) | K é um compacto de X e U é um aberto de Y},

de C(X,Y), no qual
V(K. U)={feCX,)Y)| f(K) CU}

Assim, definimos o espaco de funcdes continuas.

Definicao 2.1.3 (Espaco de Fungées). Dados dois espacos X e Y, definimos o espaco de
fungées continuas entre X e Y, como o conjunto C(X,Y’) munido da topologia do compacto-
aberto. O

Um importante resultado sobre a topologia do compacto-aberto é que faz da funcdo de
avaliacdo uma funcao continua.

Teorema 2.1.4 (Munkres 2000). Se Y é um espaco e X é um espaco Hausdorff localmente
compacto, entdo a funcdo e : C(X,Y) x X — Y, definido com e(f,z) = f(z) é continua.

Um outro importante resultado é que o espaco de fungdes continuas e o mapa de avaliacdo
satisfazem uma propriedade universal, a saber, tal dupla é um objeto exponencial caso o
dominio do espaco de funcoes seja Hausdorff e localmente compacto.
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Proposicao 2.1.5. Se X é um espaco Hausdorff localmente compacto e Y é um espaco
qualquer, entdo para qualquer espaco Z e funcdo continua f: Z x X — Y, existe um mapa
'+ Z —C(X,Y) tal que o diagrama abaixo comuta.
ZxX
f'Xidxl f
CX)Y)xX —>Y

2.2 Espaco de Caminhos

O caso mais importante de um espaco de funcoes continuas é quando o dominio desse espaco
é o intervalo.

Definicao 2.2.1 (Espaco de Caminhos). Dado um espaco X, definimos o espaco de caminhos
PX, como o conjunto C(Z, X), munido da topologia do compacto aberto. U

Assim, como o intervalo é evidentemente Hausdorff e localmente compacto, temos o se-
guinte resultado.

Lema 2.2.2. Se X é um espaco, entdo a funcao e : PX x I — X, definido com e(~,t) = ~(¢)
é continuo.

Com isso, conseqguimos garantir que a seguinte funcdao é de fato um mapa.

Definicao 2.2.3 (Fibracdo de Caminhos). Dado um espaco X, definimos a fibragdo de ca-
minhos m em X, como 0 mapa 7 : PX — X x X tal que 7(vy) = (7(0),v(1)). O

De certa forma esse serd o mapa mais importante dessa dissertacdao. Além disso, a
nomeclatura de 'fibracdo’ no termo fibragdo de caminhos ndo é mera coincidéncia e assim
temos o seguinte resultado.

Lema 2.2.4. Se 7: PX — X x X ¢ a fibragdo de caminhos de X, entdo 7 é uma fibracao.

Demonstragao: Por definicdo, precisamos provar que 7 satisfaz a propriedade de levanta-
mento por homotopia para qualquer espaco topoldgico Z. Assim, assuma que existam mapas
f,g que comutam o diagrama abaixo.

Zx {0} —— px

] Jﬁ

ZXIT>X><X

Dessa forma, queremos mostrar que existe uma diagonal i : Z x I — PX que comuta
com o quadrado acima.

Note que g(z,t) = (g1(2,t), ga(2,t)), onde g; : Z x I — X. Com isso, defina h : Z x I —
PX tal que

g1(z,—3s + 1), caso 0 < s < /3,
h(z,t)(s) =  f(z, 2554, caso t/3 < s <1-—1/3,

g2(2,3(s —1)+1t), caso1l—1t/3<s<1.

Portanto h é continua pelo lema da colagem. Assim, basta provarmos que h é diagonal
do quadrado, ou seja, que Toh =g e hov = f.
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Note que por definigao, h(z,0)(s) = f(z,0)(s), logo hot = f. Além disso, também temos

que m o h(z,t)(s) = (h(z,1)(0), h(z,1)(1)) = (91(2,1), 92(2,1)) = g(2,1). Assim, moh =g e
h ot = f como quertamos demonstrar.

Seguindo o Ultimo resultado da secdo anterior, também temos o seguinte fato diretamente.

Lema 2.2.5. Se X é um espaco qualquer, entdo para qualquer espaco Y e funcdo continua
f:Y xI— X, existe um mapa f': Y — PX tal que o diagrama abaixo comuta.
Y x1I
f/xidIJ( f

PXxI — X

Um caso particular do lema acima que serd Util mais tarde é quando lidarmos com su-
bespacos contrateis.

Proposigao 2.2.6. Se Y é um subespaco contratil de X, ie. existe uma homotopia H :
Y x I — X entre a inclusao ¢y e uma funcao constante ¢: Y — X em zy € X, entdo existe
um mapa s: Y — PX tal que s(u)(0) = u e s(u)(1) = xo.

Demonstracao: Naturalmente pelo lema acima, temos que existe a funcao s : ¥ — PX
conttnua. Além disso, como H é uma homotopia entre idy e ¢, temos pela comutatividade do
diagrama que s(u)(0) = u e s(u)(1) = x. [

Sequindo ainda a escola da teoria de homotopia, mostraremos que a operacao de concate-
nacao de caminhos é uma funcao continua sempre que fizer sentido. Bem como, concluiremos
esse capitulo com a determinagao do tipo homotdpico do espaco de caminhos com respeito
ao espaco base.

Lema 2.2.7. Seja x € X. Se PXy = {7y | 7(0) =z}, PX; = {y | 7v(1) = z} e ¢ :
PX; x PXy — PX ¢ a funcdo tal que ¢(y,A) = 7 * A, Le. o mapa de concatenacdo de
caminhos, entdo ¢ é uma funcao continua.

Demonstracdo: Seja (v,\) € PX; x PX, qualquer. Mostraremos que ¢ é continua em
tal ponto. Para isso, note que se N"V(K;,U;) for vizinhanca bdsica de 7 % A, entdo por
definicdo de V(K;, U;) temos que (v * \)(K;) C U, para todo ¢ < n. Agora pela definicdo
da concatenacdo de caminhos, se K =2-(K;N[0,1/2]) e K} =2-(K;N[1/2,1]) —1, temos
que:

7<Kz()) c U,

ANK}) C Ui

Logo, (7,A) € N""V(K?,U;) x V(K}, U;). Trivialmente,

V= ﬂ ( ) x V(K Ui)) NPX, x PX,

é aberto em PX; x PX,. Como ¢(V) C V(K,U), temos que ¢ é continua em (y,A) e
portanto, contihua em todo ponto. |

Finalizamos esse capitulo com um resultado acerca do tipo homotdpico do espaco de
caminhos que utilizaremos mais tarde.
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Teorema 2.2.8. Sejam X um espaco topoldgico e o : X — PX o mapa tal que «a(z) é o
caminho constante em z € X. Assim, a é uma equivaléncia homotdpica.

7

Demonstragdo: Mostraremos que o mapa  : PX — X definido como £(y) = ~(0) é um
inverso homotdpico de a.

Note que o« = idx. Portanto, basta que ao 8 ~p idpx. Para isso, construiremos a
seguinte homotopta F': PX x I — PX,

~(0), se0<t<1l-—s
vyt —14+s), sel—s<t<1

FW&M&I{

De fato, F/(7,0) = (a0 8)(y) e F(v,1) = idpx(7y). Assim, basta garantirmos que F' é
um mapa continuo.

Para isso, fixe um (y0,80) € PX x I e tome W = N,V (K;,U;) vizinhanca bdsica
de F(9o0,50). Provaremos que F' é continua ao achar uma vizinhanca V' de (v,s) tal que
F(V) € W. Nesse propésito, construiremos uma vizinhanca bésica N, V(K/,U;) de v e
um aberto S de sy e tomaremos V =N V(K] ,U;) x S.

Note que como K; é um conjunto compacto para todo 1 < i < n e [0, o] também é
compacto, 0s sequintes conjuntos também sao

{{k—1+se]|keKi,se[O,so]}}

1<i<n

Observe que cada conjunto é apenas uma unido de translacdes de K; por 1 + s unidades
com s € [0,50]. Mais formalmente, concluimos que cada subconjunto é compacto ja que
trivialmente todos sao limitados e toda sequéncia em tais conjuntos se escreve como uma
soma de sequéncias em compactos, que contém seus pontos limites. Assim o0s conjuntos
também contém seus pontos limites e portanto eles sdo compactos pelo Teorema de Heine-
Borel.

Mais ainda, ao tomarmos a unido de tais conjuntos pelo conjunto {0} ainda temos um
conjunto compacto. Logo, ao definirmos K como abaixo, temos um conjunto compacto em [
para todo 1 <7 < n.

Ki={k—1+sel|keK;sel0s)}U{0}.
Note que para cada A € V(K],U,), podemos tomar um €, tal que A(B(K/,¢€))) C Uj, ja

que A é contlnua e I é um espago métrico. Assim, seja

€= inf e,.
AGV(KI',UZ')

Com isso, finalmente definimos € = mine; e S = B([0, s¢,€). Assim, de fato .S é aberto.
Assim, resta apenas provar que F'(V') C W. De fato, dada uma dupla (71, 1) € V, temos
que para qualquer k € K;,

71(0), se0<k<1—s
Nk—14s1), sel—s5<k<1

F(y,s1)(k) = {

De qualquer modo, F'(y1, s1)(k) € U; jé que 71(0) € v (K)) C U; e como s; € B([0, so), €)
entdo existe sy € [0, 5o tal que d(sy, s2) < €. Portanto,

d(k—14s1,k— 1+ s2) =d(s1,52) <,
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e assim, k — 1+ s; € B(Kj,¢€). Logo, y1(k — 1+ s1) € m(B(Kj,¢€)) C U,
Como vale o argumento para todo 1 < i < n, temos que F(vy1,s1) € W. Assim, temos o
que quer{amos. |
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Capitulo 3
Teoria Simplicial

Nesse capltulo introduziremos os complexos simpliciais e destacaremos os grafos como caso
particular. Sendo assim, reforcamos a ideia de que nesse texto ndo tomaremos um grafo como
uma entidade combinatorial, mas como um espaco topoldgico especial.

Apesar disso, muito do que se espera continua sendo verdade nessa nova perspectiva e
assim, esse cap(tulo ndo traz muito mais do que notacdes e nomenclaturas. De qualquer
modo, na Ultima secdo deduziremos informacoes topoldgicas sobre tais espacos.

3.1 Complexos Simpliciais

Definicao 3.1.1 (Simplexo Padrao). Dado um inteiro n > 0, definimos o n—simplexo padrdo
A™, como o conjunto abaixo munido da topologia de subespaco de R™*!:

A" = {(to,--- ) ER™HY Tt =1et; >0, para todo 0 gign}.
=0

O

Observacao 3.1.2. E facil ver que o n—simplexo padrdo A™ é homeomorfo ao disco D" =
{(z1, -+ ,x,) € R" | YO0 27 < 1}. Assim, a sequinte nogdo de dimensdo estd bem definida.

Definicao 3.1.3 (Dimensao de um simplexo padrao). Dado um inteiro n > 0, definimos a
dimensdo de um simplexo padrdo A™, como o inteiro n. U

Intuitivamente, a ideia de um complexo simplicial que iremos construir é a da reunido
de diversos simplexos padrdes, colados de uma maneira adequada. Para isso, precisamos
criar copias desses simplexos padrdes distributdas pelo espaco ambiente, e ndo somente com
posicoes fixas como no caso dos simplexos j& definidos. Com esse objetivo, definimos os
simplexos euclidianos com respeito a pontos em posicdao geral.

Definigao 3.1.4 (Posigao Geral). Dados pontos {vg, - - , v, } em R™, os denominaremos em
posicdo geral se {vy — vy, -+ , vy, —vo} € um conjunto linearmente independente. O

Definigao 3.1.5 (Fecho convexo). Dado um conjunto S = {wg,- -+, v} em R", definimos o
fecho convexo [vg, -+ ,v,] de S, como sendo o conjunto

{aovo+-~~+amvm\2ai:1 e a; > 0 para todoigm}
i=0
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Assim, podemos definir os simplexos euclidianos.

Defini¢ao 3.1.6 (Simplexo euclidiano). Dados n + 1 pontos {v;}, € R™ em posicao geral,
definimos um n—simplexo euclidiano o™ com respeito aos pontos vy, --- ,v,, como o fecho
convexo o™ do conjunto {vg, - ,v,}. O

Afim de fixarmos a nomenclatura, definimos os vértices e faces de um simplexo.

Definigao 3.1.7 (Vértice e Face). Dado um simplexo euclidiano o = [vg, - -« , v,], definimos
os vértices de o, como os pontos v; com ¢ < n. Além disso, também definimos uma face de o,
como o fecho convexo de qualquer subconjunto ndo-vazio de {vg, -+, v} U

Além disso, definimos a dimensdo de um simplexo.

Definicao 3.1.8 (Dimensao de um simplexo euclidiano). Dado um simplexo euclidiano o =
[vo, - -+, v,), definimos a dimensdo de simplexo euclidiano de o como sendo n. O

Com tais simplexos, finalmente definimos os complexos simpliciats.

Definicao 3.1.9 (Complexo Simplicial). Dada uma colecdo de simplexos euclidianos K, di-
zemos que K é um complexo simplicial,

(i) se 0 € K e 7 é uma face de o, entdo 7 € K,
(i) se 0,7 € K tais que o N7 # (), entdo a intersecdo é uma face de o e 7,

(iit) para todo o € K, existe uma vizinhanca U de o que intersecta apenas finitos simplexos

de K.
Além disso, chamaremos de i—esqueleto de K o conjunto K de todos os simplexos o € K
com dimensao menor ou igual a 7. U
U2
€1
€3
U1
€9 Vs
K = {0-77—} K = {0—76176271)1}

Figura 3.1: Contra-exemplos de Complexos Simpliciais devido as condicées (i) e (ii).

Observacao 3.1.10. A dltima condicdo pode ser reescrita ao falar que a colecao dos simplexos
formam uma cobertura localmente finita. Essa condicdo, algumas vezes desprezada garante
que tais objetos sejam localmente compactos e assim a manteremos.
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No caso de um complexo simplicial K, o conceito de dimensdo é dado abaixo.

Definicao 3.1.11 (Dimensao de um complexo simplicial). Dado um complexo simplicial K,
definimos a dimensdo de K, como o méximo das dimensdes de seus simplexos. O

Uma importante subestrutura de um complexo simplicial sao os subcomplexos.

Definicao 3.1.12 (Subcomplexo). Dado um complexo simplicial K, definimos um subcomplexo
L de K, como uma subcolecao de K que também é um complexo. U

Em muitos casos, nao temos que um complexo é um subcomplexo de outro, mas é de certa
forma, apenas um subcomplexo mais 'refinado’

Definicao 3.1.13 (Subdivisdo de um complexo). Dado um complexo simplicial K, definimos
uma subdivisdo L de K, como sendo um complexo simplicial tal que:

(i) todo simplexo de L estd contido em um simplexo de K,
(ii) todo simplexo de K é uma unido de simplexos de L.

0

Observagao 3.1.14. Note que no que tange os conjuntos e até mesmo os espacos topolégicos,
se L é um subdivisdao de K, entdao ambos sao iguais. A diferenca de fato estd apenas na
forma como 'triangulamos’ tais espacos.

Além disso, temos os sequintes mapas entre complexos.

Definicao 3.1.15 (Funcao Simplicial). Dados dois complexos simpliciais K e L, definimos
uma fung¢do simplicial f : K — L, como uma funcdo tal que para todo o € K, temos que
f(o) € L. O

Observacao 3.1.16. Note que podemos munir a unido de todos os elementos de um dado
complexo simplicial com a topologia de subespaco do seu espaco ambiente. De fato, o faremos
com frequéncia e interpretaremos tanto o espago quanto o conjunto como o dito complexo
simplicial.

Considerando a observacao acima, podemos pensar nos subespacos de um dado complexo
que gostarlamos de pensar como um subcomplexo.

Com isso em mente, temos uma nocao adequada de morfismo entre os espacos dos com-
plexos simpliciats.

Definicao 3.1.17 (Mapa Linear por Partes). Dados dois complexos simpliciais K e L, defi-
nimos um mapa linear por partes entre os complexos, como uma funcdo continua f: K — L
tal que existe uma subdivisdo K’ de K e uma subdivisdo L’ de L tal que f: K’ — L' é um
mapa simplicial. U

No contexto da homologia simplicial, esses sao os mapas relevantes. De fato, toda a infor-
macao apresentada nessa secdo introduz o necessario para tratarmos da homologia simplicial
detalhada no apéndice.
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3.2 Grafos Topoldgicos

Definicao 3.2.1 (Grafo). Dado um complexo simplicial GG, o chamaremos de grafo se G for
um complexo simplicial de dimensdo menor ou igual a 1. U

Observagao 3.2.2. Observe que nao excluimos a possibilidade de um grafo ter apenas vértices
e nenhuma aresta.

De fato, nesse texto nos preocuparemos apenas com complexos simpliciais que sdo grafos.
Assim, introduziremos aqui algumas classes de grafos, bem como uma série de nomenclaturas
afim de trabalharmos com tais objetos ao longo do texto.

Definigao 3.2.3 (Aresta). Dado um grafo G, definimos uma aresta de G, como sendo um
1—simplexo de G. Assim, denotaremos por E(G) o conjuntos das arestas de G e diremos que
se e = [vg, v1], entdo e é uma aresta entre vy e vy, ou ainda, e incide sobre tais vértices. [

Sendo assim, temos duas medidas de um grafo associadas aos vértices e as arestas.

Definicao 3.2.4 (Ordem e Tamanho). Dado um grafo G, definimos a ordem de G, como a
cardinalidade do conjunto V(G) de vértices de G. Além disso, definimos o tamanho de G,
como a cardinalidade de E(G). O

Além disso, temos os famosos nimeros de Betti.

Definicao 3.2.5 (NuUmeros de Betti). Dado um grafo G, definimos o n—numero de Betti
b.(G), como

IC(G)], sen =0,
bn(G) = FIE@G)+[C(G) = V(G)], sen=1
0, caso contrario,
onde |C(G)| denota o niimero de componentes conexas de G. O

Nessa linha, também podemos ainda associar uma grandeza a cada vértice, a valéncia de
vértices. Além do mais, podemos destacar alguns vértices com respeito a sua valéncia.

Definicao 3.2.6 (Valéncia de um vértice). Dados um grafo G' e um vértice v em G, definimos
a valéncia n(v) de v, como sendo o nimero de arestas de G' que estdo entre v e algum outro
vértice. U

Definigao 3.2.7 (Vértice Essencial). Dado um vértice v em G, o chamaremos de vértice
essencial se n(v) > 3.
Além disso, denotaremos por m(G) o nimero de vértices essenciais de G. U

Observacao 3.2.8. Note que tais definicdes apenas imitam as nocdes da teoria de grafos
usual. Nessa vertente, é possivel observar que nossos grafos nao permitem loops, i.e. arestas
em que ambos os vértices incidentes sdo iquais. Além disso, também nao permitimos multia-
restas entre dados dois vértices fixos jd que entre dois vértices existe apenas um 1—simplexo
associado. Assim, todos os nossos grafos sao simples. Apesar disso, muitas vezes nos im-
portaremos com a estrutura topoldgica dos grafos e ndo a simplicial, logo também podemos
atacar os grafos ndo-simples em muitos momentos do texto.

Com isso, destacaremos uma séries de grafos.



3.2. Grafos Topoldgicos 31

Definicao 3.2.9 (Ciclico Padrao). Dado um grafo G, o chamaremos de ciclico padréo se
E(G) =V(G) =3, te. G é um grafo com apenas trés vértices e trés arestas. O

E facil ver que o grafo ciclico padréo é um espaco homeomorfo ao circulo S'. Intuitivamente,
tal grafo é o menor grafo (em tamanho e ordem) que satisfaz essa propriedade. Assim,
definiremos os outros grafos com tal propriedade.

Definicao 3.2.10 (Grafo ciclico). Dado um grafo GG, o chamaremos de ciclico se G for uma
subdivisao do grafo ciclico padréo. U

C '’

Figura 3.2: Grafo ciclico padrdo C' e um grafo ciclico C".

Definicao 3.2.11 (Segmento). Dado um grafo GG, o chamaremos de segmento se G for uma
subdivisao do grafo com apenas uma aresta. O

Definicao 3.2.12 (Grafo Y). Dado um grafo GG, o chamaremos de grafo Y se G tiver 4 vértices
Vg, * -+ , U3 NOS quais vy é um vértice de valéncia 3, enquanto os outros vértices sdo univalentes.
O

Esses ultimos grafos sdo exemplos de uma classe ainda maior de grafos.

Definigao 3.2.13 (Arvore). Dado um grafo G, o chamaremos de drvore se G for conexo e néo
contiver um subgrafo ciclico. O

Figura 3.3: Segmento S e grafo Y, ambos exemplos de arvores.

Definicao 3.2.14 (Raiz). Dado um vértice v de uma arvore I', o chamaremos de raiz de I" se
n(v) =1 O

Sendo grafos, e em geral complexos, uma reunido de n—simplexos euclidianos, todas pro-
priedades topoldgicas satisfeitas por tais simplexos que sdo preservadas por unides, também
sao propriedades de nossos complexos simpliciais. Assim, naturalmente temos uma série de
invariantes sobre os complexos simpliciais em geral.
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Proposicao 3.2.15. Se K é um complexo simplicial, entdo K é:
(i) Hausdorff,
(i) localmente conexo por caminhos,
(iii) compacto, e portanto localmente compacto e paracompacto.

Observagao 3.2.16. De fato, usando essa mesma ldgica, podemos concluir que um complexo
simplicial satisfaz o sequndo axioma de enumerabilidade e é regular. Assim, pelo Lema de
Urysohn temos que os complexos simpliciais sdo metrizdveis. Além disso, a condicao de
finitude que impusemos aos complexos garante ainda que a topologia induzida pela métrica
é¢ a mesma da topologia de subespaco que equipamos os complexos. Apesar disso tudo,
evitaremos lidamos com a estrutura métrica dos complexos durante esse texto.

Um resultado menos trivial sobre os complexos é o chamado teorema de cobertura de
Lebesque provado em sua tese.

Teorema 3.2.17 (Lebesgue 1902). Seja K um complexo simplicial n—dimensional, entdo
dim(K) = n.

Corolario 3.2.18. Se G é um grafo, entdo dim(G) = 1.
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Capitulo 4
Espacos de Configuracoes

Comegamos esse capitulo introduzindo o conceito dos espacos de configuragdes que serao os
espacos ideais para estudarmos o problema de movimento simultdneo sem colisdes em um
dado espaco. Além disso, nas secoes sequintes restringimos cada vez mais nossa atencao
a espacos de configuracdes sobre grafos e depois sobre arvores, concluindo fatos sobre a
conexidade e tipo homotdpico nesses casos.

4.1 Configuragoes ordenadas e nao-ordenadas

Definicao 4.1.1 (Espago de Configuragdes). Dados um espaco topoldgico X e um inteiro
n > 1, definimos o espaco de configuragées C'(X,n) de n pontos em X, como o seguinte
conjunto munido da topologia de subespaco de X™:

C(Xvn) :{(xlv"' axn) e X" | xi;«éxj,casoi%j}.
U

Assim, perceba que o espaco de configuraces C(X,n) é um espaco natural para o
problema de se tomar n pontos distintos em X. Apesar disso, note que se = = (zq,- -+ ,x,) €
C(X,n), entao qualquer permutacao das coordenadas de z corresponde a um ponto diferente
em C(X,n). Para registrarmos apenas uma escolha de pontos {z1,---,x,} distintos em
X sem um ordenacdo especifica, podemos pensar nos elementos de C'(X,n) a menos de
permutacdes. Para isso, introduzimos uma acdo do grupo de permutacées S, em C (X, n).

Lema 4.1.2. Se z = (21,--- ,z,) € C(X,n) e ¢ é a funcdo ¢ : S, x C(X,n) — C(X,n)
tal que:
Qb(O', JZ) = (:L‘U(l)a to ;mo(n))y

entdo ¢ define uma acédo continua de S,, em C(X,n).
Demonstragao: De fato ¢ é uma acdo ja que ¢(id,x) =z e
(b(O-Q’ ¢(017 LU)) = ¢(027 ($01(1)7 T 7x0'1(n)))

- (x02001(1)7 T ax02001(n))
= ¢(o9 001, ).
Além disso, ¢ é um mapa continuo entre o espaco discreto S,, e C(X,n). Para ver isso,

basta mostrarmos que ¢, = ¢(o,-) : C(X,n) — C(X,n) é continuo para todo o € S,,. De
fato, como o mapa ¢, é definido com:
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§ba($1a e 7'Tn) = (:EO'(l)?' o 7x0(n))7

temos que @5 = Ty(1) X -+ X Ty(ny, NO qual m; é a projecdo no i—eésimo fator de X™, restrito
ao espaco de configuracoes. Assim, ¢, é continuo, bem como a acdo definida. |

Definicao 4.1.3 (Agao por permutagdes). Dados um espaco X e um inteiro n > 1, definimos
a n—agdo por permutagdo ¢, em X, como a acao ¢ de S, em C(X,n) introduzida acima.
O

Definicao 4.1.4 (Espago de Configuragoes ndo-Ordenado). Dados um espaco topoldgico
X e um inteiro n > 1, definimos o espaco de configuragcées ndo-ordenado U(X,n) de n
pontos em X, como o espaco de drbitas C'(X,n)/S,, do espaco de configuracoes C'(x,n) sob
a n—acao por permutacoes ¢@,,. U

Proposicao 4.1.5. Se X é um espaco Hausdorff, entdo a n—acdo por permutacao ¢, em X
é descontinua para todo n > 1.

Demonstracdo: Primeiramente, note que como X é um espaco Hausdorff, X™ também é.
Aliado ao fato que todo subespaco de um espaco Hausdorff é Hausdorff, temos que C'(X,n)
é um espaco Hausdorff.

Com isso, como S,, é um grupo finito e sabemos que a acdo por permutacées é continua,
podemos usar o Lema 1.4.12 para concluir que a acdao por permutacoes é descontinua. |

Assim, diretamente da proposicdo 1.4.13 temos o sequinte coroldrio.

Corolario 4.1.6. Se X é um espaco Hausdorff, entdo o mapa quociente ¢ : C(X,n) —
U(X,n) tem a propriedade de levantamento de caminhos.

Finalizamos essa secao com um outro resultado sobre o espaco de configuracdes ordenado
de um espaco Hausdorff.

Lema 4.1.7. Se X é um espaco Hausdorff, entdo C'(X,n) é um subespaco aberto de X™.

Demonstracdao: Note que dada uma configuracdo = = (xy1,---,2,) € C(X,n) qualquer,
temos n vizinhancas U; de x;, duas a duas disjuntas entre si, jd que X é Hausdorff. Assim,
U =1]]U; é um aberto de X" e U C C(X,n). Logo, U é vizinhanca aberta de z em C(X,n)
e o espago de configuragdes é um subespaco aberto de X™. |

4.2 Conexidade em Espacos de configuracoes de Grafos

Nessa secao trataremos dos espacos de configuragdes de grafos, em particular focaremos nas
propriedades de conexidade de tais espacos.

Porém, antes disso comecamos com um pequeno resultado sobre a conexidade dos espacos
de configuracdes em geral.

Proposicao 4.2.1. Se X é um espaco tal que C(X,m) é conexo, entdo C'(X,n) é conexo
para todo n < m.
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Demonstragdo: Note que como n < m, o mapa p : C(X,m) — C(X,n) definido abaixo é
cont(nuo,
p($1a"' yLpy o axm) = (mla"' 71771)-

Assim, sendo p uma sobrejecdo, temos que C(X,n) também é conexo, j4 que funcdes
cont{nuas preservam conexidade. |

Analogamente, temos tal resultado para a conexidade por caminhos.

Proposicdo 4.2.2. Se X é um espaco tal que C'(X, m) é conexo por caminhos, entdo C(X,n)
é conexo por caminhos para todo n < m.

Como veremos, para 0s nossos propositos tais nogdes de conexidade serao equivalentes.
Antes disso, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.2.3. Dado o intervalo I, temos que C'(I,n) é desconexo por caminhos para todo
n > 2. Para ver isso, pela contra-positiva da proposicao 4.2.2, basta mostrarmos que C(I,2)
é desconexo por caminhos.

De fato, se (z,y) € C(1,2), entdo ndo existe caminho entre tal ponto e (y,x). Se por
absurdo existisse tal caminho v em C([,2), terlamos que v = (71,72) com 1 (t) # ¥a(t),
para todo t. Se supusermos, sem perda de generalidade que x < y, entdao y1(t) < (1),
pelo teorema do valor intermedidrio. Assim, temos um absurdo j& que 1(1) =y e (1) = .
Portanto C'(1,2) é desconexo por caminhos e também é o caso de C(I,n), para n > 2.

Exemplo 4.2.4. Dado o circulo S*, temos que C(S*,n) é desconexo por caminhos para todo
n > 3. Para isso, analogamente ao exemplo acima, argumentamos que C(S',3) é desconexo
por caminhos.

Para ver isso, note que se (z,y, z) € C(S!,3), entdo ndo existe um caminho que o liga ao
ponto (z, z,y). Isso vem do fato que fixada uma orientacdo em S* compativel com = < y < z,
temos que um caminho v = (7y1,72,73) entre as triplas citadas teria que trocar a orientacao
em algum momento do caminho, assim existiria um ¢y € I tal que ~;(to) = 7;(to) com ¢ # j,
um absurdo j& que y(t) € C(S!, 3).

Como comentado, mostraremos que em espacos de configuracoes de grafos, o conceito de
conexidade por caminhos é equivalente ao de conexidade. Para isso, mostraremos que tais
espacos de configuracdes sao localmente conexos por caminhos.

Lema 4.2.5. Se G é um grafo, entdo o espaco de configuragdes C(G,n) é localmente conexo
por caminhos.

Demonstragao: Sabemos pelo lema 1.1.4, que todo subespaco aberto de um espaco localmente
conexo por caminhos é localmente conexo por caminhos. Como G é localmente conexo por
caminhos, G™ também é. Portanto, sendo G Hausdorff, temos o que querlamos com o lema
41.7. [

Assim, com o lema 1.1.3, temos o seguinte corolario.

Corolério 4.2.6. Se G é um grafo, entdo C'(G,n) é conexo se e somente se C(G,n) for
conexo por caminhos.

Exemplo 4.2.7. Dados o intervalo I e o circulo S*, temos que C(I,n) e C(S',n + 1) séo
desconexos para todo n > 2.
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Analogamente ao caso dos espacos de configuracoes ordenados, temos a conexidade local
nos espacos nao-ordenados.

Lema 4.2.8. Se G é um grafo, entdo o espacgo de configuracées U(G, n) é localmente conexo
por caminhos.

Demonstragdo: Tome [z1,--- ,x,] € U(G,n) qualquer. Como C(X,n) é localmente conexo
por caminhos, sabemos que existe vizinhanca U de (z1,--- ,z,) que é conexa por caminhos.
Assim, note que [z1,---,2,] € q(U), onde g é a projecao candnica dos espagos de configu-
racoes. Como tal projecao é definida pela a acao de grupos, temos que tal mapa é aberto
com a proposicdo 1.4.10 e assim ¢(U) é uma vizinhanca aberta de [z, -, z,]. Além disso,
a conexidade por caminhos é preservada por quocientes, logo ¢(U) é uma vizinhanca conexa
por caminhos de [z1,--- ,z,] e portanto U(G,n) é localmente conexo por caminhos. ]

Corolario 4.2.9. Se G é um grafo, entdo U(G,n) é conexo se e somente se U(G,n) for
conexo por caminhos.

Sendo assim, temos que a conexidade dos espacos de configuracdes ordenados ou ndo-
ordenados, pode ser aferida com a conexidade por caminhos e vice-versa, fato que nao é
verdade em espacos gerais. Finalizamos a secao dando as condicoes necessdrias e suficientes
para que uma dessas propriedades de conexidade (e portanto ambas) seja satisfeita em termos
do grafo no qual tomamos os espacos de configuragoes.

Lema 4.2.10. Se G é um grafo com ao menos uma aresta ou n + 1 vértices, entao U(G,n) é
conexo se e somente se GG é conexo.

Demonstragao: Suponha que G é desconexo. Assim, existem x; e x5 em componentes conexas
distintas de G. Tomando x3,--- ,x,+1 pontos distintos de G, temos que ndo existe caminho
entre [x1, 23, ,Tpi1] € [T, 23, ,Tpy1] em U(G,n). Se existisse, pelo corolario 4.1.6
terfamos um caminho entre (21,23, , Tpt1) € (To(2), To(3), " s To(nt1)) Para algum o € S,
um absurdo j& que indutivamente isso significa a existéncia de um caminho de z; para xs.

Para a volta, supondo que G é conexo e tomando x = (21, ,2,) € ¥y = (Y1, ,Yn)
em C(G,n), concluiremos a prova ao mostrar que existe um caminho em U(G,n) ligando [z]
e [y] juntamente do corolario 4.2.9.

Para isso, faremos uma prova por inducao na quantidade r(x,y) de coordenadas distintas
entre z e y, Le. a cardinalidade de {z;}\{y;}. Note que se r(z,y) = 0, entdo [z] = [y]
e assim tomamos o caminho constante. Se r(z,y) > 0, entdo existe ao menos um xy e
um y; tais que xx & {vi} e i & {x;}. Construiremos um caminho entre [z] e [2/] =
[T1, X1, Y1, Tht1, " -+, Tn) €M U(G,n) e como r(z',y) < r(x,y), pela hipétese indutiva
tertamos um caminho entre [2/] e [y]. Assim, a concatenacdo entre tal caminho e o construido
nos permite concluir a prova.

Como G é conexo, existe um caminho 7 entre xj e y;. Note que em I existem subconjuntos
I; nos quais y(I;) = z; (ndo excluimos a possibilidade de tais I; serem vazios). Todos tais
subconjuntos sao compactos e portanto defina ¢; = max I; para todo intervalo nao-vazio e
to =0 Set;, <--- <t ¢éuma ordenagdo para o conjunto {t;} € I, entdo podemos
construir o caminho 7, em G™ tal que 7, é o caminho 7|y, 1] Na jm-ésima coordenada e
constante em todas as outras coordenadas de x. Ou seja, construimos um caminho entre x e

(l’l, Xy 1, Y T 1, 7xn)'
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Figura 4.1: Caminho 7 entre zj e y;.

Continuamos o processo definindo os caminhos 7;.,, como os caminhos que comegam
onde 7,41 terminam e levam a coordenada j; para o ponto x, . Isso é feito com o caminho
7, te. 7; é o caminho 7|y, +,+1] Na coordenada i e constante nas outras coordenadas. Assim,
a projecdo da concatenacdo v, * Ym_1% - -+ * Y1 * Yo € um caminho entre [z] e [2/] j& que por
construcao a concatenacdo é um caminho em C'(G,n). Como discutido, isso conclui a prova.

[

Teorema 4.2.11 (Abrams 2000). Seja G um grafo com ao menos uma aresta ou n vértices.
Entdo o espaco de configuracoes C(G,n) é conexo se, somente se G é conexo e

(1) n=1, ou
(2) n=2e G nao é um segmento, ou

(3) n>3e G nao é um segmento ou um ciclo.

Demonstracdo: Caso G tenha exatamente n pontos, entdo C'(G,n) é conexo se e somente
se n =1 que por sua vez é equivalente a dizer que G é conexo, jd que C(G,1) = G. Assim,
resta provar o caso que GG tenha mais que n pontos.

Se C(G,n) for conexo, entdo U(G,n) também é, j& que o quociente ¢ : C(X,n) —
U(X,n) é trivialmente sobrejetivo. Assim, pelo lema 4.2.10 temos que G é conexo. Portanto
basta mostrarmos que vale ao menos um dos trés itens do enunciado. Se por absurdo nédo
valesse, tertamos que n =1, n = 2 e G é um segmento ou n > 3 e G é um segmento ou
um ciclo. Naturalmente, no primeiro caso o absurdo vem do fato que C(G,1) = G. Como em
ambos os ultimos casos temos que C (G, n) é desconexo pelos exemplos 4.2.3 e 4.2.4, também
temos um absurdo e de fato vale a ida.

Para a volta, assumindo que G é conexo, temos que o primeiro caso é trivial j& que
novamente, C'(G,1) = G. Ja para os dois Ultimos casos, podemos aproveitar o lema 4.2.10
para concluir que U(G,n) é conexo e assim, basta mostrar que um ponto (xy,--- ,x,) é
conectdvel a todos os seus conjugados (Z4(1), - - , Zo(n)) COM 0 € Sy, j& que assim poderiamos
usar a propriedade de levantamento de caminhos de ¢ : C(X,n) — U(X,n) do corolério
4.1.6 e criar um caminho em C(G,n) entre quaisquer dois pontos.

Caso (2), temos que G é um ciclo ou tem um vértice essencial v € G. Em ambos os casos,
é facil construir um caminho que leva uma dupla (z1,x3) a (x,21) em C(G,2).
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Caso (3), temos que G contém um vértice essencial v € G. Portanto, existem d > 3 arestas
em G que incidem sobre v. Como G é conexo e Hausdorff, toda configuracao (zq,--- ,x,)
pode ser levada para uma aresta a; incidente de v, por um caminho em C(G,n). Assim,
podemos mostrar apenas que duas configuracdes conjugadas em C'(ay,n) sdo conectaveis por
um caminho em C(Ua;, n).

yrrryr

Figura 4.2: Caminho correspondente a permutacao (123).

Note que, se (z1,--+,x,) € C(a1,n), podemos trocar a ordem das duas primeiras co-
ordenadas com duas outras arestas ay e az incidentes a v. Além disso, também podemos
conectar (1, ,2,) a (zp, 21, ,x,—1). Para isso, podemos primeiramente mover os pon-
tos x1,--- ,T,_1 para a aresta as e depois mover o ponto x,, para a aresta az. Depois disso,
voltamos x1,--- ,x,_1 para a aresta original e assim finalizamos com o retorno de z,,. Por-
tanto, criamos um caminho entre (z1, -+ ,xy,) e (Tp, Z1,*+ , 1) em C(Ua;,n). Como S, é
gerado pelas permutagoes (12) e (12---n), temos que todo ponto em C(ay,n) é conectdvel
ao seu conjugado em C(Ua;, n). Logo, C(G,n) é conexo, como queriamos demonstrar. [

Uma outra forma que a conexidade do grafo nos traz informacoes topoldgicas sobre o seu
espaco de configuracoes é a sequinte.

Proposicdo 4.2.12. Se G é um grafo conexo, entdo C(G,n) é vazio ou um subespaco denso
de G™ para todo n > 0.

Demonstragao: Como G é conexo, G tem ao menos uma aresta ou tem apenas um vértice.
Caso G tenha apenas um vértice, C(G, 1) = G e portanto o espaco de configuracdes é denso
em G ou C(G,n) = 0 caso n > 1. Assim, basta provarmos o resultado no caso em que G
tem ao menos uma aresta.

Seja x um ponto (z1,---,z,) € G"\C(G,n). Assim, sem perda de generalidade assu-
mimos que x; = x2. Provaremos que C(G,n) é denso em G™ ao construir uma sequéncia
(y:)ien em C(G,n) que converge para x. Como G é conexo, existe um caminho =y entre
g € G\{z1, - ,z,} e x1. Note que z( existe j& que G tem ao menos uma aresta. Nesse
caminho, existem momentos t, t; tais que tg = max{t € I | v(t) = x; para algum i < n} e
ty =min{t € I | y(t) = z1}.

Assim, Y|,y define o pedago de um caminho aberto que converge para y(t;) = ;.
Trivialmente, conseguimos uma sequéncia (y;);eny de pontos em G\{z1,,z,} que converge
para z1. Logo, definindo por y a sequéncia de pontos em G™ que é igual a sequéncia (¥;)ien
na primeira coordenada e constante igual a z; nas i—ésimas coordenadas ¢ > 1, temos que
y é uma sequéncia em C(G,n) que converge para x, como queriamos demonstrar. |

Assim, nesses casos concluimos que C(G,n) é sempre localmente compacto.

Proposigao 4.2.13. Se G é um grafo conexo, entdo C'(G,n) é localmente compacto.
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Demonstragdo: Se G tem ao menos uma aresta, sabemos que C'(G, n) é denso em G™. Assim,
por definicao C(G,n) é localmente fechado em G™ se e somente se C'(G,n) for aberto em
G". Isso de fato é verdade ja que G é um espaco Hausdorff. Sendo assim, usando o lema
1.1.8, temos que C'(G,n) é localmente compacto.

Naturalmente, se G tiver apenas vértices C'(G,n) é denso ou vazio em G™. De qualquer
modo, podemos sequir com o mesmo argumento. [

4.3 2-Espaco de configuracoes de arvores

Quando nos restringimos aos grafos que sao drvores, conseguimos diversos resultados sobre
a teoria dos espacos de configuracdes de tais espacos que nao tinhamos antes. Nessa secao,
veremos um resultado desse tipo. Em particular, veremos que se I' é uma arvore com vértice
essencial, entdo o 2—Espaco de Configuracées é homotopicamente equivalente a uma classe
de grafos.

Seja I uma &rvore e fixe uma raiz ugy. Assim, para todo vértice v € I', existe um Unico
caminho minimal ligando v a ug. Com isso, destacaremos uma subcolecao de arestas.

Definicdo 4.3.1 (Aresta Ascendente). Dada uma arvore I' com raiz uy, chamaremos uma
aresta e € I' de ascendente com respeito a um vértice v # ug, se o caminho minimal entre v
e ug nao contém e.

Algumas vezes, denotaremos por €’ uma aresta e ascentende com respeito a um vértice v.
O

Assim, definimos o util grafo Qr.

Definicao 4.3.2 (Grafo Qr). Dada uma drvore I' com ao menos um vértice essencial, definimos
o grafo Qr como o grafo com uma colecao C' de segmentos de duas arestas entre dois vértices
{A, B} fixos de Qr. Além disso, pedimos que o conjunto C' esteja em bijecdo com o seqguinte
conjunto

{(v,el,eg) | v € VE(G) e €], ej arestas ascendentes distintas e incidentes a v},

onde Vg(G) denota o conjunto dos vértices essenciais de G. O
551762
€2
v a A B
r Qr
Uo

Figura 4.3: Construcao do Grafo Qr.

Como descrito, o objetivo dessa secdo é apresentar o seqguinte teorema e seus resultados.
Para isso, separaremos a prova do teorema para a proxima secdo. Isso é feito ja que a prova do
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mesmo é de certa forma 'grande demais’ e atrapalharia o teor ferramental no qual usaremos
esse resultado.

Teorema 4.3.3. Seja I' uma drvore com ao menos um vértice essencial. Assim, C(I',2) ~y Qr.
Como consequéncia da definicao acima temos o seqguinte resultado.

Proposicao 4.3.4. Se I' é uma drvore com vértice essencial, entdao Qr tem exatamente
2) (n(v) =2)(n(v) — 1)

arestas, no qual v corre nos vértices essenciais de I'.

Demonstragdo: Note que pela defini¢do de Qr, basta provarmos que tal grafo tem ) (n(v)—
2)(n(v) — 1) segmentos entre os vértices A e B, ou ainda que tal valor é a cardinalidade do
conjunto

{(v,el,eg) | v € Vg(G) e e}, ey arestas ascendentes distintas e incidentes a v}.

Isso é facil ver j& que para todo vértice essencial v existem n(v) — 1 arestas ascendentes e
incidentes a v. Assim, o numero de duplas distintas de tais arestas ascendentes e incidentes
a v éigual a

2 (n(v) = 1(n(v) = 2).

Somando todos os casos para os diferentes vértices essencias temos o que queriamos. W

Com o resultado acima, naturalmente temos o 1—numero de Betti dos grafos Qr.

Lema 4.3.5. Se I é uma darvore com vértice essencial, entdo

bi(@r) = D _(n(v) = 2)(n(v) 1) - 1.

(2

Demonstragdao: Como Qr é conexo, temos que C(Qr) = 1. Além disso, por construcdo, a
ordem |V (Qr)| de Qr é igual a

24> (n(v) = 2)(n(v) - 1).
Com o resultado anterior, temos

(@) =2( Slat0) -2y - 1)) +1- (24 NUCRLTCE )

v

= > _(nw) =2)(n(v) 1) - 1.

[
De fato, tais resultado nos permite concluir uma série de outros fatos que nos serdo Uteis
para a prova do resultado principal desse texto.

Corolério 4.3.6. Se I',T" sdo drvores tais que I tem ao menos um vértice essencial e
a: I'" — T" uma imersdo de grafos, entdo a inclusao natural o : C(I",2) — C(I',2) induz
um monomorfismo o, : Hy(C(I",2)) — H,(C(T,2)).
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Demonstragdo: Dado o teorema 4.3.3 acima, temos que a imersdo topoldgica o/ induz uma
imersdo entre os grafos Qs e Qpr. Assim, temos o que queramos com o coroldrio 7.59. W

Corolério 4.3.7. Se I" é o grafo Y, entdo Hy(C(I",2

,2); R) = R e toda imersdo topoldgica
a: I — I determina um gerador do médulo H;(C(T',2

); R).

Demonstragdo: Diretamente do teorema 4.3.3 temos que H1(C(I",2); R) = R, j4 que Qy ~g
St. Além disso, H,(C(T,2); R) = H,(Qr; R) = RP, onde b é o primeiro nimero de Betti de
Qr. Assim, cada coordenada em R’ é determinada por um segmento em Qr que por sua vez
é associado a algum vértice essencial em I.
[
O propésito de estudarmos o 2—espaco de configuragdes é maior do que simplesmente o
conhecimento do tipo de homotopia no caso n = 2. Apesar de realmente usarmos explicita-
mente esse caso, em grafos conseguimos relacionar o 2—Espaco de Configuragdes com seus
analogos de dimensao maior. Um forma de fazé-lo é como abaixo.

Lema 4.3.8. Se I' é um grafo com vértice univalente e n,m sao inteiros tais que m > n,
entao:

p:C(I,m)— C(I,n)

(xla"' y Lpy s Jxm) — (xla"' 7xn>
é uma dominagdo, i.e. existe um g : C(I',n) — C(I',m) tal que p o q ~p ide(rn).

Demonstragao: Seja uy um vértice univalente de I'. Logo, sem perda de generalidade tome
uma vizinhanca U de ug pequena o suficiente para que IV = I'\U seja homeomorfo a I'. Além
disso, fixe m — n pontos distintos a1, -+, a, em U e defina:

s:C(T",n) = C(T',m)

(Zla"' 7Zn> — (zla"' y Zny Qn41, 7an’)-

Assim, note que po s é a inclusdo de C(IV,n) em C(I',n). Além disso, pela construcao
de I'" existe um retrato de deformacédo H : C(I',n) x I — C(I',n) de C(I',n) em C(I",n).
Portanto, ao definirmos ¢ = s o H(—, 1), temos que H é naturalmente uma homotopia
entre po q e idc(r p). [

Ainda nesse sentido, é de interesse a classificacdo homotépica dos espacos de configu-
racoes de drvores (como em Ghrist, Litgehetmann e Recio-Mitter). Uma importante vitdria
nesse sentido € a seguinte generalizagao do resultado acima.

Teorema 4.3.9 (Ghrist 1999). Seja Y* um grafo com k + 1 vértices e k arestas, todas

incidentes a um mesmo vértice vy € Y*. Assim, C(Y*,n) é homotdpico a um grafo G com
b1(G) tal que

(n+k—2)!

o (k=2 =k 1),
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4.4 Tipo Homotopico de C(I',2)

Como discutido, nessa secdo provaremos o teorema 4.3.3. Para isso, quebraremos nossa prova
em diversos lemas. A prova da equivaléncia homotdpica serd realiza com a construcao de
outros dois espacos intermedidrios nos quais provaremos que ambos nao sé tém o mesmo tipo
homotdpico entre si, mas entre o espaco C(I',2) e o grafo Qr. Vejamos como construi-los.

Durante toda essa secdo fixaremos uma arvore I'. Além disso, sabemos que existe ao
menos um vértice univalente em I'. Seja up um vértice com tal valéncia. Também temos que
dados quaisquer pontos x,y em I' existe um caminho minimal que os liga. Seja 7, a imagem
de tal caminho e 7, a imagem do caminho que liga o ponto x a raiz ugy. Outrossim, como
up € univalente, existe uma Unica aresta ey incidente a ug e assim denote por uy um ponto
interior a tal aresta.

Além disso, definiremos os seguintes conjuntos:

U={(z,y) € CI,2) |y &%},
V={(z,y) € C(I,2) | x & v, }.
Lema 4.4.1. O conjunto {U,V'} é uma cobertura aberta de C (T, 2).

Demonstragdo: Seja (z,y) um ponto qualquer de C(I',2). Note que se (z,y) € U entdo
Y € V. Assim, existe to € I tal que v,(to) =y e temos que v, = Vzlit,1- Portanto = & v, e
(x,y) € V. Logo, UUV = C(T,2).

Além disso, U e V sdo naturalmente abertos. Isso vem do fato que I'" é Hausdorff, logo se
por exemplo y & 7,, entdo existem vizinhancas V, e V, de x e y, respectivamente, tais que
V, € v para todo 2’ € V,. Assim, V,, x V,, é vizinhanca de (z,y) em U. Por um argumento
andlogo, temos que V' também é aberto. |

Lema 4.4.2. Os conjuntos U e V' sdo contrateis.

Demonstracdo: Primeiramente provaremos que U é contratil em C(T",2). De fato, temos que
F:Ux1I — C(I',2) definido como abaixo é um mapa tal que F(u,0) = v e F(u,1) =
(uo, up),

F((z,9),t) = (v (01(2)), vy (02(1))),

nos quais v; : I — I sdo as sequintes funcoes.
2r, caso 0 <z <1/2
v () =
1, «casol/2<xz<1.

() 0, caso 0 <z <1/2,
vy(x) =
? 2 —1, caso1/2 <z <1.

Efetivamente, o que o mapa F' faz é primeiro mover x para wuy e depois y para wy,.
As funcoes v; tem o proposito de garantir que tais movimentos nunca se cruzem jd que
'Vyug(o) =y &y ev(l)=u & Yyuy-

Como w;'s sdo continuas e o mapa x +> 7, é continuo j& que I" é uma drvore e portanto
contratil, as composicdes e o produto também sdo, ou seja, F' é continua. Assim, temos que
F' é uma homotopia e U é contratil. Analogamente, V' é contratil. [
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Observe que se (z,y) e UNV, entdo x & 7, e y & v, Com isso, conseguimos garantir
que os caminhos minimais 7, e 7, se encontram em um vértice essencial v. Isso vem do fato
que up € Yz Ny, e assim tais caminhos se encontram e portanto o fazem em algum vértice.
Além disso, esse vértice nao pode ser a raiz jd@ que como uy € univalente, a aresta eg e o
outro vértice incidente a ey também estdo contidos em ambos os caminhos. Ainda matis, como
(x,y) € UNYV, temos que os caminhos ndo podem percorrer as mesmas arestas desde o
inlcio. Assim, existe um vértice v no qual os caminhos se encontram, mas que cada caminho
vem de uma aresta diferente, digamos e e €.

Figura 4.4: A configuragao (z,y) estd em W ¢, ¢,.

Esse tratamento da intersecdo inspira a definicdo do sequinte conjunto. Denotaremos por
Wiy 0 conjunto das configuragdes (x,y) tais que v, e 7, se reinem em v e e, e’ sdo as
arestas incidentes a v contidas em v, e -y, respectivamente, mas ndo na outra. Com isso,
naturalmente temos o seguinte resultado:

Lema 4.4.3. Se {v,e, €’} denota o conjunto das triplas nos quais v é um vértice essencial e
e, e’ sdao arestas ascendentes distintas e incidentes a v, entdo

unv = |_| Wv,e,e’v

v,e,e’

Demonstragdo: Pela discussao acima temos que se (z,y) € UNV, entdo (z,y) € UW, ¢ .
Além disso, se (z,y) € UW, ¢, entdo x &€ v, e y € 7,. Ou seja, (x,y) € UN V. Portanto
ambos 0s conjuntos sdo iguats. |

A vantagem de tratar a intersecao U NV como uma unido disjunta de outros conjuntos, é
que temos uma rica informacdo topoldgica de tais conjuntos.

Lema 4.4.4. Se (v,e,e’) é uma tripla no qual v é um vértice essencial e e, e’ sdo arestas
ascendentes distintas e incidentes a v, entdo W, .. é contratil.

Demonstragdo: Podemos mover qualquer configuragdo (z,y) € W, para (o, o) no qual

o € intee yy € int €. A homotopia é construida de forma andloga a homotopia anterior.
[
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Com isso, considere o quociente Xt da unido disjunta U LIV U (UNV) x I, no qual
((z,y),0) € UNV x I é identificado com (z,y) € U e ((x,y),1) € UNV x I é identificado
com (z,y) € V. Além disso, denotaremos por ¢ o mapa quociente. Temos assim, a primeira
equivaléncia homotdpica.

Teorema 4.4.5. Seja I uma arvore. Assim, C(I',2) ~p Xr.

Demonstracao: Para provar a equivaléncia homotdpica, construiremos dois mapas P : Xr —
C(I,2)e S:C(I',2) — Xr, inversos homotdpicos entre si. Primeiramente, definimos o mapa
P: Xr— C(I,2) tal que:

P({(z,y),1) = (z,9),
no qual [(x,y),t] denota a classe de equivaléncia de ((z,y),t) e UNV x I. Como U e V

sdo identificados com subconjuntos de U NV x I, tal mapa estd bem definido. Além disso,
note que P é tal que P oq =1, no qual ¢ é o seguinte mapa.

i vuvuUnV)xI—CT,?2)
(z,y) — (z,y), caso (x,y) € U ouV,
((x,y),t) = (z,9), caso ((x,y),t) e (UNV) x I.

Como tal mapa é continuo em cada componente da unido disjunta, 7 em st é continuo. Assim,
pela propriedade universal dos quocientes, temos que P é continuo.

Para construirmos o mapa S, faremos uso da cobertura {U,V'} e do fato que C(G,n)
é localmente compacto. Com isso, existe uma particdo da unidade subordinada a cobertura
{U,V'}. Ou seja, temos mapas ¢y, ¢y : C(I',2) — [0, 1] satisfazendo algumas propriedades
descritas na secdo 1.2. Portanto, ao definir @y, &y : C(T',2) — [0, 1] como os mapas abaixo,
temos que tais mapas ainda sao particdes da unidade, mas com a propriedade extra que

Cy(z,y) = vy, @).
Due,y) = 5 (6u(e.9) + 6v(s,2)),

By(2,) = 5 (60 (e,) + b0y, ).

Com isso, se S : C(T',2) — Xr é tal que S(z,y) = [(z,y), Pu(x,y)], entdo trivialmente
temos que PoS = idcr,2). Por outro lado, 0 mapa So P’ é homotdpico a i¢dx,., com homotopia
dada por:

Fo(l(x,9),t]) = [(2,9), (1 = s)@u(2,y) + st].
Pelos argumentos usuais e os j& usados nessa secao, de fato F' é continua e também temos
que FU([(xvy)vt]) = [(l‘,y),q)U(Qi,y)] = (SO P)(ZC,y) e Fl([(xuy)vt]) = [(Qi,y),t] = idXF'
Portanto, F' é homotopia como argumentamos.
Logo, P e S sdo inversos homotépicos e C(T",2) ~g Xr. [

O sequndo espaco a se definir serd um quociente de Xrp. Especificamente, chamaremos
de X{ o espaco quociente de Xr definido como a identificacdo de U com um ponto A e do
subespaco V' com um ponto B distinto.

Assim, como U e V sdo contrdteis, diretamente temos o seguinte resultado.

Teorema 4.4.6. Seja ¢ o mapa quociente entre Xt e X{. Assim, ¢ é uma equivaléncia
homotdpica, te. Xt ~py X7.
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Além disso, podemos relacionar o quociente X|. com a suspensdo de U NV.
Lema 4.4.7. Se (U NV) denota a suspensao de U NV, entdo X{ ~X(UNV)

Demonstracdo: Nos lembremos que o espaco (U NV') é por definicdo o espaco dado pelo
quociente do cilindro (U N'V) x I das identificacées de (U NV) x {0} com um ponto e
(UNV) x {1} com outro. Assim, naturalmente tais espacos sao homeomorfos. |

Teorema 4.4.8. Seja (U NV) a suspensdo de UNV. Assim, Z(UNV) ~y Qr

Demonstracdo: Note que se {v,e, e’} for o conjunto das triplas j& mencionadas munido da
topologia discreta, entdo Qr ~ X({v,e,€e'}) pela definicao de Qr. Além disso, como cada
Wy € contrdtil, temos que Qr ~ X({v,e,¢'}) =g Z(UW, o) =2(UNV). ]

Finalmente, juntando todos os resultados dessa secdo temos a prova do teorema 4.3.3.



46

Capitulo 5

Complexidade Topoldgica

5.1 Teoria Geral

Definicao 5.1.1 (Algoritmo de Planejamento de Movimento). Dado um espaco topoldgico
X, definimos um algoritmo de planejamento de movimento em X, como um mapa

s: X x X —» PX
(z,y) — 7.

tal que y(0) =z e y(1) =v. O

Observagao 5.1.2. Note que se s é um algoritmo de planejamento de movimento em X,
entdo m o s = idxxx, no qual m é a fibracdo de caminhos 7 : PX — X x X, tal que
() = (7(0),7(1)). Ou seja, um algoritmo de planejamento de movimento é uma secao da
fibracdo de caminhos 7.

XxX —— PX

| |7
idx x x

X x X

Teorema 5.1.3 (Farber 2003). Seja X um espaco topolégico. Assim, X admite um algoritmo
de planejamento de movimento se, e somente se, X é contratil.

Demonstragao: Suponha que s : X x X — PX seja um algoritmo de planejamento de
movimento em X e xg € X. Assim, definimos H : X x I — X com H(z,t) = s(xg, z)(1).
Logo, H(—,0) = ¢z} € H(—,1) = idx. Além disso, 0 mapa H é a seguinte composicdo de
funcoes.

XI5 {ag} x X x I8 px « 1 % x,

no qual X’ = {zo} x X, i é o mapa de inclusdo e e é o mapa de avaliacdo. Assim, a
composicao H é continua, e portanto temos a implicacdo direta.

Por outro lado, se H é uma homotopia de idx a cfs,}, entdo podemos definir o algoritmo
s: X xX — PX com:

s(z,y) = H(z, =) * H(y, —),

onde H(z,—) denota o caminho de = a =g e H(y,—) denota o caminho inverso ao caminho
H(y,—). De fato, o mapa s assim definido é continuo j& que a concatenacdo de caminhos é
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continua pelo Lema 22.7 e 0 mapa x — H(xz,—) também é continuo pela proposicao 2.2.6.
[

No caso de espacos nao-contrateis, podemos nos recorrer as secoes locais da fibracdo de
caminhos e nesse sentido definimos a complexidade topoldgica.

Definicao 5.1.4 (Complexidade Topoldgica). Dado um espaco topoldgico X, definimos a
complexidade topoldgica TC(X) de X, como o menor inteiro k tal que:

(i) exite uma cobertura aberta {Uy,--- , Ui} de X x X;

(i) para cada 1 <1 <k, exite um mapa continuo
S; - Ul — PX,
tal que mos; = idy,.

Nesse caso, diremos que s; ¢ um algoritmo de planejamento de movimento em X restrito
a U; ou simplesmente um algoritmo local (em contraste a definigao 5.1.1 que serd chamada
de algoritmo global). 0

Note que devido a definicao acima e ao teorema 5.1.3, todos os espacos de tipo homotdpico
contratil tém o mesmo valor de complexidade topoldgica, a saber, TC(X) = 1. De fato, isso ndo
é exclusividade de tal tipo homotdpico, i.e. se dois espacos tém o mesmo tipo de homotopia,
entdo suas complexidades topoldgicas sdo iguais. Ainda mais, temos o sequinte resultado.

Teorema 5.1.5 (Farber 2003). Sejam X e Y espacos topoldgicos. Se X domina Y, ie.
existem mapas f: X — Y e g:Y — X tais que fog~idy, entdo TC(Y) <TC(X).

Demonstragdo: Se TC(X) = oo, entdo ndo resta nada a provar. Assim, assuma que a
complexidade topoldgica de X é finita. Caso TC(X) =k e {Uy,--- ,Ux} seja uma cobertura
de abertos que admitem algoritmos locais s;, entdo para cada U; podemos definir V; =
(g x g9)"1(U;) aberto de Y x Y. Seja H uma homotopia entre idy e f o g. Entdo, definimos
o; . Vi = PY com:

H(z,3t) set e 0,1/3],
iz, y)(t) = § fsi(g(x), 9(y)) (Bt — 1) set €[1/3,2/3],
H(y,3 — 3t) set e [2/3,1].

Assim, de fato a imagem de ¢; sdo caminhos continuos usando o Lema da Colagem e o;
em si é continua por ser uma concatenacao tripla de caminhos. Logo, o; é um algoritmo local
em V;. Como trivialmente {Vq,--- ,Vi} cobre Y x Y, temos que TC(Y) < TC(X), como
querlamos. |

Com tal resultado, temos o que haviamos prometido.

Corolario 5.1.6 (Farber 2003). Se X ~p Y, entdo TC(X) =TC(Y).

5.2 Cotas superiores

Observe que como a complexidade topoldgica é um invariante numérico, podemos determind-
la ao estimar uma cota superior < n e uma inferior > n e assim concluir que a complexidade
én.
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Nessa secdo lidaremos com as cotas superiores. Note que a explicitacdo de um algoritmo
de planejamento de movimento com n secdes locais da fibracdo de caminhos para um espaco
X, nos permite concluir ao menos que TC'(X) < n. Dois importantes exemplos sdo dados
abaixo.

Exemplo 5.2.1 (Farber 2017). Dado o circulo S!, temos que TC(S') = 2.

Demonstragao: Dados dois pontos a e b no circulo que ndo sdo antipodais entre si, existe
um unico caminho geodésico «y entre tais pontos. Note que se U; for o subconjunto de tais
duplas, existe um mapa s; : Uy — PS! que é secdo local da fibracdo de caminhos de S*.

Além disso, o conjunto Us = {(a,b) | a # b} admite uma se¢do local s, dada pelo
movimento hordrio ao longo de S'. A argumentacdo de que tais mapas sao de fato funcdes
continuas é baseada na estrutura métrica de S e ndo serd feita aqui.

Como U, e U, sdo naturalmente abertos, e juntos tais conjuntos cobrem S! x S, temos
que T'C(S') < 2. Como o circulo nao é contrétil, temos que T'C'(S') = 2. |

Exemplo 5.2.2 (Farber 2005). Dada uma arvore I' com ao menos um vértice essencial, existe
um algoritmo de planejamento de movimento de 2m(I") + 1 secoes locais.

Demonstracdo: Fixe em uy € V(I') um vértice univalente de I'. Assim, o chamaremos de
raiz. Para todo = € T, existe um caminho 7, de x a uy em I'. Observe ainda que como I" é
uma darvore, tal caminho é tnico a menos de homotopia.

Com tal raiz, note ainda temos uma nocao de ordem parcial nos pontos de I' dada por
r <ysex €yl

Além disso, denote por ey € E(I") a aresta de I' incidente a ug. Assim, perceba que para
toda configuracdo C' = (z1, -+, 2,) em C(eg,n) C C(I',n), existe uma permutagao 7 € S,
tal que:

() S S Zrn)-

Portanto, se C(eg,n,7) = {(21,- -+, 2n) | 2r(1) < -+ < 2rm) }, temos que {C'(eo, 1, T) }res,
cobre C(eg,n). Trivialmente, note que tal cobertura é disjunta. Ainda mais, a cobertura é
aberta jd que se z = (21, -, 2,) € C(eg,n,7), entdo z-(1) < -+ - 2r(). Como I' é Hausdorff

e eg € um intervalo, conseguimos vizinhancas Z; para cada z; respeitando a ordenacao ditada
por 7. Ou seja, se Z = [] Z;, temos que Z é uma vizinhanca aberta de z em C(eg,n,7) e
portanto C'(eg, n, T) é aberto.

Naturalmente, dadas duas configuragoes z, 2’ em C'(eg, n,7) temos uma homotopia entre
todas as coordenadas e portanto entre as configuragées em si. Logo, cada C(eg,n,7) é
um subespaco contratil de C'(eg,m). Assim, pela proposicdo 2.2.6, existe uma secao local
oo de 7 : P(C(I',n)) — C(I',n) x C(I',n) para cada C(eg,n,7). Como tais subespagos
sdo disjuntos entre si, isso define um algoritmo local em C(eg,n). Ou seja, para quaisquer
n—configuracoes em eg, existe um movimento que transita uma configuracdo na outra sem
colisdes. Note também que talvez esse movimento percorra um trecho fora de e.

Assim, definimos o seguinte algoritmo em C(I',n). Dadas duas configuracbes A =
(Ay,---,A,) e B=(By,---,B,) € C(I',n) construiremos um caminho entre tais confi-
guragdes. Se A, ,---,A; denotar os pontos minimais em A com respeito a ordem parcial
da arvore, entdo podemos mover o ponto A;, para o interior de e, depois A;, e assim por
diante. Tal movimento em partes é feito usando um ajuste de velocidades como feito no lema
4.42. Depois disso, movemos o novo conjunto de pontos minimais de {A4;}\{A;}. Iterando
esse processo, temos que todos os pontos de A podem ser movidos a uma configuracdo A’
em C(eg,n).
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Aplicando o mesmo processo para a configuracdo B, conseguimos uma configuracao B’ €
C'(eg,n). Assim, conectamos as duas configuragdes, primeiro levando a configuracdo A em A’ e
depois movendo A’ para B’ com a secdo gy. Depois disso, retornamos B’ a B com o movimento
inverso do descrito. Sabemos que oy é continuo, assim se o processo de levar configuragdes
a aresta ey também for, entdo terlamos uma secao global da fibragao de caminhos 7 : PX —
X x X, com X = C(I',n). Em verdade isso ndo ocorre, porém podemos quebrar o espaco X
em n + 1 regides onde o processo descrito torna-se continuo.

Note que o problema é que se A; for um ponto minimal da configuragdo A, talvez uma
pequena pertubacao nos pontos da configuracdo A j& pode tornd-lo ndo-minimal. Como I’
é Hausdorff, todo ponto que ndo estd em vértice nao sofre desse problema. Além disso, os
Unicos vértices com tal problema sdo os essenciais.

Ugp Ug

Figura 5.1: Uma pequena oscilacdo na configuracdao (x,y) muda o conjunto de pontos mini-
mais de {x} para {2/, y}.

Se S; € C(T',n) denotar as configuracdes com exatamente 7 pontos em vértices essenciats,
podemos restringir o algoritmo descrito aos pares (A4, B) € S; x S; com 1, j fixos. De fato,
se A tem ¢ pontos em vértices essenciais, temos uma vizinhanga de A em S; que também
deverd ter ¢ pontos em vértices essenciais. Assim, contornamos o problema e temos uma secao
continua

055 - Si X Sj — P(C’(F,n)),com 1,J € {]_, cee ,m(F)}

Como S; C |
i' 4+ j', entao

;> 9, temos que dados dois pares distintos (4, j) e (¢, j') tais que i +j =

Sl' X Siji/ X Sj/ :@
Logo, se
We:= | SixS;, k=01, ,2m(D),
i+j=k
conseguimos construir secoes locais em W), da fibracao de caminho com as segoes o;;.

Assim, temos uma cobertura {Wy} de 2m(I") + 1 abertos com segdes locais da fibracao
de caminhos de C'(I', n). [

Corolario 5.2.3. Se I' é uma 4arvore com ao menos um vértice essencial, entdo
TC(C(T,n)) <2m(T) + 1.

Em geral, essa abordagem se prova terrivelmente dificil para os nossos espacos, ou ao
menos massante para a maioria deles. Assim, é interessante o desenvolvimento de outras
formas de se determinar uma cota superior.
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Teorema 5.2.4 (Farber 2017). Seja X um espaco paracompacto e localmente contratil, entdo

TO(X) < dim(X x X) + 1,
onde dim(X x X) denota a dimensdo de Lebesgue de X x X.

Demonstracdo: Suponha que dim(X x X) = n e tome U = {U;};c; cobertura aberta de
X x X tal que existam secoes locais s; : U; — PX. Tal cobertura existe jd que X x X ¢é
localmente contratil e assim podemos usar a proposicao 2.2.6.

Como X x X é paracompacto, existe um refinamento V' = {V;};c; de U com ordem iqual
a n, Le. para todo ponto (z,y) € X x X, existe no mdximo n + 1 (ndices j em J tal que
(z,y) € Vj.

Assim, construa uma particdo da unidade {h;};c; subordinada a V. Por definicdo, temos
que h; : X x X — [0, 1] é um mapa tal que supp (h;) C Vj paratodo j € Je > hj = lxxx.

Com isso, dado S C J definimos W (S) C X x X como o sequinte conjunto

{(z,y) € X x X | hj(x,y) > hg(x,y), no qual j € S,k & S}.

De tal modo, mostraremos que para todo k < n + 1, a colecao dos Wy = [J,g_;, W(5)
é uma cobertura aberta de X x X e para cada W} existe uma secao local da fibracao de
caminhos, e assim concluiremos que TC(X) <n + 1.

Primeiramente, note que W (.S) é aberto para todo S C J. Isso vem do fato que

W(S)= [ (hy =) (0,00).
jESkZS

Como h; — hy é continua para todos j,k € J e (0,00) é aberto em R, temos que a
pré-imagem W (S) da intersecdo finita é aberta. Assim, sendo W} uma unido de abertos,
temos que W também é aberto.

Além disso, {WW(S) | S C J} cobre X x X. De fato, se (x,y) € X x X, entdo podemos
definir S como o conjuntos dos j € J tais que hj(x,y) = maxg{hi(z,y)}. Assim, trivialmente
temos que (z,y) € W(S). Portanto {W}}"™! é cobertura aberta de X x X.

Agora, basta que exista secdo local o : W), — PX para todo £ < n+ 1. Para isso,
definiremos em W(S) tais secoes e mostraremos que dados S,S” C J distintos tais que
|S| = |S"| = k, entdo W(S) e W(S’) sdo disjuntos. Logo, poderemos definir o algoritmo em
W), de modo disjunto.

Note que para todo Vj, podemos definir p; : V; — PX tal que p;(z,y)(t) = si(z,y)(t).
Isso estd bem definido jé que V' é refinamento de U e portanto para todo V; existe um ¢ < n
tal que V; C U;. Além disso, dado (z,y) € W(S) com j € S, temos que h;(z,y) > 0 e assim
(x,y) € supp h; C V}. Ou seja, se j € S, entdo W(S) C V. Desse modo, podemos restringir
o algoritmo mais uma vez e com isso temos secoes locais em W (S) para todos os S C J.

Finalmente, observe que se S Z ', entdo existe um j € S\S’. Analogamente, se S" Z S,
entdo existe um 5/ € S’\S. Nesse caso, dado um ponto (z,y) em W (S) qualquer, temos
entdo que hj(x,y) > hj(x,y) e assim (z,y) ¢ W(S’). Por um argumento andlogo para a
outra inclusdo, concluimos que W (S)NW (S’) = () e portanto podemos construir um algoritmo
local para cada Wy, usando os algoritmos em W (.S) como discutido.

Sendo assim,

TOX) < [{Wi}" ™ =n+1=dim(X x X)+ 1,

como quertamos demonstrar. |
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5.3 Geénero de Schwarz e cotas inferiores

Tanto a complexidade topoldgica quanto alguns outros invariantes numéricos (como a cate-
goria de Lusternik-Schnirelmann em Jong van Lier e James) sdo casos particulares de um
conceito mais profundo, o género de Schwarz.

Nessa secao, exploraremos como tal conceito nos permite determinar cotas inferiores para
a complexidade topoldgica usando da teoria de cohomologia singular.

Definicao 5.3.1 (Género de Schwarz). Dada uma fibracdo p : E — B, definimos o género
de Schwarz g(p) como sendo o menor inteiro k tal que:

(i) existe uma cobertura aberta {By,--- , By} de B;

(i) para cada 1 < i <k, existe um mapa continuo

SiZBi%E,

tal que pos; = idp,.

Assim, temos de fato o que comentamos acima.

Proposigao 5.3.2. Se X é um espaco topolégico e 7 é a sua fibracdo de caminhos, entdo
g(m) = TC(X).

Com a proposicao anterior em mente, o estudo geral de propriedades do género nos
permite extrair informacoes especificas da complexidade topoldgica. Em particular, veremos
como tal conceito se relaciona com a teoria de cohomologia.

Note que dada uma fibracdo p : F — B, dizer que g(p) = 1 implica que existe uma
secao global de p, t.e. um mapa s: B — E tal que po s = tdp. Assim, pela funtorialidade
(contravariante) da cohomologia singular temos que s* o p* = idy-(p;ry dado um anel R
qualquer. Logo, p* é injetiva e ker p* = 0. Em realidade, podemos provar um resultado mais
forte, Le. que se g(p) = n, entdo (kerp*)™ = 0 no qual,

(kerp*)" = {ug Uug U---u, | Uu; € kerp*}.
Antes disso, introduziremos alguns resultados e a seguinte definigao.

Definicdo 5.3.3 (Comprimento de uma Fibragao). Dado um anel comutativo R e uma fibracdo
p . E — B, definimos o comprimento lg(p) da fibragdo p com coeficientes em R, como o
mator inteiro n tal que (kerp*)™ # 0. O

Assim, o que queremos mostrar é que dada uma fibracao p, temos que g(p) > lr(p). No
caso onde g(p) = 1 é facil ver que lgr(p) = 0 jd que p* é injetivo. Para os demais casos,
podemos provar isso ao assumir que o anel R dos coeficientes do anel de cohomologia é um
dominio de ideais principais.

Lema 5.3.4 (Schwarz 1966). Se R é um dominio de ideais principais, p : E — B é uma
fibracdo e {By, -, B,} uma cobertura aberta de B, entdo

lr(p) <n+ Z Ir(pi),

no qual p; = plp-1(s,)-
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Assim, temos o resultado anunciado.

Teorema 5.3.5 (Schwarz 1966). Seja R um dominio de ideais principais e p: E — B uma
fibracdo. Entao g(p) > lr(p).

Demonstracdo: Se g(p) = n, tome {By,---, B,} cobertura aberta de B tal que existe uma
secao local de p, s; : B; — E para todo i. Note que podemos co-restringir os mapas
s; em p~'(B;) e sejam r; tais co-restrigdes. Assim, p; = pl,-1(p;) € um mapa tal que
p; o1 = idp,. Portanto, nos homomorfismos induzidos nos médulos de cohomologia temos
que 77 o pi = idp+~(B;r). L0go, p; é injetiva e assim, [r(p;) = 0. Usando o lema anterior,
temos que

p) <n+ ZZR(pi) =n=g(p).

[
Sendo assim, voltando ao caso da complexidade topoldgica temos o seguinte coroldrio.

Corolério 5.3.6. Se X é um espaco topoldgico e R é um dominio de ideais principats, entdo
TC(X) = g(m) > Ln(r).

Apesar de jd ser uma cota inferior para a complexidade topoldgica, o comprimento da
fibracao de caminhos com respeito a um dominio de ideais principais R ainda é uma quantl—
dade em geral desconhecida. Porém, quando nos restringimos ao caso onde R também é um
corpo, podemos simplificar razoavelmente alguns calculos.

Teorema 5.3.7 (Farber 2017). Sejam X um espaco topoldgico, K um corpo e 7 a fibracdo
de caminhos de X. Entdo ker m* ~ ker Ug.

Demonstracao: Como K é um corpo, temos que o produto-cruzado abaixo torna-se o chamado
isomorfismo de Kiinneth.

p: H(X;K)® H(X;K) - H(X x X;K)
Além disso, sabemos que o produto-cups, e o produto cruzado se relacionam de modo que
uUv = A*(u X v). Ou seja, 0 sequinte diagrama é comutativo.
H*(X;K)® H*(X; K) = H*(X x X;K)

T, e

H*(X:K)

Por outro lado, se a: X — PX é o mapa dado por o(z)(t) = x paratodox € X et € I,
entdo temos o sequinte diagrama comutativo a esquerda, que induz o diagrama comutativo a
direita.

X —=— PX H*(X <7H*PXK
Xlﬂ \ T
X xX H*(X x X; K)

Juntando com o primeiro diagrama comutativo, temos que
H*(X;K)® H*(X; K) —*— H*(X x X;K)

Ug
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Assim, basta que a* seja um isomorfismo para concluirmos a prova, jd que p é isomorfismo.
Isso de fato é verdade, afinal o é uma equivaléncia homotdpica, como visto no teorema 2.2.8.

Portanto, ker 7* ~ ker Ug, como quertamos demonstrar.
[

Corolario 5.3.8. Se 7 for a fibragdo de caminhos, entdo u(ker Ug) = ker 7.

Note que com isso, podemos relacionar o comprimento da fibracdo de caminhos com o
produto-cup. Para ver isso, perceba que se denotarmos por (ker U®)k 0 seguinte conjunto

{(ug @v1) - (+++) - (up @) | u; @ v; € ker Ug },

temos que pu((ker Ug)¥) = (ker 7*)* j& que p é um homomorfismo de anéis.

Definigao 5.3.9 (Ideal e Comprimento dos Divisores de Zero). Dado um espago X e um corpo
K, definimos o ideal dos divisores de zero, como o ideal ker Uy € H*(X;K) ® H*(X;K).
Além disso, definimos com o comprimento dos divisores de zero zclx(X') o maior inteiro k tal
que (ker Ug)* é nao-nulo. O

Assim, pela discussdao acima temos os seguintes resultados.

Proposicao 5.3.10. Se X for um espaco e K for um corpo, entdo zclg(X) = lx(m), no qual
7 é a fibracao de caminhos de X.

Teorema 5.3.11 (Farber 2017). Sejam X um espaco e K um corpo. Entdo TC(X) > zclx(X).

5.4 Exemplos

A fim de justificar todo esse esforco, vejamos como tal cota inferior para a complexidade
topoldgica resolve alguns problemas.

Exemplo 5.4.1. Dado um grafo conexo G e com b1(G) > 1, entdo TC(G) = 3.

Demonstracdo: Como b;(G) > 1, existem ao menos duas classes de cohomologia u; e ug
em H'(G;K) que sdo linearmente independentes. Para cada classe, podemos definir as
seguintes classes 1 ® u; —u; ® 1 em H*(G; K) ® H*(G; K). Perceba que essas Ultimas sdo
divisores de zero j&d que Ug(1®@u; —u; ® 1) =1Uw; —u; Ul =u; —u; = 0.

Além disso, lembrando que H?*(G;K) = 0 temos

(@1 =1Ru) (@1 -1Qux) = (1 ®1) - (ue®1) = (w1 ®1) - (1 ® uz)—
(1®u) (u2®1)+(1@w) - (1®us)
= (ugup ® 1) — (ug @ uz) + (uz @ ug) + (1 @ uguy)
= — (1 ®@uz) + (ug ® wy),
que é nao nula ja que as classes u; e uy sao L.

Assim, zclg(G) > 2 e pelo teorema 5.3.11, TC(G) > 3. Usando o teorema 5.2.4, conclui-
mos também que T'C(G) < 3, logo TC(G) = 3 como querlamos demonstrar. ]

Corolario 5.4.2. Dada uma é&rvore I' com ao menos um vértice essencial e com tamanho maior
que 3, temos que T'C(C(T",2)) = 3.



Caplitulo 5. Complexidade Topoldgica 54

Perceba que a Unica arvore com vértice essencial que exclu{imos com a condicdo acima é o
grafo Y, j& que C(Y,2) ~ S! que quando realizada como grafo tem 1—ndmero de Betti igual
a 1. Apesar disso, podemos ainda determinar a complexidade topoldgica dos n—espacos de
configuracées de tal grafo para qualquer n.

Usando o algoritmo descrito em 5.2.1, podemos concluir o sequinte resultado.

Corolario 5.4.3. Se X ~ S! é o circulo, entdo TC(X) = 2

Assim, temos a complexidade topoldgica do 2—espaco de configuracdes de Y. Para os
outros espacos de configuracoes, podemos usar o teorema 4.3.9 para concluirmos o sequinte.

Corolério 5.4.4. Dados o grafo Y e n > 2, temos que TC(C(Y,n)) = 3.

Finalizamos a secdo dando mais um exemplo de como o tratamento por cohomologia é
capaz de estabelecer uma conta inferior para a complexidade topoldgica, agora das n—esferas.

Exemplo 5.4.5. Dada uma n—esfera S™, temos que T'C'(S™) > 1 se n é par, e TC(S") > 2
se n é (mpar.

Demonstragdo: Seja u € H"(S",K) a classe fundamental de S”, t.e. como H"(S",K) =K,
u é a classe correspondente a 1 € K. Além disso, tome 1 € HO(S”,K). Assim, note que
a=1®u—u®1léum divisor de zero j&d que Ug(a) =1Uu—uU1=u—u = 0. Ademais,
um outro divisor de zero é b =u ® u jd que uUu = 0.

Portanto, note que a-a = ((—=1)""! — 1)u ® u. Logo, a®> = —2b se n for par, e a®> =0 se
n for {mpar. Como a-b =0, temos que zclg(S™) é maior que 2 caso n seja par e maior que
1 caso n seja (mpar. Juntando com o teorema 5.3.11, temos o que quer{amos. |
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Capitulo 6

Estabilidade da complexidade topologica
em arvores

Nesse capitulo, provaremos o resultado principal desta dissertacdo. Este resultado afirma
que a complexidade topolégica do n—espaco de configuracdes de uma arvore (dadas algumas
condicoes simples) é a mesma para n suficientemente grande.

Para isso, faremos o uso da teoria de cohomologia singular dos espacos envolvidos e em
particular utilizaremos um conjunto de classes de cohomologia que introduziremos agora para
facilitar a leitura da prova do teorema.

6.1 Classes de cohomologia u;;

Sejam I" uma arvore com raiz ug e n > m = m(I") no qual m(I") denota o nimero de vértices

essenciais de I". Assim, para todo i € {1,---,m}, definimos o sequinte mapa continuo
o,: C(I',n) —» C(T,2)
(T1,+++ yxn) = (D251, T2).
Além disso, seja {v;}1; o conjunto dos vértices essenciais de I'. Para cadai € {1,--- ,m},
fixe uma tmersao I'; € I' do grafo Y ao redor do vértice essencial v;. Nesse caso, assuma
sem perda de generalidade que T'y,--- ,I';, sdo pequenos o suficiente para que I'; NT'; = ()

caso ¢ # 7, isso nao é dificil jd que I' é Hausdorff.
Com isso, defina o seguinte mapa,

v: o, 2) —» o, 2m)
i=1
<($1, 132)7 T, ($2m—17 IQm)> — (iUh L2, 5, Toam—1, $2m)-

E facil ver que que o mapa acima é um homeomorfismo sobre a imagem e portanto tal
imagem é homotopicamente equivalente ao m—toro. Isso se deve ao fato que o espago
C(I';,2) é homotdpico ao circulo para todo 1 < ¢ < m como caso particular do teorema 4.3.3.

Assim, temos o sequinte diagrama comutativo,

1L, C(T;,2) —— C(T,2m)



Capltulo 6. Estabilidade da complexidade topoldgica em arvores 56

no qual 7; é a projecao no i-ésimo fator e o mapa ¢; é a inclusao natural.

Usando novamente o teorema 4.3.3, temos que H(C(T,2);K) = H,(Qr;K) = K® no
qual b é o 1—ntmero de Betti b;(Qr) de Qr. Pela definicdo de Qr, temos que b é o nimero
de segmentos entre A e B menos 1. Ou seja, cada coordenada de K é associada a algum
vértice essencial.

Assim, podemos definir a; € HY(C(T,2),K) ~ Homg(H;(C(T,2),K)) as classses de
cohomologia, tais que a;(21,---,2) = Y, 2, nos quais as coordenadas j; sdo associadas
ao vértice essencial v;. Desse modo, temos que (¢;)*(a;) = 0 se i # j e (4)*(ej) # 0
caso i = j. Isso pode ser observado facilmente ao notar que Vk € H;(C(T;,2),K) = K,
ti(k) = (z1, -+ ,2) no qual z; = k se a coordenada k é associada ao vértice essencial v; e
zero caso contrario.

Com isso, definimos as sequintes m? classes de cohomologia

ui; = O (),

comi,j € {l,---,m}.
Com o diagrama comutativo abaixo induzido pelo diagrama acima, temos que u;; sao
classes de grau um.

H'\IT, C(T;,2),K) «— H'(C(T,2m),K)

m*T T@i*

HY(C(T4,2),K) — HY(C(T,2),K)

Da fato usaremos tais classes para provar o teorema da seguinte secdo. Porém, para
isso definiremos ainda uma classe de homologia em H,,(C(T', 2m); K) para avaliarmos algu-
mas combinacdes das classes de cohomologia definidas e concluir sobre a nulidade de tais
combinacdes.

Perceba que como o produto J[™ C(T;,2) é homotépico ao m—toro T™, temos que
H.(J]" C(T,2),K) = K. Sendo assim, defina z € H,,(C(T',2m),K) como z = W,(1).
Com isso, j& temos o primeiro dos lemas de célculo.

Lema 6.1.1. Dadas as classes uj; com 1 < 5 <'m, temos

<ﬁujjﬁz> # 0.

Demonstragdo: Primeiramente, note que W*([[/_, u;;) # 0. Isso vem do fato que

Hm(ﬁ C(r;,2),K) = H™(T™ K) = K,

ndo tem divisores de zero e assim, W*([]/L, u;;) = [;2, ¥*(uj;) é nulo se, e somente se

U*(uj;) for nulo para algum j < m. Sabemos que isso ndo é verdade j& que U*(u;;) =
("0 ®%)(a;)) = (7] 0 ¢})(a;) é ndo-nulo devido ao fato que 77 € um monomorfismo e que
ti(a;) # 0. Com isso em maos, temos que:

<ﬁua‘jﬁz> = <ﬁlujja‘1’*(1)> = <\P(ﬁ1uﬂ)1> # 0. (6.1)
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Além disso, também podemos calcular outras avaliacoes Uteis de classes de cohomologia
em classes de homologia.

Note que se o = (i1, ,%,) é uma sequéncia tal que i, € {1,--- ,m} (ndo necessaria-
mente distintos), entdo podemos definir a classe u, = 14, - - * Upmi,,. Assim, temos o sequinte
resultado.

Lema 6.1.2. Dada uma sequéncia o # (1,2,--- ,m), entdo

(g, 2) = 0.

Demonstragdo: Note que pelo diagrama comutativo acima, temos W*(u;;) = (¢ (a;)).
Sabemos que se i # j, entdo ¢ (a;) = 0 e assim, ¥*(u;;) = 77 (0) = 0. Logo,

(Ug, 2) = (Uri, -+ - Uiy, s P4 (1))
= (0" (Ui~ Uiy, ), 1)
= (0" (u1ir) -+ O (Ui ), 1)
=0.
|
Nessa mesma linha, perceba que dada uma permutacdo 7 = (ji, jo, -+ , Jm) do conjunto
{1,2,--- ,m}, temos um homeomorfismo L™ que permuta os {ndices, i.e.
L7: C(T,2m) — C(I",2m)
(T1, 0 Tm) ($2j1—17$2j17 T u$2jm—lax2jm)'
Assim, podemos definir a classe 27 = L7(z). Com isso, temos esse ultimo lema.
Lema 6.1.3. Dada uma sequéncia o = (i1, - ,ix) € uma permutacdo 7 = (j1,J2,"** , Jm)
entao
(ugy,27) # 0 se, e somente se T = 0. (6.2)

Demonstracao: Isso vem do simples cdlculo abaixo,

(Ug, 27) = (U, L7 (2))
= ((L")"(uy), 2)

= (L) (] T wwie). =)

= ([ T@) (ki) 2)

= ([[(®@r 0 L) (e, 2)

k=1

= <H @;k (aik)7 z)

m
= <H Ujpiy z).
k=1
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onde a Ultima expressdo é nao-nula se, e somente se, jp = i para todo k, te. 7 = o. Além
disso, na penlltima igualdade, usamos que ®; 0 L™ = &, .
[

6.2 Teorema principal

Teorema 6.2.1. Sejam I" uma drvore e n € Z tais que n > 2m(I") > 2. Além disso, no caso
n = 2 suponha também que I' 2 Y. Assim,

TC(C(I,n)) =2m((") +1,
no qual m(I') é o nimero de vértices essenciais de T

Observagao 6.2.2. Note que a condigao 2m(I") > 2 implica que I' tem ao menos um vértice
essencial. Assim, se I' ndo o tivesse, tertamos que I' é um segmento por ser uma arvore.
Nesse caso, terlamos que C(I',n) é desconexo (usando o exemplo 4.2.3) para todo n > 2.
J& a condicdo extra caso n = 2 vem do fato que TC(C(Y,2)) =2# 3 =2m(Y)+ 1. Ou
seja, as restricdes na hipdtese do teorema nao vém de casos desconhecidos das complexidades
topoldgicas, mas justamente do conhecimento de contraexemplos da expressdo 2m(I") + 1.

Demonstragdo: Inicialmente, assumiremos que m = m(I') > 2 e denotaremos por X o
espaco C(I', n).

Usando o corolario 5.2.3, basta provarmos que T'C(X) > 2m + 1. Para isso, note que
como temos a desigualdade T'C'(X) > zclg(X) do teorema 5.3.11, podemos mostrar apenas
que zclg(X) > 2m. Pela definicdo de zclg(X), entdo queremos 2m classes de cohomologia
no nucleo do produto-cups, os ditos divisores de zero, cujo produto (dado abaixo) das 2m
classes é ndao-nulo.

(u1 @ 1) - (ug ® vg) 1= (—1)'“2“”1‘u1u2 ® V1V, (6.3)

Primeiramente, note que para toda classe u € H*(X;K), o elemento t =u® 1 - 1®u
estd no ntcleo do produto-cupg, j& que Ug(u®1—-1®u) =uUl—-1Uu=u—u=0.
Assim, provaremos o resultado ao encontrar 2m classes de cohomologia de grau um, cujas
classes associadas tem produto ndo-trivial.

Para isso, podemos tomar as classes w11, , Umm, Y12, * * * » Um—1m, Um1 Ntroduzidas na
secdo anterior. Assim, para cada uma dessas classes u;; assoctamos um elemento ;; no
nlcleo de Ug como discutido. Além disso, para simplificar a manipulacdo de tais classes,
também denotaremos por %,mi1 © Ummyir @s classes Uy, e U,;, respectivamente.

Por inducdo, é possivel provar (lema 6.3.1) que temos a seguinte igualdade, onde S corre
nos subconjuntos de {1,--- ,m},

SC{1,- m} €S iZS iZS icS

Aqui, o simbolo [] denota o produto 6.3, enquanto | J denota o produto-cup. Para provar
que o produto é nao-nulo, iremos avalid-lo em uma classe de homologia e mostrar que a
avaliacdo é nao-nula. Em particular, avaliaremos no tensor z ® 27, onde z € H,,(C(T",2m))
tal que z = W,(1) e 27 = LI(z) definidas na secao anterior com 7 sendo a permutacao
(12---m). Assim, note que
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<Z{ (| wis U wiin) (UuiiUUuii+1)},z®zT> =

icS iZS iZS icS

Z< UUnUUUmH >'<(UU¢¢UUUM+1),ZT>.

ieS igS i¢s ieS

Como na expressdo acima a avaliacdo a esquerda é nula para todo S C {1,2,--- ;m}
(usando o lema 6.1.2), temos que a soma acima se simplifica para a parcela com S =
{1,2,---,m} logo temos a seguinte equacdo,

<Z{ (s 0 win) (Uuﬁuuuii+l>},z®g> _

€S €S €S iZS

< + Guii, Z> : < Guii+1, ZT>.
i=1 i=1

Agora note que a avaliacdo a esquerda é ndo-nula (usando o lema 6.1.1) e a avaliacdo
a direita também é diferente de zero (usando o lema 6.1.3). Como a avaliacdo se dd em um
corpo, temos que o produto é diferente de zero e assim o produto 6.4 das 2m classes uy
e u;; nao pode ser trivial. Assim, zclg(X) > 2m. Como discutido, finalmente temos que
TC(X)>2m+1=2m(I') + 1.

Caso m = 1, entdo existe apenas um vértice essencial v em I'. Se v tem valéncia 3, entdo
[' ~ Y e assim de fato temos a identidade 2m(I') + 1 para n > 2 como vimos na secdo 5.4.
Agora, se v tem valéncia maior que 3, entdo o grafo Qr é tal que

bi(Qr) =) (n(v) = () —=2) —1> L.

UI

Sendo assim, pelo exemplo 5.4.1 temos que T'C'(Qr) = 3 e como C(I',2) ~y Qr (usando

o teorema 4.3.3), temos o que quertamos paran = 2. ]Ja para 0 caso n > 2, basta simplesmente
usarmos 5.1.5 e 4.3.8 e assim exaurimos todos os casos, concluindo a prova.

[

6.3 Lema auxiliar
Lema 6.3.1. Nas mesmas linhas da prova do teorema 6.2.1, temos que
T [T - z{ a0 ) @ (s 0 U>}
i=1 i=1 = igs igSs =
Demonstracao: Provaremos tal resultado por inducdo em m. Como assumimos que m > 2,

para o caso base basta tomarmos m = 2.
Assim, perceba que



Capltulo 6. Estabilidade da complexidade topoldgica em arvores 60

2 2
| |U_u | | Uji+1 = U1y - Ugg - U2 * Ua1.
i=1 i=1
2

(u @ 1) — (1 @ uy) - H(Uii+1 ®1) — (1 ® uii1)

i=1

I
':lw

s
I
—

(ur1uge ® 1) — (U1 @ ug2) — (g2 @ ugp) + (1 ® U11U22))

(urpug1 ® 1) — (u12 @ ug1) — (U9 @ ug2) + (1 ® U12U21))-

—~

Uy UgaUiota @ 1) — (UpiUootiyz @ Uar) — (Ur1UsUsr @ U1a) + (UpiUse & Ujateg )+

U1 U2U9 @ Usg) + (Ur1U1e @ Usolor) + (Ur1U21 @ Ugoly2) — (U1 @ UgolUialar )+

UgaliiaUor @ U1) + (UsaUye @ upyter) + (Ul @ Uiitye) — (Uga @ UpiUi2Usy )+
(

Upalor @ UpUog) — (Up1Uo2tyz @ Uay) — (Ur1UsoUzr @ Ur2) + (1 @ upiUogtatsy).

+

o~~~

Como H*(C(I',n);K) = H*(Qr;K) = 0 para todo k > m = 2, toda parcela com um
produto de mais de duas classes de cohomologia é nula. Assim, a expressao acima pode ser
simplificada drasticamente para a sequinte expressao:

2 2
Hu_m Huii+1 = (U11U92 ® U1pUa1) + (U112 @ Ugating) + (Ur1U21 @ Uggyn)+
i=1 i=1

+ (ug2u1a ® uprUar) + (Uselior @ Up1Ui2) + (UioUa @ Ui Usg).
Finalmente, temos que ujju1o € Uy Sdo nulas pela observacao que
* * *
uijug = @7 (a;)®j (ay) = @7 (),

que é nula j& que ajar € H*(C(T, n); K) = 0. Assim, o produto acima se reduz ainda mats.

2 2
| | Ug; * | | Tiir1 = (Ur1Uze ® ugausy) + (U11Ug; ® Ugotye)+
i=1 i=1

+ (ugat1a ® uiitar) + (U12U91 ® Ui Ugs).

Como os subconjuntos de {1,2} sdo 0, {1}.{2} e {1, 2}, é facil ver que a expressdo acima
é tal que

Hu_unm: Z { + (Uuu U Uuu‘+1) ® (Uuu U Uuii+1)}7
i—1 i—1 S

= iZS iZS icS

com S correndo nesses quatro subconjuntos de {1,2}. Portanto a expressdo vale no caso
base m = 2.
Assim, sequindo a indugao, note que

m m
Hu_u Huii—H = | | Wi * H Wiit1 * Tl © U1
i=1 i=1 i
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Portanto, pela hipdtese indutiva, temos que
Hu_ii . Huii—i-l = Z { + (U Ui U U Ujip1) @ (U Ui U U Uii+1)} - ElUm - £l
i=1 i=1 s = i¢S i¢S i€S
no qual S corre nos subconjuntos de {1,---,m — 1}. Nos valendo da distributividade de

tal produto podemos primeiro calcular o produto em cada S e depois somar os resultados.
Nessa linha, se denotarmos por Pg cada parcela da soma em .S acima perceba que

PS'iumm'iu_ml:PS'(umm®]—_1®umm)'(um1®1_1®uml)
:PS(ummum1®1)+PS<umm®uml)+
+PS(uml®umm)+PS<1®ummum1)

= (UuiiuummUUuii—i—l Uuml) ® (Uuz’iUUuiH—l) +

= iZS iZS =

( U Ui U Uy, U U Uu’+1> X ( U U U U Ujiy1 U Um1> +
€S igs igs i€s

( U Uy U U Ugip1 U Uml) ® ( U Ui U Uy, U U Uu‘+1> +
i€s iZS igs €S

( U Ui U U uii+l) X ( U Ui U Uy, U U Uji41 U Uml) :
i€s iZs igS i€s

Primeiramente, note que como nos interessamos na soma das parcelas a menos de sinal,
ja na segunda linha trocamos todos os & ou F por + apenas para indicar a soma. Isso nao
muda nada no resultado final, mas limpa a notacdo. Além disso, como H*(C(I',n);K) = 0
para todo & > m = m(T"), temos que a primeira e quarta parcela se anulam j& que temos um
produto-cup com m + 1 classes de grau um. Portanto a expressao acima se reduz a:

Ps - Xy - £y = (UuuUummUUUuH) ® (UuiiUUuiiJrluuml) +

= iZS

iZS icS
< U Uz U U Ujip1 U Um1) & ( U Uii U Uppy, U U uii+1> :
icS iZS iZS €S
Ou ainda,
P+ £y - Ty = (U Uz U U uii-l—l) ® ( U ugz; U U Uu‘+1) +
€S €S, €51 1€S1
( U Ui U U Uu‘+1) & ( U u;; U U Uu‘+1>
1€S2 €S2 €S2 i€S2
- P51 + PSQ?

no qual S; = SU{m} e S, = S. Como todo subconjunto S de {1,---,m — 1} gera dois

subconjuntos S; e Sy de {1,---,m}, aliado ao fato que todo subconjunto S de {1,---,m}
é dessa forma, temos que
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ﬁu_ii'ﬁuii+l = ZPS':l:umm'j:u_ml
i=1 i=1 S
=D Ps + P,

S
:Zp@
5

no qual, S corre nos subconjuntos de {1,---,m}. Assim, pela definicao de Pg de fato temos
0 que querlamos e

[T [To - z{i<UuﬁuUuz-z-+1>®<uuﬁuuuﬁ+l>}.
=1 =1 S

i€S iZS iZS i€S

6.4 Generalizagoes

Note que com o teorema 6.2.1 e alguns outros resultados expostos, é conhecida a complexidade
topoldgica dos n—espacos de configuracdes de quaisquer drvores nos quais n é maior ou igual
ao dobro do nimero de vértices essenciats.

No caso onde n é menor que o dobro do nimero de vértices essenciats, existem alguns
resultados conhecidos como em Knudsen 2022, 2023.

Além disso, nos trabalhos de Litgehetmann e Recio-Mitter, Ghrist e outros, temos ainda
alguns resultados acerca da complexidade topoldgica de espacos de configuracdes de grafos
que ndo necessariamente sdo arvores.

Assim, mesmo o estudo da complexidade topoldgica mesmo dos espacos de configuragoes
mais simples, como os grafos ainda é uma drea ativa de pesquisa.
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Capitulo 7

Apéndice: Teorias de (Co)Homologia

Nesse cap(tulo desenvolveremos certa parte das teorias de homologia e cohomologia sinqu-
lar, necessdrias ao desenvolvimento da dissertacdo. O objetivo dessa secao é meramente a
nominacdo dos conceitos que atravessaram o texto. Sendo assim, de forma alguma tal secao
é completa ou sequer fornece a intuicdo por tras de tais teorias.

Para isso recomendamos o classico Algebraic Topology de A. Hatcher bem como o livro
Homologia bdsica, bibliografia padrao em lingua portuguesa. Além disso, para uma exposicao
mais sucinta e ‘organizada’, o primeiro capitulo da dissertacao de Jong van Lier também foi
extremamente Util para estudo do autor e sdao recomendadas para esse proposito.

No que tange as demonstracoes dos resultados aqui enunciados, todos podem ser encon-
trados na primeira bibliografia mencionada.

7.1 Complexos de Cadeia

Definicao 7.1.1 (Complexo de Cadeia). Dado um anel R, definimos um R—complexo de ca-
deia C' = (C,,, 9,), como uma colecao {C), } ez de R—mddulos e uma colecdo de R—homomorfismos
{0, : C, = C,_1}nez satisfazendo a condicao de cadeia, te. 9,1 009, =0 para todo n. O

Observacao 7.1.2. Sequiremos a convencao padrao de denotar os homomorfismos 0,, de um
complexo de cadeias apenas como 0 quando ndo houver ambiguidade, e assim a condigao de
cadeias é comumente denotada por 9% = 0.

E facil ver que uma outra forma de definir a condicdo de cadeia é a sequinte.

Proposicao 7.1.3. Se {0, : C,, = C,,_1}nez € uma colecdo homomorfismos de R—madulos,
entdo tal colecdo satisfaz a condicdo de cadeias se, e somente se, img 0,41 C kerd,, para
todo n € Z.

Essa nova forma de escrever a condicdo de cadeias motiva a sequinte definicdo.

Definigao 7.1.4 (Ciclos e Bordos). Dado um R—complexo de cadeias C' = (C,,, 9,,), definimos
o n—mddulo de ciclos Z,(C'), como o R—mdédulo ker d,, e o n—mddulo de bordos B, (C),
como o R—mddulo img 0y,41. O

Note entdo que a condicao de cadeias nos garante que todos os n—mddulos de bordos
sejam sub-mddulos dos n—mddulos de ciclos. Assim, podemos fazer a sequinte definigao.

Definigao 7.1.5 (Homologia). Dado um R—complexo de cadeias C' = (C,,, d,,), definimos o
n—mddulo de homologia H,,(C') como o R—mddulo quociente Z,(C)/B,(C). O



Capltulo 7. Apéndice: Teorias de (Co)Homologia 64

Assim, é facil ver que um complexo de cadeias define nos seus médulos de homologia um
segundo complexo de cadeias.

Proposicdo 7.1.6. Se C' = (C,,,0,) é um R—complexo de cadeias, entdo a colecdo H(C) =
(H,(C),(0s)) é um complexo de cadeia com (0i), : H,(C) — H,_1(C), definido por
(@) ([2]) = [0a(2)]

Ou seja, dado um complexo de cadeias, podemos induzir um complexo de cadeias nos
modulos de homologia. Uma outra forma de induzir construcées nos mdédulos de homologia
que serdo Uteis durante o texto é com a nocao de morfismo entre complexos de cadeia.

Definigao 7.1.7 (Morfismo de Complexos de Cadeia). Dados dois R—complexos de cadeias
C = (Cp,0y) e C" = (C,0)), definimos um morfismo f entre os complexos C' e D, como

n’»-n
uma colecdo de R—homomorfismos f,, : C;,, — C/, tais que o sequinte diagrama comuta.

On—1

Ont2 Ont1 0,
T Cn+2 — CnJrl Cn . Cnfl Cn72 —_—

|
fn+2J/ fn+1J/ fn J{fnfl J{fn—Z
-
! ! / ! !
o Cn+2 P C7L+1 Y Cn P Cn—l P Cn—Q e
n+2 n+1 n n—1

O

Proposicdo 7.1.8. Se f : C — " é um morfismo entre complexos de cadeias, entdo a
coleao {(fi)n : Ho(C) — H,(C")} definida com (f.)n([z]) = [fn(2)] é um morfismo entre
os complexos H(C) e H(C").

Uma nocdo dual aos complexos de cadeia sdao os complexos de cocadeia.

Definicao 7.1.9 (Complexo de Cocadeia). Dado um anel R, definimos um R—complexo de
cocadeia C' = (C™,6,), como uma colecao {C"},cz de R—modulos e R—homomorfismos
{6, : C™ — O™}, o7 satisfazendo a condicdo de cocadeia, ie. 9, 0 9,1 = 0 para todo n.
U

Analogamente ao caso dos complexos de cadeias, temos ainda os seguintes mddulos.

Definigdao 7.1.10 (Cociclos e cobordos). Dado um complexo de cocadeia C' = (C™,d,),
definimos o n—mddulo de cociclos Z™(C'), como o médulo ker ,, e o n—médulo de cobordos
B™(C), como o mdédulo img d,,_1. O

Definigao 7.1.11 (Cohomologia). Dado um complexo de cocadeia C' = (C™,§,,), definimos o
n—mddulo de cohomologia H"(C') como o R—mdédulo quociente Z™(C')/B"(C). O

Naturalmente, temos também uma nocao de morfismos entre complexos de cocadeias.
A construcdo é andloga aos morfismos de cadeia. Assim, apenas reproduziremos aqui os
resultados sobre os morfismos induzidos nos mddulos de cohomologia, aos moldes do que
obtivemos para os mddulos de homologia.

Proposicdo 7.1.12. Se C = (C",6,) é um R—complexo de cocadeias, entdao a colecdo
H*(C) = (H™(C), (6*)) é um complexo de cadeia com & : H"(C') — H"'(C) definido por
0 ([2]) = [0n(2)]

Proposicdo 7.1.13. Se f : C — C’ é um morfismo entre complexos de cocadeias, entdo a

colegao {f¥ : H"(C) — H™(C")} definida com f!([z]) = [f.(2)] é um morfismo entre os
complexos H*(C') e H*(C").
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7.2 (Co)Homologia Singular

Nessa secdo introduziremos a chamada teoria de homologia e cohomologia sinqular.

Definicao 7.2.1 (Simplexo singular). Dados um inteiro n > 0 e um espaco X, definimos
um n—simplexo singular ¢ em X, como uma funcdo continua o : A™ — X. Além disso,
denotamos por S, (X) o conjunto de todos os n—simplexos singulares em X. 0

Naturalmente, cada simplexo sinqular possui uma nogao de dimensao dada pelo seu
dominio.

Definicao 7.2.2. Dado um n—simplexo sinqular o em X, definiremos a dimensdo de o como
o intetro n. U

Assim, temos os mddulos de simplexos singulares.

Definicao 7.2.3 (Mddulo de simplexos sinqulares). Dado um anel R e um inteiro n, defi-
nimos o n—mddulo de simplexos singulares C,,(X; R) de X com coeficientes em R, como o
R—mddulo livre, livremente gerado pelos elementos de S,,(X). U

Queremos construir uma cadeia de homomorfismos entre os médulos definidos acima.
Para isso, usamos uma maneira natural de relacionar dois simplexos singulares de dimensdes
sucessivas em um dado espaco.

Definicao 7.2.4 (Operador de Face). Dado um espaco X e dois inteiros n > ¢ > 0, definimos
0 i—ésimo operador de face 9!, como a funcdo 9 : S, (X) — S,_1(X) tal que:

0. (o) =o',
onde 0% é o mapa tal que o®(tg, - ,tn_1) = 0(to, - ,ti1,0,tip1, + tn_1). O
Assim, os homomorfismos entre os mdédulos sao construldos da sequinte forma.
Definigao 7.2.5 (Homomorfismo de bordo). Dado um inteiro n, definimos o n—homomorfismo

de bordo 0, : Cp,(X; R) — C,—1(X; R) do n—médulo de simplexos de X com coeficientes
em R como o sequinte homomorfismo de R—mddulos:

an( > w): > rgi(—mia;(a).

oE€Sn(X) o€S(X)  i=0
d

Observacao 7.2.6. Apesar de cansativo, é possivel mostrar que de fato os homomorfismo de
bordo sao homomorfismos de mddulo. Tao importante quanto, também temos que a condicdo
de cadeia é satisfeita na colecao de morfismos {0, }nez.

Com a condicdo de cadeias, novamente podemos definir os médulos de ciclos, bordos e
homologia. Destacaremos os médulos de homologia, agora singulares.

Definicao 7.2.7 (Ciclo, Bordo e Homologia Singular). Dados um anel R e um inteiro n,
definimos o n—mddulo de homologia singular H,(X; R) de X com coeficientes em R como
o sequinte quociente de mddulos:

Zn(X; R)

B,(X;R)’

no qual Z,(X; R) = ker 0, e B,(X; R) =img 0,_1 sao chamados de n—mddulo de ciclos e
n—mddulo de bordos de X com coeficientes em R, respectivamente. U

H,(X; R) =
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Note que fixando um R—mddulo M, podemos construir um complexo de cadeias dual ao
complexo de cadeias dos médulos de simplexos sinqulares.

Definicao 7.2.8 (Complexo de cocadeia singular). Dados um anel R, um R—médulo M e um
inteiro n, definimos o n—mddulo de cosimplexos singulares C™(X; M) de X com coeficientes
em M, como o R—mddulo Hompg(C,(X; R); M). Além disso, definimos o n—homomorfismo
de cobordos 6,,, como o homomorfismo 6, : C"~1(X; M) — C™(X; M) tal que 8, (¢) = ¢o0,.
O

Observacao 7.2.9. Analogamente ao caso dos homomorfismos de bordo, os homomorfismos

de cobordo sao de fato homomorfismos de mddulos e eles satisfazem a condicdo de cocadeia
2 =0.

Assim, temos os moédulos de cohomologia singular.

Definicdo 7.2.10 (Cociclos, Cobordos e Cohomologia Singular). Dados um anel R, um
R—médulo M e um inteiro n, definimos o n—mddulo de cohomologia singular H"(X; R) de
X com coeficientes em M como o sequinte quociente de mddulos:

Z"(X; M)
H'(X: M) = ———=
(X5 M) Br(X; M)’
no qual Z™"(X; M) = kerd,, e B"(X; M) = img §,, sdo chamados de n—mddulo de cociclos
e n—modulo de cobordos de X com coeficientes em M. O

Assim, usando as proposicoes 7.1.6 e 7.1.12, temos que o complexo de cadeias singular
sempre induz um complexo de cadeias nos mddulos de homologia e cohomologia singular.
Além disso, temos que funcdes continuas entre espacos induzem um morfismo entre os com-
plexos de cadeias.

Proposicdo 7.2.11. Se f : X — Y é uma fungao continua, entdo as colegoes {f, :
Co(X5R) - Co(Y Ry e {fl : C"(X; M) — C™(Y; M)} tais que

fulo)=fooe
fo(0) = b0 fu,

sao morfismos de complexos de cadeia e cocadeia, respectivamente para todo anel R e
R—médulo M.

Naturalmente, entdo temos que uma funcao continua entre dois espacos induz morfismos
entre os mddulos de homologia e cohomologia com a proprosicdo 7.1.13. Nesses casos, 0
homomorfismo induzido pela composicdo de duas funcoes continuas também pode ser escrito
como a composicao dos homomorfismos induzidos tanto no caso homoldgico quanto no caso
cohomolégico. Vejamos em detalhes.

Proposicao 7.2.12. Se f: X — Y e g: Y — Z sdo funcoes continuas, entdo temos que os
morfismos de homologia f., g. e de cohomologia f*, g* sdo tais que

(gof)*:g*o *5
(go f) = foyg"

Além disso, para todo n, anel R e R—moédulo M, se id : X — X ¢ a identidade de X,
entdo (id,), e id} sdo as identidades de H,(X;R) e H"(X; M), respectivamente.
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Observagao 7.2.13. Aos ja conhecedores isso significa que as teorias de homologia e coho-
mologia podem ser interpretadas como funtores entre a categoria dos espacos topoldgicos e
a categoria dos R—maddulos. Ainda mais, a homologia é um funtor covariante enquanto a
cohomologia é contravariante. Nao usaremos a forma categdrica durante o texto, mas usa-
remos os termos (co)contravariante para caracterizar o comportamento dos mapas induzidos
com respeito as composicoes como descrevemos acima.

Finalizamos essa secao relacionando a homotopia com a (co)homologia.

Proposicao 7.2.14. Se f,g : X — Y sao mapas homotdpicos, entdo os morfismos induzidos
nos médulos de homologia e cohomologia sdo iquais, t.e. f. =g. e f*=g*

Proposigdo 7.2.15. Se f: X — Y é uma equivaléncia homotdpica, entdo (fi), e (f*)n sdo
isomorfismos de mddulos para todo inteiro n.

7.3 Cohomologia Singular com coeficientes em DIP

Em muitos cendrios podemos relacionar os médulos de cohomologia e homologia de maneira
relativamente direta. Em particular, usaremos que dado um dom(nio de ideais principais temos
o coroldrio 7.3.1 apresentado abaixo. Tal resultado é um importante coroldrio do dito teorema
dos coeficientes universais para cohomologia. Como até o enunciado do mesmo envolve novas
estruturas de algebra homoldgica que nao usaremos em nenhum outro lugar do texto, nem
sequer o escreveremos aqui.

Corolério 7.3.1. Dados um espaco X, um dominio de ideais principais R e um R—mddulo
M, entao temos que
H"(X; M)~ Homg(H,(X;R), M),

com isomorfismo dado por h([¢])[z] = &(2).

Assim, no contexto de dominios de ideais principais podemos pensar nas classes de
cohomologia como homomorfismo entre as classes de homologia e o mddulo dos coeficientes
do médulo de cohomologia. Com essa interpretacdo conseguimos mais algumas relacdes Uteis
para o que se seque.

Primeiramente, definimos o seguinte homomofismo.

Definigao 7.3.2. Dados um dominio de ideais principais R, um R—moddulo M e um espaco
X, definimos o homomorfismo de avaliagao (-, ) : H"(X; M) x H,(X; R) — M das classes
de cohomologia de X com coeficientes em M como o sequinte homomorfismo.

0

Note que tal mapa estd bem definido, justamente pelo isomorfismo do coroldrio acima.
Assim, temos o sequinte resultado.

Proposicao 7.3.3. Dados um dominio de ideais principais R, um R—mddulo M e um mapa
f+ X =Y, entdo para todo inteiro n,

([9], fillo])) = (7 ([9]), lo]),
para todo [¢] € H"(Y; M) e [0] € H,(X; R).
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Demonstragao: Usando apenas as definicoes, temos que:

7.4 Anel de Cohomologia e o produto-cup

Durante o texto, usaremos uma estrutura de anel da soma direta de todos os n—mddulos de
cohomologia singular de um dado espaco. Nessa secdo definimos a operacao de multiplicacao
dessa estrutura, o chamado produto-cup. Além disso, trabalharemos alguns resultados basicos
de tal anel.

Para isso, definiremos alguns mapas auxiliares.

Definicdo 7.4.1. Dados dois inteiros k, [, definimos os mapas e}, &5 - Ak — AR+ como
0S mapas

€]1§H<t07"‘ i) = (Lo, 1, 0,---,0),

]l§+l<t07"' 7tk> (07 707t07"' 7tk)'

Com isso, podemos definir o produto-cup.

Definicao 7.4.2. Dado um espaco X e dois inteiros k, [, definimos o produto-cup U, como o
homomorfismo de R—mddulos U : H*(X; R)x H'(X; R) — H*"(X; R) tal que U([¢], [¢/]) =
[¢ U 1], onde o homomorfismo ¢ U é definido linearmente como:

(@ UY) (o) = plo(g™) - U(a(&™).
0

De fato o homomorfismo estd bem definido. Antes de introduzir o anel de cohomologia,
enunciaremos trés Uteis resultados.

Proposicao 7.4.3. Dados um espaco X e um anel R, o produto-cup é um homomorfismo
R—bilinear.

Observacao 7.4.4. Como tal morfismo é bilinear, usaremos diversas vezes o homomorfismo
induzido no produto tensorial e o chamaremos de produto-cupg.

Proposicao 7.4.5. Dados um espaco X e um anel R, entdo para quaisquer classes de coho-
mologia u,v com coeficientes em R, temos que u U v = (—1)1I*ly U, no qual |u| é o nivel
de cohomologia de u, Le. u € H"(X; R).
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Proposicao 7.4.6. Dado um espaco X, um anel R e um mapa f : X — Y, entdo dadas
classes de cohomologia u e v, temos que f*(uUwv) = f*(u) U f*(v).

Com tudo isso em maos, podemos definir o anel de cohomologia.

Definigao 7.4.7. Dado um espaco X e um anel R, definimos o anel de cohomologia H*(X; R)
de X com coeficientes em R, como a soma direta @, H*(X; R) com multiplicacdo dada por

Y=Y won,
i j ij
O
Observacao 7.4.8. Aqui é onde nosso anel ndo precisa ser comutativo. De fato, com a propo-
sicdo 7.4.5 é facil ver que a operacao dada pelo produto-cup nao precisa ser comutativa. Ainda
assim chamaremos a estrutura definida acima de anel. Além disso, o anel de cohomologia é

uma R—dlgebra j& que o produto-cup é bilinear.

Finalizamos tal secdo introduzindo uma segunda no¢ao de produto, mas no produto ten-
sorial de anéis de cohomologia.

Definicao 7.4.9. Dados dois espacos X e Y e um anel R, definimos o produto-cruzado ,
como o homomorfismo de R—mdédulos p: H*(X; R) ® H*(Y; R) — H*(X x Y; R) tal que
u®v — uxv, no qual ux v =7f(u)Uns(v) onde m; sdo as projecdes candnicas no i-ésimo
fator. O
Assim, definimos a sequinte estrutura.
Definigao 7.4.10. Dados dois espagos X e Y e um anel R, definimos a operagao
T H (X;R)@ H(Y;R) x H'(X;R)® H*(Y; R) — H*(X; R) ® H*(Y; R),

como (u; ® v1) - (ug @ vg) := (—1)Pl2l(uy Uuy) @ (v Uwy). O

A vantagem dessa operacao é que assim o produto-cruzado pode ser visto como um
homomorfismo de anéis.

Proposicao 7.4.11. Dados dois espacos X e Y e um anel R, o produto-cruzado p é um
homomorfismo de anéis.

E importante notar que o produto-cup e o produto-cruzado sdo diretamente relacionados.
Proposicdo 7.4.12. Se u e v sdo classes de cohomologia, entdo A*(u X v) = u U w.

Finalizamos essa secao com um resultado devido a Kiinneth que em anéis de cohomologia
com coeficientes em um corpo, o produto-cruzado torna-se um isomorfismo de anéis.

Proposicao 7.4.13. Se X e Y sdo espacos e K é um corpo, entdo o produto-cruzado p :
H*(X;K)® H*(Y;K) - H*(X x Y;K) é um isomorfismo.
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7.5 (Co)Homologia Simplicial

Uma segunda teoria de (co)homologia possivel em espacos topoldgicos é a chamada (co)homologia
simplicial. Em verdade, tal teoria é possivel apenas em complexos simpliciais e portanto, em
nossos grafos.

De fato, o Unico intuito dessa segao é apresentar uma outra forma de calcular a homologia
singular de tais grafos, junto do fato que para complexos simpliciais, ambas as teorias de
homologia coincidem. Sendo assim, essa secao serd ainda mais direta que as anteriores.
Antes disso, faremos uso de uma nocao de orientacao dos simplexos que introduziremos a
sequtr.

Definigao 7.5.1. Dado um n—simplexo o = [vg, - - - ,v,,], uma direcdo de o é uma ordenacdo
do seu conjunto de vértices. 0

Note que dado um n—simplexo o, temos n! direcoes possiveis de o dada pelas permutacoes
da ordem dos m vértices de o. Assim, para simplexos de dimensao maior que dois, nao
temos uma nocdo natural de direcdo oposta. Para isso, introduzimos a sequinte nocao de
equivaléncia.

Definigao 7.5.2. Dado um n—simplexo o, definimos a relacdo ~ no conjunto das direcdes de
o de modo que x ~ y se existe uma permutacdo par da ordenacdo de = que seja igual a .
O

Observagao 7.5.3. Usando apenas a teoria elementar de grupos, é possivel mostrar que
essa relacao define uma relacao de equivaléncia. Assim, confundiremos tanto a classe de
uma orientacdo com a orientacdo em si e denotaremos por (vg,--- ,v,) uma orientacao do
simplexo [vg, -+, v).

Com isso podemos introduzir os médulos de simplexos euclidianos.

Definicao 7.5.4. Dado um complexo simplicial K, um anel R e um inteiro n > 0, definimos
o n—mddulo de simplexos C,,(X; R) de K com coeficientes em R, como o R—mddulo livre,
livremente gerado pelos n—simplexos orientados de K. U

Naturalmente temos os seguintes homomorfismos.

Definigao 7.5.5. Dado um complexo simplicial K, um anel R e um inteiro n > 0, defini-
mos o n—homorfismo de bordo 0, de C,(X; R), como o homomorfismo 9,, : C,,(X; R) —
Cr—1(X; R) tal que:

8n(0) = Z(_l)](v()? 5y Vi—1, Vi1, -0t avm)v
=0

extendido linearmente no qual o; = [vg, - - , vy). O

Assim, podemos checar que vale a condicdo de cadeias nessa colecdo de homomorfismo
e portanto temos o seguinte resultado.

Proposicdo 7.5.6. Se R é um anel e K é um complexo simplicial, entdo a colecdo (C,,(K; R)), O,)
é um complexo de cadeias.

Portanto, temos naturalmente os mddulos de bordo, ciclos e de homologia. Com isso,
temos o seguinte resultado.
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Proposigao 7.5.7. Se R é um anel e K é um complexo simplicial n—dimensional, entao
H,(K;R) = Z,(K;R) e H,(K; R) =0 para todo m > n.

Demonstragdo: Note que por definicdo de C,,(K; R), temos que C,,(K; R) = 0 para todo
m > 0. Assim, para tais valores de m, tanto os m—mddulos de ciclos, bordos e homologias sao
triviais. Além disso, como C), 11 (K; R) = 0, temos que B, (K; R) = 0 e portanto H,(G; R) =
Z.(K; R). u

Corolario 7.5.8. Se R é um anel e G é um grafo, entdo H,(G; R) = Z1(G; R).

Uma importante vitéria da homologia simplicial é que injecoes de grafos induzem um
monomorfismo entre os médulos de homologia. Vejamos.

Proposicao 7.5.9. Se R é um anel e f : K — L é uma inclusdo de complexos entre dois
complexos de dimensdo n, temos que f, : H,(K; R) — H,(L; R) é um monomorfismo.

Demonstracdo: Como ambos os complexos tém dimensdo n, sabemos que H,(K;R) =
Zn(K;R) e Hy(L;R) = Z,(L; R). Assim, f,([c]) = f(o) e portanto como f é injetiva,
Jn(Q_icrTos[03]) = 0 se, e somente se, r,, = 0 para todo ¢; com 7 € I. Ou seja, f,, se anula
somente no elemento 0 € H,,(K; L). |

Finalmente, conclulmos esse capitulo com o sequinte resultado sobre a conexao entre os
modulos de homologia simplicial e singular.

Teorema 7.5.10. Seja K um complexo simplicial orientado e R um anel. Assim, os mddulos
de homologia sinqular e simplicial, ambos com coeficientes em R sao iguais.

Note que o 1—moddulo de homologia simplicial de um grafo é um mddulo livre. Um
poderoso coroldrio do teorema acima é que o rank do médulo de homologia de um grafo é
de cardter simplicial, especificamente temos o seguinte resultado.

Proposicao 7.5.11. Se G é um grafo, entdo H,(G; R) = R, no qual b,(G) é 0 n—ésimo
nimero de Betti de G.
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