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Resumo

A Conversão Paramétrica Descendente (CPD) tem sido, nas últimas décadas, o

principal meio de produção de estados quânticos fotônicos e emaranhados, geralmente

bipartidos. Além disso, a discretização (dentro de certo intervalo) do momento trans-

versal dos pares de fótons gerados pela CPD constitui a principal ferrramenta para a

produção de qudits emaranhados. Tal discretização, em conjunto com as diferentes

formas de manipulação experimental dos feixes produzidos na CPD, constituem os di-

ferentes métodos de engenharia de estados de fenda, os quais são bem estabelecidos

apenas para estados de dimensão tipo 𝑛 × 𝑛. Nesta dissertação, é feito um estudo de

cada um desses métodos, aplicados à produção de estados 2×2 e, como ponto principal

do trabalho, são apresentadas suas respectivas extensões à produção de estados 2 × 3,

visando também a generalização para qualquer dimensão 𝑛 ×𝑚. Chamamos esses es-

tados quânticos discretos, de duas partes com dimensões diferentes para cada uma das

partes, de estados de dimensão hibrida.

Palavras-chave: Emaranhamento, sistema bipartido, Conversão Paramétrica Descendente,

estados de fenda.



Abstract

In recent decades, Parametric Down Conversion (PDC) has been the main method

of production of entangled photonic quantum states , most often bipartite. In addition,

the discretization (within a certain range) of transversal momentum of the photon pair

generated by PDC is the main tool for producing entangled qudits. Such discretization,

in conjunction with different methods of experimental manipulation of photon beams

produced in PDC, constitutes the various methods of engineering of slit states, which

are well established only to states with dimensionality of the kind 𝑛×𝑛. In this master’s

thesis, a study is presented of each of those methods of production applied to states of

the form 2×2. As the central point of the work, is also presented their extension to case

2 × 3, aiming the generalization to any dimensionality of the form N x M. These two

party discrete quantum states with different dimensions in each party is called Hybrid

Dimension Quantum State.

Keywords: Entanglement, bipartite system, Parametric Down Convertion, slits states.
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Capítulo 1

Introdução

A mecânica quântica é, certamente, uma área da Física que, desde seu advento, tem

causado espanto e admiração por parte da comunidade científica (e também de leigos

que entram em contato com suas surpreendentes conclusões). A partir do desenvol-

vimento de explicações para resultados experimentais, estranhos à percepção da física

clássica, comportamentos ainda mais estranhos foram previstos pela teoria [1], e ve-

rificados experimentalmente ao longo dos anos [2, 3]. Em sistemas de apenas uma

partícula (unipartidos) podemos citar, como exemplos desses estranhos comportamen-

tos, a "‘dualidade"’ onda-partícula, as relações de incerteza e os estados de superposição

dos sistemas quânticos de dois níveis, chamados de qubits. Para sistemas constituídos

de duas partes (bipartidos), o fenômeno que mais provocou discussões e que tem sido

o assunto central de muitos trabalhos é o emaranhamento. Uma correlação própria

de estados quânticos, de um sistema multipartido, que não podem ser escritos como

um produto dos estados das partes, sendo que tal correlação não pode ser reproduzida

ou criada por meio de Operações Locais e Comunicação Clássica [4]. Apesar de num

primeiro momento ter sido motivo de assombro e dissensões entre grandes cientistas,

o emaranhamento passou a ter potencial para diferentes aplicações, sendo hoje em dia

identificado como um recurso à informação quântica.

A possibilidade da utilização dos qubits, e do emaranhamento que que pode existir

no estado de muitos qubits, na transmissão de informação levanta a questão de como

esses bits quânticos podem ser produzidos. Como exemplos de sistemas de dois níveis

temos: uma partícula de spin meio, cuja projeção em determinada direção pode assumir

dois valores; um feixe de fótons com polarização bem definida e que pode ser decom-

posta em duas componentes perpendiculares (horizontal e vertical, circular à direita ou

à esquerda...). Dentro desse contexto (o dos fótons), o fenômeno da Conversão Para-

métrica Descendente (CPD) tem se mostrado um dos principais meios de obtenção de

estados quânticos bipartidos e emaranhados, já que na CPD são produzidos, por meio

da incidência de um laser sobre um cristal não linear, pares de fótons em estados ema-

ranhados tanto em polarização quanto em momento angular. Além disso, esses pares
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de fótons (também chamados de fótons gêmeos) são emaranhados em momento trans-

versal, o que leva a uma correlação (quântica) entre as posições onde esses fótons são

detectados num determinado plano. Como veremos melhor ao longo dessa dissertação,

o caráter aleatório da região espacial onde a conversão, propriamente dita, acontece

dá origem a um contínuo de possibilidades para o momento transversal dos fótons, ou

seja, os fótos gêmeos estão em um estado emaranhado, espacialmente, codificado numa

variável contínua.

A discretização do momento transversal dos fótons tem sido feita por meio de fendas

colocadas no caminho dos mesmos, o que nos dá estados de dois qubits (no caso de fendas

duplas) emaranhados em caminho, os quais chamamos de estados de fenda. A grande

vantagem dos estados de fenda é a possibilidade de produção de estados quânticos de

vários níveis, os qudits, que são, em certas situações, mais úteis à informação quântica

do que os qubits [5].

Nos últimos anos surgiram muitos trabalhos sobre as técnicas de produção de estados

de dois qudits, emaranhados em caminhos definidos por fendas, e muitos outros que

fazem uso desses estados [6, 7, 8, 9, 10]. No entanto, encontramos nesses trabalhos

apenas estados, de dois fótons, bipartidos com os estados das partes possuindo a mesma

dimensão, isto é, apenas estados de fenda 𝑛×𝑛 (como dois qubits e dois qutrits) foram

produzidos e estudados experimentalmente [11]. Essa dissertação tem, assim, o objetivo

de estudar a extensão dos principais métodos de engenharia de estados de fendas à

produção de estados de dimensão híbrida, em especial estados 2 × 3.

A motivação para tal estudo está não apenas no desejo de explorarmos por completo

a versatilidade dos estados fotônicos codificados em caminho, mas também na possibi-

lidade de implementarmos diversos trabalhos teóricos, desenvolvidos nos últimos anos,

que envolvem estados de dimensão 𝑛×𝑚. Como um primeiro exemplo, temos [12], onde

os autores estudaram o comportamento da fase topológica de estados emaranhados para

estados 2 × 3, tendo o mesmo já sido feito teórica e experimentalmente para estados

𝑛× 𝑛, onde 𝑛 = 2, 3 e 4 [13, 14]. Podemos citar também, trabalhos em que a dinâmica

de estados 𝑛 ×𝑚 foi analisada, como nas referências [15] e [16], nos quais a morte sú-

bita de emaranhamento de estados 2 × 3 foi estudada. Nos trabalhos das referências

[17, 18, 19] a evolução do emaranhamento de estados 2 × 3 submetidos à interferências

do ambiente foi bem estabelecida e em [20], a evolução do emaranhamento, na presença

de ruído, também foi calculada para estados 2 ×𝑚.

Visando, então, a produção de estados 𝑛 × 𝑚 e suas aplicações, vamos começar

nosso estudo, no capítulo 2, com uma revisão dos assuntos (e principais aspectos) que

permeiam a produção dos estados de fenda. Incluimos neste grupo o entendimento,

ainda que básico, a respeito de estados emaranhados com esse tipo de dimensão e

também o conhecimento a respeito do fenômeno explorado em todos os métodos, bem

como as ferramentas necessárias à boa compreensão dos mesmos.
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No capítulo 3 veremos os diferentes métodos de engenharia de estados de fenda,

encontrados na literatura e aplicados à estados 2 × 2, cujo comportamento e dinâmica

também já são conhecidos. No capítulo seguinte (4), vamos estudar as extensões de tais

métodos a estados 2 × 3. Além disso, apresentaremos uma proposta experimental para

a implementação dessas extensões, visando não apenas os estados 2 × 3, mas também

estados 𝑛×𝑚.



Capítulo 2

Conceitos e ferramentas importantes

Para iniciarmos nosso estudo a respeito da produção dos estados de fenda, precisamos

solidificar alguns conceitos básicos a respeito da área e conhecer as ferramentas usadas

na engenharia desses estados. Isso será feito ao longo desse capítulo sem a pretensão de

cobrir todos os aspectos (ou mesmo alguns profundamente) que permeiam o assunto.

Na primeira seção faremos uma revisão sobre estados emaranhados, bipartidos e puros,

incluindo os de dimensão 𝑛×𝑚. Na segunda seção, veremos como pares de fótons ema-

ranhados no espaço contínuo são gerados e discretizados, dando origem aos conhecidos

Estados de Fenda. Na última parte do capítulo (seção 2.3) vamos apontar algumas

ferramentas da Óptica de Fourier, importantes para o estudo feito nesse trabalho.

2.1 Emaranhamento e os estados de dimensão 𝑛×𝑚

O emaranhamento é uma característica de estados quânticos de sistemas compostos

cujas matrizes densidade não podem ser escritas como uma soma convexa de matrizes

densidade que são o produto tensorial entre as de cada uma das partes do sistema [21].

Além disso, a correlação entre as partes, consequente do emaranhamento, não pode ser

produzida por meio de Operações Locais e Comunicação Clássica 1 [4, 22]. Apesar de

inicialmente ter sido motivo de grandes debates no meio científico [1, 2, 3, 23], no final

do sec. XX o emaranhamento foi tomado como um recurso para comunicção quântica

[24], culminando, inclusive, numa área de pesquisa chamada de Informação Quântica

[25, 26]. Foi mostrado que um alto grau emaranhamento torna diversos protocolos

de informação mais seguros e eficientes [27], e que estados emaranhados de grandes

dimensões (os qudits emaranhados) são, em muitos casos, mais resistentes a introdução

de ruído [28, 29, 30]. Esses aspectos culminaram, nos últimos anos, numa infinidade de

trabalhos que visam melhor entender e utilizar o emaranhamento em diversos graus de

1Operações Locais e Comunicação se refere a operações feitas, separadamente, em cada uma das
partes de um sistema bipartido em conjunto com a forma de comunicação entre as partes (comunicação
dos métodos experimentais e dos resultados)
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complexidade, desde estados bipartidos e puros, até estados multipartidos e mistos [31],

sendo o primeiro o centro de nossa atenção neste trabalho.

Para definir, matematicamente, o que é um estado emaranhado, vamos começar

por uma classe mais simples de estados quânticos, os estados puros. Estudaremos um

critério usado para entender se um estado puro é ou não emaranhado, o qual é suficiente

para estados bipartidos e puros [32] de quaisquer dimensão, e cuja construção é feita à

partir da decomposição de Schmidt, descrita na sequência.

2.1.1 Como é um estado emaranhado?

Considerando um estado de duas partes A e B, descritos por bases ortonormais {|𝑎𝑖⟩}
e {|𝑏𝑗⟩}, em seus respectivos espaços de Hilbert, cujas dimensões são dim𝐻𝐴 = 𝑛 e

dim𝐻𝐵 = 𝑚, com 𝑛 ≤ 𝑚, o estado do sistema composto |𝜓⟩, no espaço 𝐻 = 𝐻𝐴 ⊗𝐻𝐵

de dimensão dim𝐻 = 𝑛×𝑚, pode ser escrito como [32]

|𝜓⟩ =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜓𝑖𝑗 |𝑎𝑖⟩ |𝑏𝑗⟩ . (2.1)

A escolha das bases {|𝑎𝑖⟩} e {|𝑏𝑗⟩} pode ser feita de forma arbitrária, e geralmente

depende de como particionamos nosso sistema [33]. No entanto, para todo estado escrito

dessa forma existe uma base na qual o mesmo é escrito como uma soma biortogonal

[34]. Isso significa que para um estado como Eq.(2.1), por exemplo, ⟨𝑎𝑘 |𝑎𝑙⟩ = 𝛿𝑘,𝑙 ao

mesmo tempo que ⟨𝑏𝑘 |𝑏𝑙⟩ = 𝛿𝑘,𝑙. Podemos tomar como ilustração o estado

|𝜓⟩ = 1/10 [|𝛼1⟩ (|𝛽1⟩ + 2 |𝛽2⟩) + |𝛼2⟩ (2 |𝛽1⟩ + |𝛽2⟩)] , (2.2)

que não está representado por uma soma biortogonal, pois

⟨𝛼1 |𝛼2⟩ = 0, (2.3)

mas

(⟨𝛽1| + 2 ⟨𝛽2|) (2 |𝛽1⟩ + |𝛽2⟩) ̸= 0. (2.4)

Uma soma biortogonal representando um estado de duas partes é a decomposição

de Schmidt deste e, novamente, para todo estado da forma Eq.(2.1), existem bases
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ortonormais |𝛼𝑖⟩ em 𝐻𝐴 e |𝛽𝑗⟩ em 𝐻𝐵, nas quais |𝜓⟩ é escrito como 2

|𝜓⟩ =
𝑟∑︁
𝑖=1

√︀
𝜆𝑖 |𝛼𝑖⟩ |𝛽𝑖⟩ , (2.5)

onde r é conhecido como posto de Schmidt, sendo 𝑟 ≤ 𝑛.

Um ponto essencial na decomposição é o fato de {𝜆𝑖} ser os autovalores da matriz

densidade reduzida do estado composto, e {|𝛼𝑖⟩} ser seus autovetores. Como rank(𝜌𝐴) =

rank(𝜌𝐵) (𝜌𝐴=𝑇𝑟𝐵𝜌,𝜌𝐵 = 𝑇𝑟𝐴𝜌), ou, como os autovalores de 𝜌𝐵 são os mesmos de 𝜌𝐴
acresentado de (𝑚 − 𝑛) autovalores nulos [4], podemos usar qualquer uma das duas

matrizes densidades reduzidas para determinar os coeficientes de Schmidt (
√
𝜆𝑖). Outro

fato importante é que cada estado possui sua própria decomposição, mas essa decompo-

sição não é única já que na Eq.(2.5), as fases podem ser escolhidas de forma arbitrária

[35].

Voltando agora para o foco dessa discussão, a saber, o que é um estado emaranhado,

temos que, se na Eq.(2.5) existir apenas um 𝜆 não nulo (𝑟 = 1), |𝜓⟩ é um estado produto,

caso contrário, o mesmo é emaranhado. E, ainda, caso 𝑟 = 𝑛 e
√
𝜆1 = ... =

√
𝜆𝑛 = 1√

𝑛
,

o estado é chamado de maximamente emaranhado [4].

Até o momento não fizemos nenhuma restrição a respeito da dimensão do estado ou

de suas partes (apenas definimos, a título de notação, o sistema 𝑛 como o de dimensão

menor), mas já encontramos a primeira diferença entre estados 𝑛× 𝑛 e 𝑛×𝑚. Para os

primeiros, o rank de Schmidt máximo é igual à dimensão das partes, e os coeficientes

de Schmidt iguais a um sobre a raiz da dimensão. Já para estados em que as partes

possuem diferentes dimensões, estados de dimensão 𝑛×𝑚, tanto o posto máximo quanto

os coeficientes de Schmidt são determinados pela menor dimensão. Isso quer dizer que,

efetivamente, a decomposição de Schmidt reduz, pela escolha das bases, um estado

𝑛 × 𝑚, como acima, a um estado 𝑛 × 𝑛 [35]. Assim, um estado 2 × 3, por exemplo,

quando escrito na forma biortogonal, tem suas propriedades reduzidas às de um estado

2 × 2.

Diante das considerações acima, sabemos determinar se um estado, bipartido puro,

é ou não emaranhado, e até se o mesmo é maximamente amaranhado. Porém, existem

estados com 𝑟 > 1 e
√
𝜆𝑖 diferentes. Nesse caso, precisamos determinar a quantidade

de emaranhamento presente no estado.

2.1.2 Estados mistos

A classe de estados que estudamos acima (puros) é compostas por estados que podem

ser descritos como vetores de estados em seu espaço de Hilbert. No entanto, existe uma

2Veja demonstração nas refs. [32] e [35]
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classe mais complexa de estados, os estados mistos, que para um sistema bipartido pode

ser decrito como

𝜌 =
∑︁
𝑖,𝑙=1

𝑚∑︁
𝑗,𝑜=1

𝑃𝑖𝑗,𝑙𝑜 |𝑎𝑖⟩ ⟨𝑎𝑙| ⊗ |𝑏𝑗⟩ ⟨𝑎𝑙| , (2.6)

o qual é emaranhado se não puder ser escrito como

𝜌 =
∑︁
𝑖

𝑃𝑖 |𝑎𝑖⟩ ⟨𝑎𝑖| ⊗ |𝑏𝑖⟩ ⟨𝑎𝑖| . (2.7)

É possível encontrarmos, na literatura, o estudo de mais de um critério de emara-

nhamento para estados mistos sendo, ainda hoje, um assunto complexo e, para estados

de grande dimensão, em aberto. Ao longo deste trabalho estudaremos apenas estados

puros, de forma que o critério pelo posto de Schmidt nos é suficiente. Para o leitor

interessado no estudo de emaranhamento de estados mistos indicamos [4, 21].

2.1.3 Quantificando o emaranhamento

Atualmente é conhecida uma grande variedade de quantificadores de emaranhamento

[4] que apesar de diferentes possuem algumas características em comum que os permitem

ser classificados como tais. Nesse trabalho, em particular, vamos estudar apenas dois.

O Emaranhamento de Formação e a Concorrência, descritos abaixo.

Emaranhamento de formação

O Emaranhamento de Formação E𝑓 foi, historicamente, o primeiro quantificador de

emaranhamento bem estabelecido [36], e é definido como a entropia de Von Neumann

da matriz densidade reduzida do estado [31, 32]. Tendo em mente a Eq.(2.1), E𝑓 é

definido da seguinte forma

E𝑓 (|𝜓⟩) = 𝑆 (𝜌𝐴) = Tr (−𝜌𝐴 log2 𝜌𝐴)

E𝑓 (|𝜓⟩) = −
𝑟∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖 log2 𝜆𝑖, (2.8)

onde, novamente, {𝜆𝑖} são os autovalores não nulos de 𝜌𝐴.

O Emaranhamento de Formação é nulo para estados produto, como qualquer outro

quantificador, e atinge o valor máximo de log2 𝑛 para estados maximamente emaranha-

dos de dimensão 𝑛×𝑚 com 𝑛 ≤ 𝑚. Essa generalização para estados de dimensão 𝑛×𝑚
foi bem estabelecida em 2005 por Kai Chen e colaboradores [37], sendo que, no caso

especial onde 𝑚 = 𝑛 = 2, E𝑓 pode ser escrito como [38]
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E𝑓 (|𝜓⟩) = ℎ

(︃
1 +

√︀
1 − C2

2

)︃
, (2.9)

em que ℎ (𝑥) = −𝑥 log2 𝑥− (1 − 𝑥) log2 (1 − 𝑥) e C é a quantidade conhecida como

Concorrência, descrita na sequência.

Concorrência

Apesar de aparecer como um parâmetro no cálculo de E𝑓 para um estado 2 × 2, a

Concorrência é, por si só, um quantificador de emaranhamento e foi definido como tal em

1998 [37] para um sistema de dois qubits. Ao longo do tempo diferentes generalizações

foram feitas dando origem a diferentes tipos de Concorrência [4, 39]. Vamos usar aqui

a generalização, introduzida por Rungta em 2001 [40], conhecida como I-Concorrência,

a qual assume o valor máximo de
√︀

2(𝑛− 1)/𝑛, para estados 𝑛 × 𝑚 com 𝑛 ≤ 𝑚, se

definida como

𝐶𝐼(𝜓) =
√︁

2(1 − 𝑇𝑟(𝜌2𝐴)). (2.10)

Apesar de inicialmente, isto é, para estados 2 × 2, E𝑓 ser uma função crescente de

𝐶, em sistemas onde pelo menos uma das partes possui dimensão superior a 2, não

existe uma relação entre as duas grandezas, de forma que as mesmas são tomadas como

quantificadores de emaranhamento independentes [4]. Assim, encontramos mais uma

diferença, não apenas entre estados 𝑛× 𝑛 e 𝑛×𝑚, mas entre estados de dois qubits e

os demais estados bipartidos.

2.2 Estados de fenda

A discussão da seção anterior, apesar de rápida, já nos dá base suficiente para enter-

dermos o quanto o entendimento acerca do emaranhamento tem sido importante para o

desenvolvimento da mecânica quântica, e o quanto a produção de estados emaranhados

é fundamental para o uso desse recurso. Diante disso, estudaremos, nessa seção, uma

maneira de obtermos estados bipartidos emaranhados a partir da Conversão Paramé-

trica Descendente, fenômeno que possibilita a criação de estados de vários níves, o que

não é possível a alguns sistemas físicos, como partículas de spin meio, por exemplo [41].

2.2.1 Fótons emaranhados em momento transversal

A Conversão Paramétrica Descendente (CPD) é um fenômeno óptico não linear que

ocorre de forma espontânea quando um feixe de laser intenso (também chamado de
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feixe de bombeamento, ou pump) inside em um cristal cuja resposta, não linear, à luz

intensa destrói um fóton do pump e cria dois fótons, conhecidos como fótons gêmeos, e

comumente nomeados de signal e idler [42]. O ponto no cristal onde a geração ocorre,

bem como a direção em que os fótons são emitidos, são variáveis aleatórias, mas tanto

energia quanto momento linear (e até momento angular [43]) são conservados durante o

processo. Essa conservação, expressa matematicamente pela Equação de Casamento de

Fase [44], nos dá pares de fótons gêmeos correlacionados em frequência, polarização e

momento transversal, com este último sendo a variável de maior interesse nesse trabalho.

Resultados experimentais confirmaram que signal e idler são, de fato, emaranhados

[45], e que o tratamento do fenômeno, apesar de quântico, pode ser baseado no estudo

clássico da interação não linear entre luz e matéria. Posteriormente, o campo eletromag-

nético é quantizado e o estado do par de fótons é calculado através do operador evolução

atuando no estado de vácuo. Não iremos, aqui, fazer uma revisão desse tratamento, haja

vista a variedade de textos didáticos onde o leitor pode encontrar a descrição completa

do fenômeno, tanto conceitual quanto matemática [10, 42, 46, 47, 48]. Nos será sufici-

ente escrever o estado quântico dos fótons gêmeos produzidos pela CPD, dadas algumas

aproximações e em apenas uma dimensão do momento transversal, à saber,

|𝜓𝐶𝑃𝐷⟩ ∝
∫︁ ∫︁

𝐸̃ (𝑞𝑠 + 𝑞𝑖,𝑧0) 𝜉 (𝑞𝑠 − 𝑞𝑖,𝑧0) |𝑞𝑠,𝜎𝑠⟩ |𝑞𝑖,𝜎𝑖⟩ 𝑑𝑞𝑠𝑑𝑞𝑖

∝
∫︁ ∫︁

Φ (𝑞𝑠,𝑞𝑖,𝑧0) |𝑞𝑠,𝜎𝑠⟩ |𝑞𝑖,𝜎𝑖⟩ 𝑑𝑞𝑠𝑑𝑞𝑖. (2.11)

Para começarmos a entender essa expressão termo a termo, temos que 𝑞𝑠 e 𝑞𝑖 são

o momento transversal de signal e idler na direção 𝑥̂; 𝜎𝑖 e 𝜎𝑠 indicam as polarizações

dos dois feixes, que podem ser combinadas de duas maneiras, mostradas na Fig:2.1. Na

primeira (Casamento de Fase Tipo I) a polarização dos dois fótons gerados são iguais e

ortogonais à do pump, na segunda (Casamento de Fase Tipo II), a polarização de um

dos gêmeos é igual à do feixe de bombeamento enquanto o outro possui polarização

ortogonal a estes. Na maior parte deste texto trabalharemos com o primeiro caso, mas

o segundo pode ser igualmente utilizado. Ainda na expressão acima, 𝜉 (𝑞𝑠 − 𝑞𝑖) é uma

função (cuja a transformada de Fourier é chamada Função de Casamento de Fase) que

depende das propriedades do cristal utilizado e é definida como

𝜉 (𝑞𝑠 − 𝑞𝑖) = sinc

(︃
𝐿
(︀
|𝑞𝑠 − 𝑞𝑖|2

)︀
8𝑛𝑒𝑓𝑓𝑤/𝑐

)︃
, (2.12)

onde 𝐿 é o comprimento do cristal e 𝑛𝑒𝑓𝑓 é o índice de refração efetivo para fótons

gêmeos de frequência 𝑤.
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Figura 2.1: Representação das direções nas quais os fótons gêmeos podem ser emitidos nos
dois tipos de casamento de fase. Figura retirada de [49].

Por fim, 𝐸̃ (𝑞𝑠 + 𝑞𝑖,𝑧0) é o espectro angular do pump na posição onde os pares são

gerados (𝑧 = 𝑧0) e expressa um dos resultados mais interessantes na geração de fótons

emaranhados pela CPD, que é a transferência do espectro angular [50]. Como o pump

é muito intenso, podemos utilizar a aproximação feita por C. K. Hong e L. Mandel [51],

na qual o feixe de bombeamento é tratado classicamente. Além disso, nas aproximações

paraxial e monocromática (para o feixe de bombeamento), é possível demonstrar que o

momento transversal é conservado na CPD, de forma que podermos escrever 𝑞𝑝 como

𝑞𝑠 + 𝑞𝑖 [52]. Assim, o espectro angular, ou mesmo o perfil transversal do campo, do

pump é transferido para o estado dos fótons gêmeos. Essa transferência, modulada

pelo Casamento de Fase, é total no caso em que a Eq.(2.10) possa ser aproximada

como constante e igual a um. Precisamos, ainda, enfatizar que essa transferência não

ocorre para cada feixe individualmente, mas para o par de fótons (que por esse motivo

é chamado de bifóton), determinando, assim, a correlação entre eles.

Para visualizarmos melhor o comportamento de um estado emaranhado em caminho,

vamos usar a representação do estado no espaço das posições. Para tanto, vamos definir

as variáveis

𝑞± ≡ 𝑞𝑖 ± 𝑞𝑠; 𝑥± ≡ (𝑥𝑖 ± 𝑥𝑠)/2, (2.13)

de forma que podemos calcular as transformadas de Fourier das duas funções da

Eq.(2.9) separadamente [53], resultando em

|𝜓𝐶𝑃𝐷⟩ ∝
∫︁ ∫︁

𝐸

(︂
𝑥𝑖 + 𝑥𝑠

2
,𝑧0

)︂
𝜉

(︂
𝑥𝑖 − 𝑥𝑠

2
,𝑧0

)︂
|𝑥𝑠,𝜎𝑠⟩ |𝑥𝑖,𝜎𝑖⟩ 𝑑𝑥𝑠𝑑𝑥𝑖 ⇒

|𝜓𝐶𝑃𝐷⟩ ∝
∫︁ ∫︁

Φ (𝑥𝑠,𝑥𝑖,𝑧0) |𝑥𝑠,𝜎𝑠⟩ |𝑥𝑖,𝜎𝑖⟩ 𝑑𝑥𝑠𝑑𝑥𝑖. (2.14)

Este é o estado logo na saída do cristal, de forma que o mesmo, em qualquer plano
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determinado por z, é dado por [53]

|𝜓𝑧⟩ ∝
∫︁ ∫︁

Φ (𝑥𝑠,𝑥𝑖,𝑧) |𝑥𝑠,𝜎𝑠⟩ |𝑥𝑖,𝜎𝑖⟩ 𝑑𝑥𝑠𝑑𝑥𝑖. (2.15)

2.2.2 Obtendo um estado discreto

Vimos acima um pouco sobre o fenômeno explorado na produção de pares de fótons

emaranhados em momento transversal. No entanto, a maior parte das aplicações, em

informação quântica, de um sistema emaranhado faz uso de estados discretos [5, 8,

54]. Assim, o próximo passo para tornar o emaranhamento espacial do bifóton mais

atraente à informação quântica é discretizar o estado gerado na CPD. Isso foi feito pela

primeira vez em [55] com o auxílio de um conjunto de fendas múltiplas, como ilustrado

na (Fig.2.2).

Um conjunto de fendas múltiplas tem como função transmissão [56] (representação

matemática) uma soma de funções retângulo (Fig.2.3)

𝑇𝛼(𝑥) =
𝑙=Λ∑︁
𝑙=−Λ

∏︁(︂
𝑥− 𝑙𝑑

2𝑎

)︂
, (2.16)

sendo Λ = 𝒟−1
2
, 𝒟 a dimensão de uma das partes do estado do sistema composto,

além disso, 𝛼 = 𝑖,𝑠 indicando que cada um dos feixes de fótons gêmeos passará por uma

fenda múltipla. A função retângulo, por sua vez, é definida da seguinte forma

∏︁
(|𝑡|) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 se |𝑡| ≤ 1

2
,

0 se |𝑡| > 1
2
.

(2.17)

Figura 2.2: Representação da discretização do momento dos feixes produzidos na CPD por
meio de uma fenda múltipla. Figura retirada de [49] e modificada.

Supondo que cada feixe de fótons passa por um conjunto de fendas múltiplas, a uma

distância 𝑧𝑓 do cristal, a amplitude do bifóton no plano das fendas, logo ao passar por
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Figura 2.3: Gráfico da função transmissão do conjunto de fendas em função da variável de
posição 𝑥. A separação entre as aberturas, centro a centro, vale 𝑑, e a largura de cada abertura
é igual a 2𝑎. Figura retirada de [44].

elas, é dada por

Φout (𝑥𝑖,𝑥𝑠,𝑧𝑓) =
∑︁
𝑙𝑖

∑︁
𝑙𝑠

Φin (𝑥𝑖,𝑥𝑠,𝑧𝑓)
∏︁(︂

𝑥𝑖 − 𝑙𝑖𝑑

2𝑎

)︂∏︁(︂
𝑥𝑠 − 𝑙𝑠𝑑

2𝑎

)︂
, (2.18)

onde Φin (𝑥𝑖,𝑥𝑠,𝑧𝑓) é a amplitude do bifóton sobre o plano das fendas. Substituindo a

Eq.(2.17) na Eq.(2.13) temos o seguinte estado para os fótons gêmeos logo depois das

aberturas:

|𝜓𝑓⟩ ∝
∑︁
𝑙𝑖

∑︁
𝑙𝑠

∫︁ ∫︁
Φin (𝑥𝑖,𝑥𝑠,𝑧𝑓)

∏︁(︂
𝑥𝑖 − 𝑙𝑠𝑑

2𝑎

)︂∏︁(︂
𝑥𝑖 − 𝑙𝑠𝑑

2𝑎

)︂
|𝑥𝑠,𝜎𝑠⟩ |𝑥𝑖,𝜎𝑖⟩ 𝑑𝑥𝑖𝑑𝑥𝑠.

(2.19)

Se a largura de cada abertura (2𝑎) é suficientemente pequena para que a variação da

amplitude do bifóton, no interior de uma abertura, seja desprezível, podemos escrever

|𝜓𝑓⟩ ∝
∑︁
𝑙𝑖

∑︁
𝑙𝑠

Φin (𝑙𝑖𝑑,𝑙𝑠𝑑,𝑧𝑓)

∫︁ ∫︁ ∏︁(︂
𝑥𝑖 − 𝑙𝑖𝑑

2𝑎

)︂∏︁(︂
𝑥𝑠 − 𝑙𝑠𝑑

2𝑎

)︂
|𝑥𝑠,𝜎𝑠⟩ |𝑥𝑖,𝜎𝑖⟩ 𝑑𝑥𝑖𝑑𝑥𝑠.

(2.20)

Definindo o estado de caminho |𝑙𝛼⟩ de um fóton nomeado como 𝛼 = 𝑖,𝑠, como sendo

o estado do fóton transmitido pela abertura 𝑙𝛼, temos

|𝑙𝛼⟩ ≡
√︂
𝜋

𝑎

∫︁ ∏︁(︂
𝑥𝛼 − 𝑙𝛼𝑑

2𝑎

)︂
|𝑥𝛼⟩ 𝑑𝑥𝛼. (2.21)

E assim, obtemos a seguinte expressão geral para os Estados de Fenda (ou estado

de caminho)
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|𝜓𝑓⟩ ∝
Λ𝑖∑︁

𝑙𝑖=−Λ𝑖

Λ𝑠∑︁
𝑙𝑠=−Λ𝑠

Φin (𝑙𝑖𝑑,𝑙𝑠𝑑,𝑧𝑓) |𝑙𝑖,𝜎𝑖⟩ |𝑙𝑠,𝜎𝑠⟩ . (2.22)

É notório, na expressão acima, que os coeficientes dos possíveis estados, e como

consequência as correlações entre as posições em que os fótons de um par são detec-

tados, são determinados pelo valor da amplitude Φ𝑖𝑛 em pontos específicos. Como 𝑧𝑓
não é, necessariamente, algo próximo de 𝑧0, a amplitude no plano das fendas não é

necessariamente a mesma no centro do cristal Eq.(2.9). Portanto, como veremos no

capítulo seguinte, diferentes estados de fenda podem ser gerados a partir de diferentes

manipulações do bifóton, isto é, a partir da incidência de pares de fótons em estados

com diferentes amplitudes sobre o conjunto de fendas. Ainda a respeito da expressão

geral do estado, temos que a dimensão do mesmo é determinada pela quantidade de

aberturas da fenda múltipla colocada no caminho dos fótons [9] e, a principio, não há

nenhuma restrição teórica para o uso de diferentes conjuntos de fendas. Apesar disso,

encontramos na literatura apenas métodos para a geração de estados em que 𝒟𝑖 = 𝒟𝑠.

A discussão à respeito dos estados com 𝒟𝑖 ̸= 𝒟𝑠 é o objeto de estudo desse trabalho,

como será visto no capítulo 4.

2.3 As ferramentas da óptica de Fourier

Na seção anterior, vimos como gerar pares de fótons emaranhados em momento trans-

versal, ou estados de caminho quando pares de fótons gêmeos são transmitidos por fen-

das múltiplas, e assim, como obter um estado discreto e emaranhado de duas partes.

Vimos também que os coeficientes dos estados, ou a correlação entre as partes, são

determinados pela amplitude do bifóton no plano das fendas, em pontos específicos.

Antes de conhecer as diferentes manipulações, que produzem diferentes amplitudes

sobre as fendas, precisamos conhecer as ferramentas usadas na engenharia desses esta-

dos. Nessa última seção apresentaremos os elementos básicos da Óptica de Fourier que

são necessários à compreensão das discussões seguintes. Para um estudo mais completo

do assunto indicamos a referência [56].

2.3.1 Elementos básicos

Para um campo elétrico harmônico e escalar, cuja parte espacial obedece a Equação

de Helmholtz, podemos, para cada 𝑧 constante, decompor o perfil transversal do campo

em ondas planas, obtendo assim, seu espectro angular, já mencionado anteriormente,

definido como
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𝐸̃ (𝑞𝑥,𝑞𝑦,𝑧) =

∫︁ ∫︁
𝐸 (𝑥,𝑦,𝑧) 𝑒−𝑖(𝑥𝑞𝑥+𝑦𝑞𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, (2.23)

e que se modifica por uma propagação livre ao longo de 𝑧, positivo, de forma tal que

𝐸̃ (𝑞𝑥,𝑞𝑦,𝑧) = 𝐸̃ (𝑞𝑥,𝑞𝑦,𝑧0) 𝑒
𝑖𝑘𝑧(𝑧−𝑧0), (2.24)

o que nos leva a um perfil transversal, depois de propagar livremente numa distância

(𝑧 − 𝑧0), dado por [47]

𝐸 (𝑥,𝑦,𝑧) =
1

4𝜋2

∫︁ ∫︁
𝐸̃ (𝑞𝑥,𝑞𝑦,𝑧0) 𝑒

𝑖(𝑥𝑞𝑥+𝑦𝑞𝑦)𝑒𝑖
√
𝑘2−(𝑞2𝑥+𝑞

2
𝑦)(𝑧−𝑧0)𝑑𝑞𝑥𝑑𝑞𝑦

𝐸 (𝑥,𝑦,𝑧) =
1

4𝜋2

∫︁ ∫︁
𝐸 (𝑥′,𝑦′,𝑧0)

{︁
𝑒𝑖𝑘

√
(𝑥−𝑥′)2+(𝑦−𝑦′)2+(𝑧−𝑧0)2×

𝑧 − 𝑧0

𝑖𝜆
[︀
(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 − 𝑧0)

2]︀
⎛⎝1 +

𝑖

𝑘
√︁

(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 − 𝑧0)2

⎞⎠⎫⎬⎭ 𝑑𝑥′𝑑𝑦′,

(2.25)

onde usamos 𝑘2− (𝑞2𝑥+ 𝑞2𝑦) = 𝑘2𝑧 , e o Teorema da Convolução, pelo qual a Transformada

de Fourier de um produto de funções é a convolução das Transformadas de cada uma,

de forma que, o termo entre chaves na última linha de Eq.(2.24) é a Transformada

de Fourier de 𝑒
√
𝑘2−(𝑞2𝑥+𝑞

2
𝑦)(𝑧−𝑧0), escrita em termos das variáveis 𝑥 − 𝑥′ e 𝑦 − 𝑦′. A

situação considerada, mostrada na Fig.2.4, nos dá a distribuição transversal de campo

em 𝑧 em função da mesma em 𝑧0, Eq.(2.24), a qual pode ser simplificada em algu-

mas situações. A primeira delas é o caso em que (𝑧 − 𝑧0) >> 𝜆, que faz com que

o último termo entre parênteses, na expressão acima, possa ser desprezado. Na se-

gunda, chamada de aproximação paraxial, o ângulo 𝜃 (Fig. 2.4) é muito pequeno,

nos dando (𝑧−𝑧0)√
(𝑥−𝑥′)2+(𝑦−𝑦′)2+(𝑧−𝑧0)2

≈ 1. Além disso, podemos escolher observar, no

plano 𝑧 constante, uma região tal que (𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 << (𝑧 − 𝑧0), de forma que√︁
(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 − 𝑧0)2 ≈ (𝑧 − 𝑧0) +

[︀
(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2

]︀
/[2(𝑧 − 𝑧0)] que

constitui a aproximação de Fresnel. Considerando as três aproximações acima, temos

𝐸 (𝑥,𝑦,𝑧) ≈ 𝑒𝑖𝑘(𝑧−𝑧0)

𝑖𝜆(𝑧 − 𝑧0)

∫︁ ∫︁
𝐸 (𝑥′,𝑦′,𝑧0) 𝑒

𝑖 𝑘
2(𝑧−𝑧0)

[(𝑥−𝑥′)2+(𝑦−𝑦′)2]𝑑𝑥′𝑑𝑦′. (2.26)

Vamos supor agora que o campo elétrico seja deixado propagar por uma distância

(𝑧 − 𝑧0) que não seja apenas muito maior que o comprimento de onda do campo, mas
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que tenda à infinito, ou que seja grande o suficiente para que (𝑧−𝑧0) >> (𝑘/2)(𝑥′2+𝑦′2)

(aproximação de Fraunhofer) nos dando a seguinte expressão para o campo transversal

𝐸 (𝑥,𝑦,𝑧) ≈ 𝑒
𝑖𝑘(𝑧−𝑧0)

(︂
1+ 𝑥2+𝑦2

2(𝑧−𝑧0)
2

)︂
𝑖𝜆(𝑧 − 𝑧0)

∫︁ ∫︁
𝐸 (𝑥′,𝑦′,𝑧0) 𝑒

𝑖 𝑘
(𝑧−𝑧0)

(𝑥𝑥′+𝑦𝑦′)
𝑑𝑥′𝑑𝑦′. (2.27)

A equação acima é conhecida como Transformada de Fourier Óptica. Por ela temos

a Transformada de Fourier de um perfil transversal no espaço das posições, e pode ser

observada por meio da propagação livre até um plano bem distante da fonte ou mesmo

com o auxílio de algum componente óptico, como uma lente esférica com o plano de

observação coincidindo com o foco.

Falando em componentes ópticos, caso o feixe estudado passe por algum, o perfil

transversal do campo elétrico transmitido será dado pelo produto entre a função que

descreve o perfil sobre o plano do elemento óptico e a função transmissão (que é es-

pecífica para cada elemento, como por exemplo, a fenda múltipla estudada na seção

anterior). Assim, sabemos calcular de forma direta (como produto de duas funções) a

ação da propagação livre sobre o espectro angular, e a ação de elementos ópticos sobre o

perfil transversal do campo. Para uma situação em que o feixe passa por uma sucessão

de propagações livres intercaladas com elementos ópticos, o perfil transversal resultante

é obtido por meio de Transformadas de Fourier de Transformadas de Fourier, podendo

ser um cálculo enfadonho. Nesse caso, para alguns elementos ópticos com funções trans-

missão (e operações sobre o feixe incidente) conhecidas, podemos usar, para simplificar

as contas, o método descrito em [56] e apresentado na sequência.

Figura 2.4: Ilustração da propagação de um campo elétrico numa distância (𝑧 − 𝑧0) e a
projeção do perfil transversal nos planos (𝑥,𝑦) e (𝑥′, 𝑦′), em 𝑧0 e 𝑧, respectivamente.

2.3.2 Sistemas ópticos tratados como operadores

Uma maneira alternativa de estudarmos o efeito de sistemas ópticos lineares sobre um

campo transversal é pela utilização da álgebra de operadores. Esse método foi inicial-
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mente explorado por VanderLugt em 1966 [57], e simplificado algum tempo depois por

Butterwek em 1977 [58], e por Nazarathy e Shamir em 1979 [59]. Neste último, quatro

operadores básicos (𝒬,𝒫 ,ℱ e ℛ) são definidos pelas seguintes operações:

I - Multiplicação por uma fase exponencial quadrática

𝒬 [𝑐] {𝑈(𝑥)} = 𝑒𝑖
𝑘
2
𝑐𝑥2𝑈(𝑥); (2.28)

II - Dimensionamento por uma constante

𝒫 [𝑏] {𝑈(𝑥)} = |𝑏|
1
2 𝑈(𝑏𝑥); (2.29)

III - Transformada de Fourier

ℱ {𝑈(𝑥)} =
1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑈(𝑥)𝑒−𝑖𝑞𝑥𝑑𝑥; (2.30)

IV - Propagação no espaço livre

ℛ [𝑑] {𝑈(𝑥1)} =
1√
𝑖𝜆𝑑

∫︁ ∞

−∞
𝑈(𝑥1)𝑒

𝑖(𝑘/2𝑑)(𝑥2−𝑥1)2𝑑𝑥1. (2.31)

Além disso, os quatro operadores apresentam as seguintes propriedades:

ℛ [𝑑] = 𝒬
[︂

1

𝑑

]︂
𝒫
[︂
𝑘

𝑑

]︂
ℱ𝒬

[︂
1

𝑑

]︂
; (2.32)

𝒫
[︂
𝑘

𝑓

]︂
ℱ = ℛ [𝑓 ]𝒬

[︂
−1

𝑓

]︂
ℛ [𝑓 ] . (2.33)

Sabe-se também que os operadores se relacionam dois a dois segundo a Fig.2.5.

Essas relações nos permitem propagar um campo elétrico por um conjunto de sis-

temas ópticos lineares sem ser necessária a resolução de integrais dentro de integrais.

Para tanto, precisamos conhecer a função transmissão de cada sistema óptico e associar

a ação de cada um deles às expressões definidas acima. Assim, representamos a ação

do conjunto como um produto de operadores e usamos tais relações para simplificar a

expressão o máximo possível.

A utilidade do método nos parece, então, limitada aos elementos ópticos cujas ações

sobre o campo são relacionadas com as quatro operações acima, porém, dentre esses

elementos estão os estudados no presente texto. Por isso, apesar da limitação, o uso dos
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operadores nos será de grande valia simplificando os cálculos apontados na sequência .

Figura 2.5: Tabela com as relações entre os operadores, dois a dois, definidos nas Eqs.(2.27-
2.30) .



Capítulo 3

Produzindo estados de fenda 2× 2

Neste capítulo estudaremos os diferentes métodos de preparação dos estados de fenda

de dimensão 𝑛× 𝑛, bem como as diferenças e semelhanças entre eles. Além de mostrar

os diferentes métodos, vamos analisar as condições necessárias para que cada um deles

produza estados maximamente emaranhados. A apresentação dos métodos não será

feita na ordem cronológica em que apareceram na literatura, mas em uma ordem mais

didática considerando as discussões ao longo do texto. Na primeira seção vamos analisar

os estados de fenda 2× 2, os quais serão usados nas análises das seções seguintes, como

exemplificação, já que todos os métodos podem ser extendidos à estados de dimensões

maiores 𝑛 × 𝑛. Na sequência, seções 3.2 e 3.3, estudaremos métodos que se valem da

projeção do campo próximo e do campo distante dos fótons gêmeos sobre o plano das

fendas; já na seção 4 estudaremos o método onde a atenção é voltada para o perfil do

campo transversal do feixe de bombeamento antes do cristal. Por fim, veremos como

os fótons são detectados e como as correlações presentes nos estados de caminho são

analisadas por meio da detecção.

3.1 Analisando estados 2× 2

Considerando a equação geral Eq.(2.22) para o caso em que os fótons gêmeos possuem

polarizações iguais, o estado de fenda 2 × 2 pode ser escrito como

⃒⃒
𝜓𝑓(2×2)

⟩︀
=

1

𝑛
[ Φ𝑖𝑛 ( 𝑑

2
, 𝑑
2
,𝑧𝑓) | 12⟩ | 12⟩ + Φ𝑖𝑛 (−𝑑

2
,−𝑑

2
,𝑧𝑓) |− 1

2
⟩ |− 1

2
⟩+

+ Φ𝑖𝑛 ( 𝑑
2
,−𝑑

2
,𝑧𝑓) | 12⟩ |− 1

2
⟩ + Φ𝑖𝑛 (−𝑑

2
, 𝑑
2
,𝑧𝑓) |− 1

2
⟩ | 1

2
⟩ ] , (3.1)

Em que 𝑛 é um fator de normalização. Para sistemas com essa dimensão existem

quatro estados, considerando a base acima, com emaranhamento máximo, os quais são

conhecidos como estados de Bell [31]. Nas seções seguintes estaremos, em especial, a

procura de dois dos estados de Bell, a saber
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|𝜑+⟩ =
1√
2

(| 1
2
⟩ | 1

2
⟩ + |− 1

2
⟩ |− 1

2
⟩) , (3.2)

|𝜓+⟩ =
1√
2

(| 1
2
⟩ |− 1

2
⟩ + |− 1

2
⟩ | 1

2
⟩) . (3.3)

Os estados acima são conhecidos como pareados e anti-pareados [6], mas também

vamos chama-los, respectivamente, de estados de correlações simétrica e anti-simétrica

. Isso porque o estado simétrico (|𝜑+⟩) possui uma correlação tal que os dois fótons, de

um par de fótons gêmeos, passam pela mesma abertura da fenda dupla (designada por⃒⃒
1
2

⟩︀
ou
⃒⃒
−1

2

⟩︀
), enquanto no estado anti-simétrico (|𝜓+⟩), os fótons de um par passam

por aberturas simetricamente opostas.

Assim, todos os trabalhos estudados à seguir procuram por, ou produzem, amplitu-

des que nos permitam escrever Eq.(3.1) como Eq.(3.2) ou Eq.(3.3).

3.2 Discretizando o momento transversal do bifóton

na saída do cristal

De todos as formas de engenharia dos estados de fenda que analisaremos ao longo

deste capítulo, a mais simples foi, também, apresentada em 2008 por S. Ryosuke e

colaboradores [60]. Os autores posicionaram a fenda dupla imediatamente após um

cristal BBO do tipo II bombeado por um laser de 300𝑛𝑚 (Fig.3.1)

Figura 3.1: À esquerda: Parte do setup experimental usado em [60]: Geração de estados de
correlação simétrica com a fenda múltipla na frente de um cristal tipo II. À direita: Ilustração
de como os fótons passam pela mesma fenda, mas com diferentes polarizações.

Se considerarmos o cristal fino o suficiente para que o estado do bifóton na região

de seu nascimento seja o mesmo na saída do cristal, os fótons gêmeos passarão pela

mesma abertura. Como vimos no capítulo anterior, os fótons são criados em um mesmo

"ponto", de forma que a fenda dupla, nesse caso, discretiza o caminho do bifóton pró-

ximo à região de seu nascimento, onde a posição transversal dos fótons é praticamente

a mesma. O estado, assim obtido, é
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|𝜓𝑝⟩ =
1√
2

(| 1
2
,𝐻⟩ | 1

2
,𝑉 ⟩ + |− 1

2
,𝐻⟩ |− 1

2
,𝑉 ⟩). (3.4)

A marcação de polarização é necessária, pois além da geração de estados emaranha-

dos em polarização ter sido o principal objeto de estudo dos autores, esta deve ser levada

em conta sempre que os fótons gêmeos possuirem diferentes polarizações Eq.(2.22). No

caso de apenas o grau de liberdade de caminho dos fótons ser o interesse, um cristal do

tipo I pode ser utilizado (o mesmo vale para os métodos seguintes), e a marcação da

polarização é fatorada. A diferença no uso dos dois tipos de casamento de fase, pode

ser, inclusive, anulada na detecção do estado.

3.3 Manipulando o perfil transversal do bifóton

O método que vamos estudar nessa seção foi introduzido por W. H. Peeters e colabora-

dores em 2009 [6]. No trabalho, os autores exploraram a forma da amplitude do bifóton

no campo próximo e no campo distante, utilizando duas configurações com lentes para

projetar tais amplitudes no plano das fendas, posicionado longe do cristal. A primeira

configuração é formada por um telescópio não confocal, já a segunda, consiste em apenas

uma lente esférica.

3.3.1 Telescópio não confocal

Considere a seguinte montagem para preparação de estado (Fig. 3.2):

Figura 3.2: Produção dos estados de fenda maximamente emaranhados com o bifóton pas-
sando por um telescópio não confocal.

Nela, o feixe de bombeamento é fracamente focalizado no centro de um cristal não

linear tipo I em 𝑧 = 𝑧0 = 0, e o sistema é alinhado de forma a obter fótons no regime

colinear. Um espelho dicróico é colocado na sequência para barrar, refletindo para fora

da montagem, o feixe de bombeamento que é transmitido pelo cristal devido a pequena

probabilidade do fenômeno ocorrer (a taxa de fótons convertidos é muito pequena). O

centro do cristal coincide com o foco anterior tanto da lente cilíndrica (que poderia muito
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bem ser substituída por uma lente esférica de mesmo foco [56]) quanto da lente esférica,

que possuem distâncias focais 𝑓𝑐 e 𝑓𝑙, respectivamente. Além disso, uma fenda dupla é

colocada no plano 𝑧𝑓 a uma distância 𝑓𝑙 da lente esférica. Assim, a amplitude do bifóton

Eq.(2.11), passa, em sequência, pela propagação livre em uma distância 𝑓𝑐, transmissão

pela lente cilíndrica, propagação livre em uma distância 𝑓𝑙 − 𝑓𝑐, transmissão por uma

lente esférica e, por fim, propagação livre em uma distância 𝑓𝑙. Usando as definições da

última parte do capítulo anterior temos o seguinte operador resultante agindo sobre a

amplitude em 𝑧 = 0, isto é, Eq.(2.15)

ℛ [𝑓𝑙]𝒬
[︂
− 1

𝑓𝑙

]︂
ℛ [𝑓𝑙 − 𝑓𝑐]𝒬

[︂
− 1

𝑓𝑐

]︂
ℛ [𝑓𝑐] . (3.5)

Usando as propriedades da seção 2.3, obtemos a amplitude resultante no plano das

fendas (cujo cálculo está mostrado no Apêndice A)

Φ (𝑥+,𝑥−,𝑧𝑓) ∝

√︃
𝑓𝑐
𝑓𝑙
𝑒
𝑖 𝑘𝑓𝑐
𝑓2
𝑙

(𝑥2++𝑥2−)
Φ

(︂
−𝑓𝑐𝑥+

𝑓𝑙
,−𝑓𝑐𝑥−

𝑓𝑙
,0

)︂

∝

√︃
𝑓𝑐
𝑓𝑙
𝑒
𝑖 𝑘𝑓𝑐
𝑓2
𝑙

(𝑥2++𝑥2−)
𝐸

(︂
−𝑓𝑐𝑥+

𝑓𝑙
,0

)︂
𝜉

(︂
−𝑓𝑐𝑥−

𝑓𝑙
,0

)︂
. (3.6)

Considerando 𝐸
(︁

𝑓𝑐𝑥+
𝑓𝑙
,0
)︁

= 𝐸
(︁
− 𝑓𝑐𝑥+

𝑓𝑙
,0
)︁
e sabendo que 𝜉

(︁
𝑓𝑐𝑥−
𝑓𝑙
,0
)︁

= 𝜉
(︁
− 𝑓𝑐𝑥−

𝑓𝑙
,0
)︁
, pode-

mos escrever a amplitude no plano das fendas como

Φ (𝑥+, 𝑥−, 𝑧𝑓 ) ∝

√︃
𝑓𝑐
𝑓𝑙
𝑒
𝑖 𝑘𝑓𝑐
𝑓2
𝑙

(𝑥2++𝑥2−)
𝐸

(︂
𝑓𝑐𝑥+
𝑓𝑙

,0

)︂
𝜉

(︂
𝑓𝑐𝑥−
𝑓𝑙

,0

)︂
, (3.7)

e o estado após as fendas como

|𝜓𝐼⟩ ∝
[︁
𝐸
(︁

𝑓𝑐𝑑
2𝑓𝑙

,0

)︁
𝜉 (0,0) (| 1

2
⟩ | 1

2
⟩ + |− 1

2
⟩ |− 1

2
⟩) + 𝐸 (0,0) 𝜉

(︁
𝑓𝑐𝑑
2𝑓𝑙

,0

)︁
(| 1

2
⟩ |− 1

2
⟩ + |− 1

2
⟩ | 1

2
⟩)
]︁
,

(3.8)

onde omitimos a exponencial complexa, pois a mesma, possuindo um valor constante

(𝑒
𝑖 𝑘𝑓𝑐
4𝑓2

𝑙

𝑑2

), pôde ser fatorada não interferindo nas correlações do estado [41]. Vemos então,

que o telescópio projeta sobre o plano das fendas, em 𝑧 = 𝑧𝑓 , a imagem ampliada do

produto do perfil transversal do pump com o casamento de fase 𝜉, em 𝑧 = 0, sendo

𝑀 = 𝑓𝑙/𝑓𝑐 o fator de aumento. Em especial, caso a largura de 𝐸(𝑥+,0) seja bem maior
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que 𝑑/2𝑀 , o perfil do campo no plano das fendas será aproximadamente constante

(𝐸(0,0) ≈ 𝐸( 𝑑
2𝑀
,0)) e pode ser fatorado nos dando

|𝜓𝐼⟩ ∝
[︂
𝜉 (0,0) |𝜑+⟩ + 𝜉

(︂
𝑑

2𝑀
,0

)︂
|𝜓+⟩

]︂
. (3.9)

Considerando nossa busca por estados maximamente emaranhados precisamos que

a função 𝜉 se anule em 0 ou em 𝑑/2𝑀 . Lembrando que

𝜉 (𝑥−) = ℱ

[︃
sinc

(︃
𝐿 |𝑞−|2

8𝑛𝑒𝑓𝑓𝑤/𝑐

)︃]︃
, (3.10)

temos que, pela própria definição ̃︀𝜉, e assim, 𝜉 , não se anulam em 0. Consequentemente,

o único estado de Bell que podemos gerar com o telescópio é |𝜑+⟩. Se o índice de refração
do cristal usado é fixo, as variáveis que podemos controlar para obtermos 𝜉

(︀
𝑑

2𝑀
,0
)︀

= 0

são: o comprimento do cristal (𝐿), as distâncias focais das duas lentes, e a separação

entre as fendas (𝑑).

Na Fig.3.3(a), temos o gráfico da razão 𝑅 = 𝜉
(︀

𝑑
2𝑀
,0
)︀
/𝜉 (0,0) em função de 𝑑/𝑀

em mm, e do comprimento, tabém em mm, de um cristal PPKTP usado em [53]. O

corte do gráfico em 𝑅 = 0 (Fig.3.3(b)) nos dá as possíveis combinações de 𝑑/𝑀 e 𝐿 que

possibilitam a geração de estados, de fato, maximamente emaranhados.

Como, na prática, não temos tantas opções de elementos ópticos em um laboratório,

vamos considerar, arbitrariamente, 𝐿 = 9.6𝑚𝑚 e𝑀 = 4, que são valores usados em [53],

onde também foram usadas fendas com separação 𝑑 = 0.24𝑚𝑚. O gráfico da Fig.3.4

nos dá, então, 𝑅 em função de 𝑑.

3.3.2 Lente esférica montada em 𝑓𝑙 − 𝑓𝑙

Considere agora que a lente cilíndrica é retirada da montagem, de forma que a lente

esférica permanece em uma configuração do tipo 𝑓𝑙 − 𝑓𝑙 entre o cristal e a fenda dupla.

Dividindo o caminho do bifóton de forma análoga à feita com o telescópio, o operador

agindo sobre cada feixe dos fótons gêmeos é:

ℛ [𝑓𝑙]𝒬
[︂
− 1

𝑓𝑙

]︂
ℛ [𝑓𝑙] , (3.11)

resultando, então, na seguinte amplitude no plano das fendas (Apêndice A)
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Φ (𝑥+,𝑥−,𝑍𝑓) ∝

√︃
𝑘

𝑓𝑙
̃︀𝐸 (︂𝑘𝑥+

𝑓𝑙
,0

)︂ ̃︀𝜉(︂𝑘𝑥−
𝑓𝑙

,0

)︂
; (3.12)

e no estado após as fendas

|𝜓𝐼𝐼⟩ ∝
[︁ ̃︀𝐸 (︁ 𝑘𝑑

2𝑓𝑙
,0

)︁ ̃︀𝜉 (0,0) (| 1
2
⟩ | 1

2
⟩ + |− 1

2
⟩ |− 1

2
⟩) + ̃︀𝐸 (0,0) ̃︀𝜉 (︁ 𝑘𝑑

2𝑓𝑙
,0

)︁
(| 1

2
⟩ |− 1

2
⟩ + |− 1

2
⟩ | 1

2
⟩)
]︁
.

(3.13)

Com a lente esférica temos, portanto, projetado sobre o plano das fendas, o produto

da função ̃︀𝜉 com o espectro angular do pump na saída do cristal, medido no espaço das

posições. Como a transformada de Fourier do casamento de fase é uma função muito

larga, podemos usar a aproximação ̃︀𝜉 (︁ 𝑘𝑑
2𝑓𝑙

)︁
≈ ̃︀𝜉 (0) e escrever o estado como

|𝜓𝐼𝐼⟩ ∝
[︂ ̃︀𝐸 (︂ 𝑘𝑑

2𝑓𝑙
, 0

)︂
|𝜑+⟩ + ̃︀𝐸 (0,0) |𝜓+⟩

]︂
. (3.14)

Diferentemente do que ocorre com o telescópio, podemos obter os dois estados já que,

ao contrário da função 𝜉, 𝐸 e também ̃︀𝐸 podem ser anulados no centro da função com

o auxílio de algum elemento que bloqueie ou absorva a luz no centro de 𝐸. Deixaremos,

porém, essa possibilidade para a próxima seção, nos atendo, agora, ao que foi feito em [6].

Estamos procurando por um perfil de campo (em 𝑧 = 0) cuja transformada de Fourier,

medida no espaço das posições, seja nula em 𝑘𝑑/2𝑓𝑙. Para um feixe de bombeamento

gaussiano, o perfil transversal do campo é descrito pela seguinte expressão [61, 62]

𝐸(𝑥𝑝,𝑦𝑝,𝑧) = 𝐸0
𝑙

𝑤(𝑧)
𝑒𝑖𝑘𝑧𝑒−𝑖𝜑𝑒

𝑖𝑘
2𝑅(𝑧)

(𝑥2𝑝+𝑦
2
𝑝)𝑒

−
𝑥2𝑝+𝑦2𝑝

𝑤2(𝑧) , (3.15)

com

𝑤(𝑧) = 𝑙
√︀

1 + (𝑧/𝑧𝑟)2, (3.16)

𝑙 =
√︀
𝜆𝑧𝑟/𝜋, (3.17)

𝑅(𝑧) = 𝑧
[︀
1 + (𝑧𝑟/𝑧)2

]︀
, (3.18)

𝜑 = 𝑡𝑔−1

(︂
𝑧

𝑧𝑟

)︂
. (3.19)

Nas expressões acima, 𝑧𝑟, chamado de Comprimento de Rayleigh, especifica o plano

em que a intensidade do feixe |𝐸(𝑥,𝑦,𝑧)|2 é metade daquela medida em 𝑧 = 0; Eq.(3.16)
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determina a largura do feixe, em cada plano z constante, e assume um valor mínimo 𝑙

(em 𝑧 = 0) que, por esse motivo, é identificado como o raio da cintura do feixe; Eq.(3.18)

é o raio de curvatura da frente de onda e 𝜑 (fase de Gouy) é o atraso dessa frente de

onda com relação a uma onda plana ou esférica. Considerando nossa análise em apenas

uma dimensão, bem como a transferência do espectro angular do pump para o estado

do bifóton e, ainda, que a região de criação dos fótons gêmeos coincide com o plano da

cintura do feixe, isto é, 𝑧 = 0, a Eq.(3.15) se resume a

𝐸(𝑥𝑝,𝑧) = 𝐸(𝑥𝑖,𝑥𝑠,𝑧) = 𝐸0𝑒
− (𝑥𝑖+𝑥𝑠)

2

2𝑙2

= 𝐸0𝑒
−

𝑥2+

𝑙2 , (3.20)

sendo que 2𝑙, dobro da largura a meia altura, também é conhecido como spot do feixe

[52]. A função 𝐸̃
(︁
𝑘𝑥+
𝑓𝑙

)︁
é, então, dada por

𝐸̃

(︂
𝑘𝑥+
𝑓𝑙

)︂
=

√︂
𝑙

2
exp

(︃
− 𝑙

2

4

(︂
𝑘𝑥+
𝑓𝑙

)︂2
)︃
. (3.21)

Na Fig.3.5(a) está mostrado o gráfico de 𝑅′ = 𝐸̃
(︁
𝑘𝑑
2𝑓𝑙
,0
)︁
/𝐸̃ (0,0), considerando a

função acima, em função de 𝑙, em mm, e da razão 𝑑/𝑓𝑙 para 𝑘 = (2𝜋/413)109 m−1. O

gráfico seguinte (Fig.3.5(b)), nos fornece as combinações de 𝑑/𝑓𝑙 e 𝑙 que nos proporci-

onam correlações perfeitas, isto é, as combinações que resultam em 𝑅′ = 0. O gráfico

de 𝑅′ em função de 𝑑, em mm, para o caso particular em que 𝑙 = 500𝜇m e 𝑓𝑙 = 20𝑐𝑚 é

mostrado na Fig.3.6, o qual nos mostra que correlações quase perfeitas (𝑅′ ≈ 0) podem

ser atingidas para valores de 𝑑 à partir de 0.24mm (ou 240𝜇m).

É conhecido, e já foi bem estudado na literatura [63, 64, 65], que um feixe com largura

muito pequena, isto é, bem focalizado no centro do cristal, "borra os cones"formados

pelos feixes signal e idler, resultando em correlações imperfeitas, chegando até a ob-

tenção de um estado produto [44]. De fato, vemos na Fig.3.5(b) que o estado |𝜓+⟩ é
perfeitamente gerado para valores de 𝑙 a partir de, aproximadamente, 0.8mm (para o

intervalo de 𝑑/𝑓𝑙 entre 0 e 0.01). Além disso, quanto menor for o spot do laser no centro

do cristal, maior deve ser o valor de 𝑑 para que 𝑅′ seja nulo, o que pode ser percebido

pela comparação entre as Figs.3.6 e 3.7, sendo que neste último 𝑙 = 100𝜇m e 𝑅′ ≈ 0

para valores de 𝑑 à partir de 1.2mm.

Para endossar nossas análises, vamos tomar como exemplo o trabalho concluído em

2011 [53], no qual o método apresentado acima foi usado na produção de estados de

fenda 2× 2. Para tanto, o autor utilizou um conjunto de fendas com separação entre as
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aberturas 𝑑 = 0.24mm e um laser de bombeamento com uma largura no centro do cristal

𝑙 = 100𝜇m. Além disso, os demais parâmetros experimentais (como, por exemplo, o

comprimento de onda do pump) foram os mesmos usados em nossas análises. Apesar

de o estado |𝜓+⟩ ter sido obtido com sucesso, isto é, apesar de a montagem com o

telescópio ter "funcionado", o autor não alcançou o mesmo êxito na produção de |𝜑+⟩
(apenas com a lente esférica). De acordo com nossos gráficos de 𝑅′ × 𝑑, para fendas

com 𝑑 = 0.24mm, 𝑙 deve ser igual ou superior a aproximadamente 500𝜇m. Colocando

de outra forma, para os valores de 𝑙 = 100𝜇m e 𝑑 = 0.24mm (Fig.3.7), temos 𝑅′ ≈ 0.85,

resultando no estado da Eq.(3.14) com os coeficientes quase iguais. Este estado, quase

produto, foi exatamente o observado em [53].
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(a) (b)

Figura 3.3: (a) Gráfico da razão entre os coeficientes (𝑅 = 𝜉
(︀
𝑑

2𝑀 ,0
)︀
/𝜉 (0,0)), em função da

razão (d/M), em mm, e do comprimento L, também em mm, de um cristal usado em [53], para
o qual 8𝑛𝑒𝑓𝑓𝑤/𝑐 ≈ 109/9,138. (b) Gráfico de L, em mm, em função de (d/M) resultando em
𝑅 = 0.

Figura 3.4: Gráfico da razão entre os coeficientes (𝑅) em função de 𝑑, em mm, para 𝐿 =

9.6mm, 𝑀 = 4 e 8𝑛𝑒𝑓𝑓𝑤/𝑐 ≈ 109/9,138.
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(a) (b)

Figura 3.5: (a) Razão entre os coeficientes em, 𝑅′ = 𝐸̃
(︁
𝑘𝑑
2𝑓𝑙

)︁
/𝐸̃ (0,0), em função da razão

𝑑/𝑓𝑙 e da largura da gaussiana 𝑙, em mm, para 𝑘 = (2𝜋/413)109m−1. (b) Gráfico de 𝑑/𝑓𝑙 em
função de 𝑙, em mm, que resulta em 𝑅′ = 0.

Figura 3.6: Gráfico da razão entre os coeficientes (𝑅′) em função de 𝑑, em mm, para 𝑓𝑙 = 20cm,
𝑘 = (2𝜋/413)109m−1 e 𝑙 = 500𝜇m.
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Figura 3.7: Gráfico da razão entre os coeficientes (𝑅′) em função de 𝑑, em mm, para 𝑓𝑙 = 20cm,
𝑘 = (2𝜋/413)109m−1 e 𝑙 = 100𝜇m.

3.4 Manipulando o perfil transversal do pump antes

da CPD

O último método que vamos analisar foi introduzido em (2004) [55], e tem sido am-

plamente utilizado nos últimos anos. O método consiste em manipular a amplitude do

bifóton por meio da manipulação prévia do feixe de bombeamento, isto é, a modificação

do perfil do laser por componentes ópticos colocados antes do cristal. Antes porém, de

entendermos essa etapa do processo, vamos analisar a propagação livre do bifóton até

a fenda dupla, colocada em 𝑧 = 𝑧𝑓 .

Usando explicitamente as definições de 𝑥+ e 𝑥− na aplicação do operadorℛ, obtemos

a amplitude no plano das fendas dada por (Eq.(2.31))

Φ (𝑥+,𝑥−,𝑍𝑓) ∝ 𝑒
𝑖𝑘𝑝
8𝑧𝑓

(2𝑥−)2
∫︁
𝐸 (𝜒, 0) 𝑒

𝑖𝑘𝑝
2𝑧𝑓

(𝑥+−𝜒)2
𝑑𝜒

∫︁
𝜉 (ϒ,0) 𝑒

𝑖𝑘𝑝
2𝑧𝑓

ϒ2

𝑒
𝑖ϒ

(︂
𝑘𝑝
𝑧𝑓
𝑥−

)︂
𝑑Υ (3.22)

A segunda integral, em particular, nos dá a transformada de Fourier da função Casa-

mento de Fase modificada por uma fase quadrática. O resultado dessa integral, que va-

mos nomear como ̃︀𝜉𝑓 (𝑘𝑝
𝑧𝑓
𝑥−), será proporcional à convolução entre ̃︀𝜉(𝑘𝑝𝑥−

𝑧𝑓
) e 𝑒

𝑖𝑧𝑓
2𝑘𝑝

(︂
𝑘𝑝𝑥−
𝑧𝑓

)︂2

(transformada de Fourier da exponencial que multiplica 𝜉 na Eq.(3.22)).

A convolução entre duas funções fornece a sobreposição das mesmas, em função

do deslocamento relativo entre elas, isto é, a função resultante da convolução em cada

ponto 𝑥 é igual a área compartilhada pelas duas funções quando o deslocamento entre

elas é 𝑥, como ilustrado na Fig.3.8.

O fator 𝑧𝑓/(2𝑘𝑝) = 𝑧𝑓𝜆/4𝜋, na função 𝑒
𝑖𝑧𝑓
2𝑘𝑝

𝑞2− , é da ordem de 10−8m2, de forma que
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Figura 3.8: Representação gráfica da convolução de duas funções para diferentes distâncias
entre as mesmas. A convolução em si é apresentada na cor preta, as duas funções nas cores
vermelho e azul. A área entre as duas funções é colorida de amarelo. Figura retirada de [? ]

essa função é aproximadamente constante. A função ̃︀𝜉 (Eq.(2.12)) também é aproxima-

damente constante, já que, 𝐿/(8𝑛𝑒𝑓𝑓 𝜔̄/𝑐) é muito pequeno. Assim, a última integral da

Eq.(3.22), por ser a convolução de duas funções aproximadamente constantes, pode ser

aproximada como constante.

A primeira integral em Eq.(3.22) fornece a distribuição do campo do pump no plano

das fendas a partir da distribuição do mesmo na região de nascimento do bifóton, e é por

vezes chamada de propagador de Fresnel. De acordo com a análise feita em [11, 44, 66]

∫︁
𝐸 (𝜒, 0) 𝑒

𝑖𝑘𝑝
2𝑧𝑓

(𝑥+−𝜒)2
𝑑𝜒 = 𝐸 (𝑥+, 𝑧𝑓 )

= 𝐸

(︂
𝑥𝑖 + 𝑥𝑠

2
, 𝑧𝑓

)︂
. (3.23)

Ao passar a amplitude Φ (𝑥+, 𝑥−, 𝑧𝑓 ) ∝ 𝑒
𝑖𝑘𝑝
8𝑧𝑓

(2𝑥−)2

𝐸 (𝑥+, 𝑧𝑓 ) ̃︀𝜉𝑓 (𝑥−,𝑧𝑓 ) pela fenda

dupla obtemos o seguinte estado

|𝜓𝐼𝐼𝐼(2 × 2)⟩ ∝
[︂
𝐸

(︂
𝑑

2
,𝑧𝑓

)︂ ̃︀𝜉𝑓 (0,𝑧𝑓 ) (| 1
2
⟩ | 1

2
⟩ + |− 1

2
⟩ |− 1

2
⟩) +

+ 𝑒
𝑖𝑘𝑝
8𝑧𝑓

(2𝑑)2

𝐸 (0,𝑧𝑓 ) ̃︀𝜉𝑓 (︂𝑑
2
,𝑧𝑓

)︂
(| 1

2
⟩ |− 1

2
⟩ + |− 1

2
⟩ | 1

2
⟩)
]︂
, (3.24)

onde consideramos, como antes, todas as funções sendo simétricas. Fatorando a funçãõ︀𝜉𝑓 , e definindo 𝜑 = 𝑘𝑝
8𝑧𝑓

, ficamos com
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|𝜓𝐼𝐼𝐼(2 × 2)⟩ ∝
[︂
𝐸

(︂
𝑑

2
,𝑧𝑓

)︂
|𝜑+⟩ + 𝑒4𝑖𝜑𝑑

2

𝐸 (0,𝑧𝑓 ) |𝜓+⟩
]︂
. (3.25)

Como já foi discutido anteriormente, o espectro angular do laser de bombeamento é

transferido para o estado quântico do bifóton, e por isso podemos escrever, no espaço

das posições 𝐸 (𝑥𝑖+𝑥𝑠
2
, 𝑧𝑓 ) = 𝐸 (𝑥𝑝, 𝑧𝑓 ).

Em termos práticos isso quer dizer que a amplitude do bifóton em 𝑧𝑓 é o perfil

transversal do feixe de bombeamento (para um casamento de fase perfeito) em 𝑧𝑓 .

Assim, a forma com que o campo transversal do pump é distribuído no plano das

fendas, determina como será o estado de fenda, o que possibilita a produção tanto

de |𝜓+⟩ quanto de |𝜑+⟩, contanto que tenhamos perfis de campo que anulem um dos

coeficientes em Eq.(3.25). Na sequência veremos como cada um desses estados podem

ser gerados na prática.

� Estado anti-simétrico

Figura 3.9: Produção do estado de correlação anti - simétrica

Pela Eq.(3.25) o estado |𝜓+⟩ é obtido quando o campo transversal do pump é não-

nulo apenas no centro da fenda múltipla. Uma maneira de conseguirmos isso é apresen-

tada em [67] e [68] para um cristal tipo II. Na forma equivalente para um cristal tipo

I, Fig.3.9, uma lente esférica (𝑙𝑝) é usada para focalisar o laser no plano equivalente ao

plano das fendas, sendo então, 𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3 = 𝑓𝑙𝑝 . No canto esquerdo da figura temos

a representação de como a fenda dupla deveria estar alinhada com o perfil transversal

(em 1𝐷) do laser de bombeamento caso o mesmo estivesse chegando até a fenda. Como

isso não ocorre, devido à presença do dicróico, o alinhamento da fenda dupla deve ser

feito por meio do balanceamento da população (número de fótons detectados) das aber-

turas, que é obtida pela medição da imagem da fenda dupla. Como uma segunda opção

podemos substituir o dicróico por algum filtro que transmite apenas o comprimento
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de onda do pump e medir, com um medidor de potência colocado atrás da fenda, o

perfil transmitido pelas aberturas, de forma que, se não observamos nenhuma fração do

feixe de bombeamento, sabemos que a fenda múltipla está alinhada com o spot do lazer

focalizado. O estado assim obtido é

|𝜓+⟩ =
1√
2

[(| 1
2
⟩ |− 1

2
⟩ + |− 1

2
⟩ | 1

2
⟩)] . (3.26)

É interessante notar que o mesmo procedimento pode ser feito para gerar estados

maximamente emaranhados de dimensões maiores 𝑛×𝑛 [69], já que todos os coeficientes

nos quais 𝑥𝑖 e 𝑥𝑠 não são iguais e opostos são nulos. A Fig.3.10 ilustra a correlação entre

os caminhos dos fótons em várias dimensões.

Figura 3.10: Ilustração da correlação entre os fótons no estado anti-simétrica em 2, 3 e 4

dimensões. Cada cor representa um par de fótons gêmeos, e os contornos contínuos e tracejados
fazem diferenciação entre cada fóton do par.

� Estado simétrico

Figura 3.11: Produção do estado de correlação simétrica.

Para gerar o outro estado maximamente emaranhado 2×2, precisamos fazer o oposto

do que foi feito acima, isto é, precisamos anular o centro do campo que chega no plano

das fendas, tomando o cuidado de não anular o mesmo em 𝑑/2. Para tanto, um fio

fino pode ser colocado no caminho do laser, como feito em [67], seguido de uma lente

esférica, colocada antes do cristal, a qual forma a imagem do fio no plano das fendas.
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Como mostrado na Fig.3.11, o corte no perfil transversal do pump no plano das fendas,

ou, a imagem do fio, deve estar alinhado com o centro da fenda dupla. Da mesma

forma como descrito acima, o alinhamento da fenda pode ser feito pela medição da

imagem da mesma (balanceamento da população de cada abertura), e também pelo

medidor de potência, quando o dicróico é substituído por um filtro. Nesse último caso,

o alinhamento será verificado quando a potência do laser de bombeamento for a mesma

através das duas aberturas. Com esse procedimento o estado resultante é

|𝜑+⟩ =
1√
2

[(| 1
2
⟩ | 1

2
⟩ + |− 1

2
⟩ |− 1

2
⟩)] . (3.27)
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3.5 Detecção do estado

Veremos agora como os métodos descritos nas seções acima podem ser testados pela

detecção do estado, isto é, como determinamos se conseguimos gerar |𝜑+⟩ e |𝜓+⟩. A

reconstrução da matriz densidade do estado, e assim, sua caracterização completa, é feita

por meio do processo de Tomografia Quântica [70, 71, 72], que, apesar de ser eficiente,

possui complexidade desnecessária ao nosso objetivo. Em [7] os autores apresentam

uma forma mais simples de determinar a quantidade de emaranhamento dos estados (e

assim uma indicação do sucesso do métodos), descrita na sequência.

Se enviarmos cada um dos feixes de fótons gêmeos (signal e idler), transmitidos

através das fendas, para diferentes detectores (𝐷𝑖 e 𝐷𝑠) observamos, em cada um, a

contagem simples de cada feixe. Mas precisamos garantir que os fótons detectados

pertençam a um mesmo par de fótons gêmeos, e por isso registramos contagens em

coincidências entre os dois detectores, cuja probabilidade de ocorrer, para um estado

geral, é dada por

𝑃2(𝑥𝑖,𝑥𝑠) = 𝑇𝑟
(︁
𝜌𝐸(−)

𝑠 𝐸
(−)
𝑖 𝐸

(+)
𝑖 𝐸(+)

𝑠

)︁
⇒

𝑃2(𝑥𝑖,𝑥𝑠) =

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝑙𝑖

∑︁
𝑙𝑠

Φin (𝑙𝑖𝑑,𝑙𝑠𝑑,𝑧𝑓) ⟨𝑛𝑢𝑙𝑙|𝐸(+)
𝑖 |𝑙𝑖⟩ ⟨𝑛𝑢𝑙𝑙|𝐸(+)

𝑠 |𝑙𝑠⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

, (3.28)

onde 𝐸(+)
𝛼 é a parte positiva do operador campo (para o fóton 𝛼) no plano em que os

detectores são colocados, e |𝑛𝑢𝑙𝑙⟩ corresponde ao estado em que não há nenhum fóton

sendo transmitido através de uma certa abertura (no espaço dos momentos trocamos

|𝑛𝑢𝑙𝑙⟩ por |𝑣𝑎𝑐⟩, que é o estado de Fock sem nenhum fóton) [44, 73].

Na Fig.3.12 está representado o esquema de detecção para todos os métodos de

preparação de estados que estudamos (presente em todas as montagens discutidas).

Nela, cada um dos fótons gêmeos passa por uma lente esférica com um dos focos no

plano das fendas e o outro, no plano de detecção. Assim, temos, neste plano, a projeção

da transformada de Fourier do campo transversal que sai do plano das fendas, de forma

que [44, 73]

𝐸(+)
𝛼 ∝ 𝑒

𝑖 𝑘

2(𝑓+𝑧𝑓) 𝑒−𝑖
𝑘𝑥2𝛼
4𝑓 𝑎̂

(︂
𝑘𝑥𝛼
2𝑓

)︂
(3.29)

e

⟨𝑛𝑢𝑙𝑙|𝐸(+)
𝛼 |𝑙𝛼⟩ 𝛼 sinc

(︂
𝑘

2f
𝑎𝑥𝛼

)︂
𝑒
−

𝑖𝑘𝑧𝑓

4f 2 𝑥
2
𝛼

𝑒
− 𝑖𝑘𝑑

2f
𝑙𝛼𝑥𝛼

, (3.30)
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Figura 3.12: Montagem para a detecção dos estados de caminho dos fótons. Os fótons saem
da fenda dupla, passam por uma lente esférica, são divididos por um divisor de feixes e seguem
para os detectores. A lente projeta, nos planos dos detectores, a transformada de Fourier do
campo no plano das fendas múltiplas.

nos dando

𝑃2(𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2
(︂
𝑘

2f
𝑎𝑥𝑠

)︂
sinc2

(︂
𝑘

2f
𝑎𝑥𝑖

)︂ ⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝑙𝑖

∑︁
𝑙𝑠

Φin (𝑙𝑖𝑑,𝑙𝑠𝑑,𝑍𝑓) 𝑒
−𝑖𝛾(𝑙𝑖𝑥𝑖+𝑙𝑠𝑥𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

, (3.31)

onde 𝛾 ≡ −𝑘𝑑/(2f ). Em particular, para os estados das Eqs. (3.9), (3.14) e (3.25),

representados de forma genérica como

|𝜓𝑔⟩ = 𝐶1 |𝜑+⟩ + 𝐶2 |𝜓+⟩ , (3.32)

a probabilidade de detectarmos coincidências entre os detectores é

𝑃2(𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2
(︂
𝑘

2f
𝑎𝑥𝑠

)︂
sinc2

(︂
𝑘

2f
𝑎𝑥𝑖

)︂{︀
1 + |𝐶2|2 cos (𝛾(𝑥𝑠 − 𝑥𝑖)) +

+ |𝐶1|2 cos (𝛾(𝑥𝑠 + 𝑥𝑖)) + 2 |𝐶1| |𝐶2| [cos (𝛾𝑥𝑠) + cos (𝛾𝑥𝑖)]
}︀
. (3.33)

Como já foi visto, o estado do bifóton será maximamente emaranhado apenas se

um dos coeficientes, 𝐶1 ou 𝐶2, for nulo. Nesse caso, a expressão acima teria apenas

termos de interferência condicional [67], ou seja, fixando um dos detectores em duas

posições diferentes, a varredura do outro detector nos dá, nas coincidências [74], dois

padrões de interferência defasados, sendo ambos com alta visibilidade. É conhecido na

literatura que a presença apenas de termos condicionais no padrão de interferência (em

coincidências) de dois qubits, caracteriza um estado maximamente emaranhado [6]. Na

Fig.3.14 temos os resultados experimentais obtidos por Leonardo Neves e colaboradores

em [7], usando o método da seção 3.4 para a geração do estado anti-simétrico. Os
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padrões de interferência foram medidos mantendo o detector 𝐷𝑠 fixo (em determinado

𝑥𝑠) e varrendo o 𝐷𝑖, sendo 𝑥𝑠 = 0 nos padrões da parte de cima da figura e 𝑥𝑠 = 𝜋/𝛾

nos padrões da parte de baixo. Observamos, claramente, que a visibilidade e o número

de contagens caem drasticamente no padrões obtidos com o detector fixo em 𝑥𝑠 = 𝜋/𝛾,

para os estados não maximamente emaranhados, que são aqueles obtidos com perfis de

campo no plano das fendas (Fig.3.13) que são diferentes de zero em 𝑑/2.

� A probabilidade marginal e o emaranhamento

Integrando a Eq.(4.33) em termos de uma das variáveis, por exemplo 𝑥𝑠, encontramos

a probabilidade de detecção em coincidências com o fóton idler sendo detectado com 𝐷𝑖

fixo em um certo 𝑥𝑖, e com o fóton signal sendo detectado em qualquer posição, a qual é

chamada de probabilidade marginal [75], e denotada por 𝑃1(𝑥𝛼). Em [44] foi mostrado

que, para os estados aqui discutidos, a probabilidade marginal é igual a probabilidade

𝑃1(𝑥𝛼) de um fóton ser detectado, independentemente da posição de detectção do outro

fóton, isto é,

𝑃1(𝑥𝑖) =

∫︁
𝑃2(𝑥𝑖,𝑥𝑠)𝑑𝑥𝑠 = 𝑃1(𝑥𝑖) = 𝑇𝑟

(︁
𝜌𝑖𝐸

(−)
𝑖 𝐸

(+)
𝑖

)︁
, (3.34)

com

𝑃1(𝑥𝑖) ∝ sinc2
(︂
𝑘

2f
𝑎𝑥𝑖

)︂
[1 + |𝐶1𝐶

*
2 + 𝐶*

1𝐶2| cos (𝛾𝑥𝑖)] . (3.35)

Substituindo a expressão, Eq.(2.10), da Concorrência (C) para um estado 2 × 2 na

Eq.(3.35), obtemos

𝑃1(𝑥𝑖) ∝ sinc2
(︂
𝑘

2f
𝑎𝑥𝑖

)︂[︁
1 +

√
1 − 𝐶2 cos (𝛾𝑥𝑖)

]︁
, (3.36)

de forma que, deixando o detector do fóton signal completamente "aberto"(experimen-

talmente isso é feito por uma lente coletora), e fazendo uma varredura no detector

do fóton idler (supostamente pontual), registrando as coincidências, e sabendo que

o número de coincidências contados em cada posição é proporcional à probabilidade

acima, temos um padrão de interferência cuja visibilidade 𝑉 [76] é dada por

𝑉 =
𝐼max − 𝐼min
𝐼max + 𝐼min

=
√

1 − 𝐶2. (3.37)
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Assim, a visibilidade do padrão de interferência (resultante da medição da probabi-

lidade marginal de um estado de dois qubits fotônicos codificados em caminho) nos dá

a quantidade de emaranhamento do estado gerado. Sendo que, quando a visibilidade é

igual a zero, 𝐶 = 1 e o estado é maximamente emaranhado. Na Fig.3.15 estão apre-

sentados alguns resultados experimentais, para a medição da probabilidade marginal,

obtidos em [7], utilizando o método da seção 3.4.

Figura 3.13: Diferentes perfis para o feixe de bombeamento incidindo no plano das fendas
produzidos em [7] para a obtenção de três estados com diferentes graus de emaranhamento, e
identificados como |𝜓1⟩, |𝜓2⟩ e |𝜓3⟩

Figura 3.14: Padrão de interferência, nas coincidências, obtidos em [7] para os estados pro-
duzidos à partir dos perfis da Fig.3.14., em função da posição de um detector (𝑥𝑖) enquanto
o outro é mantido fixo em uma certa posição, à qual é 𝑥𝑠 = 0 para os padrões de cima, e
𝑥𝑠 = 𝜋/𝛾 para os padrões de baixo.
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Figura 3.15: Padrão de interferência, nas coincidências, obtidos em [7] para os estados produ-
zidos à partir dos perfis da Fig.3.14, em função da posição de um detector (𝑥𝑖) enquanto o outro
permanece completamente aberto (experimentalmente isso é feito com uma lente coletora).



Capítulo 4

A produção dos estados 2× 3

Ao longo deste capítulo vamos aplicar os métodos das seções 3.3 e 3.4 para estados

de fenda 2× 3. Na primeira seção vamos analisar algumas das semelhanças e diferenças

entre esses estados e os estados de dois qubits. Além disso, vamos estudar os estados

obtidos em cada um dos métodos. Na seção 4.2 estudaremos, em comparação com os

resultados do capítulo anterior, o comportamento da detecção em coincidências desses

estados. Na sequência, seção 4.3, veremos um exemplo de como as análises para os

estados 2 × 3 podem ser extendidas a dimensões maiores. Por último, seção 4.4, uma

proposta experimental, para a implementação de um dos métodos, a fim de gerarmos

os estados obtidos teoricamente.

4.1 Estados 2× 3

Ao longo dessa seção vamos analisar os estados de dimensão 2×3, tanto os maximamente

emaranhados quanto os não maximamente emaranhados, que podem ser obtidos com

os métodos apresentados no capítulo anterior. Antes de tudo temos que, pela descrição

dos estados de fenda na Eq.(2.22), a expressão geral para um estado 2 × 3 é dada por

⃒⃒
𝜓𝑓(2×3)

⟩︀
= 𝛾 [|− 1

2
⟩ (Φ𝑖𝑛 (− 𝑑

2
,−𝑑,𝑍𝑓) |−1⟩ + Φ𝑖𝑛 (−𝑑

2
,0,𝑍𝑓) |0⟩ + Φ𝑖𝑛 (−𝑑

2
,𝑑,𝑍𝑓) |1⟩)

+ | 1
2
⟩ (Φ𝑖𝑛 ( 𝑑

2
,−𝑑,𝑍𝑓) |−1⟩ + Φ𝑖𝑛 ( 𝑑

2
,0,𝑍𝑓) |0⟩ + Φ𝑖𝑛 ( 𝑑

2
,𝑑,𝑍𝑓) |1⟩)] , (4.1)

onde os coeficientes dos estados de caminho dos fótons estão escritos em termos de 𝑥𝑖
e 𝑥𝑠, isto é, Φ𝑖𝑛 (𝑥𝑖,𝑥𝑠,𝑧𝑓), a qual é um produto de duas funções, uma dependendo de 𝑥+
(o campo elétrico), e outra de 𝑥− (transformada de fourier do casamento de fase).
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4.1.1 Manipulando o perfil transversal do bifóton, usando dois

conjuntos de fendas diferentes

Numa primeira análise para a produção desses estados, vamos considerar que os feixes

de fótons gêmeos passam por uma montagem como mostrada na Fig.4.1. Apesar de

análoga à montagem da Fig. 3.2, os feixes são separados de forma que uma fenda dupla

e uma fenda tripla são colocadas, cada uma, numa das saídas do divisor de feixe.

Figura 4.1: Montagem da preparação de estados 2 × 3 usando um telescópio não confoccal. Os

feixes gerados pela CPD são separados por um divisor de feixe não polarizador (BS), de forma que as

distâncias entre as lentes e cada uma das fendas múltiplas são as mesmas que da Fig.3.2.

Considerando que os dois conjuntos de fenda múltipla estão à uma distância da lente

esférica igual à sua distância focal, temos uma amplitude nos planos das duas fendas

idêntica à Eq. (3.6), e a seguinte expressão para o estado,

⃒⃒
𝜓𝐼(2×3)

⟩︀
∝ {𝜉 ( 𝑑

4𝑀
,0) [𝐸 ( 3𝑑

4𝑀
,0) (|− 1

2
⟩ |−1⟩ + | 1

2
⟩ |1⟩) + 𝐸 ( 𝑑

4𝑀
,0) (|− 1

2
⟩ |0⟩ + | 1

2
⟩ |0⟩)]

+𝜉 ( 3𝑑
4𝑀

,0)𝐸 ( 𝑑
4𝑀

,0) (|− 1
2
⟩ |1⟩ + | 1

2
⟩ |−1⟩)} (4.2)

onde, novamente, supomos a simetria de 𝐸 e 𝜉 no cristal. Considerando ainda que o

perfil transversal do pump no plano das fendas é tal que 3𝑑/4𝑀 é muito menor que a

largura do perfil (𝐸 é aproximadamente constante), temos

⃒⃒
𝜓𝐼(2×3)

⟩︀
∝ {𝜉 ( 𝑑

4𝑀
,0) [|− 1

2
⟩ (|−1⟩ + |0⟩) + | 1

2
⟩ (|1⟩ + |0⟩)] + 𝜉 ( 3𝑑

4𝑀
,0) (|− 1

2
⟩ |1⟩ + | 1

2
⟩ |−1⟩)} .

(4.3)

De forma análoga ao que foi estudado no capítulo anterior, a única manipulação que

iremos considerar, nesse caso, é a anulação do casamento de fase em 3𝑑/4. Seguindo

a análise feita na seção 3.3, temos na Fig.4.2 (a), o gráfico de 𝑅 = 𝜉
(︀
3 𝑑
4𝑀

)︀
/𝜉
(︀

𝑑
4𝑀

)︀
em função de 𝑑/𝑀 e do comprimento do cristal, ambos em mm. O corte do gráfico da

Fig.4.2 (a) na região em que 𝑅 = 0 é mostrado na parte (b) da mesma figura. Para
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𝐿 = 9.26mm, 𝑀 = 4 o gráfico da Fig.4.3 mostra a razão 𝑅 em função de 𝑑, em mm.

Na preparação do estado apenas com a lente esférica (amplitude no plano das fendas

igual a Eq.(3.12)), obtemos o seguinte estado

⃒⃒
𝜓𝐼𝐼(2×3)

⟩︀
∝
{︂
𝐸̃

(︂
3𝑘𝑑

4𝑓𝑙
,0

)︂
𝜉

(︂
𝑘𝑑

4𝑓𝑙
,0

)︂
(|− 1

2
⟩ |−1⟩ + | 1

2
⟩ |1⟩) +

+𝐸̃

(︂
𝑘𝑑

4𝑓𝑙
,0

)︂[︂
𝜉

(︂
𝑘𝑑

4𝑓𝑙

)︂
(|− 1

2
⟩ |0⟩ + | 1

2
⟩ |0⟩) + 𝜉

(︂
3𝑘𝑑

4𝑓𝑙
,0

)︂
(|− 1

2
⟩ |1⟩ + | 1

2
⟩ |−1⟩)

]︂}︂
.

(4.4)

Para 3𝑑/4𝑓𝑙 muito menor que a divergência do casamento de fase, 𝜉 é aproximadamente

constante, nos dando o estado

⃒⃒
𝜓𝐼𝐼(2×3)

⟩︀
∝
{︂
𝐸̃

(︂
3𝑘𝑑

4𝑓𝑙
,0

)︂
(|− 1

2
⟩ |−1⟩ + | 1

2
⟩ |1⟩)

+𝐸̃

(︂
𝑘𝑑

4𝑓𝑙
,0

)︂
[|− 1

2
⟩ (|0⟩ + |1⟩) + | 1

2
⟩ (|0⟩ + |−1⟩)]

}︂
. (4.5)

Mais uma vez, temos na Fig.4.4 os gráficos da razão, 𝑅′ = 𝐸̃
(︁

3𝑘𝑑
4𝑓𝑙
,0
)︁
/𝐸̃
(︁
𝑘𝑑
4𝑓𝑙
,0
)︁
,

entre os coeficiente em função de 𝑙, em mm, e da razão 𝑑/𝑓𝑙 (mostrado na parte (a)),

e o corte do gráfico da Fig.4.4(a) na região em que 𝑅′ = 0 é mostrado na parte (b). A

mesma razão em função de 𝑑, em mm, para 𝑙 = 500𝜇m e 𝑙 = 100𝜇m é mostrada nas

Figs.4.5 e 4.6, respectivamente.

Para as duas manipulações acima, é interessante observar que os dois estados gera-

dos, considerando o sucesso da preparação, são simétricos um em relação ao outro, isto

é, espelhados em suas correlações (como mostram as Figs.4.7(a) e (b)). Assim, ambos

possuem a mesma quantidade de emaranhamento, sendo a Concorrência 𝐶 = 0.866 e o

Emaranhamento de Formação 𝐸𝑓 = 0.811.
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(a) (b)

Figura 4.2: (a)Razão entre os coeficientes, 𝜉
(︀

𝑑
2𝑀

)︀
/𝜉 (0), em função da razão (d/M) e do comprimento

do cristal L, ambos em mm. (b) Pontos em que essa razão é nula. A geração do estado da Eq.(4.3) é

feita por meio de um telescópio não confocal, numa montagem análoga a da Fig.3.2.

Figura 4.3: Razão entre os coeficientes 𝑅 = 𝜉
(︀

𝑑
2𝑀

)︀
/𝜉 (0) em função de 𝑑 (em mm), para 𝐿 = 9.6mm,

𝑀 = 4 e 8𝑛𝑒𝑓𝑓𝑤/𝑐 ≈ 109/9,138

4.1.2 Manipulando o perfil transversal do pump

Iremos estudar, agora, como seria a produção de estados 2 × 3 pelo último método

apresentado no capítulo anterior, procurando por estados maximamente emaranhados.

Para começar vamos analisar algumas características dos estados com essa dimensão,

em contraste aos estados 2 × 2, e então, buscaremos pelos estados de emaranhamento

máximo.

� O estado bi-ortogonal × estado maximamente emaranhado

Considerando uma amplitude como a resultante da Eq. (3.22), podemos escrever o

estado 2 × 2 como
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(a) (b)

Figura 4.4: (a)Razão entre os coeficientes, 𝑅′ = 𝐸̃
(︁

3𝑘𝑑
4𝑓𝑙
,0
)︁
/𝐸̃
(︁

𝑘𝑑
4𝑓𝑙
,0
)︁
, em função da razão 𝑑/𝑓𝑙 e

da largura da gaussiana 𝑙 em mm, para 𝑘 = (2𝜋/413)109m−1. (b) Gráfico de 𝑑/𝑓𝑙, em função de 𝑙 em

mm, que resulta em 𝑅′ = 0. A geração do estado da Eq.(4.5) é feita com o bifóton passando por uma

lente esférica.

Figura 4.5: Gráfico da razão 𝑅′ = 𝐸̃
(︁

3𝑘𝑑
4𝑓𝑙
,0
)︁
/𝐸̃
(︁

𝑘𝑑
4𝑓𝑙
,0
)︁

em função de 𝑑 (em mm), para 𝑘 =

(2𝜋/413)109m−1, 𝑓𝑙 = 20cm e 𝑙 = 500𝜇m. O estado da Eq.(4.5) é gerado com o bifóton passando por

uma lente esférica.

⃒⃒
𝜓(2×2)

⟩︀
∝
[︁
|− 1

2
⟩
(︁
𝐸 ( 𝑑

2
,𝑧𝑓) |− 1

2
⟩ + 𝑒𝑖𝜑𝑑

2

𝐸 (0,𝑧𝑓) | 12⟩
)︁

+ | 1
2
⟩
(︁
𝐸 ( 𝑑

2
,𝑧𝑓) | 12⟩ + 𝑒𝑖𝜑𝑑

2

𝐸 (0,𝑧𝑓) |− 1
2
⟩
)︁]︁
,

(4.6)

onde,𝜑 = 𝑘/(8𝑧𝑓 ), e o estado 2 × 3 como

⃒⃒
𝜓(2×3)

⟩︀
∝
[︁
|− 1

2
⟩
(︁
𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓) |−1⟩ + 𝐸 (− 𝑑

4
,𝑧𝑓) |0⟩ + 𝑒2𝑖𝜑𝑑

2

𝐸 ( 𝑑
4
,𝑧𝑓) |1⟩

)︁
+

+ | 1
2
⟩
(︁
𝑒2𝑖𝜑𝑑

2

𝐸 (− 𝑑
4
,𝑧𝑓) |−1⟩ + 𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓) |0⟩ + 𝐸 ( 3𝑑

4
,𝑧𝑓) |1⟩

)︁]︁
. (4.7)
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Figura 4.6: Gráfico da razão 𝑅′ = 𝐸̃
(︁

3𝑘𝑑
4𝑓𝑙
,0
)︁
/𝐸̃
(︁

𝑘𝑑
4𝑓𝑙
,0
)︁

em função de 𝑑 (em mm), para 𝑘 =

(2𝜋/413)109m−1, 𝑓𝑙 = 20cm e 𝑙 = 100𝜇m.

(a) (b)

Figura 4.7: Representação da correlação entre os fótons nos estados 2× 3 gerados de acordo com [2].

(a)Estado gerado com o telescópio. (b)Estado gerado com a lente esférica.

A expressão acima para o estado 2 × 2 nos mostra que quando o perfil transversal

do campo do pump (e aqui também do bifóton) é zerado em certos pontos (0 ou 𝑑/2),

os dois possíveis estados obtidos são biortogonais e maximamente emaranhados. Em

outras palavras, levando em conta a simetria dos coeficientes, os dois estados obtidos,

quando fazemos os dois parênteses na Eq.(4.6) ortogonais, pela anulação de um dos

coeficientes, são estados de Bell.

Considerando então nossa busca pelos estados de correlação máxima passando, pri-

meiramente, pela busca de estados biortogonais, podemos nos perguntar se os tipos

de manipulações feitas na Eq.(4.6) produzem resultados análogos para os estados da

Eq.(4.7). Ou seja, considerando apenas a anulação (ou não) de certos pontos do perfil

transversal do campo, os estados biortogonais obtidos a partir da Eq.(4.7) são maxima-

mente emaranhados? Se não, que tipo de estados são? E como então obter os estados

maximamente emaranhados para essa dimensão?

Para responder à essas perguntas observe o diagrama da Fig.4.8.

Nele, estão os coeficientes do estado identificados pela interseção das linhas (níveis

do qubit) com as colunas (níveis do qutrit). As setas ligam as amplitudes do perfil
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Figura 4.8: Diagrama dos coeficientes do estado geral 2× 3.

transversal de campo, num certo ponto, que determinam mais de um coeficiente do

estado. Esse último fato introduz uma certa limitação à escolha das correlações, pois

não podemos, por exemplo, escolher um estado em que |− 1
2
⟩ não tenha correlação com

|0⟩, e | 1
2
⟩ tenha correlação com |1⟩. Se escolhemos não ter uma delas, automaticamente

perdemos o outra. Esse fato também está presente no estado de dois qubits onde os

coeficientes de |− 1
2
⟩ | 1

2
⟩ e | 1

2
⟩ |− 1

2
⟩ são, ambos, determinados pela intensidade do perfil em

𝑥+ = 0.

Levando em conta apenas a escolha de anular ou não o campo transversal num

certo ponto, existem dois possíveis estados (feitos biortogonais por essa escolha) que

correlacionam todas as fendas e um possível estado que exclui correlações entre uma

das aberturas da fenda tripla e as demais. Esses estados são apresentados abaixo:

|𝜏𝐼⟩ ∝
[︁
𝐸 (− 𝑑

4
,𝑧𝑓) |− 1

2
⟩ |0⟩ + | 1

2
⟩
(︁
𝑒2𝑖𝜑𝑑

2

𝐸 (− 𝑑
4
,𝑧𝑓) |−1⟩ + 𝐸 ( 3𝑑

4
,𝑧𝑓) |1⟩

)︁]︁
(4.8)

|𝜏𝐼𝐼⟩ ∝
[︁
|− 1

2
⟩
(︁
𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓) |−1⟩ + 𝑒2𝑖𝜑𝑑

2

𝐸 ( 𝑑
4
,𝑧𝑓) |1⟩

)︁
+ 𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓) | 12⟩ |0⟩

]︁
(4.9)

|𝜏𝐼𝐼𝐼⟩ ∝ [𝐸 (− 3𝑑
4
,𝑧𝑓) |− 1

2
⟩ |−1⟩ + 𝐸 ( 3𝑑

4
,𝑧𝑓) | 12⟩ |1⟩] (4.10)

Na Fig.4.14 ((a)-(f)) temos os três perfis, produzidos a partir de um perfil gaussiano,

necessários à geração de cada um dos estados acima (à esquerda) e uma representação

das correlações (à direita). A Fig.4.15((a)-(f)) mostra a posição, sobre as fendas múlti-

plas, de cada um dos cortes do perfil, para conjuntos de fenda com 𝑑 = 4𝑎. A posição

desses cortes em relação às aberturas depende da relação entre 𝑑 e 𝑎, cujo valor é rele-

vante nesse momento, de forma que, caso um conjunto de fendas diferente seja usado,

tal posicionamento será diferente, isto é, 3𝑑/4 não coincidirá com a borda de uma das

aberturas da fenda dupla, por exemplo.

Considerando a simetria do campo transversal, o estado |𝜏𝐼𝐼𝐼⟩ possui, claramente,

um emaranhamento máximo (coeficientes de Schmidt iguais a 1/
√

2) apesar de não

correlacionar todas as fendas. Já o estado |𝜏𝐼𝐼⟩, possui os seguintes autovalores, não
nulos, das matrizes densidade reduzida
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𝑎1 =
|𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓) |2

2|𝐸 ( 𝑑
4
,𝑧𝑓) |2 + |𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓) |2

;

𝑎2 =
|𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓) |2 + |𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓) |2

2|𝐸 ( 𝑑
4
,𝑧𝑓) |2 + |𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓) |2

, (4.11)

pelos quais vemos que o estado será maximamente emaranhado apenas se 𝐸 (− 3𝑑
4
,𝑧𝑓) = 0,

o que nos dá, novamente, um estado que não relaciona todas as fendas. Numa análise

intermediária, temos os gráficos da Concorrência e do Emaranhamento de formação

desse estado (Fig.4.9(a) e (b)) em função de seus coeficientes, sendo 𝐸 (− 3𝑑
4
,𝑧𝑓) ≡ 𝐴 e

𝐸 ( 𝑑
4
,𝑧𝑓) ≡ 𝐵.

(a) (b)

Figura 4.9: (a)Concorrência do estado |𝜏𝐼𝐼⟩, em função dos valores dos campos.
(b)Emaranhamento de formação do estado |𝜏𝐼𝐼⟩ em função dos campos. Os gráficos para
o estado |𝜏𝐼⟩ apresentam o mesmo comportamento.

� Manipulação para o estado maximamente emaranhado

Uma vez que a análise acima, feita apenas pela observação da Fig.4.8, não nos deu

estados maximamente emaranhados correlacionando todas as fendas, vamos procurá-

los pela quantificação do emaranhamento do estado geral. Como vimos no segundo

capítulo, o cálculo das medidas de emaranhamento estudadas nesse trabalho envolvem

os autovalores da matriz densidade reduzida do estado em questão. Portanto, tomando

a matriz densidade para Eq.(4.5) encontramos os seguintes autovalores:

𝜆± =
1

2

⎡⎣1 ±

√︁(︀
|𝐸 (− 3𝑑

4
)|2 − |𝐸 ( 3𝑑

4
)|2
)︀2

+ 4 |𝑔|2

2
(︀
|𝐸 (− 𝑑

4
)|2 + |𝐸 ( 𝑑

4
)|2
)︀

+ |𝐸 (− 3𝑑
4

)|2 + |𝐸 ( 3𝑑
4

)|2

⎤⎦ , (4.12)

onde 𝑔 = 𝑒−2𝑖𝜑𝑑2𝐸 (− 3𝑑
4

)𝐸* (− 𝑑
4
) + 𝑒2𝑖𝜑𝑑

2
𝐸* ( 3𝑑

4
)𝐸 ( 𝑑

4
) + 𝐸 (− 𝑑

4
)𝐸* ( 𝑑

4
).
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Tendo em mente as propriedades da decomposição de Schmidt (seção 2.1), temos

que o estado será maximamente emaranhado quando 𝜆+ = 𝜆− = 1/2, o que só é possível

se o numerador da fração da Eq.(4.11) for nulo. Isto é, precisamos que

(︀
|𝐸 (− 3𝑑

4
)|2 − |𝐸 ( 3𝑑

4
)|2
)︀2

+ 4 |𝑔|2 = 0. (4.13)

Até o momento não consideramos a simetria do perfil transversal, o que possibilitou

a proposta de estados com correlações interessantes. Mas como temos quatro variáveis a

serem “manipuladas” podemos, a título de simplificação, considerar a simetria do perfil,

inicialmente gaussiano, de forma que a Eq.(4.13) se resume a 𝑔𝑔* = 0, ou seja,

𝑒−2𝑖𝜑𝑑2𝐸 ( 3𝑑
4

)𝐸* ( 𝑑
4
) + 𝑒2𝑖𝜑𝑑

2

𝐸* ( 3𝑑
4

)𝐸 ( 𝑑
4
) + |𝐸 ( 𝑑

4
)|2 = 0. (4.14)

Vamos considerar que a amplitude do campo nos dois pontos acima estão relacionados

de forma tal que 𝐸 ( 3𝑑
4

) = 𝜐𝐸 ( 𝑑
4
), sendo 𝜐 uma constante real. Temos que a Eq.(4.14)

é satisfeita para 𝜐 = − 1
2 cos(2𝜑𝑑2)

. Isso quer dizer que para cada montagem experimental

(para cada valor de 𝜑 = 𝑘/(8𝑧𝑓 ) ), encontramos um fator de proporcionalidade que

relaciona 𝐸 ( 3𝑑
4

) e 𝐸 ( 𝑑
4
), e que resulta no seguinte estado

|𝜓𝑚𝑒⟩ ∝ 𝐸 ( 𝑑
4
)

[︂
|− 1

2
⟩
(︂
−1

2
|−1⟩ + |0⟩ + |1⟩

)︂
+ | 1

2
⟩
(︂
|−1⟩ + |0⟩ − 1

2
|1⟩
)︂]︂

. (4.15)

Em especial, para o caso em que 2𝜑𝑑2 = 𝜋, 𝐸 ( 3𝑑
4

) =
𝐸( 𝑑

4)
2

. Isso quer dizer que para

que o estado seja maximamente emaranhado, a intensidade do campo elétrico em 3𝑑/4

deve ser quatro vezes menor que a intensidade em 𝑑/4, isto é, o módulo do campo em

3𝑑/4 deve ser metade do módulo em 𝑑/4. Para 2𝜑𝑑2 = 2𝜋 uma diferença de fase igual a

𝜋, além da atenuação da amplitude, deve ser introduzida entre esses dois pontos (entre

o campo nos dois pontos). Na Fig.4.14 temos o perfil, produzido a partir de um perfil

gaussiano, necessário à geração do estado maximamente emaranhado descrito acima

(g), e uma representação da correlação desse estado (h). Também temos, na Fig.4.15

((g) e (h)), a posição dos pontos de atenuação do perfil, sobre as fendas múltiplas com

𝑑 = 4𝑎.

É interessante notar que desde que o campo não seja nulo em 𝑑/4 e em 3𝑑/4, a

largura do perfil, ou mesmo seu formato, não são em si mesmos determinantes, apesar

do discutido acima. Podemos ter um perfil qualquer (não apenas gaussiano) e utilizar

algum dispositivo que mude a amplitude e a fase do campo em pontos específicos.
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4.2 Detecção dos estados

Ao longo dessa seção vamos estudar os aspectos da detecção dos estados discutidos

acima, nos atendo a análise da condicionalidade do padrão de interferência nas coin-

cidências, e do comportamento das probabilidades marginais. Vamos estudar, ainda,

outras possibilidades para a detecção dos estados, envolvendo a medição da imagem

das fendas. Vamos analisar apenas |𝜏𝐼𝐼𝐼⟩, |𝜓𝑚𝑒⟩, |𝜓𝐼⟩, |𝜏𝐼𝐼⟩, já que, |𝜓𝐼𝐼⟩ e |𝜏𝐼⟩ são

estados espelhados em relação aos dois últimos. Além disso, vamos considerar que o

fóton signal pasa pela fenda tripla e o fóton idler pela fenda dupla (o passo a passo das

contas relacionadas à detecção são apresentadas no Apêndice B).

� Probabilidade de detecção em coincidências com os dois detectores no Plano de

Fourier de uma lente

A começar pela probabilidade em coincidências, temos, para o estado |𝜓𝐼⟩, mostrado

na Eq.(4.3) com 𝜉
(︀

3𝑑
4𝑀

)︀
= 0

𝑃𝜓𝐼
2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑠

)︂
sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑖

)︂{︂
1 +

1

2
cos (𝛾(2𝑥𝑠 + 𝑥𝑖))

+
1

2
cos (𝛾𝑥𝑖) + cos (𝛾(𝑥𝑠 + 𝑥𝑖)) + cos (𝛾𝑥𝑠)

}︂
. (4.16)

Sabemos que este estado, |𝜓𝐼⟩, não apresenta emaranhamento máximo, e de forma

semelhante ao caso 2× 2, observamos tanto termos condicionais como não-condicionais

na expressão acima. Ainda assim, o comportamento desse padrão nas coincidências pode

ser verificado experimentalmente. Se fixarmos, por exemplo 𝐷𝑠 em 𝑥𝑠 = 0 obtemos um

padrão de interferência proporcional a [1 + cos (𝛾𝑥𝑖)], ao passo que, para 𝑥𝑠 = 𝜋/𝛾,

obtemos uma contagem nula para as coincidências. Já para 𝐷𝑖 fixo em 𝑥𝑖 = 0 e em 𝑥𝑖 =

𝜋/𝛾, obtemos padrões proporcionais a, respectivamente, [1+(1/3) cos (2𝛾𝑥𝑠) + (4/3) cos (𝛾𝑥𝑠)]

e [1− cos (2𝛾𝑥𝑠)].

Para o estado |𝜏𝐼𝐼⟩ (Eq.(4.9)), temos

𝑃 𝜏𝐼𝐼
2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑠

)︂
sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑖

)︂{︀
2 |𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)|2 + |𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)|2

+2𝐸 (− 3𝑑
4
,𝑧𝑓)𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)
[︀
cos
(︀
2𝜑𝑑2 − 2𝛾𝑥𝑠

)︀
+ cos (𝛾(𝑥𝑠 + 𝑥𝑖))

]︀
+2 |𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)|2 cos

(︀
2𝜑𝑑2 + 𝛾(−𝑥𝑠 + 𝑥𝑖)

)︀}︀
(4.17)

Novamente, observamos a presença de termos tanto condicionais quanto não condici-

onais na probabilidade de detecção em coincidência para o estado |𝜏𝐼𝐼⟩. Seguindo a

análise feita acima, e considerando 2𝜑𝑑2 = 2𝜋, encontramos, para 𝐷𝑖 fixo em 𝑥𝑖 = 0 e
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𝑥𝑖 = 𝜋/𝛾, respectivamente,[︃
1 +

2 |𝐸 ( 𝑑
4
,𝑧𝑓)|2 cos (𝛾𝑥𝑠)

2 |𝐸 ( 𝑑
4
,𝑧𝑓)|2 + |𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)|2

+
2𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓) [cos (𝛾𝑥𝑠) + cos (2𝛾𝑥𝑠)]

2 |𝐸 ( 𝑑
4
,𝑧𝑓)|2 + |𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)|2

]︃

e[︃
1 − 2 |𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)|2 cos (𝛾𝑥𝑠)

2 |𝐸 ( 𝑑
4
,𝑧𝑓)|2 + |𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)|2

+
2𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)

2 |𝐸 ( 𝑑
4
,𝑧𝑓)|2 + |𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)|2

[cos (2𝛾𝑥𝑠) − cos (𝛾𝑥𝑠)]

]︃
.

Já para 𝐷𝑠 em 𝑥𝑠 = 0 e 𝑥𝑠 = 𝜋/𝛾, temos espressões proporcionais a, respectivamente,[︃
1 +

2 |𝐸 ( 𝑑
4
,𝑧𝑓)|2

2 |𝐸 ( 𝑑
4
,𝑧𝑓)|2 + |𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)|2

cos (𝛾𝑥𝑖) +
2𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)

2 |𝐸 ( 𝑑
4
,𝑧𝑓)|2 + |𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)|2

[1 + cos (𝛾𝑥𝑖)]

]︃

e[︃
1 − 2 |𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)|2

2 |𝐸 ( 𝑑
4
,𝑧𝑓)|2 + |𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)|2

cos (𝛾𝑥𝑖) +
2𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)

2 |𝐸 ( 𝑑
4
,𝑧𝑓)|2 + |𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)|2

[1 − cos (𝛾𝑥𝑖)]

]︃
.

Vamos agora para a análise dos nossos estados maximamente emaranhados, para os

quais encontramos as seguintes expressões

𝑃 𝜏𝐼𝐼𝐼
2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2f
𝑎𝑥𝑠

)︂
sinc2

(︂
𝑘

2f
𝑎𝑥𝑖

)︂
[1 − cos (2𝛾 (𝑥𝑠 + 𝑥𝑖/2))] , (4.18)

a qual reproduz o comportamento condicional das coincidências para estados 2 × 2,

embora com uma dependência diferente para as posições dos detectores (𝑥𝑠 + 𝑥𝑖/2).

Para o estado |𝜓𝑚𝑒⟩ da Eq.(4.15), a probabilidade de detectar os fótons em coinci-

dência é

𝑃𝜓𝑚𝑒

2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2
(︂
𝑘𝑎𝑥𝑠
2f

)︂
sinc2

(︂
𝑘𝑎𝑥𝑖
2f

)︂{︂
1 +

8

9
cos (𝛾 (𝑥𝑖 − 𝑥𝑠)) −

4

9
cos (𝛾 (𝑥𝑖 + 𝑥𝑠))

−1

9
cos (𝛾 (𝑥𝑖 + 2𝑥𝑠)) −

2

9
cos (𝛾 (𝑥𝑖 − 2𝑥𝑠)) −

1

9
cos (𝛾𝑥𝑖)

}︂
. (4.19)

Mais uma vez, temos para 𝐷𝑖 posicionado em 𝑥𝑖 = 0 e 𝑥𝑖 = 𝜋/𝛾, respectivamente, pa-

drões de interferência proporcionais a
[︀
1 + 1

2
cos (𝛾𝑥𝑠) − 3

8
cos (2𝛾𝑥𝑠)

]︀
e
[︀
1 − 4

9
cos (𝛾𝑥𝑠)

+1
3

cos (2𝛾𝑥𝑠)
]︀
. Da mesma forma, temos que para 𝑑𝑠 em 𝑥𝑠 = 𝜋/𝛾 um padrão propor-

cional a
[︀
1 − 8

9
cos (𝛾𝑥𝑖)

]︀
e, para 𝐷𝑠 em 𝑥𝑠 = 0, contagens, em coincidência, aproxima-

damente constantes, moduladas apenas pelo fator de difração.

� Probabilidade marginal

Na avaliação da probabilidade marginal, diferentemente do que ocorre em estados
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2×2, precisamos avaliar as duas expressões, tanto para signal quanto para idler, já que

o fato de as duas matrizes densidade reduzidas serem diferentes resultam em diferentes

padrões de interferência quando cada um dos dois detectores são deixados abertos, como

vemos nas expressões abaixo (Apêndice B).

𝑃1
𝜓𝐼 (𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2f
𝑎𝑥𝑠

)︂
{1 + cos (𝛾𝑥𝑠)} ;

𝑃1
𝜓𝐼 (𝑥𝑖) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2f
𝑎𝑥𝑖

)︂{︂
1 +

1

2
cos (𝛾𝑥𝑖)

}︂
. (4.20)

𝑃1
𝜏𝐼𝐼 (𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2f
𝑎𝑥𝑖

)︂{︂
1 +

2𝐸 (− 3𝑑
4
,𝑧𝑓)𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)

2 |𝐸 ( 𝑑
4
,𝑧𝑓)|2 + |𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)|2

cos
(︀
2𝜑𝑑2 − 2𝛾𝑥𝑠

)︀}︂
;

𝑃1
𝜏𝐼𝐼 (𝑥𝑖) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2f
𝑎𝑥𝑖

)︂{︂
1 +

1

2
cos (𝛾𝑥𝑖)

}︂
. (4.21)

𝑃1
𝜏𝐼𝐼𝐼 (𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2f
𝑎𝑥𝑖

)︂
;

𝑃1
𝜏𝐼𝐼𝐼 (𝑥𝑖) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2f
𝑎𝑥𝑖

)︂
. (4.22)

𝑃1
𝜓𝑚𝑒(𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2f
𝑎𝑥𝑖

)︂{︂
1 +

4

9
(cos (𝛾𝑥𝑠) − cos (2𝛾𝑥𝑠))

}︂
;

𝑃1
𝜓𝑚𝑒(𝑥𝑖) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2f
𝑎𝑥𝑖

)︂
. (4.23)

Observando as expressões acima, à começar pelos estados M.E., temos os dois pa-

drões com visibilidades nulas para |𝜏𝐼𝐼𝐼⟩, e um dos padrões com visibilidade não nula

para |𝜓𝑚𝑒⟩ (em 𝑥𝑠). Para os estados que não possuem emaranhamento máximo, mas

que também não são estados produto, temos os dois padrões com visibilidades não nulas

para |𝜏𝐼𝐼⟩, ao passo que, para |𝜓𝐼⟩, um dos padrões apresenta visibilidade igual a 1 e

outro, igual a 1/2.

Mais uma vez, então, encontramos resultados diferentes daqueles conhecidos para os

estados 2 × 2, para os quais a visibilidade do padrão de interferência nas coincidências,
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na medição da probabilidade marginal, é nula para estados M.E. e 1 para estados

produto. Apesar de os resultados para |𝜏𝐼𝐼𝐼⟩ e |𝜏𝐼𝐼⟩ parecerem semelhantes aos do

capítulo anterior, não há nenhuma relação clara entre a visibilidade dos padrões e a

quantidade de emaranhamento dos estados, tal como na Eq.(3.36).

� Detecção mista

Uma outra maneira pela qual poderíamos tentar caracterizar os estados é usando

lentes de comprimentos focais diferentes em cada um dos caminhos dos fótons, de forma

que uma das lentes esteja numa configuração 𝑓 − 𝑓 e a outra numa configuração 2𝑓 −
2𝑓 , entre as fendas múltiplas e os detectores. Isso significa que na Eq.(3.28) usamos

Eq.(3.30) aplicado em uma das partes e na outra, usamos o operador resultante para a

configuração 2𝑓 − 2𝑓 [73], que nos dá

⟨𝑛𝑢𝑙𝑙|𝐸(+)
𝛼 |𝑙𝛼⟩ ∝ 𝑒

−
𝑖𝑘𝑧𝑓

4𝑓2
𝑥2𝛼
∏︁(︂

𝑥𝛼 − 𝑙𝛼𝑑

2𝑎

)︂
. (4.24)

Vamos, na sequência, fazer uma breve análise dos resultados apresentados no Apên-

cice B (seção 𝐵3) para as duas formas da detecção mista, sendo a primeira pela detecção

da imagem da fenda dupla e a segunda pela detecção da imagem da fenda tripla.

Começando pelo estado |𝜓𝐼⟩, e pela imagem da imagem da fenda dupla, temos

que fixando 𝐷𝑖 em 𝑥𝑖 = ±𝑑/2, medimos, ao varrer o detector 𝐷𝑠, dois padrões de

interferência idênticos e proporcionais a

[1 + cos(𝛾𝑥𝑠)]. (4.25)

Em contrapartida, considerando a projeção da imagem da fenda tripla sobre o plano de

detecção, temos que caso𝐷𝑠 seja mantido fixo em 𝑥𝑠 = ±𝑑, a varredura de𝐷𝑖 nos dá con-

tagens aproximadamente constantes, modulada apenas pela função sinc2 ((𝑘/2𝑓)𝑎𝑥𝑖).

Se, no entanto, 𝐷𝑠 é fixo em 𝑥𝑠 = 0, obtemos um padrão de interferência proporcional

a

[1 − cos(𝛾𝑥𝑖)], (4.26)

ou seja, obtemos anti-franjas do padrão da Eq.(4.25).

Considerando a mesma análise para o estado |𝜏𝐼𝐼⟩, temos que fixando 𝐷𝑖 em 𝑥𝑖 =

±𝑑/2 (para a imagem da fenda dupla), encontramos, na verredura de 𝐷𝑠, respecti-

vamente, contagens aproximadamente constantes (modulada apenas pelo sinc) e um

padrão de interferência proporcional a[︂
1 +

2𝑅𝑒 (𝐸 (− 3𝑑
4
,𝑧𝑓)𝐸* ( 𝑑

4
,𝑧𝑓))

|𝐸 (− 3𝑑
4
,𝑧𝑓)|2 + |𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)|2

cos
(︀
2𝛾𝑥𝑠 + 2𝜑𝑑2

)︀]︂
. (4.27)
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Em contrapartida, fixando 𝐷𝑠 em qualquer um dos pontos, 𝑥𝑠 = 0 ou ± 𝑑, obtemos,

com a varredura de 𝐷𝑖, contagens aproximadamente constantes, mas multiplicadas por

diferentes fatores, os quais são, na verdade, o quadrado do módulo de cada coeficiente

do estado em questão. Assim, poderíamos, por meio da diferença entre a contagem

máxima de cada varredura, inferir a razão entre 𝐸 (− 3𝑑
4
,𝑧𝑓) e 𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓).

Passando para o estado |𝜓𝑚𝑒⟩, ao fixar, na detecção da imagem da fenda dupla, 𝐷𝑖

em 𝑥𝑖 = ±𝑑/2, padrões de interferência proporcionais a[︂(︂
1 +

4

9
(cos (𝛾𝑥𝑠) − cos (2𝛾𝑥𝑠))

)︂]︂
, (4.28)

o qual, é o mesmo padrão observado, nas coincidências, quando 𝐷𝑠 é varrido e 𝐷𝑖 é

deixado aberto. Por fim, na detecção da imagem da fenda tripla, se fixamos 𝐷𝑠 em

𝑥𝑠 = ±𝑑 e 0 encontramos padrões proporcionais a, respectivamente,[︂(︂
1 − 4

5
cos (𝛾𝑥𝑖)

)︂]︂
, (4.29)

e

[(1 − cos (𝛾𝑥𝑖))] . (4.30)

Como ilustração desses resultados, na Fig.4.10 temos os gráficos das três expressões

acima, isto é, Eqs.(4.28),(4.29) e (4.30) representadas, respectivamente, por 𝐽1, 𝐽2 e 𝐽3,

sendo que 𝛾𝑥𝑠 e 𝛾𝑥𝑖 variam de −2𝜋 a 2𝜋.
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(a) (b)

(c)

Figura 4.10: Comportamento das coincidências na detecção mista do estado |𝜓𝑚𝑒⟩. (a) A imagem

da fenda dupla projetada sobre o plano de detecção, com 𝐷𝑖 fixo em 𝑥𝑖 = ±𝑑/2, e 𝐷𝑠 é varrido. O caso

em que 𝐷𝑖 é varrido e a imagem da fenda tripla é projetada sobre o plano de detecção está mostrada

em (b) para 𝐷𝑠 fixo em 𝑥𝑠 = ±𝑑, e em (c) para 𝐷𝑠 fixo em e 𝑥𝑠 = 0.

4.3 Extensão para estados de dimensão maior

Apesar de ainda não terem sido produzidos por meio de fendas, os estados fotônicos 2×3

já foram gerados por meio da utilização de diferentes graus de liberdade [77]. A grande

vantagem dos estados de fenda está não apenas na versatilidade das correlações que

podemos gerar mas na possibilidade de gerarmos estados de grandes dimensões, tanto

𝑛 × 𝑛 quanto 𝑛 ×𝑚. Para ilustrar o caráter geral dos estados de fenda, apresentamos

abaixo uma análise semelhante à da seção 4.1.2 aplicada a estados de dimensão 3 × 4,

cujo estado geral é

|𝜓3×4⟩ ∝ 𝑒
𝑖𝜑𝑑2

4 [𝐸 (−5𝑑
4
,𝑧𝑓) |−1− 3

2
⟩ + 𝐸( 5𝑑

4
,𝑧𝑓) |1 3

2
⟩ + 𝐸(− 3𝑑

4
,𝑧𝑓) (|−1− 1

2
⟩ + |0 3

2
⟩)

+𝐸( 3𝑑
4
,𝑧𝑓)
(︁
|1 1

2
⟩ + 𝑒2𝑖𝜑𝑑

2 |0 3
2
⟩
)︁

+ 𝐸(− 𝑑
4
,𝑧𝑓)
(︁
𝑒2𝑖𝜑𝑑

2 |−1 1
2
⟩ + 𝑒6𝑖𝜑𝑑

2 |1− 3
2
⟩ + |0− 1

2
⟩
)︁

+𝐸( 𝑑
4
,𝑧𝑓)
(︁
𝑒6𝑖𝜑𝑑

2 |−1 3
2
⟩ + 𝑒2𝑖𝜑𝑑

2 |1− 1
2
⟩ + |0 1

2
⟩
)︁]︁
, (4.31)

para o qual obtemos o diagrama mostrado na Fig.fig:4.11.

Considerando apenas o caso em que todas as fendas são correlacionadas, obtemos

os seguintes estados biortogonais (pelo corte do perfil em certos pontos):
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Figura 4.11: Diagrama dos coeficientes do estado geral 3× 4.

|𝜑𝐼⟩ ∝
[︁
𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓) |−1− 1

2
⟩ + 𝐸 ( 3𝑑

4
,𝑧𝑓) |1 1

2
⟩ + |0⟩

(︁
𝐸(−3𝑑

4
,𝑧𝑓) |−3

2
⟩ + 𝑒2𝑖𝜑𝑑

2

𝐸( 3𝑑
4
,𝑧𝑓) | 32⟩

)︁]︁
,

(4.32)

|𝜑𝐼𝐼⟩ ∝
[︁
𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓) |0 1

2
⟩ + 𝑒2𝑖𝜑𝑑

2

𝐸 ( 𝑑
4
,𝑧𝑓) |1−1

2
⟩ + |−1⟩

(︁
𝐸(−5𝑑

4
,𝑧𝑓) |−3

2
⟩ + 𝑒6𝑖𝜑𝑑

2

𝐸( 𝑑
4
,𝑧𝑓) | 32⟩

)︁]︁
,

(4.33)

|𝜑𝐼𝐼𝐼⟩ ∝
[︁
𝐸 (−𝑑

4
,𝑧𝑓) |0− 1

2
⟩ + 𝑒2𝑖𝜑𝑑

2

𝐸 (−𝑑
4
,𝑧𝑓) |−1 1

2
⟩ + |1⟩

(︁
𝐸( 5𝑑

4
) | 3

2
,𝑧𝑓⟩ + 𝑒6𝑖𝜑𝑑

2

𝐸(−𝑑
4
,𝑧𝑓) |− 3

2
⟩
)︁]︁
.

(4.34)

Na Fig.4.12, temos a representação da correlação entre os fótons para cada um dos

três estados acima.

(a) (b)

(c)

Figura 4.12: Representação da correlação entre os fótons nos estados 3×4 gerados com base em [44],

sendo que (a), (b) e (c) correspondem aos estados |𝜑𝐼⟩, |𝜑𝐼𝐼⟩ e |𝜑𝐼𝐼𝐼⟩, respectivamente.
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4.4 Proposta experimental

Abaixo, apresentamos uma proposta experimental para a produção dos estados descritos

na seção 4.1.2 com a utilização de um Modulador Espacial de Luz (SLM). Um SLM é

um aparelho formado, basicamente, por uma tela de cristal líquido (LCD) e eletrodos,

por meio dos quais pode-se aplicar diferentes tensões sobre diferentes regiões da tela de

LCD. A aplicação de um campo elétrico sobre um cristal líquido modifica o ordenamento

de suas moléculas e, portanto, modifica as propriedades ópticas do material (como a

transmitância e o índice de refração). Assim, o SLM é capaz de modificar, ou melhor,

modular regiões específicas do feixe de luz que incide sobre o display, sendo que alguns

moduladores são capazes de modificar tanto a fase quanto a amplitude do feixe [5, 54].

Essas características o tornam uma peça fundamental na implementação experimental

das análises deste trabalho, como pode ser visto à seguir.

Na montagem, esquematizada na Fig.4.13, o feixe de bombeamento passa por uma

lente 𝑙𝑝1 , de foco 𝑓𝑝1 , chegando na tela do SLM com um perfil transversal grande. Uma

lente 𝑙𝑝2 , de foco 𝑓𝑝2 , projeta a imagem da tela do SLM no plano das fendas (ou plano

equivalente), ou seja, a distância da lente 𝑙𝑝2 até cada uma das fendas múltiplas, e

também as distâncias SLM-lente e lente-plano equivalente são iguais a 2𝑓𝑝2 . Os fótons

gêmeos são separados por um divisor de feixe (BS) fazendo com que a metade dos fótons

de cada feixe (signal e idler) passe por um conjunto de fenda. Em cada saída do BS,

depois das fendas, são colocadas lentes para a detecção, de forma semelhante à mostrada

na Fig.3.13.

Nesse setup o SLM é utilizado para modular o feixe incidente e nos fornecer, no

plano das fendas, os perfis da Fig.4.14. Além disso, o alinhamento das fendas pode ser

feito de forma análoga à descrita na seção 3.4, com a diferença de que o alinhamento não

é identificado pelo balanceamento das contagens simples detectadas em cada abertura,

mas pela observação de uma queda abrupta, na contagem dos fótons, em algumas

extremidades das aberturas (ver Fig.4.15).
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Figura 4.13: Setup da proposta experimental para a geração dos estados 2× 3. Na figura C.
é um cristal não linear, Dcr. é um espelho dicróico que bloqueia o feixe de bombeamento e
transmite os fótons gêmeos, BS é um divisor de feixe não polarizador 50/50, e tanto 𝑙𝑝1 quanto
𝑙𝑝2 são lentes convergentes.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

Figura 4.14: Perfis necessários (amplitude do campo elétrico do feixe de bombeamento) à geração

dos estados |𝜏𝐼⟩, |𝜏𝐼𝐼⟩, |𝜏𝐼𝐼𝐼⟩ e |𝜓𝑚𝑒⟩ em (a), (c), (e) e (g). A dierita estão representadas as correlações

de cada estado. Além das cores e contornos diferentes indicarem fótons diferentes, circulos maiores

indicam probabilidades maiores de um fóton passar por uma abertura.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

Figura 4.15: Relação entre a posição dos cortes sobre os perfis e os conjuntos de fendas múltiplas,

para cada um dos estados analisados na seção 4.1.2: |𝜏𝐼⟩ em (a) e (b); |𝜏𝐼𝐼⟩ em (c) e (d); |𝜏𝐼𝐼𝐼⟩ em (e)

e (f). Em (g) e (h) temos a relação entre a posição das atenuações e as aberturas (estado maximamente

emaranhado). Consideramos 𝑑 = 4𝑎



Capítulo 5

Conclusões

Esse trabalho teve como objetivo central a extensão teórica dos principais métodos

de engenharia de estados de fenda (usados na produção de dois qudits) aos estados de

dimensão 𝑛 ×𝑚, e em particular estados 2 × 3. Para tanto, fizemos uma revisão das

principais caracterísiticas dos estados quânticos puros e bipartidos, na qual encontramos

tanto semelhanças quanto diferenças entre os estados das duas dimensões, 2× 2 e 2× 3.

Podemos citar como semelhança a informação a cerca do emaranhamento dos estados

fornecida pelos coeficientes de Schmidt e, como diferença, a relação entre a Concorrência

e o Emaranhamento de Formação, a qual é direta para estados 2 × 2 mas inexistente

para estados 2 × 3.

Já nas extensões dos métodos, inicialmente apresentados nas seções 3.3 e 3.4, vimos

que, enquanto os estados de fenda 2 × 2 são sempre gerados nos estados de Bell |𝜑+⟩
e |𝜓+⟩, diferentes estados 2 × 3 são gerados em cada um dos métodos (seção 4.1),

considerando o mesmo tipo de análise para estados 2 × 2 e 2 × 3. Vimos, também, que

apesar da possibilidade de manipulação do feixe de bombeamento em qualquer ponto,

não podemos produzir qualquer estado, pois um mesmo ponto desse perfil sobre o plano

das fendas determina mais de um coeficiente do estado geral mostrado na Eq.(4.7).

Estudando a detecção em coincidências dos estados fotônicos (seções 3.5 e 4.2), po-

demos dizer que encontramos mais diferenças que semelhanças entre o comportamento

dos estados 2×2 e 2×3. A primeira delas é a presença somente de termos de interferên-

cia condicional, com os detectores no plano de Fourier de uma lente, nas coincidências

de estados 2 × 2 maximamente emaranhados, o que não ocorre para estados 2 × 3.
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Encontramos, para essa dimensão, termos de interferência não condicional, nas coici-

dências, tanto para os estados não maximamente emaranhados, quanto para o estado

maximamente emaranhado correlacionando todas as fendas. Além disso, como já era

de se esperar, o comportamento das coincidências dos estados que não correlacionam

uma das fendas (da fenda tripla) é o mesmo, a não ser pelo período de oscilação, dos

estados 2 × 2.

Ainda na análise da detecção dos estados, obtivemos, na Probabilidade marginal,

padrões de interferência, nas coincidências, cujas visibilidades são uma função direta

da Concorrência calculada para estados 2 × 2. Não encontramos uma relação entre

a visibilidade do padrão de interferência, obtido através da probabilidade marginal, e

uma medida de emaranhamento para os estados 2 × 3. Na tentativa de medirmos os

coeficientes do estado gerado, analisamos um esquema de detecção mista, na qual um

dos detectores é colocado no plano da imagem de uma lente.

Por último, vimos que a manipulação do feixe de bombeamento pode ser feita por

meio de um Modulador Espacial de Luz, o que, inclusive, possibilita uma maior versati-

lidade na engenharia desses estados. Apesar de termos proposto o uso do SLM inserido

no método apresentado na seção 3.4, a possibilidade de gerarmos os estados 2 × 3 com

o auxílio de um modulador foi, primeiramente, mencionada em [6], trabalho no qual

o método apresentado na seção 3.3 foi publicado. Nas palavras dos próprios autores:

"One can also turn to multidimensionally entangled two photon states by using multislit

apertures. To tune between different multidimensionally entangled states, one could use

a variable pump profile based on a spatial light modulator." Ainda que essa "indica-

ção"não tenha sido explorada nos últimos sete anos, a concordância entre a visão dos

autores e as análises dessa dissertação nos mostra que os estados de fenda 2× 3, ou em

outras dimensões maiores 𝑛 ×𝑚, podem ser gerados em laboratório tal como descrito

no capítulo 4.



Apêndice A

Cálculo da propagação do bifóton

usando notação de operadores

Usando as definições dos operadores descritos na seção 2.3, bem como suas proprieda-

des, descritas na mesma seção, vamos calcular passo a passo os operadores resultantes

agindo sobre a amplitude do bifóton, que sai do cristal, nas duas configurações discutidas

na seção 3.3.

A.1 Bifóton passando pelo telescópio

Nessa configuração a amplitude do bifóton se propaga livremente numa distância 𝑓𝑐,

passa pela primeira lente (que acrescenta uma fase quadrática), propaga livremente

numa distância 𝑓𝑙 − 𝑓𝑐, passa pela segunda lente lente (que faz a mesma operação

da segunda), e propaga, novamente, de forma livre, numa distância 𝑓𝑙. O operador

resultante agindo sobre a amplitude do bifóton é

R = ℛ [𝑓𝑙]𝒬
[︂
− 1

𝑓𝑙

]︂
ℛ [𝑓𝑙 − 𝑓𝑐]𝒬

[︂
− 1

𝑓𝑐

]︂
ℛ [𝑓𝑐] . (A.1)

Usando as relações da tabela apresentada na Fig.2.5, temos

R = ℛ [𝑓𝑙]𝒬
[︂
− 1

𝑓𝑙

]︂
ℛ [𝑓𝑙]ℛ [−𝑓𝑐]𝒬

[︂
− 1

𝑓𝑐

]︂
ℛ [𝑓𝑐] . (A.2)

Usando a propriedade da Eq.(2.33)

R = 𝒫
[︂
𝑘𝑔
𝑓𝑙

]︂
ℱℛ [−𝑓𝑐]𝒬

[︂
− 1

𝑓𝑐

]︂
ℛ [𝑓𝑐] ; (A.3)
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Aplicando a inversa de ℛ [𝑓𝑐], isto é, ℛ [−𝑓𝑐] à esquerda dos dois lados da Eq.(2.32),

temos que

𝒬
[︂
− 1

𝑓𝑐

]︂
ℛ [𝑓𝑐] = ℛ [−𝑓𝑐]𝒫

[︂
𝑘𝑔
𝑓𝑐

]︂
ℱ . (A.4)

Substituindo essa expressão em 𝐴.9,

R = 𝒫
[︂
𝑘𝑔
𝑓𝑙

]︂
ℱℛ [−𝑓𝑐]ℛ [−𝑓𝑐]𝒫

[︂
𝑘𝑔
𝑓𝑐

]︂
ℱ

= 𝒫
[︂
𝑘𝑔
𝑓𝑙

]︂
ℱℛ [−2𝑓𝑐]𝒫

[︂
𝑘𝑔
𝑓𝑐

]︂
ℱ . (A.5)

Usando, novamente, a tabela

R = 𝒫
[︂
𝑘𝑔
𝑓𝑙

]︂
ℱℛ [−2𝑓𝑐]ℱ𝒫

[︂
𝑓𝑐
𝑘𝑔

]︂

= 𝒫
[︂
𝑘𝑔
𝑓𝑙

]︂
𝒬
[︂

2𝑓𝑐
𝑘2𝑔

]︂
ℱℱ𝒫

[︂
𝑓𝑐
𝑘𝑔

]︂

= 𝒫
[︂
𝑘𝑔
𝑓𝑙

]︂
𝒬
[︂

2𝑓𝑐
𝑘2𝑔

]︂
𝒫 [−1]𝒫

[︂
𝑓𝑐
𝑘𝑔

]︂

= 𝒫
[︂
𝑘𝑔
𝑓𝑙

]︂
𝒬
[︂

2𝑓𝑐
𝑘2𝑔

]︂
𝒫
[︂
−𝑓𝑐
𝑘𝑔

]︂

= 𝒫
[︂
𝑘𝑔
𝑓𝑙

]︂
𝒫
[︂
−𝑓𝑐
𝑘𝑔

]︂
𝒬
[︂

2𝑓𝑐
𝑘2𝑔(−𝑓𝑐/𝑘𝑔)2

]︂

= 𝒫
[︂
𝑘𝑔
𝑓𝑙

−𝑓𝑐
𝑘𝑔

]︂
𝒬
[︂

2

𝑓𝑐

]︂

= 𝒫
[︂
−𝑓𝑐
𝑓𝑙

]︂
𝒬
[︂

2

𝑓𝑐

]︂
. (A.6)

Aplicando então, R (para as duas varáveis 𝑥+ e 𝑥−) na amplitude do bifóton que sai do

cristal, temos que a amplitude que chega no plano das fendas será
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Φ (𝑥+, 𝑥−, 𝑧𝑓 ) = R𝑥+R𝑥− {Φ (𝑥+,𝑥−,𝑧0)}

= 𝒫
[︂
−𝑓𝑐
𝑓𝑙

]︂{︂
𝒬
[︂

2

𝑓𝑐

]︂
{𝐸 (𝑥+,0)}

}︂
𝒫
[︂
−𝑓𝑐
𝑓𝑙

]︂{︂
𝒬
[︂

2

𝑓𝑐

]︂
{𝜉 (𝑥−,0)}

}︂
.

(A.7)

Usando as definições dos operadores,

Φ (𝑥+, 𝑥−, 𝑧𝑓 ) = 𝒫
[︂
−𝑓𝑐
𝑓𝑙

]︂{︂
𝑒𝑖

𝑘𝑥2+
2𝑓𝑐 𝐸 (𝑥+,0)

}︂
𝒫
[︂
−𝑓𝑐
𝑓𝑙

]︂{︂
𝑒𝑖

𝑘𝑥2−
2𝑓𝑐 𝜉 (𝑥−,0)

}︂

Φ (𝑥+, 𝑥−, 𝑧𝑓 ) =
𝑓𝑐
𝑓𝑙
𝑒
𝑖
𝑘𝑓2𝑐 𝑥2+

2𝑓𝑐𝑓
2
𝑙 𝑒

𝑖
𝑘𝑓2𝑐 𝑥2−
2𝑓𝑐𝑓

2
𝑙 𝐸

(︂
−𝑓𝑐𝑥+

𝑓𝑙
,0

)︂
𝜉

(︂
−𝑓𝑐𝑥−

𝑓𝑙
,0

)︂
. (A.8)

Nessa última expressão 𝑘 se refere ao vetor de onda do feixe de bombeamento, que é

o dobro do vetor de onda dos fótons gêmeos, isto é, 𝑘𝑔 = 𝑘/2. Já o sinal negativo

nas dependências de 𝐸 e 𝜉 aparece porque a imagem formada é invertida. Para uma

amplitude do bifóton simétrica em 𝑧0, podemos escrever

Φ (𝑥+, 𝑥−, 𝑧𝑓 ) =
𝑓𝑐
𝑓𝑙
𝑒
𝑖
𝑘𝑓𝑐(𝑥

2
++𝑥2−)

2𝑓2
𝑙 𝐸

(︂
𝑓𝑐𝑥+
𝑓𝑙

,0

)︂
𝜉

(︂
𝑓𝑐𝑥−
𝑓𝑙

,0

)︂
. (A.9)

A.2 Bifóton passando por uma lente esférica - confi-

guração f-f

Sem a primeira lente na configuração considerada acima, a amplitude do bifóton se

propaga livremente em uma distância 𝑓𝑙, passa por uma lente e propaga, novamente, de

forma livre, em uma distância 𝑓𝑙, de forma que o operador resultante é

ℛ [𝑓𝑙]𝒬
[︂
− 1

𝑓𝑙

]︂
ℛ [𝑓𝑙] , (A.10)

que pela propriedade da Eq.(2.33), é igual a

R = 𝒫
[︂
𝑘𝑔
𝑓𝑙

]︂
ℱ . (A.11)

Aplicando esse operador na amplitude inicial do bifóton (para as duas varáveis 𝑥+
e 𝑥−), temos
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Φ (𝑥+, 𝑥−, 𝑧𝑓 ) = 𝒫
[︂
𝑘

𝑓𝑙

]︂
{ℱ {𝐸 (𝑥+,0)}}𝒫

[︂
𝑘

𝑓𝑙

]︂
{ℱ {𝜉 (𝑥−,0)}}

Φ (𝑥+, 𝑥−, 𝑧𝑓 ) =
𝑘

𝑓𝑙
ℱ
{︀
𝐸
(︀
𝑥′+,0

)︀}︀ (︁
𝑘𝑥+
𝑓𝑙

)︁
ℱ
{︀
𝜉
(︀
𝑥′−,0

)︀}︀ (︁
𝑘𝑥−
𝑓𝑙

)︁

Φ (𝑥+, 𝑥−, 𝑧𝑓 ) ∝ ̃︀𝐸 (︂𝑘𝑥+
𝑓𝑙

,0

)︂ ̃︀𝜉(︂𝑘𝑥−
𝑓𝑙

,0

)︂
. (A.12)



Apêndice B

Cálculo da probabilidade de detecção

em coincidências

Neste apêndice vamos acompanhar as contas das coincidências em três diferentes

formas de detecção: Os dois feixes são detectados no plano de Fourier de uma lente

numa configuração 𝑓 − 𝑓 em relação às fendas e aos detectores, e tanto 𝐷𝑠 quanto

𝐷𝑖 são considerados puntuais; um dos detectores é deixado aberto enquanto o outro é

varrido (medição da probabilidade marginal) nessa mesma configuração; um dos feixes

é detectado sobre o plano de imagem de uma lente numa configuração 2𝑓 −2𝑓 , equanto

a outro é detectado sobre o plano de Fourier de uma lente 𝑓 −𝑓 . Assim, tendo em vista

a expressão 4.28, precisaremos dos seguintes resultados, já conhecidos [73]

⟨𝑛𝑢𝑙𝑙|𝐸(+)
𝛼 |𝑙𝛼⟩ ∝

⎧⎨⎩𝑠𝑖𝑛𝑐
(︁
𝑘
2𝑓
𝑎𝑥𝛼

)︁
𝑒
−

𝑖𝑘𝑧𝑓

4𝑓2
𝑥2𝛼𝑒−

𝑖𝑘𝑑
2𝑓
𝑙𝛼𝑥𝛼 para a configuração 𝑓 − 𝑓

𝑒
−

𝑖𝑘𝑧𝑓

4𝑓2
𝑥2𝛼
∏︀(︀

𝑥𝛼−𝑙𝛼𝑑
2𝑎

)︀
para a configuração 2𝑓 − 2𝑓,

onde 𝛼 = 𝑖, 𝑠 indica o fóton sobre o qual o operador está sendo aplicado.

B.1 Probabilidade de detecção em coincidências com

os dois detectores no plano de Fourier

Para os quatro estados estudados na seção 5.2, temos os seguintes resultados para os

dois feixes detectados numa configuração 𝑓 − 𝑓 (considerando que os dois feixes passa

pela mesma lente, ou que, no caso de duas lentes serem usadas, elas possuam a mesma

distância focal).

1. Estado |𝜏𝐼𝐼𝐼⟩
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B.1. Probabilidade de detecção em coincidências com os dois detectores no plano de

Fourier

𝑃 𝜏𝐼𝐼𝐼
2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑠

)︂
sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑖

)︂
×⃒⃒

𝐸 (− 3𝑑
4
,𝑧𝑓) 𝑒

𝑖𝛾(𝑥𝑠+𝑥𝑖/2) + 𝐸 ( 3𝑑
4
,𝑧𝑓) 𝑒

−𝑖𝛾(𝑥𝑠+𝑥𝑖/2)
⃒⃒2
. (B.1)

Considerando um perfil simétrico, temos

𝑃 𝜏𝐼𝐼𝐼
2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑠

)︂
sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑖

)︂
[1 − cos (2𝛾 (𝑥𝑠 + 𝑥𝑖/2))] . (B.2)

2. Estado |𝜓𝐼⟩ (Eq.(5.3) com 𝜉
(︀

3𝑑
4𝑀

)︀
= 0)

𝑃𝜓𝐼
2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑠

)︂
sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑖

)︂
×

×
⃒⃒
𝑒𝛾𝑖(𝑥𝑠+𝑥𝑖/2) + 𝑒−𝛾𝑖(𝑥𝑠+𝑥𝑖/2) + 𝑒−𝛾𝑖(−𝑥𝑖/2) + 𝑒−𝛾𝑖(𝑥𝑖/2)

⃒⃒2
𝑃𝜓𝐼
2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑠

)︂
sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑖

)︂
|cos (𝛾(𝑥𝑠 + 𝑥𝑖/2)) + cos (𝛾(𝑥𝑖/2))|2

𝑃𝜓𝐼
2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑠

)︂
sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑖

)︂{︀
cos2 (𝛾(𝑥𝑠 + 𝑥𝑖/2)) +

+ cos2 (𝛾(𝑥𝑖/2)) + 2 cos (𝛾(𝑥𝑠 + 𝑥𝑖/2)) cos (𝛾(𝑥𝑖/2))
}︀
. (B.3)

Usando as seguintes propriedades trigonométricas,

cos(𝑎) cos(𝑎+ 𝑏) =
1

2
[cos(2𝑎+ 𝑏) + cos(𝑏)]

cos2(𝑎) =
1

2
(1 + cos(2𝑎)) ,

(B.4)

obtemos

𝑃𝜓𝐼
2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑠

)︂
sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑖

)︂{︂
1 +

1

2
cos (𝛾(2𝑥𝑠 + 𝑥𝑖)) +

+
1

2
cos (𝛾𝑥𝑖) + cos (𝛾(𝑥𝑠 + 𝑥𝑖)) + cos (𝛾𝑥𝑠)

}︂
. (B.5)



66
B.2. Probabilidade de detecção em coincidências com um detector aberto e o outro

sendo varrido (Probabilidade Marginal)

3. Estado |𝜏𝐼𝐼⟩. Considerando nula (ou igual a 2𝜋) a fase existente entre a amplitu-

dude do campo nos dois pontos considerados, temos

𝑃 𝜏𝐼𝐼
2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑠

)︂
sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑖

)︂ ⃒⃒
𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓) 𝑒

𝑖𝛾(𝑥𝑖/2+𝑥𝑠)+

+𝐸 ( 𝑑
4
,𝑧𝑓)
[︁
𝑒2𝑖𝜑𝑑

2

𝑒𝑖𝛾(𝑥𝑖/2−𝑥𝑠) + 𝑒−𝑖𝛾(𝑥𝑖/2)
]︁⃒⃒⃒2

𝑃 𝜏𝐼𝐼
2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑠

)︂
sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑖

)︂{︀
2 |𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)|2 + |𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)|2 +

+2𝐸 (− 3𝑑
4
,𝑧𝑓)𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)
[︀
cos
(︀
2𝜑𝑑2 − 2𝛾𝑥𝑠

)︀
+ cos (𝛾(𝑥𝑠 + 𝑥𝑖))

]︀
+

+2 |𝐸 ( 𝑑
4
,𝑧𝑓)|2 cos

(︀
2𝜑𝑑2 + 𝛾(−𝑥𝑠 + 𝑥𝑖)

)︀}︀
. (B.6)

4. Estado |𝜓𝑚𝑒⟩

𝑃𝜓𝑚𝑒

2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2
(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑠

)︂
sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑖

)︂ ⃒⃒⃒⃒
−1

2

[︀
𝑒−𝑖𝛾(−𝑥𝑖/2−𝑥𝑠) + 𝑒−𝑖𝛾(𝑥𝑖/2+𝑥𝑠)

]︀
+𝑒−𝑖𝛾(𝑥𝑖/2−𝑥𝑠) + 𝑒−𝑖𝛾(−𝑥𝑖/2+𝑥𝑠) + 𝑒−𝑖𝛾(𝑥𝑖/2) + 𝑒−𝑖𝛾(−𝑥𝑖/2)

⃒⃒2
𝑃𝜓𝑚𝑒

2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2
(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑠

)︂
sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑖

)︂
|− cos (𝛾 (𝑥𝑖/2 + 𝑥𝑠))

+2 cos (𝛾 (𝑥𝑖/2 − 𝑥𝑠)) + 2 cos (𝛾𝑥𝑖/2)|2

𝑃𝜓𝑚𝑒

2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2
(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑠

)︂
sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑖

)︂{︂
8

9
cos (𝛾 (𝑥𝑖 − 𝑥𝑠)) −

1

9
cos (𝛾𝑥𝑖)

−1

9
cos (𝛾 (𝑥𝑖 + 2𝑥𝑠)) −

2

9
cos (𝛾 (𝑥𝑖 − 2𝑥𝑠)) −

4

9
cos (𝛾 (𝑥𝑖 + 𝑥𝑠)) + 1

}︂
.

(B.7)

B.2 Probabilidade de detecção em coincidências com

um detector aberto e o outro sendo varrido (Pro-

babilidade Marginal)

Vamos agora ao cálculo da probabilidade marginal para os quatro estados acima, à qual

é dada por
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sendo varrido (Probabilidade Marginal)

𝑃1(𝑥𝑖) =

∫︁
𝑃2(𝑥𝑖,𝑥𝑠)𝑑𝑥𝑠 = 𝑇𝑟

(︁
𝜌𝑖𝐸

(−)
𝑖 𝐸

(+)
𝑖

)︁
, (B.8)

isto é, vamos fazer o mesmo cálculo da seção anterior para os operadores densidade

reduzidos e os operadores campo de apenas um dos subsistemas (signal ou idler).

1. Estado |𝜏𝐼𝐼𝐼⟩

𝜌𝑖 =
1

2
{|− 1

2
⟩ ⟨− 1

2
| + | 1

2
⟩ ⟨ 1

2
|} , (B.9)

essa matriz densidade reduzida é a mesma para o estado de dois qubits maxima-

mente emaranhado, de forma que

𝑃1
𝜏𝐼𝐼𝐼 (𝑥𝑖) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑖

)︂
, (B.10)

𝜌𝑠 =
1

2
{| −1⟩ ⟨−1| + |1⟩ ⟨1|} , (B.11)

que da mesma forma resulta em

𝑃1
𝜏𝐼𝐼𝐼 (𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑖

)︂
. (B.12)

2. Estado |𝜓𝐼⟩ (Eq.(5.3) com 𝜉 (3𝑑/4𝑀) = 0)

𝜌𝑖 =
1

2
{|− 1

2
⟩ ⟨− 1

2
| + | 1

2
⟩ ⟨ 1

2
|} +

1

4
{|− 1

2
⟩ ⟨ 1

2
| + | 1

2
⟩ ⟨− 1

2
|} ; (B.13)

𝑃1
𝜓𝐼 (𝑥𝑖) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑖

)︂{︂
1 +

1

2
cos (𝛾𝑥𝑖)

}︂
. (B.14)
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B.2. Probabilidade de detecção em coincidências com um detector aberto e o outro

sendo varrido (Probabilidade Marginal)

𝜌𝑠 =
1

4
{| −1⟩ ⟨−1| + |1⟩ ⟨1| + 2 | 0⟩ ⟨0| + | −1⟩ ⟨0| + | 0⟩ ⟨−1| + | 0⟩ ⟨1| + | 1⟩ ⟨0|} ;

(B.15)

𝑃1
𝜓𝐼 (𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑖

)︂
{1 + cos (𝛾𝑥𝑖)} . (B.16)

3. Estado |𝜏𝐼𝐼⟩

𝜌𝑖 =

(︀
|𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)|2 + |𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)|2

)︀
|− 1

2
⟩ ⟨− 1

2
| + |𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)|2 | 12⟩ ⟨ 1

2
|

2 |𝐸 ( 𝑑
4
,𝑧𝑓)|2 + |𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)|2

; (B.17)

mais uma vez, a probabilidade de coincidências na medição da probabilidade mar-

ginal do qubit (idler), resulta em B.10.

𝜌𝑠 =
1

2 |𝐸 ( 𝑑
4
,𝑧𝑓)|2 + |𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)|2

{︀
|𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)|2 (|0⟩ ⟨0| + |1⟩ ⟨1|) + |𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)|2 |−1⟩ ⟨−1|+

+𝑒−2𝑖𝜑𝑑2𝐸 (− 3𝑑
4
,𝑧𝑓)𝐸

* ( 𝑑
4
,𝑧𝑓) |−1⟩ ⟨1| + 𝑒2𝑖𝜑𝑑

2

𝐸* (− 3𝑑
4
,𝑧𝑓)𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓) |1⟩ ⟨−1|

}︁
; (B.18)

𝑃1
𝜏𝐼𝐼 (𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑠

)︂{︁
|𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)|2

⃒⃒
⟨0|𝐸+ |−1⟩

⃒⃒2
+ |𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)|2

(︁⃒⃒
⟨0|𝐸+ |0⟩

⃒⃒2
+
⃒⃒
⟨𝑣𝑎𝑐|𝐸+ |1⟩

⃒⃒2)︁
+ 𝑒−2𝑖𝜑𝑑2𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)𝐸

* ( 𝑑
4
,𝑧𝑓) ⟨−1|𝐸−𝐸+ |1⟩

+𝑒2𝑖𝜑𝑑
2

𝐸* (− 3𝑑
4
,𝑧𝑓)𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓) ⟨1|𝐸−𝐸+ |−1⟩

}︁

𝑃1
𝜏𝐼𝐼 (𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑠

)︂{︂
1 +

2𝐸 (− 3𝑑
4
,𝑧𝑓)𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)

2 |𝐸 ( 𝑑
4
,𝑧𝑓)|2 + |𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)|2

cos
(︀
2𝜑𝑑2 − 2𝛾𝑥𝑠

)︀}︂
.

(B.19)

4. Estado |𝜓𝑚𝑒⟩

𝜌𝑖 =
1

2
{|− 1

2
⟩ ⟨− 1

2
| + | 1

2
⟩ ⟨ 1

2
|} , (B.20)

resultando, novamente, em B.10.
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Fourier e outro no plano de imagem ("detecção mista")

𝜌𝑠 =
2

9

{︂
5

4
(|−1⟩ ⟨−1| + |1⟩ ⟨1|) + 2 |0⟩ ⟨0| − (|−1⟩ ⟨1| + |1⟩ ⟨−1|)

+ (|−1⟩ ⟨0| + |0⟩ ⟨−1| + |0⟩ ⟨1| + |1⟩ ⟨0|) 1

2

}︂
; (B.21)

𝑃1
𝜓𝑚𝑒(𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑠

)︂{︂
2

5

4
+ 2 + 4

1

2
cos (𝛾𝑥𝑠) − 2 cos (𝛾2𝑥𝑠)

}︂

𝑃1
𝜓𝑚𝑒(𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑠

)︂{︂
1 +

4

9
(cos (𝛾𝑥𝑠) − cos (2𝛾𝑥𝑠))

}︂
. (B.22)

B.3 Probabilidade de detecção em coincidências para

um dos detectores no plano de Fourier e outro no

plano de imagem ("detecção mista")

Vamos calcular agora as probabilidades de detecção em coincidências para as duas

possíveis situações dessa configuração: a) Medição da imagem da fenda dupla e da

transformada de Fourier da fenda tripla. b) Medição da imagem da fenda tripla e da

transformada de Fourier da fenda dupla.

1. Estado |𝜓𝐼⟩

a)

𝑃𝜓𝐼
2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝sinc2

(︂
𝑘𝑎𝑥𝑠
2𝑓

)︂ ⃒⃒⃒⃒∏︁(︂
𝑥𝑖 − 𝑑/2

2𝑎

)︂(︀
1 + 𝑒−𝑖𝛾𝑥𝑠

)︀
+
∏︁(︂

𝑥𝑖 + 𝑑/2

2𝑎

)︂(︀
1 + 𝑒𝑖𝛾𝑥𝑠

)︀⃒⃒⃒⃒2

𝑃𝜓𝐼
2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑠

)︂{︂
[1 + cos (𝛾𝑥𝑠)]

[︂∏︁(︂
𝑥𝑖 − 𝑑/2

2𝑎

)︂
+
∏︁(︂

𝑥𝑖 + 𝑑/2

2𝑎

)︂]︂
+
∏︁(︂

𝑥𝑖 − 𝑑/2

2𝑎

)︂∏︁(︂
𝑥𝑖 + 𝑑/2

2𝑎

)︂
[1 + cos (2𝛾𝑥𝑠) + 2 cos (𝛾𝑥𝑠)]

}︂
.

(B.23)
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Fourier e outro no plano de imagem ("detecção mista")

b)

𝑃𝜓𝐼
2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑖

)︂ ⃒⃒⃒⃒∏︁(︁𝑥𝑠
2𝑎

)︁ (︀
𝑒−𝑖𝛾𝑥𝑖/2 + 𝑒𝑖𝛾𝑥𝑖/2

)︀
+
∏︁(︂

𝑥𝑠 + 𝑑

2𝑎

)︂
𝑒𝑖𝛾𝑥𝑖/2

+
∏︁(︂

𝑥𝑠 − 𝑑

2𝑎

)︂
𝑒−𝑖𝛾𝑥𝑖/2

⃒⃒⃒⃒2

𝑃𝜓𝐼
2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑖

)︂{︂∏︁(︁𝑥𝑠
2𝑎

)︁
[1 − cos (𝛾𝑥𝑖)] +

∏︁(︂
𝑥𝑠 − 𝑑

2𝑎

)︂
+
∏︁(︂

𝑥𝑠 + 𝑑

2𝑎

)︂
+ 2

∏︁(︂
𝑥𝑠 − 𝑑

2𝑎

)︂∏︁(︂
𝑥𝑠 + 𝑑

2𝑎

)︂
cos (𝛾𝑥𝑖)

+ [1 − cos (𝛾𝑥𝑖)]
∏︁(︁𝑥𝑠

2𝑎

)︁[︂∏︁(︂
𝑥𝑠 − 𝑑

2𝑎

)︂
+
∏︁(︂

𝑥𝑠 + 𝑑

2𝑎

)︂]︂}︂
. (B.24)

2. Estado |𝜏𝐼𝐼⟩

a)

𝑃 𝜏𝐼𝐼
2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑠

)︂ ⃒⃒⃒⃒
𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)
∏︁(︂

𝑥𝑖 − 𝑑/2

2𝑎

)︂
+
∏︁(︂

𝑥𝑖 + 𝑑/2

2𝑎

)︂[︁
𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓) 𝑒

−𝑖𝛾𝑥𝑠+2𝑖𝜑𝑑2 + 𝐸 (− 3𝑑
4
,𝑧𝑓) 𝑒

𝑖𝛾𝑥𝑠
]︁⃒⃒⃒⃒2

𝑃 𝜏𝐼𝐼
2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑠

)︂{︂
|𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)|2

∏︁(︂
𝑥𝑖 − 𝑑/2

2𝑎

)︂
+
∏︁(︂

𝑥𝑖 + 𝑑/2

2𝑎

)︂
×
[︁
|𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)|2 + 2𝑅𝑒(𝐸* (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓) 𝑒

2𝑖𝜑𝑑2) cos (2𝛾𝑥𝑠)

|𝐸 (− 3𝑑
4
,𝑧𝑓)|2 +

]︀
+ 2

∏︁(︂
𝑥𝑖 − 𝑑/2

2𝑎

)︂∏︁(︂
𝑥𝑖 + 𝑑/2

2𝑎

)︂
×
[︀
𝑅𝑒 (𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)𝐸

* ( 𝑑
4
,𝑧𝑓)) cos (𝛾𝑥𝑠) + |𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)|2 cos

(︀
𝛾𝑥𝑠 − 2𝜑𝑑2

)︀]︀}︀
(B.25)
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B.3. Probabilidade de detecção em coincidências para um dos detectores no plano de

Fourier e outro no plano de imagem ("detecção mista")

b)

𝑃 𝜏𝐼𝐼
2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑖

)︂ ⃒⃒⃒
𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)
∏︁(︁𝑥𝑠

2𝑎

)︁
𝑒−𝑖𝛾𝑥𝑖/2 + 𝑒𝑖𝛾𝑥𝑖/2

×
[︂
𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)
∏︁(︂

𝑥𝑠 + 𝑑

2𝑎

)︂
+ 𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)
∏︁(︂

𝑥𝑠 − 𝑑

2𝑎

)︂
𝑒2𝑖𝜑𝑑

2

]︂⃒⃒⃒⃒2

𝑃 𝜏𝐼𝐼
2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2

(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑖

)︂{︂
|𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)|2

∏︁(︁𝑥𝑠
2𝑎

)︁
+ |𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)|2

∏︁(︂
𝑥𝑠 + 𝑑

2𝑎

)︂
+ |𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)|2

∏︁(︂
𝑥𝑠 − 𝑑

2𝑎

)︂
+ 2

∏︁(︂
𝑥𝑠 − 𝑑

2𝑎

)︂∏︁(︂
𝑥𝑠 + 𝑑

2𝑎

)︂
×𝑅𝑒

[︁
𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)𝐸

* ( 𝑑
4
,𝑧𝑓) 𝑒

−2𝑖𝜑𝑑2
]︁

+ 2 cos (𝛾𝑥𝑖)
∏︁(︁𝑥𝑠

2𝑎

)︁
×𝑅𝑒

[︂(︂
𝐸 (− 3𝑑

4
,𝑧𝑓)
∏︁(︂

𝑥𝑠 + 𝑑

2𝑎

)︂
+ 𝐸 ( 𝑑

4
,𝑧𝑓)
∏︁(︂

𝑥𝑠 − 𝑑

2𝑎

)︂
𝑒−2𝑖𝜑𝑑2

)︂]︂}︂
.

(B.26)

3. Estado |𝜓𝑚𝑒⟩

a)

𝑃𝜓𝑚𝑒

2 (𝑥𝑖,𝑥𝑠) ∝ sinc2
(︂
𝑘

2𝑓
𝑎𝑥𝑠

)︂ ⃒⃒⃒⃒∏︁(︂
𝑥𝑖 + 𝑑/2

2𝑎

)︂[︂
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𝑘
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B.3. Probabilidade de detecção em coincidências para um dos detectores no plano de

Fourier e outro no plano de imagem ("detecção mista")

b)
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