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à obtenção do grau de Mestre em Engenharia Elétrica.

Orientadores: Fernando de Oliveira Souza
Leonardo Amaral Mozelli

Belo Horizonte, 22 de junho de 2015
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Resumo viii

Abstract ix

Lista de Figuras x

Lista de Śımbolos xi
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Resumo

Este trabalho tem por objetivo propor um método de projeto de contro-

ladores nebulosos do tipo Takagi-Sugeno para sistemas não lineares sujeitos

a retardo variante no tempo. O ı́ndice de desempenho do controlador é

dado para uma taxa de convergência exponencial, que é útil para indicar

uma estimativa do tempo da resposta transiente. O método proposto é de-

senvolvido com base na teoria de Lyapunov-Krasovskii e em desigualdades

matriciais lineares (LMIs, do inglês: Linear Matrix Inequalities). O funcio-

nal de Lyapunov-Krasovskii escolhido é composto por termos exponenciais

fundamentais para determinar a taxa de convergência exponencial. Por fim,

simulações numéricas são apresentadas para ilustrar a eficiência da metodo-

logia proposta.

Palavras-chave: Sistemas Nebulosos Takagi-Sugeno (TS), Controle, Es-

tabilidade, Retardo variante no tempo, Taxa de convergência exponencial,

Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs).
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Abstract

This work proposes a design method of Takagi-Sugeno fuzzy controller

for nonlinear systems subject to time-varying delay. The performance index

of the controller is given by an exponential convergence rate, which is use-

ful to indicate an estimative of the transient response time. The proposed

method is developed based on Lyapunov-Krasovskii theory and linear matrix

inequalities (LMIs). The Lyapunov-Krasovskii functional chosen is compo-

sed of exponential terms that are primordial to determine the exponential

convergence rate. Finally, numerical experiments are presented to illustrate

the efficiency of the proposed methodology.

Keywords: Takagi-Sugeno (TS) Fuzzy Systems, Control, Stability, Time-

varying delay, Exponential convergence rate, Linear Matrix Inequalities (LMIs).
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sistema; ii) linha tracejada: a curva exponencial 2,3e−2δt com δ =

0,455. Na parte inferior: forma do atraso pertencente ao intervalo

τ(t) ∈ [τ − µ, τ + µ] com τ = 0,4 e µ = 0,06 . . . . . . . . . . . . 43
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Caṕıtulo 1

Introdução

Cedo ou tarde, você descobrirá a diferença

entre saber o caminho e percorrer o caminho.

Morpheus

Em diversas áreas da engenharia, a modelagem matemática de processos

e sistemas f́ısicos conduz frequentemente a complexos modelos não lineares

com sérias dificuldades de análise e śıntese (Wu; 2011) e, portanto, alcançar

maneiras efetivas para analisar e controlar esta classe de sistemas é algo co-

mum a se pensar. Baseado na lógica fuzzy, introduzida por Zadeh (1965), o

modelo nebuloso Tagaki-Sugeno (TS) (Takagi; 1985) vem recebendo grande

atenção por ser capaz de representar, de forma exata ou aproximada, dinâ-

micas não lineares por um conjunto de dinâmicas lineares, localmente válidas

e interpoladas de maneira suave, não linear e convexa. Assim, representar

sistemas não lineares por meio de uma combinação convexa de sistemas line-

ares permite a utilização de ferramentas de controle robusto para tratar essa

classe de sistemas.

Dinâmicas não lineares aumentam consideravelmente a complexidade de

projetos de controladores. Nesse caso, uma estratégia comum consiste em

modelar tal dinâmica como um modelo nebuloso de Takagi-Sugeno. Desta

maneira, o sistema será representado por um conjunto de sistemas lineares,

possivelmente sujeitos a atraso no tempo. De acordo com Ogunnaike (1994),

1



2

a presença de atraso no tempo em dinâmicas lineares que modelam regiões de

operação de um sistema pode representar, por exemplo, uma não linearidade

do sistema em questão. Deve-se observar também, que a maioria dos sistemas

f́ısicos está sujeitos a retardos no tempo e que esta caracteŕıstica pode ser

fonte de degradação de desempenho e pode levar o sistema à instabilidade.

Embasados por tais justificativas, nos últimos anos, técnicas de análise de

estabilidade e śıntese de controladores para modelos Tagaki-Sugeno sujeitos

a retardo no tempo tem sido bastante exploradas. Nesse sentido, trabalhos

como Souza (2013a) e Mozelli et al. (2010) mostram que técnicas de controle

para modelos TS tem trazido resultados significativos.

A vantagem trazida pela abordagem nebulosa de Takagi-Sugeno está no

fato de o problema relacionado à estabilidade e śıntese de controladores ser

tratado por meio de ferramentas de controle robusto e com isso, métodos de

projeto podem ser formulados por meio de desigualdades matriciais lineares

(LMIs, do inglês: Linear Matrix Inequalities). A utilização de LMIs na

resolução de problemas é vantajosa, pois são resolvidas computacionalmente

de forma exata e em tempo polinomial por meio de algoritmos de otimização

convexa.

Neste trabalho, diferentemente de outros trabalhos encontrados na lite-

ratura, veja por exemplo, Yoneyama (2004); Lin et al. (2007); Wang (2011)

são apresentadas condições suficientes para análise de estabilidade e estabi-

lização de sistemas cujo retardo pode ser variante no tempo e não diferen-

ciável. Assume-se que o retardo pode ser representado por τ(t) = τ + µ(t),

sendo τ > 0, uma constante, e µ(t) uma função variante no tempo. Ade-

mais, assume-se que o retardo pertence a um domı́nio finito dado por τ(t) ∈

[τ−µ, τ+µ], sendo µ um limitante superior do módulo da variação de µ(t),

ou seja, |µ(t)| ≤ µ ≤ τ . Esta consideração pode ser aplicada em casos nos

quais o retardo varia em um dado intervalo permitindo a análise de estabi-

lidade e projeto de controladores considerando diferentes regiões do retardo,

não apenas o primeiro intervalo de estabilidade, τ(t) ∈ [0, τmax] com τmax > 0.

Este caṕıtulo apresenta a parte introdutória desta dissertação. Inicial-

mente será apresentado um panorama histórico a respeito de sistemas com
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atraso no tempo. Na segunda seção, faz-se uma revisão da literatura atual

na qual se apresenta uma breve descrição da evolução do problema tratado

por este trabalho. Adiante são apresentados os objetivos da dissertação, e

por fim a organização do texto apresentado.

1.1 Sistema com Atraso no Tempo

Em diversos sistemas f́ısicos e fenômenos biológicos, a evolução tempo-

ral depende de informações atrasadas. Esta caracteŕıstica é chamada de

atraso ou atraso no tempo, e um sistema que possui esta caracteŕıstica é

chamado de sistema com atraso no tempo (Wu; 2011). O fenômeno relacio-

nado ao atraso no tempo foi inicialmente observado em sistemas biológicos

e posteriormente encontrado em diversos sistemas de engenharia, tais como

transmissões. Nos últimos anos, estudos envolvendo sistemas com atraso vem

despertando interesse de diversos pesquisadores, pois sua ocorrência pode ser

fonte de instabilidade e degradação de desempenho (Souza et al.; 2008).

As primeiras pesquisas relacionadas à estabilidade de sistemas dinâmicos

com atraso no tempo foram estabelecidas no ińıcio da década de 50. Inici-

almente foram utilizados métodos considerando a representação do sistema

no domı́nio da frequência (Mori; 1989). Mais tarde, métodos utilizando o

domı́nio do tempo começaram a ser adotados. A grande dificuldade da aná-

lise de estabilidade no domı́nio da frequência é que para sistemas com atraso

no tempo as soluções eram geralmente muito complicadas de serem obtidas,

o que apresentava uma séria limitação na aplicação desta metodologia para

sistemas com atraso (Wu; 2011). Por outro lado, a análise de estabilidade

desta classe de sistemas no domı́nio do tempo oferecia maior flexibilidade.

Os principais métodos de análise de estabilidade no domı́nio do tempo

baseiam-se na construção de funcionais de Lyapunov-Krasovskii e funções de

Razumikhin (Hale et al.; 1993). Antes da década de 90 era extremamente

complicado construir funcionais de Lyapunov-Krasovskii devido à limitação

matemática e computacional para resolver problemas que envolviam tais fun-

ções. Com o advento das equações de Riccati, as desigualdades lineares ma-

triciais (LMI) (Boyd et al.; 1994), e os pacotes computacionais; a construção
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de funcionais de Lyapunov-Krasovskii tornou-se uma tarefa menos árdua e

computacionalmente viável, o que possibilitou avanços significativos nesse

campo de pesquisa. Atualmente, métodos de análise de estabilidade no do-

mı́nio do tempo baseado na construção de funcionais de Lyapunov-Krasovskii

são largamente utilizados na análise e śıntese de controladores para sistemas

com atraso no tempo.

1.2 Revisão da Literatura Atual

Desde a introdução dos modelos fuzzy Takagi (1985), análise de estabili-

dade e controle de sistemas fuzzy tem atráıdo grande interesse da comunidade

cient́ıfica, veja por exemplo, Viswanah (1997), Mozelli (2008) e suas respec-

tivas referências.

Os modelos TS são efetivos para modelagem matemática de sistemas.

Consequentemente, modelos TS têm sido amplamente utilizados no estudo

de sistemas não lineares com atraso no tempo e diferentes metodologias de

análise e śıntese de controladores têm sido propostas, veja Souza et al. (2008);

Mozelli et al. (2010); Benzaoula (2011); Souza (2013b); Manai (2013).

Os resultados relacionados à análise e śıntese de controladores para sis-

temas TS podem ser classificados em duas classes: independentes do atraso

(delay-independent, veja Leite et al. (2006) e Leite et al. (2007)), aplicá-

veis a sistemas cujo atraso é desconhecido, e dependentes do atraso (delay-

dependent, veja Wu (2007) e Manai (2013)) , aplicáveis a sistemas cujo valor

do atraso é conhecido. Neste trabalho busca-se condições dependentes do

atraso no tempo para análise e śıntese de controladores.

O objetivo é alcançar condições eficientes que garantam estabilidade e śın-

tese com os menores custos e maior precisão posśıveis, ou seja, busca-se cada

vez mais encontrar condições menos conservadoras. Baseados nesse objetivo,

trabalhos como Souza et al. (2008) utilizam uma estratégia bastante simples

que adiciona matrizes de folga às formulações LMI, permitindo desacoplar

as matrizes do sistemas das matrizes do funcional de Lyapunov-Krasovskii.

Técnicas de discretização de funcionais como a proposta por Gu (1997), tem

se mostrado muito eficiente para análise de estabilidade de sistemas lineares
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com atraso no tempo. O trabalho de Souza et al. (2009) aborda uma meto-

dologia de análise de estabilidade e projeto baseado na extensão da técnica

de discretização do funcional Lyapunov-Krasovskii trazendo resultados signi-

ficativos. Outras técnicas tem sido amplamente utilizadas com o objetivo de

reduzir o conservadorismo das LMIs como, por exemplo, a escolha de funci-

onais de Lyapunov-Krasovskii dependentes do grau de ativação das funções

de pertinência, veja Souza et al. (2008) e Manai (2013).

Estudos recentes apontam o interesse de pesquisas em determinar condi-

ções mais eficientes para análise de estabilidade exponencial, a fim de verificar

a convergência do sistema dentro de um intervalo de tempo definido. Traba-

lhos como Amri et al. (2009), Gassara (2010) e Alves et al. (2014) consideram

funcionais de Lyapunov-Krasovskii com termos exponenciais de tal maneira

que possibilitem a obtenção de métodos de análise de estabilidade exponen-

cial.

1.3 Objetivos Espećıficos

Esta dissertação tem como objetivo principal a elaboração de métodos

capazes de verificar a estabilidade e a śıntese de controladores para sistemas

não lineares com atraso variante no tempo. Será considerado que os siste-

mas devem convergir exponencialmente de acordo com sua respectiva taxa

de convergência pré-espeficiada. Na śıntese de controladores a convergência

exponencial poderá ser associada aos critérios de desempenho do controla-

dor. A metodologia nebulosa de Tagaki-Sugeno será utilizada para modelar

as dinâmicas não lineares, enquanto a śıntese de controladores será base-

ada na metodologia de Compensação Paralela Distribúıda. O problema será

formulado em termos análise de estabilidade e estabilização para sistemas

Takagi-Sugeno com atraso variante no tempo e com taxa de convergência

exponencial pré-especificada e resolvido por meio de LMIs. Desta maneira,

será apresentado soluções suficientes que garantem a estabilidade e a śıntese

de controladores para esta classe de sistemas.



1.4. RELEVÂNCIA 6

1.4 Relevância

Os resultados contidos nesta dissertação apresentam significativa relevân-

cia dentre os resultados mais gerais presentes na literatura. Diversas conside-

rações tomadas para o desenvolvimento deste trabalho atribuem aos métodos

obtidos tal generalidade que os tornarão aptos a serem aplicados em sistemas,

tais como:

• em sistemas cont́ınuos sem atraso no tempo,

• em sistemas cont́ınuos com atraso no tempo constante,

• em sistemas cont́ınuos com atraso no tempo variável podendo ser não

diferenciável,

• na śıntese de controladores que levam em consideração uma estimativa

do valor do retardo que o sistema está sujeito.

1.5 Organização do Texto

Esta dissertação contém 5 caṕıtulos organizados da seguinte forma:

• O Caṕıtulo 1 apresenta aspectos gerais do trabalho e da dissertação em

si, além da revisão básica da literatura;

• O Caṕıtulo 2 se trata de um caṕıtulo fundamental para o entendimento

do trabalho. Neste caṕıtulo são apresentados conceitos, definições e

teoremas que embasam os resultados obtidos por esta dissertação;

• O Caṕıtulo 3 se trata do caṕıtulo mais importante desta dissertação.

Nele serão apresentados os resultados obtidos, bem como a demonstra-

ção detalhada de cada teorema e corolário;

• O Caṕıtulo 4 aplica os resultados obtidos no Caṕıtulo 3 em exemplos

numéricos;
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• O Caṕıtulo 5 apresenta as conclusões do trabalho e as perspectivas

futuras.

Finalmente, o Apêndice A apresenta uma breve descrição das ferramentas

matemáticas utilizadas a longo desta dissertação.



Caṕıtulo 2

Formulação do Problema

Se não sabes, aprende; se já sabes, ensina.

Confúcio

Neste caṕıtulo, apresenta-se a formulação do problema tratado nesta dis-

sertação. Inicialmente, são apresentados conceitos fundamentais que darão

suporte aos temas abordados nos caṕıtulos subsequentes. Em seguida, é apre-

sentado o conceito de modelos nebulosos Takagi-Sugeno levando em conside-

ração a modelagem com atraso no tempo. E por fim, apresenta-se a técnica

de controle de sistemas não lineares por Compensação Paralela Distribúıda.

2.1 Sistema com Atraso Variante no Tempo

Nesta seção serão abordados conceitos relacionados a estabilidade e es-

tabilização de sistemas com atraso variante no tempo. Porém para que a

leitura desta dissertação seja fechada em si, é necessário que alguns conceitos

preliminares sejam apresentados inicialmente.

2.1.1 Estabilidade de Sistemas Dinâmicos

Estabilidade é a condição básica para controlar um sistema. Geralmente,

a estabilidade refere-se a habilidade desse sistema retornar a um estado inicial

8
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após ser submetido a um distúrbio externo (Wu; 2011). Em outras palavras,

quando existe estabilidade a trajetória de um sistema permanece próxima a

um ponto de equiĺıbrio, caso ela comece próximo desse (Mozelli; 2008).

Sistemas dinâmicos podem ser representados por uma equação diferencial

do tipo:

ẋ(t) = f(t,x(t)), x(to) = xo, (2.1)

sendo x(t) ∈ R
n o vetor de estados e to instante de tempo inicial e t uma

variável cont́ınua que representa a evolução do tempo. Uma trajetória do

sistema é uma sequência de valores x(t), que o mesmo descreve partindo de

uma condição inicial x0 (Mozelli; 2008).

Os sistemas dinâmicos abrangidos por esta dissertação são representados

por uma equação do tipo:

ẋ(t) = f(t,x(t),x(t− τ(t)))), x(to) = xo, (2.2)

sendo τ(t) o retardo variante no tempo. Nesta dissertação o retardo é variável

e possivelmente não diferenciável. Assume-se que o atraso pode ser represen-

tado por τ(t) = τ+µ(t), sendo τ > 0, uma constante, e µ(t) uma função vari-

ante no tempo, Ademais, na apresentação dos métodos propostos, assume-se

que o retardo pertence a um domı́nio finito dado por τ(t) ∈ [τ − µ, τ + µ],

sendo µ um limitante superior do módulo da variação de µ(t), ou seja,

|µ(t)| ≤ µ ≤ τ .

Uma classe de pontos especiais no campo vetorial de f são chamados de

equiĺıbrio ou pontos fixos. Um ponto xe ∈ R
n é chamado de ponto de equi-

ĺıbrio do sistema se f(t, xe) = 0 para todo t ≥ to (Wu; 2011). Formalmente,

um ponto de equiĺıbrio é alcançado quando ẋ ≡ 0, em outras palavras,

se a derivada do sistema em (2.1) é nula significa que os estados não estão

variando no tempo e, portanto, são indicados como pontos de equiĺıbrio, xe.

A seguir são apresentadas algumas definições.
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Definição 2.1 O ponto de equiĺıbrio xe é atrativo se ∃ d > 0 tal que

||x0 − xe|| < d ⇒ lim
t→∞

||x(t)− xe|| → 0,

Segundo essa definição, um ponto é atrativo quando existe um ćırculo

de raio d, centrado em xe, tal que as trajetórias que partem dessa região

convergem para o ponto de equiĺıbrio.

Definição 2.2 (Estabilidade Assintótica) O ponto de equiĺıbrio xe é assin-

toticamente estável se é estável e atrativo.

Definição 2.3 (Estabilidade no Sentido de Lyapunov) O ponto de equiĺıbrio

xe é estável se ∀ r > 0, ∃ ǫ > 0 tal que

||x0 − xe|| ≤ ǫ ⇒ ||x(t)− xe|| ≤ r ∀ t ≥ 0

sendo: R(ǫ) a região que consiste de todos os pontos tais que

||x0 − xe|| ≤ ǫ, ǫ > 0

e R(r) a região que consiste em todos os pontos tais que

||x(t)− xe|| ≤ r, r > 0, r > ǫ ∀ t > 0

Do contrário o ponto de equiĺıbrio é instável.

Um estado de equiĺıbrio, xe, é dito assintoticamente estável se for está-

vel no sentido de Lyapunov e se toda solução começando em R(ǫ) converge

para xe, sem deixar R(r), a medida que t aumenta. A Figura 2.1 ilustra

os conceitos de estabilidade e estabilidade assintótica para o caso em que

x ∈ R
2. Nesse sentido, estabilidade implica que, se as condições iniciais

estão confinadas em uma região centrada em xe e com raio ǫ, então as tra-

jetórias resultantes ficaram confinadas a outra região, também centrada em

xe de raio r. Nota-se que nesse sentido a estabilidade é definida como um

conceito local.

Uma outra definição de estabilidade pode ser dada a seguir.
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Figura 2.1: Interpretação geométrica de estabilidade: a) estável,
b)assintoticamente estável.

Definição 2.4 (Liao et al.; 2007) Se existe uma constante δ > 0, α > 0 e

β > 0, tal que

||x(to)|| < δ ⇒ ||x(t)|| ≤ β||x(t0)||e
−α(t−t0),

então o sistema é exponencialmente estável no ponto de equiĺıbrio, xe = 0.

Segundo essa noção, as trajetórias que começam na vizinhança de um

ponto de equiĺıbrio irão tender ao mesmo exponencialmente com taxa de

convergência dada por α.

Este trabalho busca condições que garantam estabilidade exponencial,

nesse sentido é utilizada a seguinte definição de taxa de convergência expo-

nencial.

Definição 2.5 Um modelo dinâmico converge com taxa de convergência ex-

ponencial δ se

‖x(t)‖ ≤ κe−2δt, ∀t ≥ 0 (2.3)

sendo x(t) a trajetória dos estados do sistema e κ um escalar positivo com

valor apropriado.
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2.1.2 Método Direto de Lyapunov

O método direto de Lyapunov ou segundo método de Lyapunov pode ser

visto como uma extensão matemática da observação f́ısica: se uma part́ıcula

move-se à partir de um estado instável em direção a um estado estável, sua

energia deve necessariamente diminuir continuamente (Wu; 2011). Em outras

palavras, se a energia de um sistema é dissipada continuamente, então este

sistema deve se acomodar em um ponto de equiĺıbrio (Slotine; 1991).

Baseado neste prinćıpio, a função de energia de um sistema é dada por

V (t,x(t)), sempre definida positiva, e sua derivada temporal ao longo das

trajetórias, V̇ (xt) < 0, representa a dissipação desta energia (Mozelli; 2008).

Para simplificar a notação, será usado (xt) para denotar (t,x(t)). A função

de energia dada por V (xt) é chamada de função de Lyapunov.

Teorema 2.1 (Liao et al.; 2007) O sistema dinâmico 2.1 é globalmente as-

sintoticamente estável, se existir uma função escalar V (xt), tal que:

• V (xt) seja definida positiva,

• V̇ (xt) seja definida negativa,

• V (xt) → ∞ a medida que ||xt|| → ∞.

O método direto de Lyapunov pode ser aplicado a quaisquer sistemas

dinâmicos. O que deve ser observado é que, se a função de Lyapunov candi-

data escolhida for definida positiva e sua derivada ao longo da evolução das

trajetórias for definida negativa, garante-se que o sistema é assintoticamente

estável.

2.1.3 Estabilidade via Lyapunov-Krasovskii

O método de análise de estabilidade de Lyapunov-Krasovskii corresponde

a uma extensão do método de Lyapunov para o tratamento de sistemas sujei-

tos a atrasos no tempo. Esse método se baseia na proposição de um funcional,

que leve em conta não só a evolução temporal do sistema, mas também o seu

histórico temporal (Souza; 2008).
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Assumindo V (xt) um funcional quadrático e limitado, o teorema a seguir

apresenta as condições impostas pelo método de análise de estabilidade de

Lyapunov-Krasovskii.

Teorema 2.2 (Gu et al.; 2003) Um sistema sujeito a atrasos no tempo é

assintoticamente estável se para algum ǫ > 0 ∈ R exista um funcional de

Lyapunov-Krasovskii quadrático e limitado V (xt) que satisfaça:

V (xt) ≥ ǫ‖x(t)‖2,

V̇ (xt) ≤ −ǫ‖x(t)‖2,

na qual xt corresponde ao valor de x(ξ) com ξ ∈ [t − τ, t] sendo τ > 0 ∈ R

o atraso máximo que o sistema está sujeito e V̇ (xt) a derivada do funcional

ao longo das trajetórias do sistema.

2.1.4 Funcional de Lyapunov-Krasovskii Candidato

Um dos pontos principais desse trabalho é a escolha de um funcional de

Lyapunov-Krasovskii apropriado que seja simples, quando comparado a ou-

tros estudados na literatura, que possua termos exponenciais que possibilitem

a obtenção de um método capaz de estimar a taxa de convergência expo-

nencial do sistema e que leve em consideração o atraso variante no tempo.

Baseado nessa premissa, o seguinte funcional foi escolhido

V (xt) = e2δtxT (t)Px(t)

+ 2e2δtxT (t)

∫ t

t−τ

Qx(ξ)dξ

+

∫ 0

−τ

∫ t

t+s

e2δξx̂T (ξ)R̂x̂(ξ)dξds

+

∫ 0

−τ

e2δ(t+ξ)xT (t+ ξ)Sx(t+ ξ)dξ

+

∫ µ

−µ

∫ t

t+s−τ

e2δξẋT (ξ)Zẋ(ξ)dξds,

(2.4)
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no qual xt corresponde ao valor de x(s) com s ∈ [t − τ − µ, t − τ + µ]

conforme Teorema 2.2, δ é um escalar que corresponde a taxa de convergência

exponencial conforme Definição 2.5 , x̂T (ξ) =
[

xT (ξ) ẋT (ξ)
]

, matrizes de

dimensão n × n: P = P T , S = ST , Q, R1 = RT
1 , R2, R3 = RT

3 , Z = ZT e a

matriz 2n× 2n: R̂ =

[

R1 ∗

R2 R3

]

.

Portanto, considerando a teoria de Lyapunov-Krasovskii, o sistema des-

crito em (2.2) será assintoticamente estável se o funcional de Lyapunov-

Krasovskii em (2.4) satisfizer as condições:

V (xt) ≥ ǫ‖x(t)‖2, (2.5)

e, a derivada temporal do funcional for definida negativa:

V̇ (xt) ≤ −ǫ‖x(t)‖2, (2.6)

sendo ǫ > 0 suficientemente pequeno.

2.2 Modelo Nebuloso Takagi-Sugeno

O modelo nebuloso Takagi-Sugeno (TS) consiste em um sistema de infe-

rência capaz de descrever, de forma exata ou aproximada, sistemas dinâmi-

cos não lineares por meio de um conjunto de dinâmicas lineares localmente

válidos, interpolados de forma suave, não linear e convexa (Mozelli; 2008).

Originalmente proposto por Takagi (1985), o modelo TS utiliza regras do

tipo SE-ENTÃO para representar regiões de operação do sistema que pos-

sam ser consideradas lineares e, através da sobreposição de todas as regiões

localmente válidas obtém-se a dinâmica não linear do sistema.

Em termos de modelagem, sabe-se que modelos TS têm a capacidade

de aproximar uniformemente funções quaisquer em um domı́nio compacto,

veja Tanaka (2001). Ou seja, modelos TS têm a capacidade de aproximação

universal (Wang; 1997).

Além disso, outra vantagem de modelos TS é que esta abordagem fornece

uma base para o desenvolvimento condições de análise de estabilidade e śın-
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tese de controladores, pois permite utilizar, de forma rigorosa, resultados da

teoria de sistemas lineares (Teixeira; 2007).

Para sistemas cont́ınuos no tempo com atraso variante, o modelo TS tem

o seguinte formato:

Regra i: SE θ1 é αi1 e . . . e θp é αip ENTÃO

ẋ(t) = Aix(t) + Adix(t− τ(t)) + Biu(t)

x(t) = φ(s), s ∈ [τ − µ, 0]

y(t) = Ix(t),

(2.7)

sendo x(t) ∈ R
n, u(t) ∈ R

nu e y(t) ∈ R
n, respectivamente, o vetor de estados,

a entrada de controle e a sáıda medida; τ(t) o retardo variante no tempo

é dado por τ(t) = τ + µ(t) em que τ(t) ∈ [τ − µ, τ + µ] sendo τ e µ

constantes tal que |µ(t)| ≤ µ ≤ τ . Ai, Adi e Bi são matrizes de dimensões

apropriadas; θj e αij (i = 1, 2, . . . , r e j = 1, 2, . . . , p) são, respectivamente,

as variáveis premissas e os conjuntos nebulosos; φ(·) é uma função cont́ınua

que corresponde a condição inicial do sistema.

As variáveis premissas podem, por exemplo, ser funções dos estados, dis-

túrbios externos e condições de operação (Mozelli; 2011). Em geral, as variá-

veis premissas não são funções do vetor de entradas para evitar um processo

complicado na etapa de defuzzificação de controladores fuzzy (Tanaka; 2001).

Para simplificar a notação, as variáveis premissas são agrupadas no vetor

θ(t) :=
[

θ1(t) , θ2(t), · · · , θj(t)
]

No antecedente das regras avalia-se o grau de compatibilidade de θj(t) aos res-

pectivos conjuntos nebulosos αij(t), obtendo-se graus de pertinência µij[θj(t)].

Com isso, é posśıvel determinar o grau de ativação da regra Ri dado por:

ωi[θ(t)] :=

p
∏

j=1

µij[θj(t)]

Nesse sentido, nota-se que o grau de ativação do antecedente é determi-

nado pelo produto algébrico dos graus de pertinência. Vale ressaltar que ao
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menos uma regra do modelo esteja ativa, ou seja, pelo menos um grau de

ativação é estritamente positivo, garantindo as seguintes propriedades:

ωi[θ(t)] ≥ 0, ∀ i ∈ R,

r
∑

i=1

ωi[θ(t)] > 0

O consequente induzido por cada regra Ri é uma ponderação de cada um

dos modelo locais

Consequente induzido para regra i

ẋ(t) = ωi[θ(t)][Aix(t) + Adix(t− τ(t)) + Biu(t)]

y(t) = ωi[θ(t)][Ix(t)]

A etapa de agregação é dada pela média ponderada das regras. Assim, o

modelo TS final pode ser representado por

ẋ(t) =
r

∑

i=1

hi[θ(t)] [Aix(t) + Adix(t− τ(t)) + Biu(t)]

y(t) =
r

∑

i=1

hi[θ(t)] [Ix(t)]

(2.8)

sendo hi[θ(t)] a ponderação normalizada de cada regra fuzzy, dada por:

hi[θ(t)] =
ωi[θ(t)]

∑r

i=1 ωi[θ(t)]

Com o objetivo de descomplexificar a notação, será usado hi(t) para deno-

tar hi[θ(t)]. A ponderação normalizada de cada regra satisfaz a propriedade

da combinação convexa:

p
∑

i=1

hi(t) = 1,

p
∑

i=1

ḣi(t) = 0, hi(t) ≥ 0 ∀ i ∈ R

Usando a identidade x(t−τ(t)) = x(t−τ) −
∫ τ

−τ(t)
ẋ(τ−ξ)dξ, o modelo
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TS em (2.8) pode ser reescrito como:

ẋ(t) =
r

∑

i=1

hi(t) [Aix(t) + Adix(t− τ(t)) + Biu(t)]

= A(t)x(t) + Ad(t)x(t− τ(t)) + B(t)u(t)

= A(t)x(t) + Ad(t)
(

x(t− τ)−

∫ τ

τ(t)

ẋ(t− ξ)dξ
)

+ B(t)u(t),

(2.9)

Portanto, o modelo TS busca modelar dinâmicas não lineares por meio

de interpolação de modelos dinâmicos lineares. O modelo resultante é uma

combinação convexa de modelos locais que é suave e não linear (Mozelli;

2008).

2.2.1 Controladores Fuzzy

Uma abordagem amplamente utilizada para controle de sistemas não li-

neares modelados via abordagem TS consiste na chamada Compensação Pa-

ralela Distribúıda (PDC) (Tanaka; 2001).

O controlador PDC é, de modo geral, uma combinação fuzzy de contro-

ladores locais que compartilham a mesma estrutura de inferência do modelo

TS

Regra de controle i:

SE θi é αi1 e . . . e θp é αip ENTÃO

u(t) = Kix(t) +Kdix(t− τ) (2.10)

Nesta dissertação, a lei de controle leva em conta o valor nominal do

retardo no tempo, τ . Então, mesmo nos casos em que o retardo não pode ser

medido em tempo real para determinar x(t − τ(t)) a metodologia proposta

pode ser aplicada. Além disso, casos particulares da lei de controle proposta

podem ser considerados: i) controle sem memória, fazendo Kdi = 0, e ii)

controlador de memória pura, fazendo Ki = 0.

O controlador PDC é um tipo particular de realimentação de estados para
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o qual cada regra fuzzy do modelo TS irá gerar um controlador linear local.

Com isso, da mesma maneira que o modelo global do sistema foi inferido,

a lei de controle global será dada pela interpolação convexa de todos os

controladores lineares locais resultando em um controlador não linear. Assim,

a lei de controle inferida é dada por:

u(t) =
r

∑

i=1

hi(t)[Kix(t) +Kdix(t− τ)]. (2.11)

Desta maneira, ao se empregar o controle PDC (Tanaka; 2001) tem-se

por finalidade determinar ganhos locais Ki e Kdi de maneira que o sistema

em malha fechada, descrito abaixo, seja exponencialmente estabilizável.

ẋ(t) =
r

∑

i=1

hi(t)
r

∑

j=1

hj(t)
[

(Ai + BiKi)x(t)

+ (Adi + BiKdj)x(t− τ)− Adi

∫ τ

τ(t)

ẋ(t− ξ)dξ
]

,
[

A(t) + B(t)K(t)
]

x(t)

+
[

Ad(t) + B(t)Kd(t)
]

x(t− τ)− Ad(t)

∫ τ

τ(t)

ẋ(t− ξ)dξ.

(2.12)



Caṕıtulo 3

Métodos Propostos

Great Scott!

Dr. Emmett Brown

Este caṕıtulo apresenta a descrição dos métodos propostos para análise

de estabilidade de modelos TS para sistemas não lineares sujeitos a atraso

variante no tempo. É apresentada também a descrição dos métodos para

śıntese de controladores nebulosos para os quais o ı́ndice de desempenho é

dado pela taxa de convergência exponencial, que é útil para indicar uma

estimativa do tempo da resposta transiente.

3.1 Condições de Análise de Estabilidade

Nesta seção é apresentado o primeiro resultado deste trabalho: condições

de análise de estabilidade exponencial dependentes do retardo variante no

tempo para o sistema em (2.7) com u(t) = 0.

3.1.1 Análise de Estabilidade Exponencial

O teorema apresentado a seguir é o método proposto por essa dissertação

como solução para o problema de análise de estabilidade exponencial para

modelos TS de sistemas não lineares sujeito a um atraso variante no tempo,

19
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podendo ser não diferenciável.

Teorema 3.1 Considere o modelo TS (2.7) com u(t) = 0. Sejam dados

τ > 0 e 0 ≤ µ ≤ τ , tal que τ(t) ∈ [τ − µ, τ + µ], e δ > 0, a taxa de

convergência exponencial. Então, o modelo TS em (2.7) com u(t) = 0 e

τ(t) ∈ [τ − µ, τ + µ] é exponencialmente estável, com taxa de convergên-

cia exponencial δ, se existirem matrizes de dimensões apropriadas: F , G,

P = P T , S = ST , Q, R1 = RT
1 , R2, R3 = RT

3 e Z = ZT , tais que as LMIs a

seguir sejam satisfeitas

[

P ∗

QT ε1S

]

> 0, (3.1)

sendo ε1 = e−2δτ/τ ,

R̂ =

[

R1 ∗

R2 R3

]

> 0, (3.2)

e
[

Ξi ∗

ΓT
i −ε−1

2 µZ

]

< 0, ∀i = 1,2, . . . , r, (3.3)

com

ε2 = e−2δ(τ+µ),ΓT
i = µ[AT

diF
T AT

diG
T 0 0]

e

Ξi =













κ ∗ ∗ ∗

P + τR2 − ε2(F
T −GAi) υ ∗ ∗

ε1R
T
3 −QT + ε2A

T
diF

T ε2A
T
diG

T −ε1(−R3 + τS) ∗

2δQT − ε1R
T
2 QT ε1R

T
2 −ε1R1













(3.4)

sendo

κ = 2δP +Q+QT + τR1 − ε1R3 + S +W e υ = τR3 + 2µZ − ε2(G+GT )

Demonstração: Esta demonstração apresenta condições que garantem

que o sistema TS em (2.7) é exponencialmente estável. Pelo Teorema (2.1.3),

se o funcional em (2.4) satisfaz as condições V (xt) ≥ ǫ‖x(t)‖2 e V̇ (xt) ≤

−ǫ‖x(t)‖2 o sistema TS em (2.7) será exponencialmente estável para algum
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ǫ > 0 ∈ R.

Com o intuito de tornar a demonstração mais clara, o funcional de Lyapunov-

Krasovskii candidato em (2.4) é organizado conforme segue:

V (xt) = V1(xt) + V2(xt) + V3(xt) + V4(xt) + V5(xt) (3.5)

com

V1(xt) = e2δtxT (t)Px(t)

V2(xt) = 2e2δtxT (t)

∫ t

t−τ

Qx(ξ)dξ

V3(xt) =

∫ 0

−τ

∫ t

t+s

e2δξx̂T (ξ)R̂x̂(ξ)dξds

V4(xt) =

∫ 0

−τ

e2δ(t+ξ)xT (t+ ξ)Sx(t+ ξ)dξ

V5(xt) =

∫ µ

−µ

∫ t

t+s−τ

e2δξẋT (ξ)Zẋ(ξ)dξds

sendo xt corresponde ao valor de x(s) com s ∈ [t − τ − µ, t − τ + µ], δ

é um escalar que corresponde a taxa de convergência exponencial, x̂T (ξ) =
[

xT (ξ) ẋT (ξ)
]

, matrizes de dimensão n×n: P = P T , S = ST , Q, R1 = RT
1 ,

R2, R3 = RT
3 , Z = ZT e a matriz 2n× 2n: R̂ =

[

R1 ∗

R2 R3

]

.

A primeira parte desta demonstração mostra que se as LMIs (3.1), (3.2)

e (3.3) forem satisfeitas a condição V (xt) ≥ ǫ‖x(t)‖2 também será.
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Inicialmente, expande-se o termo V2(xt) obtendo-se:

V2(xt) = 2e2δtxT (t)

∫ t

t−τ

Qx(ξ)dξ

= e2δtxT (t)Q

∫ t

t−τ

x(ξ)dξ + e2δt
∫ t

t−τ

xT (ξ)dξQTx(t)

= e2δtxT (t)Q

∫ 0

−τ

x(t+ ξ)dξ + e2δt
∫ 0

−τ

xT (t+ ξ)dξQTx(t)

(3.6)

Em seguida, assumindo-se que S > 0, impĺıcito em (3.1), e utilizando a

desigualdade de Jensen (ver Apêndice A.3) em V4(xt), obtém-se:

V4(xt) =

∫ 0

−τ

e2δ(t+ξ)xT (t+ ξ)Sx(t+ ξ)dξ

≥ e2δ(t−τ)

∫ 0

−τ

xT (t+ ξ)Sx(t+ ξ)dξ

≥
e2δ(t−τ)

τ

∫ 0

−τ

xT (t+ ξ)dξS

∫ 0

−τ

x(t+ ξ)dξ

(3.7)

Assim, considerando (3.6) e (3.7) e agrupando V1(xt), V2(xt) e V4(xt) na

forma quadrática, pode-se reescrever o funcional (3.5) como:

V (xt) ≥ ηT

[

P Q

∗ (e−2δτ/τ)S

]

η

+

∫ 0

−τ

∫ t

t+s

e2δξx̂T (ξ)R̂x̂(ξ)dξds

+

∫ µ

−µ

∫ t

t+s−τ

e2δξẋT (ξ)Zẋ(ξ)dξds

sendo ηT =

[

eδtxT (t) eδt
∫ 0

−τ

xT (t+ ξ)dξ

]

.

Portanto, uma condição suficiente para garantir que V (xt) ≥ ǫ‖x(t)‖2 (

ǫ > 0) é que o lado direito da desigualdade anterior seja positivo. Assim,

note que as LMIs (3.1), (3.2) e (3.3) garantem, respectivamente, que os três

termos do lado direito da desigualdade acima sejam positivos. A LMI em

(3.3) garante que Z > 0 (veja Z na diagonal principal desta LMI). Então,
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fica demonstrado que se as LMIs em (3.1), (3.2) e (3.3) forem satisfeitas tem-

se que V (xt) ≥ ǫ‖x(t)‖ ( ǫ > 0).

Agora demonstra-se que o funcional em (3.5) satisfaz a condição: V̇ (xt) ≤

−ǫ‖x(t)‖2(ǫ > 0) se a LMI em (3.3) e R̂ > 0 forem assegurados. Inicialmente,

considerando u(t) = 0 no modelo TS em (2.7), tem-se o termo nulo obtido à

partir de (2.7):

0 = 2e2δ(t−τ−µ)[xT (t)F + ẋT (t)G]×

[−ẋ(t) + A(t)x(t) + Ad(t)x(t− τ(t))]
(3.8)

Usando a identidade x(t− τ(t)) = x(t− τ) −
∫ τ

−τ(t)
ẋ(τ − ξ)dξ, pode-se

expandir o termo nulo (3.8) conforme:

0 = 2e2δ(t−τ−µ)[xT (t)F + ẋT (t)G]

×
[

− ẋ(t) + A(t)x(t) + Ad(t)
(

x(t− τ)−

∫ −τ

−τ(t)

ẋ(t+ ξ)dξ
)]

= 2e2δ(t−τ−µ)[xT (t)F + ẋT (t)G]

× [−ẋ(t) + A(t)x(t) + Ad(t)(x(t− τ)] + v(t)

(3.9)

sendo

v(t) = −2ΛAd(t)

∫ −τ

−τ(t)

eδ(t−τ−µ)ẋ(t+ ξ)dξ (3.10)

com

Λ = eδ(t−τ−µ)
[

xT (t)F ẋT (t)G
]

. (3.11)

Então, aplicando em (3.10), a seguinte desigualdade:

2aT b ≤ aTXa+ bTX−1b (3.12)
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sendo a, b ∈ R
n eX > 0 ∈ R

n×n e fazendo aT = ΛAd(t), b = eδ(t−τ−µ)ẋ(t+ξ)

e X = Z, tem-se:

v(t) =− 2

∫ −τ

−τ(t)

ΛAd(t)e
δ(t−τ−µ)ẋ(t+ ξ)dξ

v(t) ≤

∫ −τ

−τ(t)

(

ΛAd(t)
)

Z−1
(

ΛAd(t)
)T

dξ

+

∫ −τ

−τ(t)

e2δ(t−τ−µ)ẋT (t+ ξ)Zẋ(t+ ξ)dξ

(3.13)

Agora, substituindo τ(t) pelo seu limite superior, obtém-se:

v(t) ≤

∫ −τ

−(τ+µ)

(

ΛAd(t)
)

Z−1
(

ΛAd(t)
)T

dξ

+

∫ −τ

−(τ+µ)

e2δ(t−τ−µ)ẋT (t+ ξ)Zẋ(t+ ξ)dξ

≤

∫ −τ

−(τ+µ)

dξ
(

ΛAd(t)
)

Z−1
(

ΛAd(t)
)T

+ e2δ(t−τ−µ)

∫ t−τ

t−(τ+µ)

ẋT (ξ)Zẋ(ξ)dξ

≤ µ
(

ΛAd(t)
)

Z−1
(

ΛAd(t)
)T

+ e2δ(t−τ−µ)

∫ t−τ

t−τ−µ

ẋT (ξ)Zẋ(ξ)dξ

≤ µ
(

ΛAd(t)
)

Z−1
(

ΛAd(t)
)T

+

∫ t−τ+µ

t−τ−µ

ẋT (ξ)Zẋ(ξ)dξ

(3.14)
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Após considerar as imposições feitas sobre v(t), tem-se o termo nulo na

forma expandida dado por:

0 ≥ −e2δ(t−τ−µ)xT (t)F ẋ(t)− e2δ(t−τ−µ)ẋT (t)F Tx(t)

+ e2δ(t−τ−µ)xT (t)FA(t)x(t) + e2δ(t−τ−µ)xT (t)AT (t)F T (t)x(t)

+ e2δ(t−τ−µ)xT (t)FAd(t)x(t− τ) + e2δ(t−τ−µ)x(t− τ)TAd(t)
TF Tx(t)

− e2δ(t−τ−µ)ẋT (t)Gẋ(t)− e2δ(t−τ−µ)ẋT (t)GT ẋ(t)

+ e2δ(t−τ−µ)ẋT (t)GA(t)x(t) + e2δ(t−τ−µ)xT (t)AT (t)GT ẋ(t)

+ e2δ(t−τ−µ)ẋT (t)GAd(t)x(t− τ) + e2δ(t−τ−µ)xT (t− τ)AT
d (t)G

T ẋT (t)

+ µ
(

ΛAd(t)
)

Z−1
(

ΛAd(t)
)T

+ e2δ(t−τ−µ)

∫ t−τ+µ

t−τ−µ

ẋT (ξ)Zẋ(ξ)dξ

(3.15)

Com a formulação do termo nulo em (3.15), a próxima etapa da demons-

tração é aplicar a derivada ao longo das trajetórias dos estados do sistema

(2.7), obtendo-se:

V̇ (xt) = V̇1(xt) + V̇2(xt) + V̇3(xt) + V̇4(xt) + V̇5(xt) (3.16)

Sendo V̇1(xt) dado por:

V̇1(xt) = e2δtẋT (t)Px(t) + e2δtxT (t)Pẋ(t)

V̇2(xt) = e2δtẋT (t)Q

∫ 0

−τ

x(t+ ξ)dξ + e2δt
∫ 0

−τ

xT (t+ ξ)dξQT ẋ(t)

+ e2δtxT (t)Qx(t) + e2δtxT (t)QTx(t)

− e2δtxT (t)Qx(t− τ)− e2δtxT (t− τ)QTx(t)

+ 2δe2δtxT (t)Q

∫ 0

−τ

x(t+ ξ)dξ + 2δe2δt
∫ 0

−τ

xT (t+ ξ)dξQTx(t)
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V̇3(xt) =

∫ 0

−τ

e2δtx̂T (t)R̂x̂(t)ds−

∫ 0

−τ

e2δ(t+s)x̂T (t+ s)R̂x̂(t+ s)ds

=

∫ 0

−τ

e2δtx̂T (t)R̂x̂(t)ds−

∫ t

t−τ

e2δsx̂T (s)R̂x̂(s)ds

= e2δtx̂T (t)τR̂x̂(t)−

∫ t

t−τ

e2δsx̂T (s)R̂x̂(s)ds

V̇4(xt) = e2δtxT (t)Sx(t)− e2δ(t−τ)xT (t− τ)Sx(t− τ)

V̇5(xt) = 2µe2δξẋT (t)Zẋ(t)−

∫ µ

−µ

e2δξẋT (t+ s− τ)Zẋ(t+ s− τ)ds

= 2µe2δξẋT (t)Zẋ(t)−

∫ t−τ+µ

t−τ−µ

e2δξẋT (s)Zẋ(s)ds

Aplicando o Lema A.3 (Desigualdade de Jensen) ao segundo termo de

V̇3(xt), obtém-se:

V̇3(xt) ≤ e2δtx̂T (t)τR̂x̂(t)−

∫ t

t−τ

eδsx̂T (s)ds
1

τ
R̂

∫ t

t−τ

eδsx̂(s)ds

≤ e2δtx̂T (t)τR̂x̂(t)−

∫ 0

−τ

eδ(t+s)x̂T (t+ s)ds
1

τ
R̂

∫ 0

−τ

eδ(t+s)x̂(t+ s)ds
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Utilizando a definição de R̂ em (3.2) e x̂ tal que x̂T (ξ) =
[

xT (ξ) ẋT (ξ)
]

tem-se que:

V̇3(xt) ≤ e2δtxT (t)τR1x(t) + e2δtẋT (t)τR2x(t)

+ e2δtxT (t)τRT
2 ẋ(t) + e2δtẋT (t)τR3ẋ(t)

−

∫ t

t−τ

eδsxT (s)ds
1

τ
R1

∫ t

t−τ

eδsx(s)ds

− eδtxT (t)
1

τ
R2

∫ t

t−τ

eδsx(s)ds

+ eδ(t−τ)xT (t− τ)
1

τ
R2

∫ t

t−τ

eδsxT (t)x(s)ds

−

∫ t

t−τ

eδsxT (s)ds
1

τ
RT

2 e
δtx(t) +

∫ t

t−τ

eδsxT (s)ds
1

τ
RT

2 e
δ(t−τ)x(t− τ)

− eδtxT (t)
1

τ
R3e

δtx(t) + eδtxT (t)
1

τ
R3e

δ(t−τ)x(t− τ)

+ eδ(t−τ)xT (t− τ)
1

τ
R3e

δtx(t)− eδ(t−τ)xT (t− τ)
1

τ
R3e

δ(t−τ)x(t− τ)

Assumindo que Z > 0 (condição impĺıcita em (3.3)) temos que

−

∫ t−τ+µ

t−τ−µ

e2δξẋT (s)Zẋ(s)ds

≤ −e2δ(t−τ−µ)

∫ t−τ+µ

t−τ−µ

ẋT (s)Zẋ(s)ds.

(3.17)

Com isso, temos o limitante superior de V̇5(xt)

V̇5(xt) ≤ 2µe2δξẋT (t)Zẋ(t)− e2δ(t−τ−µ)

∫ t−τ+µ

t−τ−µ

ẋT (s)Zẋ(s)ds

Assim, adicionando-se o termo nulo (3.15) a (3.16) e buscando a repre-

sentação quadrática para a equação, obtém-se o seguinte limitante superior

para V̇ (xt):

V̇ (xt) ≤ ζTΞ(t)ζ + µ
(

ΛAd(t)
)

Z−1
(

ΛAd(t)
)T

(3.18)
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com ζT = eδt
[

xT (t) ẋT (t) xT (t− τ)

∫ t

t−τ

xT (s)ds

]

, Λ dado em (3.11) e

Ξ(t) =
∑r

i=1 hi(t)Ξi, sendo Ξi dado em (3.4)

Note que

ΛAd(t) =
[

xT (t)FAd + ẋT (t)GAd

]

=
[

xT (t) ẋT (t)
]

[

FAd

GAd

]

= ζT













FAd

GAd

0

0













= ζTΓ(t).

sendo ζT = eδt
[

xT (t) ẋT (t) xT (t− τ)

∫ t

t−τ

xT (s)ds

]

.

Desta maneira, pode-se reescrever o limitante superior (3.18), como:

V̇ (xt) ≤ ζTΞ(t)ζ +
(

ζTΓ(t)
)

µZ−1
(

ζΓ(t)T
)

≤ ζT
(

Ξ(t) + Γ(t)
(

µe2δ(τ+µ)Z
)−1

Γ(t)T
)

ζ
(3.19)

Assim, para garantir que V̇ (xt) < 0 para qualquer ζ 6= 0 é suficiente

impor que o lado direito da desigualdade em (3.19) seja negativo, ou seja,

Ξ(t) + Γ(t)
(

µe2δ(τ+µ)Z
)−1

Γ(t)T < 0.

Portanto, pelo complemento de Schur (ver Apêndice A.2), satisfazer a desi-

gualdade acima e Z > 0 é equivalente a satisfazer a desigualdade

[

Ξ(t) ∗

ΓT (t) −e2δ(τ+µ)µZ

]

< 0
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que pode ser reescrita como

r
∑

i=1

hi(t)

[

Ξi ∗

ΓT
i −e2δ(τ+µ)µZ

]

< 0. (3.20)

Note que hi(t) > 0 ∀i, então uma condição suficiente para que a desigual-

dade acima seja satisfeita é que a LMI em (3.3) seja satisfeita para todo

i = 1, 2, . . . , r, e, consequentemente: V̇ (xt) ≤ −ǫ‖x(t)‖(ǫ > 0) será satisfeita.

Finalmente, resta demonstrar apenas que a condição em (2.3) também

será satisfeita se as condições do teorema forem satisfeitas. Portanto, será

mostrado que se as LMIs em (3.1), (3.2) e (3.3) forem satisfeitas, então o

modelo TS (2.7) é exponencialmente estável com taxa de convergência δ.

Usando a desigualdade dada em (3.12) no segundo termo do funcional

(3.5), obtém-se:

2eδtxT (t)

∫ 0

−τ

Qx(t+ ξ)dξ

≤

∫ 0

−τ

xT (t)eδtQIQT eδtx(t)dξ

+

∫ t

t−τ

eδtxT (s)Ieδtx(s)ds

(3.21)

então o funcional de Lyapunov-Krasovskii em (3.5) tem o seguinte limitante

superior
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V (xt) ≤ e2δtλmax{P}||x(t)||2+

∫ t

t−τ

e2δt||x(s)||2ds

+τλmax{QQT}e2δt||x(t)||2

+τλmax{R̂}

∫ t

t−τ

e2δs||x̂(s)||2ds

+λmax{S}

∫ t

t−τ

e2δs||x(s)||2ds

+(τ + µ)λmax{Z}

∫ t

t−τ−m

e2δs||ẋ(s)||2ds

= V̄ (xt)

sendo λmax{·} o maior autovalor de uma matriz.

Assumindo que as LMIs em (3.1), (3.2) e (3.3) são satisfeitas, então

V̇ (xt) < 0 e V (xt) > 0. Assim, tem-se que

0 ≤ V (xt) ≤ V (x(0)) ≤ V̄ (xt)|t=0. (3.22)

Ademais,

V̄ (x0) ≤

{

λmax{P}+ τλmax{QQT}+

∫ 0

−τ

e2δsds

+λmax{S}

∫ 0

−τ

e2δsds

}

sup
−τ≤θ≤0

{||x(θ)||}

+

{

τλmax{R̂}

∫ 0

−τ

e2δsds

}

sup
−τ≤θ≤0

{||x̂(θ)||}

+

{

(τ + µ)λmax{Z}

∫ 0

−τ−µ

e2δsds

}

(3.23)

× sup
−(τ+µ)≤θ≤0

{||ẋ(θ)||}

= ρ(δ).

Por outro lado, tem-se

e2δtλmin{P}||x(t)||2 ≤ V (xt) ≤ ρ(δ), (3.24)
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sendo λmin{P} o menor autovalor da matriz P . Assim, de (3.22), (3.23) e

(3.24) tem-se que

||x(t)||2 ≤
ρ(δ)

λmin{P}
e−2δt , κe−2δt.

Por fim, fica demonstrado que se as LMIs (3.1), (3.2) e (3.3) impostas pelo

Teorema 3.1 forem satisfeitas, o sistema TS em (2.7) será exponencialmente

estável com taxa de convergência exponencial δ, pelo Lema 2.1.3. �

3.1.2 Análise de Estabilidade Assintótica

Note que o resultado apresentado no Teorema 3.1 pode ser reduzido a um

método de análise de estabilidade assintótica. Para isso, basta simplesmente

considerar que o funcional de Lyapunov-Krasovskii em (3.5) não possui ter-

mos exponenciais, ou seja, basta considerar δ = 0. Com isso, têm-se que

as LMIs que garantem a estabilidade assintótica do sistema TS em (2.7) são

equivalentes às LMIs (3.1), (3.2) e (3.3), considerando δ = 0. O Corolário

3.1 apresenta as LMIs que garantem análise de estabilidade assintótica.

Corolário 3.1 Considere o modelo TS (2.7) com u(t) = 0. Sejam dados

τ > 0 e 0 ≤ µ ≤ τ , tal que τ(t) ∈ [τ − µ, τ + µ]. Então, o modelo TS em

(2.7) com u(t) = 0 e τ(t) ∈ [τ − µ, τ + µ] é assintoticamente estável, se

existirem matrizes de dimensões apropriadas: F , G, P = P T , S = ST , Q,

R1 = RT
1 , R2, R3 = RT

3 e Z = ZT , tais que as LMIs (3.25), (3.26) e (3.27)

sejam satisfeitas.

[

P ∗

QT 1
τ
S

]

> 0, (3.25)

R̂ =

[

R1 ∗

R2 R3

]

> 0, (3.26)
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e
[

Ξi ∗

ΓT
i −µZ

]

< 0, ∀i = 1,2, . . . , r, (3.27)

com

ΓT
i = µ[AT

diF
T AT

diG
T 0 0]

e

Ξi =













κ ∗ ∗ ∗

P + τR2 − (F T −GAi) υ ∗ ∗
1
τ
RT

3 −QT +AT
diF

T AT
diG

T − 1
τ
(−R3 + τS) ∗

2δQT − 1
τ
RT

2 QT 1
τ
RT

2 − 1
τ
R1













(3.28)

sendo

κ = Q+QT + τR1 −
1
τ
R3 + S +W e υ = τR3 + 2µZ − (G+GT )

A demonstração do corolário anterior é obtida simplesmente fazendo δ =

0, no Teorema 3.1.

3.2 Condições de Estabilização

Nesta seção será apresentado o resultado principal deste trabalho: um

método que viabilize o projeto de controladores nebulosos estabilizantes com

taxa de convergência exponencial pré-especificada, no formato PDC, à partir

do funcional de Lyapunov-Krasovskii candidato em (3.5). Como no caso da

análise de estabilidade, seção (3.1), para a śıntese de controladores aplica-

se diretamente o Teorema 2.1.3 ao sistema TS (2.7), porém considerando o

sistema em malha-fechada.

Para o desenvolvimento do método, a lei de controle proposta utiliza o

valor nominal do retardo no tempo, τ , ao invés de considerar o atraso variante

como τ(t). Com isso, mesmo em casos em que o retardo no tempo não pode

ser medido em tempo real para determinar x(t−τ(t)) a metodologia proposta

pode ser aplicada.

O Teorema apresentado à seguir é o método proposto por esta dissertação

como solução para o problema de śıntese de controladores nebulosos estabili-
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zantes com taxa de convergência exponencial pré-espeficicada para modelos

TS de sistemas não lineares sujeitos a um atraso variante no tempo.

Teorema 3.2 Considere o modelo TS, descrito em (2.7). Sejam dados,

τ > 0, τ ≥ µ ≥ 0, tal que τ(t) ∈ [τ − µ, τ + µ], δ > 0 e α 6= 0 um

parâmetro de ajuste escalar. Então, o modelo TS, em (2.7), é exponencial-

mente estabilizável com taxa de convergência exponencial δ pelo controlador

nebuloso em (2.11) com ganhos Ki = K̄i F̄
−T e Kdi = K̄diF̄

−T , se existirem

matrizes de dimensões apropriadas: F̄ , P̄ = P̄ T , S̄ = S̄T , Q̄, R̄1 = R̄T
1 , R̄2,

R̄3 = R̄T
3 e Z̄ = Z̄T , tais que as LMIs a seguir sejam satisfeitas

[

P̄ Q̄

∗ ε1S̄

]

> 0, (3.29)

sendo, ε1 = e−2δτ/τ

R̄ =

[

R̄1 ∗

R̄2 R̄3

]

> 0, (3.30)

[

Ξ̄ii ∗

Γ̄T
ii −ε−1

2 µZ̄

]

< 0, (3.31)

com ε2 = e−2δ(τ+µ) para i = 1,2, . . . , r,

[

Ξ̄ij + Ξ̄T
ij ∗

2Γ̄T
ij −2ε−1

2 µZ̄

]

< 0, (3.32)

para i < j com i, j = 1,2, . . . , r,

Γ̄T
ij = µ[F̄AT

di+ K̄T
djB

T
i α(F̄AT

di+KT
djB̄

T ) 0 0] (3.33)

e Ξ̄ij dado em (3.34), para todo i,j = 1,2, . . . , r.
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Ξ̄ij =













κ̄11 ∗ ∗ ∗

κ̄21 κ̄22 ∗ ∗

κ̄31 ε2α(F̄AT
di + K̄T

djB
T ) −ε1(R̄3 + τ S̄) ∗

2δQ̄T − ε1R̄
T
2 Q̄T ε1R̄

T
2 −ε1R̄1













(3.34)

com

ε1 = e−2δτ/τ

κ̄11 = 2δP̄ + Q̄+ Q̄T + τR̄1 − ε1R̄3 + S̄ + ε2(AiF̄
T + BiK̄j + F̄AT

i + K̄j
T
BT

i )

κ̄21 = P̄ + τR̄2 − ε2F̄ + ε2α(AiF̄
T + BK̄j)

κ̄22 = τR̄3 + 2µZ̄ − ε2α(F̄ + F̄ T )

κ̄31 = ε1R̄
T
3 − Q̄T + ε2(F̄AT

di + K̄T
djB

T )

Demonstração: Esta demonstração segue diretamente do Teorema 3.1.

Inicialmente, define-se novas variáveis: F̄ , F−1 e

[P̄ Q̄ S̄ R̄1 R̄2 R̄3 Z̄] ,

F̄ T [P Q S R1 R2 R3 Z]F̄

Desta maneira, a LMI em (3.29) é obtida pré e pós multiplicando a LMI

em (3.1) por diag{F̄ , . . . ,F̄} e diag{F̄ , . . . ,F̄}T , respectivamente; similar-

mente a LMI em (3.30) é obtida pré e pós multiplicando a LMI em (3.2) por

diag{F̄ , . . . ,F̄} e diag{F̄ , . . . ,F̄}T , respectivamente.

Além disso, a LMI em (3.31) é obtida seguindo os mesmos passos descritos

no Teorema 3.1 para a obtenção da LMI em (3.3). Entretanto, é utilizado o

seguinte termo nulo:
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0 = 2e2δ(t−τ−µ)[x(t)TF + αẋT (t)F ]{−ẋ

+ [A(t) + B(t)K(t)]x(t)

+ [Ad(t) + B(t)Kd(t)]x(t− τ)

− Ad(t)

∫ τ

τ(t)

ẋ(t− ξ)dξ}

sendo α um parâmetro escalar de ajuste. Este termo nulo leva em conta o

sistema em malha fechada (2.12).

Assim, seguindo os mesmos passos na demonstração do Teorema 3.1, mas

usando o termo nulo acima, obtém-se

r
∑

i=1

r
∑

j=1

hi(t)hj(t)

[

Ξ̂ij ∗

Γ̂T
ij −e2δ(τ+µ)µZ

]

< 0,

a qual é similar a desigualdade (3.20), mas substituindo Ai por Ai + BiKj,

Adi por Adi + BiKdj e G por αF . Mais adiante pré e pós multiplicando a

desigualdade acima por diag{F̄ , . . . ,F̄} e diag{F̄ , . . . ,F̄}T, respectivamente,

e usando as variáveis linearizantes K̄j = KjF̄
T e K̄dj = KdjF̄

T , tem-se

0 >

r
∑

i=1

r
∑

j=1

hi(t)hj(t)

[

Ξ̄ij ∗

Γ̄T
ij −υZ

]

=
r

∑

i=1

h2
i (t)

[

Ξ̄ii ∗

Γ̄T
ii −υZ

]

+
r

∑

i<j

hi(t)hj(t)

[

Ξ̄ij + Ξ̄T
ij ∗

Γ̄ij + Γ̄T
ij −2υ(Z + ZT )

]

sendo υ = e2δ(τ+µ)µ. Assim, para que a condição acima seja satisfeita basta

que as LMIs em (3.31) e (3.32) sejam satisfeitas. Ademais, a demonstra-

ção que a condição em (2.3) será satisfeita se as LMIs deste teorema forem

satisfeita é a mesma apresentada na demonstração do Teorema 3.1.
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Portanto, se as LMIs em (3.29), (3.30), (3.31) e (3.32) forem satisfeitas, o

modelo TS em (2.7) é exponencialmente estabilizável com taxa de convergên-

cia exponencial δ de acordo com a Definição 2.5 pelo controlador nebuloso

com seus ganhos dados por Kj = K̄j F̄−T e Kdj = K̄djF̄
−T , completando a

demonstração.

�

3.2.1 Controle Sem Memória ou Controle Com Memó-

ria Pura

O Teorema 3.2 apresenta condições para śıntese de controladores nebu-

losos com memória, dados pela lei de controle (2.11), pois leva em conta o

valor instantâneo do estado do sistema assim como o valor nominal do atraso.

Contudo, o Teorema 3.2 pode ser considerado também em casos alternativos

cujo objetivo de controle seja sem memória ou controle puramente atrasado

(memória pura). Para o controle sem memória basta escolher Kdj = 0 nas

LMIs (3.29), (3.30), (3.31) e (3.32). Caso, o objetivo de controle seja pura-

mente atrasado ou com memória pura, basta escolher Kj = 0 nas mesmas

LMIs.



Caṕıtulo 4

Estudos de Casos

Lembre-se sempre, o seu foco determina a

sua realidade.

Yoda

Este caṕıtulo apresenta resultados obtidos com a aplicação dos métodos

propostos por este trabalho para a análise de estabilidade e śıntese de contro-

ladores para modelos TS de sistemas não lineares com taxa de convergência

pré-especificada e com atraso possivelmente variante no tempo. Tais resulta-

dos são apresentados por meio de exemplos numéricos na forma de estudos

de casos realizados em trabalhos relacionados e obtidos por meio de testes

de factibilidade das LMIs utilizando o ambiente LMI Control Toolbox, no

MATLAB.

4.1 Caso 1: Estabilidade Assintótica

Considere o sistema não linear sujeito a retardo no tempo

ÿ(t) = −6ẏ(t)sen2(y(t))− 8y(t)

+y(t− τ(t))− 2ẏ(t− τ(t))

37
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que pode ser rescrito em forma matricial como

ẋ(t) = −

[

0 −1

8 6sen2(x)

]

x(t) +

[

0 0

1 −2

]

x(t− τ(t)).

Ademais, este sistema pode ser exatamente representado pelo modelo nebu-

loso de TS em (2.7), com

A1 =

[

0 1

−8 −6

]

, A2 =

[

0 1

−8 0

]

, Adi =

[

0 0

1 −2

]

(4.1)

sendo i=1,2, h1=sen2(x1(t)) e h2=cos2(x1(t)).

Para fins de comparação, o Corolário 3.1 desta dissertação e o método

apresentado por Lin et al. (2007) são utilizados para determinar o máximo

atraso no tempo posśıvel para o qual o sistema TS se mantem estável. Em

Lin et al. (2007), este sistema foi estudado considerando τ(t) = τ , ou seja,

assumindo o retardo no tempo fixo. Assim, considerando o método de análise

de estabilidade apresentado em Lin et al. (2007), Corolário 2.3.1, obtém-se

que o sistema sujeito a retardo no tempo constante é estável para o máximo

retardo no tempo, τ = 0,3078. Similarmente, aplicando-se o método proposto

no Corolário 3.1, apresentado por este trabalho, obtém-se o máximo retardo

no tempo: τ = 0,3078.

Embora os resultados obtidos sejam iguais, o método proposto no Co-

rolário 3.1 apresenta vantagens em relação Corolário 2.3.1 proposto em Lin

et al. (2007), pois leva em consideração o retardo variante no tempo e taxa de

convergência exponencial, enquanto em Lin et al. (2007) apresenta-se ape-

nas condições de análise de estabilidade para retardo no tempo constante.

Sabe-se que em sistemas f́ısicos o retardo pode ser variante no tempo, assim

o método proposto se mostra mais geral que o método proposto em Lin et al.

(2007).
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4.2 Caso 2: Estabilidade Exponencial

Para mostrar as vantagens do método proposto por esta dissertação, con-

sidere um segundo caso no qual o sistema não linear dado anteriormente

está sujeito a um atraso variante e não diferenciável pertencente ao intervalo

τ(t) ∈ [τ − µ, τ + µ], como mostrado na figura 4.1. Note que esta forma para

o atraso é mais geral e realista se comparada a casos nos quais o atraso é

diferenciável, pois nestes casos é necessário conhecer ou até mesmo calcular

em tempo real a máxima taxa de variação para o atraso, veja trabalhos re-

centes em Wu (2007); Benzaoula (2011); Manai (2013). Com isso, métodos

que propõem soluções para sistemas sujeitos a atraso variante no tempo que

possuem tal premissa, ou seja, problemas para os quais é necessário que o

atraso seja diferenciável e o valor máximo da taxa de variação deste atraso

seja conhecido não são capazes de solucionar os mesmos problemas abrangi-

dos por esta dissertação, o que torna o método proposto mais geral que os

presentes na literatura.

t (tempo)

τ
(t
)

0.05

0.1

0.15

0 1 2 3 4 5

Figura 4.1: Atraso variável, τ1(t), com amplitude aleatória dado por τ = 0.1 e
µ = 0.06

Para avaliar a eficiência do método proposto pelo Teorema 3.1, é determi-

nado o maior valor de δ tal que o sistema seja exponencialmente estável para

diferentes valores de τ e µ. A análise de estabilidade exponencial é impor-

tante uma vez que se deseje garantir a convergência do sistema dentro de um

intervalo de tempo conhecido. Trabalhos como Benzaoula (2011) e Manai
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(2013) não consideram a taxa de convergência exponencial como critério de

convergência o que coloca o método proposto por esta dissertação dentre os

métodos mais gerais presentes na literatura. Os resultados obtidos com os

testes de factibilidade das LMIs são apresentados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Maior valor para δ obtido pelo Teorema 1, dado τ e µ
(τ ; µ) (0,10; 0,06) (0,15; 0,05) (0,20; 0,04)

δ 0,455 0,339 0,206

Além dos testes de factibilidade, para este estudo de caso também fo-

ram realizadas simulações para ilustrar o efeito do atraso no comportamento

do sistema e verificar a eficiência do método quanto a garantia de estabili-

dade e convergência exponencial. A Figura 4.2 apresenta a curva exponen-

cial 2.3e−2×0,455t e a resposta temporal do sistema sujeito a um atraso não

diferenciável pertencente ao intervalo τ(t) ∈ [τ − µ, τ + µ] com τ = 0,1 e

µ = 0,06. Analisando a evolução temporal dos estados do sistema pode-se

notar que taxa de convergência exponencial determinada via Teorema 3.1

apresenta uma boa estimativa do tempo de convergência do sistema. Note

que a os estados estão sempre limitados, em norma, pelo decaimento da curva

exponencial.

t (tempo)

x
1
(t
),
x
2
(t
)

-1

0

0

1

1

2

2 3 4 5

Figura 4.2: i) linha cont́ınua: trajetória dos estados do sistema; ii) linha tracejada:
a curva exponencial 2,3e−2δt com δ = 0,455.

Agora, considere o caso onde o sistema esteja sujeito a um atraso não
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diferenciável pertencente ao intervalo τ(t) ∈ [τ − µ, τ + µ] com τ = 0,4 e µ =

0,06. Analisando o comportamento das trajetórias dos estados, apresentado

na figura 4.3, como era de se esperar, o sistema não atinge a estabilidade pois

o valor do atraso τ está maior que o valor máximo garantido pelo método

para os valores de µ e δ.

t (tempo)

x
1
(t
),
x
2
(t
)

t (tempo)

τ 2
(t
)

-1

0,35

0,4

0.45

0

0

0

1

1

1

2

2

2

3

3

4

4

5

5

Figura 4.3: Na parte superior: i) linha cont́ınua: trajetória dos estados do sistema;
ii) linha tracejada: a curva exponencial 2,3e−2δt com δ = 0,455. Na parte inferior:
forma do atraso pertencente ao intervalo τ(t) ∈ [τ − µ, τ + µ] com τ = 0,4 e
µ = 0,06
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4.3 Caso 3: Śıntese de Controladores com

Convergência Exponencial

Para mostrar as vantagens do método proposto por esta dissertação para

śıntese de controladores, considere ainda o sistema não-linear dado anterior-

mente fazendo com que a ação de controle atue apenas na segunda variável

de estado, ou seja, escolhendo

Bi =

[

0

1

]

para i = 1,2.

A lei de controle u(t) leva em conta o valor nominal do atraso no tempo.

Com isso, mesmo em casos em que o retardo não pode ser medido em tempo

real para determinar x(t − τ(t)) a metodologia proposta pode ser aplicada,

diferentemente de diversos trabalhos recentemente publicados na literatura

nos quais a lei de controle não leva em conta a informação passada trazida

pelo atraso no tempo, veja: Gao (2009); Amri et al. (2009); Gassara (2010);

Latrach (2011); Tsai (2014), o que coloca o método apresentado nesta dis-

sertação dentre os mais gerais presentes na literatura.

Considerando τ(t) = 2 + 0,5 cos(t) e condição inicial φ(s) = cos(s) são

projetados controladores estabilizantes usando o Teorema 3.2 com α = 0,1

e com δ = 0, 1, 2. Para cada controlador obtido, além dos testes de facti-

bilidade, são apresentadas simulações temporais da evolução das trajetórias

do sistema em malha fechada para ilustrar a efeito da convergência exponen-

cial e a eficiência do método proposto. Inicialmente considera-se o caso com

δ = 0.

• Ganhos do controlador para δ = 0:

K1 = [7,7133 1,5834], K2 = [7,6534 − 4,3368],

Kd1 = [−0,9992 2,0030], Kd2 = [−0,9990 1,9988]
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Figura 4.4: i) linha cont́ınua: trajetória dos estados do sistema em malha fechada
com controlador projetado para δ = 0 e considerando τ(t) = 2 + 0,5 cos(t) e
condição inicial φ(s) = cos(s); ii) linha tracejada: a curva exponencial 2.

A Figura 4.4 ilustra a trajetória dos estados do sistema não linear em

malha fechada com o controlador dado anteriormente para o qual a taxa de

convergência exponencial δ = 0. Analisando o comportamento das trajetórias

do sistema na Figura 4.4 nota-se que o Teorema 3.2 garante a estabilização

do sistema, mas por considerar a taxa de convergência exponencial δ = 0 o

sistema não possui caracteŕıstica exponencial. A Figura 4.4 também ilustra

que ao considerar a taxa de convergência exponencial igual a zero torna-se

imposśıvel estimar o tempo de convergência do sistema. Para o próximo

caso, considera-se δ = 1 para o qual torna-se viśıvel as vantagens em utilizar

estabilização exponencial.

• Ganhos do controlador para δ = 1:

K1 = [−100,7283 − 33,5913], K2 = [−105,1327 − 39,5344],

Kd1 = [−1,0000 2,0000], Kd2 = [−1,0000 2,0000]
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Figura 4.5: i) linha cont́ınua: trajetória dos estados do sistema em malha fechada
com controlador projetado para δ = 1 e considerando τ(t) = 2 + 0,5 cos(t) e
condição inicial φ(s) = cos(s); ii) linha tracejada: a curva exponencial 3e−2t.

A Figura 4.5 ilustra a trajetória dos estados do sistema não linear em

malha fechada com o controlador dado anteriormente para o qual a taxa de

convergência exponencial δ = 1. Analisando o comportamento das trajetórias

fica evidente a convergência exponencial do sistema. A Figura também ilustra

que os estados estão limitados, em norma, pela curva exponencial, conforme

foi mostrado em (3.22), (3.23) e (3.24). Agora, comparando ao resultado

obtido ao estudo anterior, para o qual foi considerado δ = 0, é posśıvel

estimar o tempo de convergência do sistema baseado na taxa de convergência

exponencial. Por fim, para o último controlador estudado considera-se δ = 2.

• Ganhos do controlador para δ = 2:

K1 = [−406,0329 − 48,7830], K2 = [−411,2975 − 53,5833],

Kd1 = [−1,0000 2,0000], Kd2 = [−1,0000 2,0000]
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Figura 4.6: i) linha cont́ınua: trajetória dos estados do sistema em malha fechada
com controlador projetado para δ = 2 e considerando τ(t) = 2 + 0,5 cos(t) e
condição inicial φ(s) = cos(s); ii) linha tracejada: a curva exponencial 8e−4t.

A Figura 4.6 ilustra a trajetória dos estados do sistema não linear em

malha fechada com o controlador dado anteriormente para o qual a taxa de

convergência exponencial δ = 2. Analisando o comportamento das trajetórias

dos estados fica evidente que a convergência exponencial é tão mais rápida

quanto maior o valor de δ. Porém, observando os ganhos dos controladores

obtidos, está claro que quanto maior a taxa de convergência exponencial es-

pecificada para o projeto, maior os ganhos do controlador em média, mas

apesar da inviabilidade de implementar controladores para determinados ga-

nhos, o método proposto permite que o projetista obtenha um controlador

com a maior taxa de decaimento exponencial que seja apropriada a sua mar-

gem para ajuste dos ganhos do controlador.



Caṕıtulo 5

Considerações Finais

Embora ninguém possa voltar atrás e fazer

um novo começo, qualquer um pode começar

agora e fazer um novo fim.

Chico Xavier

Este trabalho apresentou métodos, com caráter suficientes baseados em

LMIs, para análise de estabilidade e śıntese de controladores para sistemas

TS com atraso variante no tempo possivelmente não diferenciável e taxa de

convergência exponencial pré-especificada. Os resultados apresentados no

Caṕıtulo 4 mostram que os métodos propostos são eficientes e mais gerais

que outros trabalhos publicados recentemente na literatura, por levar em

consideração o atraso variante no tempo o qual pode ser não diferenciável e

a taxa de convergência exponencial.

Apesar dos métodos propostos serem inicialmente para sistemas com

atraso variante no tempo e taxa de convergência exponencial, ele também

pode ser aplicado para sistemas com atraso nulo ou constante. Outra carac-

teŕıstica importante é que os métodos propostos para śıntese de controladores

podem ser estendidas para śıntese de controladores sem memória ou com me-

mória pura.

Esta dissertação apresentou contribuições relevantes no estudo de esta-

bilidade e śıntese de controladores para sistemas Takagi-Sugeno com atraso
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variante no tempo. Dentre as principais contribuições estão:

• um método de análise de estabilidade para sistemas TS com atraso no

tempo variável podendo ser não diferenciável e convergência exponen-

cial pré-especificada;

• um método para śıntese de controladores nebulosos para sistemas TS

com retardo no tempo variável e convergência exponencial pré-especificada

que não depende da informação do valor do retardo em tempo real, mas

leva em conta o valor nominal do atraso.

Como extensão para trabalhos futuros sugere-se os seguintes tópicos:

• validação em experimentos f́ısicos a fim de avaliar o desempenho dos

métodos em sistemas reais;

• nova representação para sistemas TS com incertezas e perturbações

externas, uma vez que muitos sistemas f́ısicos possuem essas caracte-

ŕısticas.

Por fim, é importante ressaltar que parte dos resultados apresentados

nesta dissertação foram publicados em Alves et al. (2014), na edição 2014 do

tradicional Congresso Brasileiro de Automática.



Apêndice A

Algumas Propriedades

Matemáticas

Neste apêndice é apresentada uma breve descrição das principais ferra-

mentas matemáticas utilizadas no decorrer do trabalho, incluindo Lemas e

Definições.

A.1 Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs)

Uma LMI é uma desigualdade matricial do tipo F (g) > 0, no qual F (g)

é simétrica e afim nas variáveis de busca que são representadas pelo vetor g.

Assim, uma LMI pode ser genericamente apresentada na forma

F (g) = F0 +
m
∑

i=1

giFi > 0 (A.1)

sendo Fi = F T
i ∈ R

n×n matrizes dadas e gi variáveis escalares a serem de-

terminadas de forma a satisfazer a desigualdade (se posśıvel). Quando existe

uma solução g = [g1 · · · gm]
T para F (g) > 0, dizemos que a LMI é fact́ıvel

(Trofino; 2000).

É importante enfatizar que uma LMI pode ser representada de várias

formas e dificilmente aparece em um problema na forma genérica afim (A.1),

por exemplo: dada uma matriz A e uma matriz Q > 0, a função matricial

F (P ) = ATP +PA+Q, que aparece em diversos problemas de estabilidade,
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é afim na variável P e, portanto, a desigualdade F (P ) < 0 é uma LMI que

pode ser facilmente reescrita na forma (A.1) onde g é o vetor contendo os

elementos da matriz P a ser determinada (Trofino; 2000).

Para a resolução de problemas na forma de LMIs, existem vários pacotes

de otimização dispońıveis na literatura. Entre eles estão o LMI Control To-

olbox (Gahinet; 1995) e o SeDuMi (Sturm; 1998), ambos desenvolvidos para

uso no MATLAB.

A.2 O Complemento de Schur

Em geral, algumas propriedades são usadas para a formulação de LMIs

a partir de inequações não lineares. Dentre tais propriedades está o comple-

mento de Schur, apresentado no lema a seguir.

Lema A.1 (Albert; 1969) Seja a matriz de blocos

Φ =

[

Φ1 Φ2

ΦT
2 Φ3

]

(A.2)

onde Φ1 e Φ3 são matrizes simétricas. Então

• para Φ1 > 0, Φ > 0 se, e somente se, Φ3 − ΦT
2Φ

−1
1 Φ2 > 0;

• para Φ3 > 0, Φ > 0 se, e somente se, Φ1 − Φ2Φ
−1
3 ΦT

2 > 0.

�

Essa propriedade pode ser utilizada, por exemplo, para transformar a

desigualdade

ATX +XA+XBX + C < 0 (A.3)

com B > 0 eX = XT , que aparece frequentemente em problemas de controle,

em uma LMI, bastando fazer Φ1 = ATX+XA+C, Φ2 = X e Φ3 = B. Com
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isso, obtém-se

[

ATX +XA+ C X

X −B−1

]

< 0.

Se B ≥ 0, podemos escrever B = QQT . Dessa forma, usando a mesma

ideia aplicada anteriormente, obtém-se a relação

[

ATX +XA+ C XQ

QTX −I

]

< 0.

que é também equivalente a (A.3).

Por fim, caso B não seja definida nem semidefinida positiva, a desigual-

dade (A.3) não será convexa e portanto, não pode ser expressa em termos de

LMIs.

A.3 Desigualdade de Jensen

Desigualdades em integrais quadráticas são uma ferramenta importante

no tratamento de problemas de sistemas sujeitos a atrasos no tempo for-

mulados por meio de LMIs dada a necessidade da utilização de limitantes

superiores para que o problema em questão possa ser formulado como um

problema convexo. Uma dessas desigualdades, também conhecida como De-

sigualdade de Jensen, utilizada nesta dissertação é apresentada no lema a

seguir:

Lema A.2 (Gu; 2000) Para qualquer matriz M = MT > 0 constante e um

escalar τ > a seguinte desigualdade é verdadeira:

∫ t

t−τ

xT (ξ)Mx(ξ)dξ ≥

∫ t

t−τ

xT (ξ)dξ
1

τ
M

∫ t

t−τ

x(ξ)dξ.

�



Bibliografia

Albert, A. (1969). Conditions for positive and nonnegative definiteness in

terms of pseudoinverses, SIAM Journal on Applied Mathematics, Vol. 17,

pp. 434–440.

Alves, R., Souza, F. O. and Mozelli, L. A. (2014). Sintese de controladores

Takagi-Sugeno com taxa de convergência pré-especificada para sistemas
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