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“I don’t know anything, but I do know that everything is interesting if you go into it deep

enough” - Richard Feynman






Resumo

No contexto de um antigo e recorrente problema em Fisica Estatistica de
Nao-Equilibrio, a saber, o estudo microscépico do fluxo de calor, investigamos os
efeitos na condugao térmica devido ao acréscimo de estruturas ndao-homogéneas
ou interacoes de longo alcance em alguns modelos usuais dados por cadeias de
osciladores. Mostramos que a presenca de tais ingredientes podem alterar considera-
velmente o comportamento do fluxo de calor com o tamanho do sistema, revelando
novas caracteristicas ndo-usuais: por exemplo, a taxa de decaimento do fluxo de
calor em funcéo do comprimento do sistema aumenta a partir da adicdo de uma
distribuigao crescente de massas em uma cadeia com interagoes locais; e, em virtude
de interagoes de longo alcance, podemos observar ambos decaimento e crescimento
da condutividade térmica em um mesmo sistema variando o comprimento do mesmo.
Uma vez que a descricdo empregada é baseada em modelos microscépicos genéricos,
esperamos que os resultados obtidos possuam alguma validade em materias reais
e, portanto, com aplicacbes praticas na construcao de dispositivos utilizados no
controle e manipulagdo do fluxo de calor.






Abstract

Considering an old and recurrent problem of Nonequilibrium Statistical
Physics, namely, the microscopic study of the heat flow, we investigate the effects on
the heat conduction due the addition of graded structures or long range interactions
in some usual models given by chains of oscillators. We show that the presence
of these ingredients may considerably change the behavior of the heat flow with
the system size, leading to new and unusual features: for example, the decay rate
of the heat flow with the system length is increased in the presence of growing
graded masses in a chain with local interactions; and with long range interparticle
interactions, we can observe the decay and growth of thermal conductivity in the
same system with changes in the length. Since our description is based on generic
microscopic models, we expect to have results with some validity in real materials,
and so, with practical application in the building of devices used to control and
manipulate the heat flow.
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Introducao

A Mecanica Estatistica de Nao-Equilibrio possui como objetivo mais ambicioso a
derivacao das leis que regem o comportamento macroscopico de sistemas fora de equilibrio
termodinamico a partir do conhecimento das interagdes microscopicas de seus constituintes,
entre eles mesmos e com o meio que os envolve. Colapso gravitacional, meta-estabilidade,
histerese magnética, reagoes quimicas, transporte e varios processos biologicos, sao alguns
poucos exemplos de fendémenos de nao-equilibrio, cuja vasta existéncia permeia toda a

Fisica.

Entretanto, o esforco para a construcao desse ideal é sustentado por alicerces
menos seguros do que aqueles sobre os quais estd fundamentada a Mecanica Estatistica de
Equilibrio. Na teoria de equilibrio, desde que o sistema seja mizing ou ergddico [1], seus
estados (de equilibrio) obedecem a distribui¢ao de Boltzmann (em Matemaética, também
denominada medida de Gibbs), sendo este todo o conhecimento necessério para obter as
propriedades macroscépicas do sistema; a evolugao temporal é eliminada. Em fendmenos
de nao-equilibrio, em geral ainda nao ha uma resposta tnica e sempre valida para a
pergunta: qual medida de probabilidade descreve os estados (de ndo-equilibrio) do sistema?
A auséncia de um resultado geral, como no caso de equilibrio, surge principalmente devido
a nossa persisténcia em saber nao apenas valores assintoticos de quantidades fisicas,
mas também a forma com que nos aproximamos destes valores; em outras palavras, nao
podemos esquecer da dinamica do sistema, como na Mecanica Estatistica de Equilibrio
[2]. Apesar de ainda ndo existir uma teoria unificada para a Mecanica Estatistica de
Nao-Equilibrio, ha uma descricao satisfatoria de processos proximos do equilibrio em
termos das chamadas Relacoes de Reciprocidade de Onsager e da Férmula de Green-Kubo,
além de diversos resultados importantes para sistemas longe do equilibrio, em particular na
caracterizagao de estados estacionarios de nao-equilibrio [3]. Dois resultados, em especial,
inspiraram muitos trabalhos durante as duas ultimas décadas: a identidade de Jarzynski
[4] e o teorema de Gallavotti-Cohen [5, 6].

Uma idéia natural na esperanca de elucidar a situacao, dada a sua grande dificuldade,
é a de se estudar dinamicas simples onde é possivel entender todos os detalhes. Com isso
em mente, consideremos um fenémeno de nao-equilibrio em particular, no qual se baseia
toda essa dissertacao, que consiste no transporte de energia, isto é, conducao de calor. O
estudo da condutividade térmica de uma cadeia homogénea de osciladores harmoénicos
acoplados, um dos modelos mais simples para sélidos (Hamiltoniano quadrético, dindmica
linear) leva a resultados patoldgicos, como demonstrado por Rieder, Lebowitz e Lieb em
[7]: a condutividade térmica é assintoticamente proporcional ao tamanho da cadeia, e nao

finita, como esperado fisicamente. De fato, a lei de Fourier, um resultado fenomenolégico
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proposto a mais de dois séculos, postula que o fluxo de calor em sélidos (e mesmo em

alguns liquidos) é proporcional ao negativo do gradiente de temperatura local,
F =—kVT, (1)

sendo a constante de proporcionalidade, x, denominada condutividade térmica [8]. Para
uma cadeia homogénea com N osciladores harmonicos submetida a uma pequena diferenca

de temperatura, 07, isso significa que

F = _RéiT. (2)
N -1

Uma teoria completa de nao-equilibrio deveria fornecer, a partir de algum calculo, um
resultado como (1), no entanto, a lei de Fourier é um notével exemplo onde sequer condigoes
necessarias e suficientes sao conhecidas para sua validade [9]. O resultado de [7] indica que,
embora o modelo harmoénico permita calculos analiticos, dindmicas mais complicadas sao
necessarias para capturar a Fisica do problema, como a presente em sistemas anarmonicos.
Ainda assim, a lei de Fourier pode nao ser verdadeira mesmo em modelos complexos com
dindmica nao-linear, como verificado por investigacoes subsequentes ao trabalho de Fermi,
Pasta e Ulam [10], mostrando que a maioria dos sistemas unidimensionais com interagoes
invariantes por translacdo, ou seja, em que ha conservacao de momento, nao obedecem a lei
de Fourier. Nestes casos, simulagoes numéricas indicam um comportamento superdifusivo:
o fluxo de calor decai como 1/N'~% « > 0, o que implica em uma condutividade térmica

divergente como N¢.

A combinacao de uma dindmica estocédstica com a dindmica Hamiltoniana fornece
uma maneira de simular as interagoes anarmoénicas necessarias para a validade da lei
de Fourier. Em [11], os autores consideram um modelo introduzido por Bolsterli, Rich e
Visscher (BRV) [12, 13], usualmente referido como “modelo harmonico autoconsistente”,
que constitui em uma cadeia de N osciladores harmdnicos com potenciais locais (on-site
potentials), também harmoénicos e, acoplado a cada oscilador, hd um reservatério térmico
responsavel por gerar a parte estocastica da evolugao temporal. Neste contexto, é obtida
uma prova rigorosa de que, no limite N — oo, o estado estacionario ¢ um estado de
equilibrio local, sendo que a corrente de calor correspondente satisfaz a lei de Fourier com
uma condutividade térmica finita e positiva. Uma variacdo do modelo BRV consiste em
considerar potenciais on-site anarménicos, um problema abordado em [14, 15], onde uma
analise perturbativa rigorosa em primeira ordem para potenciais de interagao fracos é

utilizada para demonstrar a validade da lei de Fourier neste modelo.

Na busca de estabelecer condi¢oes precisas para a validade da lei de Fourier a
partir do estudo de modelos simplificados, varias propriedades da conducao de calor
foram descobertas, algumas com potencial para interessantes aplicagoes experimentais.

Isso gerou uma certa ramificacao nos temas de pesquisa e bastante enriquecimento no



estudo do transporte de energia, motivando o entendimento nao apenas de questoes
bésicas e fundamentais, como as condigoes precisas para validade da lei de Fourier, mas
também o estudo de novos fendmenos. Por exemplo, ao se inverter os banhos térmicos em
determinados sistemas, ocorre uma variacdo na magnitude do fluxo de calor, fendmeno este
denominado retificagdo térmica. Sistemas que apresentam retificacao térmica constituem
no principal ingrediente para a construcao de dispositivos que permitam o controle do fluxo
de calor, como diodos térmicos [16]. Em vista do desenvolvimento da nanotecnologia, é
possivel manipular materiais a nivel molecular a fim de que o mesmo exiba as propriedades
desejadas em tais dispositivos [17, 18]. Um exemplo de sistemas construidos dessa forma
(embora nao seja um dispositivo térmico) sdo nanodiscos de Permalloy [19], amplamente
estudados e caracteristicos por apresentarem interacoes de longo alcance, ou seja, com
decaimento polinomial. Outro tipo de sistemas que também podem ser fabricados desse
modo, além de serem abundantes na natureza, sao materiais graded, isto é, sistemas
nao-homogéneos cuja composicao ou estrutura muda gradualmente no espago. Materiais
graded atraem o interesse de varias areas, motivando diversos trabalhos com intuito de
estudar suas propriedades elétricas, épticas, térmicas e mecanicas [20], sendo também

fortes candidatos na construcao de diodos térmicos [21, 22].

Essa breve descricao acerca de aplicagoes que surgem a partir da consideracao
do comportamento do fluxo de calor em diferentes sistemas, além da possibilidade de
manipular e fabricar materiais com diferentes propriedades, nos mostra que o estudo do
papel desempenhado por interagoes de longo alcance, bem como de sistemas graded nao
¢ um mero exercicio de carater académico. Interacoes de longo alcance sao responsaveis
por varios fenomenos de interesse e efeitos nao-usuais na fisica micro e macroscépica,
transporte eletronico, transi¢oes de fase, entre outros [23]. No contexto do transporte de
energia, em [24] é mostrado que, ao incluir interagoes de longo alcance em modelos com

estruturas graded, pode-se ampliar o poder de retificacdo em milhares de vezes.

Neste trabalho, munidos dos modelos usuais dados por cadeias de osciladores
harmoénicos e anarmoénicos, buscamos compreender aspectos gerais e obter novas proprie-
dades acerca do transporte de calor ao introduzir caracteristicas nao-usuais no sistema,
como interacoes de longo alcance e assimetrias, representadas por estruturas graded. Uma
vez que a descricao utilizada é baseada em modelos microscopicos bastante genéricos e
recorrentes no estudo de conducao de calor em soélidos, acreditamos que essa analise tenha
potencial validade em materiais reais. Além de fornecer pistas no quesito de manipulacao
da conducao de calor e construcao de materiais com diferentes condutividades térmicas,

este estudo também proporciona novos resultados sobre o assunto de natureza teérica.

A dissertacao estd organizada como segue. No Capitulo 1, descrevemos os dois
modelos que foram utilizados durante a dissertacao e derivamos uma expressao para o

fluxo de calor em cada um dos mesmos. Os efeitos no fluxo de calor devido a interacoes de
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longo alcance foram analisados no Capitulo 2. Incluimos, no Capitulo 3, assimetrias em
sistemas com interagoes locais, onde calculamos, explicitamente, a condutividade térmica
para diferentes distribui¢oes de massa graded. As consequéncias no transporte de energia
geradas a partir das caracteristicas propostas nos Capitulos 2 e 3 foram estudadas, nos
respectivos capitulos, dentro do contexto de ambos modelos apresentados no Capitulo 1.
Por fim, resumimos os resultados obtidos e indicamos nossas consideragoes e perspectivas

na Conclusao.
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1 Modelos microscépicos

A descricao de propriedades térmicas de solidos através de redes de osciladores é
uma aproximacao bastante natural e nos remete aos trabalhos de Dulong e Petit, Einstein
e Debye, acerca do calor especifico de solidos. O modelo de Debye, em especial, captura
varios aspectos essenciais do transporte de energia em um cristal, sendo este originado
devido ao movimento térmico dos atomos na rede cristalina, que é considerado como um
conjunto de modos de vibragao de pequena amplitude. A quantizacao destes modos de
vibragao leva ao conceito de fonons, cujo movimento é responsavel pela propagacao do calor
na cadeia, grosso modo. O caso em que nao ha interagdes entre fonons tem analogo classico
a aproximacao harmonica, enquanto a presenca de interagoes corresponde a vibragoes

anarmonicas.

Desde entao, abordagens com essa mesma esséncia tém sido majoritariamente
utilizadas na caracterizagao de varias propriedades de sélidos, particularmente no estudo
da conducao de calor. Dois diferentes modelos serao descritos neste capitulo, os quais
empregaremos a fim de entender o comportamento do fluxo de calor em cadeias de
osciladores com interacoes de longo alcance ou possuindo assimetrias. Ambos sdo sistemas
classicos, unidimensionais, definidos através de um Hamiltoniano deterministico e que
obedecem a uma dinamica estocastica. O objetivo inicial é obter uma expressao geral para
o fluxo de calor que atravessa a cadeia apds tempos longos, ou seja, quando o sistema

atinge um estado estacionario de nao-equilibrio.

O primeiro modelo consiste de uma cadeia de osciladores com interagoes puramente
harmonicas, diferentes massas e reservatorios térmicos a diferentes temperaturas conectados
nas extremidades. O fluxo de calor é obtido via uma abordagem desenvolvida por Casher e
Lebowitz em [25], onde os autores demonstraram a nao-validade da lei de Fourier para um
cristal perfeitamente harménico e contendo distribuigoes de massa periddicas. Seguimos
integralmente os passos de Casher e Lebowitz, reproduzindo-os e incluindo mais detalhes
na andlise, varios deles também expostos em [26]. Embora o estudo da lei de Fourier em
[25] tenha sido direcionado para cadeias periddicas, a féormula geral para o fluxo de calor

obtida nao se restringe a este caso, e a empregaremos para estudar sistemas nao-periddicos.

No segundo caso sao consideradas cadeias de osciladores com diferentes massas,
interagoes harmonicas, porém sujeitas a um potencial local nao necessariamente harmonico,
e possuindo reservatoérios térmicos acoplados em todos os sitios. Os banhos térmicos em
contato com as extremidades sao reais, mantidos a temperaturas distintas, enquanto os
reservatorios ligados aos sitios internos sao de natureza estocéstica, representando o efeito

de interagoes anarmonicas ausentes no Hamiltoniano que define o sistema. O fluxo de
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calor é avaliado a partir de um método perturbativo rigoroso baseado em um formalismo
integral desenvolvido pelo grupo de pesquisa, apresentado pela primeira vez em [14], com
subsequentes aplicagoes na investigacao de mecanismos de conducao de calor em diversos
sistemas, como por exemplo cristais anarmonicos [15, 27, 28] e cadeias de osciladores com

massas alternadas [29, 30].

1.1 Fluxo de calor

Como mencionado, antes de focarmos especificamente nos modelos que serao
estudados, daremos como primeiro passo a derivacao de uma expressao geral para o fluxo
de calor em uma rede unidimensional arbitraria. Para tal, definimos uma cadeia com N
osciladores ocupando sitios indexados por j € {1,..., N}, com massa m;, momento p; e
deslocamento g; em relagao a respectiva posicao de equilibrio representada pelo sitio j. As
particulas interagem via um potencial central V' e, além disso, cada oscilador esta sujeito

a um potencial externo on-site, U. O Hamiltoniano que rege este sistema ¢é

Z[ +qu]+ ZV >:i7{j, (1.1)
jel j=1
J#L

em que definimos
2

7-[]2

+U(g) + 5 ZV ) (1.2)
Z#J

como a energia de um tnico oscilador.

Postulamos uma evolugao temporal governada pelas seguintes equagoes diferenciais

estocasticas,
OH D,
dg; = ——dt="Ldt 1.3
q] ap] mj ) ( )
67{
dpj = =5 A= Gyt 4 12aB;, (1.4)
J

onde {B;} ey sao processos de Wiener independentes (frequentemente referidos também
como movimento Browniano). Em linhas gerais, isto quer dizer que podemos fazer a
associacao dB; = n;dt, sendo n; ruidos brancos gaussianos independentes, isto ¢, um

conjunto de variaveis aleatorias satisfazendo

(i) (n;(t)) =0,
(i) (O)ne(t)) = 0500 (t = ¥),

onde a média (-) é efetuada sobre varias realizacoes do ruido. O termo —(;p; + 7]1 / 277]

com {n;},en apresentando as propriedades (i) e (ii) é usualmente denominado forca de

Langevin, enquanto a equacao (1.4) é conhecida como dindmica de Langevin.
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Além disso, ligado a cada sitio 7 hd um banho térmico com temperatura 7} e
respectivo acoplamento (;. A intensidade do ruido em cada sitio estd relacionada com
o coeficiente de dissipacdo e com a temperatura através da famosa relacdo de Einstein',

v; = 2m;(T}, que é um caso particular do teorema de flutuacao-dissipacao.

Uma vez estabelecidas as hipdteses matematicas sobre o sistema dinamico de
interesse, podemos agora esbocar o quadro fisico que surge desta abordagem. A inclusao
de reservatorios térmicos ligados a cada sitio da origem a troca de calor entre estes e os
osciladores na cadeia. A forca de Langevin, que foi acrescentada a dinamica Hamiltoniana
usual na equacao (1.4), é responsavel por essa transferéncia de energia: a contribuicao

/2 o L. ) L. .
n;, causada por colisoes aleatérias entre moléculas do reservatoério e os oscila-

difusiva, 7;
dores na rede, injeta energia na cadeia, enquanto a parcela dissipativa, —(;p;, representa
a “devolugdo” de energia do sistema para os reservatorios. O balango entre os dois termos
de tendéncias opostas corresponde a situagao de equilibrio, de onde obtém-se a relacao de
Einstein como condicao para que o mesmo seja atingido quando as temperaturas de todos

os reservatorios sao iguais.

Gostariamos agora de definir o fluxo de calor que atravessa um sitio j da cadeia.
Ao deduzir uma expressao para a conservacao de energia local, identificaremos o fluxo no j-
ésimo sitio como a variacdo temporal média de energia no mesmo, ou seja, (d#,;/dt). Como
consequéncia da dindmica estocéstica, H; sdo processos estocésticos (mais precisamente, sao
processos de Itd com respeito ao movimento Browniano B;), o que introduz a necessidade
das ferramentas presentes na andlise de equagoes diferenciais estocésticas (ver [31] para
uma apresentagao introdutéria com aplicagoes sobre o assunto) . Para avaliar a mudanga
de energia por sitio, utilizamos a féormula de 1t6, que fornece um anélogo a regra da cadeia

para o céalculo estocastico,

OH.; OH.; OH.;
dH, = —Ldt 1d 1d
Hi ot > (an U+ Opi, pk) i

k

1 627'[]' 827‘[ 827'[
S (LY 4gdgn + ——2 dpedp, + —— dgedpn, |, (1.
> <3qk3qm W D pm PP T Sgp P ) =

k,m
composta com as seguintes regras

dt* = dtdB; =0,  dB;dBy = §;dt. (1.6)

Recorremos a (1.2-1.4) para efetuar os cdlculos necessarios, que sao todos imediatos,

de modo que exibiremos apenas os resultados:

a;:j =0 (o Hamiltoniano independe do tempo),
87—[ / 1 !

— = U (q])Cs]k + - Z Vv (q] - QI)((Sjk - 5lk>7

G, 2 I#£j

T Colocamos a constante de Boltzmann kp = 1, de modo que [temperatura] = [energia].
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Pis dgrdg,, = O(dt?) = 0,
o s qrdg (dt®)

Pj 1 P Y2
Jd = 2LU/(g)dt+ = V'(q; = de
Z 0 m; (95) 2Z — ) m; My ’

j O£ j
8’Hj P Dj
—dpy = = U (g)dt = 5= [V — q) = V(@ — g5)] dt +
> 5 2Ly Zm”;[ (4 )
2~ 1/2
_ PSg P g,
m; m;
O*H,; o7
dprdp,, = —-dt.
g;am F m;
Substituindo as expressoes acima em (1.5) resulta em
de = *ZV’ qg—q] ZV’ —qk dt+
2 m] 2
1 (v piv
j 2 575
—= —pi¢; | dt dt. 1.7
A G L (1.7)
Supondo um potencial par, segue que V'(q; — ¢;) = —=V"'(q; — q¢). Com isso e a relacdo de
Einstein,
- P’ pi
:—*ZV’ (m—i-%)dt—l-cj'(j—])dt—l- ) g ﬁ]dt (18)
2% me My m; m;
Usando que (n;) = 0, obtemos a expressao pretendida para a corrente de energia através
do sitio 7,
dH;
() = (R~ (5o = 7o (19)
onde definimos
Pe Dj
Foj = ZV’CJe—q)< +>, (1.10)
—j 2 & I\ me " my
P = XV - (24 2, (111)
€>] my mj
2
p N
Ry = ¢ ( i m]) : (1.12)

Interpretamos R; como o fluxo de calor entre o j-ésimo reservatério e o j-ésimo sitio da
cadeia, e F; como o fluxo de calor do sitio j para os sitios subsequentes £ > j (j —) ou

antecedentes ¢ < j (— j).

Adicionalmente, notamos que, para o modelo em que s6 ha reservatorios nas
extremidades, (; =0V j # 1, N, o que resulta em (R;) = 0 para todos os sitios internos a

cadeia. Com isso, observamos a seguinte relacao no estado estacionario,

(Fjm) = (Foj), (1.13)
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isto é, ndo ha retencao de energia em qualquer sitio, o calor apenas atravessa a cadeia. Para o
modelo com reservatorios autoconsistentes, devemos impor a condi¢ao de autoconsisténcia,
(R;) = 0, afim de que (1.13) ainda seja vélida. Neste caso, as temperaturas dos reservatérios

estocasticos devem ser escolhidas como

T, = ~3%, (1.14)

1.2 Solucdo da dinamica no caso harmonico

Consideremos uma cadeia composta de N osciladores unicamente harmonica, isto
é, com potenciais quadréticos em (1.1). Sejam ¢,p € RY. De maneira geral, podemos

escrever o Hamiltoniano como

S p? M; , 1 &
H(q,p) = —— + —=q; = J0qy. 1.15
@0 =% (s + ) + 5 X (115
j= =
J#l
Definindo a matriz de massas 9t = diag(my, ..., my), e a matriz de interagdo 7, tal que

Jje = Jjse j#Le Jj; =M, (1.15) pode ser reescrita como

1 1
H(g,p) = 5p™M 'p+ 3774 (1.16)

onde, por hipotese, J é positiva.

q

) € R?M . de modo que
p

E conveniente introduzir o vetor no espaco de fase ¢ = (

a dindmica, dada pelas equagoes (1.3-1.4), fica escrita como

¢ =—Ap+on, (1.17)

0 —-m! 0 O
A= (j ¢ ) , o= (O 71/2) (1.18)

sdo matrizes 2N x 2N, (o = (0o, ¥ = 2¢CMT e T = T;0;0. A solucao de (1.17) se da

através da formula de It6, notando que

em que

d(eM¢) = eMdg + M Agdt = e*odB, (1.19)
cuja integracao fornece o processo de Ornstein-Uhlenbeck,
t
o(t) = ey +/ e Ao (s)ds, (1.20)
0

onde ¢y = ¢(0) é a condicao inicial. Este é um processo gaussiano, isto é, o mesmo fica

completamente determinado conhecendo-se seus dois primeiros momentos. Tomando a
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média de (1.20) e usando que ([ fdB) = 0 (resultado de um teorema do célculo estocdstico,

valido para uma ampla classe de fungdes f [31]), obtemos

(6(t)) = e~ (o) (1.21)
ou, analogamente, o seguinte problema de valor inicial,

)
S = — A, (122

(6(0)) = (o).

Para o célculo da covariancia, (¢(t)¢(t')T), temos que

t/
PT(t') = phe A +/ nT(s)oTe A=) qy’ (1.23)
0
e, com algumas manipulacoes,
, t t .,
p(t)oT(t) = e Agypie A" +// A=) g ()T (s ) oTe A= dsd s’ +
0o Jo
t/ t
+ e_Atqbo/ UT(s)aTe_AT(t,_S,)ds'—i—/ e Ao (s)ds ple AT (1.24)
0

0

Definindo C(t,t') = (¢(t)¢T(¥')), usamos novamente a propriedade ([ fdB) = 0 e escre-
vemos a covaridncia dos ruidos na forma matricial, (n(s)n7(s")) = Layd(s — s'), de modo

que, assumindo que ¢t > t’,
! t t, / /
C(t,t) = e Mpopg)e A" +/ / e~ A=) g2 AT =555 — ')dsds’
o Jo
/ % Nt o
= e AChe A + (/ +/ >/ e~ A=) g2~ AT =5 5(5 — §')dsds’
0 v ) Jo
t/
= e ACue A +/ e~ AU g2 AT =) g/ (1.25)
0
Escrevendo t — s’ =t —t' +t' — &', segue que
t/
C(t,t") = e MCoe AT + e~ ALY) / e Ao?e AT ds. (1.26)
0

Com um célculo anélogo para o caso t < t/, resumimos os resultados na seguinte forma,

—AEC t>t
ety =1 ° (', 6), set= (1.27)
C(t,t) e~ A= set <t
onde .
C(t,t) :e_AtCOG_ATt+/ e o2 AT s, (1.28)
0

Uma vez que o interesse principal é no estado estacionario de nao-equilibrio (as-

sumindo que o mesmo exista), que é atingido no limite ¢ — oo, devemos estudar o
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comportamento assintético do sistema (1.22) e, para tal, a estabilidade da matriz A. Sendo

assim, primeiro avaliamos os autovalores de A,
0 —am! -t
N=al?] = I (1.29)
J ¢ p p Jq+Cp ap,

{ p = —adq (1.30)
Jq+C(p = ap. (1.31)

ou

Substitutindo (1.30) em (1.31) e fazendo algumas manipulagoes algébricas, chegamos na

seguinte equagao para os autovalores
Tq— aq"¢Mq + a*q™Mg = 0. (1.32)

As condi¢des para que a equacao quadratica, ax? + bx + ¢ = 0, possua raizes positivas
(caso sejam reais) sao a > 0, b <0, ¢c>00oua <0,b>0, ¢ <0. Logo, dado que (M e J
sdo matrizes positivas, vemos que « € R = «a > 0. Se a € C com Im(«) # 0, entao da
solugao de (1.32),

_ (Mg £ V(a7¢Mg)? — 4(q™Mq)(¢7T q)

1.
¢ 24790 ! (1.33)
resulta que
_q"¢MNg
Re(a) = 20 Mg > 0. (1.34)

Os autovalores possuirem parte real positiva é condi¢ido necessaria e suficiente para que o

sistema (1.22) seja assintoticamente estével.

A partir das consideragoes feitas até agora, concluimos de (1.21) e (1.28) que

Jim (6(0)) = 0 (135
¢ o
lim C(t,t) = Co = / e Mole A ds. (1.36)
t—00 0

1.3 Cadeia harménica com reservatérios acoplados nas extremida-

des

No caso particular em que a dindmica é linear, prova-se em [32] a existéncia e
unicidade do estado estacionario, para o qual o sistema ird convergir no limite ¢ — oo,

com a covariancia sendo solucao da seguinte equacao matricial

ACs + Coo AT = 07, (1.37)
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sendo que, por hipétese, A deve ter autovalores com a parte real positiva. Podemos

facilmente verificar essa relacao,

t

ACoo + Coo AT = lim (.Ae_ASUQe_ATS + e_Asa2eAT5AT) ds
t—00 0
- . > d —As 2 —ATs _ 2
= Jim @ (—e e )ds =0, (1.38)

Tal estado estacionario é caracterizado por (d#;(oo)/dt) = 0, de modo que, de acordo

com (1.9), obtemos

0= (R)) ~ (Firs = Fosd = GTy = (o0} — (Fyo = Fog)  (139)
(o = Fos) = GT, = 2 p(o0hp(c0)') (1.40)

que representa o fluxo de calor atravessando o sitio j para tempos longos.

A fim de avaliar (1.40) é suficiente conhecer Co,, uma vez que
{g(00)q(o0)T)  (g(o0)p(c0)T) (1.41)
{p(00)q(00)T)  (p(c0)p(c0)T)

Para tal, daremos sequéncia a analise da se¢ao anterior', onde, com intuito de calcular

Coo = (p(00)p(00)T) = (

(1.36), se faz necessario conhecer e**. Com esse objetivo, escrevemos
D(t) F(t
e A = ( (t) £ )) : (1.42)

e, usando que

4 \20) = e {00) = =A™ (o), (1.43)
obtemos
by PO, (0 - (D@ PO
(E(t) G(t)) <¢0>—_<j ¢ )(E(t) G(t)) (%0) (1.44)

para todo (¢o), resultando em

D(t) F(t) _ M-LE(t) M-1G(t) (1.45)
: ) . .

E@) G(t) D(t) — CE({t) —JTF(t) —¢G(t)
MD(t) = E(t), (1.46)
E(t) = -JD(t) — CE(t) (1.47)
ME(t) = G(t) (1.48)
G(t) = —=TF(t) — ¢G(t) (1.49)

t Enfatizamos que as idéias apresentadas nesta secio foram introduzidas por Casher e Lebowitz e,
adicionalmente, varios detalhes na sequéncia foram desenvolvidos em [26]. Apresentaremos uma versio
resumida de forma que o presente texto fique auto-contido.
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com as condigoes iniciais D(0) = G(0) = 1, £(0) = F(0) = 0.

A partir de (1.46) e (1.48), reescrevemos

e A = ( D.(t) F@ ) , (1.50)
MD(t) ME(t)

cujos elementos satisfazem as seguintes equacoes diferenciais

MD(t) + CMD(t) + TD(t) =0 (1.51)
D(0) =1,D(0) =0
{ ME(t) + CME(t) + TF(t) =0 (1.52)
F(0)=0,F(0) =M.
Com isso, podemos calcular o integrando de (1.36)
a2 —an [ D) F@) ) (0 0) (DT(t) DT(t)M
7 T by mEw) \o ) \Fre) Erom
([ Dty F() 0 0
 \mMD@) ME@)) \WFT() yFT(¢)Mm
_ [ FnFET(t)  F(tyFT(t)m (153)
IME()YFT(t) IME()yEFT ()M '

e, consequentemente,

Coo = / N ( POYET(E) - F(OyFT @M )dt. (1.54)
o \MEWFT(t) MEW)ET(1)M

A equagao anterior mostra que é suficiente resolver (1.52) para calcular a covaridncia no

estado estacionario, o que serd realizado utilizando a transformada de Fourier,
Flw)=3[F@)] = / e F(t)dt, (1.55)
R
onde assumimos que F(t) = F(t) = F(t) = 0, para t < 0. Entdo,

SITF(t)] = TF(w), (1.56)

FICMF®)] = ¢m /R LR (t)dt

= M [ei“tF(t)‘oooo — iw / ei“tF(t)dtl
= —iw(MEF(w), (1.57)
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FIME()] = Mm /R R (t)dt

= M [ei”tF(t)‘oo —iw/eMF(t)dtl
e o
= —1—WMF(w). (1.58)
Nas passagens acima utilizamos que limy_,oo F/(t) = limy_,o F/(t) = 0, 0 que resulta de
limy o, e~ = 0. Combinando esses resultados com (1.52), obtemos
(J — WM — iwCMF(w) =1 =
Fw) = (J — M —iwM) "t = Z27Yw). (1.59)
A transformada de Fourier inversa de (1.59) é

F(t) = 1/Rei“tZ1(w)dw, t>0. (1.60)

2T

Para t < 0 ¢ possivel mostrar, com o teorema de Cauchy-Goursat (ver [26] para os detalhes),
que

: iws r7—1 .
P}l_rgo CRe Z7 w)dw = 0, (1.61)

onde C'r é um semicirculo de raio R no plano superior de C. Portanto,

/ vt -1 dw—{ F(t) for t>0 (1.62)

0 for ¢ < 0.

Estendendo a integral em (1.54) em toda a reta (uma vez que F(t) = F(t) = 0
para t < 0), obtemos

M (p(co)p(oo)) ! = / )y (1)t

= // e Wzt wdwfy/ e Z 7 (—n)ndndt
27T
1 .
= // w)wynZ (— n)/el(wn)tdtdwdn
2 R
= / / w)wynZ = (=n)d(w — n)dwdn

= Z "w)wyZ ™ (~w)dw, (1.63)
o
onde foi usado que’
F(t)—i Lt g1y dw = L [ etz ()wd (1.64)
@ w=g Re w)wdw, :

t Notemos que todas as matrizes definidas até agora, com excecao de Z, sdo reais, de modo que vale
QT = Q' para toda matriz Q.
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(Z7H W) = (ZNw) ™! = (TT = M +iw(TM) ™ = Z7 (~w) (1.65)
) L[ i
o | e “Tt = 0(w — ). (1.66)

Quando todos reservatérios possuem a mesma temperatura, isto é, os elementos da matriz
de temperaturas sao dados por 7;; = 1; = T Vj, o calculo de (1.63) e de todos os outros
elementos de C,, pode ser realizado diretamente usando técnicas de andlise complexa.
Omitiremos tais passagens, para as quais referimos novamente [26]. O resultado, como

esperado, é a covariancia de equilibrio associada a medida de Gibbs,

JT 0
Cou = . 1.67
’ ( ; m) (1.67)

Substituindo v = 29T e (p(co)p(c0)T) = MT em (1.63), obtemos a seguinte relagao,

que sera importante posteriormente,

9)1/ W)MZ ™ (~w)w?dw = 1. (1.68)

A fim de obter o fluxo de calor no estado estacionéario de nao-equilibrio, precisamos

calcular (p(oo)p(00)T)e V ¢, conforme é visto na equacao (1.40). De acordo com (1.63),

(p(o0)p(00) e = [ / MZ (W) CTMZ ™ (— w)fmuﬂdw]

174

_ zw—l /]R [zmz—l(w)}ej [CTSﬁZ‘l(—w)Dﬁ]ﬂdew, (1.69)

[smz—l( } meekz Zm€5€kz Hw)j = meZ ™ (w)e

k=1 k=1

[cTmZ 7 (~w)m] =

V4

gTan e |27 (=) = GTimy [ 27 (—w)am

je
GTym; 27 (—w) e = GTymymuZ ™ (—w)je.
Além disso, Z™H(—w) = [Z (w)]| = Z7(—w); = Z~Hw)j;, 0 que leva a

(p(00)p(0c0 gg—Zﬂ' TC]m]mé/ |zt g]|2 2dw. (1.70)

7=1

Assim, da equagao (1.40),

N
(Foos — Foo) = Ty — . > r T¢Gmymy / 1Z7H (W) *w?dw. (1.71)

my j=1
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Empregamos (1.68),

1 = [ /zmz w)CMZ 1 (— )uﬂdw]

e

=

= > ! [imZ_l(w)]gj [CE)JTZ_I(—W)LZMde

j=1 R

1ijjmg/|Z 53\2 2dw, (1.72)

I
Mz

J:

m (1.71), resultando em

N
<Fg_>—f_>g> = CngZW_lgjmjmg/]Z g]|2 2dw+

j=1

N
= g 2 Tamamt | 127 @)y et
= ZT(’ ijjmgCg/ |Z gj|2 2dw (173)
O elemento Z*(w),; pode ser escrito como [33]
_ Cyj(w)
71 L= 8T 1.74
(W)g] det Z(LU)’ ( )

em que o escalar Cy; = (—1)“7 det Z(¢|5), com Z({|j) sendo a matriz (N — 1) x (N — 1)
obtida omitindo-se a ¢-ésima linha e a j-ésima coluna, é o cofator de Z. Com isso,

|Cj(w)?

1Z7H (w)g5)? = [det Z(@)]?”

(1.75)

Consideraremos agora a hipotese ja mencionada de que a cadeia esta ligada apenas
aos reservatorios das extremidades, isto é, (;; = 6;;(¢10;1 + (ndin) Ou, uma vez que ¢ é

diagonal, (; = (10;1 + (n0;n. Neste caso, verifica-se que

|C;(w)]? D2d

(Fis —Fq) = Z T T;)(G1651 + Cndin)mymaGy  Tdet ZW)P
4 [Cin(W)]*
= 7 (I _TN)glmlmNCN/R‘detZ(w)Pw dw
= <f_>N — ./TN_>> = F. (1.76)

Desenvolvendo det Z(w) em cofatores é possivel obter uma expressao mais conveniente
para | det Z(w)[?. A dlgebra envolvida é simples, porém extensa, de modo que a evitaremos

(a mesma pode ser acompanhada em [26]) e mencionaremos apenas sua conclusao,
|det Z(w)|* = (Kin — w?Glvmimy Ko n—1)? + (wlvmy K1 y—1 + wGmi Kon)?,  (1.77)

onde Kj;(w) é o determinante da matriz (J — w?9M), de tamanho (¢ —j +1) x ({ —j+ 1)

para uma cadeia que comeca com a particula j e termina com a particula /.
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Assim, temos finalmente uma expressao para o fluxo de calor no estado estacionario

em uma cadeia com N osciladores harmoénicos acoplada apenas nas extremidades,

T, —T
F o= (17rN)ClmlmNCN><

y / WOy (w)]? dw (1.78)
r (Kinv — w2GCvmimyKa y-1)? + W (Cyvmy Ky no1 + Gmy Koy )? .

1.4 Cadeia de Osciladores com Reservatdrios Autoconsistentes

Nesta secao, incluimos a possibilidade de que o potencial on-site em (1.1) contenha

também um termo anarmoénico. O Hamiltoniano para essa situagdo pode ser escrito como

H(g,p) =) (23 + 7]61]- + AP(QJ)) t3 > 4 dier, (1.79)
j=1 \&M; =1
J#e

em que P é o potencial anarmoénico. Citamos como exemplo o modelo A\¢* de forte
anarmonicidade, onde P(q) = Aq*/4, e o modelo de Frenkel-Kontorova para anarmonicidade

suave, com P(q) = A(1 — cosq), ambos com estudo recorrente na literatura.

A técnica utilizada na secao anterior para calcular o fluxo de calor esta restrita a
dindmicas lineares e, portanto, nao pode ser implementada no modelo com anarmonicidade.
Além disso, mesmo para o caso harmoénico, a abordagem desenvolvida por Casher e
Lebowitz nao ¢ conveniente quando (; # 0 para os sitios interiores da cadeia, e por isso

adotaremos outra estratégia neste estudo.

Na analise do modelo autoconsistente sera interessante utilizar o método aproxima-
tivo proposto inicialmente em [14], como dito na introdugao deste capitulo, que possibilita
realizar uma representacao integral para as fungoes de correlagao necesséarias no calculo do
fluxo de calor, como veremos posteriormente. Entretanto, é importante enfatizar alguns
aspectos de grande relevancia para o que segue. Quando A # 0, a expressao para a corrente
de energia entre dois sitios j e ¢ quaisquer da cadeia, Fj,, envolve uma condutividade
térmica que é fungao, entre outras quantidades, das temperaturas nestes sitios [27], ou seja,
ki = Kkje(T;,Ty), o que gera uma surpreendente dificuldade na andlise que gostariamos de
fazer. Apesar disso, os resultados recentes de [28] indicam uma grande similaridade entre
o fluxo de calor de uma cadeia anarmonica com reservatorios autoconsistentes e a cadeia
anarmoénica com reservatérios apenas nas extremidades (pelo menos no regime de alta
anarmonicidade), sendo que para esta ultima, demonstra-se a validade da lei de Fourier

m [34]. Com isso, esperamos expressoes para o fluxo de calor ndo muito distantes ao
compararmos os casos anarmonicos contendo ou nao reservatorios autoconsistentes, ao
menos quando a anarmonicidade é forte. Além disso, estaremos interessados em estudar
como a condutividade térmica varia apenas com o comprimento do sistema, assim, para

um sistema submetido a uma pequena diferenca de temperatura, os resultados para cadeias
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harmoénicas e anarmonicas autoconsistentes serao bastante préoximos. Motivados por estes
argumentos, desenvolveremos o formalismo integral apenas para o caso harmoénico, ou
seja, quando A\ = 0, embora confiamos que os resultados sejam validos para alguns casos

anarmonicos.

Ressaltamos ainda a existéncia de outros modelos, métodos e aproximacoes na
investigacao microscopica do problema de conducao de calor, como descritas por exemplo
em [35], no entanto, cadeias com interagdes de longo alcance ou com presenca de nao-

homogeneidades parecem ser de dificil andlise em tais contextos.

Dito isso, descreveremos agora o método aproximativo em questao. Iniciamos

reescrevendo a matriz A em (1.18) como

(0 -t 0 0)_
A_(M ¢ )+(J 0>_A +J, (1.80)

em que M e J sao matrizes N x N. Note que anteriormente tinhamos J = M + J, sendo
Mo = M;é;p e J = (Jjp). Por conveniéncia, agora estamos separando o termo quadratico
do potencial, a saber M, em A" e redefinindo J em termos apenas de J, a qual iremos
nos referir como matriz de interagao entre particulas. Obviamente, alteramos apenas a

notagao e terminologia, nao interferindo nas caracteristicas do modelo.

O primeiro passo para a construgao do formalismo serd estudar o problema mais
simples, com auséncia de interacgoes entre particulas, ou seja, J = 0. A dinamica para este

caso, que chamaremos de processo completamente isolado, é andloga a (1.17), dada por

¢ =—A% + on. (1.81)

A inclusao da interagao entre sitios vird mais tarde, em um segundo passo’.

Assim como no caso interagente, o processo estocastico isolado também é gaussiano
e, portanto, é suficiente avaliar as funcgoes de correlagao (¢;¢,) para se obter conhecimento

completo do mesmo. Especificando melhor, existe uma medida gaussiana,

Lo P [=30T(C0)"e]dg

_ 7 1.82
[ exp [~Lor(C)10]ds (182

determinada pela covariancia de (1.81), C°(¢, ), tal que
@) = [ o001 = [e.1)] . (183

J& calculamos uma féormula para C°, dada pela equagio (1.27) com a substituigao

A — A°. No entanto, diferentemente do caso anterior, agora somos capazes de avaliar

t Esta também seria a abordagem caso fossemos considerar o potencial anarménico.
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— A0 . A . . .
A" como pode ser visto no Apéndice A. Mais do que isso, mostramos

explicitamente e
também neste Apéndice o célculo dos autovalores de A°, cujas partes reais sao sempre
positivas, garantindo assim a estabilidade de A°. Isso nos permite escolher arbitrariamente
¢o = 0 em (1.28), visto que a condigao inicial é irrelevante na caracterizagao do estado

estacionario. Para j € {1,..., N}, temos

exp (—Aot) o exp <_<2jt> cosh (p;t)

G\ M
(3) -

estacionéario dada a estabilidade de A° e, como j4 mencionado, a covaridncia associada

Pi —M; —¢;/2

12X2+ta11h(ﬁ’jt)<@'/2 mfl)], (1.84)

1/2

com p; = . No limite ¢ — oo ha convergéncia do sistema para o estado

a este estado é solugao da equagdo matricial (1.28), neste caso substituindo A — A
fatos estabelecidos em [32]. Para o processo completamente isolado, obviamente o estado
estaciondrio corresponde ao equilibrio, de modo que a resolugao de (1.28) fornece Ceq, como

m (1.67). Pode-se chegar neste mesmo resultado calculando limy 4, CO(t, ).

No segundo passo, a fim de introduzir a interagao entre particulas, .J, isto é, resolver
a dindmica original

dp = —A%dt — Jpdt + odB, (1.85)

utilizaremos o teorema de Girsanov [31] que, essencialmente, proporciona uma medida
i para o processo modificado como uma “perturbacao” de p® do processo isolado. O
teorema de Girsanov é fundamental na teoria geral de andlise estocéstica, com diversas
aplicacoes importantes, por exemplo em economia, e é a base para o desenvolvimento
deste formalismo integral. Neste caso em particular, o que o teorema diz, basicamente, é
que a mudancga de AY para A em (1.85) nao ird alterar a dinAmica de maneira dramatica.

Ele afirma que, para tq,ty <'t,

e e e ()

em que o “fator de corregao”, Z(t), é dado por

Z(#) = exp l /O CuTdB(s)ds — ; /O t uTudS] (1.87)

ou=—7J0o. (1.88)

Antes de prosseguir, faremos um interlidio a respeito da notacao que sera adotada
de agora em diante. Primeiro, utilizaremos a convencao de soma subentendida quando
houverem indices repetidos. Segundo, os indices a seguir estao definidos nos seguintes
conjuntos: j € {1,2,...,. N}, i e {N+1,N+2,...,2N}, k€ {1,2,...,2N}. Por tltimo,

as médias com subscrito 0 se referem a medida do processo isolado, isto é,

<-~->05/(~-)du0. (1.89)



26 Capitulo 1. Modelos microscdpicos

Continuando, temos que (1.88) fica escrita como

w = 0, (1.90)
%’1/2%‘ = —Jij0;- (1.91)

Efetuaremos agora o calculo de Z(t). Das equagoes da dindmica, observamos inicialmente

que
wTdB = wdB; = 47 (%w) (v%4B;) = (=77 Fiyo;) (Ao + Alerdt) . (1.92)
Definindo
F =~"'$:T:j0;, (1.93)
segue, pela férmula de It6, que
or oF 1 0°F
dFf = —dt + —d = dordey. 1.94
ot ' 56,97 T 2 g0, PRI (1.94)

Além de OF /0t = 0 é facil perceber que d¢ydgp, = 0, resultando em
AF =7, J;j6d0 + ;' 6iTyde; = 77 Tiydides + 7, 6iTiy (- Aandt)  (1.95)

e, portanto,
u'dB = —dF + fyjld)ijijA?kd)kdt - fy;l.ﬂj@Agkd)kdt. (1.96)

Ainda precisamos calcular
T = wiu; = TkbeTiw On = Vi 0 T3 Tijr b (1.97)

Obtemos entao o resultado desejado,

2() = exp | ~Flo0) + Fl610) ~ [ Wiots)as] (1.95)
com W = W; + Wy + W3, sendo
Wi = = 0T A%, (1.99)
Wo = ~7'¢; T8 A on, (1.100)
W; = ;’Yil¢j-7ﬁ-7z’j/¢j'- (1.101)

O fluxo de calor, nosso objetivo final nesta secao, fica determinado a partir das

funcoes de dois pontos,

(pugo) = lim (pu(t)g, (1)) = lim (Pu(t)gu(t)Z(t))o

BT (1.102)

para u,v € {1,..., N}, como pode ser visto nas equagoes (1.10-1.11). Avaliar (1.102) serd

0 NO0SsO proximo passo.
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Até agora todos os calculos foram realizados exatamente. Introduziremos, no que
segue, a aproximacao de interagoes fracas entre as particulas, ou seja, assumiremos situagoes
onde J é pequeno. E importante ressaltar que a validade deste estudo perturbativo é
demonstrada com rigor em [40]. Nossa estratégia serd escrever Z(t) = e~ V@®) ¢, com a

hipétese em questao, considerar a expansao
2(t) =1-V(e)+ O (I7IP). (1.103)

em que ||J| = m%x{Jjg}. Assim, ignorando os termos de ordem O (]| J||?), obtemos
J

(Pu(t)qu(t)) = 70 = 1—(V(¢))

onde ( - ; - ) significa a covaridncia truncada, (A; B) = (AB) — (A)(B).

E possivel mostrar, substituindo (1.84) em C°(t,t') e efetuando a integral (um

exercicio direto, embora um pouco trabalhoso), que
COt,t) = e, + O (7412, (1.105)

onde o segundo termo se anula no limite ¢ — co. Como consequéncia, segue que

o t,):(<q<t>q<t'>> <q<t>p<t'>>) (1.106)
7 (p(®a(t)) (pt)p(t)))

(D) = AZ@—?T lCOSh(ij)-I—;;jSinh(ij)] 50 (1.107)
i (Opelt)) = Ze-?fsmhm)éj (1.108)
Bial)) = — e sinh (7o) (1.109)
WO = Tonge ¥ |eosh (7)) = o sub (o) (1.110)

em que 7 =t — t' e omitimos os termos que se anulam para tempos longos. Utilizaremos

esse resultado para computar cada uma das parcelas de (1.104). Em primeiro lugar,

t—o0

pois Ceq nao correlaciona momento e posigdo. A partir da definicao de V(¢), que é clara

observando (1.98-1.101), temos que o préximo termo envolve

(Pu()qu(); F(o(1))o = 7 " Tij (pu(t)qu(t); pi(£)g;(£)), - (1.112)
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E conhecida, para médias calculadas com respeito a medidas gaussianas, a seguinte relagao

entre a funcao truncada de quatro pontos e as fungoes de dois pontos

(Pu() g (8); Pi(1)g5())o = (Pu(O)pi(1))0(g0(t)g;(t))o + (Pult)g;(1))o(qu()pi(t))o,  (1.113)

o que leva, juntamente com limy_,o (pu ()pi(t))0 = Mo Ty0ui € lime o0 (qu(t)q;(t))o = A];}’évj,
a
lmn (p(£)au (0): F(6(1)))o = =2 (1114)
t=00 2C, M,
Lebrando da escolha que fizemos para a condicao inicial, ¢(0) = 0, segue que
lim (. (). (t); F'(6(0)))o = 0. (1.115)

t—o00

Restam ainda os dois termos contendo W; e Wy, respectivamente (W3 é de O (||J||%).
Delinearemos o calculo do primeiro e daremos o resultado do segundo, em virtude da

algebra envolvida, que embora simples, é extensa. Notemos que

AYdr = Ay ¢ + Ay = mj jn, (1.116)
~—~—~
0
de forma que

(Pu(t)qu(t); Wi)o = <pu(t)qv(t);/0 'Yimj_lpz‘<5)<]ijpj(3)d5>

- ’yimj*ljij /Ot (Pu(t)qu(t); pi(s)p;(s)ds), - (1.117)

Utilizando a propriedade (1.113) e as equagoes (1.108) e (1.110) obtemos, apds varias

manipulagoes algébricas,

(a()ault): W)o = (W) y

t inh h
x/ T [sm (put) cosh (pu7) 2(“2sinh2 (pﬂ)] dr, (1.118)
0 Pu Pu

cujo resultado pode-se mostrar ser igual a zero. Por fim, como dito, omitiremos o célculo

da ultima parcela, que é dada por

a0 Wl = g (e T (e 6+ (e = )]
= 25% [J”“vT“(Cu + ) — J“T (Cu +<v)] (1.119)
onde )
Du= (=) + G+ 6 (G + 6. (1.120)

Combinando os resultados nao-nulos (1.114) e (1.119), alcangamos o valor da funcao de

dois pontos,
(Cu + Cv) (JvuTu - JuvTv)

1.121
Duv m’U ( )

(Putv) =
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A fim de finalmente conhecer o fluxo de energia no estado estacionario, recorremos
a (1.10-1.11) juntamente com (1.121). Para A = 0,

Fod = (i 5 Tl - o) (20 + 2O ) ) =5

t . .
0L m; m; >j
em que o fluxo de calor local que parte do sitio j e chega no sitio ¢ é

J20(G + Comy tmy (T — Tj)

(mj My —my M) + (G + C)(Gmy M + Cemy ' M;)| (1.123)

Fije =
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2 Interacoes de longo alcance

Neste capitulo, utilizaremos os resultados derivados para a corrente de calor a fim
de entender a mudanga de comportamento da mesma ao incluirmos interacdes de longo

alcance nos modelos descritos.

Primeiramente, estudaremos o tipo de alteracdo que pode ocorrer no fluxo de
energia ao considerarmos interagoes de mesma intensidade entre todos os osciladores em

uma cadeia harmonica com reservatérios apenas nas extremidades.

Posteriormente, analisaremos interacoes de longo alcance com diferentes decaimen-
tos em cadeias harmonicas e anarmonicas com reservatorios autoconsistentes, bem como

cadeias anarmonicas com reservatorios apenas nas extremidades.

2.1 Sistema igualmente interagente com potencial nao-limitado

A discussao desta secao serd particularizada para cadeias de osciladores harmonicos

com reservatérios térmicos acoplados apenas nas extremidades. Consideraremos o seguinte

Hamiltoniano
Hig.p) =D | Z+5¢ | — 35 D ¢a, (2.1)
—\ 2 2 e
]_ .77[_1
J#

que corresponde fazer m; = 1V j (apenas por simplicidade), M; = NV je Jj; = —1V (j,¢)
em (1.15). Isso significa que todos os osciladores interagem harmonicamente com a mesma
intensidade, além de todos estarem sujeitos a um potencial on-site proporcional ao niimero

de sitios na cadeia.

Certamente este caso é nao-fisico, pelo menos no limite N — oo, tanto pelo fato
de as interagoes nao decairem mesmo entre osciladores muito distantes, quanto por termos
um potencial local ndo-limitado conforme aumentamos o tamanho da cadeia. Apesar disso,
estamos interessados em obter resultados que indiquem apenas qualitativamente como o
fluxo de calor é modificado via inclusao de interagoes nao-locais. Ademais, existe uma razao
técnica para se considerar um potencial on-site proporcional a N quando os osciladores

sao igualmente interagentes, a qual apresentaremos adiante.

A partir de (1.16), notamos que M =1 e
N -1 - —1
-1 N
) - (2.2)

-1 .-~ -1 N
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Podemos entender o motivo de se considerar M; = N lembrando que, a fim de garantir
a existéncia e unicidade do estado estacionario de nao-equilibrio do sistema, exigimos
que J fosse positiva-definida. Suponhamos momentaneamente que fosse M; = . Na
sequéncia daremos um exemplo de como calcular os autovalores de matrizes similares a 7,
mas por ora gostariamos apenas de utilizar o resultado para os mesmos, que sao o + 1,
com multiplicidade algébrica igual a N — 1, e « — N + 1. Fica claro, a partir dos fatos
mencionados, que a condigdo o« > N — 1 é necessaria para que J seja positiva-definida
e, portanto, o problema esteja bem definido, e isso corresponde a um potencial on-site

nao-limitado.

Seguiremos agora rumo ao nosso objetivo, que é entender a influéncia das conside-
ragoes acima na corrente de energia. Relembramos entao o resultado derivado em (1.3)
para o fluxo de calor na cadeia harmoénica com banhos térmicos apenas nas extremidades,

(Ty — T)C? / WOy (w)]? dw
R

F = :
m (KN — w2 Ko yo1)? + W2 (K vo1 + Koy )?

(2.3)
Na expressao acima ja incluimos as massas unitarias e também acoplamentos iguais entre
os reservatorios das extremidades e os respectivos osciladores, ou seja, (; = (y = (.

Devemos agora calcular as quantidades necessarias em (2.3). Com intuito de obter
Ky, comegaremos calculando o determinante de uma matriz com diagonal igual a « e

elementos fora dela iguais a 1, ou seja,

a 1

Dy () = det = (cjg)j.\f[zlo. (2.4)

S = =

1 --- 1
NxN

Dy («) pode ser facilmente calculado se notarmos que ele é o determinante de uma matriz

circulante, circ (co, ..., cy_1), isto é, cujos elementos cj, sao tais que ¢ = Cj—t(mod N)-

bem conhecido que os autovalores de uma matriz circulante sao dados por [36]
)\j:C()—|—lej—FCQSJZ—{—...—I—CN_lij_l, jZO,...,N—l (25)

onde & = e*/N_ Se j =0, entdo & =1 e

N-1
N=co+ > aff=a+N-1 (2.6)
k=1
Para todo j € {1,..., N — 1}, temos
Nelo 2mij _ p2mij/N
)\j:CO‘f‘kglegj:O{—f—eQﬂij/—N_l:Ol—l. (27)

Logo,
Dy(a) = (a— D)V a+ N —-1). (2.8)
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Relembrando a definigao de K, como o determinante da matriz (J — w?9M) de tamanho
(l—j+1)x(l—741), obtemos

Kiy = (—)"Dy(=N +w?) = (N +1—-w)V 11 —w?) (2.9)
Kina = ()Y !Dy(-N+w?) = (N+1-wH)V 22 —-w?) = Kon  (2.10)
Kon1 = ()" ?Dy(—N+w?) = (N+1-w?)V 33 - w?) (2.11)

e o denominador de (2.3),
(KN — C2W2K2,N71)2 + CQOJQ(KLNA + K2N)2 =
— (N 41— w?)2N=6 { (1= )N +1 -0 = (3 —w?)]
+4CWA(N +1 - w?(2 - w?)?}. (2.12)

Resta conhecer C}y, que é obtido removendo-se a primeira linha e N-ésima coluna da
matriz (J — w?M — iwIM), ou seja,

-1 N—-w? -1 -1
-1 -1 N —w? :
Civ=(-1)"det| -1 -1 -1 . -1 = (- Ciw.
N — w?
-1 -1 -1 -1 (N—1)x(N—1)
(2.13)
Denotando a = N — w?, mostraremos por inducio que Ciy(a) = (—1)V 1 (a + 1)V 2
Primeiro, temos que CA';Q =—1le
Chs = det <_1 a) =oa+ 1 (2.14)
-1 -1
Assumindo que a expressao seja valida para IV, segue que
Crxir = (N =10y = (-1 (= )" "Dy (~a)
— DYV = Da DY 2 (<)Y (@ )Y 20— N+ 2)
= (-D)¥(a+1)V, (2.15)

—~——

onde usamos expansao em cofatores da primeira coluna para Cj n41 € o resultado de (2.8).
Portanto,
ICiv[? = [Cin(N — w?)]? = (N + 1 —w?)?NV 4, (2.16)
Reunindo estes resultados e escrevendo AT =T} — Ty em (2.3), conseguimos uma
expressao para o fluxo de calor na cadeia igualmente interagente,
F_ AT¢? / WA (N +1—w?)2dw
T Jr [(1—w?)(N 41 —w?)?— Cw?(3 —w?)]” +4¢C22(N + 1 — w?)2(2 — w?)?
2ATC? [
¢ / Iy (w, N)dw. (2.17)
0

™
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E perceptivel que efetuar a integral acima nio é uma tarefa trivial. Entretanto,
nao estamos interessados em conhecer uma féormula explicita para a mesma. Como dito
anteriormente, a idéia principal neste estudo é entender como a hipdtese de interagoes
nao-locais ir4 modificar a corrente de calor. Em outras palavras, gostariamos de ser capazes
apenas de comparar o fluxo de energia na cadeia com interagoes de longo alcance com o
mesmo em cadeias com interacoes locais. Com isso em mente, nossa missao serd obter uma
expressao para o fluxo de calor no caso em que s6 ha interagoes entre primeiros vizinhos e
compara-la com (2.17) no limite em que N — oco. Antes de nos dedicarmos a essa etapa

serd importante ir além na anélise feita até agora.

Nossa estratégia para analisar o comportamento assintotico do fluxo de calor, e

posteriormente efetuar a comparacao dita, serda dividir a integral em trés regidoes: uma

regido M onde w? é “pequeno”, w? < N; Ry com w? ~ N (w? “médios”); e a ltima regido
2 «

de w? “grandes”, isto é, w? > N. Mais precisamente, escrevemos RT = R UR, UR3, com

R = {welR, 0<w<A} (2.18)
Ry, = {weR; A<w<VN} (2.19)
Ry = {weR; VN <w< oo} (2.20)

2

sendo que A deve satisfazer lim — = 0.
N—oo N

Em seguida, determinaremos formas assintéticas para o integrando de (2.17),
I(w, N), em cada uma das regioes acima. Chamamos atengao para o significado exato
dos simbolos utilizados:

<y (no limite N — o0) <= lim xi =0, (2.21)

f~g (no limite N — o0) <= lim = 1. (2.22)

21.1 Iy(w,N) em Ry

Consideremos o integrando de (2.17) restrito a regiao MRy, definida em (2.18). Segue,
de acordo com a condi¢do imposta para A, que também temos limy ;o w?/N = 0. Dessa

forma, alguns simples calculos de limite mostram, no sentido de (2.22), que

w?N?
(1 —w?)(N +1—w?)? — Cw?(3 —w?)]® + 4Cw(N + 1 — w?)2(2 — w?)?
-~ W2N2 - w2 _ (1)<w N)
[(1—w?)(N+1—w?)?—Cw?(3—w?)]® (1—w?)2N2

[1r<(,d, N) ~

(2.23)
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212 I (w,N)em Ry

Na regidao Ry, (2.19), uma forma para que tenhamos w? ~ N consiste em escrever

w? =N +1—z, com z < N. Substituindo esta expressio para w? em I,(w, N) leva a

(N+1—x)z?

[22(x = N) = C(N+1—2)242—N) +4Ca2(N+1—x2) (142 — N)?
(2.24)

Agora, utilizando limy_,o, /N = 0, é facil realizar os seguintes limites da mesma forma

]1r<1', N) =

que na regiao anterior,

Nzx?
[22(x = N) = (N +1—a)2+z—N)?
N:Ez $2 _ 72

[gz(N"‘ 1 —ZL')(Q—l—x_ N)]2 ~ <'4N3 = Ir (va) (225)

Ilr<l’, N) ~

~

2.1.3 ]h«(w,N) em 9%3

Finalmente, na restricio de I),(w, N) a regiao Rs, (2.20), fazemos uso de que
lim,, ;00 N/w? = 0 a fim de obter a forma assint6tica do integrando, fato este resultante de
w? > N e de estarmos tomando o limite N — co. Novamente, calculando alguns limites

bem diretos, concluimos que

Bl M) AV 1= o) — a3 — )+ ACR(N + 1= (2 — w22
T W) (N L w?) - Cu?(3 - w?)P
~ i ~ L= O, (2.26)

[(1—w?)(N+1—-w?)?®

2.2 Sistema com interac3o entre primeiros vizinhos com potencial
on-site nao-limitado

Nesta se¢ao nos dedicamos a obter uma formula para o fluxo de energia no contexto
de um sistema analogo ao apresentado na se¢ao anterior, porém com interacgoes locais.

Sendo assim, consideraremos o seguinte Hamiltoniano

N (2 N, 1N
Higp) =D |5+ 56| — 5D a9+, (2:27)
—\ 2 2 2=
j= j=
em que foram assumidas condigoes de Dirichlet, isto é, ¢o = gny1 = 0. A interpretacao
para este modelo ¢ de osciladores harmonicos com interagoes de intensidade J; 41 = 1

apenas entre primeiros vizinhos e todos submetidos a um potencial on-site proporcional a
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N. Neste caso, (1.16) nos mostra que 9 = 1, como anteriormente, e

N
-1

J=10

0

-1
N
-1

0
-1
N

0

0

0
—1
-1 N

(2.28)

Para conhecer a corrente de energia, necessitamos dos resultados de |Ciy|* e Kjy.
Lembremos novamente que Cjy = (—1)¥T1det Z(1|N), com Z = J — w?M — iw(M.
Quando ha somente interacdes entre primeiros vizinhos, é facil ver que Z é tridiagonal,

logo Z(1|N) é triangular com diagonal homogénea igual a —1, implicando em |Cy|* = 1.

Contudo, o cdlculo de K, = det (J — w2zm)(lfj+1)x(lfj+1

neste contexto, diferente do sistema igualmente interagente. Muito embora seja possivel

) é bastante complicado

expressar os determinantes em questao através de fungoes hiperbodlicas, os resultados nao
sdo uteis na analise que estamos visando, devido a complexidade das formulas envolvidas.
Sendo assim, nossa abordagem consistird em desenvolver formas assintéticas para Ky
nas mesmas regioes da situagao anterior, {Ry}r—123, € emprega-las na expressio para a
corrente de calor na cadeia, (2.3),

w? dw

£ _ AT /
m r (Kin — w?(2Ko no1)? + w2 (K vt + Kon)?
2AT(C? [
< / Lin(w, N).
0

™

(2.29)

221 Ipy(w,N)em R

Inicialmente iremos obter uma relagao de recorréncia para o seguinte determinante,

a —1 0 0
-1 a -1
Wn(@) = |0 -1 a 0 (2.30)
-1
0 0 -1 af .,
Expandindo a primeira coluna em cofatores, segue que
-1 0 0O --- 0
-1 a -1
Vy(a) = aVy_1(a)+]0 -1 a . 0
-1
0 0 -1 o,
= aVn_1(a) — Vn_a(a). (2.31)
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Além disso, é trivial avaliar Vy(«) para N = 2,3,4,5, por exemplo,

)
V(o) = o® —1, (2.32)
Vs(a) = o —2a, (2.33)
Vi(a) = a*—3a*+1, (2.34)
Vs(a) = o’ —4a® + 3a. (2.35)
Seguindo o padrao desses resultados, facamos a seguinte proposicao
Vn(a) =™ — (N —1)a™ 24 0. (2.36)

Assumindo que a hipdtese indutiva (2.36) seja valida para dimenses < N, segue da relacao

de recorréncia (2.31) que
VN+1(a) = aVN(a) - VN_l(a)
= afd” = (N -1V 2+ 0" ] = [V = (N =2)a™ 3 + O™ ?)]
= o NV 4 0> ), (2.37)

demonstrando que nossa proposicao é sempre verdadeira. Agora, observando que Ky =
Vn(N — w?), obtemos

Kiy = (N =) = (N = 1)(N =)V 4+ O (N = w?)N). (2.38)
Notemos, adicionalmente, que
o = (1-57) = (239)
implicando nas formas assintéticas desejadas,
Kiy ~ NV’ (2.40)
King ~ (N=1)N"e " = Koy (2.41)
Kon_1 ~ (N—=2)N"2c" (2.42)

Substituindo (2.40-2.42) em (2.29), conseguimos o comportamento assint6tico do integrando

do fluxo de energia em Ry,

w2e2w? w2e2w? O

Ion(w, N) ~ ~ =1 ,IN).

(w, N) [NN — C2w?(N — 2)N=2]2 + 4C2wW2(N — 1)2N-2 N2N (@, N)
(2.43)

222 Ipy(w,N) em Ry
Comecaremos mostrando, por inducao, os seguintes fatos
N—1 N 1
Vn(a) = 1(2+)a + O(a?), se N é impar, (2.44)
‘N N2 2 IN 2 _ 8

Vn(a) = _T(VPa” + 2Na >—|—O(oz4), se N é par, (2.45)

8
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Podemos verificar as equagoes (2.44-2.45) facilmente para N = 2,3, 4,5, cujos resultados
completos sdo dados em (2.32-2.35). Assumindo que as mesmas ainda sejam validas para

dimensdes < N e usando (2.31), temos, para N impar,

VN+1 = aVy — Vv
iN-1(N 4+ iN"I(N — 1)2a2 4+ 2(N — 1)a? —
- a[FR e o] P12 et
iNfl
= 3 (4Na2—|—4a2+N2a2—2Na2+a2+2Na2—2042—8>+(’)(a4)
iN+1
= —— (N +1)%a” + 2(N + 1)a® - 8] + O(a’). (2.46)
Se N for par, entao
VNi1 = aVy —Vno
‘N N2 2 2N 2 'N72N
_ a[—l( O‘+8 c 8)4—(’)(044)]—1 5 % 1 0(e?)
iV(N +2
_ (N + )a+0(a3), (2.47)

2

provando (2.44-2.45).

Em s, temos w? ~ N, o que podemos alcancar escrevendo, por exemplo, w? = N —
r com x < N, ou seja, limy_,o /N = 0. Assim, sabemos que Ky = V(N —w?) = Vy(x),

de onde resultam as expressoes assintoticas para I, (x, N) nesta regiao,

Ky = 1N_1(N2+1)x +O(z?) ~ iN_;Na:’ se N ¢ impar, (2.48)
Kiy = (N +82Na;2 i) +O(z*) ~ —iN]\:IQ, se N é par, (2.49)
Kino = Koy~ iNQ(]g —Vz iNZN Y se N é fmpar, (2.50)
Kinoi = Koyn~ —iNl(Ng_ 1)’ ~ —iNlé)\[zlz, se N é par, (2.51)
Kono1 ~ iN_g(A; —2)a ~ iN_ZN:U, se N é impar, (2.52)
Kona ~ N - N —iN_QéV W e N épar, (2.53)

E, por fim, empregando (2.48-2.53) no integrando de (2.29), caso N seja impar,

(N — =)

(1NN — LNSN(N — o)+ LN 2N (N — 2)
(N —1z) 16

1716(212N72N4x4(N — ) o (24 N4

Lin(z,N) ~

= 12z, N), (2.54)
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ou, caso NN seja par,

N —zx
In(z, N) ~ ( ) 5
[~ 3NN + 1IN 2N222(N — 1) + (NN (N — )
N (N — )
2
{_%iNN2x2 + %CQiN—QN%Q(N _ x)}
N — 4
~ (W —2) 64 _ @0 . (2.55)

{%(QiN—2N2x2(N _ x)r ot N®

223 ILu(w,N)em Ry

Na analise em PR3, devemos lembrar que w? > N, ou seja, limy .o N/w? = 0. Com

esse fato, podemos obter a forma assintética de Kiy = Vy (N — w?) a partir de (2.36),

Kiv = (N=?) = (N =V =)+ 0 (V- o))
~ (N —=uwH", (w — 00). (2.56)

Finalmente, encontramos o integrando do fluxo de calor na tultima regiao necessaria para
efetuarmos a comparacao entre a cadeia igualmente interagente e a cadeia com interagoes
entre primeiros vizinhos,

2

Lin(w, N) w
nn (W, KN — w2)N — C2w2(N —9_ wz)]\pzf + 4C2w2(N —1— wQ)gN,z
w2
~ [(N _ wz)N _ <2w2(N —9_ wQ)N*ﬂQ
2
w 2-4N _ 7(3
~ o~ E L ). (2.57)

2.3 Interacoes locais versus nao-locais

Vejamos agora o efeito de possibilitar interagdes além de primeiros vizinhos.

Recapitulando, na regido onde w? < N, isto é, em R, chegamos aos seguintes

resultados
2 2 2w?

w 1 we
Aoy V) =Ty

que sao as equagoes (2.23) e (2.43). Podemos entao verificar facilmente que

Y (w,N) =

L (w,N) > fi(N)I)(w, N), (2.58)

Ir
para qualquer f(N) < N2V-2. Consequentemente, uma vez que I (w, N) ~ I\ (w, N) e

In(w, N) ~ I{D(w, N') nesta regido, concluimos que

/ I (w, N)dw > fl(N)/ In(w, N)dw. (2.59)

R
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Analogamente, na regiao onde w? ~ N, obtemos (2.25) e (2.54-2.55),

x’ 16 .
]1(1?)(%-7\[) = AN Ir(li)(x,N) = AN se N ¢é fmpar,
64 ,
[I(l?l)<m, N) = W’ se N é par.

A partir disso, notamos que

[1(r2)(x,N) > fo(N)I® (z,N), se N é impar, (2.60)
[P(x,N) > fi(N)IP(x,N),  se N épar (2.61)

quaisquer que sejam fo(N) < N e fi(N) < N?. Assim,

/ Li(w, N)dw > fg(N)/ Iin(w, N)dw, se N é impar, (2.62)
Ra NRa
/ Iy(w, N)dw > fé(N)/ Ln(w, N)dw, se N ¢ par. (2.63)
Ra NRa

Por fim, repetimos essa mesma andlise para a tultima regiao, Rz. As equagoes
(2.26) e (2.57) nos mostram o comportamento assintético dos integrandos dos fluxos para
2
w” > N,

1
0w = IR N) =

Neste caso, para efetuar a comparagao devemos computar explicitamente as integrais

3) [Tl
A3 I (w)dw = /\/ﬁ w6dw R (2.64)
e
oo N3/2-2N
/ IO (w, N)dw = / WA = —— (2.65)
Com isso, estabelecemos que
/ Le(w, N)dw > f3(N) / Lm0, N)dw (2.66)
9%3 mS

para toda f3(N) < N2V=3,

Voltando as equagoes (2.17) e (2.29), e observando (2.58, 2.62, 2.63, 2.66) concluimos
que devemos ter ao menos Fy, > fo(N)Fu, jd que fo(N) é a menor das cotas envolvidas,
ou seja, Fi, > N1 ¢F,,, para qualquer € € (0,1]. Uma vez que é possivel escolher ¢ tao

proximo de 0 quanto desejarmos, podemos escrever

Fie = NF. (2.67)

~Y

O fluxo de calor na cadeia completamente interagente é, portanto, aproximadamente N

vezes maior do que o mesmo na cadeia com interagoes apenas entre primeiros vizinhos.
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Podemos interpretar esse grande aumento no fluxo de calor do sistema totalmente
interagente com relacao ao sistema analogo contendo interacoes locais percebendo que, ao
possibilitar interagoes entre mais sitios, cresce também o ntiimero de canais pelos quais o
calor pode se propagar. Portanto, a medida que aumentamos o tamanho do sistema (e
com isso, o numero de possibilidades de interagoes para o sistema nao-local comparado
com o de vizinhos préximos), o calor flui com mais facilidade no caso em que todos os

osciladores interagem igualmente.

Embora tenhamos tracado apenas um esbogo sobre o que esperar qualitativamente
a respeito do efeito de interacdes de longo alcance no fluxo de calor, devemos enfatizar
a dificuldade em se conduzir um estudo puramente analitico nesse contexto. A fim de
entender mais detalhadamente o papel de interagoes nao-locais mais realisticas, devemos

implementar métodos numéricos na analise, o que sera ilustrado na proxima secao.

2.4 Interacoes de longo alcance em modelos autoconsistentes

Alguns dos resultados dessa se¢do foram apresentados inicialmente em [37], embora
o estudo estivesse centrado no efeito de interagoes de longo alcance sobre o fendmeno de
retificacao térmica. Posteriormente, a analise foi estendida e os resultados expostos aqui,
em conjunto com os que serao apresentados no proximo capitulo, aceitos recentemente

para publicagao [38].

Abordaremos modelos harmonicos e anarmoénicos com reservatorios autoconsistentes
e cadeias anarmonicas ligadas a reservatérios apenas nas extremidades. Na Secao 1.4
deduzimos uma expressao para o fluxo de energia entre dois sitios quaisquer, j e ¢, contida
na equagao (1.123). Embora seja bastante complicado utilizar essa férmula no caso de

interacoes nao-locais, em geral podemos escrevé-la como
Fie = k0(T; — To), (2.68)

em que kj, ¢ funcao de J;,, das massas dos osciladores, do coeficiente do potencial on-site
harmonico, M;, e dos acoplamentos entre sitios e respectivos banhos térmicos. Mais ainda,
no caso de um potencial on-site anarmonico, k;, também ¢é funcao das temperaturas em

cada sitio [39, 27, 28], o que dificulta mais ainda um célculo puramente analitico.

E importante ressaltar que expressoes para ;¢ ja foram derivadas precisamente
para alguns modelos. Por exemplo, para a cadeia harmonica homogénea com reservatorios
autoconsistentes e interagoes fracas entre primeiros vizinhos, ou seja, J; ;11 “pequeno”,

prova-se em [40, 14, 15] que
J2
poo A 20t
P9
Para o modelo analogo ao mencionado, porém com um potencial on-site anarmonico

do tipo A¢*, também é mostrado em [39] que k; ;1 é proporcional a Jj%jﬂ.

(2.69)

Finalmente,



42 Capitulo 2. Interagdes de longo alcance

mesmo na cadeia anarmonica autoconsistente com interagoes além de primeiros vizinhos,

a relagao ;g o< J7, ainda ¢ vélida, como pode ser visto em [41].

Brevemente, os sistemas estudados admitem o seguinte conjunto de equacoes para

o fluxo de calor

F = I€172(T1 — Tg) —+ I{173<T1 — Tg) + s —|— HI,N(TI — TN), (270)
k1 (Ty = Tj) + ko (To = Tj) + - + K1 (Tj = Tj) =
= Kjjr1 (T —Tj1) + -+ rn(T; —Ty)  j=2,...,N-1 (2.71)

Podemos interpretar (2.70) como indicando que todo o calor que entra no sistema ¢é
proveniente do primeiro reservatério fluindo para o primeiro sitio que, por sua vez, emana
essa energia para os demais sitios da cadeia. J& (2.71), que é valida no interior da cadeia,
nos diz que todo calor vindo dos sitios anteriores para o sitio j é igual a toda energia que

deixa j e flui para os sitios posteriores.

Para uma visualiza¢ao melhor de (2.70-2.71), as reescrevemos como

—-F —/‘61,2T2 —51,3T3 cee _“1,N72TN72 _Kfl,NflTNfl = —ap Ty + /€1,NTN )
0 +oTh —K2,3T3 e —/fQ,N—zTN—2 _52,N—1TN—1 = li2,1T1 + H2,NTN )
0 —fijQTg N +O./jT‘j Ce _/{j,N—lTN—l = I{j71T1 + Kfj,NTN s
0 —kn-12Te —kn-—13Ts ... —knoiN-—2IN—2 H+an_iITn-1 = ky-11T1 + kN NN,
(2.72)

em que oy = Ky + -+ KN, & = Kj1 + -+ Kr;n. Ressaltamos ainda que xj; = 0 e
Rje = Ry j-

No caso mais simples, onde a condutividade térmica independe da temperatura,
dadas T e Ty, (2.72) constitui um sistema linear de N — 1 equagdes e N — 1 variaveis,
{F,Ty,...,Tn_1}. Isso também ¢ verdade, em uma primeira aproximagao, quando conside-
ramos um cristal anarmoénico submetido a uma diferenca de temperatura suficientemente
pequena, sendo que sob estas circunstancias, ;¢ pode ser expressa como uma funcao da
temperatura média no sistema, ao invés de 7} e T;. No caso mais complexo, a condutividade
térmica depende das temperaturas internas ou da distancia |j — /|, o que leva a um sistema

nao-linear.

Analisando dois casos extremos, o de um sistema homogéneo com interagdes entre
vizinhos préximos, em que K, = k(dj—1 + d;¢+1), € 0 de um sistema com todos os sitios
igualmente acoplados, isto ¢, com kj, = k V j # {, é possivel estabelecer um “limite
inferior” e um “limite superior” para o fluxo de calor resultante desses tipos de interagoes.
Como ja mencionado no estudo do sistema completamente interagente para o caso de uma

cadeia com reservatorios apenas nas extremidades, essa escolha certamente é nao-fisica, e
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com ela esperamos apenas ter uma idéia do comportamento de sistemas com interagoes

nao-locais.

A solugao de (2.72) para os casos mencionados acima é elaborada em [37] sem
grandes dificuldades, conduzindo aos seguintes resultados:
K

F =N

(Ty — Ty) (2.73)

para o caso de interagdes entre primeiros vizinhos e

Nk
para o sistema totalmente interagente. Estes resultados sao exatamente como esperado,
isto é, sabemos da validade da lei de Fourier em cadeias harmonicas ou anarmonicas
autoconsistentes com interagoes entre vizinhos préximos, expressa em (2.73), bem como
o aumento da corrente de energia com o nimero de sitios para o sistema igualmente

interagente, delineado na Sec¢ao 2.3 e como pode ser visto especificamente em (2.67).

A partir destes dois casos descritos, fica claro o que esperar acerca do efeito de
interagoes nao-locais sobre o fluxo de calor: iniciando com cadeias apresentando interagoes
locais onde a lei de Fourier é valida, podemos aumentar drasticamente a condutividade
térmica, levando até a um regime de transporte anémalo, a partir do incremento no alcance
das interacoes entre particulas. Resumidamente, ao aumentar o alcance das interagoes,
permitimos novos canais de transporte, favorecendo entao o fluxo de calor. Dessa forma,
se aumentarmos também o tamanho do sistema e, consequentemente, o ntimero de sitios
interagentes, devemos observar uma competicao entre a tendéncia usual da corrente de
energia em decair com N e o comportamento oposto, a emergéncia de mais canais de

transporte que fortalecem o fluxo através da cadeia.

Antes de prosseguirmos para o estudo de interesse, em que x; é funcao de |j —/¢|, é
pertinente fazer alguns comentdrios. Primeiramente, os resultados que serao apresentados
a seguir foram obtidos através de rotinas elaboradas em Fortran, devido a ja mencionada
dificuldade em conduzir célculos analiticos de (2.72). As rotinas foram desenvolvidas por
Ricardo R. Avila na tese [37], onde um exemplo pode ser visto no apéndice da mesma, bem
como alguns resultados incluidos aqui. Além disso, o objetivo desta andlise é unicamente
entender os efeitos responsaveis pelas interagoes de longo alcance e, portanto, nao faremos
nenhuma consideracao a respeito do comportamento do fluxo de calor com parametros
como m;, (;, M; etc. (apenas sistemas homogéneos sao estudados). Assume-se também
que k;¢ ¢ dada por uma constante (por simplicidade, escolhida igual a 1) vezes alguma
fungao de |j — £|. Por fim, em todos os casos a cadeia é submetida a uma pequena diferenga

de temperatura, a fim de que x;, nao varie com as temperaturas locais.

Inicialmente, considera-se interacoes de curto alcance, por exemplo algum decai-

mento exponencial, #, ~ 1/207¢ x;, ~ 1/100=%. A Figura 1(a) exibe fluxo de energia
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em funcdo do ntimero de sitios nesse caso, onde observamos o mesmo comportamento

caracteristico do sistema com interagdo entre primeiros vizinhos, ou seja, F ~ 1/N.
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Figura 1 — Inverso do fluxo de calor, 1/F, em fun¢do do nimero de sitios, N, para Ty = 2, e Ty = 1: (a)
decaimento exponencial, K, = 1/213=4; (b) decaimento polinomial, Kje=1/]7 — 4|7, com v = 3.2, e (c)
com 7y = 3.0.
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Figura 2 — Inverso do fluxo de calor, 1/F, em fungao do ndmero de sitios, N, com 77 = 2, e Ty = 1 para
um decaimento polinomial, x;, = 1/]j — £]7: (a) v = 2.8; (b) v =2.4; (c) v = 2.0.
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Para os casos de interacoes de longo alcance, a condutividade térmica deve apre-
sentar um decaimento polinomial, ;e ~ 1/[j — ¢|?. As Figuras 1(b) e 1(c) ilustram o fluxo
de calor quando v > 3, onde pode ser visto que a lei de Fourier ainda é valida. A mudanca
desse cendrio acontece ao escolhermos v < 3, como esté claro nas Figuras 2(a), 2(b) e 2(c),
em que observamos a perda da lei de Fourier para cadeias pequenas. Isto é, o surgimento de
novos canais de transporte de calor com o aumento de N comeca a contribuir de maneira
significativa no regime de v < 3, levando a alteragdo no comportamento do fluxo de calor

com o tamanho do sistema.

Os efeitos da competicao descrita entre “decaimento usual” e “emergéncia de novos
canais de transporte”, ambos fendmenos que ocorrem com o crescimento da cadeia, ficam
evidentes para v nas proximidades de 1.65. Para v > 1.65, o fluxo de calor sempre decresce
com N, e possivelmente recupera o comportamento normal (tipo Fourier) para cadeias
muito grandes, ver Figura 3(a). Se v = 1.65, F primeiramente descresce com N e depois
torna-se essencialmente constante, o que caracteriza uma condutividade térmica divergente
(transporte balistico), Figura 3(b). Por fim, na Figura 3(c) reconhecemos um novo vencedor
na competicdo em questao: para v menor, porém proximo de 1.65, o fluxo que decai com
o tamanho do sistema no inicio, comeca a crescer conforme N também cresce. Quando
v < 1.6, a interagao entre sitios distantes torna-se muito importante, de modo que o
comportamento anterior desaparece dando lugar a um crescimento monoétono do fluxo de

calor com N.
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Figura 3 — Fluxo de calor, F, em fun¢ao do nimero de sitios, N, com 77 = 2, e T)y = 1 para um decaimento
polinomial, k¢ = 1/]j — €|7: (a) v = 1.7; (b) v = 1.65; (¢) v = 1.63.
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3 Efeito de interacoes e massas graded

Investigaremos, neste capitulo, o efeito no fluxo de calor devido a existéncia de
estruturas graded no sistema. A andlise sera restrita a modelos com interagdes apenas

entre primeiros vizinhos.

Em uma primeira etapa, exploraremos o formalismo desenvolvido para modelos
autoconsistentes, que possibilita realizar o estudo de cadeias nao-homogéneas diretamente,

embora os calculos possam se tornar bastante complicados.

Posteriormente, efetuaremos uma analise em que, além da distribuicao de massas,
também a interacao serd do tipo graded. Esse estudo sera feito para cadeias harmonicas
acopladas a reservatorios térmicos apenas nas extremidades, bem como cadeias harmonicas

autoconsistentes.

3.1 Condutividade térmica em modelos autoconsistentes com inte-

racoes entre primeiros vizinhos

Nesta sec¢ao, utilizaremos os resultados desenvolvidos na Sec¢ao 1.4 para o fluxo de
energia em cadeias de osciladores com reservatorios autoconsistentes. No caso de interagoes
entre primeiros vizinhos, J;, = J; j+1, de modo que a equagdo (1.123) fica escrita como

J2 (G + Grmy ' m (T — Ty)
(mj ' My —mi Mia)? + (G + G (Gmyi My + Gramy ' M)
= fjgr(Tin = T5). (3.1)

Fjj+

Adicionalmente, da equagao (1.13), que é resultado da condi¢do de autoconsisténcia, e
também de (1.122), obtemos

F = .FLQ = F273 == JrN—l,N- (32)

Com isso, a partir de (3.1) e (3.2), podemos escrever o seguinte conjunto de equagoes

kiaF = Ty =T (3.3)
kosF = To—Ts (3.4)

: (3.5)

i nF = Ty —Ty. (3.6)

Somando as igualdades acima, concluimos que
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Comparando este resultado com a lei de Fourier (2), que sabemos ser valida para os

modelos em questao, chegamos a uma expressao para a condutividade térmica dada por

o — (Z K ,m) _ (3.8)

Explicitamente, devemos avaliar

-1

M; M; 2 J
kK _ Nil MM (mij _ Wﬁ) TG+ Gn) (CJH o mﬂﬁ) - (39)
N-1 |3 |Upn)? G+ G

3.1.1 Cadeia homogénea

Como primeiro teste, a fim de verificarmos a confiabilidade de (3.9), calcularemos
a condutividade térmica de uma cadeia homogénea. Sendo assim, coloquemos m; = m,
M; =M, J; 1= —J e(; =( para todo j. Portanto,
-1

K NP 2 (2¢7) (%) J?
N—-1 {Z [(—J)2 2( ] } " 2AmM(N — 1)’ (3.10)

J=1

que expressa o resultado da lei de Fourier com condutividade
J2

bem conhecido para a cadeia homogénea autoconsistente [11, 14, 15, 40].

3.1.2 Distribuicao de massa linear

Passemos agora ao estudo de maior interesse, com distribui¢oes de massa graded.
Primeiro, analisemos o caso em que a massa dos osciladores crescem linearmente ao longo
da cadeia, isto ¢, m; = jm. Por simplicidade, consideremos M; = 2J, J; ;11 = —J e (; = (,
visto que nosso propodsito maior é entender os efeitos devidos a outras distribuicoes de
massa, além da homogénea. Assim, (3.9) fica escrita como

-1

fo_ [ [0+ ) prEme R G+ Gn) (5 + )
N -1 j=1 | <_J)2 Cj +CJ+1
N G+ e + 4"@( Jil) -
I = A 20
NiToq e ] o
- z 2 +1 | 3.12
{jzl GG+ J(”)} 12

As somas necessarias na equacao acima sao facilmente calculadas,

N—-1 1 1

N-1 . 1
Z%ZI_N’ ;]:QN(N_I)- (3'13)

oI+
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Logo, a condutividade térmica é dada por

K N(CJ
— = ) 3.14
N -1 2[J 4+ N(N + 1)m¢?] (3:14)
Notemos ainda que
J
lim Nk = — 3.15
N Nk= o (3.15)

o que leva a um fluxo de calor com comportamento assintético (no limite de cadeias muito
grandes) do tipo
J (Ty —Ty)

T 20m N2

(3.16)

Calculos similares para distribuicoes do tipo m; = j*m foram realizados para varios

a > 1, cujos resultados indicam sempre um fluxo de calor da forma

1

(3.17)

O que percebemos entao ¢ uma condutividade térmica decaindo com o tamanho do sistema,
ou seja, a presenca de uma distribuicao de massas crescente inibe o transporte de energia

na cadeia.

Gostariamos agora de retomar alguns aspectos mencionados anteriormente. Sabemos
que a cadeia homogénea autoconsistente com interagoes entre primeiros vizinhos obedece
a lei de Fourier. Entretanto, ao “desligar” os reservatorios internos, o transporte de calor
torna-se balistico, que tem como consequéncia uma condutividade térmica divergente com
N, ou seja, um fluxo de calor proporcional a diferenga de temperatura (que é o resultado
da Ref. [7]). Com isso em mente, seria interessante estudar o efeito de distribui¢oes graded
em cadeias com reservatorios apenas nas extremidades. Porém, uma hipotese necessaria
para o desenvolvimento do formalismo integral consiste em considerar ¢; # 0 Vj e, mesmo
a andlise com (; arbitrariamente pequeno parece problematica, uma vez que a férmula
para o fluxo de calor segue uma abordagem perturbativa com interacoes entre particulas
de pequena intensidade, isto é, J pequeno. Apesar disso, identificamos que os termos
envolvidos na andlise perturbativa envolvem poténcias de J/v (ver (1.99-1.100), por
exemplo), onde lembramos que 7; = 2(;m,T;. Portanto, nao existem restri¢oes técnicas
em estudar sistemas onde o produto (;m; € constante, ou seja, (; decresce enquanto m;
aumenta. Embora a andlise a partir dessas consideragoes nao nos dé o resultado exato,
esperado para uma cadeia acoplada apenas nas extremidades, descreveremos assim o
comportamento de uma cadeia onde a maioria dos reservatérios internos esta fracamente

acoplada aos respectivos sitios.

Empregaremos a abordagem mencionada para uma cadeia com distribuicao de

massas linear e acoplamentos entre sitios e reservatérios tais que (; = (v =( e (; =(/j
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para j € {2,..., N — 1}. Assim, escrevemos a equagao (3.9) como

2 1
{N 1 [m G + 1) Fgtmme + 3G+ ) (55 + fil)]}

J)? G+ i+t

J=1

Il
——
M7

N
———
|

(3.18)

N 2 J2 4 2] <
K {Z 2m 2+ (C"’ )( +2)+

C+5

4.J2 2J
N(N = 1)m® v zme + T (CF N<—1) {NC—1 + N(J\<f—1)}
J? C+xs

— N72SA+477n2 £+3JC2 +
g 3¢ \m? m

472 2J(N + 1)421 }‘1

(N —1)*>m?

J2( [NQ(N —12m2 " m(N —1)?
R 4 4m¢ 4 2m((N+1))
- {JZQS]-+3<+ 7 +N2C+ 7 }

Analisando o somatério separadamente, temos

(3.19)

N—QSl _ N=2m2i(j+1) 1 [ 472 +2J<C+ ¢ > 2 ]
= = 7 G e m i+ 50 )
_ sz?ﬂ(ﬁl)?[ 17 +4JC2(2j+1)]
— . J2g(2j+1) j2(j+1)2m2 mj2(j+1)2
& 4 aCm]  ACm e
= l(23+1)4“+ Jl_ J (N—3)+< Z2y+1 (3.20)
Portanto,
-1
K )41 1 2m¢(N +3)  4¢m AN=2 4
N1 {<<3+N2>+ i A Y 1}
-1
_J6m¢(N-1) 4/1 1 AN-2
B {J+C(3+N2)+g]§2j+1} - (3.21)

No limite N — 00, 0 somatdério tem o mesmo comportamento assintético da série harmonica,
isto ¢, diverge logaritmicamente, de modo que
121

lim —
Nooo N 4 2j+ 1

— 0. (3.22)

Com isso, obtemos uma condutividade térmica finita e um fluxo de calor em acordo com a

lei de Fourier,

lim/fzi F ~

1
—. 2
N—c0 6mc’ N (3.23)
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Este resultado indica que a inclusao de estruturas graded pode até mesmo alterar o
regime de transporte de energia. Isto é, a analise feita sugere que a lei de Fourier pode ser
valida mesmo em sistemas harmonicos com reservatérios térmicos apenas nas extremidades,

uma vez que a cadeia contenha uma distribuicao de massas crescente.

3.1.3 Distribuicao de massa exponencial

Continuando nosso estudo sobre cadeias com distribui¢oes de massas variadas,
examinemos agora o caso bastante assimétrico em que m; = m’. Novamente, consideremos

M; =2J, J;js1 = —J e (; = ¢ por simplicidade. A condutividade térmica fica dada por

A A . . -1
J2 miTt —mJ 2+4JC2 mitt +mJ
m2it1 m2itl

- {Nz [&(m—l)?ﬂﬁ'ﬂ(mm]}_l
— {;l(m—l)2(N—1)+J(m+1) (M)}l (3.24)

K {N—l m2i+1

B jz::l 2J%¢

2¢
m—1

Se 0 < m < 1, substituimos m = 1/m/, com m’ > 1 em (3.24), levando a

, ~1
NK— 1 - {Cm’ (1= m’)2 (N=1)+ 2JC <T—+m1’> (ml’N B 7111’)} - (325)
de modo que obtemos uma condutividade térmica normal,
/
Jim = 2(77;7“_(1)2 F~ ]‘b (3.26)
No entanto, se m > 1, temos que
lim N Jm=h e 1 (3.27)
N N—-1 2((m+1) m¥

Este resultado corrobora o que haviamos afirmado: a presenca de osciladores com
massas graded leva a um efeito isolante, ou seja, tais estruturas dificultam a passagem
de energia na cadeia. Outro exemplo que suporta o nosso argumento é descrito na Ref.
[42], onde considera-se uma distribuigdo de massas alternada que leva a uma ampliacao do

efeito isolante.

3.2 Massas e interacoes crescendo linearmente

Uma pergunta que surge naturalmente a partir da consideragao de estruturas
nao-homogéneas é: qual o efeito no fluxo de energia devido & interacgoes entre particulas

graded? Embora nao saibamos responder essa pergunta de maneira geral, podemos analisar



52 Capitulo 3. Efeito de interacoes e massas graded

um caso particular que nos dara uma idéia do papel que interagoes crescendo linearmente

desempenham.

Nosso préximo passo nessa direcao sera estudar a cadeia harmonica com reserva-
torios acoplados apenas nas extremidades usando a abordagem de Casher e Lebowitz,
desenvolvida na Secao 1.3. Conseguiremos, assim, responder a pergunta anterior no caso
em que ambos, J e I, crescem linearmente com N. Relembramos que, neste contexto,
My = mjdy e J = M + J. Portanto,

o — |0 2m
: .0
0 --- 0 Nm
1 0 -~ 0 m o\ (1 0 --- 0
o D : oll: . . o0
0 0 vN/\o 0 m/\o 0 VN
= GMG (3.28)

Naturalmente, a notagao (g) se refere ao sistema graded, enquanto a auséncia da mesma
se refere ao sistema homogéneo. Por simplicidade, consideraremos um sistema homogéneo
com Jj = 26 — 0j_1,0 — 0414, que equivale a escolher M; =2 e J; ;41 = —1 em (1.16).

Assim, temos analogamente que

JW = GJG
1 0 0 2 -1 0 0 1 0 O 0
0 v2 0 .- -1 2 -1 0l[ov2 0 -+ 0
= [0 0 V3 - 0 -1 2 0 0 V3 .
() : : —1{l: = - 0
0 0 0 vN)lo o0 -1 2/\0 o0 0 VN
2 —V2 0 0
V2 4 -6 :
= 0 —v6 6 0 : (3.29)
. —/N(N =1)
0 0 —/N(N-1) 2N
Usaremos a expressao para o fluxo de calor deduzida em (1.78) com ¢; = (v = ¢,
F_ ATCmimy W2|C1(?\;(W)|2dw

+mi KSR
(3.30)

m / (K{% — Cwmimy K% )? + Cw(my K,
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em que K; = detB, com B = J — w?M de tamanho ({ —j + 1) x ({ —j+ 1) e
Ciy = (=1)N*det Z(1|N), com Z = J — w?M — iw¢IM conforme definido na Segao 1.3.

Podemos facilmente relacionar as quantidades envolvidas em (3.30) com as mesmas
para o sistema homogéneo percebendo que BY) = 7@ — w299 = G(J — w?M)G = GBG.

Assim, temos

K9 = detBY = det (GBG) = (det G)*K1n = NIKiy (3.31)
Kff]z)\/—l = (N-1!Kin_y (3.32)
KY = NIK,y (3.33)
K | = (N=1)Kyn_. (3.34)

Notemos ainda que

CI = ()P det (79 -t m) —iem) (1)

—V2 4= 2mw? -6 0 .- 0

0 -6 6 — 3mw? :
N R

: : . : _ NN =)

: : 2N — Nmw?

0 0 .0 —N(N-T)

= (=D NN L /NN —1)! = |Cin]? = NN —1)! (3.35)

Substituindo estes resultados em (3.30), obtemos

F o ATC*m?N / WN!(N —1)!ldw
B T(N1)?2  Jg (Kiy — Cw?m2Ko n_1)? + Cw?m?(Ky -1 + Koy )?

wdw

AT(m? / (3.36)
T r (Kan — Cw?m?Ko n_1)? + Cw?m?(Ky v + Kon)?' '

que ¢ exatamente a expressao para o fluxo de calor na cadeia homogénea com interagoes
entre primeiros vizinhos (comparar com (2.29), por exemplo, colocando m = 1). Concluimos,
com isso, que a corrente de energia é constante, isto é, a lei de Fourier nao é valida no

modelo com massas e interagoes crescendo linearmente.

Além disso, embora nao tenhamos calculado o fluxo de calor exato para o cristal
harmoénico com massas graded e reservatorios apenas nas extremidades, a andlise que
antecedeu a equagao (3.23) sugere que o mesmo decai com o tamanho da cadeia. Portanto,
com base nestes dois fatos, podemos inferir que na auséncia de uma distribuicao de massas
crescente, interagoes entre particulas graded proporcionam um fluxo de energia aumentando
com alguma poténcia de IV, ou seja, facilitando fortemente a corrente de calor através da

cadeia.
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Um préximo passo neste estudo consiste em repetir a situacao anterior para cadeias
com reservatorios autoconsistentes. Entretanto, neste caso devemos tomar um cuidado
especial: as expressoes para o fluxo de calor provenientes da andlise perturbativa foram
derivadas com a hipdtese de fracas interacoes entre particulas. Certamente, a situagao
em que J aumenta linearmente com N nao se encaixa no formalismo desenvolvido. Para
superar essa dificuldade, basta nos voltarmos para as equagoes da dinamica estocastica que
o sistema obedece, (1.3-1.4). Por simplicidade, consideremos somente o caso harménico,

regido pelas seguintes equacoes diferenciais

) Y2
.= = 3.37
gj m; ) ( )

pi = —Jieqe — (pj +  2m;GTim;. (3.38)

Este problema, com uma distribui¢ao de massas m; arbitraria, pode ser mapeado em outro

com massas unitarias a partir das seguintes mudancas de variaveis

p.
Qj = ,/quj, Pj = \/7’J)T] (339)

Em termos das novas variaveis (3.39), a dindmica (3.37-3.38) se escreve como

Q = P, (3.40)

P = F@ F — G P+ 1\ 2GTm;, (3.41)

que redefinem o problema com m; = 1V j e nova interacio J = 9~ Y27M /2. Em

particular, as equagoes para o fluxo de calor (1.10) ficam dadas por

T j+1 Dj+1 Dj
Fijr1 = 2= (q~—"— — qj——

2 M1 m;

T, p
= ]§+1 <\/ ij]\/L RV ]+1%+1\/_>
= (QjPj11 — Q1)) (3.42)
e a temperatura determinada a partlr de
(p3) 2
7= 2 = () (3.43)

J
Com base na discussao realizada nas se¢oes anteriores, onde concluimos que distri-
buigoes de massa graded potencializam o efeito isolante no cristal, podemos inferir sobre
o efeito de interagoes graded. Precisamente, notamos a partir dos cédlculos acima, que
permitir uma distribuicao de massas crescente produz um resultado idéntico ao de se

diminuir, na mesma proporg¢ao, a interagao entre particulas.

Obviamente, esta previsao estd de acordo com a nossa intuicdo de que, quanto
maior a interagao entre os osciladores na cadeia, mais facil é para o calor fluir, o que
pode ser visto em todos os calculos para o fluxo de energia efetuados anteriormente, onde

sempre obtivemos F o J.
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Conclusao

Nesta dissertacao, visamos compreender caracteristicas gerais e obter novas propri-
edades, com possiveis aplicagoes, do fluxo de calor em cadeias de osciladores harmonicos e
anarmonicos. Isso foi feito a partir da introducao de ingredientes nao-usuais nestes sistemas,
como estruturas nao-homogéneas ou interagoes de longo alcance, ambos plausiveis na
construgao de materiais experimentalmente realizaveis. O estudo foi conduzido através
de calculos analiticos, em sua maior parte, e também numéricos, ambos exibindo novos

comportamentos para o fluxo de calor.

Especificamente, no Capitulo 2 investigamos primeiramente, de maneira qualitativa,
o efeito de interagoes nao-locais em um cristal harmonico ligado a banhos térmicos nas
extremidades comparando este sistema ao analogo com interacoes apenas entre primeiros
vizinhos. Mostramos para o caso extremo de um sistema completamente interagente, que
a corrente de energia é da ordem de N vezes maior do que no caso com interagoes entre
vizinhos proximos. Na sequéncia, utilizando métodos numéricos, analisamos o efeito de
interacoes de longo alcance em modelos harmonicos e anarmonicos com reservatorios
autoconsistentes, além de cadeias anarmonicas com reservatorios apenas nas extremidades.
Verificamos que, mesmo quando sujeito a uma pequena diferenca de temperatura, ao mudar
o alcance da interacao, diferentes comportamentos para o fluxo de calor sao observados.
Por exemplo, no caso de interacoes entre particulas com um decaimento polinomial
suficientemente lento, a condutividade térmica em funcao do comprimento da cadeia pode

descrescer e posteriormente aumentar no mesmo sistema.

No Capitulo 3, deduzimos varios resultados acerca da mudanca no fluxo de calor
a partir da inclusao de assimetrias no cristal. Na presenca de distribuicoes de massa
graded, mostramos que tais estruturas podem alterar o regime de transporte de calor. Por
exemplo, adicionando uma distribui¢ao de massa que cresce linearmente com o tamanho
do sistema a uma cadeia homogénea composta de N osciladores autoconsistentes (a
principio com condutividade térmica constante), obtivemos uma nova condutividade
térmica decaindo com N. Ainda no contexto de estruturas graded, admitimos também a
possibilidade da interacao entre particulas crescer linearmente, simultaneamente com as
massas, consideragoes que possibilitaram inferir sobre a forma com que intera¢oes desse

tipo contribuem para um aumento no fluxo de energia.

Certamente, o produto de todas as alteracoes propostas aqui aos modelos usuais
para solidos possui o mérito de fornecer pistas na manipulacao da condutividade térmica,
algo de grande interesse na construcao de dispositivos térmicos que auxiliem o controle do

fluxo de calor em determinados materiais. Além disso, apontamos a importancia tedrica
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do trabalho, que demonstra claramente a possibilidade de se estudar sistemas nao-triviais
dentro do formalismo integral em conjunto com a andlise perturbativa desenvolvida pelo
grupo de pesquisa, algo muito superior em complexidade em outros contextos. Finalmente,
todos os resultados obtidos indicam a existéncia de um cendario muito rico, onde a dificil
analise de sistemas com interagoes de longo alcance contendo estruturas graded, por
exemplo, ou mesmo submetidos a diferencas de temperatura nao tao pequenas, certamente
vai revelar novos fendémenos. Citamos um trabalho recente do grupo, Ref. [24], onde foi
mostrado que interagoes além de primeiros vizinhos podem aumentar a retificagdo térmica
de um diodo em milhares de vezes e, ao acrescentar distribui¢oes de massa altamente
assimétricas, evitar que a retificacao decresga com o tamanho do sistema, um problema

presente nos modelos atuais de diodos térmicos [43].

Concluimos dizendo que os problemas apresentados nesta dissertacao, que de certa
forma sao negligenciados na literatura, mostram existir varios fend6menos responsaveis por

propriedades de grande interesse na manipulacao do fluxo de calor.
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APENDICE A - ¢ A

. N . ~ _ AO . , .
Deduziremos, neste apéndice, a expressao para e~ ¢ exibida em (1.84). Além disso,
vamos obter os autovalores de A°, mostrando que os mesmos possuem parte real sempre
positiva, garantindo, assim, a estabilidade de A°. Utilizaremos varios resultados da Algebra

Linear, cujos detalhes podem ser vistos em [44], por exemplo.

Primeiramente, a exponencial de uma matriz é definida a partir de sua série de

Taylor, de modo que

o0 (A0 kK
e~ A% 3 w (A1)
= K

E possivel conduzir A° & sua forma diagonal via uma transformacio de similaridade,
AY = SDS™1, de forma que
SDS! > kSDkS Lk
e A = Z (= X = Z = Se PiS (A.2)

k=0

Com isso, precisamos calcular S e D. Embora, em geral, esse procedimento seja invidvel

para N arbitrario, a forma particular de A° nos permitira realiza-lo.

Iniciaremos diagonalizando A° para o caso N = 1, em que

0o 0 —m™t
oo (n ) "

1/2
ai:gj:<g2—M> Egj:p. (A.4)

Sabemos que (,m, M > 0, mas nao ha nenhuma restri¢ao sobre p, podendo ser p € C.

Consideremos as duas possibilidades:

¢ M ¢

(i) Im(p) =0 = ———>0: 0<p<§ = R>a* >0
m

(ii) Im(p) #0 = p<0,Re(p) =0 = Re(ai):g>0.

Em ambos os casos a parte real dos autovalores de A° é positiva, como haviamos afirmado.
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Uma vez conhecidos a™ e a™, os autovetores correspondentes, que denotaremos

+,,£

por wt e w™, sdo facilmente obtidos a partir de A%w* = aTw™, resultando em

—aF
w = ( “ ) . (A.5)
M
E um fato conhecido que a matriz S é formada pelos autovetores de A°, ou seja,
—at —a” 1 -M —a~
s=("" "), st=_ “ . (A.6)
M M 2Mp \ M «of
Assim, obtemos a matriz diagonal
R a0
D=§"A"S = . (A.7)
0 at
Prosseguiremos agora com o caso N = 2, onde
0 0 —-myt 0
0 0 0 —-my'
A° = e (A.8)
M, 0O G 0
0 M, 0 G2
Sera conveniente introduzirmos as seguintes matrizes 2 x 2
0 —m;!
A?j):( i ) j=1,...,N. (A.9)
M; G

Isso pois, trocando a segunda com a terceira linhas e depois colunas do seguinte determi-

nante, obtemos

—a 0 —mi! 0 —a —m;t 0 0
0 - 0 -my'l My G—a 0 0
det (AO — oz]l) “ M2t a-e 1
M1 0 Cl — 0 0 0 —Q —m;
0 M2 0 CQ — 0 0 M2 (2 —
= det (A?l) — a]l) det (A?Z) — aﬂ), (A.10)
o que implica que os quatro autovalores de A° sao
af:%ipl, aQi:C;j:pQ. (A.11)
Entao, segue imediatamente que
—ai 0
0 . =x
wi = , wy = @2 , (A.12)
M, 0



63

oy 0 0 0
0 a7 0 0

D=814°S = @ (A.13)
0 af 0
0 0 aF

Nao iremos provar o resultado para N arbitrario por indug¢ao, mas é perceptivel
que, a partir de operacoes de trocas entre linhas e colunas, podemos sempre levar A° &

forma diagonal por blocos. Portanto, analogamente ao caso com N = 2, no geral teremos
N
0 _ 0
det (A° - al) = H1 det (A)) — al), (A.14)
i

o que da origem aos seguintes resultados:

LG,

aj = 5 £ pj, je{l,...,N}, (A.15)

Sz(wfr cwh wy e wj_v) (A.16)
e

D:diag(af,...,aj_\,,af,...,aj(,). (A.17)

Ressaltamos que também para N arbitrario, temos Re () > 0V j, valendo a condicao de

estabilidade de AY.

Uma vez obtida D, podemos empregar (A.2). Por simplicidade, calcularemos o

bloco (e‘AOt)(J) de tamanho 2 x 2, sendo que a matriz de dimensao 2N x 2N ¢ imediata:

—aop\O) Dt o1
(e ) Se 'S

1 —af —a; )\ (et 0 -M; —a;
= — J J oty I f . (A.18)
2M]pj Mj Mj 0 e I j Q;
Notando que

et 0 G, 10 1 0
=e 2" |cosh (p;t + sinh (p;t , A.19
( 0 e-alt it) |, | i), (A.19)

com algumas manipulagoes algébricas alcancamos a expressao desejada,

Pi —M; —(;/2

, 9
(e_Aot)(j) = e 2" cosh (p;t)
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. _ A0 . ~
Por clareza, escreveremos os elementos da matriz e=4'* de dimenséo qualquer. Para
)
j,0e{l,..., N}, temos

(6 )jz = ¢ cosh (p;t) [1+2pltanh(p]t)] 0jt;

J

(eiAOt) _ Gf%t sinh (Pjt) 5j£>
N m;p;
—A% e M +) 6.
(e )j+N,Z = —e 2 ) sinh (p;t) 9,

_ A0 _% C
(e ! t>j+N,£+N = ¢ P eoshipil) [1 - Tf;tanh <pjt)] e A2
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